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Chapitre 1

Introduction

1.1 Définitions et généralités

Définition 1.1.1 Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable. L intégrale de
Riemann-Liouville d’ordre o est définie par:

(12 f) (1) = ﬁ / F(7) (t = 7)* s

ota>0eta<t<hb

Remarque 1.1.2 La convergence de l'intégrale de Riemann-Liouville est as-
surée sous (par exemple) les hypothéses suivantes :

1. a>1et fe L. Ou bien

2.0<a<letfellpourp>1/a.
comme conséquence d’une simple utilisation de l’inégalité de Hélder.

Exemple 1.1.3 On se propose de calculer l’intégrale de Riemann-Liouville
d’ordre o de la fonction (t — a)*. On a

t

/ (t =) (r — a)dr

a

1 ((t — a)*) = ﬁ
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T—a
En faisant le changement de variable v = et en remplacant dans
—a

[’équation précédente, on obtient

L ((t=a)) =

On sait que

I'(p+q)
Donc
B - gy S
[(p+1) "
" Taturn!' Y
Finalement ) o )
Ia ((t - a)ﬂ) - m(t a) ©

Proposition 1.1.4 Pour tout r,s >0 on a
rr=r1+*
Démonstration : On pose g(t) = (I5f) (t)

[(Zg o 12) (NI (1) = (15 (9)) (1)

1 r—1 1 s—1
= NG /(t —7) |:F(s) /(T — ) f(x) dx] dr

a
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_—
On pose u =
t—x

(£ 0 13) ()] (1)

Donc [IT o IZ (f)] (t)

INTRODUCTION 4

m 7 ](t — Y — ) f () dadr

()T (s)

iva%@>/[/“Tyl“xy1“]f“”“

L ]t/(t Y7 — )V (2) drde

a x

. Notre fonction devient

1 t
rore /7

. { / w Tt — @) Yt — 2) (L —w) (- 2) du] dx

1 r+s—1 .
F@?@[@‘” f (@) B(s,r)d

L e o TER0),
o [ T @

Définition 1.1.5 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une
fonction f : |a,b] — R est définie par

oum = [a]+1; D™

DG f(t) = D™ f(t)

m

d
e <t <b.
drm @
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Exemple 1.1.6 On va calculer la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville de la fonction (t — a)

D;((t-ay) = D ((-a))

" ! t — )"z —a) N dr
= D [m/(f ) ( )d]

a

On poseu:x:s. Alors on obtient

Dg(@—aﬁ) - pm fas—gy/uA@ay(lmeXWtaﬂu]
— D" m(ta)’”ma/u’\(lu)maldu]
:Dm——1 t—a)™™ B (A +1,m —a)

- N0+ L —a

[l e IO+ DDm-a)
= Dot F(—a+1+M]
- o '(A+1)
=P _(t_aw F(m—a—|—1+)\)] (L.1)

Or

Dm((t—a)‘;) = 5(5-1)...(5_m+1)<t_a>5—m
r'@o+1)

d—m
-  ~ @@ t_
To-—mrpnt %
On remplace dans ’équation (1.1), on trouve
'A+1) F'A4+m—a+1) A
D ((t—a)') = t— o
a<( “)) Tm—atit)) TOhcaty ¢°9
C'(A+1) o
B S Ny
Fh—atn %

Donc
C'(A+1)

Dy ((t - G)A) “Th-axl (t—a)™
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Proposition 1.1.7 Si la dérivée fractionnaire DP f(t) vérifie I'une des hy-
pothéses de la remarque (1.1.2) alors

13 (DEF() = 101 (0) — 1P F0)] L0<f<a<l (12)

Démonstration : On a

I (D) = I (DI, f(1))

= ()

d
. _[1—04 Ia—ﬁ ¢
() e

= I;DRIPf(t) (1.3)

On va utiliser le résultat suivant dans ’équation (1.3) (on donera une preuve
ultérieurement)

t— a)afl

19(DER)(E) = (1) (PT [(1n) (1], (1.4)

On remplace dans (1.3), on trouve

I(Df®) = LPf) = [(17 172 f) (0] o, %

Donc
Iz (D21(0) = 1850 = [(21) 0], (0 10—

car 1°I? = [°*# pour a, 3 > 0. Maintenant on prouve l'identité (1.4). On a

DTS =ad
car
DRI f1(t) = D' [I7 I3 f] (1)
Dy 1" f1()
= f(t)
Puisque

Dg I3 Dgfl = Dgf
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Alors

Dy [IEDgf = f]1=0
c'est-a-dire I* D% f — f € ker(D$). Déterminons ker(D2) pour 0 < a < 1

d
Dig=0= —I"%g=0=1,""g =c(g)

dt
On a
(L)) = Ig(I;%g) (1)
= I;(c(9))(t)
1 a—1
= C(Q)m / (t— )" " dw
1 o
= c(g)amf) [— (t =),
= C<9)F(Oé+1) (t —a)” (1.5)
L’équation (1.5) donne
S0 0) = 5 (elo) o (= )" ) 5 gl1) = elg) s (1= )
AR A i G vy U B A S v y A
& glt) = elo)y (1=

Notre équation est
Dy gD f = f1=0

Donc

1D~ f = c(f)ﬁ (t — )

Ceci implique que
1

IZDYf (1) = f(t) + c(f)m (t—a)"

Maintenant il reste & déterminer la constante ¢(f). Appliquons aux deux
membres lopérateur 1=, il vient

[Ierepef] (1) = Iep) + c(f)ﬁfi‘a (t — )

= L, "f(t) +c(f)
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C(p+1)
IMa+p+1)
[1.D5 f1(8) = I, f(t) + <(f)

Les hypotheéses faites sur D¢ f permettent d’affirmer que

car I ((t —a)*) = (t — a)*™*. Donc

fim (1, D3 1) (£) = 0

On obtient
() =~ Hm I f (1)
Alors on conclut que
o 1 o
D3 (0= 0 = (Im L7 () gy (6= )

Proposition 1.1.8 Si f est continue sur [a,b] alors
(L7 f (1), = EmI7 f(t) = 0, 0<p<1

Démonstration : On a

10 = =g [ =7 S
donc
1-8 = 1 t — )7 fla)de
20 - |5 / (t =) f(x)d
;t — ) P f(2)| da
< m—m[“ 7 IS @)l
Lt —2) Pdx car f est continue
< F(l—ﬁ)[<t ) d J est cont
M gyt M s
< wara-m 0 gt
et de la

M
1B - 18
lim |7, f(t”ﬂlfir(z—ﬁ) (t—a)" " <0
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c’est-a ~dire limy_, | I} 77 f(t)| = 0 car il est évident que lim,_, |I277 f(¢)| > 0.
[ ]
Une conséquence de cette proposition est que I’équation (1.2) devient

I3 (Dif(t) = I27Pf(t)

onl0<p<ax<l.

1.2 Rappels sur des équations différentielles
a retard
Nous allons rappeler dans cette section quelques notions concernant des équa-

tions linéaires classiques a retard et qu’on se propose de généraliser aprées au
cas fractionnaire. Soit I’équation différentielle & retard suivante:

{ 2'(t) = Az(t) + Ba(t—7r) t>0
z(t) = o(t) te[-r0]

ou A ,B et r sont des constantes avec r > 0

(1.6)

1.2.1 Estimation exponentielle

On va estimer la solution z(¢) du probléme (1.6) par le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.2 Soit z(t) une solution de l’équation (1.6). Alors il existe
deux constantes positives a et b telle que

[2(8)] < allgllexp (b 1)
ot [|¢] = sup | (0)].

—r<6<0

Démonstration : On a
2(t) = Az(t)+ Bx(t—r)= /x'(s)ds = /(Am(s) + Bx(s —r))ds

0
t t

= z(t) —2z(0) = A/:c(s)ds + B/:c(s —r)ds

= z(t) = ¢(0) + A/x(s)ds +B / x(s)ds

0 —r
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= J2(t)] < 4] + 4] / 2(s)|ds + | B] / 2(s)] ds

t

< ||¢||+(|A|+|B|)/$(S>d5+|B|/|¢(S)Id8

< (1+1Blr)lloll + (1A + IBI)/x(S)dS
0
On applique le lemme de Gronwall, on trouve

t

2] < U+ 1B |6llexp [ (4] +1B]) / s

0

IN

(1+[B]7) o]l exp (Al + [B) t)
= alo]lexp (bt)

Aveca=(1+|B|r)etb=(|A|+|B|). m

1.2.3 L’équation caractéristique

L’équation caractéristique d’une équation différentielle homogene linéaire a
coefficients constantes est obtenue a partir des solutions non triviales de la
forme exp (At). L’équation

2'(t) = Ax(t) + Bx(t —r)

posseéde une solution non triviale de la forme exp (At) si est seulement si
Aexp (At) = Aexp (At) + Bexp (A(t —1)).

Ceci implique que

A=A+ Bexp(—Ar)

ou encore

h(\) =X —A— Bexp(=Ar) =0
h(\) = 0 est appelée I'équation caractéristique de (1.6).
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1.2.4 La solution fondamentale

Soit X (¢) une solution de I’équation (1.6) ayant pour condition initiale
0 si t<O0
¢<t>{ 1 si t=0
X (t) est appelée solution fondamentale du probleme (1.6).

Théoréme 1.2.5 La solution fondamentale X (t) du probléme (1.6)est don-
née par sa transformée de Laplace
1

LX) N = 57

Aussi pour ¢ > b (b= (|A| +|B]))
X(t) :/Md/\

h(A)
()

c+iT

[ =iz |
= lim —
T—o0 27

(e) c—iT

Démonstration : Puisque X (¢) satisfait ’estimation exponentielle alors

L(X) existe (L(X) est la transformé de Laplace de X ).On a
2'(t) = Ax(t) + Bx(t —r)

Ceci implique que

/exp (=\t) 2 (t)dt = /exp(—/\t) A:L‘(t)dt+/exp(—/\t) Bx(t—r)dt (1.7)

On integre J par partie. On pose

u = exp(—At) = u = —Xexp(—\t)dt
v'o= () = v =x(t)

Donc

J = [exp (—At) x(t)]go—i-/)\exp(—)\t) z(t)dt
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On remplace par X (t), on obtient

J = [exp(=At) X(t)]y //\exp( At) X (t)dt

0
00

= —1+//\exp(—>\t)X(t)dt
0
L’équation (1.7) devient

—1+//\exp(—)\t)X(t)dt = /exp(—/\t) AX(t)dt—i—/ exp (—At) BX (t—r)dt

0 0 0

Donc

o

C1EALX() (V) = AE(X(t))+B/exp(—)\(t+r))X(t)dt

= AL(X(¥)) (A )+Bexp( Ar) .

7exp £)dt + 7exp (=\t) X(t)dt}

= AL(X(t)) (A\)+ Bexp (=Ar) L(X(t)) (\) +
+Bexp(—>\r)/exp(—/\t)X(t)dt

T

= AL(X(t)) (A\) + Bexp (—Ar) L(X(t)) (N)
Alors
(A=A —Bexp(=Ar)) LIX(t)(N) =1
Donc on conclut que

1 1
A— A — Bexp (—Ar) - h(\)

LIX(@)(A) =

1.2.6 Représentation de la solution

On va représenter la solution z(t) du probléme (1.6) ayant pour condition
initiale ¢ (¢) en fonction de la solution fondamentale X ().
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Théoréme 1.2.7 La solution x(t) du probléme (1.6) peut étre représentée
sous la forme

2(t) = X(£)6(0) + B/X(t —0— 1) (0)db

Démonstration : On applique la transformation de Laplace a chaque
terme du probléme (1.6),0n obtient

o0 o0

/ exp (=) 2/ (1)t / exp (— M) Az(t)dt+ / exp (—At) Ba(t—r)dt (1.8)

0 0

. >l
-~

I

On integre par partie I , on trouve
(o)

I = [exp(—)\t)a:(t)}go+//\exp(—)\t)a:(t)dt

0
00

= —gb(O)—l—/)\exp(—/\t)x(t)dt
= =0 (0) + AL(x)(N)
L’équation (1.8) devient

_6(0)+ AL)(N) = AL)N) + B / exp (=A(t + 1)) 2 (t)dt

= AL(x)(\ )+Bexp( YOR

0 00
/ exp ( )dt + / exp ( t]
0

b

= AL(z)(\) + Bexp (=) L(z) (A) +
+Bexp(—/\r)/exp(—/\t)x(t)dt

T

Donc
0

h(AN)L(x) (N) = ¢ (0) + Bexp (—Ar) /exp (—=At) (t)dt

—-Tr
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Ceci implique que

L(x) () = % [Qﬁ (0) + Bexp (—\r) / exp (—A0) ¢(9)d9]
Donc
o(t) = / e);px) [gb (0) + Bexp (—\r) / exp (—\0) ¢(9)d9] d\
© “r
= X()6(0)+ / Be};p((;;) exp (—Ar) / exp (—\0) (8)d6 | dx
© . ~r )
Calculons I;. On définit une fonction w : [—r, +o0o[ — [0, 1] telle que
0si 0>0
w(@):{ 1 si <0

—+00

L= / exp (—Ar) exp (—\0) & (0) w (6) dO

-r

On pose s = r + 6,on obtient
L = /eXp (—A

0

L(d(—r+ Jw(—r+.) N

exp (At)
h(X)

s)p(s —r)w(s—r)ds

Maintenant on calcule / B Iid)\

(c)

/ Be’;p(%t)fm ~ B / exp (M) LX) (V) £ (&(=r + oo (=1 + ) (\) dA
(c) (0)
_ B/exp (M) £ (X % [0(=r + ) (=1 +)]) (\) dA

(c)
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/Be};p(()\/\;)lld)\ = B(X [¢(—r + Jw (=1 +)]) ()
(c)

= B/X(t—s) [O(—7 + s)w (=1 + )] ds

_ B/X(t — $)b(—r + 5)ds

car w(—r+ s) =0 dans [r,t]. Finalement (§ = s —r)

(1) = X(1)6(0) + B/X(t = 0)6(0)dO

Théoréme 1.2.8 Si oy = max{Re () / h(\) =0} alors pour o > g il y
a une constante k = k («) telle que la solution fondamental X (t) satisfait
l'inégalité

X(0)] < kexp(at)  £20

Démonstration : On sait que

X(t) = /exp (At) 1 (X)) dA
(c)

Ou ¢ est un nombre réelle grand. Soit ¢ > «,0on veut montrer que

X(t) = / exp (M) =" (A) dA
(@)
On considéere les segments suivants formant le rectangle (I")
Ly est 'ensemble {c+ir,—T <7 <T}
Ly est I'ensemble {a +ir, —T <7 <T}

M; est 'ensemble {0 +iT,a <o < ¢}
M, est 'ensemble {0 —iT,a <o < ¢}

Puisque 2! (\) n’a pas de zéros dans le rectangle (T') alors d’aprés le théoréme
de Cauchy

/exp (AR E(N)dA =0
T)
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Ceci implique que

/ exp (At) b~ (N\) d) + / exp (At) R () dA—

(M) (L1)

- / exp (M)At () dX — / exp (M)A (A)d\ =0
(M2) (L2)

Si on prouve que

/ exp (M) b= (\)dA et / exp (M) h (A dA — 0 qd T — o

(M) (Mz)

Alors

lim / exp (At) A" (A)d\ = lim / exp (At) ™ () dA

T—+o00 T—4o00
(L1) (L2)

Par conséquent
X(t) = /exp (At) R (X)) dA
(@)

On choisit T} assez grand pour que

: 2 2 3

2 ]

(1 ¥ M) — 7 (14 + |Blexp (—ar)) >
T; To

N | —

Soit A€ My alors A\ =0+ iT,a <o <c¢, pour T > Ty on a
1
A= A—Bexp(=Xr)| > (0*+T%)* —|A| — |B|exp(—or)

(
(1) = F 041+ |Blexp (-ar)

T2

v

T
T
2

2
?exp(ct)(c—a)—>0 qd T'— oo

N

N / exp (M) ! (\) )| <

(M)
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On fait la méme chose pour / exp (At) h=t (\) d\. Alors

(Mz2)

X(t) = / exp (M) =" (A) )
(o)

Le reste a revoir !!!! m

17



Chapitre 2

Equations fractionnaires a
retard

On considére le probléme a valeur initiale suivant :

{ D%z (t) = Ax(t) + Bx(t —r) + f(t) ¢t >0
x(t) = ¢(t) t € [—r,0]

ou dans cette section D est la dérivée de Riemann-Liouville d’ordre o avec
a=0,0<a<]1, ¢est une fonction continue dans [—r,0], A et B sont des
matrices carrées constantes de dimension finie et » > 0 est une constante. Le
systéme est définit sur U'intervalle J = [0, 7], f(¢) est une fonction continue
dans [0, 7). On note par C([a, b]) espace des fonctions continues réelles qui
sont définies sur [a,b] et par C ([a,b],R") I'espace de Banach des fonctions
continues sur l'intervalle [a, b] dans R™ avec la topologie de convergence uni-
forme. Soit C' = C([-r,0],R") et ¢ un élément dans C. On désigne la
norme de ¢ par

(2.1)

ol = sup |¢(t)]

Soit o
Xp={xeC([-r,T,R") [ 2z(t)=¢(t) sit € [-r 0]}

Alors X, est un espace affine car
X, = {h+5,h c F}

ol % est un prolongement continue de ¢ sur [—r, T et

F={xeC(-r,T],R") /x(t)=0site[-r0}.

18
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Il est clair que F' est un sous-espace vectoriel de E = C ([—r,T],R"). Mon-
trons que F' est un fermé. On prend une suite (f,) dans F telle que

lim f,, (t) = f

et on montre que f € F. On a f, = f quand n — oo c’est-a-dire que f,
converge uniformément vers f. On sait que la convergence uniforme conserve
la continuité, alors puisque les f,, sont continues alors f est continue. Pour
t € [—r,0], comme la convergence uniforme implique la convergence simple
donc

f(t) = lim f, (1) =0

car f, (t) = 0 dans [—r,0]. Donc on conclut que f € F ce qui implique que
F est un fermé.
Soient

x1=y1+%
To=1ys+ ¢

On définit une distance d sur ’éspace X, par

X1, Lo €X¢:> {

d(z1,22) = |ly1 — 2l = sup |y1 — v
0<t<T

I1 faut remarquer que les solutions continues du probléme (2.1) seront déter-
minées dans l'espace affine X;. De ce fait, les majorations devraient étre
établies a l'aide de la distance d définie plus haut. Comme elle ne dépend
que de la distance uniforme entre les représentants y; et yo dans lespace vec-
toriel F', alors on ne fera usage que de la norme de la convergence uniforme
sachant bien qu’il s’agit de la distance d.

Pour les matrices A et B on définit les nombres

_ [ Aull

o = = |A||l et p; = sup —— =

a0 [l tulzo lull

2.1 Existence

Théoréme 2.1.1 Soit ¢ € C une fonction continue donnée.On fixre T > 0 et
on suppose que f(t) € C ([0, T],R"),alors il existe une solution unique x (¢, f)
continue définie sur [0,T] et qui coincide avec ¢ sur [—r,0] du probléme a
valeur initial (2.1).
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Démonstration : On montre d’abord 1’équivalence entre le systéme (2.1)
et le systéme suivant:

+00 +oo
o(t) = AFIBIMG(t —r) + > AFTIRf(t)
k=1 k=1
On prouve maintenant que si on a D% (t) = Az(t) + Bx(t — r) + f(t) alors
+00 +oo
o(t) = AFIBIMG(t —r) + > AFTRf (1)
k=1 k=1
On a
D%z (t) = Ax(t) + Bz(t —r) + f(1)
alors

z(t) =I"Azx(t) + I“Bx(t — r) + 1° f(t)
car d’une part a ’aide de (1.4) on a

ta_l

1%(D)(t) = () = g [(7772) (0] g

et d’autre part grace a (Prop 1.1.8) [(I*~*x) (¢)],_, = 0 puisque z est supposée
continue. Aprés une itération on aura

w(t) = AI°[I*Ax(t) + I°Ba(t — r) + I°f(t)] + [*Ba(t — r) + I* (1)
A21*x(t) + ABI*w(t — 1) + AI**f(t) + [“Ba(t —r) + I*£(t)

v(t) = AP [I*Ax(t) + I*Bx(t —7r) + I°f(1)] + ABI**z(t —r) +
+APPYf(t) + I*Ba(t —r) + I*f(t)
= A3PPg(t) + A2BIPx(t —r) + AP ()
+ABIPx(t — 1) + AI**f(t) + [“Ba(t —r) + I*£(t)
= A*I*x(t) + [BI* + ABI** + A*BI**| x(t — )
+ (1" + AP + A1) f(t)

= ATx(t)+ ) AMIBIMw(t—r) + ) AR A1)
k=1 k=1
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On a

ZAk_lBIko‘a:(t - < Z pa—t |Ika:c(t —7)|
k=1 k=1

= w3 (;&) / (t =) (s~ r)dr

i i Z k-1 ||$||Tk°‘
- = 0 F(ka+1 I (ka+1)

e _llz] T

On a la série 4 Z o est convergente car:

p I'(ka+1)
on pose
el T
=M T (ha+1)
alors
o _ oy el TEDY T (ko)
C T ((k + Do+ 1) " [|aof| T
B I'(ka+1)
B L((k+1)a+1)
On sait que
['(z+a) "
~ 0 d
['(z+0b) : E
donc c
L (ak)™ qd k— +o0
Ck
donc
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+o00
On fait le méme raisonnement pour la série ZA’“_II ke f(t). D’autre part

k=1
—+00

A" "z(t) est le terme générale de la série Z AF=11ke g (1) donc
k=1

At™z(t) - 0 qd n — +o0

Alors on conclut que
+o0

x(t) =Y A*'BIMw(t — 1) +ZA’“ TR f(t)

k=1 k=1
Maintenant on prouve que si

ZAk lB[ka +ZAk 1[kaf )
alors Dz (t) = Ax(t )—i—B:E(t—r) —i—f( ). On a

:E(t) _ ZAk 1Bjkoc +ZAk 1Ikaf)

= ZA’“ 1B Dey +ZA’“ e ()
= Z AFBIMg(t —r) + Z ARTRf (1)
= D°(t) = Ba(t —r)+ f(t +ZA’“BJ’W +ZA’“I’”f
k=1
= DY (t)=Ba(t—r)+ ft) + A (fAk LBIFg( +ZA’“ LR f( ))
k=1

= D% (t) = Ax(t) + Bx(t —r) + f(¢)

Donc les deux systemes sont équivalents.On montre maintenant par la méth-
ode des pas 'existense de la solution du probleme (2.1).

1. pour t € [0,r] alors t —r € [—r,0] ,on a

+00 +oo
vi(t) = Y ATIBIFw(t—r)+ ) AR f()
k=1 k=1

t

= k—1 1 ka—1 R k—1 rka
= YA B /(t—T) o(r —r)dr + Y AR ()
k=1 0 k=1
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2. pour t € [r,2r| ,on a

m(t) = ;Ak—lBF (2&) / (t—7)" " o(r —r)dr

t

+oo “+o0
1 1 / __\ka—1 B k—1 rha
+ kgl A B—F o) (t—1) (T —r)dr + ,;1 ARTIIRE(t)

T

3. Alors pour t € [(n — 1)r,nr| ,on a

() = kz:; Ak_lBF (;&) / (t —7)* L p(r — r)dr

2r

+o00
1
k—1 ka—1
—i—kElA BF(k,‘a)/(t—T) (T —r)dr + ...

T

t

+00 +oo
1
A1 / t—m) ety (r—r)d Ab—1 ke £y
+;§ T (ko) (t—=7)"" wpa(r —7) T+kz:; f(t)

(n—1)r

Donc la solution éxiste. m

2.2 Unicité

Maintenant on montre I'unicité de la solution. On prend deux solutions z ()
et x5(t) avec deux conditions initiales ¢, (t) et ¢,(t) respectivement,on a

[21(t) —22(t)] = [I"A(21(t) — 22(t) + 1B (21(t — 1) — 22(t — 1))
< 1A (21(t) — 22(0) [ + B (21(t — 1) — 2a(t — 7))

IN

Ho a—1
F [(t — )" (21 — 22)(r)| dr +

t

s — 1) Mz — ) (T —7)|dr
s [ = @ =) 1)l

0




CHAPITRE 2. EQUATIONS FRACTIONNAIRES A RETARD 24

Site|0,r]:

Ho a—1
21(t) — ea(t)| < meza—f) (@1 — o) ()| dr +

t

) — )t — T—r)|dr
+r<a>[<t 1 (61— y)(r — )l d

a7 [[¢y — bo| Ho t a—1
< Tla+1) —l—r(a){(zﬁ—ﬂ |(z1 — x2)(7)|dT

1
On utilise I'inégalité de Holder avec 1 < p < 7

11
et g telle que —+— = 1,on
- P g

obtient

“ ¢ _¢ H Ko t (a—1)p ’ t q '
() — (1) < HAT 19— all , (t—17) dr (21 — a2)(7)|* d7

T'(a+1) I'(«

1 t
i oy — 6o oV / (1 — 2)(7)| dr
I'(a+1) T(a)((a=1)p+1)7 |/
Ceci implique que
qulluqraq ||¢ —¢ Hq qulluqr(afl)wg t
11 (1) — ma()|? < AT 191 — @ 0 : / (@1 — ) ()| dr
I'(a+1) I'(a) ((a—1)p+1)»

0
D’aprés le lemme de Gronwall:

a— a
20t ||y — dal” 901, (o= Ta+i+1
['(a+1) T'(a)!((a—1)p+1)r

|21 () — z2()]" <

Alors on conclut que si ¢, (t) = ¢, () alors z1(t) = zo(t) sur [0,r].
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Maintenant si ¢ > r:

[21(t) — 22(t)] <

IA
)1

—~| =
o

~—
O\
=

|
-y

Q

®

-

|

8
N
S
=
U

)

+

On utilise 'inégalité de Holder, on trouve

py ||y — @l 7
Ta+l)  T() [

+F‘Z;) [ / (t—r—7)e P df} [ / (21 — wg)(T)da]

0

f |1 — ol (ko + 1 T — 1 )7 dr
SCED) +<r(a)((a—1p+1i> {/ 1= %2) d]

Ceci implique que

2q71 q . q ,..aq 24— 1 qT(a 1)q
fea(t) — () < 20— ol +< k) /\%—x2 " dr

|21(t) = 2(1)] <

O\
—~
~
ﬁ
~—
Q
c
S
IS
\1
I — |
S =
1
\ﬂ
—
8
—_
|
8
no
~—
—~
~—
=
IS
ﬂ
|
Q|

'+ 1) () ((a—1)p+1)
D’aprés le lemme de Gronwall on obtient

27 (|1 — oo exp <2q_1(uo + M1)qT(°‘1)q+p+1)

R R F (o) ((a— Dpt 1)F
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Alors on conclut que si ¢, (t) = ¢,(t) alors
Vit € [0,T], z1(t) = xa(t)

Ce qui nous donne 'unicité de la solution.

2.3 Systémes non autonomes

Maintenant on étudie I'existense et 'unicité du probléme (2.1) pour A et B
dépendant continiment du temps.

Théoréme 2.3.1 Soit ¢ € C' une fonction continue donnée.On fixe T > 0
et on suppose que f(t) € C ([0,T],R™). Alors il existe une solution unique
du probléme & valeur initiale (2.1), x(¢, f) continue définie sur [0,T] et qui
coincide avec ¢ sur [—r,0] .

Démonstration : On montre d’abord 1’équivalence entre le systéme (2.1)
et le systéme suivant:

w(t) =D [I*A@) T°B()a(t —r) + Y [T"A®)] I £(1)

O [IA()]" g(t) = I AW A(t) -+ T°A(t) g(1)
n fois

w(t) = I"A@)x(t) + 1°B(t)x(t —r) + 17 f(t)
() [ A@)x(t) + I*B(t)x(t —r) + I°f Q)] + I*B@)x(t —r) + 17 f(1)
(O A@)x(t) + I A B(t)x(t —r) + I AT f (1)
+I*B(t)x(t —r) + 1% f(t)
= ITAMITAQ) 1Az (t) + 1*B(t)(t —r) + 17 /(1))
HICAMI*B@)x(t —r) + ITA@If () + 1" B(t)x(t — ) + 17 (1)
= ITAMITA) A 2(t) + (17 + ITA@) I + ITA) A7) [(t)
(I°B(t) + I“A(t)I*B(t) + [“A(t)I*A(t)[*“B(t)) x(t — r)

I*A
I*A

i
L
L

n—

= [[PAWD]" () + Y IADF I*B(ta(t —r) + Y [I*AD] I (1)

B
Il
i
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On peut remarquer que

AW g(t) = [PAWDITA®) - I7A(L) g(t)

n fOlb

n—1
1

(t—711)"" HTk—Tk_H Y
k=1

0<rn< <t

XA (11)...A (1) g (1) d71...dT),

On va majorer

1 a—1 o a—1
T ()" // (t—71) kl_[l(m —Ter1)"  A(11) . A(Tn)dry..dTy,

<, <....<t

On fait une régression a partir de 7,

et pour

1 a1 Tno1
_ - o — Thn_ — = —dT,_
a) / (Th-2 = Tn-1) o Tno1 (%)
0

~1 .
,on obtient
n—2

.
on pose Yy =

1

1 a—1 o
) = FFETT / (Facs = Tast)™™ (racat) T2y
_ 1 Oé 1 « Thn— 2 (Oé 05+1)
- a+1 [ yrdy = r( )T (a+1)

i"‘z I'(a)T (a+1)
F'a)T(a+1) TI'(2a+1)

_ T,
I'(2a+1)
et pour
1 U a-1_2a
T(a)T (20 + 1) / A

0
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Tn—2
on pose 1 = . Donc on conclut que
Tp—3

1 a1 tna
.. (t — — dry..dr, = ————
I'(a)" / / m) 1_[1 Tk T The) Tref = (na+1)
—
o<, <...<¢t
Alors 19l T
n o gl T
I*A(t | < =4—F——
A o)) < £ 0L
Donc
S S b I f (@) 7
[T ADF I f (1) <
prd c~  I'(ak+1)
n-1 k a(k+1)
T (ak+1)I'(a+1)
On pose
pg ||.f[| T
F'(ak+1)T (a+1)
On a I (ak 4 1)
Cr+1 ak + —a
_— Ta ~ Ta k d k
Ck Ho I'(ak+a+1) HoT™ (k) ad k = oc
car r( )
z+a aeb
(2 50) z qd z — 400

c

Donc =1 0 qd k — +oo. Alors la série (2.2) est convergente.On fait le
Ck,

méme raisonnement pour la série

i
L

[1°A()]" I*B(t)x(t — 1)

0

i

Pour le terme

o A4 ()7 po |zl 7"
TCA(t H < =4
)" =] < B
n TO[TL
on remarque que M est a un facteur pres, le terme général de la
['(an+1)
série (2.2) donc
pg ||| T

_— d
T {an £ 1) —0 qd n— +oo
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Par conséquent

—+00

oty =Y [I"A(t)* I°B t—7~+—§: [T*A()]" i £ (¢)

k=0

“+o00

w(t) = Y ["AW®)] I*B(t)a(t — ) +Z [T*A()" I f(t)

k=0
“+o00

= I°B(t)z(t —r) + I°f(t) + > _[I*A@®)]* I*B(t)z(t — r) +

Ceci implique que

Dz(t) = B®)z(t—r)+ f(t +ZA Y [ICAW) I B()z(t — ) +
+ZA [Te A I f (1)

Car

DUAM) = e A
= ;ifl “[*A(t) [I1*A(t)]"

=A@ A

Dz(t) = B(t)z(t —r)+ f(t) + A(t).
DA 1Bt (t — 1) +Z [T*A())" 1o f(t)

= A(t)x(t) + B(t)x(t —r) + f(t)

Donc les deux systéme sont équivalents. Le reste de ’étude de V'existence et
de l'unicité se fait identiquement au cas autonome. m
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2.4 Stabilité
Définition 2.4.1 On dit que z(t, ¢) est stable si

Ve > 0,36 (e) > 0 telle que sup |p(t) — ¢y ()| < I = sup |z(t,0) —x(t, )| < €

—r<t<0 0<t<T

Théoréme 2.4.2 La solution du probléme (2.1) est stable si la condition
suivante est satisfaite:

9q—1 0 2¢-1 QT(Q*UQ+%+1
r ox (1o + 1) : <
I'(a+1) (@) (a=1)p+1)»r

S| ™

1 1 1
avec 1 < p < et q telle que — + — = 1.
11—« P q

Démonstration : On pose z(t,¢,) = x1(t) et x(t,dy) = x2(t).On a

[TYA (x1(t) — 22(t)) + [9B (x1(t — 1) — 22(t — 1))
(1% A (21(t) — 22(t)] + [[7B (21(t — 1) — 2a(t — 1))

|21(t) = 2(1)]

IN

IN

Ho a—1
F(a)[(t—T) |(x1 — x2)(7)] dT +

t

as] — ) (@ — @) (7 = 7)| dT
*rmy{“ ) (s — ) = )] d

Site|0,r]:

Ho a—1
21t =] < Ty [(t—T) (1 — z2)(7)| dr +

t

] — et — T —1r)|dr
*rmx{“ (61— 62)(r 1) d

part 6= 6l | o [ e
S -+Fm%{u—f> (a1 = 3)(7) dr
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1 1 1
On utilise I'inégalité de Holder avec 1 < p < 7 et q telle que —+—- = 1,on
p q

—
obtient
py H¢1 - ¢2H
- <
1)~ ma(n)] < B
¢ st 3
+F'IZZ) /(t — T)(O‘_l)p dr /|(w1 — o) (7)|"dr
0 0
py e H¢1 - ¢2H +
I'(a+1)

1
(a—1)+1 t ?

Hol ’ T, — X2)\T da
T (a) (0= 1)p+1) [K e

Sl

Ceci implique que

t

[ 1@~ mypar

0

20 oy — 0y 2O

['(a+1) T'(a)!((a—1)p+1)»

lz1(t) — 2o(t)|* <

D’apres le lemme de Gronwall, on trouve

2071 pfrae )1 — byl ox ( 2q_1ugr(°‘*1)Q+;+l )
r

0 =0 = =y @ (0= Dp+ 1)}

Par conséquent

21—5 « _ 9q-1,,a (a—l)q-i—%—&-l
‘wl(t) . l'g(t)’ S HqT ||¢1 ¢2|| exp ( - /“LOT
q

Fla+1) (@) (=) p+ 1)
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Sit>r:

1 (t) — 22(t)] < MO)/(t—T)a_1|(~’U1—$2)(T)\dT+

IA
=
S

o\w
=
|

2
Q

w

—

|

8
N
-
U

\]
+

On utilise I'inégalité de Holder, on trouve

o () — 2o(1)] < B ||F¢(1a_+¢f)||ra+

_ 1
t q

Ho — )b gy p 1 — xo)(7) | dT
s | =) d} [/( ><>d]

L O

[t—r

+r/é;) /(t—r—T)(a 1%4 [/ (1 — 22)( )da]

L O

f ||y — ol (1o + Nl)T(a Y T . '
< ln o +<r«w«a—mp+ ;>{/1 g()d]

Ceci implique que

o o 27 oy — ol (207 (g + ) T
) =0l I'(a+1)* +< I (a)? (0 —1)p+1)7 /‘ o = ag)(r)fdr
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D’aprés le lemme de Gronwall on obtient

21t |9y = Gofl "7 2071 (1 + )T Dt
I'(a+1) I'(a)((o—1)p+1)»

|21() — w2 ()| <

Ceci implique que

e1(1) — ()] < 2t 101 = Gal v ( (10 + 1) ,,

I'(a+1) gL (@) (o — Dp+1)7

Donc si||¢y — ¢|| < 0 alors Vi € [0,T]

2061 <2q—1<u0 + M1)qT(a‘”q+Z+1>

|z1(t) — 22(t)] < mexp gL' () ((a — 1)p + 1)%

Alors on voit bien que la condition

21_%,“17“0[ ox 29 (g + /h)qT(a_l)q”L%H <
I'(a+1) @) (a—Dp+1)r |~

ST

est suffisante pour assurer la stabilité. A noter que la derniére exponentielle
est plus grande que celle obtenue dans le cas t € [0,7]. =



Chapitre 3

Quelques généralisations

Dans cette section, on va chercher la solution de notre probléme a 'aide de la
transformation de Laplace. On va d’abord estimer la solution du probléme
par ’exponentielle pour assurer ’existence de la transformée de Laplace.

3.1 Estimation exponentielle

Notre probléme est

{ Dex(t) = Ax(t) + Bax(t —7r) t>0
x(t) = o (t) t e [0,7]

avec A,B € Ret 0 < a < 1. On pose p, = |A| et u; = |B|. Le théoréme
suivant, bien qu’énoncé et démontré dans le cas scalaire, reste valable dans le
cas vectoriel ou A et B sont des matrices constantes. C’est pour cette raison
que nous avons gardé la notation , et j;.

(3.1)

Théoréme 3.1.1 Soit z(t) une solution du probléme (3.1). Alors il existe
deux constantes positives a et b telles que

[2(t)] < all]l exp (bt)
ot [|¢] = sup ¢ ()

—r<60<0

Démonstration : On a
Dx(t) = Ax(t) + Bx(t) = z(t) = AI%¢(t) + BI®x(t — 1)

Ceci implique que
t t
o) < 2t [ (=0 e @ldr+ s [ =0 e (- nlar

oy, oy,

34
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Sit e [0,r] alors

o < Lol

I'(a+1)

oy e

0

On utilise 'inégalité de Holder ,on obtient

’l’(t” < H ||¢|| r

0

(7)| dr

B =

Ho (a—1)p q
S T /(t—T) dr [|x(7)| i

Avecsil <p<

1l—« P q

1
et —+-=1

t
a (a=1)+5 !
|J3(t>| S :ul ||¢||T MOT . /|$ (7_)|‘1d7_
Fla+) 1) ((a-1)p+1)r \/
Alors
q t
|x(t)|q < 24— 1 Q||¢||q aq 24— l,uqr(a 1)q+5 /lx (7_)|qd7_
- Tle+1) I'(a)? ((—1)p+1)»

D’aprés le lemme de Gronwall, on trouve

2q71 q q ,.0q

I'(a+1)7
Donc

2 apy |9
H<—
=) < I'(a+1)

( 24— 1”qr(a Dg+1 t>
p q
(@) ((a=1)p+1)r

(@) ((a—1)p+1)7

29— 1qur(04 1)Q+%t
exp
ql' («

Q=

35
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Sit>r
je(t)] < “;)Z(tﬂ“ @ (7) / (t—7) o (=) dr +
+F‘z;)](t—7)“ e (r—r)|dr
< mlde / ol

s | —r =) Yo ()| dr
Q)[u ) e ()] d

On utilise I'inégalité de Holder ,on obtient

py || @] Ho t (a=1)p ] q ‘
|z (t)] NCES) +F(a) (/(tT) dT) (/x(f) dT)

IN

0 0

s / —T‘—T(a VP ar x ()| dr
g (Jumr-nva) (Jrers)
mlelr T o
F(@+1)+F(a)((a—1 Jp+1 11’(/ |d)

pa (b= x (1) dr
+r(a>((a1p+1é(/ ) )

1
a T(Oé—l)-l-% ¢
< py ||ol 7 i (po + f11) /|$(T)|qd7 (car t —r < T)
0

IN

3 =

Fle+1) @) ((e=1)p+1)

Ceci implique que

()| <

27N 91 r T | (g + ) T / & ()" dr
I'(e+1)* () ((a—1) p+1%
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On applique le lemme de Gronwall, on trouve

a— q
2 ol (2“<uo+u1>qT< >>

(@) <

F(Oé-i-l)q F(a>4((&_1)p+1>%
Donc 1 |
()] = M ex 207 (g + p1y) 1T V05t
< F(Oé—l—l) qf(a)q((a_l)p+1)%
Alors

(1) < al|o] exp (bt)

_1 _ a— q
—21 tar et b= 2 1(M0+/~01)QT( it
['(a+1) gl (@) (= D) p+1)7

3.2 Transformée de la solution

Puisque x(t) satisfait I’estimation exponentielle alors £(z) existe, on a
L(D*2(1))(2) = AL(H)() + BL(t — ) (2)

Ceci implique que

L)) = AL@O)E) + BLG( - 1))
= AL(x(t))(z) + B / exp (—zt) x(t — r)dt

0
“+00

= AE(x(t))(z)+B/exp(—z(t+r))x(t)dt

= AL(z(t))(z) + Bexp (—zr)/exp (—zt) z(t)dt +

-

“+oo

+Bexp (—zr) / exp (—zt) z(t)dt
= AL(z(t))(z) + Bexp (—zr) L(x(t))(2) +

0

+Bexp (—zr) /eXp (zt) o(t)dt

-

37
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Donc
(2 — A— Bexp (—=zr)) L(z(t))(z) = Bexp (—zr) /exp (2t) P(t)dt

Alors on obtient

1
22— A— Bexp(—zr)

L(z(t))(z) = Bexp (—zr) /exp (zt) o(t)dt

M, (2) = Bexp (—zr) /exp (zt) o(t)dt

S’il existe E(t) et g(t) tels que

1

LENG) = i panay @ L0 =M ()

Lx(t)(z) = LIE®)(2)L(
= L((E*g)1))(2)

Ceci nous permettra d’exprimer la solution par

2(t) = (E* g)(1)

D’abord on va chercher un grand domaine ou la fonction

Q
—~
~+
N—
N—
—~
I\
S—

D(z) =2 — A— Bexp(—zr)

1
ne s’annulle pas pour que la fonction soit définie. On
2% — A — Bexp (—zr)

pose

T ™

=pe 0 ——<f< =

z = pexp (i0) 5 S0<3
Alors

D(p,0) = p®(cos(ab)+isin(ab)) — A
—Bexp(—rpcos (0)) (cos(rpsin (0)) — isin (rpsin (6))
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Si D(z) = 0 alors ceci implique que

(S) { p® cos(af) — A — Bexp (—rpcos(0)) (cos(rpsin (0))) =0

p°sin (af) + Bexp(—rpcos(0))sin (rpsin (0)) =0
On fixe 0 € [—g g] Je probléeme (S) implique

{ Bexp (—rpcos (6)) (cos(rpsin (0))) = p® cos (af) — A
Bexp(—rpcos(0))sin (rpsin (0)) = —psin (ab)

Alors
B?exp (—2rpcos () (cos?(rpsin (0))) = (p* cos (af) — A)?
B2 exp(—2rpcos () sin? (rpsin (0)) = p*>*sin? (af)
et donc
B?exp(—2rpcos (0)) = (p“cos(af) — A)? + p**sin? (af)
p*% + A% — 2A cos (af) p*
Donc
B?exp(—2rpcos (0)) = p** + A* — 2A cos (af) p*
On pose
U (p) = p* + A* — 2A cos (ab) p*
Et
7 (p) = B? exp(=2rpcos (6))
SiA>0
On a
m m 77
-z < = Z) < <1
5 = 0 < 5 :>COS<a2> < cos (af) <

= 2Ap“ cos (a%) < 2Ap” cos (af) < 2Ap”

= —2Ap* < —2Ap" cos (af) < —2Ap" cos (a%)

= PP+ A —2Ap" < U (p) < p** + A* — 2Ap" cos (a%)

= W(p) > p* + A = 24p" = (p* — A)’

Si (p* — A)* > 2B? alors p* — A > V/2|B|

Alors

p* > A+V2|B|=p> (A+\/§|B|>E
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Pour
f (p) = B* exp(—2rpcos (0))
On a
—g < 9§g2>0§cos(9)§1
= —2rp< —2rpcos(0) <0
= exp(—2rp) < exp(—2rpcos(f)) <1
= B?exp(—2rp) < B*exp(—2rpcos (7)) < B?

= Blexp(~2rp) < f (p) < B?

Alors on conclut que

: a T (p) > 2B?
Sip> <A+\/§|B|> alors { o) < B?
Alors (S) n’a pas de solutions si p > (A + /2 |B\)é :

SiA<O0
On a

—g < 0§g:>cos<ag> < cos(af) <1

2Ap% < 2Ap% cos (o)) < 2Ap" cos (ag)
—2Ap® cos (a%) < —2Ap%cos (af) < —2Ap°

P + A% — 2Ap" cos (a%) < W (p) < p*™+ A% —2Ap”

N

W (p) > p*™ + A% — 2Ap" cos (a%)
Alors
U (p) > p** + A
On choisit p telle que
p2a+A2 > B2+A2:>p2a>B2

= p">|B|

= p> |B|é
Alors on conclut que

U (p) > B2+ A2

1
Si p> |Bl|~ alors
p=> 1Bl { f(p) < B?

40
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Alors (S) n’a pas de solutions si p > |B |é. En définitive, il existe un demi-
plan inclu dans le demi-plan R (z) > 0, dans lequel le systéme (S) n’a pas de
solutions.

Maintenant on montre que L' (M (2)) (t) existe c’est & dlre — / M, (z)exp (2t) dz

(c)
converge (c assez grand positif).

On a
0

e /M¢ z)exp (zt)dz =5 /eXp /exp (1) drexp (2t) dz

On pose z = ¢+ i(, on obtient

My ( (zt)dz
9 / s (2) exp (2t)
0

= —/exp (c+1iQ)r /exp (c+i¢)7) ¢ (1)drexp ((c+iC)t)dC

0

— lim 2 / exp (= (4 10)7) [ exp (= (410 1) & (7) drexp (e + i) ) d¢

L—oo 27 5 )
0 +L
= Lliiglog/exp(— (c+i§)r)/exp(— (c+i¢)7) ¢ (1)dCexp ((c+i¢)t)dr
. P -
= Llijgo%/¢(7)/exp((c+iC)(t—r—T))dCdT
“r L y
= nggoﬁ/gb Jexp (c (t—r—T))/eXp(zC(t—r—T))dCdT
)

sin(t—r—171)L
(t—r—r1)

= hm—/(b T)exp (c(t —r —1)) dr

L—oo T

sin(t—r—171)L
T(t—r—r1)

Quand L — +o0o on sait que le noyau approche la distribu-

tion 4 de Dirac. D’ofl

57 /M¢ z)exp (zt)dz = B (t — )
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1
2% — A — Bexp (—2zr)

) exp (zt)
— dz converge. !N
2mi / 2% — A — Bexp (—z2r) Vers

Maintenant on montre que L™*( )(t) existe c’est a dire




