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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude d’une classe d’équations différentielles
aux dérivées partielles non linéaires a retard distribué dépendant d’état.
L’existence et I'unicité des solutions, les propriétés asymptotiques, dont 1’exi-
stence d’un attracteur global, sont étudiées. On cherche des conditions sur la
fonction noyau pour que notre systéme admet des solutions stationnaires.

Mots-clés : équations différentielles fonctionnelles aux dérivées partielles,
retard dépendant d’état, attracteur global, solutions stationnaires.

Abstract

This memoir concerns the investigation of a class of nonlinear partial dif-
ferential equations with distributed state-dependent delay terms. The exis-
tence and the uniqueness, the asymptotic properties, including the existence
of global attractor, are studied. One find conditions on kernel function for
which our system has stationnary solutions.

Keywords : partial functional differential equations, state dependent
delay, global attractor, stationnary solutions.
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Introduction

La théorie des équations différentielles a retard est I’'une des branches ac-
tivement développées, ces derniéres années, de la théorie des systémes dyna-
miques de dimension infinie. Cette théorie couvre les équations différentielles
ordinaires, les équations différentielles ordinaires a retard et les équations aux
dérivées partielles a retard y compris les retards discrets et distribués, finis
et infinis. Les méthodes classiques des équations différentielles, la théorie des
distributions et I'analyse fonctionnelle, nous permettent d’étudier de larges
classes d’équations différentielles ordinaires et particulierement d’équations
différentielles aux dérivés partielles a retard.

Ces derniers temps, beaucoup d’auteurs se sont intéressés aux équations a
retard dépendant de l'état, voir [111, 23, 24] pour les équations différentielles
ordinaires et [I6, I7] pour les équations aux dérivées partielles. Pour les
équations différentielles a retard dépendant de 1’état, les techniques utilisées
pour les retards indépendant de 1’état se sont avérées inappropriés, c’est
pourquoi on a fait appel & des espaces d’état plus fins que ceux utilisés
précédemment. De méme pour les équations aux dérivées partielles cette
approche s’est montrée inadéquate.

Dans ce mémoire on présente une approche pour les équations aux déri-
vées partielles & retard. On reprend le travail de Rezounenko [14]. On consi-
dére une équation aux dérivées partielles a retard, dont ce dernier est donné
par 'expression suivante :

| bl + 0,600, ute) )b

-r
On se propose de donner les conditions qu’il faut pour la fonction £ pour
1. Dexistence et 'unicité des solutions
2. l'existence d’un attracteur global ;

3. lexistence des solutions stationnaires.
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L’organisation de notre mémoire est la suivante :

Le premier chapitre porte sur des préliminaires et des rappels.

Dans le deuxiéme chapitre, on formule notre probléme et on étudie 1’exist-
ence et 'unicité des solutions.

Dans le dernier chapitre intitulé comportement asymptotique, on com-
mence par l'existence d’un attracteur global, ensuite on montre l'existence
des solutions stationnaires.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle certains définitions et résultats utilisés dans
la suite de ce travail.
Soit 2 un ouvert de R" et © = {x1,...,x,}; Q est supposé borné régulier.

1.1 Espaces fonctionnels

Soit C*(Q) (k € N ou k = 0o) l'espace des fonctions k-fois continument
différentiables sur €.

On note par C¥(Q) I'espace des fonctions C*(€) a support compact dans
Q.

L’espace LP(Q2) avec 1 < p < 00; est ’ensemble des fonctions mesurables
u définies de 2 a valeurs réelles, qui sont p-intégrables i.e. [, [u(z)[Pdzr < co;
muni de norme

1/p
lull ) = (/ ]u(m)|pdx> , pour p € [1,+00) .
Q

Pour p = 0o, L®(f2) est un espace de fonctions essentiellement bornées sur
Q([), muni de la norme :

1l (@ = esssup fu(x)] < inf{e; fu(z)| < ¢ pp sur@)

Pour p =2, L*(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

1. Une fonction u mesurable est dite essentiellement bornée s’il existe un nombre ¢ > 0
tel que |u(z)| < ¢ p.p. sur Q.
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<u,v>= /Qu(:c)v(x)dx,

Ce produit est également le produit scalaire entre v € D(Q2) (= C°(Q2))

et u € D'(Q) (espace des distributions sur {2 = lespace des formes linéaires
continues dans D(€2)).
On désigne aussi par || - || la norme dans L? et on note :

/2
[ul] =< u,u >12 (/|u ]dq;) |

LP(€2) est un espace de Banach pour p € [1,400], separable(E[) pour p €
[1, +o00[ et réflexif( ) pour p €]1, +oo[ avec son dual est L?(£2) ou % + % =1.
Maintenant on introduit quelques inégalités utiles :

Inégalité de Crude [20]

Pour tout a,b > 0 et pour tout p € [1,+00), on a :

la 40P < 2P(a” 4 0P).

Inégalité de Young [20]

Pour tout a,b > 0 et pour p € [1,+00) telque%—i—%:l,ona:

a? bl
ab < —+ —
p q
Inégalité de Holder [20]
Si p telle que
1 1
-4+ -=1 ,
p q
siu e LP(Q) et v € LI(Q) alors
[ @@lds < o ol

2. Un espace de Banach X est dit séparable s’il admet un sous ensemble dénombrable
D dense (D = X).
3. Un espace de Banach X est réflexif si X** = X .
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1/p
Ot [l ooy = (fg u(a)Pdz

Pour p = ¢ = 2, I'inégalité de Holder se réduit a I'inégalité de Cauchy-
Schwarz.

Inégalité de Minkowski [20]
Siu,v € LP(Q), p € [1,+00), alors u + v € LP(2) avec

lu+vllze < flullze + [|v]|ze -

Inégalité de Gronwall [20]
Soient u, € C([a,b]), B(t) > 0, B intégrable sur [a, b] et

u(t) < a(t) + /tﬂ(T)u(T)dT, a<t<b

Alors

u(t) < aft) + /at@(T)a(T) exp { /:@(s)ds}dT, a<t<b

De plus, si a est non-décroissante, alors
t
u(t) < a(t) exp {/ ﬁ(s)ds}, a<t<b.

Inégalités différentielles [20]
Soit u(t) € C*([a,b]), u >0 et
Uu(t) +yu(t) < h(t)
Ou h(t) € C([a,b]), h>0,~v>0.
Alors

t
u(t) < / e (s)ds + u(0)e "
0
En particulier, si h(t) = ¢ alors

u(t) < ey (1 —e ) +u(0)e .
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Inégalité de la moyenne [10]

Soient (a,b) un intervalle non nécessairement borné (c’est a dire qu’on
peut avoir a = —00 ou b = +00), f(t) une fonction bornée sur (a,b), et g(t)

une fonctlon telle que I'intégrale f |g(t)|dt soit convergente. Alors I'intégrale

f f(t)g(t)dt est absolument convergente et on a :

‘/f dt‘<tgpb|f |></|9 )|dt .

Dans la suite, X étant un espace de Banach muni de la norme || - ||x,
on désigne par LP((a,b); X) I'espace des fonctions mesurables u , définies de
(0,7T") a valeurs dans X ; muni de la norme :

b 1/p
T —— ( / ||u<t>||§dt) <o

Sip=o00,L>*((a,b); X) est I'espace des fonctions essentiellement bornées
sur [a, b] ,muni de la norme :

[ull o= (@) = esssup lu(®)]]x -
Chaque LP((a,b); X) est un espace de Banach. Si X est séparable et 1 <
p < 400, alors LP((a,b); X) est séparable. Si X est réflexif et 1 < p < 400,
alors L”((a, b); X) est aussi réflexif. Finalement, Si X est un espace de Hilbert
alors L?((a,b); X) l'est aussi avec le produit scalaire :

b
TR R / < u(s),v(s) > ds, w,ve L2((ab): X).

Dans la suite on définit la dérivée par rapport a ¢ dans les espaces L.
On désigne par D'((a,b); X) l'espace des distributions sur (a,b) & valeurs
dans X ;| défini par :
D'((a,0); X) = L(D(Ja, b]); X) ([).

4. De fagon générale L(Y; Z) désigne ’espace des applications linéaires continues de Y
dans Z
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Si f € D'((a,b); X), sa dérivée distribution est définie par :

i) = _f@—f) Vi € D(a,b]). (LL1)

Si f € LP((a,b); X), il lui correspond une distribution (encore notée f)
sur ]a, b[ a valeurs dans X , par :

/ F)p(t)dt, o € Da,b).,

f

1ntegrale a valeurs dans X ; on peut encore définir 2L comme élément de

D'(Ja, ) par
On note par C ([a, b] X) l'espace des fonctions continues de [a, b] & valeurs
dans X . C([a, b], X) est un espace de Banach muni de la norme :

[ulle(abx) = up [Ju(®)]lx -
On utilisera aussi 'espace de Sobolev W™P(Q)) | d’ordre entier m , et pour
1 < p < +400. On le définit comme espace des fonctions u € LP(£2) dont les

dérivées distributions d’ordre m sont aussi dans LP(Q2), i.e. :

WmP(Q) ={u e LP(Q) : D*u e LP(Q), |a| < m}

Ou D* = % est la dérivée faible (distribution) partielle,
e
a={a,...,on}, ol =01+ +ay,.

Alors il est connu (voir dans [13]) que W™P(Q)) est un espace de Banach
pour la norme :

1/p
|lwl|wmr@) = < Z ||Dau||§p) , pourl < p < o©

0<|a|<m

et

[ullwmee@) = ess sup [[D%ul|c -
0<af<m
W™P(Q)) est un espace de Banach séparable pour 1 < p < oo et réflexif
pour 1 < p < oo.
Pour p = 2, on note W"™P?(§2) par H™(2), c’est a dire :
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H™(Q) ={u : D*ue L*(Q), |a] <m}.

H™() est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

1/2
lulln@) = < D%, D >l g = ( > <D D >> '

0<|ar|<m

WP (Q) est I'adhérence de CF(Q) (k € N ou k est fini) dans W™P(Q); qui
est un sous espace de W™P(Q) . L'espace W;"" () admet un dual W~—"-4(Q)
pour 1 < p < oo, oul g est I'exposant conjugué de p.

Pour p = 2, On note aussi Wy"*(Q2) par HJ"(€2) qui est un sous espace de
H™(Q) de fonctions nulles sur la frontiére 02 . Son dual est noté par H~™(12) .
Puisque (par définition) D(Q2) est dense dans H™(€2), on peut identifier le
dual H™(2) de H{*(£2) & un espace de distributions sur 2 :

{ H™™(Q) = (Hg"(Q))
HMQ) C L*(Q) c H™(Q) Cc D'(Q)

Il est clair aussi que WP(Q) = LP(Q) si p € [1, +o00], et H)(Q) = L*(Q)
car C5° est dense dans L?(92).

1.2 Théorémes de compacité faible

Avant de citer les théorémes de compacité, on rappelle la définition d’injectio-
n dans un espace de Banach.

Définition 1.2.1 Soient (Ey, ||||g,) et (B2, | ||g,) deuz espaces de Banach.
On dit que Ey est inclus topologiquement dans Ey (notation Ey — Ey) si :
1. By C Eq;
2. L’injection canonique j : Ey — Ey,u — u est continue.

La condition (2) équivaut a Uezistence d’une constante C' < +o0 telle que

Vu € By, |Julls, < Cllullp, -
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De plus, on dit que cette injection est compacte si ['injection canonique j
est compacte (i.e j transforme tout borné de Eq en un ensemble relativement

compact(P]) de Ey).

Une conséquence pratique de l'inclusion topologique de Fy dans E; est
que si une suite {u,} converge vers u dans E (i.e. ||u, — ul|g, — 0), alors
elle converge aussi dans F; vers la méme limite (i.e. ||u, — u|lg, — 0).

Théoréme 1.2.2 [2] Soient Ey, E, E, des espaces de Banach, avec E, —
E — Ey, Ey et Ey sont réflexifs et soit By — FE une injection com-
pacte. Soit {u,}, u, = u,(t),t € [0,7], n € N, une suite bornée dans
Uespace L ([0, T); E1), 1 < py < 00 . Supposons que u,(t) admet des dérivées
D, (t), au sens des distributions, qui sont dans o L ([0,T]; Ey), p1 > 1, et
qui sont bornées dans cet espace. Alors la suite {u,} admet une sous suite
convergente dans 'espace LP°([0,T); E) .

Définition 1.2.3 (La convergence faible et la convergence *-faible)

1. On dit qu’une suite {u,} C E est faiblement convergente vers un élément
u de E, en écrivant

N
Unp, n—ooll ,

£
< fiun > —nsee < fou>

pour tout élément f de E* ou E* est ’espace dual de E .

2. On dit aussi qu’une suite { f,} C E* est *-faiblement convergente vers un
élément f de E* | en écrivant

*
fn 4’I’L‘)OO f7
St
< frot > e < fiu >
pour tout élément u de E .

Remarque 1 St E est un espace de Banach réflexif, alors la convergence
*_faible coincide avec la convergence faible.

5. Un ensemble M d’un espace vectoriel normé E' est dit relativement compact (M est
compact) si et seulement si toute suite {un},>0 de M admet une sous suite convergente
Up, — w quand k — oo telle que u € M .
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Théoréme 1.2.4 [2] Sil’espace E est rérlexif, alors il est possible de choisir,
a partir de toute suite bornée de E |, une sous suite qui converge faiblement.
St B* est le dual d’un espace de Banach séparable, alors toute suite bornée
dans E* contient une sous suite convergente *-faiblement.

Notons que LP(Q2), W™P(Q), 1 < p < oo, sont séparables et réflexifs.
Les espaces LP([0,T]; E') avec E réflexif sont aussi réflexifs si 1 < p < 0o.

L’espace L>([0,T]; E*) est le dual de L'([0,T]; E) et si E est séparable
alors L'([0,T]; E') l'est aussi. Par conséquent, le théoréme est appliqué
pour les espaces mentionnés.

1.3 Propriétés des opérateurs linéaires non-bo-
rnés

Définition 1.3.1 (Opérateur linéaire non-borné) Soient X et Y deux
espaces de Banach. On appelle opérateur linéaire non borné de X dans Y
toute application linéaire A : D(A) C X — Y définie sur un sous-espace
vectoriel D(A) C X, a valeurs dans Y ; ot D(A) est le domaine de A.

On dit que A est borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

|Aul| < c||ul| Yu € D(A).

Remarque 2 FEn pratique, la plupart des opérateurs non-bornés que [’on
rencontrera sont fermés (i.e. leur graphe est fermé) et a domaine D(A) dense
dans X.

Définition 1.3.2 (Valeurs et vecteurs propres d’un opérateur) Soie-
nt X un espace de Banach et A : D(A) C X — X un opérateur linéaire
(non-borné). Un nombre complexe A est une valeur propre de A s’il existe un
vecteur u € X, u # 0 tel que Au = Au. Un tel vecteur est appelé vecteur
propre de A .

Définition 1.3.3 (L’ensemble résolvant, le spectre et l’opérateur réso-
lvant) Soit A un opérateur linéaire non nécessairement borné dans un espace
de Banach X . L’ensemble résolvant p(A) de A est l’ensemble des nombres
complexes X pour lesquels (A — NI) est inversible, i.e. (A — XI)™1 est un
opérateur linéaire borné dans X ; ou I est l'opérateur identité. Son complé-
ment 0(A) dans C est le spectre de A. On dit que X est une valeur propre si
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A€ a(A). La famille R(\; A) = (A=)t X € p(A) d’opérateurs linéaires
bornés est appelée la résolvante de A (ou 'opérateur résolvant de A).

Définition 1.3.4 (Opérateur a résolvante compacte) Soient X un es-
pace de Banach et A : X — X un opérateur linéaire (non-borné). On dit que
A est a résolvant compact si R(\; A) : X — X est un application compacte
pour tout A € p(A).

Définition 1.3.5 (Opérateur auto-adjoint) Soient H un espace de Hil-
bert et A: D(A) C H — H un opérateur linéaire. On dit que l'opérateur A
est auto-adjoint st A* = A, c’est a dire

< Au,v >=<u,Av >  pour toutu,v € H
Ou A* est l'adjoint de A.

Définition 1.3.6 (Opérateur positif) Soient H un espace de Hilbert et
A:D(A) C H— H un opérateur linéaire. On dit que A est positif si

< Au,u>>0 pour toutu € H .

Théoréme 1.3.7 Si A un opérateur linéaire, auto-adjoint dans un espace
de Hilbert alors toutes ses valeurs propres sont réelles. Si de plus il est positif
alors toutes ses valeurs propres sont positives.

Théoréme 1.3.8 (spectral) Soit H un espace de Hilbert réel séparable et A
un opérateur auto-adjoint compact sur H . Il existe alors une base hilbertienne
de H constituée de vecteurs propres de A.

Remarque 3 Si A est compact, auto-adjoint et positif on peut de plus af-
firmer que chaque vecteur propre de la base hilbertienne construite ci-dessus
correspond a une valeur propre positve.

Définition 1.3.9 (Opérateur de projection) Soit M un sous espace d’un
espace de Banach X . Un opérateur P est dit une projection de X dans M si
P : X — M est un opérateur linéaire borné tel que P?> = P

Théoréme 1.3.10 [6] Soit Q,, une prijection orthogonale sur le sous espace
engendré par les éléments {ex,k > n+1} dans un espace de Hilbert H et soit
P,=1-Q,,n=0,1,....

Alors
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1). Pour touth € H, >0 ett € R on a l'inégalité suivante :
1A*Que™hl| < XM n]l;

2). Pour tout h € D(AP), t > 0 et a > 8 l'estimation suivante est valide :
A a—B\""
|AQ e~ h| < KT> + Agf] e~ | APh||. (1.3.1)

Dans le cas ot o« — B = 0 on suppose que 0° =0 dans .
En particulier il convient de noter, a partir de . que :

—B8\*7?
A% h|| < {(a : B) + /\?_6] e ™M APh]|, pour tout o > 3. (1.3.2)

1.4 Propriétés des semi-groupes (systémes d-
ynamiques)

Dans cette section, on va introduire certaines notions de la théorie des
systémes dynamiques. En vue d’analyser et de décrire le comportement asymp-
totique des équations différentielles de dimension infinie.

Définition 1.4.1 (Semi-groupe) Soit X un espace fonctionnel. Une fami-
lle d’opérateurs (d’applications) S; : X — X dépendant du parametre réel
t > 0 est appelée semi-groupe, noté par {S;}, si elle satisfait les propriétés
suvantes :

(i) So =1 (I est lopérateur identité) sur X ;
(ii) Sirr = Si Sy pour tout t , 7> 0.

Dans le cas ou S est définie pour tout t dans R et la propriété (ii) convient
pour toute valeur de t, on dit que S; est un groupe.

Définition 1.4.2 Semi-groupe fortement continu (C° semi-groupe)
Soient H un espace métrique complet et S; - H — H un semi-groupe. On dit
que {S;} est un C° semi-groupe (semi-groupe fortement continu) si de plus :
(#1i) La fonction

[0,00) x H> (t,x) = Six € H

est continue en (t,x) € [0,00) X H .
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Remarque 4 [ est connu que pour les semi-groupes d’opérateurs linéaires
bornés dans un espace de Banach X la condition (iii) est vérifiée si et seule-
ment si, pour tout élément x € X ,

Six —x  quand t— 07 .

Remarque 5 Par les propriétés du semi-groupe, le couple (Sy, H) définit un
systeme dynamique. Ou H est un espace métrique complet.

Définition 1.4.3 (Générateur infinitésimal d’un semi-groupe) Soit
Sy un C° semi-groupe dans un espace de Banach X . L’opérateur linéaire A
défini par

t—0

D(A) = {x €eX: limw existe }

et
_ +
i Six—x  dtSx

t—0 t dt

pour x € D(A)
t=0

est un générateur infinitésimal du semi-groupe Sy, D(A) est le domaine
de A et d* désigne la dérivée a droite.

Définition 1.4.4 (Semi-groupe compact) On dit que le semi-groupe Sy
est compact si Sy - H — H est une application compacte pour tout t > 0.

Remarque 6 Dans le cas ot notre opérateur est a résolvante compacte, le
semi-groupe gENEré par cet opérateur est compact.

Définition 1.4.5 (La régularité asymptotique d’un semi-groupe) Un
semi-groupe {S;}i>0 (respec. un systéme dynamique (Sy, H)) est dit asymp-
totiquement régulier si et seulement si tout ensemble B C H fermé, borné,
non vide, positivement invariant (S;B C B) contient un sous ensemble non
vide et compact K tel que sup{d(S;B,K),B C H} — 0 quand t — c©.

Lemma 1.4.6 Si {S;}i>0 est un semi-groupe fortement continu et compact
dans un espace métrique complet H. Alors {Si}i>0 est asymptotiquement
réqulier.
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Définition 1.4.7 (La compacité asymptotique d’un semi-groupe) Un
semi-groupe {Si >0 (respec. un systéme dynamique (S, H)) est dit asymp-
totiquement compact s’il existe un compact K tel que

tliglosup{dH(Stu, K):ueB}=0 (ﬂ)
pour tout borné B de H .

Lemma 1.4.8 Soit {S;};>0 un C° semi-groupe dans un espace métrique
complet H . Alors {S;}i>0 est asymptotiquement réqulier si et seulement si
{S:}+>0 est asymptotiquement compact.

Définition 1.4.9 (La dissipativité) Un semi-groupe {S:}i>0 (systéme dy-
namique (S, H)) est dit dissipatif s’il existe une constante p > 0 telle que
pour tout borné B de H : il existe to(= to(B)) tel que ||Swylln < p pour tout
y € B et pour toutt > tg.

Définition 1.4.10 (Attracteur global) Un attracteur global d’un semi-
groupe S; est un ensemble fermé borné U dans H , strictement invariant
(SiU = U pour tout t > 0), tels que pour tout borné B C H on a

tlim sup{du(Siy,U),y € B} =0.
—00

Théoréme 1.4.11 [5] Soit {S;}i>0 un C° semi-groupe dans un espace métr-
ique complet H . Si {S;}i>0 est asymptotiquement compact et un point dissi-
patif, alors {Si}i>0 admet un attracteur global compact dans H .

6. limsupu, (d’une suite bornée) est la plus grande valeur des valeurs d’adhérences de
la suite.



Chapitre 2

Formulation du modéle et les
propriétés de base des solutions

2.1 Formulation du modéle

Soit 2 un domaine borné régulier de R™. Soit u la fonction définie de
[—r,T] x 2 dans R qui a (¢, z) lui associe u(t,x) ou u(t,.) € L*(2). Pour
tout ¢ > 0, on note par :

ult) =wu(t,.) : Q@ — R
r = u(t)(x) =ut,.)(z) =u(tx).

Pour t € [0,T] avec t > r, on définit la fonction u, , par :

up 2 [-r,0) — L*(9)
0 — w(0) =u(t+0)
et on note par u; = u(0) = u(t +0) = u(t +0,.) € L*([-r,0]; L*(Q)) ; avec

la constante r > 0.
Considérons I'équation aux dérivées partielles a retard suivante :

%u(t,x) + Au(t,z) +du(t,z) = (F(u))(x); €, t>0 (2.1.1)

Ou A est un opérateur linéaire positif auto-adjoint & domaine D(A) dense
dans L?(Q) et a résolvant compact. Ainsi A : D(A) C L?(Q) — L*(Q) est

17
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un générateur d’un semi-groupe analytique. d est une constante positive.
F ([0 L%(Q) — L*(Q)
w — F(uy)

est le terme non linéaire, donné par :

(F(w))(x) = / { / bu(t + 6, ) f(a:—y)dy}fw,a:,u(t),ut)de (2.1.2)

Ou b : R — R est une application bornée et localement lipschitzienne, f :
2—Q — R est une fonction bornée, et La fonction £(.,.,.) : [-7, 0] xQx H —
R représente le retard distribué dépendant de 'état, avec H = L?(Q2) X
L3((=r,0); L*()) et on désigne par ||-|| et < -,- > la norme et le produit
scalaire dans L%(12) .

Remarque 1 Par des hypothéses sur l'opérateur A, on peut construire des
espaces de Hilbert H, pour o dans R tels que :

e Hy = L*(Q) et H, = D(A%) V a > 0, lespace D(A®) est muni
du produit scalaire < u,v >,=< A%, A% > et de la norme ||u|lo =
A%l

o« H , = (H,;

e H, C H,,Vay > as avec injection dense et compacte.

L’opérateur A peut étre prolongé a un opérateur de H, dans H,_1 pour tout
a dans R.
En particulier pour « = 1/2, on a

D(AY?) € LX(Q) = (L2(Q)) C (D(AY?)) = D(A™V?) (2.1.3)

et toutes les injections sont denses et compactes. Ou (L*(Q)) et (D(AY?))
sont les espaces duals de L*(Q) et D(AY?) respectivement.
On notera qu’avec cette identification

< 0,0 >=< 0,0 >pa-1/2) p(ar/2) (2.1.4)
des que ¢ € L*(Q) et 1 € D(AY?).
La fonction u cherchée doit vérifier les conditions initiales suivantes :
u(07) =u® € L*(), ul(_ro) = ¢ € L*((—7,0); L*(Q)) (2.1.5)

Ainsi, on écrit (u°,p) € H .
Avant d’étudier le probléme a retard (2.1.1)), (2.1.5)) il faut d’abord choisir

une notion appropriée d’une solution faible.
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Définition 2.1.1 Une fonction u est une solution faible du probléme ,
2.1.5) sur Uintervalle [0,T) si

w € L((0,T); () N L2((—r, T): L*(2)) N L*((0,T); D(A'?)),

u(f) = (@) Vo € (—,0) et

T T T
—/ <u,1')>dt+/ <A1/2u,A1/2v>dt—|-/ < du— F(uy),v > dt
0 0 0

=< u",v(0) > (2.1.6)

pour toute fonction v € L*((0,T); D(AY?)) avec v € L*((0,T); D(A™Y?)) et
v(T)=0.

2.2 Reésultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie, on étudie 'existence et 'unicité des solutions pour le

probléme a retard (2.1.1)), (2.1.5)).

Théoréme 2.2.1 (d’existence) [1})]
Supposons que
(i) b: R — R est localement lipschitzienne et bornée;
(ii) f:Q—Q — R est bornée;
(iii) & : [—r,0] x Q x H — R satisfait les conditions suivantes :
(a) YM > 0,3L¢ p | V(0 0") € H satisfaisant HviH2+f£)T |7 (s)]|?ds <
M?.i=1,2 0na

0
/ 1E(0, 0", 1) — €00, .02, 02)|| 1o
1/2

0
< Lew [Hvl — 2P+ [ t(s) — P (s)|IPds|  (2:2.1)

(b) 3C¢,—1/2) > 0 tel que

0
/ Hf(e, .,U,w)‘|,1/2d9 < 0(5’71/2) V(U,w) € H (222)
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Alors pour tout (u°, ) € H le probleme (m, 2.1.5) admet une solution
faible u(t) sur toute intervalle donné du temps [0, T et cette solution satisfait

u(t) € C([0,T); L*(Q)) (2.2.3)

Remarque 2 Les propriétés (iii)(a) et (1ii)(b) signifient que &, comme une
fonction de variables (v,) € H | est une application & : H — L'((—r,0);
D(A~Y2)) non linéaire, localement lipschitzienne et globalement bornée.

Démonstration. Pour prouver I'existence d’une solution faible, on procéde
par la méthode de compacité en utilisant des solutions approximées de Galer-
kin.

Soient {ex}x>1 une base orthonormale([) (de vecteurs propres) dans
L*(Q)) telle que :

Aep, =M e avec0< A\ < X< ..., lim A\, =400,

k—+o00

et
u™ [0, 7] —» V™

toe u™(t) =) grm(ter, m=12 ..
k=1

la solution approximée de Galerkin d’ordre m pour notre probléme a retard
, ;o V™ est le sous espace engendré par la famille {eq, - , e},
tel que U,,>1V;, est dense dans L?(92).

Pour tout k = 1,...,m, la fonction u™(t) satisfait :

<A™(t), e > + < Au(t),ep > +d <u™(t),er >=< F(u}"), e >
<u™(0), e, >=< Ppu’, e, >=<u e;, > i.e. Bu™(0) — u® dans L*(Q)
<u™(0),ep >=< Ppp(0),er, >=< ¢(0),e,. > Vb € (—r,0)
(2.2.4)
Ou
Grem(t) =< u™(t), e, >

1. La suite {eg}r>1 est une base orthonormale dans un espace de Hilbert si < ey, e; >
| 1 pourtout k =j
“ 1 0 pourtout k #j
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sont les coefficients de Fourier, tels que g, € C*((0,T);R) N L*((—r,T); R)
et gx,m est absolument continue; et

P, L*(Q) — v™
u(t) — Puu(t) =u™(t)

est la projection orthogonale de L?*(2) dans V™.
La premiére équation de (2.2.4]) s’écrit aussi :

W"(t) + Au"(t) + du™(t) = P F(ut) (2.2.5)

Pour m fixé, définit un systéme linéaire d’équations différentielles
dans R™ . Alors on peut appliquer la théorie d’équations différentielles pour
obtenir l'existence et 'unicité locales des solutions du systéme . Cest
a dire pour les conditions initiales (p;a) € L*((—r,0); R™) x R™ il existe

am > 0 et une solution unique de (2.2.4), v () = (g1.m(t), -, Gmm(t))"
avec 0™ € L*((—r, am); R™) tels que v = ¢ et v™(0) = a, et v™|gq,] €
C(]0, a]; R™) 5 et on note par :

) [zm = Z ka

La solution v™(t) de ce systéme définit w™(t) sur [0, ay] -

Lemma 2.2.2 Par la bornitude des fonctions b et f et la propriété ,

on a la propriété suivante :

| < Flur),0(t) >12(0) | < Cy My |Q|Cie-1y9) - |4 0(1)]].- (2.2.6)
Preuve.

| < Fur), v(t) >r20) |

’/{ { @+&wﬁm—ymﬂa&%wﬂmmw}@@mm

D’aprés Fubini, on a :

’/r{ t+9y{/jx—)ﬂ8xﬂ)m)@@@}@k4
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En utilisant le fait que f et b sont deux fonctions bornées i.e. IM; > 0 :
f(2)| < MyV2eQ—Q et 3C, > 0: |b(w)| < Cp Vw € R, on trouve :

< oM, /_[:/Q{/Q]f(&,x,u(t),ut)\|v(t,x)|dx}dyd0

0
< Cbe|Q|/ /\f(@,x,u(t),ut)||v(t,:c)|dxd9, on |Q|:/dy
—r JQ Q

0
< C’be|Q|/ < €00, . ult), u), v(t,.) > | df

En utilisant (2.1.4)), on a
0
< O M, |Q|/ < €00, ult),w), olt,) >y |0
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
0
< G My !Q!/ 100, - w(t), wi)l[1y2 [[o(E, )|/ 46
Par la propriété (2.2.2)), on a :
| < F(ur), v(t) >r20) | < Cp My |[QCre—172) - [[0() |12
En utilisant fait que [[v(t)]|1/2 = [|AY?v(t)||, on obtient (2.2.6). m
L’étape qui suit (lemme [2.2.3)) nous montre, par des estimations a priori,
que I'on peut prendre o, = T'.
Lemma 2.2.3 La suite d’approzimation de Galerkin {u™(t) }m>1 est uniformém-
ent bornée dans Uespace L=((0,T); L*(2)) N L*((0,T); D(AY?)). i.e. pour

presque tout t € [0,T], (T est fini quelconque ) il existe une constante C ,
telle que :

t t
lam ()] + / JAY2 0 (s)|Pds + 2d / lam(s)Pds <€ (2.2.7)
0 0

pourm=1,2,....
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Preuve.
Multiplions (2.2.4) par gy, (t) et sommons en k = 1,--- ,m. Alors pour
t € (0, au|, Vintervalle d’existence locale de u™(t), on obtient :

D (<™ (t), e >+ < Aum(t), e > +d < u"(L), e >)grm (1)
k=1

Z )s €k > Grm(t)

k=1

Ce qui nous donne :

< a™(t),u™(t) > + < Au™(t),u™(t) > +d < u™(t),u"(t) >
= < F(u),u™(t) >

pour presque tout ¢ € [0,7]. Puisque g, € Cl(( ,T);R)N L2(( r,T); R)
et grm est absolument continue, on écrit : < @™(t),u™(t) >= 1L|u™(t)?.
Ainsi, on aura :

< F(u™),u™(t) >
< | < Fu),u™(t) > |

1 d m m m
5 77 [ O + A2 @) + d[[u™ (@)

D’aprés , on a :
< Gy My|Q|C (1| AV u™ (1)

En utilisant I'inégalité de Young pour p = 2, on aura :
1 1 "
< §Cb2M?‘Q|2C(2§,—1/2) + 5”141/2“ ()17
Ce qui nous donne :

d m m
@ P +A2 w424 w0 < GEMFQPCE -1y =k (228)

Lorsqu’on a :

d m m m
2 @O + A2 w01 + 2d [ (1)

t t
= (s [ e pas s [ eo)ps)
0 0

d
—x"(t) < k.
th ()_ 1
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En utilisant la formule de la variation de la constante, pour presque tout
t €[0,7], on trouve :

X" (t) X" (0) + kit
[u™(0)]|* + kat

[ + ket

IA A CIA

Donc pour presque tout ¢ € [0,7], on a :
t t
@I + [ 1472 (s) s + 2 [ ()]s < )P +
0 0

Ceci nous donne . Ainsi, ||[u™(t)|| (o) est bornée donc [|u™ || oo ((0,7);12(0)
aussi; cette derniére avec [[u™| 2o 7). p(ar2)) et [u™ || z2(0,1);L2(0)) sont borné-
es par une constante dépendante de T ce qui nous donne que pour u’ €
L*(9), la suite des solutions approchées {u™(t)},,>1 est uniformement bor-
née dans Uespace L>((0,T); L2(Q)) N L2((0,T); D(AY?)). Ot D(AY?) est
le domaine de l'opérateur A'/?. L’estimation aussi implique que la
solution approximée peut étre prolongeable sur tout intervalle [0,77]. Ainsi
convient pour tout t > 0. =

Maintenant, (par le fait que o, = T') on propose de tendre m vers oo
et de montrer qu’'une sous suite des solutions u™ du probléme approximé

(2.2.4) converge vers une solution faible du probleme (2.1.1)), (2.1.5). Pour

cela, on a besoin de certaines estimations uniformes qui se trouvent dans le

lemme [2.2.4].

Lemma 2.2.4 La suite {4 (t)},n>1 est uniformément bornée dans l’espace
L*((0,T); D(A7Y2)) , i.e pour tout T > 0 il existe une constante Cp indépen-
dante de m telle que :

T
/ |A=Y2 4 (s)|2ds < Cp.
0

Preuve.
Par (2.2.5) on a :

u"(t) = —Au™(t) — du™(t) + F(u)")
Ceci implique que

[a™ (@) = [| = Au™(t) = du™ () + F(u;") |
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Ainsi
[a™ (@) < [|Au™(t) + du™ ()| + || F' (") ]

On éléve au carré cette inégalité, on aura :
2
lam @) < (||Aum<t> ()] + ||F<u;“>||)

En utilisant I'inégalité de Crude, on obtient :
la™ (@)1 < 4[Au™(t) + du™ (@) + 4] F (") |
En utilisant I'inégalité de Crude une autre fois, on aura :
[ @) < 16]| Au™(#)]|* + 164|u™ (£)]* + 4[| F (uy")]|*

Comme D(A) C D(AY?), i.e. il existe ky > 0 tel que [[ul| piay < kul|ull piasse ,
on a:

[a™ (N7 < 16k [|AY2u™ ()17 + 16d ™ ()| + 4] F (uy") |

Puisque l'injection L2(Q) C D(A™'/2) est compacte, i.e. il existe ky tel que
ull pea-1/2) < Kaf|ull, on trouve :

1 - m m m m
E”“ (Ol panrrzy < 16k A2 (1)) + 16d][u™ (1)1 + 4] F (u])|

Par le fait que [|u| pa-1/2) = [|A72ul| et [|F(u)|| < CoMiCle 172/, on

a:
|A=Y24™(1)[|2 < 16k ko || AY2u™ (1)) + 16kod||u™(1)]|> + 4k;QC§M?C(2£ 1
T

En intégrant cette derniére entre 0 et 7', on obtient :

T
|1z s)pas
0
T

T
< 16kiky / | A2 (5) [2ds + 16kyd / lum(s)|2ds
0 0

201212
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Ainsi, en utilisant (2.2.7)), on aura l'existence d’'un Cr > 0 telle que :
T
|14 |pas < o
0

pour tout 7' > 0. Cette estimation nous montre que la suite {@™(t)},,>1 est
uniformément bornée dans I'espace L((0,7); D(A™1/?)). m

Ainsi les deux lemmes précédents, nous donnent que {(u™;4™)},>1 est
une suite bornée dans ’espace de Banach Xr tel que
Xp = L2((0,7); IA(Q)) 1 LA(0,T); D(AY2)) x L3(0,T); D(A™2))
Alors il existe une sous suite {(u™*;0™)}p>1 C {(u™;@™)}m>1 et une fonc-
tion (u;a) € Xr telles que :

(™ ™) 2 () (2.2.9)

En effet ;

On a dans Pespace reflexif L2((0,7); D(AY?)) la suite {u™},,>1 est bor-
née, alors par le théoréme de compacité faible il existe une sous suite
{u™}r>1 C {u™},>1 qui converge faiblement vers une fonction u € L?((0,T);
De méme l'espace reflexif L?((0,7); D(A™'/?)) contient une suite {@™},,>1
bornée, donc elle admet une sous suite {u"*},>; convergente faiblement
vers une fonction @ € L2((0,T); D(A~Y2)). Aussi, on a la suite {u™},,>1
est bornée dans l'espace L>((0,7T); L*(2)) qui est le dual de l'espace sépa-
rable L((0,T); L*(9)) , alors d’aprés la théorie de compacité (théorémel[l.2.4)
cette suite contient une sous suite {u"*}>; qui converge *-faiblement vers
une fonction u € L*®((0,T); L*(R)) . Finalement, on a D(AY?) C L*(Q) C
D(A~Y/2) avec injection compacte et la suite {u™},,>; est bornée dans
L%((0,T); D(AY?)) avec sa dérivée {1™},,>1, au sens de distributions, est
aussi bornée dans L2((0,T); D(A™'/?)). Alors par la théorie de compacité
(théoréme la suite {u™},,>1 admet une sous suite convergente dans
I'espace L*((0,T); L*(Q)). Cest a dire :

u™ — u dans L*((0,T); D(AY?)); (2.2.10)
u™ S ow dans  L((0,7T); L*(Q)); (2.2.11)
w™  — 4 dans L*((0,T); D(A™Y/?)); (2.2.12)
u™ — wu dans L*((0,T); L*(Q2)) (2.2.13)

Lorsque u™(0) — u° dans L?*(2) et puisqu'on a (2.2.12)) alors u™*(t) =
u™(0) + fOT ™ (1) dt — u® + fOT u(t)dt . (2.2.13)) implique que w™*(t) — wu(t)

D(AY?)).
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dans L*(Q) pour m — oo, et lorsque u(t) est exprimée en terme d’intégrale
en fonction de u(t) alors u(t) — u® faiblement dans D(A~Y/2) quand t — 0F .
Alors u(t) veérifie la condition initiale. Chaque limite *-faible de I’approxim-

ation de Galerkin est une solution faible du probléme (2.1.1)),(2.1.5)).
En effet ;

Soit Wr = {v € L2((0,T); D(AY?) : v € L*((0,T); D(A™/2) et v(T) = 0} .
On applique I’équation définie par I'approximation de Galerkin & la fonction
v € Wy et on intégre entre 0 et T, on trove :

/T < a™(t),v(t) > dt + /T < Au™(t),v(t) > dt

+ /T < du™(t) — F(u"),v(t) >dt =0

En intégrant par parties et en utilisant le fait que 'opérateur A est auto-
adjoint, on trouve :

T T
- / <u™(t),v(t) > dt +/ < AY2um(t), AY20(t) > dt
0 0

+ /T < du™(t) — F(u]"),v(t) > dt =< u°,v(0) >

On passe a la limite en utilisant (2.2.102.2.11}2.2.12}|2.2.13)), on affirme que
u(t) est une solution faible du probléme ([2.1.1)),(2.1.5)), pour toute fonction
NS WT .

Pour prouver la continuité des solutions faibles on a besoin de la propo-
sition suivante :

Proposition 2.2.5 [20] Soit V' un espace de Banach dense qui s’injecte
continument dans un espace de Hilbert X . On identifie X avec son dual
X' tel que V.— X — V*. Alors espace de Banach W,(0,T) = {u €
LP((0,T);V) : @ € LI(0,T);V*)}, ouw p~' + ¢ ' = 1, est contenu dans
C([0,T); X). De plus si w € W,(0,T) alors ||u(.)|| est absolument continue
sur [0,T] et on a :

d
%HU(WF =2 <u(t),u(t) > presque partout dans [0,T].

Dans notre cas X = L?(Q),V = D(AY?) V* = D(A7Y2) pt =¢ ! =
1. Ainsi u € C([0,T]; L*(Q)) et ceci termine la démonstration du théoréme

2271 m
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Théoréme 2.2.6 (d’unicité) [1])]

Supposons que les fonctions b et f sont comme dans le théoréme (elles
satisfont les propriétés (i), (ii)), la fonction & satisfait la propriété (iii)(a) et
la propriété suivante :

(., v, ) € L®((=r,0); D(A™V2))  pour tout (v,7) € H (2.2.14)
C’est a dire

&y ) H — LOO((—T,O);D(A_I/2))
(’U71/b> H é('?"’U’w)

est essentiellement bornée sur (—r,0), telle que

||£<'7-7Uaw>||L°°((fr,O);D(A*1/2))2633 sSup ||£(97~7U>w>”D(A*1/2)'

0e(—r,0)
Alors la solution du probléme .(2.1.5) donnée par le théoreme [2.2.]]

est unique.

Démonstration. Pour prouver I'unicité du solution faible, on considére u'

et u? deux solutions du probléme avec les conditions initiales u!(0) =
w0 ul(0) = () et u(0) = *(9), u?(0) = u?P .

Soit w™(t) = ub™(t) — u*™(t) la différence correspondante aux solutions,
ub™(t) et u™(t), approximées de Galerkin. Ainsi w™(t) vérifie 1’équation
suivante :

W™ (t) + Aw™(t) + dw™(t) = Fu;™) — Fu)™).
On multiplie cette équation par w™(¢) dans V™ C L*(2), on trouve :

< W), (1) > + < Aw™(t), w™(t) > +d < W (), wm(t) >
= < F(u™) = Fuy™),w™(t) >

Par le fait que 14 |w™(t)||> =< w™(t),w™(t) >, alors aprés calcul on ob-
tient :
1d

5 = ™ O + | A2 0™ (@) + d o™ ()] =< Fupy™) = F(uf™), w™ () >
(2.2.15)
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Lorsque u',u? € W5(0,T) alors w € W5(0,T), ainsi w € C([0,T7; L*(2)).
Donc w(t) vérifie 'équation suivante :

w(t) + Aw(t) + dw(t) = Fu) — F(uf) € L*(J0,T[; D(A"?)).
On considére la différence < F(u}) — F(u?),w(t) > en détail :

< F(uy) — w(t) >

() = P ().
. / { || [oas o y>d4§<gml<t> ub)o

(et + 8, ) F(x — y)dy} (0, 2,42(t), >de}< o)

bu'(t+0,9))f(x —y dy]f(&,x,ul(t),u})de
Q

|
/% (u
IATRTE
/0 {/ﬂb( 2(t+0,y)f(x— y)dy} 0, x,u (t),u%)dg}w(ul,)dl,
VAT
BRI
AL

b(u?(t +0,y))f(x —y dy]f(&,x,ul(t),utl)dH

{O

b(u(t +0,y))f(x — y)dy} (0, x,u?(t), u?)d@}w(t,:ﬂ)dz

[0+ 0.9)) = b2+ 0.9)) 0 - y)dy}

0, z,u (t),u )d@} (t,x)dx

/{/ [/b (t+0,9)f(w - y>dy](€<9,x,u1(t>,u%>

() >>de} (t,2)de
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D’apres Fubini, on a :

_ /0 {/Q(b(ul(tw,y)) — b(u(t +0,9)))

—-r

[/Qf(:v - y)g(eﬁﬂ,ul(t),ui)w(t,x)dx] dy } a0

/ {/9““2(”9@){ / Flx = )00, z,u' (1), u)

— &0, 7, uP(t), ul))w(t, x)dm} dy } df

+

En utilisant la propriété localement lipschitzienne de b i.e pour tout w!, w? €
R il existe Ly > 0 tel que |b(w!) — b(w?)| < Lylw! — w?| y compris le fait que
b est borné i.e. il existe C, > 0 tel que |b(w)| < Cj,, on obtient :

| < Fug) = F(uf), w(t) > |

< Lb/_i{/Qru%tw,y)—u2<t+e,y>>r[[2|f<x—y>r
0.0 @byt o)y bavv e [ L[] [ise-0)

€0, 20 (1), ) — €00, 2,2 (0), )| |w<t,x>|d4 dy } @

Du fait que la fonction f est bornée i.e. il existe My > 0 tel que |f(.)| < My
et que w = u' —u?, on aura :

< naty [ [+ o] [ 6.0 @,ubl il
dy}d@—l—Cb]\/[f\Q\/j{/Q]f(e,x,ul(t),u%)—f(@,x,uz(t),uf)]

|w(t,x)|dx}d6
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Ou |Q| = [, dy (la mesure de Q).
Par définition du produit scalaire dans L?(Q2), on a :

< LM@/:{Lﬂw@+&yﬂﬁdﬂ&$mWWUDLW@wN>

0
dy}d@ + C’be|Q|/ < €00, 2, ut (1), ur) — £(0, 2, u*(t), ul)],
lw(t,z)| > db

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par (2.1.4]), on a :

0
< nar, | { N[O UR TN oS

0
dn s+ Gty] [ 60,0 0,ud) = 6.0 D]
(e, )l ydo
En utilisant 'inégalité de Holder, la propriété 1} et le fait que || - ||

|AY2-||; on aura :

< Lbe/ €6, . ul (1), )y 142, )|

( / \w(tw,y))ﬁdy)é( / dy)%de

0 1/2
T ObeLg,MmmAl/?w(t,.>u[meuu / uw<t+s>u2ds]

1
2

IN

LM@vﬁT/IKHHu t),u)l|_y A 2w(t, )| llwt +6,.)]d0

0 1/2
T ObeLg,mmnAl/?w(t,.>||[Hw<t>uz+ / |rw<t+s>||2ds]

En utilisant la propriété (2.2.14)) on aura, par I'inégalité de la moyenne, que :

< LMyl ess sup 6,0 0) ) / AV 2
0

lw(t + 6, )[1d6 + CoMyLe ar|QI A 2w (t, )

(o + / e+ ) s "
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L’inégalité de Young nous donne :

1, v T [° ’
< qriageless s f0 0.l ] | [ o)1)

0e(—r,0)

1
b Il P 4 S A (e, )P + S CRMPLE 0P

oo+ [t + )12

D’aprés I'inégalité de Holder on a :

1 2
< AV, >||2+2L2Mf|9|[esses(up 6060 -]
S

0
][ [ vwte s 0coipan] + Sepanzaz oo

1 0
+ §CfM?L§’M|Q]2 lw(t + s)||*ds

T

1 2
< ||A1/2w<t>||2+{QLZMfmv[ess sup 6.0,

oe(—r

1
+ §C§M?L§,MIQI2} lw(t + 0)]2d6 + 5 CbeL§M|Q| lw(®)]”

—-r

Finalement, on obtient I'existence des constantes positives C,Cy > 0 telles
que :

| < F(uy) = F(ug), w(t) > |

c, [° C
< )l + 5 [ e+ o)+ 22

lw(®)]”

Cette derniére estimation et ([2.2.15)) nous donnent :
5 = ™ @ + A2 w™ (6|7 + d [[w™ (t)]]?

< e+ S [ e+ olPas+ 2o o) 2210

0

t
lw™ (¢ + 0) |26 *2 / ™ (s) 2ds
t—r

-
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Comme [t —r,t] C [-r,t], £ >0, on aura :

t t
/ lom(s)2ds < [ Jwm(s)|ds
t—r

=T

< ||w )| d@—i—/ |w™ (s)||*ds

Ainsi, (2.2.16)) devient :

d 2 2
— m 2 m
= w (2))? + 24w ()]

01( / )0+ | t ||wm<s>||2ds) + Gyl (1)

Donc :
d m 2 ! m 2
= |l @17 + 2d ||w (s)[ds
0
< / lw™ (s)|*ds + Collw™ (t)[|* + Cy me( )|I*do
< Gl g [ e o / ROIRY
Ceci nous donne, pour z™(t) = |[w™(t)||? + 2d [, |[w™(s)||*ds , que :

dt ( ) < OQZ + 01/ ||w )||2d8

En appliquant le lemme de Gronwall & cette derniére, on trouve :

2m(t) < 2(0)eC + (% / ||wm<9>||2d9) (e 1)

Par conséquent :

(0 < (oo + & [ ) -2 [ o)

Ceci nous implique que :

(0 < () + / FROIROES (22.17)

Cette derniére estimation nous permet d’appliquer la proposition suivante :
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Proposition 2.2.7 [260] Soit X un espace de Banach. Alors toute suite,
{wn}n>1 C X*, convergente *-faiblement, elle converge vers un élément
Weo € X* et [|weo||x < liminf, o0 |Jwy||x (F)-

Ainsi, pour la différence u'(t) — u?(t) des deux solutions on a :
t
o (6) = O + 24 [ [u'(s) = w(s) s
0
1,0 202 , O ’ 1 2 2 Cot
< (7 =uI [ e 0) = 0)I17dh e (2.2.18)

Ainsi, par la différence |u'(t) — u?(t)|| a un sens pour tout ¢ €
[0,7], VI > 0. La derniére estimation nous donne la dépendance continue
par rapport aux conditions initiales et en posant u'® = 4?0 et ©!(0) = ©*(0),
on conclut que u'(t) = u*(t) donc on a l'unicité du solution faible; ceci ter-
mine la démonstration du théoréeme 2.2.6l m

2. liminf u, (d’une suite bornée) est la plus petite des valeurs d’adhérences de la suite.



Chapitre 3

Comportement asymptotique de
systéme dynamique

3.1 Existence d’un attracteur global

Semi-groupe d’évolution.

Les résultats du chapitre précédent nous donnent l’existence et 'unicité
des solutions faibles, ainsi on peut définir un semi-groupe d’évolution par :
St H — H
(W) > Si(u’sp) = (u(t);u(t +0)); VO € (=r,0), Vt >0,
ou u(t) est la solution faible du probléme (2.1.1)),(2.1.5).
En effet ;
1. Pour tout (u’;p) € H, on a :
So(u’sp) = (u(0);u(0+0))
= (u%p).
2. Pour tout t,7 > 0,
S S (u’s0) = Si(S-(u’; )
= Sy(u(r);u(r +0))
= (u(t+7)ult+74+0))
= St-i-T(uO; QD) .

35
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3. La continuité du semi-groupe par rapport au temps ¢ suit de la continuité

de la solution u(t) du probléme (2.1.1f), (2.1.5)) (voir (2.2.3))) ; et la conti-

nuité de S; par rapport aux conditions initiales suit de la dépendance

continue des solutions de notre probléme par rapport aux conditions
initiales (voir (2.2.18])).

Le couple (S;, H) définit un systéme dynamique ; ou H est un espace métrique
complet (espace de Banach).

Dans cette section on s’intéresse a létude des propriétés asymptotiques du

semi-groupe d’évolution précédent. On énonce le résultat principal suivant :

Théoréme 3.1.1 [17]] Supposons que les fonctions b et f satisfont les pro-
priétés (i), (ii) du théoréme|2.2.1. Soit & la fonction qui satisfait la propriété
(iii)(a) du théoreme la propriété (2.2.14)) du théoreme[2.2.6) et aussi il

existe Cie o) > 0 tel que

0
/ 10, 0, 8)[d8 < Cleoy pour tout (v,0) € H  (3.1.1)

Cette derniére propriété signifie que la fonction
o)t H = LM(=7,0): L(Q)
(/U7/(/}) |_> 5('7'71}71/})

est une application globalement bornée avec

0
||€(7 - U, w)HLl((—T,U);LQ(Q)) = / ||€(97 -, ¢)||d9

Alors le systeme dynamique (Sy; H) admet un attracteur global compact U
qui est un ensemble borné dans l'espace Hy = D(A*) x W, oa W ={p: ¢ €
L*((=1,0); D(A®)), ¢ € Lo((—r,0); D(A* )} o < 5.

Démonstration. Pour prouver l'existence d'un attracteur global compact
on utilise le résultat classique (théoréme qui stipule qu’il est suffisant
pour un systéme dynamique (S;, H) d’étre dissipatif et asymptotiquement
compact .

La propriété (3.1.1) nous donne une estimation plus forte que ([2.2.6)) :
| < Flus),v >z | < G My |20k - [l (312

qui est nécessaire pour la dissipativité. Pour la suite on a besoin de montrer
les lemmes suivants :
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Lemma 3.1.2 [18] Pour tout borné B C H il existe une constante Cr(B)
telle que pour toute solution faible du probléeme a condition initiale
dans B, on a

vt € [0,7] = u(t)| < Cr(B).

Preuve.
On écrit ([2.1.1)) sous la forme @ (t)+Au(t) = M (u(t); w), ot M (u(t);w,) =
F(u;) — du(t) . La formule de la variation de la constante nous donne :

t
u(t) = e u(0) +/ e A M (u(s); uy)ds (3.1.3)
0
Cette derniére nous donne :
¢
Ju()|| < [le || - [Ju(0)]] +/0 e A ([ M (us); us) || ds

On a |le || <1, tel0,T].

En effet ;
Par récurrence on a :
Comme Aey = Apeg, k=1,2,... , alors ™% = e Awert
Pour k=1,ona:
—Aeyt —Aet
[le™ [le™ <]

<1

Maintenant, supposons que cette propriété est vraie a 'ordre £ — 1 et mon-
trons la véracité de la méme propriété a l'ordre k; c’est a dire : supposons
que ||e=Ae—1t|| < 1 est vraie et montrons que ||e=4%!|| < 1 est vraie.

On a :
le= ]| = [le™ |
Puisque \p_1 < A\, on a:

] g e M|

1.

le <
<

Par le fait que |le=|| <1 et [[e™4*=9)|| <1, 0on a:

ool < @+ [ (1Pl +dluo)] ) s
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En utilisant le fait que || F(u)|| < CoM;Clre )| (voir (3.1.2)), on obtient :

t
ool < (IOl + ¢ CdtrCieolsl) +d [ fu(s)las
Il suit, de I'inégalité de Gronwall, que :
lu(t)]] < (Hu(())H + tC’beC(aO)\Q\)etd pour tout t € [0, 7]

Donc
|MW§QMWHTQMQMM}“

Ainsi pour tout borné B C H , il existe une constante C(B) telle que pour
tout ¢ dans [0, 7] on a : ||u(t)|| < Cr(B). =

Le lemme qui suit nous montre que la solution devient plus réguliére avec
t positif.

Lemma 3.1.3 [16] Pour0 < a <1, e>0, T >0 et pour tout ensemble
borné B C H , il existe une constante Co 7 (B) telle que pour toute solution

faible de avec conditions initiales dans B on a : ||A%u(t)|| < Cocr(B)
pour tout t € (¢,T]. En particulier on a : u(t) € D(A%) pour tout t > €.

Preuve.

On compose 'égalité (3.1.3]) avec A%, on trouve :

t
A% u(t) = A% e~ Mu(0) + / A% e A=) M (u(s); ug)ds
0

Ceci implique que :

t
1A% u(t)]] < |A% e u(0)] +/ 1A% =AM (u(s); uy) | ds
0

Utilisons Iestimation suivante pour tout 5 < «, (voir la propriété (1.3.2))

dans le théoréme |1.3.10))
_ (a=p8)
KO‘ 0 ) + Aga-ﬂ e || A%

1A% e~ u]

IA

t

. (a—p)
(72 4n) e,
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Donc on aura :
_ (a—B) ¢ _ (a—B)
pewo < (52 0n) e o+ (422 4)
0 _
e MmN AP M (u(s); u) | ds

Par le lemme et le fait que || F(u)|| < CoM;Cepl|S?], on a :

M (u(s); us)]] < CoMCeo|Q| + dCr(B) = Cr(B) pour tout s € [0, 7).

Par conséquent, on a :

a—p

(a—pB) .
lA ()] < ( +A1) e~ A%u(0)]| + Gr(B) |47

t (a=B)
/ (a -3 n )\1> o M(t=9) g
o \Lt—s

Alors la derniére intégrale converge avec f =0et 0 < a < 1.
En effet ;
On a :

a «a _ t a @
4@ < (540 o)+ Crs) [ e (2 ) as

t—s
Au voisinage de 0 on a

G_Al(t_s) < @ + Al) = €_>\1t <g + Al) s
t—s s~0 t

alors qu’au voisinage de t (s — t) on a

« 1 (0%
(L + /\1) R (—) quand t — 0.
t—s t

Ou () — 0 (car a < 1); ainsi cette integrale est bien définie.

Donc pour tout o € (0,1),e > 0,7 > 0 et pour tout borné B de H , il existe
une constante C,, . 7(B) telle que ||A* u(t)|| < Cy 7 (B) pour tout t € (g,7].
u

Lemma 3.1.4 (La dissipativité) [18] Pour tout § € [0,1/2) il existe Cs
tel que pour tout borné B C H , il existe ts(B) tel que pour toutt > ts(B) > 0
on a || A%u(t)|| < Cs, ot u(t) est la solution faible du probleme avec
condition initiale (u’; p) dans B.
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Preuve.

Le lemmeimplique (en prenant o = 3+6) que u(t) € D(A2%%) | V5 e
[0,1/2), ¢ > £(8). Ainsi Au(t) € D(A~29) pour tout § € [0,1/2), t >
g(9).

On multiplie 'équation (2.2.4) par A2u™(t) et on utilise la propriété :

< um(t), ARum(t) >= 14| A%™(t)||* pour obtenir :

5 AT O + A2 a0 + d - [|A% (O] < [ F )] - A" (@)
En utilisant la propriété (3.1.2)), on aura :

IE () - [|A*w™ (@) < CoMCre)|Q - [|A*u™ (1))

Comme D(A%T1/2) C D(A%) avec injection compacte, il existe k3 > 0 tq
|AZ - || < ksl A2+
Donc L

IF(u)|| - [[A%u™ ()] < CoMyCle)|Q - ksl| A2 0w ()]

Par I'inégalité de Young on a :
< 3 CAMGOZIOPH, + 1 | AF o ().
Ainsi, on a :
L a2 + AR () + 24 |4 D) < CABCE P,
En utilisant le fait que A2 u™(¢)]|2 > Ay [|A%u™(¢)||2, on trouve
CNAUP DI + O+ 20) [ A ()] < CEMC [

Multiplions la derniére estimation par e®1 424 on trouve :

d
a <”A5um(t)”2 i 6()\1+2d)t) < CgM]%CgO'QFk?z, i 6(>\1+2d)t

(A1+2d)t

Intégrons sur [e,t] et multiplions par e~ , on obtient :

A% (@) < [|A°u™ (o) |[Pe” MH2DUD) 4 CRMFCE QK3 (A +2d)
(3.1.4)
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Maintenant on utilise la propriété lim,, . ||A%(u™(t) — u(t))|| = 0 (car A°
est a résolvant compact et u™(t) — w(t)) pour obtenir ’analogue de (3.1.4)
pour u(t), i.e:

1A%u()” < | A%u(e)|Pe M 2002 + CEMFCE QKT (A + 2d) .

Lorsque u(g) € D(A?) (on a, par le lemme | A%u(e)|| est fini), on obtient

la propriété suivante :

Vs €[0,1/2), 3Cs > 0 : VB-borné dans H , 3ts(B) = ||A%u(t)| < Cs
(3.1.5)
Ainsi notre systéme dynamique (S, H) est dissipatif. m
Maintenant, on peut donner une démonstration pour le théoréme [3.1.1]
Les lemmes |3.1.2} [3.1.3] [3.1.4] et I’équation nous donnent ’estimation

suivante :

| A7 a(t)| < C(B) pour tout ¢ > ts(B), 6 € [0,1/2).

En effet ;
Par (2.1.1)), on a :

w(t,x) = —Au(t,x) —d - u(t,z) + F(u)(z)

Alors :
[a(@)]] < [[Au()]| +d - [lu(@)]| + [|F ()]

En utilisant le fait que D(A) C D(A%), 6 € [0,1/2), on obtient :
la@)] < [|A°u@) +d - flu@)]] + [ (u)]

On a L*(Q) < D(A° 1), 6 € [0,1/2) avec injection continue, alors il existe
une constante ky > 0 telle que ||A°~1a(t)| < ko - ||u(t)]] . Ainsi :

1A a®)] < ke - ([ Au(®)]| + d- lu(®)]] + [ (u)])

Donc, par les lemmes [3.1.2] et par le fait que ||F(u)| < CoM;Cle 0|9
(voir (3.1.2))), il existe une constante C'(B) telle que ||A°~1u(t)|| < C(B) pour

tout t > t5(B), 6 € [0,1/2). Ceci montre qu'il existe un compact K C H
tel que pour toute solution faible du probléme ([2.1.1)), (2.1.5)) avec condition
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initiale dans un borné B de H , on a (u(t),u;) C K pour tout t > ts(B). Ou
on pose

K = {(w) A% + esssupse; o <|!A“<p(s)|!2 n HA“sb(S)HQ> < R} |

avec a« < 1/2. Donc le systéme dynamique (S;; H) est asymptotiquement
compact. D’aprés ce qui précéde, on a (S H) est dissipatif et asymptoti-
quement compact. Ainsi par le théoréme [1.4.11] il existe un attracteur glo-
bal compact U qui est borné dans K C H;; avec H] = D(A%*) x W, ou
W ={p:peL>((-r0);D(A%), ¢ € L=((-r,0); D(A* )}, a < 5. Ce
qui compléte la démonstration du théoréme (3.1.1, m

3.2 Solutions Stationnaires

Cette section est consacrée aux solutions stationnaires et la possibilité
d’utiliser notre systéme pour construire un systéme dynamique avec un en-
semble donné & priori des solutions stationnaires isolées. D’abord on va don-
ner la définition d’une solution stationnaire :

Définition 3.2.1 Un élément u de H est dit solution stationnaire pour le
systeme dynamique (S, H) si Sy u = u pour tout t > 0.

Pour simplifier la présentation, on considére 'opérateur A = —A > 0,
ou .
92
A — —2
ox;

est le laplacien dans L?(Q) avec les conditions aux limites de Dirichlet :
u=0 sur 090.
Dans ce cas, on a :
D(A) = H*(Q) N HY(Q), D(AY?) = H}(Q), D(A™Y?) = H ().
Par la définition [2.1.1] (de la solution faible), on a :

u(t,z) € L*((0,T7); D(AY?)) = L*((0,T); Hy(2))
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Ainsi, pour la solution stationnaire
u(t,z) = v (z),
on a :
u € Hy(9).

Soit
u € HY(Q) C L*()

une fonction arbitraire. Notre but est de trouver des conditions sur la fonction
¢ telle que le systéme (2.1.1)), (2.1.5) admet une solution stationnaire
u(t) = v € HY(Q) pour tout t€R.

On note par :

ust = ust(0) =u*, 0 € [—r0].

Pour
0=u* € Hy(Q),

I’équation (2.1.1)) nous donne :
0

O:A~0+d~O:/

T

{/Qb(O) flx— y)dy}g(e,x,o,())de

Choisissons
6('7 '7070) = 07

et par la suite on s’intéresse au cas ol
0 £ u™ € Hy(Q).
A partir de (2.1.1) et %u(t,x) =0,o0na:

At (z) 4+ du(z) = /Qb(u“"t(y)) flz —y)dy. /_ (0, x,u ust)dd , v € Q.
(3.2.1)

Comme on peut voir, il suffit de définir seulement les valeurs de & pour
coordonnées

(v, ust) € H = L*(Q) x L*((—r,0); L*(Q))
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dans un sens propre. On propose, pour le faire, de décomposer la fonction &
en temps et en espace, i.e.

(0, z,u ust) = x(0).0(z), 0¢€[-r0], v (3.2.2)
Ainsi I’équation (3.2.1]) devient :

Au(z) +d - u'(z) = / b(u*(y)) f(x —y)dy - O(x) - /O x(0)do, x €.
’ N (3.2.3)
Le lemme qui suit est essentiellement nécessaire pour la suite
Lemma 3.2.2 Supposons que
0#u™ € L*(Q).

Soit f € C°(Q2—Q) et f strictement positive. Soit b une fonction bornée et
satisfait b(w) > 0 pour tout w # 0.
Alors la fonction

po) = [ W) flo — y)dy (3.2.4)
0
satisfait les propriétés :
(i) peCE);
(1) inf {p(x): x € Q} = Pimin > 0;
(4ii) sup {(0/0x)p(x):2€Q,i=1,... , n}=pl,, < 00.

Preuve.

(i). La continuité de p sur Q suit immédiatement & partir de la continuité
de f et I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
En effet;
Soient ', 22 € Q C Qon a:

) =) = | [ o) et =) - s y)}dy\

L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(£2) nous donne :

|t et - ) - s y)]dy\

(/Q[bw ) ([ == <ac—y>\dy)é
< Ol - ([ 1t - - <m—y>|dy)2

IN
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En utilisant le fait que b est bornée, on a :

) =) < G ([ 116 =) = sia? - y)\Qdy>é

Puisqu'on a f € C*(Q2 — Q) c’est a dire que f est bornée sur 2 — Q|
alors on en déduit que p est continue sur €.

(ii). Les propriétés : b(w) > 0 pour tout w # 0, u* # 0 € L*(Q) et f >0

(iii).

impliquent que p(x) > 0 pour tout z € €. Ainsi la continuité de p
et le théoréeme de Weierstrass (chaque fonction (p) continue sur un
compact () est une limite uniforme d’une suite de polynémes sur Q)
nous donnent que inf{p(z) : v € Q} = ppin > 0.

La bornitude des dérivées partielles de p revient au fait que f €
C®(Q—-Q).

En effet ;

Lorsqu’on a b est bornée et f € C>®(Q — Q) alors b(u®(y)) f(x — y)
admet une dérivée partielle par rapport a x, telle que

(b W) £~ ) = bl () o f 2~ )

qui est bornée par une fonction intégrable sur €2, et qui ne dépond pas
de x . Donc on peut intervertir les signes dérivation et intégration, c’est
a dire :

%/Qb(ust(y)) flz —y)dy = / b(USt(y))%f(g; —y)dy

Q

On en conclut que l'intégrale

| b5t =

converge uniformément par rapport a x.
Ce qui nous donne que :

: o
{axiP(I)/xEQ, z-l,...,n}<oo

Ainsi, la propriété (iii) est prouvée.
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Cela achéve la preuve du lemme [ ]
On suppose maintenant :

0

/ x(0)do # 0. (3.2.5)

Théoréme 3.2.3 [14]] Sous les hypothéses du lemme et on a
Aut(z) +d - u(x)

Ja bt (y)) f(x = y)dy - 2 x(6)d6

o(x) = (3.2.6)

Elle vérifie
ve DAY =H Q) c D(Q)

(au sens de distributions).

Démonstration. Lorsqu’on a, par le lemme précédent, p(z) > 0 pour tout
x € Q (car b(w) > 0 pour tout w # 0 et f > 0) et par la propriété (3.2.5)),

on trouve :

0
p(z) - / x(0)df # 0 pour tout = € ).

'

Ainsi, en utilisant (3.2.3]) on aura (3.2.6)).

Comme on a vu, par la définition 1 (du solution faible),
u(t,x) € L*((0,T); D(AY?)) = L*((0,T); Hy(2))

alors, pour la solution stationnaire u(t, z) = u®(z), on a u* € H}(Q). Ceci
implique que Au®t € H71(Q) = D(A7Y2) (car A est un opérateur linéaire
défini de H}(Q) a valeurs dans H1(Q)) et Au®® + d - u* € H(Q). Pour
prouver que 0 € H~*(Q) on rappelle la proposition suivante :

Proposition 3.2.4 [13] Soit m un entier positif. Alors tout élément h de
H~™(Q) peut se présenter, d’une maniére non unique, par :

h= Y Dhj, h; € L*(Q)
l7]<m
On
glal

D% - @ @
a1 Qng )
aZL‘l R axno

Oz:{al,... 7an0}? ‘a‘:al—{_"'—i_ano-
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Dans notre cas m = 1 et pour

h=Au" +d-u' e H'(Q)

et

1 _
q(x) = car on aBZ0et p(x) >0 pour tout x € Q),
W= (@) )
alors

U=qhec HQ).

En utilisant la proposition |3.2.4] on écrit :
h:ho—kzn:ihi, h; € L*(9).
= 0w

Ainsi :

<)
I

K
>
I

"9
qho + ;qa_%hl
- 0 0
- = (ghy) — hi— 2.

Remarque 1 On note que toutes les dérivées sont au sens des distributions
(on peut voir [10, (13, [19]). Le terme q - h est donné comme une distribution
obtenue en multipliant la distribution h par la fonction indéfiniment différen-
tiable q (par définition, on a (q-h,p) = (h,q ), Yo € D), lorsque l'opération
de multiplication n’est pas définie pour deux distributions. En utilisant cette

définition, il est facile de vérifier que (0/0x;)(q-h) = h-(0/0z;)q+q-(0/0x;)h

Par la proposition 3.2.4] pour prouver que v € H(Q) il suffit de montrer
(voir (3.2.7))) que :

(]hZ € L2(Q) s

)
I Q). (3.2.8)

Puisque h; € L2(2) et ¢ € C(Q), on a :

/Iq Idl’z/lq z)|*dx

< pupllafe)] v € M- [ lo)fda
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1

2@ 0, x(0)d0 et par définition de la norme de h; dans

Par le fait que ¢(z) =
L2(2), on a:

— 1
su r)| :z e Q}?- hi(z)*de = —% L]
sup{la(o)] = @ € D [ (o) e e o

En utilisant la propriété (i) du lemme on obtient :

. L S w7
[inf {p(x) : x € Q} - [7 x(6)db]? [[°, x(0)d6]?
< +4o0.

Ainsi on aura la premiére propriété dans (3.2.8]).
La deuxiéme propriété dans (3.2.8)) die a

2
J gz o = |
Q Q

9 4(%)
2
e, i=1,-- ,n}] '/]hi(a:)\2dx
Q

Puisque ¢ € C(2), on a :
De la propriété (i74) du lemme et de fait que h; € L*(Q) on a :

< Jon{ 2o

/ 2
< [ Pinas } kel
Prin - J, x(0)d6
< 4o

O, en utilisant le lemme [3.2.2/on a :

0 0 1
axiq@)‘ 0wy - )0 X(Q)dQ'
Ip(x) 1
‘ 0 ) f%x(e)de‘
op(z 1 _
< Sup{' g;l) 'p2(x)-fix(9)d0 , Q,i=1, n}
< Pras




Ainsi on a (3.2.8]) et par la formule (3.2.7)), on obtient la propriété :
ve HYQ) = D(A?), (3.2.9)

ce qui termine la démonstration du théoréme [3.2.3] m

Cette propriété nous permet de justifier le choix des hypothéses
sur la fonction £ qui représente le retard dépendant de 1’état (le choix d’une
classe des fonctions ) dans ce travail. Maintenant, on voit que, en supposant
(en relation avec (3.2.5))) que

/ X(®)df < oo,

T

la fonction & définie par (3.2.2)) avec v définie par ([3.2.6|) posséde la propriété
22.9).

Comme un résultat, de toute suite (finie ou infinie) de points isolés {u***} C
H}(Q) C L*(Q) on peut définir une fonction ¢, qui satisfait les hypotheéses

du théoréme et tel que le systéme (2.1.1) avec £ aura tous les points
{ust*} C H}(2) comme solutions stationnaires u*(t) = u**, t € R.
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Conclusion

On avait comme objectif de trouver des conditions sur la fonction £ pour
que I'équation (|2.1.1]
1. admet une solution faible ;

2. comportement asymptotiqye des solutions a travers l'existence d’un
attracteur global ;

3. l'existence des solutions stationnaires qui sont des éléments de 'attrac-
teur.

Ces conditions se résument par les hypothéses

Hb) sur la fonction b : R — R est localement lipschitzienne, bornée et
satisfait b(w) > 0 pour tout w # 0;

H; f) sur la fonction f: Q) — Q — R est bornée;

H, f) la fonction f est strictement positive et f € C*(Q2 — Q) ;

H;, &) sur la fonction & : [—7,0] x Q x L?(2) x L*((—r,0); L*(2)) — R satisfait
la conditon suivante :
Pour tout M > 0 il existe L¢ y tel que pour tout (v, 1") satisfaisant

[0]12 + [ |[0(s)?ds < M?,i=1,2 on a
0
[0, 1) = €062 0ot
- 0 1/2
< Lol =P+ [ 0o - ve)ltas]

H, &) 1l existe Ce,—1/9) > 0 tel que

0
/ €08, ., v,0)||—1/2d0 < Ce—1yo) Y(v,0) € H;

20



Hs ¢) sur la fonction ¢ satisfait £(., ., v,¢) € L®((—r,0); D(A/2)) pour tout
(v,¥) € H;

H4¢) 1l existe Ce o) > 0 tel que
0
N0, vl < ey Viwv) € B

H x) sur la fonction y satisfait fi)r x(0)dd # 0 et fi)r Ix(0)]df < oo.
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