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Notations

Notation Définition
x = (x1, x2, ..., xN ) Elément de IRN

r = |x| =
√

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
N ) Module de x

Du = ∇u =
(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xN

)
Gradient de u

∆u Laplacien de u
∆su Laplacien fractionnaire de u
∆pu = div(|∇u|p−2∇u) p-Laplacien de u
(−∆)sp u p-Laplacien fractionnaire de u
(−∆)sp,β u p-Laplacien fractionnaire avec poids de u
ΛN,p,s Constante de Hardy-Sobolev dans le cas

p-Laplacien fractionnaire

p′ Exposent conjugué de p, 1
p

+ 1
p′

= 1

p∗ = Np

(N − p) Exposent critique de Sobolev

∂Ω Frontière de Ω
supp (u) Support de la fonction u
meas(A) = |A| Mesure de Lebesgue de A ⊂ IRN

‖ · ‖s Norme dans l’espace Ls(Ω)
‖ · ‖X Norme dans l’espace X
BR Boule de IRN de rayon R centrée à l’origine
BR(x0) Boule de IRN de rayon R centrée en x0 ∈ IRN



2 Notations

Notation Définition
X ′ Espace dual de X
〈·, ·〉 Produit scalaire dans IRN / crochet de dualité X, X ′

V + Partie positive de la fonction V , V + = max(V, 0)
V − Partie negative de la fonction V , V − = max(−V, 0)
C(Ω) ou C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω
C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω à support compact
C0,β(Ω) Espace des fonctions Hölderiennes sur Ω
Ck(Ω) Espace des fonctions de classe k dans Ω
Ck,β(Ω) Espace des fonctions Hölderiennes de classe k sur Ω
Ck0 (Ω) Espace des fonctions de Ck(Ω) à support compact
C∞(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivable Ω
C∞0 (Ω) = D(Ω) Espace des fonctions de C∞(Ω) à support compact
D′(Ω) Espace dual de C∞0 (Ω), c’est à dire espace des distributions
S (IRN ) {ϕ ∈ C∞(IRN ) tel que ‖ϕ‖S (IRN ) < +∞}

avec ‖ϕ‖S (IRN ) = sup
x∈IRN

(1 + |x|k)
∑
|α|≤l

|Dαϕ(x)|, k, l ∈ N0,

Lp(Ω) {u : Ω→ IR | u mesurable,
∫

Ω |u|
p <∞}, 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) {u : Ω→ IR | u mesurable ∃C tal que |u(x)| ≤ C en
p.p. x ∈ Ω }

Lp
′(Ω) Espace dual de Lp(Ω)

W k,p(Ω) Espace de Sobolev, à dérivée jusqu’à l’ordre k (k ∈ IN)
dans Lp(Ω)

W s,p(Ω) Espace de Sobolev fractionnaire pour s dans (0, 1)
W k,p

0 (Ω) Espace de Sobolev avec trace nulle
W−k,p

′(Ω) Espace dual de W k,p
0 (Ω)

Hk(Ω) W k,2(Ω)
Hk

0 (Ω) W k,2
0 (Ω)



Introduction

Dans cette thèse on s’intéresse à l’étude d’une classe de problèmes paraboliques et elliptiques
avec un opérateur non local de type p-laplacien fractionnaire ou bien p-laplacien fractionnaire
avec poids. Plus précisément on considère un opérateur pseudo différentiel de la forme

(−∆)sp,β u(x) := P.V.

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+ps

dy

|x|β |y|β

où s ∈ (0, 1), p > 1 et β > 0. Il est clair que cet opérateur coïncide, modulo une constante,
avec le p laplacien classique pour s = 1 et β = 0. Pour le cas du laplacien fractionnaire, p = 2
et β = 0, l’opérateur peut être aussi défini en utilisant la transformée de Fourier

(−∆)su = F−1
(
F(|ξ|2su)

)
.

Notons aussi que cet opérateur trouve son origine en probabilité, puisque il apparaît comme
un cas particulier du processus Levy (voir [[25], [28], [54]]).

L’étude des équations fractionnaires a connu un avancement notable ces dernières années
grâce a la contribution de plusieurs mathématiciens. L’un des résultats clé dans l’analyse du
laplacien fractionnaire est sans doute le résultat de Caffarelli-Sylvestre dans [35]. Les auteurs
ont prouvé une "correspondance" entre l’opérateur non local (−∆)s défini dans IRN , et, un
opérateur local divergentiel défini dans IRN+1. Cette correspondance a permis de prouver
plusieurs résultats de régularité et de définir des extensions "naturelles" des notions, jusque là
limitées au cas du laplacien comme la notion de périmètre, courbure moyenne,...., au cas non
local. Dans cette thèse on s’intéresse a l’étude des problèmes elliptiques et paraboliques où
l’opérateur principal est donné par (−∆)sp,β et parfois sous la présence d’un terme singulier.
Le but principal de ce travail est de généraliser des résultats connus pour le cas local, ou bien
non local linéaire, à notre cas non local. A première vue, il semble que cette extension peut se
faire facilement, ce qui n’est pas tout à fait vrai dans la majorité des cas, en gardant à l’esprit
que l’argument de Caffarelli-Sylvestre ne peut pas être étendu au cas non-linéaire. Tenant en
compte la nature algébrique de l’opérateur, et pour accomplir notre étude, il est nécessaire de
développer des inégalités algébriques, parfois difficiles à prouver, pour résoudre des difficultés
de type intégration par parties, fonction test de type produit, estimations a priori,.....
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Une fois que les outils algébriques sont prouvés, on passe à la question des poids admissibles.
Dans le cas local, pour l’opérateur divergentiel

−∆p,β u(x) = −div(|x|−β |∇u|p−2∇u),

le poids |x|−β est admissible pour tout β ∈ (0, N − p) dans le sens ou l’opérateur −∆p,β vérifie
l’inégalité de Harnack faible . La démonstration de cette affirmation est basée sur les inéga-
lités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Notons que cette classe de poids intervient d’une manière
fondamentale quand on cherche à améliorer l’inégalité de Hardy-Sobolev.

Dans notre cas la situation est totalement différente. Le rang de β admissible change com-
plètement puisque les valeurs "trop" négatives de β posent un problème fondamental dans la
définition de l’espace de Sobolev fractionnaire lui même. Donc en prouvant une inégalité de
Hardy-Sobolev avec poids (sous quelques conditions sur le poids), on arrive à démontrer une
version de l’inégalité de type Caffarelli-Kohn-Nirenberg fractionnaire. Cette inégalité sera la clé
pour obtenir l’inégalité de Harnack faible pour notre opérateur dans l’esprit des poids admis-
sible. Enfin, et comme conséquence, on traite une classe de problèmes elliptiques et paraboliques
non locaux sous la présence d’un terme singulier comme terme de réaction.

0.1 Description de la Thèse

0.1.1 Description du chapitre 1

Dans le premier chapitre on présente des outils d’analyse non linéaires qui seront utilisés
pour traiter nos problèmes. On commence par présenter les espaces de Sobolev fractionnaires
et leurs propriétés. Ensuite pour une classe de poids précise, on définit les espace de Sobolev
avec poids. La notion de troncature est aussi présentée puisqu’elle va être utilisée pour définir
des solutions généralisées. En tenant en compte le caractère algébrique de notre opérateur,
dans la dernière partie du Chapitre 1 on présente quelques inégalités algébriques qu’on va les
utiliser régulièrement dans cette thèse. Notons que quelques inégalités peuvent être prouvées
facilement en utilisant un argument de normalisation et homogénéité, par contre d’autres in-
égalités sont plus compliquées (et complètement nouvelles) et exigent des démonstrations fines
et rigoureuses.

0.1.2 Description du chapitre 2

Dans [34], les auteurs ont montré le résultat suivant :

Théorème 0.1. (Caffarelli-Kohn-Nirenberg). Soient p, q, r, α, β, σ et a des constantes réelles
telles que p, q ≥ 1, r > 0, 0 ≤ a ≤ 1 et

1
p

+ α

N
,

1
q

+ β

N
,

1
r

+ m

N
> 0,
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oùm = aσ+(1−a)β. Alors, il existe une constante positive C telle que pour tout u ∈ C∞0 (IRN ),
on a ∥∥∥|x|mu∥∥∥

Lr(IRN )
≤ C

∥∥∥|x|α|∇u|∥∥∥a
Lp(IRN )

∥∥∥|x|βu∥∥∥1−a

Lq(IRN )

si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées :

1
r

+ m

N
= a

(1
p

+ α− 1
N

)
+ (1− a)

(1
q

+ β

N

)
avec

0 ≤ α− σ si α > 0,

et
α− σ ≤ 1 si a > 0 et

1
r

+ m

N
= 1
p

+ α− 1
N

Ce type des inégalités est lié au problème elliptique local suivant :

− div(|x|−pγ |∇u|p−2∇u) = 0 (1)

Comme conséquence du Théorème 0.1, il résulte que |x|−γ , avec γ < N−p
p , est un poids ad-

missible dans le sens que si u est une super-solution faible de (1), alors elle satisfait l’inégalité
faible de Harnack. Plus précisément, il existe une constante positive κ > 1 tel que pour tout
0 < q < κ(p− 1), (∫

B2ρ(x0)
uq(x)|x|−pγdx

) 1
q ≤ C inf

Bρ(x0)
u,

où B2ρ(x0) ⊂⊂ Ω, et C > 0 dépend seulement de B.
Nous nous référons à [45], [52] qui donnent une discussion complète ainsi que la preuve de
l’inégalité de Harnack. Notons que l’inégalité de Harnack classique reste vraie pour la solution
positive de (1).
L’un des principaux outils pour obtenir les inégalités faibles de Harnack est l’inégalité de So-
bolev avec poids qui peut être obtenue directement à partir du Théorème 0.1.
Un autre argument pour obtenir l’inégalité de Sobolev est de prouver l’inégalité de Hardy avec
poids.
L’objectif principal de ce chapitre est de suivre cette approche afin d’obtenir la version non
locale de l’inégalité Caffarelli-Kohn-Nirenberg.

Dans [50], les auteurs ont prouvé l’inégalité de Hardy-Sobolev classique :

Théorème 0.2. Soit p > 1, s ∈ (0, 1) telles que sp < N , alors ∀u ∈ C∞0 (IRN ),∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps dxdy ≥ ΛN,p,s
∫
IRN

|u(x)|p

|x|ps
dx (2)
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où la constante ΛN,p,s est donnée par

ΛN,p,s = 2
∫ ∞

0
|1− σ−γ |p−2(1− σ−γ)σN−β−1K(σ)dσ (3)

avec
γ = N − ps

p
et K(σ) =

∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N+ps .

Dans le même papier, et en considérant

hs(u) ≡
∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps dxdy − ΛN,p,s
∫
IRN

|u(x)|p

|x|ps
dx,

les auteurs montrent que pour p ≥ 2, il existe une constante positive C = C(p,N, s) telle que
pour tout u ∈ C∞0 (IRN ), si v = |x|

N−ps
p u, alors

hs(u) ≥ C

∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2
. (4)

L’inégalité précédente devient une égalité pour p = 2 avec C = 1.

Comme conséquence de (4), on obtient facilement que ΛN,p,s n’est jamais atteinte.

Pour p = 2, les auteurs dans [13] ont montré le résultat suivant :

Théorème 0.3. Soit N ≥ 1, 0 < s < 1 et N > 2s. Supposons que Ω ⊂ RN est un domaine
borné, alors pour tout 1 < q < 2, il existe une constante positive C = C(Ω, q,N, s) telle que
pour tout u ∈ C∞0 (Ω),

aN,s

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s dx dy − ΛN,2,s
∫
RN

|u(x)|2

|x|2s
dx ≥

C(Ω, q,N, s)
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+qs dx dy.
(5)

Le résultat principal du Chapitre 2 est de généraliser le résultat du Théorème 0.3 au cas où
p 6= 2. Suivant les valeurs de p (p > 2 ou bien p < 2), la preuve sera basée sur des arguments
différents, en particulier sur des inégalités algébriques différentes. Une fois que l’inégalité de
Hardy-Sobolev améliorée est prouvée, on arrive à démontrer l’inégalité de type Caffarelli-Kohn-
Nirenberg fractionnaire. Notons que notre approche est basée sur le fait que le poids |x|−β n’est
pas trop dégénéré, c.à.d. on aura besoin que de la condition β > −ps qui est une condition
optimale puisque pour β ≤ −ps on aura un problème pour définir l’espace de Sobolev lui-même.

Pour généraliser complètement les inégalités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg au rang β négatif,
on aura besoin de changer "la structure de l’opérateur", puisqu’il sera nécessaire que le poids
"accompagne" la fonction dans la norme.
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0.1.3 Description du chapitre 3

Comme application directe des résultats du chapitre 2, on considère le problème suivant (−∆)sp,βu = f(x, u) dans Ω,
u = 0 dans IRN \ Ω,

(6)

où Ω est un domaine borné régulier contenant l’origine et f une fonction donnée.
On commence par le cas où f dépend seulement de x. Notre premier objectif sera d’obtenir

l’existence d’une solution, dans un sens convenable, pour le problème (6) pour une grande
classe de donné f .

Pour le cas de l’équation du p−laplacien classique, l’existence et l’unicité d’une solution
entropique pour une donnée dans L1. On renvoie le lecteur à [27] et [23] pour plus de détails.

Le cas d’une donnée mesure générale a été traité dans [38] où les auteurs ont prouvé
l’existence d’une solution renormalisée.

Le cas local avec un poids a été considéré dans [11], les auteurs ont démontré l’existence et
l’unicité d’une solution au sens d’entropie pour une donnée dans L1.

Pour l’opérateur (−∆)sp,β , les cas p = 2 et β = 0 a été analysé dans [58] et [55] où l’argument
de dualité, dans le sens de Stampacchia, a été utilisé pour prouver l’existence de solution pour
une donnée dans L1. Dans un cadre plus général, un problème semi-linéaire a été examiné dans
[17] , où l’existence et l’unicité de la solution renormalisée sont analysées.

Le cas p 6= 2 et β = 0 a été traité récemment dans [43] et [36] avec une donnée régulière
et une structure variationnelle. Pour une donnée générale, et en se basant sur une certaine
généralisation de la théorie du potentiel de Wolff, les auteurs ont pu obtenir l’existence d’une
solution faible qui appartient à un espace de Sobolev fractionnaire approprié.

Dans ce chapitre, nous allons traiter le cas p 6= 2 et β > 0, l’argument utilisé dans [57]
semble être compliqué pour être adapté à notre cas.

Notre approche est plus simple et elle est basée sur un choix approprié d’une famille de
fonctions test et de certaines inégalités algébriques.

Dans la première partie, nous allons considérer le cas f(x, s) = f(x). On prouve l’existence
d’une solution faible qui est dans un espace de Sobolev fractionnaire approprié.

Il est clair que pour β = 0, on obtient le même résultat d’existence et de régularité donné
dans [57], cependant, il semblerait que notre approche est plus simple et peut être adaptée à
une grande classe d’opérateurs non locaux avec poids. Ensuite, dans le cas où la donnée f ≥ 0,
on prouve l’existence d’une solution au sens d’entropie.

Dans la section 3.2, nous traitons le cas f(x, s) = λsq + f(x), alors, selon les valeurs de q
et λ, nous sommes en mesure de montrer l’existence d’une solution d’entropie pour une grande
classe de données f .

Pour une donnée positive, nous allons montrer que l’opérateur (−∆)sp,β satisfait à une
inégalité locale de Harnack bien adaptée. Ce dernier résultat a été prouvé dans [42] pour β = 0
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et dans [9] pour le cas p = 2 et β > 0. A ce niveau, en combinant les techniques des derniers
articles, nous allons montrer le résultat pour le cas non linéaire p 6= 2 et β > 0. Comme
application directe de l’étude précédente on considère le problème (−∆)sp,β u = λuq + g(x), u > 0 dans Ω,

u = 0 dans RN \ Ω.

Suivant les valeurs de q et λ, on arrive à prouver l’existence d’une solution positive pour la
classe la plus vaste possible de g.

Enfin dans la dernière section de ce chapitre on traite le cas du potentiel de Hardy. Plus
précisément, on considère le problème (−∆)sp,β u = λ

up−1

|x|ps
+ uq, u > 0 dans Ω,

u = 0 dans RN \ Ω.
(7)

Dans le cas local , le problème se réduit à : −∆p u = λ
up−1

|x|p
+ uq, u > 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(8)

Pour p = 2, les auteurs dans [30] ont montré que si q > q+(2), alors le problème (8) n’admet pas
de sur-solution distributionnelle, cependant, si q < q+(2), il existe une sur-solution positive,
avec q+(2) = 1+ 2

θ1
, θ1 = N−2

2 −
√

ΛN,2 − λ et ΛN,2 = (N−2)2

4 , la constante classique de Hardy
Le cas p 6= 2 a été considéré dans [6] où la même alternative reste vraie avec q+(p) = p−1+ p

θp

où θp est une solution de l’équation algébrique

Ξ(s) = (p− 1)sp − (N − p)sp−1 + λ = 0.

Le cas fractionnaire avec p = 2 a été étudié dans [46] et [21]. les auteurs ont montré la même
alternative avec q+(2, s) = 1 + 2s

θ où θ ≡ θ(λ, s,N) > 0.
Notre objectif est de généraliser le résultat de [46], [21] au cas p 6= 2.

0.1.4 Description du chapitre 4

Dans ce chapitre on considère la partie parabolique. Comme dans le cas elliptique, notre
but est de généraliser les résultats obtenus pour les opérateurs locaux a notre cas non local.
On commence par traiter le problème suivant

ut + (−∆s
p)u = f(x, t), u > 0 dans ΩT = Ω× (0, T ),
u = 0 dans (IRN \ Ω)× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(9)
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où Ω est un domaine borné et f, u0 sont des fonctions mesurables. En utilisant des techniques
similaires au cas elliptiques on arrive à prouver que le problème (9) admet une solution dis-
tributionnelle pour f mesure de Radon et u0 ∈ L1(Ω). Dans le cas ou f ∈ L1(ΩT ) avec
f ≥ 0, l’existence d’une solution entropique est prouvée. L’idée est d’utiliser des arguments
d’approximation et de passer à la limite en utilisant les estimations a priori.

0.1.5 Description du chapitre 5

Comme conséquence de l’existence d’une solution entropique et par les résultats du chapitre
2, on étudie le problème


ut + (−∆s

p)u = λ
up−1

|x|ps
, u > 0 dans ΩT = Ω× (0, T ),

u = 0 dans (IRN \ Ω)× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(10)

où Ω est domaine borné contenant l’origine et λ > 0. Il est clair que le problème (10) est
fortement lié à l’inégalité de Hardy-Sobolev.

Pour p = 2 et s = 1 le problème (10) a été étudié dans [20]. Les auteurs démontrent
l’existence et les résultats de non-existence en relation avec le fait que λ ≤ ΛN,2 ou λ > ΛN,2,
respectivement. Le cas nonlocal a été résolu dans [58], les auteurs ont pu obtenir la même
alternative en utilisant le fait que l’opérateur parabolique nonlocal satisfait une inégalité de
Harnack appropriée. Sous la présence d’un terme de réaction, les auteurs dans [8] ont prouvé
l’existence d’un exposant critique q+(λ, s) ne dépendant que de λ tel que l’existence a lieu si
et seulement si q < q+(λ).

Pour p 6= 2 et s = 1, le problème a été largement étudié dans la littérature. Dans [15], les
auteurs prouvent l’existence d’une solution globale, si p < 2N

N+2 pour tout λ > 0 et pour u0

appropriée. Dans [40], les auteurs complètent l’étude précédente et montrent que si 2N
N+1 ≤ p <

2, le problème a une solution au sens des distributions loin de l’origine.
Le cas p 6= 2 et s < 1 semble être nouveau. Notons que pour prouver l’existence d’une

solution loin de l’origine on aura besoin de l’inégalité de CKN avec un poids trop dégénéré, ce
qui conduit à l’utilisation des résultats de la dernière section du chapitre 2. L’Extinction en
temps fini est aussi analysée.





Première partie

Préliminaires et Résultats
principaux





Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espace de Sobolev

Quelques outils

Définition 1.1. (Espace de Schwartz) L’espace de Schwartz est l’espace des fonctions C∞

déclinantes (c’est-à-dire des fonctions indéfiniment dérivables à décroissance rapide, elles, ainsi
que leurs dérivées de tous ordres) noté :

S (IRN ) = {ϕ ∈ C∞(IRN ) tel que ‖ϕ‖S (IRN ) < +∞}

où ‖.‖S (IRN ) est la semi-norme associée définie comme suit :

‖ϕ‖S (IRN ) = sup
x∈IRN

(1 + |x|k)
∑
|α|≤l

|Dαϕ(x)|, k, l ∈ N,

pour α = (α1, ..., αN ) ∈ NN , et Dα = ∂α1
1 ...∂αNN .

Définition 1.2. (Transformé de Fourier) soit ϕ ∈ S , pour x, ξ dans IRN on définie la
transformée de Fourier de ϕ noté ϕ̂ ou bien F (ϕ) par :

F (ϕ(x))(ξ) = ϕ̂(ξ) = 1
(2π)N2

∫
IRN

ϕ(x)e−ix.ξdx,

Si ϕ̂ est aussi dans S , alors on a la formule d’inversion suivante :

ϕ(x) = F−1(ϕ̂(ξ))(x) = 1
(2π)N2

∫
IRN

ϕ̂(ξ)eix.ξdξ,

Remarque 1.1. Dans l’espace de Schwartz S la transformée de Fourier est un isomorphisme
de S dans lui même, donc par dualité on peut définir la transformée de Fourier des éléments
de S ′ (espace dual de S ) ; c’est aussi l’espace des distributions tempérées. Une autre propriété
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importante est que pour 1 ≤ p ≤ +∞, S (IRN ) ⊂ Lp(IRN ) et remarquons aussi que C∞0 (IRN )
est un sous espace de S (IRN ).

Propriété 1.1.
– Dαϕ = F−1(i|α|ξαF (ϕ))
– Dαϕ̂ = i−|α|F (xαϕ)

Théorème 1.1 (Plancherel). Soit ϕ ∈ L1(IRN ) ∩ L2(IRN ),

‖ϕ‖L2(IRN ) = ‖ϕ̂‖L2(IRN )

1.1.1 Espace de Sobolev classique Wm,p, m ∈ N

Définition 1.3. Soit 1 ≤ p ≤ +∞ et m ∈ N. L’espace de Sobolev Wm,p(IRN ) est défini par

Wm,p(IRN ) ≡ {u ∈ Lp(IRN ) | ∀α tel que |α| ≤ m, |Dαu| ∈ Lp(IRN )}.

Il est clair que Wm,p(IRN ) est un espace de Banach muni de la norme suivante :

‖u‖Wm,p(IRN ) =


(
‖u‖p

Lp(IRN ) +
∑
|α|≤m

‖ Dαu‖p
Lp(IRN )

) 1
p si 1 ≤ p < +∞,

max
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(IRN ) si p = +∞,

Si m = 1 et p = 2, alors pour Ω un ouvert borné de IRN , W 1,2(Ω) est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire :

(u, v)W 1,2(Ω) := (u, v)L2(Ω) +
N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

.

Définition 1.4. Soit 1 ≤ p < ∞, l’espace W 1,p
0 (Ω) désigne la fermeture de C1

0 (Ω) dans
W 1,p(Ω). L’espace W 1,p

0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p(Ω) est un espace de Banach
séparable, il est de plus réflexif si 1 < p <∞.

Lorsque Ω = IRN , on sait que C1
0 (IRN ) est dense dans W 1,p(IRN ), et par conséquent

W 1,p
0 (IRN ) = W 1,p(IRN ).

Si Ω est borné alors en utilisant l’inégalité de Poincaré, l’espace W 1,p
0 (Ω) est muni de la norme

équivalente :
||u||W 1,p

0 (Ω) =
( ∫

Ω
|∇u|pdx

) 1
p .

Remarque 1.2. Dans le cas p = 2 pour désigner l’espace de Sobolev, on utilise une notation
spéciale :

Hm(Ω) = Wm,2(Ω).
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1.1.2 Espace de Sobolev fractionnaire W s,p, 0 < s < 1

Soit Ω un ouvert de IRN pour tout réel s > 0 et p ∈ [1,∞), on définit par la suite l’espace
de Sobolev fractionnaire. Dans la littérature, les espaces de Sobolev de type fractionnaire sont
appelés aussi espaces de Aronszajn, Gagliardo ou Sloboedeckij.
On commence par fixer un s dans (0, 1), pour tout p ∈ [1,+∞) on définit W s,p comme suit :

W s,p(Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) avec

|u(x)− u(y)|
|x− y|

N
p +s

∈ Lp(Ω× Ω)
}

(1.1)

avec la norme

||u||W s,p(Ω) :=
( ∫

Ω
|u|pdx+

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp dx dy
) 1
p (1.2)

le terme
[u]W s,p(Ω) :=

( ∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp dx dy
) 1
p

est appelé Gagliardo (semi) norme de u.
Nous renvoyons le lecteur à [44] et [62] pour plus de détails.

Dans la même direction, on peut définir l’espace Xs,p
0 (Ω) comme la fermeture de C∞0 (Ω)

par rapport à la norme de W s,p(Ω).
Notons que, si Q = IRN × IRN \ (CΩ× CΩ), alors

||φ||Xs,p0 (Ω) =
(∫ ∫

Q

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps dxdy
) 1
p + ||φ||Lp(Ω).

En utilisant l’inégalité de Sobolev fractionnaire on obtient Xs,p
0 (Ω) ⊂ Lp

∗
s (Ω) avec inclusion

continue, où p∗s = pN
N−sp pour ps < N .

Dans le cas où Ω est un domaine régulier borné, l’espace Xs,p
0 (Ω) peut être engendré par

la norme équivalente

|||φ|||Xs,p0 (Ω) =
(∫ ∫

Q

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps dxdy
) 1
p

.

Théorème 1.2 (Bourgain-Brezis-Mironescu). Pour tout u ∈W 1,p(Ω), on a

lim
s→1−

(1− s)
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp dx dy = C1

∫
Ω
|∇u|pdx

ou C1 désigne une constante positive qui dépend de n et p.

un autre résultat est donné par le théorème suivant :
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Théorème 1.3 (Maz’ya-Shaposhnikova). Pour tout u ∈
⋃

0<s<1
W s,p(IRN ), on a

lim
s→0+

s

∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dx dy = C2

∫
IRN
|∇u|pdx

ou c1 désigne une constante positive qui dépend de n et p.

L’espace Hs et le laplacien fractionnaire
Dans le cas p = 2, les espaces de Sobolev fractionnaires W s,2(Ω) et W s,2

0 (Ω), deviennent
des espaces de Hilbert, ils sont notés Hs(Ω) et Hs

0(Ω) respectivement. De plus, il sont liés à
l’opérateur laplacien fractionnaire (−4)s définie par le résultat suivant :

Proposition 1.1.
– i) −4su = F−1(|ξ|2sF (u))
– ii) ∃ CN,s > 0 tel que :

−4su(x) = CN,s

∫
IRN
|ξ|2s|û(ξ)|2dξ = CN,sP.V.

∫
IRN

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy := I(u) (1.3)

À présent, on peut donner une définition alternative de l’espace Hs(IRN ) = W s,2(IRN ) via
la transformée de Fourier ; donc on a la définition suivante :

Ĥs(IRN ) :=
{
u ∈ L2(IRN ) avec

∫
IRN

(1 + |ξ|2s)|Fu(ξ)|2 dξ < +∞
}

(1.4)

et nous observons que la définition ci-dessus, est également valable pour tout réel s ≥ 1. On
peut aussi donner une autre définition analogue pour le cas s < 0 par :

Ĥs(IRN ) :=
{
u ∈ S ′(IRN ) avec

∫
IRN

(1 + |ξ|2)s|Fu(ξ)|2 dξ < +∞
}

(1.5)

1.1.3 Espace de Sobolev fractionnaire avec poids W s,p,β

Pour prouver l’inégalité de Caffarelli-Khon-Nirenberg d’ordre fractionnaire, on a besoin de
définir l’espace de Sobolev fractionnaire avec poids.

Plus précisément, soit 0 < β < N−ps
2 et Ω ⊂ IRN avec 0 ∈ Ω, l’espace de Sobolev avec poids

Xs,p,β(Ω) est défini par

Xs,p,β(Ω) :=
{
φ ∈ Lp(Ω, dx

|x|2β
) :
∫

Ω

∫
Ω

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
< +∞

}
.

Ainsi l’espace Xs,p,β(Ω) est un espace de Banach engendré par la norme

‖φ‖Xs,p,β(Ω) =
(∫

Ω

|φ(x)|pdx
|x|2β

) 1
p +

(∫
Ω

∫
Ω

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
) 1
p

.

Remarque 1.1. Maintenant on définit l’espace Xs,p,β
0 (Ω) comme étant la fermeture de C∞0 (Ω)
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par rapport à la norme précédente.

Comme dans [14], voir aussi [44], on peut montrer le résultat d’extension suivant :

Lemme 1.1. Supposant que Ω ⊂ IRN est un domaine régulier, alors pour tout w ∈ Xs,p,β(Ω),
il existe w̃ ∈ Xs,p,β(IRN ) tel que w̃|Ω = w et

||w̃||Xs,p,β(IRN ) ≤ C||w||Xs,p,β(Ω)

où C ≡ C(N, s, p,Ω) > 0.

Remarque 1.2. Comme dans le cas β = 0, si Ω est un domaine borné régulier, on peut
engendrer Xs,p,β

0 (Ω) par la norme équivalente

|||φ|||Xs,p,β0 (Ω) =
(∫

Ω

∫
Ω

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
) 1
p

.

Maintenant, pour u ∈ Xs,p,β
0 (Ω), on pose

Ls,p,β(u)(x) = P.V.
∫
IRN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+ps

dy

|x|β |y|β
.

Il est clair que pour tout u, v ∈ Xs,p,β(Ω), on a

〈Ls,p,β(u), v〉 =
∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+ps

dxdy

|x|β |y|β
.

Dans le cas où β = 0, on note Ls,p,β par Ls,p.

Remarque 1.3. Soit Ω un domaine borné tel que 0 ∈ Ω et on définit

HΩ(v) =
∫

Ω

∫
Ω

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs w(x)
p
2w(y)

p
2 dxdy

où u ∈ C∞0 (Ω), w(x) = |x|−β et v(x) = u(x)
w(x) . En utilisant les mêmes arguments que ceux de

la preuve du lemme précédent et par le lemme d’extension 1.1, on peut montrer que

HΩ(v) ≥ C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dxdy. (1.6)

La notion de troncature est une notion très importante dans l’étude des EDP avec donnée
dans L1 ou bien une mesure. Cette notion est basée sur l’usage des fonctions Tk(s) et Gk(s),
k > 0, définies par :
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Tk(s) =

 s , si|s| ≤ k ;

k s
|s| , si |s| > k ;

La fonction définie précédemment est la suivante :

Figure 1.1 – La troncature

On définit aussi
Gk(s) = s− Tk(s)

Une autre fonction sera très utile par la suite à savoir :ϕk−1 = T1(Gk−1(u))
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Figure 1.2 – La fonction Gk(s)

Figure 1.3 – La fonction T1(Gk−1(u))

Dans la même direction, nous utiliserons l’espace de Marcinkiewicz avec poids :

Définition 1.5. Pour une fonction mesurable u on pose

Φu(k) = µ{x ∈ Ω : |u(x)| > k},

où dµ = |x|−2βdx.
on dit que u est dans l’espace de Marcinkiewicz Mq(Ω, dµ) si Φu(k) ≤ Ck−q. Puisque Ω est
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un domaine borné, alors

Lq(Ω, dµ) ⊂Mq(Ω, dµ) ⊂ Lq−ε(Ω, dµ)

Pour tout ε > 0.

Définition 1.6. Soit u une fonction mesurable, on dit que u ∈ T 1,p
β,0 (Ω) si pour tout k > 0,

Tk(u) ∈W s,p
β,0(Ω).

Définition 1.7. (Equi-Intégrabilité dans Lp ) Soit X un ensemble mesurable de IRN et
1 ≤ p <∞. On dit que la suite {fn}n∈N ⊂ Lp(X) est equi-intégrable ssi : pour chaque ε > 0,
il existe δ > 0 tel que pour tout E ⊂ X avec |E| < δ, on a∫

E

|fn(x)|pdx ≤ ε pour tout n.

On présente ici le Lemme suivant qui sera très utile pour montrer les résultats d’existence.

Théorème 1.4. (Théorème de Vitali) Soit X un ensemble de mesure fini pour la mesure de
Lebesgue de IRN . Soit {fn}n∈N une suite de fonctions de L1(X) qui vérifie les deux conditions
suivantes :

1. {fn}n∈N converge presque-partout vers f dans X.

2. {fn}n∈N est equi-intégrable.

Alors, {fn}n converge fortement vers f dans L1(X).

1.2 Quelques inégalités algébriques pratiques

Le lemme suivant est prouvé dans [60].

Lemme 1.2. Soient ξ1, ξ2 ∈ IRN , on a
1) Si p ≤ 2,

|ξ1 + ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2〉 ≤ C(p)|ξ2|p, (1.7)

|ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2 − ξ1〉 ≥ C(p) |ξ2 − ξ1|2

(|ξ2|+ |ξ1|)2−p . (1.8)

2) Si p > 2,

|ξ1 + ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2〉 ≤
p(p− 1)

2 (|ξ1|+ |ξ2|)p−2|ξ2|2, (1.9)

|ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2 − ξ1〉 ≥
C(p)

2p − 1 |ξ2 − ξ1|
p. (1.10)

Les inégalités algébriques suivantes peuvent être démontrées en utilisant un argument de
renormalisation approprié.
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Lemme 1.3. Supposons que p ≥ 1, (a, b) ∈ IR+ et α, c, c1, c2 > 0, alors

(a+ b)α ≤ c1aα + c2b
α (1.11)

et
|a− b|p−2(a− b)(aα − bα) ≥ c|a

p+α−1
p − b

p+α−1
p |p. (1.12)

Dans le cas où α ≥ 1, alors sous les mêmes conditions sur a, b, p , on a

|a+ b|α−1|a− b|p ≤ c|a
p+α−1
p − b

p+α−1
p |p, (1.13)

où c > 0 est indépendante de a et b.

Puisque, nous avons considéré les solutions avec une donnée dans L1, en prenant en consi-
dération la définition de troncature, il est facile de montrer l’inégalité algébrique suivante :

|a− b|p−2(a− b)(Tk(a)− Tk(b)) ≥ |Tk(a)− Tk(b)|p (1.14)

et
|a− b|p−2(a− b)(Gk(a)−Gk(b)) ≥ |Gk(a)−Gk(b)|p, (1.15)

où a, b ∈ IR et p ≥ 1.
Dans la suite, nous allons utiliser l’inégalités au-dessous prouvées dans [50].

Lemme 1.4. Supposons que p > 1, alors pour tout 0 ≤ t ≤ 1 et a ∈ C, on a

|a− t|p ≥ (1− t)p−1(|a|p − t). (1.16)

Maintenant, nous avons l’inégalité algébrique suivante.

Lemme 1.5. Supposons que 1 ≤ p ≤ 2, alors pour tous 0 ≤ t ≤ 1 et a ∈ R,on a

|a− t|p − (1− t)p−1(|a|p − t) ≥ Cp
|a− 1|2t

(|a− t|+ |1− t|)2−p (1.17)

avec Cp une constante positive.

Démonstration. L’inégalité précédente est vraie pour t = 0 et t = 1. Dans la même direction
on peut montrer que (1.17) est vraie si a = t. Ensuite, on peut assumer que 0 < t < 1 et
a ∈ R\{t}.

On définit α = a−t
1−t , on peut écrire (1.17) sous la forme équivalente :

1
t

{
|α|p − |α(1− t) + t|p − t

1− t

}
≥ Cp

(α− 1)2

(|α|+ 1)2−p (1.18)

on divise la démonstration en deux cas :
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Premier cas : α > 0. Notons que si (1.18) est vraie pour α > 1 et pour tout t ∈ (0, 1), alors
(1.18) est aussi vraie, en particulier pour z = 1− t. Ainsi

1
1− z

{
|α|p − |αz + (1− z)|p − (1− z)

z

}
≥ Cp

(α− 1)2

(|α|+ 1)2−p . (1.19)

Maintenant, Soit ξ ∈ (0, 1) et on définit α = 1
ξ , alors α > 1. Soustrayons α dans (1.19) on

obtient
1
z

{
|ξ|p − |ξ(1− z) + z|p − z

1− z

}
≥ Cp

(ξ − 1)2

(|ξ|+ 1)2−p .

Ainsi, il suffit dans ce cas de montrer (1.18) pour α ≥ 1. Pour ceci, on définit

hα(t) = |α(1− t) + t|p − t
1− t .

Par un calcul direct, on obtient

h′α(t) = p(1− α)|α(1− t) + t|p−2(α(1− t) + t)− 1
1− t + hα(t)

1− t

et

h′′α(t) = 1
(1−t)3

{
|α(1− t) + t|p−2

(
2(α(1− t) + t)2 − 2p(α− 1)(1− t)(α(1− t) + t)

+p(p− 1)(α− 1)2(1− t)2
)
− 2
}

En utilisant le fait que α(1− t) + t = (α− 1)(1− t) + 1, on aura

h′′α(t) = 1
(1−t)3 ×{

|α(1− t) + t|p−2
(
− (2− p)(p− 1)(α− 1)2(1− t)2 + 2(2− p)(α− 1)(1− t) + 2

)
− 2
}

Puisque α(1− t) + t ≥ 1, on affirme que h′′α(t) ≤ 0. En effet, en posant ρ = (α− 1)(1− t), on
aura

h′′α(t) = 1
(1− t)3 T (ρ) = 1

(1− t)3 (ρ+ 1)p−2
(

2 + 2(2− p)ρ− (2− p)(p− 1)ρ2
)
− 2.

Par un calcul direct on aboutit à T ′(ρ) = −p(p− 1)(2− p) (ρ+1)p−3

(1−t)3 ≤ 0 puisque 1 < p < 2. Par
conséquent T (ρ) ≤ T (0) = 0 et l’affirmation s’en suit.
Maintenant, en utilisant la formule de Taylor-Maclaurin

hα(t)− hα(0) = th′α(0) +
∫ t

0
(t− s)h′′α(s)ds,
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et observons que hα(0) = |α|p et h′α(0) = −(p− 1)|α|p + p|α|p−2α− 1, on a

|α|p − |α(1− t) + t|p − t
1− t = hα(0)− hα(t)

= t((p− 1)|α|p − p|α|p−2α+ 1) +
∫ t

0
(s− t)h′′α(s)ds,

≥ t((p− 1)|α|p − p|α|p−2α+ 1)

puisque h′′α ≤ 0 par l’affirmation précédente. Par conséquent, nous concluons que

1
t

{
|α|p − |α(1− t) + t|p − t

1− t

}
≥ ((p− 1)|α|p − p|α|p−2α+ 1).

Il est clair que
((p− 1)|α|p − p|α|p−2α+ 1)(|α|+ 1)2−p ≥ Cp(α− 1)2

D’où le résultat dans ce cas.
Le deuxième cas : α < 0. Posons α̃ = −α, alors nous devons prouver que

1
t

{
|α̃|p − |α̃(1− t)− t|p − t

1− t

}
≥ Cp

(α̃+ 1)2

(|α̃|+ 1)2−p = (1 + α̃)p ∀ α̃ > 0, t ∈ (0, 1). (1.20)

Il est clair que

1
t

{
|α̃|p − |α̃(1− t)− t|p − t

1− t

}
=

1
t

{
|α̃|p − |α̃(1− t) + t|p − t

1− t

}
+ 1
t

{
|α̃(1− t) + t|p

1− t − |α̃(1− t)− t|p

1− t

}
on pose

R1(α̃, t) = 1
t

{
|α̃|p − |α̃(1− t) + t|p − t

1− t

}
et

R2(α̃, t) = 1
t

{
|α̃(1− t) + t|p

1− t − |α̃(1− t)− t|p

1− t

}
Puisque α̃ > 0, alors R2(ã, t) ≥ 0. Maintenant, en utilisant la première étape nous atteignons

R1(α̃, t)(|α̃|+ 1)2−p ≥ C(p)(α̃− 1)2.

Il est clair que, indépendamment des valeurs de R2 et t ∈ (0, 1),

(α̃− 1)2 ≥ C̄(α̃+ 1)2 for all α̃ ∈ IR+ \ (2
3 ,

3
2).

Par conséquent, nous allons considérer le cas α̃ ∈ [ 2
3 ,

3
2 ]. Pour obtenir le résultat désiré, il suffit

de montrer que
R2(α̃, t) ≥ C2 > 0 pour tout (α̃, t) ∈ [ 23 ,

3
2 ]× (0, 1). (1.21)
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Par un calcul direct, nous obtenons

∂

∂α̃
R2(α̃, t) = p

t

(
|α̃(1− t) + t|p−1 − |α̃(1− t)− t|p−2(α̃(1− t)− t)

)
Cette quantité est clairement positive, R2 est croissante dans α̃ et on obtient que pour tout
(α̃, t) ∈ [ 2

3 ,
3
2 ]× (0, 1),

R2(α̃, t) ≥ R2(2
3 , t) =

( 2
3 )p

t(1− t)

(
|1 + 1

2 t|
p − |1− 5

2 t|
p

)
≥ Cp.

En effet, nous utilisons la formule (1.8) avec a = 1 + 1
2 t et b = |1− 5

2 t|. Pour t <
2
5 , la formule

(1.8) donne

|1 + 1
2 t|

p − |1− 5
2 t|

p ≥ c 9t2

(|1 + 1
2 t|+ |1−

5
2 t|)2−p + 3pt|1− 5

2 t|
p−1

et pour t > 2
5 , par la formule (1.8), il résulte que

|1 + 1
2 t|

p − |1− 5
2 t|

p ≥ c 4(1− t)2

(|1 + 1
2 t|+ |1−

5
2 t|)2−p + 2p(1− t)|1− 5

2 t|
p−1.

Il est clair que dans les deux cas, nous avons

1
t(1− t)

(
|1 + 1

2 t|
p − |1− 5

2 t|
p

)
≥ Cp.

Cela prouve (1.21). Ainsi (1.20) suit, puis nous concluons.

Avant de terminer cette section, nous donnerons l’inégalité algébrique suivante qui peut
être vu comme une extension de la formule «d’intégration par partie lors de l’utilisation d’un
produit comme fonction de test dans le cas local.

Lemme 1.6. Il existe deux constantes positives C1 < 1 < C2 telles que pour toutes a1, a2 ∈ IR
et pour toutes b1, b2 ≥ 0, on a

|a1−a2|p−2(a1−a2)(a1b1−a2b2) ≥ C1|a1b
1
p

1 −a2b
1
p

2 |p−C2(max{|a1|, |a2|})p|b
1
p

1 − b
1
p

2 |p. (1.22)

Démonstration. Si (b1, b2) = (0, 0) ou (a1, a2) = (0, 0), alors (1.22) est vraie.

Si a1 = a2, alors (1.22) reste aussi vraie pour C1 ≤ C2.

Supposons que (b1, b2) 6= (0, 0), (a1, a2) 6= (0, 0) et a1 6= a2.

On divise la preuve en plusieurs cas.

I-Le premier cas : a1 > a2 ≥ 0. on pose δ = a2

a1
∈ [0, 1), alors dans ce cas, (1.22) est

équivalent à
(1− δ)p−1(b1 − δb2) ≥ C1|b

1
p

1 − δb
1
p

2 |p − C2|b
1
p

1 − b
1
p

2 |p. (1.23)
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Si b1 = b2, alors (1.23) prend la forme

(1− δ)p ≥ C1(1− δ)p

qui est vraie pour C1 ≤ 1. Ainsi, nous supposons que b1 6= b2.

1. Sous-cas 1 : b1 > b2 ≥ 0.
on pose θ = ( b2b1 )

1
p ∈ [0, 1), alors (1.23) prend la forme

(1− δ)p−1(1− δθp) ≥ C1(1− δθ)p − C2(1− θ)p. (1.24)

nous avons
1− δθ = (1− θ) + θ(1− δ).

Ainsi

(1− δθ)p = ((1− θ) + θ(1− δ))p

≤ (1 + ε)p−1θp(1− δ)p + (1 + 1
ε

)p−1(1− θ)p

où ε > 0 est une constante positive quelconque. Maintenant, en utilisant le fait que
(1 − δ)θp < 1 − δθp, on obtient que θp(1 − δ)p ≤ (1 − δ)p−1(1 − δθp). Par conséquent,
nous concluons que

C1(1− δθ)p ≤ C1(1 + ε)p−1(1− δ)p−1(1− δθp) + C1(1 + 1
ε

)p−1(1− θ)p.

Il est clair que nous pouvons choisir C1 < 1 dépendant uniquement ε tel que C1(1 +
ε)p−1 = 1, Ainsi

C1(1− δθ)p ≤ (1− δ)p−1(1− δθp) + C2(1− θ)p

où C2 = max{1, C1(1 + 1
ε )p−1} et alors (1.24) tient dans ce cas.

2. Sous-cas 2 : b2 > b1 ≥ 0.
Dans ce cas, on pose θ = ( b1b2 )

1
p ∈ [0, 1), ainsi (1.23) prend la forme

(1− δ)p−1(θp − δ) ≥ C1|θ − δ|p − C2(1− θ)p. (1.25)

On divise la preuve de (1.25) dans deux cas :
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(a) Cas i : θp > δ. Il est clair que δ < θp < θ, ensuite nous avons

(θ − δ)p = ((θ − θp) + (θp − δ))p

≤ (1 + ε)p−1(θp − δ)p + (1 + 1
ε

)p−1(θ − θp)p

≤ (1 + ε)p−1(θp − δ)p−1(θp − δ) + (1 + 1
ε

)p−1θp(1− θp−1)p.

Puisque 1− θp−1 ≤ 1− θ et θp − δ ≤ 1− δ, puis en utilisant la même hypothèse sur
C1, ε et C2 comme dans le cas précédent, il en résulte que

C1(θ − δ)p ≤ (1− δ)p−1(θp − δ) + C2(1− θ)p

puis (1.25) suit.

(b) Cas ii : θp ≤ δ. Ce cas est plus délicate et on a besoin d’une certaine analyse fine.
Il est clair que, dans ce cas, nous devons montrer que

C2(1− θ)p ≥ C1|θ − δ|p + (1− δ)p−1(δ − θp). (1.26)

On commencera par supposer que θ < δ, puis nous avons trivialement C1|θ − δ|p ≤
(1− θ)p. Par conséquent, nous devons juste montrer que

(1− δ)p−1(δ − θp) ≤ C2(1− θ)p.

Pour ρ ∈ (0, δ), on définit la fonction h par

h(ρ) = (1− ρ)p + (1− δ)p−1ρp.

Il est clair que h′(ρ) = p

(
ρp−1(1 − δ)p−1 − (1 − ρ)p−1

)
≤ 0. Puisque θ ≤ δ, Nous

concluons que h(θ) ≥ h(δ) puis nous concluons que

(1− θ)p + (1− δ)p−1θp ≥ (1− δ)p + (1− δ)p−1δp.

Ainsi
(1− θ)p ≥ (1− δ)p−1(1− δ − θp + δp).

Puisque p < 2, alors il est pas difficile de montrer que 1−δ+δp ≥ δ, par conséquent,
nous atteignons que

(1− θ)p ≥ (1− δ)p−1(δ − θp)

et le résultat suit.

Supposons maintenant que δ ≤ θ ≤ δ
1
p . Comme ci-dessus pour ρ ∈ (0, θ), nous
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définissons la fonction h1 par

h1(ρ) = (1− ρ)p−1(ρ− θp),

alors

h′(ρ) = (1− ρ)p−2
(

1− pρ+ (p− 1)θp
)

≥ (1− ρ)p−2
(

1− pρ+ (p− 1)ρp
)
.

Puisque p < 2, alors (1− pρ+ (p− 1)ρp) ≥ 0, ainsi h′1 ≥ 0 et ensuite h1(δ) ≤ h1(θ).
Par conséquent

(1− δ)p−1(δ − θp) ≤ (1− θ)p−1(θ − θp) ≤ (1− θ)p,

où la dernière inégalité suit en utilisant le fait que 2θ ≤ 1 + θp.

II-Le deuxième cas : a2 > a1 ≥ 0. Il est clair que

|a1 − a2|p−2(a1 − a2)(a1b1 − a2b2) = |a2 − a1|p−2(a2 − a1)(a2b2 − a1b1),

ainsi appliquant le premier cas, il en résulte que

|a1 − a2|p−2(a1 − a2)(a1b1 − a2b2) ≥ C1|a2b
1
p

2 − a1b
1
p

1 |p − C2(max{|a2|, |a1|})p|b
1
p

2 − b
1
p

1 |p

≥ C1|a1b
1
p

1 − a2b
1
p

2 |p − C2(max{|a1|, |a2|})p|b
1
p

1 − b
1
p

2 |p.

puis nous concluons.

III-Le troisième cas : a1, a2 ≤ 0. on pose ã1 = −a1 et ã2 = −a2, alors ã1, ã2 ≥ 0 et

|a1 − a2|p−2(a1 − a2)(a1b1 − a2b2) = |ã1 − ã2|p−2(ã1 − ã2)(ã1b1 − ã2b2),

alors le résultat suit en utilisant les cas précédents.

IV-Le quatrième cas : a1 < 0 < a2 ou a2 < 0 < a1. Supposons que a2 < 0 < a1 et
définissant ã2 = −a2, on aura

|a1 − a2|p−2(a1 − a2)(a1b1 − a2b2) = (a1 + ã2)p−1(a1b1 + ã2b2).

Comme dans le cas précédent, et sans perte de généralité nous pouvons supposer que a1 ≥ ã2

et b1 ≥ b2. Posons δ = ã2
a1
, θ = ( b2b1 )

1
p ∈ [0, 1) alors (1.22) est équivalente à

(1 + δ)p−1(1 + δθp) ≥ C1(1 + δθ)p − C2(1− θ)p. (1.27)
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on a

C1(1 + δθ)p ≤ C1(1 + δθp − δθp + δθ)p

≤ C1(1 + ε)p−1(1 + δθp)p + C1(1 + 1
ε

)p−1δpθp(1− θp−1)p

≤ (1 + δ)p−1(1 + δθp) + C2(1− θ)p

où, comme dans les cas précédents, nous avons utilisé le fait que C1(1 + ε)p−1 = 1 ≤ C2. D’où
le résultat suit.



Chapitre 2

Les inégalités de type
Caffarelli-Kohn-Nirenberg
d’ordre fractionnaire

Ce chapitre est le développement des articles [4],[7].

2.1 Introduction.

Comme on l’a décrit précédemment, le but de ce chapitre est de généraliser le résultat du
Théorème 0.3 obtenu dans [13] au cas p 6= 2. Pour des raisons techniques, on va considérer
deux cas séparés, p ∈ (1, 2) (Théorème 2.7) et p > 2 (Théorème 2.3). D’autres résultats et
applications qui sont en relation avec le problème principales seront aussi démontrés.
Le chapitre est organisé de la manière suivante.

Dans la section 2.2 on donnera la preuve de la version générale de l’inégalité de Picone, et
comme conséquence, on aura la version de l’inégalité de Hardy avec poids pour une classe de
poids "admissibles" dans IRN , ainsi que dans un domaine borné.

Ensuite, dans la section 2.3 on présente les résultats principaux du chapitre avec leurs
démonstrations.

La première partie de cette section a été consacré pour le cas p ≥ 2. En tenant compte de
l’inégalité de Hardy "avec poids", nous obtenons la preuve du Théorème 2.3.
Une fois le Théorème 2.3 prouvé, nous complétons la preuve de l’inégalité de type "Caffarelli-
Khon-Nirenberg" d’ordre fractionnaire dans un domaine borné (Théorème 2.4), par l’utilisation
convenable de l’inégalité de Sobolev. Une extension a l’espace tout entier IRN est prouvé dans
le Théorème 2.5.

Dans la deuxième partie on considère le cas p < 2. Nous commençons par prouver le Lemme
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2.5 qui peut être vu comme une représentation de l’état fondamental . En conséquence, nous
obtenons la preuve de Théorèmes 2.7 et 2.8.

Enfin, dans la dernière section on considère le cas β < 0. Si β ∈ (−ps, 0], on arrive a prouver
une inégalité de type Hardy-Sobolev et par conséquence tout les résultats prouvés auparavant
sont valable. Par contre si β < −ps, dans ce cas l’espace W s,p

β (Ω) n’est pas bien défini. Notons
que dans le cas local, |x|−β est un poids admissible pour tout β ∈ (−∞, N−pp ). Pour résoudre
cette difficulté on va définir un espace de Sobolev avec poids Eα(IRN ) ou la position de poids,
cette fois, nous permet de bien généraliser l’inégalité de Caffaralli-Khon-Nirenberg pour le rang
négative. Enfin nous prouverons, sous certaine relation entre α et β, que Eα(IRN ) = W s,p

β (IRN )
si β > −ps.

2.2 Résultats préliminaires

Rappelons que pour u ∈ Xs,p,β
0 (Ω), on a

Ls,p,β(u)(x) = P.V.
∫
IRN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+ps

dy

|x|β |y|β
.

Commençons par démontrer la version suivante de l’inégalité de Picone.

Lemme 2.1. (Inégalité de Picone) Soit w ∈ Xs,p,β
0 (Ω), tel que w > 0 dans Ω. Supposons que

Ls,p,β(w) = ν avec ν ∈ L1
loc(IR

N ) et ν 	 0, alors pour tout u ∈ C∞0 (Ω), on a

1
2

∫ ∫
Q

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
≥ 〈Ls,p,βw,

|u|p

wp−1 〉.

où Q = IRN × IRN \ (CΩ× CΩ).

Démonstration. le cas p = 2 et β = 0 a été obtenu dans [58] et [22] pour p 6= 2. Pour la
commodité du lecteur, nous incluons quelques détails pour le cas β 6= 0.

On pose v(x) = |u(x)|p

|w(x)|p−1 et k(x, y) = 1
|x− y|N+ps|x|β |y|β

, alors

〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉 =
∫

Ω
v(x)

∫
IRN
|w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))k(x, y) dy dx

=
∫

Ω

|u(x)|p

|w(x)|p−1

∫
IRN
|w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))k(x, y) dy dx.

Puisque k est symétrique, on obtient que

〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉 =

1
2

∫ ∫
Q

(
|u(x)|p

|w(x)|p−1 −
|u(y)|p

|w(y)|p−1

)
|w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))k(x, y) dy dx.
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Soit v1 = u

w
, alors

〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉 =

1
2

∫ ∫
Q

(|v1(x)|pw(x)− |v1(y)|pw(y)) |w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))k(x, y) dy dx.

On définit

Φ(x, y) = |u(x)− u(y)|p − (|v1(x)|pw(x)− |v1(y)|pw(y)) |w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y)),

alors
〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉+ 1

2

∫
Q

Φ(x, y)k(x, y) dy dx

= 1
2

∫ ∫
Q

|u(x)− u(y)|pk(x, y) dy dx.

Nous affirmons que Φ ≥ 0. Il est clair que, par l’argument de symétrie, nous pouvons supposer
que w(x) ≥ w(y). Soit t = w(y)/w(x), a = u(x)/u(y), puis en utilisant l’inégalité (1.16), il en
résulte que Φ(x, y) ≥ 0. Ainsi, on obtiendra l’inégalité de Picone.

Le principe de comparaison suivant peut être considéré comme étant une extension du prin-
cipe classique obtenu par Brezis et Kamin dans [31], voir [4] pour la preuve.

Lemme 2.2. Soit Ω un domaine borné et soit h une fonction continue non négative telle que
h(x, σ) > 0 si σ > 0, et h(x, σ)

σp−1 est décroissante. Soit u, v ∈ W s,p
β,0(Ω) telles que u, v > 0 dans

Ω et 
(−∆)sp,βu ≥ h(x, u) dans Ω,

(−∆)sp,βv ≤ h(x, v) dans Ω.

Alors, u ≥ v dans Ω.

Démonstration. En utilisant un argument d’approximation, en prenant en considération que
u, v > 0, nous pouvons prouver que

(−∆)sp,βu
up−1 −

(−∆)sp,βv
vp−1 ≥

(h(x, u)
up−1 −

h(x, v)
vp−1

)
. (2.1)

on pose ρ = (vp − up)+, alors∫
Ω

(h(x, u)
up−1 −

h(x, v)
vp−1 )ρ dx ≤

∫
Ω
ρ
( (−∆)sp,βu

up−1 −
(−∆)sp,βv
vp−1

)
dx. (2.2)

Analysons chaque terme dans l’inégalité précédente.
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En utilisant la définition de ρ nous obtenons
(h(x, u)
up−1 −

h(x, v)
vp−1

)
ρ ≥ 0. D’autre part, nous

avons

J ≡
∫

Ω
ρ
( (−∆)sp,βu

up−1 −
(−∆)sp,βv
vp−1

)
dx

= 1
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+ps

( ρ(x)
up−1(x) −

ρ(y)
up−1(y)

) dxdy

|x|β |y|β

− 1
2

∫ ∫
DΩ

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))
|x− y|N+ps

( ρ(x)
vp−1(x) −

ρ(y)
vp−1(y)

) dxdy

|x|β |y|β
,

où DΩ = IRN × IRN \ (CΩ× CΩ).

Notons que

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
( ρ(x)
up−1(x) −

ρ(y)
up−1(y)

)
=

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
( vp(x)
up−1(x) −

vp(y)
up−1(y)

)
− |u(x)− u(y)|p.

De la même manière, on obtient que

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))
( ρ(x)
vp−1(x) −

ρ(y)
vp−1(y)

)
=

−|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))
( up(x)
vp−1(x) −

up(y)
vp−1(y)

)
+|v(x)− v(y)|p.

Ainsi

J = 1
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+ps

( vp(x)
up−1(x) −

vp(y)
up−1(y)

) dxdy

|x|β |y|β

+ 1
2

∫ ∫
DΩ

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))
|x− y|N+ps

( up(x)
vp−1(x) −

up(y)
vp−1(y)

) dxdy

|x|β |y|β

− 1
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
− 1

2

∫ ∫
Q

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β

=
∫

Ω

(−∆)sp,β(u)
up−1 vpdx+

∫
Ω

(−∆)sp,β(v)
vp−1 updx

− 1
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
− 1

2

∫ ∫
DΩ

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
.

Maintenant, en utilisant l’inégalité de Picone, nous concluons que J ≤ 0. Ainsi

(h(x, u)
up−1 −

h(x, v)
vp−1

)
ρ ≡ 0

puis ρ = 0, ce qui implique que u ≤ v dans Ω.

Remarque 2.1. Le résultat de la comparaison est vrai si on suppose que h est continue en s
pour p.p. x ∈ Ω, h(s, x)

sp−1 est décroissante pour s > 0 et h(s, x) > 0 dans Ω pour tous s > 0 fixé.
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Par la suite, on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 2.3. Fixons 0 < β < N−ps
2 et soit w(x) = |x|−γ avec γ < N − ps− 2β

p− 1 , alors il existe
une constante positive Γ(γ) > 0 telle que

Ls,p,β(w) = Γ(γ) wp−1

|x|ps+2β p.p dans IRN\{0}. (2.3)

Démonstration. -
On pose r = |x| et ρ = |y|, alors x = rx′, y = ρy′ où |x′| = |y′| = 1. Ainsi

Ls,p,β(w) = 1
|x|β

+∞∫
0

|r−γ − ρ−γ |p−2 (r−γ − ρ−γ)ρN−1

ρβrN+ps

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − ρ

r y
′|N+ps

 dρ.

on pose σ = ρ

r
, alors

Ls,p,β(w) = wp−1(x)
|x|ps+2β

+∞∫
0

|1− σ−γ |p−2(1− σ−γ)σN−β−1

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N+ps

 dσ.

En posant

K(σ) =
∫

|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N+ps ,

comme dans [48], on obtient

K(σ) = 2 π
N−1

2

Γ(N−1
2 )

∫ π

0

sinN−2(θ)
(1− 2σ cos(θ) + σ2)N+ps

2
dθ. (2.4)

Par conséquent, nous concluons que

Ls,p,β(w) = wp−1(x)
|x|ps+2β

+∞∫
0

ψ(σ) dσ,

avec
ψ(σ) = |1− σ−γ |p−2(1− σ−γ)σN−β−1K(σ). (2.5)

On définit Γ(γ) ≡
+∞∫
0

ψ(σ) dσ, pour conclure on doit juste vérifier que

0 < Γ(γ) <∞ (2.6)

On a
Γ(γ) =

∫ 1

0
ψ(σ) dσ +

∫ ∞
1

ψ(σ) dσ = I1 + I2.
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Notons que K( 1
ξ ) = ξN+psK(ξ) pour tout ξ > 0, puis en utilisant le changement de variable

ξ = 1
σ dans I1, il en résulte que

Γ(γ) =
+∞∫
1

K(σ)(σγ − 1)p−1
(
σN−1−β−γ(p−1) − σβ+ps−1

)
dσ. (2.7)

Quand σ →∞, on a

K(σ)(σγ − 1)p−1
(
σN−1−β−γ(p−1) − σβ+ps−1

)
w σ−1−β−ps ∈ L1((2,∞)).

Maintenant, quand, σ → 1, nous avons

K(σ)(σγ − 1)p−1
(
σN−1−β−γ(p−1) − σβ+ps−1

)
w (σ − 1)p−1−ps ∈ L1((1, 2)).

Par conséquent, en combinant les estimations qui précèdent, nous obtenons |Γ(γ)| <∞. Main-
tenant, en utilisant le fait que 0 < γ <

N − ps− 2β
p− 1 , alors de (2.7) on obtient que Γ(γ) > 0.

En conclusion, nous avons prouvé que

Ls,p,β(w) = Γ(γ) wp−1

|x|ps+2β p.p. dans IRN\{0}.

En conséquence, nous avons l’inégalité Hardy avec poids suivante.

Théorème 2.1. Soit β < N−ps
2 , alors pour tout u ∈ C∞0 (IRN ), nous avons

2Γ(γ)
∫
IRN

|u(x)|p

|x|ps+2β dx ≤
∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
, (2.8)

où Γ(γ) est défini dans (2.7).

Démonstration. Soit u ∈ C∞0 (IRN ) et w(x) = |x|−γ avec γ < N − ps− 2β
p− 1 . Par le lemme 2.3,

on a
Lp,s,β(w) = Γ(γ) wp−1

|x|ps+2β .

il est clair que wp−1

|x|ps+2β ∈ L1
loc(IR

N ). Ainsi, en utilisant l’inégalité de Picone dans le lemme
2.1, il en résulte que :

1
2

∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
≥ 〈Lp,s,βw,

|u|p

wp−1 〉 = Γ(γ)
∫
IRN

|u(x)|p

|x|ps+2β dx.

Ainsi nous concluons.

Remarque 2.2. Analysons le comportement de la constante Γ(γ) dans l’inégalité (2.8). Rap-
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pelons que, pour γ < N − ps− 2β
p− 1 ,

Γ(γ) =
+∞∫
1

K(σ)(σγ − 1)p−1
(
σN−1−β−γ(p−1) − σβ+ps−1

)
dσ,

alors

Γ′(γ) = (p− 1)
+∞∫
1

K(σ) log(σ)(σγ − 1)p−2
(
σN−1−β−γ(p−1) − σβ+ps+γ−1

)
dσ.

il est clair que si γ0 = N−β−ps
p , alors Γ′(γ0) = 0, Γ′(γ) > 0 si γ < γ0 et Γ′(γ) < 0 si γ > γ0.

Ainsi
max

{0<γ<N−ps−2β
p−1 }

Γ(γ) = Γ(γ0).

Par conséquent ∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
≥ 2Γ(γ0)

∫
IRN

|u(x)|p

|x|ps+2β dx. (2.9)

Notons que pour β = 0, alors 2Γ(γ0) = 2Γ(N−psp ) ≡ ΛN,p,s donnée dans (3). Nous avons le
résultat d’optimalité suivant :

Théorème 2.2. on définit

ΛN,p,s = inf
{φ∈C∞0 (IRN )\0}

∫
IRN

∫
IRN

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps|x|β |y|β
dxdy∫

Ω

|φ(x)|p

|x|ps+2β dx

,

alors ΛN,p,s = 2Γ(γ0).

Démonstration. De (2.9), il résulte que ΛN,p,s ≥ 2Γ(γ0).

Pour conclure il faut juste prouver l’inégalité inverse. Nous suivons les arguments utilisés
dans [50].

Soit w0(x) = |x|−γ0 , par le lemme 2.3, on a

Lp,s,β(w0) = Γ(γ0) wp−1
0

|x|ps+2β .

on pose
Mn = {x ∈ IRN : 1 ≤ |x| < n} et On = {x ∈ IRN : |x| ≥ n}.
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et on définit

wn =


1− n−γ0 si x ∈ B1(0),
|x|−γ0 − n−γ0 si x ∈Mn,

0 si x ∈ On.

Par un calcul direct, on obtient facilement que wn ∈ Xs,p,β
0 (IRN ). Ainsi

〈Lp,s,β(w0), wn〉 = Γ(γ0)
∫
IRN

wnw
p−1
0

|x|ps+2β dx.

d’où∫
IRN

∫
IRN

(wn(x)− wn(y))|w0(x)− w0(y)|p−2(w0(x)− w0(y))
|x− y|N+ps|x|β |y|β

dxdy = 2Γ(γ0)
∫
IRN

wnw
p−1
0

|x|ps+2β dx.

Analysons chaque terme dans l’égalité précédente. Comme dans [50] on obtient que

∫
IRN

∫
IRN

(wn(x)− wn(y))|w0(x)− w0(y)|p−2(w(x)− w(y))
|x− y|N+ps|x|β |y|β

dxdy ≥∫
IRN

∫
IRN

|wn(x)− wn(y)|p

|x− y|N+ps|x|β |y|β
dxdy.

d’un autre coté on a ∫
IRN

wnw
p−1
0

|x|ps+2β dx =
∫
IRN

wpn
|x|ps+2β dx+ In + Jn,

où
In =

∫
B1(0)

(1− n−γ0)(wp−1
0 − (1− n−γ0)p−1) dx

|x|ps+β
,

et
Jn =

∫
Mn

(w0(x)− n−γ0)(wp−1
0 − (w0(x)− n−γ0)p−1) dx

|x|ps+β
.

il est clair que In, Jn ≥ 0, Par un calcul direct on peut prouver que

In + Jn ≤ C pour tout n ≥ 1.

Ainsi, en combinant les estimations ci-dessus, on trouve que

ΛN,p,s ≤

∫
IRN

∫
IRN

|wn(x)− wn(y)|p

|x− y|N+ps|x|β |y|β
dxdy∫

Ω

|wn(x)|p

|x|ps+β
dx

(2.10)

≤ 2Γ(γ0)(1 + In + Jn∫
Ω

|wn(x)|p

|x|ps+β
dx

). (2.11)
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Puisque
∫

Ω

|wn(x)|p

|x|ps+β
dx→∞ quand n→∞, et en passant à la limite dans (2.10), il en résulte

que
ΛN,p,s ≤ 2Γ(γ0)

et le résultat s’en suit.

Par la suite, nous devons utiliser une version de l’inégalité Hardy dans un domaine borné.
Plus précisément, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.4. Soit Ω un domaine borné régulier tel que 0 ∈ Ω, alors il existe une constante
C ≡ C(Ω, s, p,N) > 0 telle que pour tout u ∈ C∞0 (Ω), on a

C

∫
Ω

|u(x)|p

|x|ps+2β dx ≤
∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
. (2.12)

Démonstration. Fixons u ∈ C∞0 (Ω) et soit ũ l’extension de u dans IRN définie dans le Lemme
1.1. Alors du Théorème 2.1, on a

2Γ(γ)
∫
IRN

|ũ(x)|p

|x|ps+2β dx ≤
∫
IRN

∫
IRN

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
≤ ||ũ||p

Xs,p,β(IRN ) ≤ C||u||
p
Xs,p,β(Ω).

Puisque ũ|Ω = u, alors de la remarque 1.2, on conclue que

2Γ(γ)
∫
Ω

|u(x)|p

|x|ps+2β dx ≤ C||u||p
Xs,p,β(Ω)

≤ C1|||u|||p
Xs,p,β0 (Ω)

= C1

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
.

Ainsi on a le résultat désiré.

2.3 Résultats Principaux

2.3.1 Partie 1 : Le cas p ≥ 2

Théorème 2.3. Soit p > 2, 0 < s < 1 et N > ps. Supposons que Ω ⊂ RN est un domaine
borné. On pose

hs(u) :=
∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps dx dy − ΛN,p,s
∫
RN

|u(x)|p

|x|ps
dx. (2.13)

alors pour tout 1 < q < p, il existe une constante positive C = C(Ω, q,N, s) telle que pour tout
u ∈ C∞0 (Ω),

hs(u) ≥ C
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy. (2.14)
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Démonstration. Nous suivons les arguments utilisés dans [13]. Soit u ∈ C∞0 (Ω) et α = N − ps
p

,

alors w(x) = |x|−α et v(x) = u(x)
w(x) . Rappelons que d’après le Théorème 1.2 dans [50], on a

hs(u) ≥ C
∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2
, (2.15)

donc nous allons analyser le côté droit de l’inégalité précédente. Notons que

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps w(x)
p
2w(y)

p
2 = |w(y)u(x)− w(x)u(y)|p

|x− y|N+ps
1

(w(x)w(y)) p2

=

∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y) (w(x)− w(y))

∣∣p
|x− y|N+ps

(
w(y)
w(x)

) p
2

= f1(x, y).

De la même manière, grâce à la symétrie de f1(x, y), il en résulte immédiatement que

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps (w(x))
p
2 (w(y))

p
2 =

∣∣(u(y)− u(x))− u(x)
w(x) (w(y)− w(x))

∣∣p
|x− y|N+ps

(
w(x)
w(y)

) p
2

= f2(x, y).

Ainsi,
hs(u) ≥ 1

2

∫
IRN

∫
IRN

f1(x, y) dx dy + 1
2

∫
IRN

∫
IRN

f2(x, y) dx dy.

Puisque f1 et f2 sont des fonctions positives,

hs(u) ≥ 1
2

∫
Ω

∫
Ω
f1(x, y) dx dy + 1

2

∫
Ω

∫
Ω
f2(x, y) dx dy.

En utilisant le fait que Ω est un domaine borné, on obtient que pour tout (x, y) ∈ (Ω× Ω) et
q < p,

1
|x− y|N+ps ≥

C(Ω)
|x− y|N+qs

et

Q(x, y) ≡ (w(x)w(y))
p
2

w(x)p + w(y)p ≤ C.

Posons

D(x, y) ≡
(
w(x)
w(y)

) p
2

+
(
w(y)
w(x)

) p
2

≡ w(x)p + w(y)p

(w(x)w(y))
p
2
,
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alors Q(x, y)D(x, y) = 1. Ainsi

f1(x, y) ≥ C(Ω)Q(x, y)
(
w(y)
w(x)

) p
2

×[ |u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs − p
|u(x)− u(y)|p−2

|x− y|N+qs

〈
u(x)− u(y), u(y)

w(y) (w(x)− w(y))
〉

+C(p)
| u(y)
w(y) (w(x)− w(y))|p

|x− y|N+qs

]
,

Par conséquent

f1(x, y) ≥
[
C(Ω)Q(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs

]

−
[
pC(Ω)Q(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(y)
w(y)

∣∣|(w(x)− w(y))|
]
.

De la même manière nous obtenons que

f2(x, y) ≥
[
C(Ω)Q(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(y)− u(x)|p

|x− y|N+qs

]

−
[
pC(Ω)Q(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(x)
w(x)

∣∣|(w(x)− w(y))|
]
.

Donc,

hs(u) ≥ C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω
Q(x, y)

((w(y)
w(x)

) p
2

+
(
w(x)
w(y)

) p
2 ) |u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy

− pC(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

[
Q(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(y)
w(y)

∣∣|(w(x)− w(y))|
]
dx dy

− pC(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

[
Q(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(x)
w(x)

∣∣|(w(x)− w(y))|
]
dx dy.

Ainsi
hs(u) ≥ C(Ω)

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy

− C1(Ω, p)
∫

Ω

∫
Ω

(
h1(x, y) + h2(x, y)

)
dx dy,

(2.16)

avec

h1(x, y) = Q(x, y)
(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(y)
w(y)

∣∣|(w(x)− w(y))|,
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h2(x, y) = Q(x, y)
(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(x)
w(x)

∣∣|(w(x)− w(y))|.

Puisque h1(x, y) et h2(x, y) sont des fonctions symétriques, nous avons juste à estimer
∫

Ω

∫
Ω
h2(x, y) dx dy.

En utilisant l’inégalité de Young, il en résulte que∫
Ω

∫
Ω
h2(x, y)dxdy ≤ ε

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy

+ C(ε)
∫

Ω

∫
Ω
G(x, y) dx dy,

(2.17)

avec

G(x, y) = (Q(x, y))p
(
w(x)
w(y)

) p2
2 ∣∣ u(x)

w(x)
∣∣p |(w(x)− w(y))|p

|x− y|N+qs .

Nous affirmons que

I ≡
∫

Ω

∫
Ω
G(x, y) dx dy ≤ C

∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2
.

Notons que

I =
∫

Ω

∫
Ω

(u(x))p

|x− y|N+qs
(w(x))p2−p|(w(x)− w(y))|p

(w(x)p + w(y)p)p dx dy,

alors
I =

∫
Ω
up(x)

[ ∫
Ω

||x|α − |y|α|p

(|x|αp + |y|αp)p
|y|αp(p−1)

|x− y|N+qs dy
]
dx.

Pour calculer l’intégrale ci-dessus, nous suivons l’argument utilisé dans [48]. On pose y = ρy′

et x = rx′ avec |x′| = |y′| = 1, puis en prenant en considération que Ω ⊂ B0(R), il en résulte
que

I =
∫

Ω
up(x)

[ ∫
Ω

||x|α − |y|α|p

(|x|αp + |x|αp)p
|y|αp(p−1)

|x− y|N+qs dy
]
dx

≤
∫

Ω
up(x)

∫ R

0

(|rα − ρα|pραp(p−1)+N−1

(rpα + ρpα)p
(∫

SN−1

dy′

|ρy′ − rx′|N+qs

)
dρdx.

on pose ρ = rσ, alors

I ≤
∫

Ω

up(x)
|x|qs

∫ R
r

0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p
(∫

SN−1

dy′

|σy′ − x′|N+qs

)
dσdx

=
∫

Ω

up(x)
|x|qs

∫ R
r

0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ)dσdx ≤ µ
∫

Ω

up(x)
|x|qs

dx,

où
µ =

∫ ∞
0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ)dσ

et

K(σ) = 2 π
N−1

2

Γ(N−1
2 )

∫ π

0

sinN−2(θ)
(1− 2σ cos(θ) + σ2)N+qs

2
dθ.
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Montrons que µ <∞.
Il est clair que, quand σ →∞,

(|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ) w σ−1−qs ∈ L1((1,∞)).

Maintenant, en prenant en considération que K(σ) ≤ C|1−σ|−1−ps quand s→ 1, et en suivant
le même calcul que dans le lemme 2.3, il en résulte que

∫ 1

0

(1− σα)pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ)dσ <∞.

Ainsi µ <∞.
Par conséquent en combinant les estimations ci-dessus, il en résulte que

I ≤ C
∫

Ω

up(x)
|x|qs

dx.

Étant donné que u(x) = v(x)|x|−(N−psp ), alors

I ≤ C
∫

Ω

|v(x)|p

|x|N−s(p−q)
dx.

Soit β0 = N−ps
2 + (q−p)s

2 , alors β0 <
N−ps

2 . En appliquant le lemme 2.4, on obtient que

I ≤ C(Ω)
∫
Ω

∫
Ω

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps|x|β0 |y|β0
dy dx

≤ C1(Ω)
∫
Ω

∫
Ω

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps|x|N−ps2 |y|N−ps2
dy dx

≤ C1(Ω)
∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps|x|N−ps2 |y|N−ps2
dy dx.

Ainsi, en utilisant à nouveau l’estimation (2.15), nous atteignons que

I ≤ C2(Ω)
∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2

et l’affirmation suit.
Comme conséquence directe des estimations ci-dessus, nous avons prouvé que∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy ≤ C3

∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2
. (2.18)

Ainsi ∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy ≤ Chs(u),
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et le résultat est obtenu.

Comme conséquence, on aura par la suite l’inégalité de Caffarelli-Khon-Nirenberg "frac-
tionnaire" dans un domaine borné.

Théorème 2.4. Soit p ≥ 2, 0 < s < 1 et N > ps. Supposons que Ω ⊂ RN est un domaine
borné, alors pour tout 1 < q < p, il existe une constante positive C = C(Ω, q,N, s) telle que
pour tout u ∈ C∞0 (Ω),

∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
dx dy ≥ C

(∫
Ω

|u(x)|p
∗
s,q

|x|2β
p∗s,q
p

dx
) p
p∗s,q (2.19)

où p∗s,q = pN
N−qs et β = N−ps

2 .

Démonstration. Rappelons que α = N−ps
p . Puisque αp∗s,q = N(N−ps)

N−qs < N , il en résulte que∫
Ω

|u(x)|p
∗
s,q

|x|αp∗s,q
dx <∞, pour tout u ∈ C∞0 (IRN ).

Pour montrer (2.19), nous allons utiliser l’estimation (2.18) et l’inégalité de Sobolev fraction-
naire.
Fixons u ∈ C∞0 (Ω) et définissons u1(x) = u(x)

|x|α
. Par (2.18), on obtient

C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

|u1(x)− u1(y)|p

|x− y|N+qs dx dy ≤
∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2
.

Maintenant, en utilisant l’inégalité de Sobolev, il en résulte que

S
( ∫

Ω
|u1(x)|p

∗
s,qdx

) p
p∗s,q ≤

∫
Ω

∫
Ω

|u1(x)− u1(y)|p

|x− y|N+qs dx dy,

où p∗s,q = pN
N−qs . Par conséquent, en remplaçant u1 par sa valeur, on obtient

(∫
Ω

|u(x)|p
∗
s,q

|x|αp∗s,q
dx
) p
p∗s,q ≤ C

∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
. (2.20)

Si on pose β = N−ps
2 = αp2 , alors l’inégalité (2.20) peut être écrite sous la forme

(∫
Ω

|u(x)|p
∗
s,q

|x|2β
p∗s,q
p

dx
) p
p∗s,q ≤ C

∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
. (2.21)

Dans le cas où Ω = IRN , pour avoir une généralisation "naturelle" de l’inégalité classique
de Caffarelli-Kohn-Nirenberg obtenue dans [34], on considère une classe de "poids admissibles
". Dans cette direction on a le théorème suivant :
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Théorème 2.5. Supposons que 1 < p < N
s et soit 0 < β < N−ps

2 , alors pour tout u ∈ C∞0 (IRN ),
on a ∫

IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
≥ S(β)

( ∫
IRN

|u(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx
) p
p∗s , (2.22)

où p∗s = pN
N−ps et S(β) > 0.

Démonstration. Soit u ∈ C∞0 (IRN ), sans perte de généralité, nous pouvons supposer que u ≥ 0.

En utilisant le fait que β < N−ps
2 , on obtient facilement que

∫
IRN

|u(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx <∞. A partir de

maintenant et pour Simplifier l’écriture , on note par C,C1, C2, ... toute constante universelle
qui ne dépend pas de u et qui peut changer d’une ligne à l’autre. On pose ũ(x) = u(x)

w1(x) , où

w1(x) = |x|
2β
p , donc ( ∫

IRN

|u(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx
) p
p∗s =

( ∫
IRN

|ũ|p
∗
s dx

) p
p∗s . (2.23)

En utilisant l’inégalité de Sobolev, il en résulte que

S
( ∫
IRN

|ũ|p
∗
s dx

) p
p∗s ≤

∫
IRN

∫
IRN

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+ps dxdy. (2.24)

Pour obtenir le résultat souhaité, nous devons juste montrer que∫
IRN

∫
IRN

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+ps dxdy ≤ C
∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
(2.25)

pour une constante positive C.
En utilisant la définition de ũ, on obtient∫

IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
=
∫
IRN

∫
IRN

|w1(x)ũ(x)− w1(y)ũ(y)|p

|x− y|N+ps
dx

w
p
2
1 (x)

dy

w
p
2
1 (y)

.

Notons que

|w1(x)ũ(x)− w1(y)ũ(y)|p

|x− y|N+ps
1

w
p
2
1 (x)

1
w
p
2
1 (y)

=

∣∣(ũ(x)− ũ(y))− w1(y)ũ(y)( 1
w1(x) −

1
w1(y) )

∣∣p
|x− y|N+ps

(
w1(x)
w1(y)

) p
2

≡ f̃1(x, y).

Dans la même direction nous obtenons que

|w1(x)ũ(x)− w1(y)ũ(y)|p

|x− y|N+ps
1

w
p
2
1 (x)

1
w
p
2
1 (y)

=

∣∣(ũ(y)− ũ(x))− w1(x)ũ(x)( 1
w1(y) −

1
w1(x) )

∣∣p
|x− y|N+ps

(
w1(y)
w1(x)

) p
2

≡ f̃2(x, y).
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Puisque ∫
IRN

∫
IRN

f̃1(x, y)dxdy =
∫
IRN

∫
IRN

f̃2(x, y)dxdy,

nous concluons que∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
= 1

2

∫
IRN

∫
IRN

f̃1(x, y)dxdy + 1
2

∫
IRN

∫
IRN

f̃2(x, y)dxdy.

Notons que

f̃1(x, y) ≥
(
w1(x)
w1(y)

) p
2

×[ |ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+ps − p
|ũ(x)− ũ(y)|p−2

|x− y|N+ps

〈
ũ(x)− ũ(y), w1(y)ũ(y)( 1

w1(x) −
1

w1(y) )
〉

+C(p)
|w1(y)ũ(y)( 1

w1(x) −
1

w1(y) )|p

|x− y|N+ps

]
,

Par conséquent

f̃1(x, y) ≥
(
w1(x)
w1(y)

) p
2

×[ |ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+ps − p
|ũ(x)− ũ(y)|p−1

|x− y|N+ps |w1(y)ũ(y)( 1
w1(x) −

1
w1(y) )|

]
.

Par l’inégalité de Young, nous obtenons l’existence de C1, C2 > 0 telles que

f̃1(x, y) ≥
(
w1(x)
w1(y)

) p
2

×

[
C1
|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+ps − C2

|w1(y)ũ(y)( 1
w1(x) −

1
w1(y) )|p

|x− y|N+ps |
]
.

Dans la même direction et en utilisant le fait que f̃1, f̃2 sont des fonctions symétriques, on aura

f2(x, y) ≥
(
w1(y)
w1(x)

) p
2

×

[
C1
|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+ps − C2

|w1(x)ũ(x)( 1
w1(y) −

1
w1(x) )|p

|x− y|N+ps |
]
.
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Ainsi nous avons l’existence des constantes positives C1, C2, C3 telles que∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
≥

C1

∫
IRN

∫
IRN

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+ps

[(w1(y)
w1(x)

) p
2

+
(
w1(x)
w1(y)

) p
2 ]
dxdy

−C2

∫
IRN

∫
IRN

(
w1(x)
w1(y)

) p
2
|w1(y)ũ(y)( 1

w1(x) −
1

w1(y) )|p

|x− y|N+qs |dxdy

−C3

∫
IRN

∫
IRN

(
w1(y)
w1(x)

) p
2
|w1(x)ũ(x)( 1

w1(y) −
1

w1(x) )|p

|x− y|N+qs dxdy.

Puisque [(w1(y)
w1(x)

) p
2

+
(
w1(x)
w1(y)

) p
2 ]
≥ 1,

on obtient ∫
IRN

∫
IRN

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+ps dxdy ≤ C1

∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β

+C2

∫
IRN

∫
IRN

(
w1(x)
w1(y)

) p
2
|w1(y)ũ(y)( 1

w1(x) −
1

w1(y) )|p

|x− y|N+qs |dxdy

+C3

∫
IRN

∫
IRN

(
w1(y)
w1(x)

) p
2
|w1(x)ũ(x)( 1

w1(y) −
1

w1(x) )|p

|x− y|N+qs dxdy.

(2.26)

on pose

g1(x, y) =
(
w1(y)
w1(x)

) p
2
|w1(x)ũ(x)( 1

w1(y) −
1

w1(x) )|p

|x− y|N+ps

et

g2(x, y) =
(
w1(x)
w1(y)

) p
2
|w1(y)ũ(y)( 1

w1(x) −
1

w1(y) )|p

|x− y|N+ps .

Il est clair que ∫
IRN

∫
IRN

g1(x, y)dxdy =
∫
IRN

∫
IRN

g2(x, y)dxdy,

donc, pour obtenir le résultat désiré, nous devons juste montrer que∫
IRN

∫
IRN

g1(x, y)dxdy ≤ C
∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
.
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En revenant à la définition de ũ et w1, nous atteignons le résultat que

g1(x, y) =
|u(x)|p

∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣p
|x|3β |y|β |x− y|N+ps .

Par le même type de calcul que dans la preuve du lemme 2.3. on a

∫
IRN

∫
IRN

g1(x, y)dxdy =
∫
IRN

∫
IRN

|u(x)|p
∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣p

|x|3β |y|β |x− y|N+ps dxdy

=
∫
IRN

|u(x)|p

|x|3β
( ∫
IRN

∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣p
|y|β |x− y|N+ps dy

)
dx.

on pose r = |x| et ρ = |y|, donc x = rx′, y = ρy′ avec |x′| = |y′| = 1, alors

∫
IRN

|u(x)|p

|x|3β
( ∫
IRN

∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣p
|y|β |x− y|N+ps dy

)
dx =

∫
IRN

|u(x)|p

|x|3β
[ +∞∫

0

|r
2β
p − ρ

2β
p |pρN−1

ρβ

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|rx′ − ρy′|N+ps

 dρ
]
dx.

on pose σ = ρ
r , alors

∫
IRN

|u(x)|p

|x|3β
( ∫
IRN

∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣p
|y|β |x− y|N+ps dy

)
dx =

∫
IRN

|u(x)|p

|x|2β+ps

[ +∞∫
0

|1− σ
2β
p |pσN−1−βK(σ) dσ

]
dx,

où K est défini dans (3.19).
En suivant les mêmes calculs de l’estimation (2.6), on peut prouver que∫ ∞

0
|1− σ

2β
p |pσN−1−βK(σ)dσ ≡ C3 <∞,

il en résulte que ∫
IRN

∫
IRN

g1(x, y)dxdy = C3

∫
IRN

|u(x)|p

|x|2β+ps dx.

Maintenant, en utilisant l’inégalité (2.8), on obtient∫
IRN

∫
IRN

g1(x, y)dxdy ≤ C4

∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
. (2.27)

combinant (2.23), (2.24), (2.27) et (2.26), nous obtenons le résultat désiré.

Dans le cas où Ω est un domaine borné régulier contenant l’origine, on a la version suivante
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du Théorème 2.5.

Théorème 2.6. Supposons que Ω est un domaine borné régulier avec 0 ∈ Ω, alors il existe
une constante positive C ≡ C(Ω, N, p, s, β) telle que pour tout φ ∈ C∞0 (Ω), on a

∫
Ω

∫
Ω

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
≥ C

(∫
Ω

|φ(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx
) p
p∗s . (2.28)

Démonstration. Soit φ ∈ C∞0 (Ω) et on définit φ̃ comme étant l’extension de φ dans IRN donnée
dans le Lemme 1.1, et utilisant le fait que Ω est un domaine borné régulier, on obtient

||φ̃||Xs,p,β(IRN ) ≤ C1||φ||Xs,p,β(Ω) ≤ C1

(∫
Ω

∫
Ω

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
) 1
p

.

Maintenant, en appliquant le Théorème 2.5 à φ̃, il en résulte que

∫
IRN

∫
IRN

|φ̃(x)− φ̃(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
≥ S(β)

( ∫
IRN

|φ̃(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx
) p
p∗s .

Ainsi, en combinant les estimations ci-dessus on obtient le résultat désiré.

2.3.2 Partie 2 : Le cas 1 < p < 2

Le cas p ∈ (1, 2) a était étudier dans [7]. On utilisant une approche similaire a la première
partie, les auteurs ont démontré une version de l’inégalité de Hardy-Sobolev amélioré. Pour la
complétude de notre étude on va inclure ici la preuve de cas p ∈ (1, 2).

Commençons par prouver le Lemme suivant.

Lemme 2.5. Soit u ∈ C∞0 (IRN ) et on définit w(x) = |x|−α avec α = N−ps
p . considérons

v(x) = u(x)
w(x) , alors pour tous 1 ≤ q < p, on a

∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs w(x)
p
2w(y)

p
2 dxdy ≥ C

∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dxdy. (2.29)

Démonstration. Le côté gauche peut être écrit comme suit :

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs w(x)
p
2w(y)

p
2 = |w(y)u(x)− w(x)u(y)|p

|x− y|N+qs
1

(w(x)w(y)) p2

=

∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y) (w(x)− w(y))

∣∣p
|x− y|N+qs

(
w(y)
w(x)

) p
2

:= f1(x, y).
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De la même manière, grâce à la symétrie de f1(x, y), il en résulte immédiatement que

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs (w(x))
p
2 (w(y))

p
2 =

∣∣(u(y)− u(x))− u(x)
w(x) (w(y)− w(x))

∣∣p
|x− y|N+qs

(
w(x)
w(y)

) p
2

= f2(x, y).

Par conséquent, nous pouvons écrire l’intégrale du terme ci-dessus

H(v) :=
∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs w(x)
p
2w(y)

p
2 dxdy

= 1
2

∫
IRN

∫
IRN

f1(x, y) dx dy + 1
2

∫
IRN

∫
IRN

f2(x, y) dx dy.

Nous définissons les quantités

Q(x, y) := (w(x)w(y))
p
2

w(x)p + w(y)p ,

et

D(x, y) ≡
(
w(x)
w(y)

) p
2

+
(
w(y)
w(x)

) p
2

≡ w(x)p + w(y)p

(w(x)w(y))
p
2
.

Il est clair que Q(x, y) ≤ 1
2 et Q(x, y)D(x, y) = 1. Ainsi, on obtient

f1(x, y) ≥ C Q(x, y)
(
w(y)
w(x)

) p
2

×[
|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs + p
|u(x)− u(y)|p−2

|x− y|N+qs

〈
u(x)− u(y), u(y)

w(y) (w(x)− w(y))
〉]

.

Il en résulte que

f1(x, y) ≥
[
CQ(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs

]

−
[
pCQ(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(y)
w(y)

∣∣|(w(x)− w(y))|
]
.

Le même argument appliqué à f2 donne

f2(x, y) ≥
[
CQ(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(y)− u(x)|p

|x− y|N+qs

]

−
[
pCQ(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(x)
w(x)

∣∣|(w(x)− w(y))|
]
.
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En combinant les deux estimations ci-dessus, nous obtenons

H(v) ≥ C

∫
IRN

∫
IRN

Q(x, y)
((w(y)

w(x)

) p
2

+
(
w(x)
w(y)

) p
2 ) |u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy

− pC

∫
IRN

∫
IRN

[
Q(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(y)
w(y)

∣∣|(w(x)− w(y))|
]
dx dy

− pC

∫
IRN

∫
IRN

[
Q(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(x)
w(x)

∣∣|(w(x)− w(y))|
]
dx dy.

Ainsi
H(v) ≥ C

∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy

− C1(p)
∫
IRN

∫
IRN

(
h1(x, y) + h2(x, y)

)
dx dy,

(2.30)

avec

h1(x, y) = Q(x, y)
(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(y)
w(y)

∣∣|(w(x)− w(y))|,

h2(x, y) = Q(x, y)
(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣ u(x)
w(x)

∣∣|(w(x)− w(y))|.

Puisque h1(x, y) et h2(x, y) sont des fonctions symétriques, nous avons juste à estimer
∫
IRN

∫
IRN

h2(x, y) dx dy.
Dans ce but, nous utilisons l’inégalité de Young qui donne∫

IRN

∫
IRN

h2(x, y)dxdy ≤ ε

∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy

+ C(ε)
∫
IRN

∫
IRN

G(x, y) dx dy,
(2.31)

avec

G(x, y) = (Q(x, y))p
(
w(x)
w(y)

) p2
2 ∣∣ u(x)

w(x)
∣∣p |(w(x)− w(y))|p

|x− y|N+qs .

Nous affirmons que

I :=
∫
IRN

∫
IRN

G(x, y) dx dy ≤ C
∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs w(x)
p
2w(y)

p
2 dxdy.

En effet, notons que

I =
∫
IRN

∫
IRN

(u(x))p

|x− y|N+qs
(w(x))p2−p|(w(x)− w(y))|p

(w(x)p + w(y)p)p dx dy,

=
∫
IRN

up(x)
[ ∫

IRN

||x|α − |y|α|p

(|x|αp + |y|αp)p
|y|αp(p−1)

|x− y|N+qs dy
]
dx.

Pour calculer l’intégrale ci-dessus, nous suivons les arguments utilisés dans [48]. On pose y = ρy′
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et x = rx′ avec |x′| = |y′| = 1, alors

I =
∫
IRN

up(x)
[ ∫

IRN

||x|α − |y|α|p

(|x|αp + |x|αp)p
|y|αp(p−1)

|x− y|N+qs dy
]
dx

=
∫
IRN

up(x)
∫ ∞

0

(|rα − ρα|pραp(p−1)+N−1

(rpα + ρpα)p
(∫

SN−1

dy′

|ρy′ − rx′|N+qs

)
dρdx.

on pose ρ = rσ, alors

I =
∫
IRN

up(x)
|x|qs

∫ ∞
0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p
(∫

SN−1

dy′

|σy′ − x′|N+qs

)
dσdx

=
∫
IRN

up(x)
|x|qs

∫ ∞
0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ)dσdx

= µ

∫
IRN

up(x)
|x|qs

dx,

où
µ =

∫ ∞
0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ)dσ.

Comme dans la preuve du lemme 2.3, on peut montrer que 0 < µ < ∞. Puisque u(x) =
v(x)|x|−(N−psp ), on obtient

I = µ

∫
IRN

|v(x)|p

|x|N−s(p−q)
dx.

soit β0 = N−ps
2 + (q−p)s

2 , alors β0 <
N−qs

2 . En appliquant le lemme 2.3, on obtient

I ≤ C

∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs w(x)
p
2w(y)

p
2 dx dy.

et l’affirmation est obtenue.

Comme conséquence directe des estimations ci-dessus, nous avons prouvé que∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy ≤ C
∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs w(x)
p
2w(y)

p
2 dxdy (2.32)

qui est le résultat souhaité.

Le premier objectif principal de cette section est d’étendre l’inégalité (4) au cas p < 2.
Précisément nous prouvons l’inégalité suivante (l’état fondamental)

Théorème 2.7. Soit p < 2, 0 < s < 1 et N > ps. Supposons que Ω ⊂ RN est un domaine
borné, alors pour tous 1 < q < p, il existe une constante positive C = C(Ω, q,N, s) telle que
pour toute u ∈ C∞0 (Ω),

hs(u) ≥ C
∫

Ω

∫
Ω

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs w(x)
p
2w(y)

p
2 dxdy. (2.33)
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Démonstration. Rappelons que (comme dans le lemme 2.5)

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs w(x)
p
2w(y)

p
2 = f1(x, y) = f2(x, y)

où

f1(x, y) =

∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y) (w(x)− w(y))

∣∣p
|x− y|N+qs

(
w(y)
w(x)

) p
2

et

f2(x, y) =

∣∣(u(y)− u(x))− u(x)
w(x) (w(y)− w(x))

∣∣p
|x− y|N+qs

(
w(x)
w(y)

) p
2

.

Nous définissons les sous ensemble de Ω× Ω,

D1 = {(x, y) ∈ Ω× Ω : w(y) ≤ w(x)} et D2 = {(x, y) ∈ Ω× Ω : w(x) ≤ w(y)}.

Alors∫
Ω

∫
Ω

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+qs w(x)
p
2w(y)

p
2 dx dy =

∫∫
D1

f1(x, y) dx dy +
∫∫

D2

f2(x, y) dx dy

= J1 + J2.

Nous allons d’abord estimer J1. Pour cela on pose

I1(x, y) =
∣∣(u(x)− u(y))− u(y)

w(y) (w(x)− w(y))
∣∣p(w(y)

w(x)

) p
2

.

Nous réécrivons I1 sous la forme

I1(x, y) =

∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(x) (w(x)− w(y))

∣∣p
(
|u(x)− u(y)|+ | u(y)

w(x) (w(x)− w(y))|
)(2−p) p2

(
w(y)
w(x)

) p
2

× (
(
|u(x)− u(y)|+ | u(x)

w(x) (w(x)− w(y))|
)(2−p) p2

En utilisant l’inégalité de Hôlder, il en résulte que

∫∫
D1

f1(x, y) dx dy ≤

(∫∫
D1

∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y) (w(x)− w(y))

∣∣2
|x− y|N+qs(|u(x)− u(y)|+ | u(x)

w(x) (w(x)− w(y))
∣∣∣)(2−p)

w(y)
w(x)dxdy

) p
2

×

(∫∫
D1

(|(u(x)− u(y))|+ | u(y)
w(y) (w(x)− w(y))|)p

|x− y|N+qs dxdy

) 2−p
2

. (2.34)
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En utilisant la remarque 1.3, nous arrivons à

∫∫
D1

(|(u(x)− u(y))|+ | u(y)
w(y) (w(x)− w(y))|)pdxdy

|x− y|N+qs ≤

C1

∫
Ω

∫
Ω

|(u(x)− u(y))|pdxdy
|x− y|N+qs +

| u(y)
w(y) (w(x)− w(y))|pdxdy

|x− y|N+qs ≤ C(Ω)HΩ(v).

Nous traitons maintenant le premier terme dans (2.34). Puisque w(y) ≤ w(x) dans D1, puis
en posant t = w(y)

w(x) et a = v(x)
v(y) , on obtient

∣∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y) (w(x)− w(y))

∣∣∣2
(
∣∣∣u(x)− u(y)|+ | u(x)

w(x) (w(x)− w(y))
∣∣∣)(2−p)

w(y)
w(x)

= wp(x)|v(y)|p|a− 1|2t
(|a− t|+ |1− t|)2−p

≤ wp(x)|v(y)|p
(
|a− t|p − (1− t)p−1(|a|p − t)

)
= wp(x)|v(y)|p

[
|v(x)
v(y) −

w(y)
w(x) |

p − (1− w(y)
w(x) )p−1(|v(x)

v(y) |
p − w(y)

w(x) )
]

= |u(x)− u(y)|p − (w(x)− w(y))p−2(w(x)− w(y))( |u(x)|p

wp−1(x) −
|u(y)|p

wp−1(y) ).

En utilisant le fait que, pour tout (x, y) ∈ IRN × IRN ,

|u(x)− u(y)|p − (w(x)− w(y))p−2(w(x)− w(y))( |u(x)|p

wp−1(x) −
|u(y)|p

wp−1(y) ) ≥ 0,

il en résulte que

C(Ω)
∫ ∫

D1

∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y) (w(x)− w(y))

∣∣2
|x− y|N+qs(|u(x)− u(y)|+ | u(x)

w(x) (w(x)− w(y))|)2−p

w(y)
w(x)dxdy

≤
∫
IRN

∫
IRN

|(u(x)− u(y))|pdxdy
|x− y|N+ps

−
∫
IRN

∫
IRN

(
|u(x)|p
wp−1(x) −

|u(y)|p
wp−1(y)

)
|w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))dxdy

|x− y|N+ps

= hs(u).

Cela implique que ∫ ∫
D1

f1(x, y)dxdy ≤ C(Ω)h
p
2
s (u)H

2−p
2

Ω (v). (2.35)
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De même, par des arguments de symétrie nous obtenons∫ ∫
D2

f2(x, y)dxdy ≤ C(Ω)h
p
2
s (u)H

2−p
2

Ω (v). (2.36)

En combinant (2.35) et (2.36), on obtient

HΩ(v) ≤ C(Ω)h
p
2
s (u)H

2−p
2

Ω (v).

et ensuite
HΩ(v) ≤ C(Ω)hs(u)

qui est le résultat souhaité.

En conséquence, nous obtenons l’amélioration de l’inégalité Hardy suivante.

Théorème 2.8. Supposons que les hypothèses du théorème 2.7 sont vérifiées, alors pour tout
1 < q < p, il existe une constante positive C = C(Ω, q,N, s) telle que pour toute u ∈ C∞0 (Ω),

hs(u) ≥ C
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dx dy. (2.37)

Démonstration. La preuve est obtenue en combinant les résultats du lemme 2.5 et le théorème
2.7. �

2.4 Extension au cas β < 0

Il est clair que les résultats précédents restent vrais si on arrive a prouver une inégalité de
type Hardy-Sobolev avec poids.

Rappelons que l’espace W s,p
β (IRN ) est définie par

W s,p
β (IRN ) :=

{
φ ∈ Lp(IRN , dx

|x|2β
) :
∫∫

IR2N

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
< +∞

}
.

Pour −ps < β ≤ 0, on peut montrer queW s,p
β (IRN ) est un espace de Banach doté par la norme

‖φ‖W s,p
β

(IRN ) =
(∫

IRN

|φ(x)|pdx
|x|2β

) 1
p +

(∫∫
IR2N

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
) 1
p

,

et que C∞0 (IRN ) ⊂ W s,p
β (IRN ). Par contre, si β ≤ ps, alors C∞0 (IRN ) * W s,p

β (IRN ) et par
conséquence W s,p

β (IRN ) n’est pas bien défini.

Maintenant, en prenant en considération l’inégalité de Sobolev avec poids prouvé dans [4],
nous pouvons définir l’espace de Banach Ds,p

β (IRN ) comme étant la fermeture de C∞0 (IRN ) par
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rapport à la norme précédente

‖φ‖Ds,p
β

(IRN ) =
(∫∫

IR2N

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

|x|β |y|β
) 1
p

.

Notons que, comme dans [4], nous avons l’inégalité Hardy avec poids suivante valable dans
Ds,p
β (IRN ).

Théorème 2.9. (L’inégalité Hardy avec poids fractionnaire) Soit −ps < β < N−ps
2 , alors pour

tout u ∈ C∞0 (IRN ), on a

2Γ(γ)
∫
IRN

|u(x)|p

|x|ps+2β dx ≤
∫∫

IR2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
, (2.38)

où Γ(γ) est donnée par (2.7)

Notons que Γ(γ) est bien définie si β > −ps. Dans ce cas Γ(γ) > 0.

Maintenant pour −∞ < α < N−ps
2 , nous définissons l’espace

Eα(IRN ) =
{
u : |x|αu ∈ Ds,p(IRN ) i.e :

∫∫
IR2N

||x|αu(x)− |y|αu(y)|p

|x− y|N+ps dxdy <∞
}
.

En utilisant l’inégalité de Sobolev classique, nous concluons que Eα(IRN ) est un espace de
Banach et

S
(∫

RN
|u(x)|p

∗
s |x|p

∗
sαdx

) p
p∗s ≤

∫∫
IR2N

||x|αu(x)− |y|αu(y)|p

|x− y|N+ps dxdy.

Le résultat principal de ce section est le suivant.

Théorème 2.10. Supposons que −ps < β < N−ps
2 , alors Eα(IRN ) = W s,p

β (IRN ) avec α =

−2β
p
.

Démonstration. Pour prouver le résultat principal, on doit montrer juste l’existence de C1, C2 >

0 telles que pour toute u ∈ C∞0 (IRN ), on a

C1‖u‖Eα(IRN ) ≤ ‖u‖W s,p
β

(IRN ) ≤ C2‖u‖Eα(IRN ). (2.39)

Commençons par prouver la première inégalité. Dans ce cas, la preuve suit en utilisant atten-
tivement les calculs dans [4]. Pour la commodité du lecteur, nous incluons ici tous les détails.
Soit

w(x) = |x|−α = |x|
2β
p , v(x) = u(x)

w(x) , (2.40)

alors
|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps|x|β |y|β
= |u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
1

(w(x)w(y)) p2
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et

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
1

(w(x)w(y)) p2
=

∣∣(v(x)− v(y))− v(y)w(y)( 1
w(x) −

1
w(y) )

∣∣p
|x− y|N+ps

(
w(x)
w(y)

) p
2

≡ f1(x, y).

De la même façon nous avons

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
1

(w(x)w(y)) p2
=

∣∣(v(y)− v(x))− v(x)w(x)( 1
w(y) −

1
w(x) )

∣∣p
|x− y|N+ps

(
w(y)
w(x)

) p
2

≡ f2(x, y).

Il est clair que ∫∫
IR2N

f1(x, y) dx dy =
∫∫

IR2N
f2(x, y) dx dy

et ∫∫
IR2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|x|β
= 1

2

∫∫
IR2N

f1(x, y) dx dy + 1
2

∫∫
IR2N

f2(x, y) dx dy.

Puisque

f1(x, y) ≥
(
w(x)
w(y)

) p
2

×[ |v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps − p
|v(x)− v(y)|p−2

|x− y|N+ps

〈
v(x)− v(y), w(y)v(y)( 1

w(x) −
1

w(y) )
〉

+C(p)
|w(y)v(y)( 1

w(x) −
1

w(y) )|p

|x− y|N+ps

]
,

puis en utilisant l’inégalité de Young , il en résulte que

f1(x, y) ≥
(
w(x)
w(y)

) p
2

×

[
C1
|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps − C2

|w(y)v(y)( 1
w(x) −

1
w(y) )|p

|x− y|N+ps |
]

avec C1, C2 > 0 indépendant de u. De façon symétrique, nous atteignons que

f2(x, y) ≥
(
w(y)
w(x)

) p
2

×

[
C1
|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps − C2

|w(x)v(x)( 1
w(y) −

1
w(x) )|p

|x− y|N+ps

]
.
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Ainsi, nous obtenons l’existence des constantes positives C1, C2, C3 tel que

∫∫
IR2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
≥ C1

∫∫
IR2N

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps

[(w(y)
w(x)

) p
2

+
(
w(x)
w(y)

) p
2 ]
dxdy

−C2

∫∫
IR2N

(
w(x)
w(y)

) p
2
|w(y)v(y)( 1

w(x) −
1

w(y) )|p

|x− y|N+ps |dxdy

−C3
∫∫
IR2N

(
w(y)
w(x)

) p
2
|w(x)v(x)( 1

w(y) −
1

w(x) )|p

|x− y|N+ps dx dy.

Puisque
[(w(y)

w(x)

) p
2

+
(
w(x)
w(y)

) p
2 ]
≥ 1, nous obtenons

∫∫
IR2N

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps dxdy ≤ C1

∫∫
IR2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β

+C2

∫∫
IR2N

(
w(x)
w(y)

) p
2
|w(y)v(y)( 1

w(x) −
1

w(y) )|p

|x− y|N+ps |dxdy

+C3

∫∫
IR2N

(
w(y)
w(x)

) p
2
|w(x)v(x)( 1

w(y) −
1

w(x) )|p

|x− y|N+ps dxdy.

(2.41)

Soit

g1(x, y) =
(
w(y)
w(x)

) p
2
|w(x)v(x)( 1

w(y) −
1

w(x) )|p

|x− y|N+ps

et

g2(x, y) =
(
w(x)
w(y)

) p
2
|w(y)v(y)( 1

w(x) −
1

w(y) )|p

|x− y|N+ps ,

alors
∫∫

IR2N
g1(x, y)dxdy =

∫∫
IR2N

g2(x, y)dxdy. Par conséquent, nous avons juste à estimer
la première intégrale. Prenant en considération la définition de v et w donnée dans (2.40), on
aura

g1(x, y) =
|u(x)|p

∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣p
|x|3β |y|β |x− y|N+ps .

Par conséquent, nous obtenons

I ≡
∫∫

IR2N
g1(x, y)dxdy =

∫
IRN

|u(x)|p

|x|3β
( ∫
IRN

∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣p
|y|β |x− y|N+ps dy

)
dx.

on pose r = |x| et ρ = |y|, d’où x = rx′, y = ρy′ avec |x′| = |y′| = 1, alors

I =
∫
IRN

|u(x)|p

|x|3β
[ +∞∫

0

|r
2β
p − ρ

2β
p |pρN−1

ρβ

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|rx′ − ρy′|N+ps

 dρ
]
dx.
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on pose σ = ρ
r , alors

I =
∫
IRN

|u(x)|p

|x|2β+ps

[ +∞∫
0

|1− σ
2β
p |pσN−1−βK(σ) dσ

]
dx.

En suivant les mêmes calculs de l’estimation (2.6), on peut prouver que

+∞∫
0

|1− σ
2β
p |pσN−1−βK(σ) dσ = C3 ∈ (0,∞).

Ainsi ∫∫
IR2N

g1(x, y)dxdy = C3

∫
IRN

|u(x)|p

|x|2β+ps dx.

Maintenant, en utilisant l’inégalité de Hardy fractionnaire avec poids donnée dans le théorème
2.9, nous concluons que∫∫

IR2N
g1(x, y)dxdy ≤ C4

∫∫
IR2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
. (2.42)

En Combinant (2.42) et (2.41), nous obtenons∫∫
IR2N

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps dxdy ≤ C1

∫∫
IR2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
(2.43)

d’où C̃‖u‖Eα(IRN ) ≤ ‖u‖W s,p
β

(IRN ) avec C̃ > 0.

Nous traitons maintenant la seconde inégalité (2.39) . Notons que

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps = 1
2

∣∣(u(y)− u(x))− u(x)
w(x) (w(y)− w(x))

∣∣p
|x− y|N+ps

[ 1
(w(x))p + 1

(w(y))p
]

≥ C1
|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps

[ 1
(w(x))p + 1

(w(y))p
]

−C2

(
1

w(y)

)p |w(y)− w(x)|p

|x− y|N+ps |
u(x)
w(x) |

p − C3

(
1

w(x)

)p |w(x)− w(y)|p

|x− y|N+ps |
u(y)
w(y) |

p.

Puisque [ 1
(w(x))p + 1

(w(y))p
]
≥ 1

(w(x)) p2
1

(w(y)) p2
≡ 1
|x|β |y|β

,

alors

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps ≥ C1
|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps|x|β |y|β

−C2

(
1

w(y)

)p |w(y)− w(x)|p

|x− y|N+ps |
u(x)
w(x) |

p − C3

(
1

w(x)

)p |w(x)− w(y)|p

|x− y|N+ps |
u(y)
w(y) |

p.



58 Chapitre 2. Les inégalités de type CKN fractionnaire

Par conséquent, nous concluons que

C1

∫∫
IR2N

|u(x)− u(y)|p dxdy
|x− y|N+ps|x|β |y|β

≤
∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps dxdy

+C2

∫∫
IR2N

(
1

w(y)

)p |w(y)− w(x)|p

|x− y|N+ps |
u(x)
w(x) |

pdxdy + C3

∫∫
IR2N

(
1

w(x)

)p |w(x)− w(y)|p

|x− y|N+ps |
u(y)
w(y) |

pdxdy.

(2.44)
Comme dans le premier cas, nous définissons

g̃1(x, y) =
(

1
w(y)

)p
| u(x)
w(x) |

p |w(y)− w(x)|p

|x− y|N+ps

et
g̃2(x, y) =

(
1

w(x)

)p
| u(y)
w(y) |

p |w(x)− w(y)|p

|x− y|N+ps ,

alors
∫∫

IR2N
g1(x, y)dxdy =

∫∫
IR2N

g2(x, y)dxdy, et

∫∫
IR2N

g̃1(x, y)dxdy =
∫
IRN

|u(x)|p

|x|2β
( ∫
IRN

∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣p
|y|2β |x− y|N+ps dy

)
dx.

Ainsi, comme dans le premier cas,∫∫
IR2N

g̃1(x, y)dxdy = C4

∫
IRN

|u(x)|p

|x|2β+ps dx = C4

∫
IRN

|v(x)|p

|x|ps
dx

où C4 =
∫ +∞

0 |1 − σ
2β
p |pσN−1−2βK(σ) dσ ∈ (0,∞). Maintenant, en utilisant l’inégalité de

Hardy fractionnaire dans le théorème 0.2, pour v, nous obtenons∫∫
IR2N

g1(x, y)dxdy ≤ C4

∫∫
IR2N

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps dxdy. (2.45)

Combinant (2.44) et (2.45), nous arrivons à∫∫
IR2N

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps dxdy ≥ C
∫∫

IR2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
.

Par conséquent, nous concluons.



Deuxième partie

Applications





Chapitre 3

Problèmes avec un opérateur
p-laplacien fractionnaire

Ce chapitre est le développement d’une partie de l’article [4] ainsi que les ré-
sultats obtenus dans [1].

3.1 Introduction.

Le but de ce chapitre est de présenter quelques applications des résultats obtenus dans le
chapitre 2, pour cela on a considéré trois problèmes, chacun dans une section :
Dans la première section 3.4, nous analysons le problème suivant (−∆)sp,βu = f dans Ω,

u = 0 dans IRN \ Ω,

où
(−∆)sp,β u(x) := P.V.

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+ps

dy

|x|β |y|β

et f est une fonction donnée. Notre but est démontré l’existence d’une solution, dans un sens
approprié, pour la classe la plus vaste de donné f . En particulier pour f ∈ L1(Ω). Dans le cadre
local, l’existence d’une solution "entropique" est prouvé dans [23]. Dans le cas ou f est une
mesure de Radon on a le sens renormalisé, voir [38]. Notre objective est de prouver l’existence
d’une solution entropique pour f ∈ L1(Ω). Pour f ≥ 0, on arrive a démontrer que la solution
entropique est unique. Comme dans le cas local, notre idée est de procéder par approximation
et après on passe a la limite en utilisant des estimations à priori. Enfin, en suivant l’argument
utilisé dans [42] et [9], si la donnée f est positive, on démontre que l’opérateur (−∆)sp,β vérifie
"une version faible" de l’inégalité Harnack.

Comme conséquence, on considéré dans la deuxième section le cas où f(x, s) = λsq + g(x),
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s ≥ 0. Suivant les valeurs de q et λ on arrive a démontrer l’existence d’une solution "entropique"
pour la classe la plus large de g.

Enfin dans la troisième section on étudie le cas de potentiel de Hardy. Plus précisément
nous traitons le problème (−∆)sp,βu = λ

up−1

|x|ps
+ uq, u > 0 dans Ω,

u = 0 dans RN \ Ω,

ou λ < ΛN,p,s. Comme dans le cas local, nous prouvons l’existence d’un exposant critique
q+(p, s) tel que si q > q+(p, s), le problème précédent n’admet pas de sur-solution positive
dans un sens convenable. Pour montrer l’optimalité de l’exposant q+(p, s), nous construisons
une sur-solution convenable dans l’espace bien choisi suivant les valeurs de λ et q.

3.2 Problème avec poids et donnée générale

Soit s ∈ (0, 1), p ≥ 1 et 0 ≤ β < N−ps
2 . Pour la simplicité de l’écriture, nous définissons les

mesures :
dµ := dx

|x|2β
et dν := dxdy

|x− y|N+ps|x|β |y|β
.

Rappelons que dans cette section on considère le problème (−∆)sp,βu = f dans Ω,
u = 0 dans IRN \ Ω.

(3.1)

Puisque, nous avons considéré (3.1) avec donnée générale, alors nous avons besoin de préciser
le concept de la solution.

Définition 3.1. Supposons que f ∈ L1(Ω), on dit que u est une solution faible du problème
(3.1) si pour tout φ ∈ C∞0 (Ω), on a

1
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))dν =
∫

Ω
f(x)φ(x)dx.

Comme dans le cas local, pour définir la solution entropique, on a besoin de préciser le cadre
fonctionnel et l’espace où la solution est bien définie. On commence par la définition suivante.

Définition 3.2. Soit u une fonction mesurable. On dit que u ∈ T 1,p
β,0 (Ω) si ∀k > 0 on a

Tk(u) ∈W s,p
β,0(Ω).

Maintenant, suivant [17], on définit la notion des solutions d’entropie.

Définition 3.3. Considérons f ∈ L1(Ω), on dit que u ∈ T 1,p
β,0 (Ω) est une solution d’entropie
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du problème (3.1) si ∫∫
Rh

|u(x)− u(y)|p−1dν → 0 quand h→∞, (3.2)

où

Rh =
{

(x, y) ∈ IRN × IRN : h+ 1 ≤ max{|u(x)|, |u(y)|} avec min{|u(x)|, |u(y)|} ≤ h ou u(x)u(y) < 0
}
,

(3.3)
et pour tout k > 0 et v ∈W s,p

β,0(Ω) ∩ L∞(Ω) on a

1
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))[Tk(u(x)− v(x))− Tk(u(y)− v(y))]dν ≤∫
Ω
f(x)Tk(u(x)− v(x)) dx.

(3.4)

Remarque 3.1. Notons que pour h >> k, et en choisissant ϕ = Th−1(u), on obtient

1
2

∫∫
DΩ

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))[Tk(Gh−1(u(x)))− Tk(Gh−1(u(y)))]dν ≤∫
Ω
f(x)Tk(Gh−1(u(x))) dx ≤ k

∫
|u|>h−k−1

|f(x)|dx.

Puisque, dans DΩ, on a

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))[Tk(Gh−1(u(x)))− Tk(Gh−1(u(y)))] ≥ 0,

alors en posant

R̃h =
{

(x, y) ∈ IRN × IRN : u(x)u(y) ≥ 0 avec |u(x)| ≥ h et h− k − 1 ≤ |u(y)| ≤ h
}
,

et

R̂h =
{

(x, y) ∈ IRN × IRN : u(x)u(y) ≥ 0 avec |u(x)| ≥ h et h− k − 1 ≤ |u(x)| ≤ h
}
,

on obtient
1
2

∫∫
R̃h

|u(x)− u(y)|p−1(h− u(y))dν ≤ k
∫
|u|>h−k−1

|f(x)|dx, (3.5)

et
1
2

∫∫
R̂h

|u(x)− u(y)|p−1(h− u(x))dν ≤ k
∫
|u|>h−k−1

|f(x)|dx. (3.6)

Il est clair que

1
2

∫∫
{h−k−1≤u(y)<u(x)≤h}

(u(x)− u(y))pdν ≤ k
∫
|u|>h−k−1

|f(x)|dx, (3.7)



64 Chapitre 3. Problèmes elliptiques fractionnaires

et
1
2

∫∫
{h−k−1≤u(x)<u(y)≤h}

(u(y)− u(x))pdν ≤ k
∫
|u|>h−k−1

|f(x)|dx. (3.8)

Pour prouver l’existence d’une solution "faible ou bien entropique", on va procéder par
approximation. On suppose que f ∈ L1(Ω), soit {fn}n ⊂ L∞(Ω) telle que fn → f fortement
dans L1(Ω) et on définit un comme l’unique solution du problème approximé : (−∆)sp,βun = fn(x) dans Ω,

un = 0 dans IRN\Ω,
(3.9)

Notons que l’existence et l’unicité de un se démontre par l’argument variationnel classique
dans l’espace W s,p

β,0(Ω).

La première estimation à priori est donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.1. Soit {un}n définie comme précédent, alors {un}n est bornée dans l’espace
Mp1(Ω, dµ) avec p1 = (p−1)N

N−ps .

Démonstration. En utilisant Tk(un) comme fonction test dans (3.9), on aura

1
2

∫ ∫
DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(y)− un(x))[Tk(un(x))− Tk(un(y))]dν ≤ k
∫

Ω
|fn(x)| dx.

Ainsi ∫ ∫
DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(y)− un(x))[Tk(un(x))− Tk(un(y))]dν ≤ Ck. (3.10)

Rappelons un = Tk(un) +Gk(un), ainsi, en utilisant l’inégalité (1.14) et (3.10) :

1
k

∫ ∫
DΩ

|Tk(un(x))− Tk(un(y))|pdν ≤M pour tout k > 0, (3.11)

Maintenant, utilisant l’inégalité de Sobolev avec poids dans le Théorème 2.5, on aura :

S

(∫
IRN
|Tk(un)|p

∗
s |x|−2β p

∗
s
p dx

)p/p∗s
≤
∫ ∫

DΩ

|Tk(un(x))− Tk(un(y))|pdν ≤ Ck.

Puisque {|un| ≥ k} = {|Tk(un)| = k}, on obtient que

µ{x ∈ Ω : |un| > k} ≤ µ{x ∈ Ω : |Tk(un)| = k} ≤
∫

Ω

|Tk(un)|p∗s
kp
∗
s

|x|−2β p
∗
s
p dx.

et par suite, µ{x ∈ Ω : |un| > k} ≤ CM
p∗s
p k−(p∗s−

p∗s
p ). Posons p1 = p∗s −

p∗s
p = N(p−1)

N−ps , nous
concluons que la suite {un}n est bornée dans l’espaceMp1(Ω, dµ) et le résultat suit. �

Comme conséquence nous obtenons facilement que la suite {|un|p−2un}n est bornée dans
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l’espace Lσ(Ω, dµ) pour tout σ < N
N−ps .

Comme dans le cas local, nous prouvons maintenant que la suite {un}n est bornée dans un
espace fractionnaire convenable, plus précisément on a

Lemme 3.2. Supposons que {un}n définie comme dans le lemme 3.1 , alors pour tout q <
N(p− 1)
N − s

et pour tout s1 < s, on

∫
Ω

∫
Ω

|un(x)− un(y)|q

|x− y|N+qs1
1

|x|β |y|β
dy dx ≤M. (3.12)

Démonstration. Soit q < N(p− 1)
N − s

fixé, puisque Ω est un domaine borné, alors il est suffisant
de prouver que (3.12) pour s1 très proche de s. On fixe s1 tel que

pq(s− s1)
p− q

< β. (3.13)

On définit wn(x) = 1− 1
(u+
n (x) + 1)α

où α > 0 à choisir ultérieurement et u+
n (x) = max{un(x), 0}.

Dans la suite on note par C1, C2, ..., des constantes positives indépendantes de u et qui peuvent
changer d’une ligne a l’autre. En utilisant wn comme fonction test dans (3.9), on obtient

1
2

∫ ∫
DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y)) (u+
n (x) + 1)α − (u+

n (y) + 1)α

(u+
n (x) + 1)α(u+

n (y) + 1)α
dν ≤

∫
Ω
fn(x) dx,

donc∫ ∫
DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y)) (u+
n (x) + 1)α − (u+

n (y) + 1)α

(u+
n (x) + 1)α(u+

n (y) + 1)α
dν ≤ C1. (3.14)

Soit vn(x) = u+
n (x) + 1, puisque

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y))
(

(u+
n (x) + 1)α − (u+

n (y) + 1)α
)
≥

|u+
n (x)− u+

n (y)|p−2(u+
n (x)− u+

n (y))
(

(u+
n (x) + 1)α − (u+

n (y) + 1)α
)

=

|vn(x)− vn(y)|p−2(vn(x)− vn(y))
(
vαn(x)− vαn(y)

)
,

Par (3.14), il en résulte que∫ ∫
DΩ

|vn(x)− vn(y)|p−2(vn(x)− vn(y))(v
α
n(x)− vαn(y)
vαn(x)vαn(y) )dν ≤ C1.

Maintenant, en utilisant le fait que vn ≥ 1 et par l’inégalité (1.12), on obtient que

∫ ∫
DΩ

|v
p+α−1
p

n (x)− v
p+α−1
p

n (y)|p

vαn(x)vαn(y) dν ≤ C2. (3.15)
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On définit que q1 = q s1s < q, et en utilisant l’inégalité de Hölder, il en résulte que

∫
Ω

∫
Ω

|vn(x)− vn(y)|q

|x− y|N+qs1
dy dx

|x|β |y|β
=∫

Ω

∫
Ω

|vn(x)− vn(y)|q

|x− y|qs
(vn(x) + vn(y))α−1

(vn(x)vn(y))α
(vn(x)vn(y))α

(vn(x) + vn(y))α−1 |x− y|
(q−q1)s dy dx

|x|β |y|β |x− y|N

≤
(∫

Ω

∫
Ω

|vn(x)− vn(y)|p(vn(x) + vn(y))α−1

|x− y|N+ps(vn(x)vn(y))α|x|β |y|β dy dx
) q
p

×
(∫

Ω

∫
Ω

(vn(x) + vn(y))α−1

(vn(x)vn(y))α
(vn(x)vn(y))α

p
p−q

(vn(x) + vn(y))(α−1) p
p−q
|x− y|(q−q1)s p

p−q
dy dx

|x− y|N |x|β |y|β
) p−q

q

.

(3.16)
Maintenant, En utilisant l’inégalité algébrique (1.13), on aura

|vn(x)− vn(y)|p(vn(x) + vn(y))α−1 ≤ C|vn(x)
p+α−1
p − vn(y)

p+α−1
p |p.

Ainsi, en prenant en considération que Ω× Ω ⊂ DΩ et par (3.15), il en résulte que

(∫
Ω

∫
Ω

|vn(x)− vn(y)|p(vn(x) + vn(y))α−1

|x− y|N+ps(vn(x)vn(y))α|x|β |y|β dy dx
) q
p

≤
(∫ ∫

DΩ

|vn(x)
p+α−1
p − vn(y)

p+α−1
p |p

|x− y|N+ps(vn(x)vn(y))α|x|β |y|β dy dx
) q
p ≤ C3.

Donc revenons à (3.16), on aura∫ ∫
DΩ

|vn(x)− vn(y)|q

|x− y|N+qs1
dy dx

|x|β |y|β
≤

c4

(∫
Ω

∫
Ω

( (vn(x)vn(y))α

(vn(x) + vn(y))α
) q
p−q (vn(x) + vn(y))

q
p−q

1

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q

dy dx

|x|β |y|β
) p−q

q

.

Par l’inégalité (1.11), on a

(vn(x) + vn(y))
( vn(x)vn(y)
vn(x) + vn(y)

)α ≤ c(vn(x) + vn(y))α+1 ≤ c1vα+1
n (x) + c2v

α+1
n (y).

Par la suite, ∫
Ω

∫
Ω

|vn(x)− vn(y)|q

|x− y|N+qs1
dx dy

|x|β |y|β
≤

c5

(∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q

n (x)dx dy

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β |y|β

) p−q
q + c5

(∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q

n (y)dx dy

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β |y|β

) p−q
q

.

(3.17)
Il est clair que

∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q

n (x)dx dy

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β |y|β

=
∫

Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q

n (y)dx dy

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β |y|β
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Ainsi, on doit estimer juste le premier terme.

∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q

n (x)dx dy

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β |y|β

=
∫

Ω

v
(α+1)q
p−q

n (x)
|x|β

dx

∫
Ω

dy

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q |y|β

.

Puisque Ω est un domaine borné, alors Ω ⊂⊂ BR(0). Ainsi

∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q

n (x)dx dy

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β |y|β

≤
∫
BR(0)

v
(α+1)q
p−q

n (x)
|x|β

dx

∫
BR(0)

dy

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q |y|β

où vn = 1 dans BR(0) \ Ω.
On pose r = |x| et ρ = |y|, alors x = rx′, y = ρy′, où |x′| = |y′| = 1,
Soit

τ = (α+ 1)q
p− q

et θ = ps(q − q1)
p− q

. (3.18)

Ainsi

∫ ∫
DΩ

vτn(x)dx dy
|x− y|N−θ|x|β |y|β

≤
∫
BR(0)

vτn(x) dx
|x|β

R∫
0

ρN−1

ρβrN−θ

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − ρ

r y
′|N−θ

 dρ.

on pose σ = ρ

r
, alors

∫
Ω

∫
Ω

vτn(x)dx dy
|x− y|N−θ|x|β |y|β

≤
∫
BR(0)

vτn(x) dx
|x|2β−θ

R
r∫

0

σN−β−1

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N−θ

 dσ

≤
∫
BR(0)

vτn(x) dx
|x|2β−θ

∞∫
0

σN−β−1

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N−θ

 dσ.

On définit
K(σ) =

∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N−θ

,

comme dans [48], on définit

Kθ(σ) = 2 π
N−1

2

β(N−1
2 )

∫ π

0

sinN−2(ξ)
(1− 2σ cos(ξ) + σ2)N−θ2

dξ. (3.19)

Notons que Kθ(σ) ≤ C|1− σ|−1+θ quand σ → 1 et Kθ(σ) w σθ−N quand σ →∞.
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Par conséquent, on aura∫
Ω

∫
Ω

vτn(x)dx dy
|x− y|N−θ|x|β |y|β

≤

∫
BR

3
(0)

vτn(x) dx
|x|2β−θ

R
r∫

0

σN−β−1Kθ(σ) dσ +
∫
BR(0)\BR

3
(0)

vτn(x) dx
|x|2β−θ

R
r∫

0

σN−β−1Kθ(σ) dσ.

(3.20)
Rappelons que r = |x|, alors si x ∈ BR(0)\BR

3
(0), on a R

r
< 3. en prenant donc en considération

que θ > 0 et le comportement de Kθ au voisinage de 1, on obtient que

R
r∫

0

σN−β−1Kθ(σ) dσ ≤ C1

3∫
0

σN−β−1|1− σ|1−θ dσ = C2 <∞.

Maintenant si r ≡ |x| < R
3 , on a

R
r∫

0

σN−β−1Kθ(σ) dσ =
3∫

0

σN−β−1Kθ(σ) dσ +

R
r∫

3

σN−β−1Kθ(σ) dσ

≤ C2 +
(
R

r

)a R
r∫

3

σN−β−a−1Kθ(σ) dσ

où a > 0 à choisir ultérieurement.

Puisque
R
r∫

3

σN−β−a−1Kθ(σ) dσ ≤
∞∫

3

σN−β−a−1Kθ(σ) dσ,

en utilisant le fait que σN−β−a−1Kθ(σ) ' σ−1−β−a+θ quand σ → ∞, choisissons a > θ, il en
résulte que

∫∞
0 σN−β−a−1K(σ)dσ ≡ C3 <∞.

Maintenant, en revenant à (3.20), on aura∫
Ω

∫
Ω

vτn(x)
|x− y|N−θ|x|β |y|β

dx dy

≤ C1

∫
BR(0)

vτn(x)
|x|2β−θ

dx+ C2R
a

∫
BR

3
(0)

vτn(x)
|x|2β+a−θ dx

≤ C(R)
∫
BR(0)

vτn(x)
|x|2β+a−θ dx.

(3.21)

Puisque q < (p−1)N
N−s , on peut choisir α > 0 dans (3.18), tel que τ < (p−1)N

N−ps , ainsi en utilisant
le lemme 3.1, et l’inégalité de Hölder, on trouve que
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∫ ∫
DΩ

vτn(x)
|x− y|N−µ|x|β |y|β

dy dx ≤ C6

∫
BR(0)

vτn(x)
|x|2β−θ

dx ≤ C7 pour tout n (3.22)

Par (3.17) et (3.22) on conclut que :∫
Ω

∫
Ω

|u+
n (x)− u+

n (y)|q

|x− y|N+qs1
dy dx

|x|β |y|β
≤
∫

Ω

∫
Ω

|un(x)− un(y)|q

|x− y|N+qs1
dy dx

|x|β |y|β
≤ C8.

Dans la même direction et en utilisant 1 − 1
(u−n (x) + 1)α

comme fonction test dans (3.9), on

obtient que ∫
Ω

∫
Ω

|u−n (x)− u−n (y)|q

|x− y|N+qs1
dy dx

|x|β |y|β
≤ C.

En combinant les estimations ci-dessus, on trouve∫
Ω

∫
Ω

|un(x)− un(y)|q

|x− y|N+qs1
dy dx

|x|β |y|β
≤ C

et le résultat suit.

Remarque 3.2. Comme conséquence on obtient l’existence d’une fonction mesurable u telle
que Tk(u) ∈ W s,p

β,0(Ω), |u|p−2u ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx) pour tout σ <
N

N − ps
, Tk(un) ⇀ Tk(u)

faiblement dans W s,p
β,0(Ω).

Il est clair que un → u p.p. dans Ω, comme un = 0 p.p. dans IRN\Ω, alors u = 0 p.p. dans
IRN\Ω.

Notons que par le lemme 3.1 on conclut que

|un|p−2un → |u|p−2u fortement dans La(Ω, dµ) pour tout a < N

N − ps
.

Soit

Un(x, y) = |un(x)−un(y)|p−2(un(x)−un(y)) et U(x, y) = |u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y)). (3.23)

Puisque Ω est un domaine borné, alors par le résultat du lemme 3.2 et en utilisant le lemme
de Vitali, on obtient que

Un → U fortement dans L1(Ω× Ω, dν).

Nous pouvons maintenant démontrer le premier résultat d’existence.

Théorème 3.1. Supposons que f ∈ L1(Ω), alors le problème (3.1) a une unique solution u
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telle que pour tout q < N(p− 1)
N − s

et pour tout s1 < s,

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|q

|x− y|N+qs1
1

|x|β |y|β
dy dx ≤M. (3.24)

et Tk(u) ∈ W s,p
β,0(Ω), pour tout k > 0. Si p > 2 − s

N
, alors u ∈ W s1,q

β,0 (Ω) pour tout 1 ≤ q <

N(p− 1)
N − s

, et pour touts1 < s.

Démonstration. Notons que l’estimation (3.24) suit en utilisant le lemme 3.2 et le lemme de
Fatou.

Fixons φ ∈ C∞0 (Ω), et prenons φ comme fonction test dans (3.9), il en résulte que

1
2

∫ ∫
DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y))(φ(x)− φ(y))dν =
∫

Ω
fn(x)φ(x) dx, (3.25)

on pose Φ(x, y) = φ(x)− φ(y), par (3.25), on a

1
2

∫ ∫
DΩ

U(x, y)Φ(x, y)dν + 1
2

∫ ∫
DΩ

(
Un(x, y)− U(x, y)

)
Φ(x, y)dν =

∫
Ω
fn(x)φ(x) dx.

(3.26)
Il est clair que ∫

Ω
fn(x)φ(x) dx→

∫
Ω
f(x)φ(x) dx quand n→∞.

Nous affirmons que∫ ∫
DΩ

(
Un(x, y)− U(x, y)

)
Φ(x, y)dν → 0 quand n→∞. (3.27)

comme un → u p.p. dans Ω, il en résulte que

Un(x, y)Φ(x, y)
|x− y|N+ps|x|β |y|β

→ U(x, y)Φ(x, y)
|x− y|N+ps|x|β |y|β

p.p. dans DΩ.

En utilisant le fait que u(x) = un(x) = φ(x) = 0 pour tout x ∈ IRN\Ω, on aura∫
IRN\Ω

∫
IRN\Ω

(Un(x, y)− U(x, y))Φ(x, y)dν = 0.

Ainsi ∫ ∫
DΩ

(Un(x, y)− U(x, y))Φ(x, y)dν =
∫ ∫

Ω×Ω
(Un(x, y)− U(x, y))Φ(x, y)dν

+
∫
IRN\Ω

∫
Ω

(Un(x, y)− U(x, y))Φ(x, y)dν +
∫

Ω

∫
IRN\Ω

(Un(x, y)− U(x, y))Φ(x, y)dν

= I1(n) + I2(n) + I3(n).
(3.28)
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En utilisant le lemme 3.2 et la remarque 3.2, on obtient facilement que

I1(n)→ 0 quand n→∞.

Maintenant pour I2(n), il est clair que pour (x, y) ∈ Ω×BR \ Ω, on a

|(Un(x, y)− U(x, y))Φ(x, y)| ≤ (|un(x)|p−1 + |u(x)|p−1)|φ(x)| dans Ω×BR\Ω.

Puisque
sup

{x∈Suppφ, y∈BR\Ω}

1
|x− y|N+ps ≤ C,

alors ∣∣∣ (Un(x, y)− U(x, y))Φ(x, y)
|x− y|N+ps|x|β |y|β

∣∣∣ ≤ (|un(x)|p−1 + |u(x)|p−1)|φ(x)|
|x|β |y|β

≡ Qn(x, y).

En utilisant le lemme 3.1 et la remarque 3.2, on obtient Qn → Q fortement dans L1(Ω×BR\Ω)
avec

Q(x, y) = 2|u(x)|p−1|φ(x)||x|−β |y|−β .

Ainsi, en utilisant le théorème de convergence dominée, on aura I2(n)→ 0 quand n→∞.
Dans la même direction on obtient I3(n)→ 0 quand n→∞. Par conséquent (3.27) découle et
l’affirmation est prouvée.

Et par suite, en passant a la limite dans (3.26) il en résulte que

1
2

∫ ∫
DΩ

U(x, y)Φ(x, y)dν =
∫

Ω
f(x)φ(x) dx.

Ainsi on conclut.

Remarque 3.3. -

1. Il est clair qu’on a le même résultat d’existence si on remplace f par une mesure bornée
de Radon ν.

2. Dans le cas où β = 0, on aura le même résultat d’existence et de régularité obtenu dans
[57].

Cas d’une donnée positive : Solution entropique

Si f 
 0, on choisit fn = Tn(f), ainsi {un}n est une suite croissante. Dans ce cas nous
pouvons montrer que le problème (3.1) a une solution entropique dans le sens de la définition
3.3.Pour cela on a le Théorème suivant.

Théorème 3.2. Supposons que f ∈ L1(Ω) telle que f 
 0, alors le problème (3.1) a une
solution entropique positive unique u dans le sens de la Définition 3.3. De plus, un est l’unique
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solution du problème approximé (−∆)sp,βun = fn(x) dans Ω,
un = 0 dans IRN\Ω,

(3.29)

avec fn = Tn(f), alors Tk(un)→ Tk(u) fortement dans W s,p
β,0(Ω).

Avant d’entamer la preuve de Théorème 3.2, on démontre le résultat suivant :

Lemme 3.3. Soit {un}n et u définies précédemment, alors

Tk(un) −→ Tk(u) fortement dans W s,p
β,0(Ω).

la preuve du lemme 3.3 sera une conséquence du résultat général de compacité suivant.

Lemme 3.4. Soit {un}n ⊂ W s,p
β,0(Ω) une suite croissante telle que un ≥ 0 et (−∆)sp,βun ≥ 0.

Supposons que {Tk(un)}n est bornée dansW s,p
β,0(Ω) pour tout k > 0, alors il existe une fonction

mesurable u telle que un ↑ u p.p. dans Ω, Tk(u) ∈W s,p
β,0(Ω) pour tout k > 0 et

Tk(un) −→ Tk(u) fortement dans W s,p
β,0(Ω). (3.30)

Démonstration. Puisque {Tk(un)}n est bornée dans W s,p
β,0(Ω), alors en utilisant la monotonie

de la suite {un}n on obtient facilement l’existence de u telle que un ↑ u p.p. dans Ω, Tk(u) ∈
W s,p
β,0(Ω) et Tk(un) ⇀ Tk(u) faiblement dans W s,p

β,0(Ω). Puisque (−∆)sp,βun ≥ 0, alors

〈(−∆)sp,βun, Tk(un)− Tk(u)〉 ≤ 0.

Ainsi ∫ ∫
DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y))(Tk(un(x))− Tk(un(y)))dν

≤
∫ ∫

DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y))(Tk(u(x))− Tk(u(y)))dν.
(3.31)

On définit :

I1,n ≡
∫ ∫

DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y))(Tk(un(x))− Tk(un(y)))dν

I2,n ≡
∫ ∫

DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y))(Tk(u(x))− Tk(u(y)))dν.

Analysons chaque terme dans l’inégalité précédente. Pour simplifier l’écriture, on pose

Tn,k(x, y) ≡ |Tk(un(x))− Tk(un(y))|p−2(Tk(un(x))− Tk(un(y))).
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on a

I1,n =
∫ ∫

DΩ

|Tk(un(x))− Tk(un(y))|pdν

+
∫ ∫

DΩ

[
Un(x, y)− Tn,k(x, y)

]
(Tk(un(x))− Tk(un(y)))dν

Dans la même direction, en utilisant l’inégalité de Young on obtient

I2,n =
∫ ∫

DΩ

Tn,k(x, y)(Tk(u(x))− Tk(u(y)))dν

+
∫ ∫

DΩ

[
Un(x, y)− Tn,k(x, y)

]
(Tk(u(x))− Tk(u(y)))dν

≤ p− 1
p

∫ ∫
DΩ

|Tk(un(x))− Tk(un(y))|pdν + 1
p

∫ ∫
DΩ

|Tk(u(x))− Tk(u(y))|pdν

+
∫ ∫

DΩ

[
Un(x, y)− Tn,k(x, y)

]
(Tk(u(x))− Tk(u(y)))dν.

En combinant les estimations précédentes, et en revenant à (3.31) on trouve

1
p

∫ ∫
DΩ

|Tk(un(x))− Tk(un(y))|pdν

+
∫ ∫

DΩ

[
Un(x, y)− Tn,k(x, y)

][
(Tk(un(x))− Tk(u(x)))− (Tk(un(y))− Tk(u(y)))

]
dν

≤ 1
p

∫ ∫
DΩ

|Tk(u(x))− Tk(u(y))|pdν.

(3.32)
On définit

Kn(x, y) ≡
[
Un(x, y)−Tn,k(x, y)

][
(Tk(un(x))− Tk(u(x)))− (Tk(un(y))− Tk(u(y)))

]
, (3.33)

Nous affirmons que Kn(x, y) ≥ 0 p.p dans DΩ. Pour le voir, on pose

D1 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≤ k, un(y) ≤ k}, D2 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≥ k, un(y) ≥ k}.

D3 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≥ k, un(y) ≤ k}, D4 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≤ k, un(y) ≥ k},

alors DΩ = D1 ∪D2 ∪D3 ∪D4.

Dans D1, on a Un(x, y) − Tn,k(x, y) = 0, alors Kn(x, y) = 0. Dans la même direction, si
(x, y) ∈ D2, on a u(x) ≥ un(x) ≥ k et u(y) ≥ un(y) ≥ k, alors [(Tk(un(x)) − Tk(u(x))) −
(Tk(un(y))− Tk(u(y)))

]
= 0, ainsi Kn(x, y) = 0 dans D2.

Supposons que (x, y) ∈ D3, alors

Un(x, y)− Tn,k(x, y) = (un(x)− un(y))p−1 − (k − un(y))p−1 ≥ 0.
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Puisque

[(Tk(un(x))− Tk(u(x)))− (Tk(un(y))− Tk(u(y)))
]

= −(Tk(un(y))− Tk(u(y))) ≥ 0,

Par (3.33) il en résulte que Kn(x, y) ≥ 0 dans D3. Dans la même direction, on peut montrer
que Kn(x, y) ≥ 0 dans D4. Ainsi Kn(x, y) ≥ 0 p.p dans DΩ et le résultat suit en revenant à
(3.32) il en résulte que

lim sup
n→∞

∫ ∫
DΩ

|Tk(un(x))− Tk(un(y))|pdν ≤
∫ ∫

DΩ

|Tk(u(x))− Tk(u(y))|pdν.

Puisque Tk(un) ⇀ Tk(u) faiblement dans W s,p
β,0(Ω), alors Tk(un) → Tk(u) fortement dans

W s,p
β,0(Ω) et on conclut.

Remarque 3.4.

1. Comme conséquence de la convergence forte précédente, on trouve∫ ∫
DΩ

Kn(x, y)dν → 0 quand n→∞.

2. Soit wn = 1− 1
1 + un

et w = 1− 1
1 + u

, en utilisant wn comme fonction test dans (3.9),
on obtient∫ ∫

DΩ

|un(x)− un(y)|p

(1 + un(x))(1 + un(y))dν =
∫

Ω
fn(x)wn(x)dx→

∫
Ω
f(x)w(x)dx quand n→∞,

où w = 1− 1
1 + u

. Pour k > 0 fixé, on définit les ensembles

An = DΩ ∩ {un(x) ≥ 2k, un(y) ≤ k}, A = DΩ ∩ {u(x) ≥ 2k, u(y) ≤ k},

Il est clair que pour (x, y) ∈ An, on a un(x)− un(y) ≥ 1
2un(x). Ainsi

∫ ∫
DΩ

up−1
n (x)χ{An}(x, y)dν ≤ C(k)

∫ ∫
DΩ

|un(x)− un(y)|p

(1 + un(x))(1 + un(y))dν < C̄(k). (3.34)

Puisque unχ{An} → uχ{A} p.p dans DΩ, alors si p > 2, on a

unχ{An} ⇀ uχ{A} faiblement dans Lp−1(DΩ, dν).

3. De (3.34) on conclut que

ν{DΩ ∩An} ≡
∫ ∫

DΩ∩An
dν ≤ C̃(k).
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Par le lemme de Fatou, on trouve que

ν{DΩ ∩A} ≡
∫ ∫

DΩ∩A
dν ≤ C̃(k).

Maintenant, on peut entamer la preuve de l’existence et l’unicité de la solution entropique
de notre problème.

Preuve de Théorème 3.2 : Partie existence :
Il est clair qu’en utilisant le Théorème 3.1 on aura l’existence de u, de plus la convergence forte
de {Tk(un)}n dans l’espace W s,p

β,0(Ω) est une conséquence de Lemme 3.3. Pour finir il faut juste
montrer que u est une solution entropique de problème (3.1) au sens de la Définition 3.3. On
commence par montrer (3.2). Puisque u, un ≥ 0, alors l’ensemble Rk dans la Définition 3.3 est
réduit à

Rk = {(x, y) ∈ IRN × IRN : k + 1 ≤ max{u(x), u(y)} avec min{u(x), u(y)} ≤ k}.

En utilisant T1(Gk(un)) comme fonction test dans (3.9), il en résulte que

1
2

∫ ∫
DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y))[T1(Gk(un(x)))− T1(Gk(un(y)))]dν =∫
Ω
fn(x)T1(Gk(un(x))) dx ≤

∫
un≥k

fn.

(3.35)
Il n’est pas difficile de vérifier que, pour (x, y) ∈ Rk, on a

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y))[T1(Gk(un(x)))− T1(Gk(un(y)))] ≥ 0,

Ainsi, en utilisant le lemme de Fatou et (3.35), on conclut que

1
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))[T1(Gk(u(x)))− T1(Gk(u(y)))]dν ≤

lim inf
n→∞

1
2

∫ ∫
DΩ

|un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y))[T1(Gk(un(x)))− T1(Gk(un(y)))]dν

≤
∫

Ω
f(x)T1(Gk(u(x))) dx ≤

∫
u≥k

f(x)dx.

(3.36)
Il est clair que pour tout (x, y) ∈ Rk, on a

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))[T1(Gk(u(x)))− T1(Gk(u(y)))] ≥ |u(x)− u(y)|p−1,

Par la suite, en utilisant le fait que∫
u≥k

f(x)dx→ 0 as k →∞,
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et par (3.36) on conclut que∫ ∫
Rk

|u(x)− u(y)|p−1dν → 0 as k →∞.

Ainsi (3.2) suit.
Rappelons que

Un(x, y) = |un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y)) et U(x, y) = |u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y)).

Soit v ∈W s,p
β,0(Ω) ∩ L∞(Ω), en prenant Tk(un − v) comme fonction test dans (3.9), on montre

que

1
2

∫ ∫
DΩ

Un(x, y)[Tk(un(x)− v(x))− Tk(un(y)− v(y))]dν =∫
Ω
fn(x)Tk(un(x)− v(x)) dx.

Il est clair que∫
Ω
fn(x)Tk(un(x)− v(x)) dx→

∫
Ω
f(x)Tk(u(x)− v(x)) dx quand n→∞.

Maintenant on traite le premier terme. On a

Un(x, y)[Tk(un(x)− v(x))− Tk(un(y)− v(y))] =: K1,n(x, y) +K2,n(x, y), (3.37)

où

K1,n(x, y) = |(un(x)− v(x))− (un(y)− v(y))|p−2((un(x)− v(x))− (un(y)− v(y)))

× [Tk(un(x)− v(x))− Tk(un(y)− v(y))],

et

K2,n(x, y) =[
Un(x, y)− |(un(x)− v(x))− (un(y)− v(y))|p−2((un(x)− v(x))− (un(y)− v(y)))

]
×[Tk(un(x)− v(x))− Tk(un(y)− v(y))].

Il est clair que K1,n(x, y) ≥ 0 p.p. dans DΩ, puisque

K1,n(x, y) → |(u(x)− v(x))− (u(y)− v(y))|p−2((u(x)− v(x))− (u(y)− v(y)))

× [Tk(u(x)− v(x))− Tk(u(y)− v(y))] p.p. dans DΩ,
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comme n→∞, en utilisant le lemme de Fatou, on obtient que∫ ∫
DΩ

K1,n(x, y)dν ≥∫ ∫
DΩ

[
|(u(x)− v(x))− (u(y)− v(y))|p−2((u(x)− v(x))− (u(y)− v(y)))

]
×[Tk(u(x)− v(x))− Tk(u(y)− v(y))]dν.

(3.38)

on traite maintenant avec K2,n. on pose wn = un − v, w = u− v, σ1(x, y) = un(x)− un(y) et
σ2(x, y) = wn(x)− wn(y), alors

K2,n(x, y) =
[
|σ1(x, y)|p−2σ1(x, y)−|σ2(x, y)|p−2σ2(x, y)

]
×[Tk(un(x)−v(x))−Tk(un(y)−v(y))],

nous affirmons que∫ ∫
DΩ

K2,n(x, y)dν →∫ ∫
DΩ

[
U(x, y)− |(u(x)− v(x))− (u(y)− v(y))|p−2((u(x)− v(x))− (u(y)− v(y)))

]

×[Tk(u(x)− v(x))− Tk(u(y)− v(y))]dν quand n→∞.
(3.39)

Nous divisons la preuve de cette dernière affirmation en deux cas, suivant la valeur de p.
Le premier cas p ∈ (1, 2] (Cas singulier) :
Dans ce cas on a

∣∣∣|σ1(x, y)|p−2σ1(x, y)− |σ2(x, y)|p−2σ2(x, y)
∣∣∣ ≤ C|σ1(x, y)− σ2(x, y)|p−1 = C|v(x)− v(y)|p−1.

Ainsi

|K2,n(x, y)| ≤ C|v(x)− v(y)|p−1|Tk(un(x)− v(x))− Tk(un(y)− v(y))| ≡ K̃2,n(x, y). (3.40)

En utilisant le fait que Tk(un) → Tk(u) fortement dans W s,p
β,0(Ω) et puisque v ∈ W s,p

β,0(Ω) ∩
L∞(Ω), on obtient

K̃2,n → C|v(x)− v(y)|p−1|Tk(u(x)− v(x))− Tk(u(y)− v(y))| fortement dans L1(DΩ, dν).

En utilisant le théorème de convergence dominée on trouve que∫ ∫
DΩ

K2,n(x, y)dν →∫ ∫
DΩ

[
U(x, y)− |(u(x)− v(x))− (u(y)− v(y))|p−2((u(x)− v(x))− (u(y)− v(y)))

]
×[Tk(u(x)− v(x))− Tk(u(y)− v(y))]dν,
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comme n→∞ et le résultat suit dans ce cas.
Deuxième cas p > 2 (Cas dégénéré) :
Ce cas est plus pertinent. Comme dans le cas précédent, nous avons

∣∣∣|σ1(x, y)|p−2σ1(x, y)− |σ2(x, y)|p−2σ2(x, y)
∣∣∣

≤ C1|σ1(x, y)− σ2(x, y)|p−1 + C2|σ2(x, y)|p−2|σ1(x, y)− σ2(x, y)|

≤ C1|v(x)− v(y)|p−1 + C2|v(x)− v(y)||wn(x)− wn(y)|p−2

≤ C1|v(x)− v(y)|p−1 + C2|v(x)− v(y)||un(x)− un(y)|p−2.

Ainsi

|K2,n(x, y)| ≤ C1|v(x)− v(y)|p−1|Tk(un(x)− v(x))− Tk(un(y)− v(y))|

+ C2|v(x)− v(y)||un(x)− un(y)|p−2|Tk(wn(x))− Tk(wn(y))|

≡ K̄2,n(x, y) + Ǩ2,n(x, y).

Le terme K̄2,n(x, y) est traité comme K̃2,n définie par (3.40). Donc il nous reste à traiter
Ǩ2,n(x, y).

On définit
D1 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≤ k̃, un(y) ≤ k̃},

où k̃ >> k+||v||∞ est une "très grande" constante, alors en utilisant le fait que Tk̃(un)→ Tk̃(u)
fortement dans W s,p

β,0(Ω), on obtient

Ǩ2,n(x, y)χ{D1} → C2|v(x)− v(y)||u(x)− u(y)|p−2|Tk(w(x))− Tk(w(y))|χ{u(x)≤k̃,u(y)≤k̃}

fortement dans L1(DΩ, dν).

Maintenant, on considère l’ensemble

D2 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≥ k1, un(y) ≥ k1},

où k1 > k + ||v||∞, alors Ǩ2,n(x, y)χ{D2}(x, y) = 0.

Ainsi, on limite l’étude aux ensembles :

D3 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≥ 2k, un(y) ≤ k},

ou
D4 = {(x, y) ∈ DΩ : un(y) ≥ 2k, un(x) ≤ k}.

On utilisera la remarque 3.4 et l’argument de dualité.
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Il est clair que pour (x, y) ∈ D3, on a

Ǩ2,n(x, y)χ{D3}(x, y) ≤ C(k)|v(x)− v(y)||Tk(wn(x))− Tk(wn(y))|up−2
n (x)χ{D3}(x, y)

De la remarque 3.4, on sait que :

up−2
n χ{D3} ⇀ up−2χ{u(x)≥2k,u(y)≤k} faiblement dans L

p−1
p−2 (DΩ, dν). (3.41)

Ainsi[
|v(x)− v(y)||Tk(wn(x))− Tk(wn(y))|

]p−1
≤ p− 1

p
|Tk(wn(x))− Tk(wn(y))|p + 1

p
|v(x)− v(y)|p(p−1)

≤ p− 1
p
|Tk(wn(x))− Tk(wn(y))|p + 1

p
(2||v||∞)p(p−2)|v(x)− v(y)|p

=: Ln(x, y).

En utilisant le fait que Ln → L fortement dans L1(DΩ, dν) avec,

L(x, y) = p− 1
p
|Tk(w(x))− Tk(w(y))|p + 1

p
(2||v||∞)p(p−2)|v(x)− v(y)|p, (3.42)

Ainsi par (3.41) et (3.42) et en utilisant l’argument du dualité on trouve

Ǩ2,nχ{D3} → C2|v(x)− v(y)||u(x)− u(y)|p−2|Tk(w(x))− Tk(w(y))|χ{u(x)≥2k,u(y)≤k}

fortement dans L1(DΩ, dν).

Dans la même direction on peut traiter l’ensemble D4.

En combinant les estimations précédentes et par le théorème de convergence dominée, on
conclut que∫ ∫

DΩ

K2,n(x, y)dν →∫ ∫
DΩ

[
U(x, y)− |(u(x)− v(x))− (u(y)− v(y))|p−2((u(x)− v(x))− (u(y)− v(y)))

]
×[Tk(u(x)− v(x))− Tk(u(y)− v(y))]dν

(3.43)
quand n→∞ et le résultat suit.

Ainsi, par (3.38),(3.39) et en revenant à (3.37), on conclut

1
2

∫ ∫
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x)− v(x))− Tk(u(y)− v(y))]dν ≤∫
Ω
f(x)Tk(u(x)− v(x)) dx

(3.44)

et le résultat suit. �



80 Chapitre 3. Problèmes elliptiques fractionnaires

Il est clair que si u est une solution entropique de (3.1), alors pour toute w ∈ C∞0 (Ω), on a

1
2

∫ ∫
DΩ

U(x, y)(w(x)− w(y))dν =
∫

Ω
f(x)w(x) dx (3.45)

où U(x, y) = |u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y)).
Cependant, on peut prouver que (3.45) reste valable pour tout w ∈ W s,p

β,0(Ω) ∩ L∞(Ω) tel que
w ≡ 0 dans l’ensemble {u > k} pour quelques k > 0. plus précisément on a le lemme suivant :

Lemme 3.5. Supposons que u est une solution entropique de (3.1) avec f 
 0, alors pour tout
w ∈W s,p

β,0(Ω) ∩ L∞(Ω) telle que, pour certains k > 0, w ≡ 0 dans l’ensemble {u > k}, on a

1
2

∫ ∫
DΩ

U(x, y)(w(x)− w(y))dν =
∫

Ω
f(x)w(x) dx. (3.46)

Démonstration. Soit w ∈ W s,p
β,0(Ω) ∩ L∞(Ω) tel que w ≡ 0 dans l’ensemble {u > k0} pour

quelque k0 > 0 et on définit vh = Th(u− w) avec h >> k0 + ||w||∞ + 1.

Puisque u est une solution entropique de (3.1), alors pour k fixé tel que k >> max{k0, ||w||∞},
on a

1
2

∫ ∫
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x)− vh(x))− Tk(u(y)− vh(y))]dν ≤∫
Ω
f(x)Tk(u(x)− vh(x)) dx.

(3.47)

Il est clair que ∫
Ω
f(x)Tk(u(x)− vh(x)) dx→

∫
Ω
f(x)w dx quand h→∞.

Notons que, pour h >> ||w||∞, on a {u ≤ w−h} = ∅, donc pour h comme avant, il résulte que

{|u(x)− w(x)| ≥ h} ≡ {(u(x)− w(x)) ≥ h}.

On définit
Ah ≡ {(x, y) ∈ DΩ : |u(x)− w(x)| < h, |u(y)− w(y)| < h},

Bh ≡ {(x, y) ∈ DΩ : |u(x)− w(x)| ≥ h, |u(y)− w(y)| ≥ h}

≡ {(x, y) ∈ DΩ : (u(x)− w(x)) ≥ h, (u(y)− w(y)) ≥ h}

et
Eh ≡ {(x, y) ∈ DΩ : (u(x)− w(x)) ≥ h, |u(y)− w(y)| ≤ h},

Fh ≡ {(x, y) ∈ DΩ : |u(x)− w(x)| < h, (u(y)− w(y)) > h}.
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Alors∫∫
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x)− vh(x))− Tk(u(y)− vh(y))]dν =
∫∫

Ah

+
∫∫

Bh

+
∫∫

Eh

+
∫∫

Fh

= IAh + IBh + IEh + IFh .

Il est clair que

IAh =
∫∫

Ah

U(x, y)[Tk(w(x))− Tk(w(y))]dν =
∫∫

Ah

U(x, y)[w(x)− w(y)]dν

=
∫∫

Ah∩{u(x)<k0,u(y)<k0}
U(x, y)[w(x)− w(y)]dν +

∫∫
Ah∩{u(x)>k0,u(y)>k0}

U(x, y)[w(x)− w(y)]dν

+
∫∫

Ah∩{u(x)>k0,u(y)≤k0}
U(x, y)[w(x)− w(y)]dν +

∫∫
Ah∩{u(x)≤k0,u(y)>k0}

U(x, y)[w(x)− w(y)]dν

= I1(h) + I2(h) + I3(h) + I4(h)

Puisque Tk(u) ∈W s,p
β,0(Ω), on a

I1(h)→
∫∫
{u(x)<k0,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x)− w(y)]dν quand h→∞.

En utilisant les propriétés de w, on a I2(h) = 0. En ce qui concerne I3(h), on a

I3(h) =
∫∫

Ah∩{k0<u(x)<2k0,u(y)≤k0}
U(x, y)[w(x)− w(y)]dν

+
∫∫

Ah∩{u(x)>2k0,u(y)≤k0}
U(x, y)[w(x)− w(y)]dν

= J1(h) + J2(h).

Comme plus haut, puisque Tk(u) ∈W s,p
β,0(Ω), alors

J1(h)→
∫∫
{k0<u(x)<2k0,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x)− w(y)]dν quand h→∞. (3.48)

Pour J2(h), on a

∣∣∣U(x, y)[w(x))− w(y)]
∣∣∣ ≤ ||w||∞∣∣∣U(x, y)

∣∣∣ = ||w||∞
∣∣∣u(x)− u(y)

∣∣∣p−1
.

En utilisant le fait que ∫∫
{u(x)>2k0,u(y)≤k0}

∣∣∣U(x, y)
∣∣∣dν <∞,

Alors par le théorème de convergence dominée, on conclut que

J2(h)→
∫∫
{u(x)≥2k0,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x)− w(y)]dν quand h→∞. (3.49)
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Ainsi, par (3.48) et (3.49) on obtient que : quand h→∞,

I3(h)→
∫∫
{k0<u(x)<2k0,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x)− w(y)]dν

+
∫∫
{u(x)≥2k0,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x)− w(y)]dν

Par le même raisonnement on peut traiter I4(h). Donc

IAh →
∫∫

DΩ

U(x, y)[w(x)− w(y)]dν quand h→∞.

Maintenant, pour (x, y) ∈ B, on a v(x) = v(y) = h, alors

IBh =
∫∫

B

U(x, y)[Tk(u(x)− h)− Tk(u(y)− h)]dν ≥ 0.

Et, pour (x, y) ∈ Eh, on a u(x) ≥ h− ||w||∞ > k0, ainsi w(x) = 0. Donc

Eh ≡ Eh ∩ {u(y) < h− ||w||∞ − 1} ∪Eh ∩ {h ≥ u(x), u(y) ≥ h− ||w||∞ − 1} ≡ E1(h)∪E2(h).

Il est clair que pour (x, y) ∈ E2(h), on a w(x) = w(y) = 0, alors

U(x, y)[Tk(u(x)− v(x))− Tk(u(y)− vh(y))] = U(x, y)[Tk(Gh(u(x)))− Tk(Gh(u(y)))] ≥ 0.

Ainsi ∫∫
E2(h)

U(x, y)[Tk(u(x)− v(x))− Tk(u(y)− vh(y))]dν ≥ 0.

Par la suite, on conclut que

IEh ≥
∫∫

E1(h)
U(x, y)[Tk(Gh(u(x)))− Tk(w(y))]dν ≥ −2k

∫∫
E1(h)

∣∣∣U(x, y)
∣∣∣dν.

Soit h1 = h− ||w||∞ − 1, alors par (3.2) on trouve∫∫
E1(h)

∣∣∣U(x, y)
∣∣∣dν ≤ ∫∫

u(x)>h1,u(y)<h1−1

∣∣∣U(x, y)
∣∣∣dν → 0 quand h→∞.

Ainsi IEh ≥ o(h).

Avec le même raisonnement on peut prouver que IFh ≥ o(h). Par conséquent, on aboutit à

lim inf
h→∞

1
2

∫∫
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x)−v(x))−Tk(u(y)−v(y))]dν ≥ 1
2

∫∫
DΩ

U(x, y)(w(x)−w(y))dν

Comme conclusion, on a prouvé que

1
2

∫∫
DΩ

U(x, y)(w(x)− w(y))dν ≤
∫

Ω
f(x)w(x)dx.
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Remplaçons w par −w dans l’inégalité précédente, on obtient

1
2

∫∫
DΩ

U(x, y)(w(x)− w(y))dν =
∫

Ω
f(x)w(x)dx

qui est le résultat cherché.

Maintenant, on peut prouver le résultat d’unicité dans le Théorème 3.2.
Preuve de Théorème 3.2 : Partie unicité :
Soit u la solution entropique positive définie dans le théorème (3.1), rappelons que u =
lim supun où un est l’unique solution du problème approximé (3.9). Supposons que ū est
une autre solution entropique positive du problème (3.1). On affirme que un ≤ ū pour tout n.
Pour prouver l’affirmation, on fixe n et on définit wn = (un − v)+, alors wn = (un − Tk(v))+

où k >> ||un||∞. Donc wn ∈ W s,p
β,0(Ω) ∩ L∞(Ω) et wn ≡ 0 dans l’ensemble {v > ||un||∞}. Par

conséquent, en utilisant wn comme fonction test dans (3.9) et en prenant en considération le
résultat de lemme 3.5, on aura

1
2

∫∫
DΩ

Un(x, y)(wn(x)− wn(y))dν =
∫

Ω
fn(x)wn(x) dx

≤
∫

Ω
f(x)wn(x) dx = 1

2

∫ ∫
DΩ

V (x, y)(wn(x)− wn(y))dν

où

Un(x, y) = |un(x)− un(y)|p−2(un(x)− un(y)) et V (x, y) = |v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))

Ainsi
1
2

∫ ∫
DΩ

(
Un(x, y)− V (x, y)

)
(wn(x)− wn(y))dν ≤ 0.

On utilisant le fait que

(
Un(x, y)− V (x, y)

)
(wn(x)− wn(y)) ≥ C|wn(x)− wn(y)|p,

il en résulte que wn ≡ 0, donc un ≤ v pour tout n et alors u ≤ v.
Maintenant on démontre que v ≤ u. Pour ce but, on suivra attentivement l’argument utilisé
dans [23]. Puisque u, v sont des solutions entropiques de (3.1), alors pour h >> k, on a

1
2

∫∫
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν

≤
∫

Ω
f(x)Tk(u(x)− Th(v(x))) dx,

(3.50)
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et
1
2

∫∫
DΩ

V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))]dν

≤
∫

Ω
f(x)Tk(v(x)− Th(u(x))) dx.

(3.51)

Il est clair que∫
Ω
f(x)Tk(u(x)− Th(v(x))) dx+

∫
Ω
f(x)Tk(v(x)− Th(u(x))) dx→ 0 quand h→∞.

Ainsi, de (3.50) et (3.51),

I(h) ≡ 1
2

∫∫
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν

+ 1
2

∫∫
DΩ

V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))]dν

= P (h) +Q(h) ≤ o(h).

(3.52)

Soit
D1

Ω(h) ≡ {(x, y) ∈ DΩ tel que u(x) < h et u(y) < h}

et
D2

Ω(h) ≡ {(x, y) ∈ DΩ tel que v(x) < h et v(y) < h}.

Alors

P (h) =
∫∫

D1
Ω(h)

U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν

+
∫∫

DΩ\D1
Ω(h)

U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν

= P1(h) + P2(h),

et
Q(h) =

∫∫
D2

Ω(h)
V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))]dν

+
∫∫

DΩ\D2
Ω(h)

V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))]dν

= Q1(h) +Q2(h).

On affirme que P2(h) ≥ o(h) et Q2(h) ≥ o(h). Montrons d’abord que P2(h) ≥ o(h). Rappelons
que u ≤ v, alors

DΩ\D1
Ω(h) = {(x, y) ∈ DΩ avec u(x) ≥ h} ∪ {(x, y) ∈ DΩ avec u(y) ≥ h}.
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Si u(x) ≥ h et u(y) ≥ h, alors v(x) ≥ h et v(y) ≥ h. Ainsi

U(x, y)[Tk(u(x)−Th(v(x)))−Tk(u(y)−Th(v(y)))] = U(x, y)[Tk(u(x)−h)−Tk(u(y)−h)] ≥ 0.

D’un autre coté, Par (3.2), on obtient∫∫
{u(x)>h,u(y)<h−1}

|U(x, y)|dν = o(h).

Donc∫∫
{u(x)≥h}

U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν

≥
∫∫
{u(x)≥h,h−1≤u(y)≤h}

U(x, y)[Tk(u(x)− h)− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν + o(h).

(3.53)

Notons que pour (x, y) ∈ {u(x) ≥ h, h− 1 ≤ u(y) ≤ h}, on a

U(x, y)[Tk(u(x)−h)−Tk(u(y)−Th(v(y)))] = U(x, y)[Tk(u(x)−h) +Tk(Th(v(y))−u(y))] ≥ 0.

Ainsi par (3.53), on aura∫∫
{u(x)≥h}

U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν ≥ o(h). (3.54)

Dans la même direction on peut montrer que∫∫
{u(y)≥h}

U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν ≥ o(h). (3.55)

Ainsi, en combinant (3.54) et (3.55) on aura P2(h) ≥ o(h) comme cela a été affirmé. On travaille
maintenant avec Q2(h). Rappelons que

Q2(h) =
∫∫

DΩ\D2
Ω(h)

V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))]dν (3.56)

Comme ci-dessus, on a

DΩ\D2
Ω(h) =

{
(x, y) ∈ DΩ |: v(x) ≥ h

}
∪
{

(x, y) ∈ DΩ | v(y) ≥ h
}
≡M1(h)∪M2(h)∪M3(h),

où

M1(h) =
{

(x, y) ∈ DΩ |: v(x) ≥ h et v(y) ≥ h
}
,M2(h) =

{
(x, y) ∈ DΩ |: v(x) ≥ h et v(y) < h

}
,
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et
M3(h) =

{
(x, y) ∈ DΩ |: v(x) < h et v(y) ≥ h

}
.

Soit

Z1(h) =
{

(x, y) ∈ DΩ |: v(x)−Th(u(x)) ≥ k
}

et Z2(h) =
{

(x, y) ∈ DΩ |: v(y)−Th(u(y)) ≥ k
}
.

Si (x, y) ∈ Z1(h) ∩ Z2(h), on a

V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))] = 0.

Donc, on peut supposer (x, y) ∈
(
Z1(h)\Z2(h)

)
∪
(
Z2(h)\Z1(h)

)
≡ Y1(h)∪Y2(h). Par la suite,

on conclut que

Q2(h) =
∫∫

M1(h)∩Y1(h)
+
∫∫

M2(h)∩Y1(h)
+
∫∫

M3(h)∩Y1(h)

+
∫∫

M1(h)∩Y2(h)
+
∫∫

M2(h)∩Y2(h)
+
∫∫

M3(h)∩Y2(h)

= J1(h) + J2(h) + J3(h) + T1(h) + T2(h) + T3(h).

(3.57)

Montrons d’abord que J1(h) ≥ o(h). Notons que

M1(h)∩Y1(h) =
{

(x, y) ∈ DΩ |: v(x) ≥ h, v(y) ≥ h et v(x)−Th(u(x)) ≥ k, v(y)−Th(u(y)) < k

}
,

alors pour (x, y) ∈M1(h) ∩ Y1(h), on a

V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))] = V (x, y)[k − (v(y)− Th(u(y)))]

Si v(x) ≥ v(y), alors V (x, y)[k − (v(y) − Th(u(y)))] ≥ 0, donc on doit juste considérer le cas
où (x, y) ∈M1(h) ∩ Y1(h) avec v(x) < v(y). Ainsi

∣∣∣V (x, y)[Tk(v(x)−Th(u(x)))−Tk(v(y)−Th(u(y)))]
∣∣∣ = (v(y)−v(x))p−1[k− (v(y)−Th(u(y)))].

Maintenant prenons en considération que (x, y) ∈M1(h) ∩ Y1(h), on obtient

0 ≤ (v(y)− v(x)) ≤ Th(u(y)) + k − (Th(u(x)) + k) ≤ Th(u(y))− Th(u(x)) ≤ u(y)− u(x).

Par la suite, on conclut que

∣∣∣V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))]
∣∣∣ ≤ 2k (u(y)− u(x))p−1.
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Si u(x) ≥ h, alors u(y) ≥ h, donc

V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))] = V (x, y)[Tk(v(x))− Tk(v(y))] ≥ 0,

Il reste à considérer le cas u(x) < h.

(i) Si u(y) > (h+ 1), Par (3.2), on trouve∫∫
{u(y)>h+1,u(x)<h}

|U(x, y)|dν = o(h).

(ii) Si h < u(y) ≤ (h+ 1), alors 0 ≤ k − (v(y)− Th(u(y))) ≤ u(y)− u(x), ainsi

∣∣∣V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))]
∣∣∣ ≤ (u(y)− u(x))p.

Et par (3.8), on obtient∫∫
{h<u(y)≤h+1,u(x)<h}

(u(y)− u(x))pdν = o(h).

(iii) On travaille maintenant avec l’ensemble u(y) ≤ h. Puisque (x, y) ∈ M1(h) ∩ Y1(h), on a
u(y) ≥ (h− k), donc si u(x) < (h− k − 1), utilisons de nouveau (3.6) on trouve∫∫

{u(y)>(h−k),u(x)<(h−k−1)}
|U(x, y)|dν = o(h).

Supposons que (h− k − 1) < u(x) ≤ u(y) < h. Dans ce cas on a

[k − (v(y)− Th(u(y)))] = u(y)− (v(y)− k) ≤ u(y)− (v(x)− k) ≤ u(y)− u(x).

Donc pour (x, y) ∈M1(h) ∩ Y1(h) avec h− k − 1 < u(x) ≤ u(y) < h,
on obtient

∣∣∣V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))]
∣∣∣ =

(v(y)− v(x))p−1[k − (v(y)− Th(u(y)))] ≤ (u(y)− u(x))p.

En utilisant (3.8), il résulte que∫∫
{h−k−1<u(x)≤u(y)<h}

∣∣∣V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))]
∣∣∣dν

≤
∫∫
{h−k−1<u(x)≤u(y)<h}

(u(y)− u(x))pdν = o(h).

(3.58)

Par conséquent, en combinant les estimations ci-dessus on obtient J1(h) ≥ o(h). Pour J2(h),
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on a v(y) ≤ h < v(x) et

Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y))) ≥ k − (v(y)− Th(u(x))) ≥ 0.

Ainsi

V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))] ≥ 0 pour tout (x, y) ∈M2(h) ∩ Y1(h).

Donc J2(h) ≥ 0. A présent, on travaille avec J3(h). On a v(x) ≤ h < v(y) et pour tout
(x, y) ∈M3(h) ∩ Y1(h),

∣∣∣V (x, y)[Tk(v(x)−Th(u(x)))−Tk(v(y)−Th(u(y)))]
∣∣∣ = (v(y)−v(x))p−1[k− (v(y)−Th(u(y)))].

Si v(x) ≤ (h− 1), Alors par (3.6) on a∫∫
{v(y)>h,v(x)<h−1}

∣∣∣V (x, y)[Tk(v(x)− Th(u(x)))− Tk(v(y)− Th(u(y)))]
∣∣∣dν ≤

2k
∫∫
{v(y)>h,v(x)<h−1}

|V (x, y)|dν = o(h).

(3.59)

Donc, supposons que (h − 1) < v(x) ≤ h. Puisque (x, y) ∈ M3(h) ∩ Y1(h), alors v(y) ≤
k + Th(u(y)) ≤ k + u(y). Ainsi u(y) > (h− k). Il est clair que

0 ≤ v(y)− v(x) ≤ Th(u(y))− Th(u(x)) ≤ u(y)− u(x). (3.60)

Donc en suivant la même discussion comme dans le cas (iii) dans l’étude de J1(h), et en
combinant les estimations ci-dessus, on trouve que J3(h) ≥ 0. Notons que dans une direction
symétrique on peut montrer que T1(h) + T2(h) + T3(h) ≥ o(h). Ainsi Q2(h) ≥ o(h) et l’affir-
mation suit. Par conséquent, revenons à la définition de I(h) donnée dans (3.52) et prenons en
considération que u < h dans l’ensemble {v < h}, on obtient

I(h) ≥ 1
2

∫∫
D1

Ω(h)
U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν

+ 1
2

∫∫
D2

Ω(h)
V (x, y)[Tk(v(x)− u(x))− Tk(v(y)− u(y))]dν + o(h)

≥ 1
2

∫∫
D2

Ω(h)

(
V (x, y)− U(x, y)

)
[Tk(v(x)− u(x))− Tk(v(y)− u(y))]dν

+ 1
2

∫∫
D1

Ω(h)\D2
Ω(h)

U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν + o(h)

≥ I1(h) + I2(h) + o(h).
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Il est clair que

I1(h) ≥ C
∫∫

D2
Ω(h)

|Tk(v(x)− u(x))− Tk(v(y)− u(y))|pdν.

On affirme que I2(h) ≥ o(h). Notons que

D1
Ω(h)\D2

Ω(h) = N1(h) ∪N2(h) ∪N3(h)

où
N1(h) ≡

{
(x, y) ∈ DΩ tel que u(x) ≤ h, u(y) ≤ h, v(x) > h, v(y) > h

}
,

N2(h) ≡
{

(x, y) ∈ DΩ tel que u(x) ≤ h, u(y) ≤ h, v(x) > h, v(y) ≤ h
}
,

et
N3(h) ≡

{
(x, y) ∈ DΩ tel que u(x) ≤ h, u(y) ≤ h, v(x) ≤ h, v(y) > h

}
.

Puisque

1
2

∫∫
N1(h)

U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]dν ≥ 0,

alors on conclut que

I2(h) ≥ 1
2

∫∫
N2(h)

+1
2

∫∫
N3(h)

= I21(h) + I22(h).

Pour (x, y) ∈ N2(h), on considérera trois cas principales :

I) Si h− u(x) ≤ v(y)− u(y), alors 0 ≤ h− v(y) ≤ u(x)− u(y). Donc

U(x, y)[Tk(u(x)−Th(v(x)))−Tk(u(y)−Th(v(y)))] = U(x, y)[Tk(v(y)−u(y))−Tk(h−u(x))] ≥ 0.

II) Si u(x)− u(y) ≤ 0 ≤ h− v(y), alors u(x)− u(y) ≤ 0 et h− u(x) ≥ v(y)− u(y). Ainsi

U(x, y)[Tk(u(x)−Th(v(x)))−Tk(u(y)−Th(v(y)))] = U(x, y)[Tk(v(y)−u(y))−Tk(h−u(x)] ≥ 0.

III) Considérons maintenant le cas où 0 ≤ u(x) − u(y) ≤ h − v(y). Il est clair que 0 ≤
u(x)− u(y) ≤ v(x)− v(y). Donc

∣∣∣U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]
∣∣∣

= (u(x)− u(y))p−1[Tk(h− u(x))− Tk(v(y)− u(y))] ≤ 2k (v(x)− v(y))p−1.
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Si v(y) ≤ h− 1 ou v(x) ≥ h+ 1, Par (3.2), on obtient∫∫
N2(h)∩

{
{v(x)>h,v(y)<h−1}∪{v(x)>h+1,v(y)<h}

} |V (x, y)|dν = o(h).

Ainsi, on travaille avec l’ensemble {h− 1 < v(y) ≤ h et v(x) ≤ h+ 1}. Il est clair que si
v(y)− u(y) ≥ k, alors h− u(x) ≥ k. Ainsi

∣∣∣U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]
∣∣∣ = 0.

Supposons que h− u(x) ≤ k, alors v(y)− u(y) ≤ k, donc

∣∣∣U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]
∣∣∣ ≤

(v(x)− v(y))p−1[(h− u(x))− (v(y)− u(y))] ≤ (v(x)− v(y))p.

Par conséquent, on note :
Nh

2 = N2(h) ∩ {h− 1 < v(y) ≤ h ≤ v(x) ≤ h+ 1}
N
h

2 = N2(h) ∩ {h− 1 < v(y) ≤ h ≤ v(x) ≤ h+ 1} ∩ {h− k ≤ u(x)}
Nh

2 = N2(h) ∩ {h− 1 < v(y) ≤ h ≤ v(x) ≤ h+ 1} ∩ {u(x) < h− k}
Et en utilisant (3.8), on a∫∫

N
h

2

∣∣∣U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]
∣∣∣dν ≤

∫∫
Nh2

(v(x)− v(y))pdν = o(h).

On considère maintenant l’ensemble où v(y) − u(y) < k < h − u(x), alors u(x) < h − k
et ainsi u(y) < h− k. Comme ci-dessus on a

∣∣∣U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]
∣∣∣ ≤

(v(x)− v(y))p−1[(k − (v(y)− u(y))] ≤ (v(x)− v(y))p

Ainsi en utilisant de nouveau (3.8),∫∫
Nh2

∣∣∣U(x, y)[Tk(u(x)− Th(v(x)))− Tk(u(y)− Th(v(y)))]
∣∣∣dν ≤

∫∫
Nh2

(v(x)− v(y))pdν = o(h).

Par conséquent on conclut que I21(h) ≥ o(h). Dans la même direction et en utilisant l’argument
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de symétrie, on peut montrer que I22(h) ≥ o(h). Donc I2(h) ≥ o(h) et l’affirmation suit. Comme
conclusion, on a prouvé que

C

∫∫
D2

Ω(h)
|Tk(v(x)− u(x))− Tk(v(y)− u(y))|pdν ≤ o(h).

Faisions tendre h→∞, il en résulte que∫∫
DΩ

|Tk(v(x)− u(x))− Tk(v(y)− u(y))|pdν = 0.

Ainsi Tk(u) = Tk(v) pour tout k et alors u = v. �

3.2.1 Inégalité de Harnack faible

Dans cette section on suppose que f 	 0, notre but est de prouver que l’opérateur (−∆)sp,β
vérifie la version faible de l’inégalité de Harnack. Notons que sans perte de généralité, on peut
supposer que f ∈ L∞(Ω).

Commençons par la définition suivante.

Définition 3.4. Soit v ∈W s,p
β,loc(Ω), on dit que v est super-solution du problème (3.1) si pour

tout Ω1 ⊂⊂ Ω, on a∫ ∫
DΩ1

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))(ϕ(x)− ϕ(y))dν ≥
∫

Ω1

fϕ dx, (3.61)

pour tout ϕ ∈W s,p
β,0(Ω1) non négative.

Le résultat principal de l’appendice est la version suivante de l’inégalité faible de Harnack

Théorème 3.3. (Inégalité faible de Harnack)
Supposons que f ≥ 0 et soit v ∈ W s,p

β (IRN ) une super-solution de (3.1) avec v 	 0 dans IRN .
Alors pour tout q < N(p−1)

N−ps , on a

(∫
Br

vq|x|−2βdx
) 1
q ≤ C inf

B 3r
2

v. (3.62)

Contrairement aux cas locaux, où les itérations de type Moser sont utilisées pour obtenir
l’inégalité de Harnack, voir [37], ici on utilisera une approche différente

Pour β = 0, le résultat a été obtenu dans [42] où une version générale de l’inégalité Harnack
est prouvée, y compris des solutions qui changent de signe.
Le cas β > 0, p = 2 et des données positives a été obtenu en [9]. Ici, nous combinons les deux
arguments pour prouver le Théorème 3.3.

Rappelons que dµ(x) ≡ dx

|x|2β
et dν ≡ dxdy

|x− y|N+ps|x|β |y|β
. Notons qu’on a juste à considé-

rer le cas où Br(x0) = Br(0).



92 Chapitre 3. Problèmes elliptiques fractionnaires

Pour la simplicité d’écriture, on notera Br au lieu de Br(0).

On utilisera systématiquement la version suivante de l’inégalité de Poincaré-Wirtinger avec
poids, pour la preuve on renvoit à l’appendice de [8]

Théorème 3.4. Soit w ∈W s,p
β (B2) et Supposons que ψ est une fonction décroissante radiale

telle que Supp ψ ⊂ B1 et 0 � ψ ≤ 1. On définit

Wψ =
∫
B1
w(x)ψ(x)dµ∫
B1
ψ(x)dµ

,

alors ∫
B1

|w(x)−Wψ|pψ(x)dµ ≤ C
∫
B1

∫
B1

|w(x)− w(y)|p min{ψ(x), ψ(y)}dν.

On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.6. Supposons que v ∈ W s,p
β (IRN ) avec v � 0, est une supersolution de (3.1). Soit

k > 0 et supposons que pour un certain σ ∈ (0, 1], on a

|Br ∩ {v ≥ k}|dµ ≥ σ|Br|dµ (3.63)

avec 0 < r < R
16 , alors il existe une constante positive C = C(N, s) telle que

|B6r ∩ {v ≤ 2δk}|dµ ≤
C

σ log( 1
2δ )
|B6r|dµ (3.64)

pour tout δ ∈ (0, 1
4 ).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que v > 0 dans BR, (Si non on peut
travailler avec v + ε et on pose ε → 0.) Soit ψ ∈ C∞0 (BR) telle que 0 ≤ ψ ≤ 1, supp ψ ⊂ B7r,
ψ = 1 dans B6r et |∇ψ| ≤ C

r .

Mettons ϕ = ψpv1−p comme fonction test dans (3.61), il en résulte que∫
RN

∫
RN
|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))(ψp(x)v1−p(x)− ψp(y)v1−p(y))dν ≥ 0.

Ainsi

0 ≤
∫
B8r

∫
B8r

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))( ψp(x)
v(x)p−1 −

ψp(y)
v(y)p−1 )dν

+2
∫
IRN\B8r

∫
B8r

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y)) ψp(x)
v(x)p−1 dν.

Il n’est pas difficile de voir que∫
IRN\B8r

∫
B8r

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y)) ψp(x)
v(x)p−1 dν ≤

∫
IRN\B8r

∫
B8r

ψp(x)dν.
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Puisque∫
IRN\B8r

∫
B8r

ψp(x)dν =
∫
B7r

ψp(x)
|x|β

∫ ∞
8r

ρN−β−1dρ

|x|N+ps

(∫
SN−1

dy′

| ρ|x|y′ − x′|N+ps

)
dx,

Posons τ = ρ

|x|
, il suit que

∫
IRN\B8r

∫
B8r

ψp(x)dν =
∫
B7r

ψp(x)dx
|x|2β+ps

∫ ∞
8
7

τN−β−1D(τ)dτ,

où

D(τ) = 2 π
N−1

2

β(N−1
2 )

∫ π

0

sinN−2(θ)
(1− 2σ cos(θ) + τ2)N+ps

2
dθ.

Prenant on considération le comportement de D au voisinage de 0, 1 et ∞, on obtient que∫ ∞
8
7

τN−β−1D(τ)dτ ≤ C.

Par conséquent, on conclut que∫
IRN\B8r

∫
B8r

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y)) ψp(x)
v(x)p−1 dν ≤ Cr

N−ps−2β .

Notons que de [43], nous savons que

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))( ψp(x)
v(x)p−1 −

ψp(y)
v(y)p−1 )

≤ −C1| log(v(x))− log(v(y))|pψ(y)p + C2(ψ(x)− ψ(y))p.

Ainsi ∫
B8r

∫
B8r

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))( ψp(x)
v(x)p−1 −

ψp(y)
v(y)p−1 )dν

=
∫
B6r

∫
B6r

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))( 1
v(x)p−1 −

1
v(y)p−1 )dν

+
∫ ∫

B8r×B8r\B6r×B6r

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))( ψp(x)
v(x)p−1 −

ψp(y)
v(y)p−1 )dν

≤
∫
B6r

∫
B6r

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))( 1
v(x)p−1 −

1
v(y)p−1 )dν + CrN−ps−2β .

Ainsi, en combinant les estimations ci-dessus il en résulte que∫
B6r

∫
B6r

| log(v(x))− log(v(y))|pdν ≤ CrN−ps−2β . (3.65)
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on pose w(x) = min{log( 1
2δ ), log(kv )}+, ensuite en utilisant (3.65), il en résulte que∫
B6r

∫
B6r

|w(x)− w(y)|pdν ≤ CrN−ps−2β . (3.66)

On définit
〈w〉B6r = 1

|B6r|dµ

∫
B6r

w(x)dµ,

et en utilisant les inégalités de Hölder et Poincaré-Wirtinger ,∫
B6r

|w(x)− 〈w〉B6r |dµ ≤ C|B6r|dµ.

Notons que {x ∈ Ω/w(x) = 0} = {x ∈ Ω/v(x) ≥ k}, ensuite de (3.63) on a

|B6r ∩ {v ≥ k}|dµ ≤
σ

6N−2β |B6r|dµ. (3.67)

il est clair que
B6r ∩ {v ≥ 2δk} = B6r ∩ {w = log( 1

2δ )k},

et en utilisant le fait que

|B6r ∩ {w = log( 1
2δ )k}|dµ ≤

6N−2β

σ log( 1
2δ )

∫
B6r

|w(x)− 〈w〉B6r |dµ,

on obtient le résultat désiré.

Comme conséquence on a l’estimation suivante sur inf
B4r

v.

Lemme 3.7. Supposons que les hypothèses du lemme 3.6 sont vérifiées, alors il existe δ ∈ (0, 1
2 )

tel que
inf
B4r

v ≥ δk. (3.68)

Démonstration. On pose w = (l − v)− où l ∈ (δk, 2δk) et soit ψ ∈ C∞0 (Bρ) avec r ≤ ρ < 6r.

Mettons ϕ = wψp comme fonction test dans (3.61) et en suivant le même calcul comme
dans le lemme précédent, on aura∫

Bρ

∫
Bρ

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))(w(x)ψp(x)− w(y)ψp(y))dν

≤ −c
∫
Bρ

∫
Bρ

|w(x)ψ(x)− w(y)ψ(y)|pdν

+ c

∫
Bρ

∫
Bρ

((max{w(x), w(y)}))p|ψ(x)− ψ(y)|pdν.
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Ainsi, en combinant les résultats ci-dessus, on obtient∫
Bρ

∫
Bρ

|w(x)ψ(x)− w(y)ψ(y)|pdν ≤

C1

∫
Bρ

∫
Bρ

((max{w(x), w(y)}))p|ψ(x)− ψ(y)|pdν + lp|Bρ ∩ {v < l}|dµ×

sup{x∈supp ρ}
∫
IRN\Bρ

dy

|x− y|N+ps .

(3.69)

On définit maintenant la suite {lj}j∈N, {ρj}j∈N et {ρ̄j}j∈N on posant

lj = δk + 2−j−1δk, ρj = 4r + 21−jr, ρ̄j = ρj + ρj+1

2 .

En utilisant l’inégalité de Sobolev citée dans la Théorème 2.5, on obtient

C(N, s, β)
(∫
Bj

|wjψj(x)|p∗s
|x|βp∗s

dx
) p
p∗s ≤

∫
Bj

∫
Bj

|wj(x)ψj(x)− wj(y)ψj(y)|pdν.

Ainsi, en utilisant le fait que wjψj ≥ (lj − lj+1) dans Bj+1 ∩ {v < lj+1} et prenant en
considération que |x|−p∗sβ ≥ C̄r−(p∗s−2)β |x|−2β dans Bj avec C̄ est indépendant de j, il en
résulte que

(∫
Bj

|wjφ(x)|p∗s
|x|βp∗s

dx
) p
p∗s ≥ C

r(p∗s−2)β (lj − lj+1)p|Bj+1 ∩ {v < j + 1}|
p
p∗s
dµ .

Ainsi, on conclut que

(lj−lj+1)p
( |Bj+1 ∩ {v < j + 1}|dµ

|Bj+1|dµ

) p
p∗s ≤ C(N, s)r−(N−ps−2β)

∫
Bj

∫
Bj

|wj(x)φ(x)−wj(y)φ(y)|pdν.

En appliquant (3.69) pour wj , on conclut que

(lj − lj+1)p
( |Bj+1 ∩ {v < j + 1}|dµ

|Bj+1|dµ

) p
p∗s

≤ C(N, s)
r(N−ps−2β)

(
C1

∫
Bρ

∫
Bρ

((max{wj(x), wj(y)}))p|ψj(x)− ψj(y)|pdν

+ lpj |Bj ∩ {v < lj}|dµ × sup
{x∈supp ρj}

∫
IRN\Bρj

dy

|x− y|N+ps

)
.

(3.70)

On a ∫
Bj

∫
Bj

wpj |ψj(x)− ψj(y)|pdν ≤ lp
∫
Bj∩{v<lj}

∫
Bj

|x− y|p−ps

|x− y|N
dy

|y|β
dx

|x|β

≤ Cr−ps
∫
Bj∩{v<lj}

dx

|x|2β
.
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Ainsi ∫
Bj

∫
Bj

wpj |ψj(x)− ψj(y)|pdν ≤ Cr−ps|Bj ∩ {v < lj}|dµ.

Maintenant, nous estimons le terme

sup
{x∈Suppψ}

∫
IRN\Br

dy

|x− y|N+ps ,

comme dans [42] on obtient

(lj−lj+1)p
( |Bj+1 ∩ {v < j + 1}|dµ

|Bj+1|dµ

) p
p∗s ≤ C(N, s)

r(N−ps−2β) r
−ps|Bj∩{v < lj}|dµ ≤ C̃

|Bj ∩ {v < j}|dµ
|Bj |dµ

où C̃ ≤ C(R,N, s)2N+s+2.

On définit Aj = |Bj ∩ {v < j}|dµ
|Bj |dµ

et en suivant le même argument comme dans [42], on
obtient le résultat désiré.

Maintenant, on a besoin d’obtenir une sorte d’ inégalité inverse de Hölder Pour v. Plus
précisément, on a le résultat suivant :

Lemme 3.8. Supposons que v est une supersolution de (3.1), alors pour tout 0 < α1 < α2 <
N(p−1)
N−ps , on a ( 1

|Br|dµ

∫
Br

vα2 dµ
) 1
α2 ≤ C

( 1
|B 3

2 r
|dµ

∫
B 3

2 r

vα1 dµ
) 1
α1
. (3.71)

Démonstration. Soit q ∈ (1, p) et d > 0, on pose ṽ = (v + d). Supposons que ψ ∈ C∞0 (BR) est
telle que Suppψ ⊂ Bτr, ψ = 1 dans Bτ ′r et |∇ψ| ≤ C

(τ−τ ′)r où 1
2 ≤ τ ′ < τ < 3

2 . Ensuite en
utilisant ϕ = ṽ1−qψp comme fonction test dans (3.61), on obtient que∫

Br

∫
Br

|ṽ(x)− ṽ(y)|p−2(ṽ(x)− ṽ(y))( ψp(x)
ṽq−1(x) −

ψp(y)
ṽq−1(y) )dν

+2
∫
IRN\Br

∫
Br

|ṽ(x)− ṽ(y)|p−2(ṽ(x)− ṽ(y)) ψp(x)
ṽq−1(x)dν ≥ 0.

Comme dans la preuve du lemme 3.6, on peut montrer que∫
IRN\Br

∫
Br

|ṽ(x)−ṽ(y)|p−2(ṽ(x)−ṽ(y)) ψp(x)
ṽ(x)q−1 dν ≤ C1

∫
Br

ṽp−qψp dµ× sup
{x∈Suppψ}

∫
IRN\Br

dy

|x− y|N+ps .

Dans la même direction, on obtient∫
Br

∫
Br

|ṽ(x)− ṽ(y)|p−2(ṽ(x)− ṽ(y))( ψp(x)
ṽq−1(x) −

ψp(y)
ṽq−1(y) )dν ≤

−C2

∫
Br

∫
Br

(ṽ
p−q
p (x)− ṽ

p−q
p (y))pψp(y)dν + C3

∫
Br

∫
Br

((ṽp−q(x) + ṽp−q(y))(ψ(x)− ψ(y))pdν.
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Puisque ∫
Br

∫
Br

((ṽp−q(x) + ṽp−q(y))|ψ(x)− ψ(y)|pdν ≤ Cr−ps

(τ − τ ′)p

∫
Bτr

ṽp−q dµ,

et
sup

{x∈Suppψ}

∫
IRN\Br

dy

|x− y|N+ps ≤ Cr
−ps,

ensuite, en combinant les estimations ci-dessus, on obtient∫
Bρ

∫
Bρ

((max{w(x), w(y)}))p|ψ(x)− ψ(y)|pdν ≤ Cr−ps

(τ − τ ′)p

∫
Bτr

ṽp−q dµ.

Maintenant, en utilisant l’inégalité de Sobolev donnée dans la proposition 2.5 et en prenant en
considération les estimations précédentes, il en résulte que

( 1
|Bτ ′r|dµ

∫
Bτr

ṽ
(p−q)N
N−ps dµ

)N−ps
N ≤ C

|Bτr|dµ(τ − τ ′)p

∫
Bτr

ṽp−q dµ.

Maintenant, faisons d→ 0 et en itérant l’inégalité précédente, on obtient le résultat désiré.

Le lemme suivant sera la clé pour compléter la preuve de l’inégalité faible de Harnack.

Lemme 3.9. Supposons que v est une supersolution de (3.1), alors il existe η ∈ (0, 1) qui
dépend seulement de N, s tel que

( 1
|Br|dµ

∫
Br

vηdµ
) 1
η ≤ C inf

Br
v. (3.72)

Pour montrer le lemme 3.9 on a besoin du résultat suivant, voir Lemme 4.1 dans [42]

Lemme 3.10. Supposons que E ⊂ Br(x0) est un ensemble mesurable. Pour δ̄ ∈ (0, 1), on
définit

[E]δ̄ ≡
⋃
ρ>0
{B3ρ(x) ∩Br(x0), x ∈ Br(x0) : |E ∩B3ρ(x)|dµ > δ̄|Bρ(x)|dµ}.

Alors, soit

1. |[E]δ̄|dµ ≥ C̃
δ̄
|E|dµ, ou bien

2. [E]δ̄ = Br(x0)

où C̃ dépend seulement de N .

Preuve de lemme 3.9.
Notons que, pour tout η > 0,

1
|Br|dµ

∫
Br

vηdµ(x) = η

∫ ∞
0

tη−1 |Br ∩ {v > t}|dµ
|Br|dµ

dt. (3.73)
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alors, pour t > 0 et i ∈ N, on pose Ait = {x ∈ Br : v(x) > tδi} où δ est donné par le lemme
3.7. Notons que Ai−1

t ⊂ Ait.

Soit x ∈ Br tel que B3ρ(0) ∩Br ⊂ [Ai−1
t ]δ̄, alors

|Ai−1
t ∩B3ρ(x)|dµ > δ̄|Bρ|dµ = δ̄

3N−2β |B3ρ|dµ.

Ainsi en utilisant le lemme 3.7, on obtient

v(x) > δ(tδi−1) = tδi pour tout x ∈ Br.

Ainsi [Ai−1
t ]δ̄ ⊂ Ait. Par conséquent, en utilisant le résultat alternatif dans le lemme 3.10, on

obtient soit Ait = Br ou bien |Ait|dµ ≥ C̃
δ |A

i−1
t |dµ.

Ainsi, si pour un certain m ∈ N, on a

|A0
t |dµ > ( δ̄

C̃
)m|Br|dµ, (3.74)

alors |Amt |dµ = |Br|dµ. Donc Ait = Br et alors

inf
Br
v > tδm.

Il est clair que (3.74) reste vraie si m >
1

log( δ̄
C̃

)
log( |A

0
t |dµ

|Br|dµ ). Fixons m comme ci-dessus et

définissons β =
log( δ̄

C̃
)

log(δ) , il en résulte que

inf
Br
v > tδ

( |A0
t |dµ

|Br|dµ
)

1
β .

On pose ξ = infBr v, alors

|Br ∩ {v > t}|dµ
|Br|dµ

= |A
0
t |dµ

|Br|dµ
≤ Cδ−βt−βξβ .

revenons à (3.73), on aura

1
|Br|dµ

∫
Br

vηdµ(x) ≤ η
∫ a

0
tη−1dt+ ηC

∫ ∞
a

δ−βt−βξβdt.

En choisissant a = ξ et η = β
2 , on trouvera le résultat désiré. �

On donne maintenant la preuve de l’inégalité de Harnack faible avec poids

Preuve de Théorème 3.3. En utilisant le lemme 3.9 on obtient

( 1
|Br|dµ

∫
Br

uηdµ(x)
) 1
η ≤ C inf

Br
u
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pour un certain η ∈ (0, 1). Fixons 1 ≤ q < N(p−1)
N−ps , alors par le lemme 3.8 pour α1 = η et

α2 = q, on obtient

( 1
|Br|dµ

∫
Br

uq dµ
) 1
q ≤ C

( 1
|B 3

2 r
|dµ

∫
B 3

2 r

uη dµ
) 1
η

. (3.75)

enfin on conclut que ( 1
|Br|dµ

∫
Br

uq dµ
) 1
q ≤ C inf

B 3
2 r

u

�

3.3 Problème avec terme de réaction et donnée générale

Comme application de résultats précédents, on considère un problème avec un terme de
diffusion et une donnée générale, plus précisément on va traiter le le problème suivant : (−∆)sp,βu = λuq + g(x), u > 0 dans Ω,

u = 0 dans IRN\Ω,
(3.76)

où λ, q > 0 et g 
 0. Selon les valeurs de q et λ, on prouvera que le problème (3.76) a une
solution entropique dans le sens de la Définition 3.3.

Commençons par le cas q < p− 1, dans ce cas, on a le résultat d’existence est le suivant.

Théorème 3.5. Supposons que q < p − 1, alors pour tout g ∈ L1(Ω) et pour tout λ > 0, le
problème (3.76) a une solution entropique positive.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut assumer que λ = 1. On pose gn = Tn(g),
alors gn 
 0 et gn ↑ g fortement dans L1(Ω). On définit un comme étant l’unique solution du
problème approximé. 

(−∆)sp,βun = uqn + gn dans Ω,
un ≥ 0 dans Ω,
un = 0 dans IRN\Ω.

(3.77)

Notons que l’existence de un peut être obtenue comme point critique de la fonctionnelle

J(u) = 1
2p

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|pdν − 1
q + 1

∫
Ω
uq+1

+ dx−
∫

Ω
gn u dx.

Cependant, on obtient l’unicité par le résultat de comparaison dans le lemme 2.2. Il est clair
que par le même principe de comparaison, on obtient que un ≤ un+1.

On affirme que {up−1
n }n est bornée uniformément dans L1(Ω). Pour prouver l’affirmation,

on utilise le raisonnement par l’absurde. Supposons que Cn ≡ ||up−1
n ||L1(Ω) →∞ quand n→∞.
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On pose vn = un

C
1
p−1
n

, alors ||vp−1
n ||L1(Ω) = 1 et vn est solution du problème :


(−∆)sp,βvn = C

q−p+1
p−1

n vqn + C−1
n gn dans Ω,

vn ≥ 0 dans Ω,
vn = 0 dans IRN\Ω.

(3.78)

On pose Gn ≡ C
q−p+1
p−1

n vqn + C−1
n gn, alors ||Gn||L1(Ω) → 0 quand n → ∞. Prenons en consi-

dération les résultats des lemmes 3.1 et 3.2 on obtient l’existence d’une fonction mesurable v
telle que Tk(v) ∈ W s,p

β,0(Ω), vp−1 ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx) pour tout σ < N

N − ps
et Tk(vn) ⇀ Tk(v)

faiblement dans W s,p
β,0(Ω).

Puisque σ > 1, alors en utilisant le lemme de Vitali, on peut montrer que vp−1
n → vp−1

fortement dans L1(Ω). Ainsi ||vp−1||L1(Ω) = 1.

Maintenant en prenant Tk(vn) comme fonction test dans (3.78), et en utilisant le fait que
||Gn||L1(Ω) → 0, il en résulte que ||Tk(vn)||W s,p

β,0 (Ω) → 0 quand n → ∞. Donc Tk(v) = 0 pour
tout k d’où on a v ≡ 0, on trouve alors une contradiction avec le fait que ||vp−1||L1(Ω) = 1.
Par la suite, ||up−1

n ||L1(Ω) ≤ C pour tout n .

Puisque q < p−1, on conclut que la suite {uqn+gn}n est bornée dans L1(Ω) et par suite on
obtient l’existence d’une fonction mesurable u telle que uqn ↑ uq, up−1 ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx) pour
tout σ < N

N − ps
et Tk(un) ⇀ Tk(u) faiblement dans W s,p

β,0(Ω).

Puisque {uqn + fn}n est une suite croissante, en utilisant le lemme 3.4, on conclut que
Tk(un) → Tk(u) fortement dans W s,p

β,0(Ω). Maintenant, par le Théorème 3.2 on obtient que u
est une solution entropique du problème (3.76) dans le sens de la Définition 3.3.

On montre maintenant que u est la solution minimale de (3.76).

Soit u une autre solution entropique positive du problème (3.76). Rappelons que u =
lim
n→∞

un, ainsi pour finir, on doit montrer que un ≤ v pour tout n. Fixons n et considérons la
suite {wn,i}i, définie par wn,0 = 0 et wn,i+1 est l’unique solution du problème


(−∆)sp,βwn,i+1 = wqn,i + gn dans Ω,

wn,i+1 ≥ 0 dans Ω,
wn,i+1 = 0 dans IRN\Ω.

(3.79)

Il est clair que la suite {wn,i}i est croissante en i avec wn,i ≤ un pour tout i. Ainsi wn,i ↑ w̄n
est une solution du problème (3.82). Maintenant par le principe de comparaison dans le lemme
2.2 on conclut que w̄n = un, et par l’argument d’itération on peut montrer que wn,i ≤ u pour
tout i, ainsi un ≤ u et le résultat suit.

Dans le cas q = p−1, le problème est lié à la première valeur propre de l’opérateur (−∆)sp,β ,
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plus précisément on pose

λ1 = inf
φ∈W s,p

β,0 (Ω), φ 6=0

1
2

∫ ∫
DΩ

|φ(x)− φ(y)|pdν∫
Ω |φ|pdx

. (3.80)

Comme dans le cas β = 0, il n’est pas difficile de voir que λ1 > 0 et que λ1 est atteinte.

Ainsi, on peut formuler notre résultat d’existence.

Théorème 3.6. Supposons que q = p− 1, si λ < λ1, alors pour tout g ∈ L1(Ω), le problème
(3.76) a une solution minimale positive entropique.

Pour démontrer le théorème 3.6, on a besoin du résultat de régularité classique suivant.

Lemme 3.11. Soit u l’unique solution du problème (−∆)sp,βu = f dans Ω,
u = 0 dans IRN \ Ω,

(3.81)

où |f ||x|p∗sβ ∈ Lm(Ω, |x|−p∗sβ dx) pour certains m > N
ps , alors u ∈ L

∞(Ω).

Démonstration. On suit attentivement l’argument de Stampacchia donné dans [66]. On utilise
Gk(u(x)), avec k > 0, comme fonction test (3.81), et prenons en considération que

U(x, y)
(
Gk(u(x))−Gk(u(y))) ≥ |Gk(u(x))−Gk(u(y))|p,

où U(x, y) = |u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y)), on trouve

1
2

∫ ∫
DΩ

|Gk(u(x))−Gk(u(y))|p

|x− y|N+ps
dx

|x|β
dy

|y|β
≤
∫

Ω
|f | |Gk(u(x))| dx.

Par l’inégalité de Sobolev avec poids (2.5), on obtient

S‖Gk(u)‖p
Lp
∗
s (Ω,|x|−p∗sβ dx)

≤
∫
Ak

|f | |Gk(u(x))|dx

où Ak = {x ∈ Ω : |u(x)| ≥ k}. On pose dω = dx

|x|p∗sβ
, alors

∫
Ak

|f | |Gk(u(x))|dx =
∫
Ak

(|f ||x|p
∗
sβ) |Gk(u(x))|dω

≤ ‖Gk(u)‖p
Lp
∗
s (Ω,dω)

‖(|f ||x|p
∗
sβ)‖Lm(Ω,dω)|Ak|

1− 1
m−

1
p∗s

dω .

Ainsi
C‖Gk(u)‖

p−1
p∗s
Lp
∗
s (Ω,dω)

≤ ‖(|f ||x|p
∗
sβ)‖Lm(Ω,dω)|Ak|

1− 1
m−

1
p∗s

dω .
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Soit h > k, puisque Ah ⊂ Ak, on trouve

(h− k)|Ah|
p−1
p∗s
dω ≤ ‖(|f ||x|p

∗
sβ)‖Lm(Ω,dω)|Ak|

1− 1
m−

1
p∗s

dω .

Donc

|Ah|dω ≤
C‖(|f ||x|p∗sβ)‖

p∗s
p−1
Lm(Ω,dω)|Ak|

p∗s
p−1 (1− 1

m−
1
p∗s

)
dω

(h− k)
p∗s
p−1

.

On pose Φ(k) = |Ah|dω, alors

Φ(h) ≤ CΦ
p∗s
p−1 (1− 1

m−
1
p∗s

)(k)

(h− k)
p∗s
p−1

.

Puisque m > N
ps , alors

p∗s
p−1 (1 − 1

m −
1
p∗s

) > 1. Par le résultat classique de Stampacchia, voir
[66], on obtient l’existence de k0 > 0 tel que Φ(h) = 0 pour tout h ≥ k0, ainsi on conclut.

Preuve de Théorème 3.6. On suit le même argument utilisé dans la démonstration de
Théorème 3.5.

On définit un comme l’unique solution du problème approximé
(−∆)sp,βun = λup−1

n + gn dans Ω,
un ≥ 0 dans Ω,
un = 0 dans IRN\Ω.

(3.82)

Notons que l’existence de un peut être obtenue comme point critique de fonctionnelle

J(un) = 1
2p

∫ ∫
DΩ

|un(x)− un(y)|pdν − λ

p

∫
Ω
|un|pdx−

∫
Ω
gn un dx.

Cependant, on obtient l’unicité par le résultat de comparaison dans le lemme 2.2. Il est clair
que par le même principe de comparaison, on obtient que un ≤ un+1.

Nous affirmons que {up−1
n }n est bornée uniformément dans L1(Ω).Pour prouver l’affirma-

tion, on utilise le raisonnement par l’absurde. Supposons que Cn ≡ ||up−1
n ||L1(Ω) → ∞ quand

n→∞. On pose vn = un

C
1
p−1
n

, alors ||vp−1
n ||L1(Ω) = 1 et vn résout le problème


(−∆)sp,βvn = λvp−1

n + gn
Cn

dans Ω,

vn ≥ 0 dans Ω,
vn = 0 dans IRN\Ω.

(3.83)

On pose Gn ≡ vp−1
n + gn

Cn
, alors ||Gn||L1(Ω) ≤ C. Prenons en considération les résultats des

lemmes 3.1 et 3.2 on obtient l’existence d’une fonction mesurable v telle que Tk(v) ∈W s,p
β,0(Ω),

vp−1 ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx) pour tout σ < N

N − ps
et Tk(vn) ⇀ Tk(v) faiblement dans W s,p

β,0(Ω).
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Puisque σ > 1, alors en utilisant le lemme de Vitali, on peut montrer que vp−1
n → vp−1

fortement dans L1(Ω). Ainsi ||vp−1||L1(Ω) = 1. Il est clair que Gn → λvp−1 fortement dans
L1(Ω). Ainsi v résout


(−∆)sp,βv = λvp−1 dans Ω,

v 
 0 dans Ω,
v = 0 dans IRN\Ω.

(3.84)

On affirme que v ∈ L∞(Ω). De la discussion précédente, on sait que vp−1 ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx)
pour tout σ < N

N − ps
. En posant a1 = (p− 1)N

N − ps
− (p− 1)− ε, avec ε très petit, en utilisant

l’argument d’approximation on peut prendre va1 comme fonction test dans (3.84) pour conclure
que ∫ ∫

DΩ

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))(va1(x)− va1(y))dν ≤ C.

Donc en utilisant l’inégalité (1.12), il en résulte que∫ ∫
DΩ

|v
a1+p−1

p (x)− v
a1+p−1

p (y)|pdν ≤ C.

Utilisons l’inégalité de Sobolev fractionnaire avec poids dans le Théorème 2.5, on obtient que

∫
Ω

|v(x)|(a1+p−1) p
∗
s
p

|x|p∗sβ
dx <∞.

Maintenant, on pose a2 = (a1 +p−1)p
∗
s

p − (p−1), ensuite en utilisant va2 comme fonction test
dans (3.84) et suivant le même argument ci-dessus on conclue que

∫
Ω

|v(x)|(a2+p−1) p
∗
s
p

|x|p∗sβ
dx <∞.

Maintenant, on considère la suite an+1 = (an + p − 1)p
∗
s

p − (p − 1), il est clair que an ↑ ∞
et en utilisant une démonstration par récurrence on peut montrer que

∫
Ω vandx < ∞ pour

tout n. Ainsi, en utilisant le Lemme 3.11, on conclut que v est une solution d’énergie pour le
problème (3.84) et que v ∈ L∞(Ω). Maintenant en utilisant v comme fonction test dans (3.84),
et prenons en considération que λ < λ1, on aura ||v||W s,p

β,0 (Ω) = 0, contradiction avec le fait
que ||vp−1||L1(Ω) = 1, ainsi l’affirmation suit. Dans le reste de la preuve on suit exactement le
même argument comme dans la preuve de Théorème 3.5. �

Dans le cas où q > p − 1, nous devons poser des conditions supplémentaires sur g. Plus
précisément, si g ∈ L1(Ω), on définit w comme la solution minimale de (−∆)sp,βw = g dans Ω,

w = 0 dans IRN\Ω.
(3.85)
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Nous sommes prêt maintenant à montrer le résultat suivant.

Théorème 3.7. Supposons que g ∈ L1(Ω) vérifie wq(x) ≤ g(x) p.p. dans Ω, alors il existe une
constante positive λ̄ pour tout λ < λ̄, le problème (3.76) a une solution entropique minimale
positive.

Démonstration. Rappelons que par les résultats des lemmes 3.1 et 3.2, on sait que wp−1 ∈
Lσ(Ω, |x|−2βdx) pour tout σ < N

N − ps
et Tk(w) ∈W s,p

β,0(Ω).

Soit v la solution minimal du problème (−∆)sp,βv = g + wq dans Ω,
v = 0 dans IRN\Ω.

(3.86)

Il n’est pas difficile de voir que v ≤ 2p−1w, ainsi en utilisant l’hypothèse sur g, on a

(−∆)sp,βv = g + wq ≥ g + 2
q

1−p vq.

Alors v est une supersolution de (3.76) pour λ ≤ λ̄ = 2
q

1−p . Fixons λ comme ci-dessus et on
définit la suite {un}n par u0 = 0, un+1 comme étant l’unique solution du problème suivant (−∆)sp,βun+1 = uqn + gn+1 dans Ω,

un+1 = 0 dans IRN\Ω,
(3.87)

Par récurrence on peut obtenir que un ≤ v pour tout n et que la suite {un}n est croissante
dans n. Ainsi {uqn+gn}n est croissante et bornée dans L1(Ω). Maintenant, en utilisant le même
argument de compacité comme dans la preuve du théorème 3.5 et 3.6 on obtient le résultat
d’existence.

3.4 Problème avec potentiel de Hardy .

Pour terminer ce chapitre on étudie le cas singulier avec potentiel de Hardy : (−∆)spu = λ
up−1

|x|ps
+ uq, u > 0 dans Ω,

u = 0 dans RN \ Ω,
(3.88)

où 0 < λ ≤ ΛN,p,s.
Notons que pour 0 < q < p − 1, le résultat de l’existence est obtenu à l’aide de l’arguments
variationnels. Plus précisément, on peut prouver facilement que

1. Si λ < ΛN,p,s, l’existence d’une solution u de (3.88) découle en utilisant l’argument de
minimisation classique, dans ce cas u ∈W s,p

0 (Ω).
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2. Si λ = ΛN,p,s, le résultat de l’existence suit en utilisant l’inégalité Hardy améliorée dans
le Théorème 2.3. Dans ce cas u satisfait hs,Ω(u) <∞ où hs,Ω est définie par

hs,Ω(u) ≡
∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps dxdy − ΛN,p,s
∫

Ω

|u(x)|p

|x|ps
dx. (3.89)

il est clair que dans ce cas on a∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+qs dxdy <∞ pour tout q < p.

Nous traitons maintenant le cas q > p− 1.
Définissons w(x) = |x|−γ avec 0 < γ <

N − ps
p− 1 , Alors nous avons précédemment obtenu que

(−∆)sp(w) = Γ(γ)w
p−1

|x|ps
p.p. dans IRN\{0},

où

Γ(γ) =
+∞∫
1

K(σ)(σγ − 1)p−1
(
σN−1−γ(p−1) − σps−1

)
dσ,

et K est donné par (3.19). Commençons par prouver le lemme suivant.

Lemme 3.12. Supposons que 0 < λ < ΛN,p,s, alors ils existent γ1, γ2 tels que

0 < γ1 <
N − ps
p

< γ2,

et Γ(γ1) = Γ(γ2) = λ.

Démonstration. on a Γ(0) = 0,Γ(N−psp ) = ΛN,p,s, Γ(γ0) < 0 si γ > N−ps
p−1 et

Γ′(γ) = (p− 1)
+∞∫
1

K(σ) log(σ)(σγ − 1)p−2
(
σN−1−γ(p−1) − σps+γ−1

)
dσ.

il est clair que γ0 = N−ps
p , on a Γ′(γ0) = 0, Γ′(γ) > 0 si γ < γ0 et Γ′(γ) < 0 si γ > γ0.

Ainsi, puisque λ < ΛN,p,s, on obtient l’existence de 0 < γ1 < N−ps
p < γ2 < N−ps

p−1 tel que
Γ(γ1) = Γ(γ2) = λ.
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On définit q+(p, s) = p− 1 + ps
γ1
, il est clair que p∗s − 1 < q+(p, s). On a le résultat d’existence

suivant.

Théorème 3.8. Supposons que q < q+(p, s), alors

1. Si p − 1 < q < p∗s − 1, le problème (3.88) a une solution u. De plus, u ∈ W s,p
0 (Ω) si

λ < ΛN,p,s et hs,Ω(u) <∞ si λ = ΛN,p,s où hs,Ω est définie dans (3.89).

2. p∗s − 1 ≤ q < q+(p, s), alors le problème (3.88) a une sur-solution positive u.

Démonstration. Commençons par le cas où p− 1 < q < p∗s − 1. Si λ < ΛN,p,s, ensuite, en uti-
lisant le théorème de Mountain Pass, voir [65], on obtient une solution positive u ∈ W s,p

0 (Ω).
Toutefois, si λ = ΛN,p,s, alors, en utilisant l’inégalité de Hardy améliorée dans le Théorème 2.3
et le Théorème de Mountain pass, nous obtenons une solution positive u du problème (3.88)
avec hs,Ω(u) <∞.
Maintenant supposons que p∗s − 1 ≤ q < q+(p, s) et fixons λ1 ∈ (λ,ΛN,p,s) à choisir ultérieure-
ment. Soit γ1 ∈ (0, N−psp ) tel que Γ(γ1) = λ1 et soit w(x) = |x|−γ1 , alors

(−∆)sp(w) = λ1
wp−1(x)
|x|ps

p.p dans IRN\{0}

avec w
p−1

|x|ps
∈ L1

loc(IR
N ). Par conséquent,

(−∆)sp(w) = λ
wp−1(x)
|x|ps

+ (λ1 − λ)w
p−1(x)
|x|ps

p.p dans IRN\{0}.

En utilisant le fait que q < q+(p, s), nous pouvons choisir λ1 > λ, très proche de λ tel que
γ1(p− 1) + ps > qγ1, ainsi, dans tout domaine borné Ω, on a

(λ1 − λ)w
p−1(x)
|x|ps

≥ C(Ω)wq.
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posons ŵ = Cw, par les estimations précédentes, nous pouvons choisir C(Ω) > 0 telle que ŵ
soit une sur-solution au (3.88) dans Ω. D’où, le résultat.

Maintenant, nous montrons l’optimalité de l’exposant q+(p, s). Nous avons le résultat de
non existence suivant.

Théorème 3.9. Soit q+(p, s) = p − 1 + ps
γ1
, alors si q > q+(p, s), l’unique sur-solution non

négative u ∈W s,p
loc (Ω) du problème (3.88) est u ≡ 0.

Commençons par prouver le lemme suivant qui montre que la constante de Hardy est
indépendante du domaine.

Lemme 3.13. Soit Ω ⊂ IRN un domaine régulier tel que 0 ∈ Ω. On définit

Λ(Ω) = inf
{φ∈C∞0 (Ω)\0}

∫
IRN

∫
IRN

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps dxdy∫
Ω

|φ(x)|p

|x|ps
dx

,

alors Λ(Ω) = ΛN,p,s défini dans (3).

Démonstration. rappelons que

ΛN,p,s = inf
{φ∈C∞0 (IRN )\0}

∫
IRN

∫
IRN

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps dxdy∫
IRN

|φ(x)|p

|x|ps
dx

,

ainsi Λ(Ω) ≥ ΛN,p,s. Il est clair que si Ω1 ⊂ Ω2, alors Λ(Ω1) ≥ Λ(Ω2).
Maintenant, en utilisant l’argument de dilatation, nous pouvons prouver que Λ(BR1(0)) =
Λ(BR2(0)) pour tout 0 < R1 < R2. Par conséquent, nous concluons que Λ(Ω) ≡ Λ̄ ne dépend
pas du domaine Ω. Pour φ ∈ C∞0 (IRN ), on pose

Q(φ) ≡

∫
IRN

∫
IRN

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps dxdy∫
IRN

|φ(x)|p

|x|ps
dx

.

Soit {φn}n ⊂ C∞0 (IRN ) telle que Q(φn) → ΛN,p,s. Sans perte de généralité et en utilisant
l’argument de symétrisation nous pouvons supposer que Supp φn ⊂ BRn(0). Il est clair que
Q(φn) ≥ Λ(Supp(φn)) = Λ̄, ainsi, comme n → ∞, il en résulte que Λ̄ ≤ ΛN,p,s. Comme
conclusion nous obtenons que Λ̄ = ΛN,p,s et le résultat suit.

Nous avons besoin du lemme suivant :



108 Chapitre 3. Problèmes elliptiques fractionnaires

Lemme 3.14. Soit Ω un domaine borné tel que 0 ∈ Ω. Supposons que u ∈ W s,p(IRN ) est tel

que u ≥ 0 dans IRN , u > 0 dans Ω et ΛN,p,su 	 λ
up−1

|x|ps
dans Ω, alors pour tout ε > 0, il existe

η > 0 tel que u(x) ≥ C|x|−γ1+ε dans Bη(0) où γ1 est définit dans le lemme 3.12.

Démonstration. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que B1(0) ⊂ Ω. Fixons λ̃ ∈
(0, λ), puis on définit

w1(x) =

 |x|−γ1 si |x| < 1,
1 si |x| > 1,

(3.90)

Il est clair que w̃ ∈W s,p
0 (B1(0)) et (−∆)sp w̃ = h(x) w̃

p−1

|x|ps
dans B1(0),

w̃ = 0 dans RN \B1(0)
(3.91)

où

h(x) =
∫ 1
|x|

0
|1− σ−γ̃ |p−2(1− σ−γ̃)σN−1K(σ)dσ + (1− |x|γ̃)

∫ ∞
1
|x|

σN−1K(σ)dσ.

Utilisons la définition de γ1, voir Lemme 3.12, on peut prouver que h(x) ≤ λ pour tout
x ∈ B1(0).

Puisque (−∆)spu 	 0 et u > 0 dans Ω, et en utilisant l’inégalité faible de Harnack non local
dans [41], on obtient l’existence de ε > 0 telle que u ≥ ε dans B̄1(0).

Ainsi, on obtient


(−∆)sp u ≥ λ

up−1

|x|ps
dans B1(0)

(−∆)sp w̃ ≤ λ
w̃p−1

|x|ps
, dans B1(0),

u ≥ w̃ dans RN \B1(0).

(3.92)

Par le principe de comparaison du Lemme 2.2, il suit que w̃ ≤ u qui est le résultat souhaité.

Nous pouvons maintenant prouver le Théorème 3.9.
Preuve du théorème 3.9.
Nous raisonnons par l’absurde. Supposons l’existence de u 	 0 telle que u ∈ W s,p(IRN ) et u
est une sur-solution de problème (3.88) dans Ω, alors u > 0 dans Ω. Soit φ ∈ C∞0 (Bη(0)) avec
Bη(0) ⊂⊂ Ω et η > 0 à choisir par la suite. En utilisant l’inégalité de Picone dans le lemme
2.1, il en résulte que

||φ||p
Xs,p0 (IRN ) ≥

∫
Bη(0)

(−∆)sp u
up−1 |φ|pdx.

Ainsi
||φ||p

Xs,p0 (IRN ) ≥
∫
Bη(0)

uq−(p−1)|φ|pdx.
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Puisque q > q+(p, s), on obtient l’existence de ε > 0 tel que

(γ1 − ε)(q − (p− 1)) > ps+ ρ

pour quelque ρ > 0. Ainsi, en utilisant le lemme 3.14, on peut choisir η > 0 tel que

uq−(p−1) ≥ C|x|−ps−ρ in Bη(0).

Donc
||φ||p

Xs,p0 (IRN ) ≥ C
∫
Bη(0)

|φ|p

|x|ps+ρ
dx,

qui est une contradiction avec l’optimalité de l’inégalité Hardy prouvée dans le lemme 3.13. �





Chapitre 4

Problème parabolique d’ordre
fractionnaire avec donnée
générale

Ce chapitre est le développement d’une partie de l’article [2]

4.1 Introduction.

Dans ce chapitre on considère le problème suivant
ut + (−∆s

p)u = f(x, t) dans ΩT = Ω× (0, T ),
u ≥ 0 dans IRN × (0, T )
u = 0 dans (IRN \ Ω)× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(4.1)

où Ω est un domaine borné, s ∈ (0, 1), 1 < p < N et

(−∆s
p)u(x, t) :=

∫
RN

|u(x, t)− u(y, t)|p−2(u(x, t)− u(y, t))
|x− y|N+ps dy

est l’opérateur p−laplacien fractionnaire, qui est , en particulier, non local. Les données f
et u0 sont des fonctions mesurables non négatives sous des hypothèses appropriées que nous
préciserons dans chaque cas.

Pour l’opérateur local p−laplacien, il existe beaucoup de références dans la littérature.
Parmi ces derniers, nous nous référons au [64] où l’auteur a prouvé l’existence d’une solution
d’entropie pour toutes les données dans (f, u0) ∈ L1(ΩT )× L1(Ω) et au [26] pour une donnée
mesure et l’existence d’une solution renormalisée.
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Pour l’opérateur non local, le cas p = 2 a été analysé dans [58]. En utilisant de la dualité
et des arguments d’approximation, les auteurs ont prouvé l’existence et l’unicité de la solution
qui appartient à un espace de Sobolev fractionnaire approprié. Le cas de potentiel de Hardy et
sous une condition «naturelle» sur (f, u0) a été largement étudié dans [8].

Dans ce chapitre, nous allons traiter le cas p 6= 2. Nous allons prouver l’existence d’une
solution dans un espace de Sobolev fractionnaire approprié. Il est intéressant de rappeler que
le problème stationnaire a été étudié dans le chapitre 3. Nous allons utiliser les techniques et
les résultats fonctionnels expliqués dans le chapitre 3.

Plus précisément, le chapitre est organisé comme suit.

Dans la section 4.2 nous allons donner le sens dans lequel les solutions sont envisagées et
quelques outils utiles. la section 4.3 est consacrée à la preuve de l’existence d’une solution faible
pour toutes les données (f, u0) ∈ L1(ΩT ) × L1(Ω). L’idée est de procéder par approximation
et de passer à la limite en utilisant une fonction test appropriée. De la même manière, nous
montrons que cette solution est en fait une solution d’entropie. Dans la dernière section, nous
analysons les questions de extension en temps fini et la propagation de la vitesse finie.

4.2 Préliminaires et cadre fonctionnel

Définissons maintenant les espaces paraboliques correspondants. Comme dans le cas local,
l’espace Lp(0, T ;W s,p

0 (Ω)) est défini comme l’ensemble des fonctions φ tel que φ ∈ Lp(ΩT ) avec
||φ||Lp(0,T ;W s,p

0 (Ω)) <∞ où

||φ||Lp(0,T ;W s,p
0 (Ω)) =

(∫ T

0

∫∫
DΩ

|φ(x, t)− φ(y, t)|pdν dt
) 1
p

.

Il est clair que Lp(0, T ;W s,p
0 (Ω)) est un espace de Banach dont l’espace dual est Lp′(0, T ;W−s,p

′

0 (Ω)).

Pour la simplicité d’écriture et pour toute fonction mesurable u, on pose

U(x, y, t) = |u(x, t)− u(y, t)|p−2(u(x, t)− u(y, t)).

Nous introduisons la notion de la solution à utiliser plus tard.

Définition 4.1. Supposons que (f, u0) ∈ Lp
′(0, T,W−s,p′(Ω)) × Lp(Ω). Nous disons que u

est une solution d’énergie pour le problème (4.1) si u ∈ Lp(0, T ;W s,p
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], Lp(Ω)),

ut ∈ Lp
′(0, T ;W−s,p

′

0 (Ω)), u(x, .) → u0 fortement dans L2(Ω) quand t → 0 et pour toute
v ∈ Lp(0, T ;W s,p

0 (Ω)) on a

∫ T

0
〈ut, v〉dt+ 1

2

∫ T

0

∫∫
DΩ

U(x, y, t)(v(x, t)− v(y, t))dνdt =
∫∫

ΩT
f(x, t)vdxdt

Notons que l’existence d’une solution d’énergie suit en utilisant l’argument classique pour
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un opérateur monotone, (Voir [61]).
Pour une donnée (f, u0) ∈ L1(ΩT ) × L1(Ω), nous avons besoin de préciser le sens dans

lequel la solution est définie.

Définition 4.2. Supposons que (f, u0) ∈ L1(ΩT )×L1(Ω), on dit que u est une solution faible
(ou solution au sens des distributions) au problème (4.1) si pour toute v ∈ C∞0 (ΩT ) on a

−
∫∫

ΩT
u vtdxdt+ 1

2

∫ T

0

∫∫
DΩ

U(x, y, t)(v(x, t)− v(y, t))dνdt =
∫∫

ΩT
f(x, t)vdxdt.

Dans le cas local une notion plus forte de la solution entropie, est introduit dans le but
d’obtenir l’unicité, voir [64]. Rappelons la fonction de troncature et l’espace des fonctions dont
nous avons besoin.

Définition 4.3. On dit que u ∈ T s,p0 (ΩT ) si Tk(u) ∈ Lp(0, T,W s,p
0 (Ω)) pour toute k > 0.

Nous indiquons maintenant la définition de la solution d’entropie inspirée de [64].

Définition 4.4. Soit (f, u0) ∈ L1(ΩT ) × L1(Ω) des fonctions non négatives. On dit que u ∈
C([0, T ];L1(Ω)) est une solution d’entropie du problème (4.1) si u ∈ T s,p0 (ΩT ) et

1. Posons

Rh =
{

(x, y, t) ∈ IR2N × (0, T ) : h+ 1 ≤ max{|u(x, t)|, |u(y, t)|}

avec min{|u(x, t)|, |u(y, t)|} ≤ h ou u(x, t)u(y, t) < 0
} (4.2)

alors ∫∫∫
Rh

|u(x, t)− u(y, t)|p−1dν dt→ 0 quand h→∞. (4.3)

2. Pour tout v ∈ Lp((0, T ),W s,p(Ω))∩L∞(ΩT )∩C([0, T ];L1(Ω)) avec vt ∈ Lp
′((0, T );W−s,p′(Ω))

on a ∫
Ω

Θk(u− v)(x, T )dx−
∫ T

0
〈vt, Tk(u− v)〉dt

+1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

U(x, y, t)[Tk(u(x, t)− ϕ(x, t))− Tk(u(y, t)− ϕ(y, t))]dν dt

≤
∫

Ω
Θk(u0(x)− v(x, 0))dx+

∫∫
ΩT

fTk(u− v)dxdt,

(4.4)

où Θk(σ) =
∫ σ

0
Tk(a)da.

Afin de prouver l’existence d’une solution d’entropie, nous allons procéder d’abord par
approximation puis trouver des estimations appropriées pour passer à la limite et, enfin, en
prouvant que la limite est une solution d’entropie. Avec cette stratégie, nous prouvons que
toute solution limite d’approximations est une solution d’entropie.



114 Chapitre 4. Problème parabolique fractionnaire avec donnée générale

Quelques estimations a priori seront prouvées dans l’espace de Marcinkiewicz classique
Mq(ΩT ), que pour la commodité du lecteur, nous le définissons ci-dessous.

Définition 4.5. Soit u une fonction mesurable, on définit

Φu(k) = µ{(x, t) ∈ ΩT : |u(x, t)| > k}.

On dit que u est un espace de Marcinkiewicz Mq(ΩT , dµ) si Φu(k) ≤ Ck−q. Notons que
Lq(ΩT ) ⊂Mq(ΩT ) pour tout q > 1.

4.3 Résultats d’existence

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant.

Théorème 4.1. Supposons que (f, u0) ∈ L1(ΩT ) × L1(Ω) sont des fonctions non négatives,
alors le problème (4.1) a une solution faible u telle que Tk(u) ∈ Lp(0, T,W s,p

0 (Ω)) pour tout
k > 0 et q < N(p−1)+ps

N+s , et pour tout s1 < s, nous avons

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|u(x, t)− u(y, t)|q

|x− y|N+qs1
dy dx dt ≤M. (4.5)

Si p > 2− s
N , alors u ∈ Lp(0, T,W s1,q

0 (Ω)) pour tout 1 ≤ q < N(p−1)+ps
N+s et pour tout s1 < s.

Pour montrer le théorème 4.1 on procède par approximation. on définit fn = Tn(f) et u0n =
Tn(u0), alors (fn, u0n) ∈ L∞(ΩT )×L∞(Ω) et (fn, u0n) ↑ (f, u0) fortement dans L1(ΩT )×L1(Ω).
Soit un la solution unique pour le problème approximé suivant

unt + (−∆s
p)un = fn(x, t) dans ΩT ,
un = 0 dans IRN\Ω× (0, T ),

un(x, 0) = u0n(x) dans Ω.

(4.6)

Notons que l’existence de un suit en utilisant une modification directe du résultat classique de
[61]. Puisque {fn}n, {u0n}n sont des suites croissantes, alors {un}n est croissante en n. Il est
clair que un ≥ 0 pour tout n.

On commence par prouver l’estimation a priori suivante.

Lemme 4.1. Considérons la suite {un}n défini comme ci-dessus, alors ||un||Mp1 (ΩT ) ≤ C pour
tout n, où p1 = p− 1 + ps

N . En particulier, pour tout q < 1 + ps
(p−1)N , on a

||up−1
n ||Lq(ΩT ) ≤ C for all n.

Démonstration. En prenant Tk(un) comme fonction test dans le problème (4.6), il en résulte
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que ∫∫
ΩT

untTk(un(x, t)) dx dt+
∫∫

ΩT
(−∆s

p)un(x, t)[Tk(un(x, t))] dx dt

=
∫∫

ΩT
fn(x, t)[Tk(un(x, t))] dx dt ≤ Ck.

L’intégration par partie nous donne,

∫
Ω

Θk(un(x, T )) dx+ 1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)[Tk(un(x, t))− Tk(un(y, t))]dν dt

≤ ck +
∫

Ω
Θk(u0n(x)) dx ≤ ck + k

∫
Ω
u0(x) dx

≤ C1k.

Ainsi, en utilisant l’inégalité (1.14) et l’estimation ci-dessus, il en résulte que

sup
t∈[0,T ]

∫
Ω

Θk(un(x, t)) dx+ 1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

|Tk(un(x, t))− Tk(un(y, t))|pdν dt ≤Mk.

Maintenant, par l’inégalité de Sobolev, nous obtenons

∫ T

0

(∫
Ω
|Tk(un(x, t))|p

∗
s dx

) p
p∗s dt

≤
∫ T

0

∫∫
DΩ

|Tk(un(x, t))− Tk(un(y, t))|pdν dt

≤Mk.

Par conséquent ∫ T

0

(∫
Ω
|Tk(un(x, t))|p

∗
sdx

) 1
p∗s

dt ≤ C(Mk)1/p.

Soit 1 < r < p∗s et on définit r1 =
( p∗s
p∗s−1

)
(r − 1), r2 = 1− r1

p∗s
, où r = r1 + r2.

Fixons t1 < T , alors

∫ t1

0

∫
Ω
|Tk(un(x, t))|r dx dt ≤

∫ t1

0

∫
Ω
|Tk(un(x, t))|r1 |un(x, t)|r2 dx dt

≤
∫ t1

0

(∫
Ω
|Tk(un(x, t))|p

∗
s dx

) r1
p∗s
(∫

Ω
|un(x, t)|r2( p

∗
s
r1

)′ dx
)1− r1

p∗s dt

≤
∫ t1

0

(∫
Ω
|Tk(un(x, t))|p

∗
s dx

) r1
p∗s
(∫

Ω
|un(x, t)|r2

p∗s
p∗s−r1 dx

)1− r1
p∗s dt

≤
(

sup
t∈[0,T ]

∫
Ω
|un(x, t)|dx

)∫ T

0

(∫
IRN
|Tk(un(x, t))|p

∗
s dx

) r1
p∗s dt

≤ c
∫ T

0

(∫
IRN
|Tk(un(x, t))|p

∗
s dx

) r1
p∗s dt ≤ cMk

r1
p ≤ Ck

r1
p .
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Ainsi ∫∫
ΩT
|Tk(un(x, t))|r dx dt ≤ Ck

r1
p .

Maintenant, en utilisant le fait que |{un > k}| = |{Tk(un) = k}|, on obtient

TkrΦ{(x, t) ∈ ΩT : |u| > k} ≤
∫ ∫

ΩT
|Tk(un(x, t))|r dx dt ≤ TCk

r1
p .

Par conséquent
Φ{(x, t) ∈ ΩT : |un| > k} ≤ Ck−(r− r1p ) ≤ Ck−α,

où α = 1 + r1[ p
∗
s(p−1)−p
pp∗s

]. Faisons r1 → p, il en résulte que α→ 1 + [ p
∗
s(p−1)−p

p∗s
] = [ p(p

∗
s−1)
p∗s

].

Ainsi Φ{(x, t) ∈ ΩT : |un| > k} ≤ CM
p∗s
p k−p1 où p1 = p − 1 + ps

N . Par conséquent
||un||Mp1 (ΩT ) ≤ C pour tout n, et le résultat suit.

En utilisant le théorème de convergence monotone nous obtenons l’existence d’une fonction
mesurable non négatif u telle que un ↑ u p.p. dans Ω et up−1

n → up−1 fortement dans Lq(ΩT )
pour tout q < 1 + ps

(p−1)N .

Nous montrons maintenant que la suite {un}n est bornée dans un espace de Sobolev
fractionnaire approprié, plus précisément nous avons.

Lemme 4.2. Soit {un}n défini comme ci-dessus, pour tout q < p2 = N(p−1)+ps
N+s et pour tout

s1 < s, on a ∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|un(x, t)− un(y, t)|q

|x− y|N+qs1
dν dt ≤M. (4.7)

En particulier, si p > 2N+s
N+s , alors {un}n est bornée dans Lq(0, T,W s1,q

0 (Ω)) pour tout 1 < q <

p2 = N(p−1)+ps
N+s .

Démonstration. on définit wn(x, t) = 1− 1
(un(x, t) + 1)α , puis en utilisant wn comme fonction

test dans (4.6), on obtient

∫ T

0

∫
Ω
untwn(x, t) dx dt+

∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)wn(x, t)dν dt

≤
∫∫

ΩT
fn(x, t)wn dx dt ≤ C.

En intégrant par partie, on obtient∫∫
ΩT

unt(x, t)wn(x, t) dx dt =
∫

Ω
un(x, T ) dx−

∫
Ω
u0n(x)dx

+ 1
1 + α

∫
Ω

[ 1
(un(x, T ) + 1)α+1 −

1
(un0(x) + 1)α+1

]
dx if α 6= 1,
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et ∫∫
ΩT

unt(x, t)wn(x, t) dx dt =
∫

Ω
un(x, T ) dx−

∫
Ω
u0n(x) dx

+
∫

Ω

[
log(un(x, T ) + 1)− log(un0(x) + 1)

]
dx if α = 1.

Par conséquent, dans tous les cas, en prenant en considération le fait que sup
t∈[0,T ]

∫
Ω
|un(x, t)|dx ≤

C pour tout n, il en résulte que∫∫
ΩT

unt(x, t)wn(x, t) dx dt ≥
∫

Ω
un(x, T ) dx− C.

Nous traitons maintenant le terme∫ T

0

∫∫
DΩ

|un(x, t)− un(y, t)|p−2(un(x, t)− un(y, t))wn(x, t)dν dt.

Soit vn = un + 1, alors

∫ T

0

∫∫
DΩ

|un(x, t)− un(y, t)|p−2(un(x, t)− un(y, t))wn(x, t)dνdt =∫ T

0

∫∫
DΩ

|vn(x, t)− vn(y, t)|p−2(vn(x, t)− vn(y, t))(v
α
n(x, t)− vαn(y, t)
vαn(y, t)vαn(x, t) )dν dt.

En utilisant l’inégalité (1.12), il en résulte que

∫ T

0

∫∫
DΩ

|v
p+α−1
p

n (x, t)− v
p+α−1
p

n (y, t)|p

vαn(y, t)vαn(x, t) dν dt ≤ C.
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Fixons q < p2 et s < s1, alors il existe q1 < q telle que s1 = q1
q s. Par conséquent, nous obtenons

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|vn(x, t)− vn(y, t)|q

|x− y|N+qs1
dx dy dt

=
∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|vn(x, t)− vn(y, t)|q

|x− y|qs
(vn(x, t) + vn(y, t))α−1

(vn(x, t)vn(y, t))α
(vn(x, t)vn(y, t))α

(vn(x, t) + vn(y, t))α−1
|x− y|(q−q1)s

|x− y|N
dx dy dt

≤
(∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|vn(x, t)− vn(y, t)|p(vn(x, t) + vn(y, t))α−1

|x− y|N+ps(vn(x, t)vn(y, t))α dx dy dt
) q
p ×

(∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

(vn(x, t) + vn(y, t))α−1

(vn(x, t)vn(y, t))α
(vn(x, t) + vn(y, t))α

p
p−q

(vn(x, t) + vn(y, t))(α−1) p
p−q

|x− y|(q−q1)s p
p−q dx dy dt

|x− y|N
) p−q

p

≤
(∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|vn(x, t)− vn(y, t)|p(vn(x, t) + vn(y, t))α−1

|x− y|N+ps(vn(x, t)vn(y, t))α dx dy dt
) q
p ×

(∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

( (vn(x, t)vn(y, t))α

(vn(x, t) + vn(y, t))α−1

) q
p−q |x− y|(q−q1)s p

p−q dx dy dt

|x− y|N
) p−q

p

.

En utilisant l’inégalité (1.13), il en résulte que

(∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|vn(x, t)− vn(y, t)|p(vn(x, t) + vn(y, t))α−1

|x− y|N+ps(vn(x, t)vn(y, t))α dx dy dt
) q
p

≤
(∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|v
p+α−1
p

n (x, t)− v
p+α−1
p

n (y, t)|p

|x− y|N+ps(vn(x, t)vn(y, t))α dx dy dt
) q
p ≤ c.

Donc, nous obtenons

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|vn(x, t)− vn(y, t)|q

|x− y|N+qs1
dx dy dt

≤ c
(∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

( vn(x, t)vn(y, t)
vn(x, t) + vn(y, t)

)α q
p−q (vn(x, t) + vn(y, t))

q
p−q

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q

dx dy dt
) p−q

p

.

En utilisant l’inégalité (1.11), nous obtenons que

(vn(x, t) + vn(y, t))
( vn(x, t)vn(y, t)
vn(x, t) + vn(y, t)

)α ≤ c(vn(x, t) + vn(y, t))α+1

≤ c1v
α+1
n (x, t) + c2v

α+1
n (y, t).

alors,

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|vn(x, t)− vn(y, t)|q

|x− y|N+qs1
dy dx dt

≤ c1
(∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

v
(α+1)q
p−q

n (x, t)dx dy dt

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q

) p−q
p + c2

(∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

v
(α+1)q
p−q

n (y, t)dx dy dt

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q

) p−q
p

.

(4.8)
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Puisque Ω est un domaine borné, nous obtenons l’existence de R > 0 telle que Ω ⊂⊂ BR(0).
Par conséquent

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

v
(α+1)q
p−q

n (x, t)dx dy dt

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q

≤
∫ T

0

∫
BR(0)

v
(α+1)q
p−q

n (x, t)dx dt
∫
BR(0)

dy

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q

On pose r = |x| et ρ = |y|, alors x = rx′, y = ρy′, où |x′| = |y′| = 1. on définit κ = (α+1)q
p−q

et θ = ps(q−q1)
p−q , il en résulte que

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

vκn(x, t)dx dy dt
|x− y|N−θ

≤
∫ T

0

∫
BR(0)

vκn(x, t) dx dt
R∫

0

ρN−1

rN−θ

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − ρ

r y
′|N−θ

 dρ.

Posons σ = ρ

r
, alors

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

vκn(x, t)dx dy dt
|x− y|N−θ

≤
∫ T

0

∫
BR(0)

vκn(x, t)|x|θ dx dt

R
r∫

0

σN−1Kθ(σ) dσ.

où Kθ est donnée dans (3.19). Par conséquent, nous concluons que

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

vκn(x, t)dx dy dt
|x− y|N−θ

≤
∫ T

0

∫
BR

3
(0)
vκn(x, t)|x|θ dx dt

R
r∫

0

σN−1Kθ(σ) dσ

+
∫ T

0

∫
BR(0)\BR

3
(0)
vκn(x, t)|x|θ dx dt

R
r∫

0

σN−1Kθ(σ) dσ.

(4.9)

Rappelons que r = |x|, alors si x ∈ BR(0)\BR
3

(0), il en résulte que R
r < 3. donc, en prenant

en considération que θ > 0 et le comportement de Kθ proche 1, nous arrivons à ce que

R
r∫

0

σN−1Kθ(σ) dσ ≤
3∫

0

σN−1Kθ(σ) dσ = C1.

Maintenant si x ∈ BR
3

(0), alors

R
r∫

0

σN−1Kθ(σ) dσ =
3∫

0

σN−1Kθ(σ) dσ +

R
r∫

3

σN−1Kθ(σ) dσ = C1 +

R
r∫

3

σN−1Kθ(σ) dσ

≤ C1 + (R
r

)a
R
r∫

3

σN−1−aKθ(σ) dσ
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où a > 0 à choisir plus tard. Il est clair que

R
r∫

3

σN−1−aKθ(σ) dσ ≤
∞∫

3

σN−1−aKθ(σ) dσ.

En choisissant a > θ, il en résulte que
∞∫

3

σN−1−aKθ(σ) dσ = C2 <∞. Maintenant, en revenant

à (4.9), on aura

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

vκn(x, t)dx dy dt
|x− y|N−θ

≤ C1

∫ T

0

∫
BR(0)

vκn(x, t)|x|θ dx dt+ C2R
a

∫ T

0

∫
BR

3
(0)
vκn(x, t)|x|θ−a dx dt

(4.10)

Rappelons que q < (p−1)N+ps
N+s , alors nous pouvons choisir α > 0 telle que κ < p − 1 + ps

N .
Par conséquent, en prenant en considération le résultat du lemme 4.1, et en choisissant a très
proche de θ et en utilisant l’inégalité de Hölder, on en déduit que

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

v
(α+1)q
p−q

n (x, t)dx dy dt

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q

≤ C.

De façon symétrique, on peut montrer que

∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

v
(α+1)q
p−q

n (y, t)dy dx dt

|x− y|N−
ps(q−q1)
p−q

≤ C for all n.

En revenant à (4.8) et en prenant en considération les estimations précédentes, nous concluons
que ∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

|un(x, t)− un(y, t)|q

|x− y|N+qs1
dy dx dt ≤ C.

Par conséquent, le résultat suit.

Pour prouver que u ∈ C([0, T ], L1(Ω)), nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3. Soit {un}n défini comme ci-dessus, {un}n converge fortement vers u dans
C([0, T ], L1(Ω)).
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Démonstration. Soit m,n ∈ IN , alors pour tout φ ∈ Lp([0, T ],W s,p
0 (Ω)),∫∫

ΩT
(un − um)t(x, t)φ(x, t)dx dt

+
∫∫

ΩT
〈(−∆s

p)un(x, t)− (−∆s
p)um(x, t), φ(x, t)〉dxdt

=
∫∫

ΩT
(fn − fm)φdxdt.

Soit φ(x, t) = T1(un − um)[0,t](x, t), avec t ≤ T , en posant Ωt = Ω× (0, t), on obtient∫∫
Ωt
〈(un − um)τ (x, τ), T1(un − um)(x, τ)〉dx dτ

+
∫∫

Ωt
〈(−∆s

p)un(x, τ)− (−∆s
p)um(x, τ), T1(un − um)〉dxdτ

=
∫∫

Ωt
(fn − fm)(x, τ)T1(un − um)(x, τ) dx dτ ≤

∫∫
ΩT
|fn − fm|dxdτ.

Il est clair que∫∫
ΩT
〈(un − um)τ (x, τ), T1(un − um)(x, τ)〉dx dτ =

∫
Ω

[Θ1(un − um)]t0(x, τ) dx.

Maintenant, par l’inégalité (1.14) on obtient que∫∫
Ωt
〈(−∆s

p)un(x, τ)− (−∆s
p)um(x, τ), T1(un − um)〉dxdτ ≥ 0.

ainsi ∫
Ω

[Θ1(un − um)](t)dx ≤
∫

Ω
[Θ1(un − um)](x, 0)dx+

∫∫
ΩT
|fn − fm|dx dτ.

Rappelons que Θ1(σ) ≤ |σ|, ceci, pour toute t ≤ T ,∫
Ω

[Θ1(un − um)](x, t)dx ≤
∫

Ω
|u0n − u0m|dx+

∫∫
ΩT
|fn − fm|dx dτ.

Notons bn,m le côté droite, donc∫
|un−um|<1

|un − um|2dx+
∫
|un−um|>1

|un − um| ≤ 2bn,mdx.

Puisque ∫
Ω
|un − um|dx =

∫
|un−um|<1

|un − um|dx+
∫
|un−um|>1

|un − um|dx

≤
(∫
|un−um|<1

|un − um|2dx
) 1

2 |ΩT |
1
2 + 2bn,m

≤ |2ΩT |
1
2 b

1
2
n,m + 2bn,m,
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en prenant en considération que les suites {fn}n et {un}n convergent fortement dans L1(ΩT )
et L1(Ω) respectivement, nous concluons que bn,m → 0 pour n,m→∞.

Par conséquent, nous concluons que {un}n est une suite de Cauchy dans C([0, T ], L1(Ω))
et donc un → u dans C([0, T ], L1(Ω)).

En conséquence des lemmes précédentes , on obtient que u ∈ C([0, T ], L1(Ω)), Tk(u) ∈
Lp(0, T,W s,p

0 (Ω)), up−1 ∈ Lσ(ΩT ) pour tout σ < N(p−1)+ps
N(p−1) et Tk(un) ⇀ Tk(u) faiblement

dans Lp(0, T,W s,p
0 (Ω)). Il est clair que un → u p.p. dans ΩT , alors, en prenant en considération

le fait que un = 0 p.p. dans (IRN \Ω)×(0, T ), nous obtenons u = 0 p.p. dans (IRN \Ω)×(0, T ).

Rappelons que

Un(x, y, t) = |un(x, t)− un(y, t)|p−2(un(x, t)− un(y, t)) et

U(x, y, t) = |u(x, t)− u(y, t)|p−2(u(x, t)− u(y, t)).

Puisque Ω est un domaine borné, puis par le résultat du lemme 4.1 et en utilisant le lemme de
Vitali, nous obtenons

Un → U strongly in L1((Ω× Ω)× (0, T ), dν dt).

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 4.1.

Preuve du théorème 4.1.

Soit φ ∈ C∞0 (ΩT ) et on définit Φ(x, y, t) = φ(x, t)− φ(y, t), prenons φ comme fonction test
dans (4.6), il en résulte que

∫ ∫
ΩT

untφ(x, t) dx dt+ 1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)Φ(x, y, t)dν dt

=
∫ ∫

ΩT
fn(x, t)φ(x, t) dx dt.

(4.11)

Il est clair que ∫∫
ΩT

untφ(x, t) dx dt = −
∫∫

ΩT
unφt(x, t) dx dt.

Par conséquent

−
∫∫

ΩT
unφt(x, t) dx dt→ −

∫∫
ΩT

uφt(x, t) dx dt quand n→∞.

De la même manière nous avons∫∫
ΩT

fn(x, t)φ(x, t) dx dt→
∫∫

ΩT
f(x, t)φ(x, t) dx dt quand n→∞.
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Nous affirmons que

∫ T

0

∫∫
DΩ

(
Un(x, y, t)− U(x, y, t)

)
Φ(x, y, t)dν dt→ 0 quand n→∞. (4.12)

Puisque un → u p.p. dans ΩT , alors

Un(x, y, t)Φ(x, y, t)
|x− y|N+ps → U(x, y, t)Φ(x, y, t)

|x− y|N+ps p.p. dans DΩT ≡ DΩ × (0, T ).

En utilisant le fait que u(x, t) = un(x, t) = φ(x, t) = 0 pour tout x ∈ (IRN\Ω) × (0, T ), nous
obtenons que

∫ T

0

∫
IRN\Ω

∫
IRN\Ω

(Un(x, y, t)− U(x, y, t))Φ(x, y, t)dν dt = 0.

Ainsi ∫ T

0

∫∫
DΩ

(Un(x, y, t)− U(x, y, t))Φ(x, y, t)dν dt

=
∫ T

0

∫∫
Ω×Ω

(Un(x, y, t)− U(x, y, t))Φ(x, y, t)dν dt

+
∫ T

0

∫
IRN\Ω

∫
Ω

(Un(x, y, t)− U(x, y, t))Φ(x, y, t)dν dt

+
∫ T

0

∫
Ω

∫
IRN\Ω

(Un(x, y, t)− U(x, y, t))Φ(x, y, t)dν dt

= I1 + I2 + I3.

Puisque Un → U strongly in L1((Ω× Ω)× (0, T ), dνdt), alors I1 → 0 quand n→∞.

Nous traitons maintenant I2. Il est clair que, dans (Ω×BR\Ω)× (0, T ), on a

|(Un(x, y, t)− U(x, y, t))Φ(x, y, t)| ≤ (|un(x, t)|p−1 + |u(x, t)|p−1)|φ(x, t)|.

Puisque
sup

{x∈Suppφ, y∈BR\Ω}

1
|x− y|N+ps ≤ C,

alors

∣∣∣ (Un(x, y, t)− U(x, y, t))Φ(x, y, t)
|x− y|N+ps

∣∣∣ ≤ C(|un(x, t)|p−1 + |u(x, t)|p−1)|φ(x, t)|

≡ Qn(x, y, t).

Notons que Qn → Q fortement dans L1((Ω×BR\Ω)× (0, T )) avec

Q(x, y, t) = 2|u(x, t)|p−1|φ(x, t)|.
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Par conséquent, en utilisant le théorème de convergence Dominée nous arrivons à ce que I2 →
0 quand n → ∞. De la même manière nous obtenons I3 → 0 quand n → ∞. D’où le résultat
suit

Comme conclusion et en passant à la limite dans (4.11) il en résulte que

−
∫∫

ΩT
uφt(x, t) dx dt+ 1

2

∫ T

0

∫∫
ΩT

U(x, y, t)Φ(x, y, t)dν dt

=
∫∫

ΩT
f(x, t)φ(x, t) dx dt.

Par conséquent, nous concluons.

Remarque 4.1.

1. Il est clair que les résultats des lemmes 4.1, 4.2 et 4.3 découlent sans utiliser la positivité
des données. D’où le résultat d’existence dans le théorème 4.1 découle pour toute donnée
(f, u0) ∈ L1(ΩT )× L1(Ω) sans aucune condition de signe.

2. On a également le même résultat de l’existence si (f, u0) ∈M1(ΩT )×M1(Ω), l’ensemble
des mesures de Radon sur ΩT et Ω respectivement.

4.3.1 Solutions non négatives obtenus comme limite d’approximation
des solutions entropie

Puisque nous considérons des données non négatifs dans L1(ΩT )×L1(Ω), alors, nous pou-
vons prouver que la solution précédente est une solution entropie dans le sens de la définition
4.4.

Théorème 4.2. Supposons que (f, u0) ∈ L1(ΩT ) × L1(Ω) sont des fonctions non négatives,
alors le problème (4.1) a une solution entropie non négative u dans le sens de la définition 4.4.

Démonstration. Nous devons juste montrer que la solution faible obtenue dans le théorème 4.1
satisfait aux conditions (4.3) et (4.4) indiqué dans la définition 4.4.

Commençons par prouver l’estimation (4.3). Puisque u, un ≥ 0, alors l’ensemble Rh défini
dans la (4.2) est réduite à

Rh =
{

(x, y, t) ∈ IR2N × (0, T ) : h+ 1 ≤ max{u(x, t), u(y, t)} avec min{u(x, t), u(y, t)} ≤ h
}
.

En utilisant T1(Gh(un)) comme fonction test dans (3.9), il en résulte que∫∫
ΩT

untT1(Gh(un(x, t))) dx dt

+1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)[T1(Gh(un(x, t)))− T1(Gh(un(y, t)))]dν dt

=
∫∫

ΩT
fn(x, t)T1(Gh(un(x, t))) dx dt ≤

∫∫
ΩT∩{un≥h}

fn(x, t)dx dt.
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Notons que∫∫
ΩT

untT1(Gh(un(x, t))) dx dt =
∫

Ω
Θ̃h(un)(x, T )dx−

∫
Ω

Θ̃h(un)(x, 0)dx

où Θ̃(σ) =
∫ σ

0
T1(Gh(a))da. Il est clair que Θ̃(σ) ≤ σ pour toutσ ≥ 0.

Prenant en considération le fait que un ≥ 0, on aura

1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)[T1(Gh(un(x, t)))− T1(Gh(un(y, t)))]dν dt

≤
∫

Ω
Θ̃h(un)(x, 0)dx+

∫∫
ΩT∩{un≥h}

fn(x, t)dx dt

≤
∫
u0>h

u0(x)dx+
∫∫

ΩT∩{un≥h}
fn(x, t)dx dt.

Il ne est pas difficile de montrer que

Un(x, y, t)[T1(Gh(un(x, t)))− T1(Gh(un(y, t)))] ≥ 0.

ainsi, en utilisant le lemme de Fatou, nous concluons que

1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

U(x, y, t)[T1(Gh(u(x, t)))− T1(Gh(u(y, t)))]dν dt ≤

lim inf
n→∞

1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)[T1(Gh(un(x, t)))− T1(Gh(un(y, t)))]dν dt

≤
∫
u0>h

u0(x)dx+
∫∫

ΩT∩{un≥h}
fn(x, t)dx dt.

Puisque

Un(x, y, t)[T1(Gh(u(x, t)))− T1(Gh(u(y, t)))] ≥ |u(x, t)− u(y, t)|p−1 dans Rh,

puis, en utilisant le fait que∫
u0>h

u0(x)dx+
∫∫

ΩT∩{un≥h}
fn(x, t)dx dt→ 0 quand h→∞,

Nous concluons que ∫∫∫
Rh

|u(x, t)− u(y, t)|p−1dν dt→ 0 quand h→∞

et puis on aura (4.3).

Soit maintenant v ∈ Lp(0, T,W s,p
0 (Ω)) ∩ L∞(ΩT ) telle que Lp′(0, T,W−s,p

′

0 (Ω)). Prenons
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Tk(un − v) comme fonction test (4.6), on obtient que∫∫
ΩT

untTk(un − v) dx dt

+1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)[Tk(un(x, t)− v(x, t))− Tk(un(y, t)− v(y, t))]dν dt

=
∫∫

ΩT
fn(x, t)Tk(un(x, t)− v(x, t)) dx dt.

(4.13)

Étudions la limite, quand n→∞, de chaque terme de l’identité précédente.

Par le théorème de convergence Dominée on peut facilement montrer que, n→∞,∫∫
ΩT

fn(x, t)Tk(un(x, t)− v(x, t)) dx dt→
∫∫

ΩT
f(x, t)Tk(u(x, t)− v(x, t)) dx dt.

Puisque unt = (un − v)t + vt on a∫∫
ΩT

untTk(un − v) dx dt =∫
Ω

[Θk(un − v)](T ) dx−
∫

Ω
[Θk(un − v)](0)dx−

∫∫
ΩT

vtTk(un − v) dx dt.

En utilisant le fait que un → u fortement dans C([0, T ], L1(Ω)) et Puisque Θk est continue
Lipschitzienne , on a, quand n→∞,∫

Ω
[Θk(un − v)](T ) dx→

∫
Ω

[Θk(u− v)](T ) dx

et ∫
Ω

[Θk(un − v)](0) dx→
∫

Ω
[Θk(u0 − v(0))] dx.

Nous analysons maintenant le terme
∫∫

ΩT
vtTk(un − v) dxdt. Puisque v ∈ L∞(ΩT ), Posons

M = ||v||∞, alors Tk(un − v) = Tk(TM+k(un) − v). ainsi Tk(un − v) ⇀ Tk(u − v) faiblement
dans Lp(0, T,W s,p

0 (Ω)). Comme vt ∈ Lp
′(0, T,W−s,p

′

0 (Ω)), alors l’argument de dualité nous
permet de conclure que∫∫

ΩT
vtTk(un − v) dx dt→

∫∫
ΩT

vtTk(u− v) dx dt.

Nous traitons maintenant le second terme dans (4.13). Nous suivons attentivement les mêmes
arguments comme dans [1].

On pose

wn = un − v et Wn(x, y, t) = |wn(x, t)− wn(y, t)|p−2(wn(x, t)− wn(y, t)),
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alors

Un(x, y, t)[Tk(un(x, t)− v(x, t))− Tk(un(y, t)− v(y, t))] =: K1,n(x, y, t) +K2,n(x, y, t),

où

K1,n(x, y, t) = Wn(x, y, t)[Tk(wn(x, t))− Tk(wn(y, t))],

et

K2,n(x, y, t) =
[
Un(x, y, t)−Wn(x, y, t)

]
[Tk(wn(x, t))− Tk(wn(y, t))].

Il est clair que K1,n(x, y, t) ≥ 0 p.p. dans DΩ × (0, T ), puisque

K1,n(x, y, t) → W (x, y, t)[Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))] p.p. in DΩT ,

quand n→∞, où

w = u− v et W (x, y, t) = |w(x, t)− w(y, t)|p−2(w(x, t)− w(y, t)).

Ainsi, en utilisant le lemme de Fatou, on obtient que

∫ T

0

∫∫
DΩ

K1,n(x, y, t)dν dt ≥∫ T

0

∫∫
DΩ

W (x, y, t)[Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))]dν dt.

Nous traitons maintenant K2,n.

On pose

σ1(x, y, t) = un(x, t)− un(y, t) et σ2(x, y, t) = wn(x, t)− wn(y, t).

alors
K2,n(x, y, t) =

[
|σ1(x, y, t)|p−2σ1(x, y, t)− |σ2(x, y, t)|p−2σ2(x, y, t)

]
×[Tk(wn(x, t))− Tk(wn(y, t))].

Nous affirmons que, quand n→∞,

∫ T

0

∫∫
DΩ

K2,n(x, y, t)dν dt→∫ T

0

∫∫
DΩ

[
U(x, y, t)−W (x, y, t)

]
[Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))]dν dt

(4.14)
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Nous divisons la preuve de l’affirmation en deux cas en fonction de la valeur de p.

Le cas singulier p ∈ (1, 2] : Dans ce cas, nous avons

∣∣∣|σ1(x, y, t)|p−2σ1(x, y, t)− |σ2(x, y, t)|p−2σ2(x, y, t)
∣∣∣

≤ C|σ1(x, y, t)− σ2(x, y, t)|p−1 = C|v(x, t)− v(y, t)|p−1.

ainsi

|K2,n(x, y, t)| ≤ C|v(x, t)− v(y, t)|p−1|Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))| ≡ K̃2,n(x, y, t).

En utilisant le lemme 4.1, nous obtenons que

|Tk(wn(x, t))− Tk(wn(y, t))| → |Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))| fortement dans Lp
′
(DΩT , dν).

Puisque v ∈ Lp(0, T,W s,p
0 (Ω)) ∩ L∞(ΩT ), par l’argument de dualité, nous concluons que

K̃2,n → C|v(x, t)− v(y, t)|p−1|Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))| fortement dans L1(DΩT , dν).

En utilisant le théorème de convergence Dominée nous arrivons à

∫ T

0

∫∫
DΩ

K2,n(x, y, t)dν dt→∫ T

0

∫∫
DΩ

[
U(x, y, t)−W (x, y, t)

]
[Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))]dν dt,

quand n→∞ et l’affirmation suit dans ce cas.

Le cas dégénéré p > 2 : Dans ce cas, nous avons

∣∣∣|σ1(x, y, t)|p−2σ1(x, y, t)− |σ2(x, y, t)|p−2σ2(x, y, t)
∣∣∣

≤ C1|σ1(x, y, t)− σ2(x, y, t)|p−1 + C2|σ2(x, y, t)|p−2|σ1(x, y, t)− σ2(x, y, t)|

≤ C1|v(x, t)− v(y, t)|p−1 + C2|v(x)− v(y)||wn(x, t)− wn(y, t)|p−2

≤ C1|v(x, t)− v(y, t)|p−1 + C2|v(x, t)− v(y, t)||un(x, t)− un(y, t)|p−2.

ainsi

|K2,n(x, y, t)| ≤ C1|v(x, t)− v(y, t)|p−1|Tk(wn(x, t))− Tk(wn(y, t))|

+ C2|v(x, t)− v(y, t)||un(x, t)− un(y, t)|p−2|Tk(wn(x, t))− Tk(wn(y, t))|

≡ K̄2,n(x, y, t) + Ǩ2,n(x, y, t).
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Le terme K̄2,n(x, y, t) peut être traité comme K̃2,n ci-dessus. Par conséquent, il reste à traiter
Ǩ2,n(x, y, t).

Nous définissons

D1 = {(x, y, t) ∈ DΩT : un(x, t) ≤ k̃, un(y, t) ≤ k̃},

où k̃ >> k + ||v||∞ aussi grande que nécessaire. En utilisant l’argument de dualité, nous
obtenons

Ǩ2,n(x, y, t)χD1 →

C2|v(x, t)− v(y, t)||u(x, t)− u(y, t)|p−2|Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))|χ{u(x,t)≤k̃,u(y,t)≤k̃}

fortement dans L1(DΩT , dν).

Maintenant, considérons l’ensemble

D2 = {(x, y, t) ∈ DΩT : un(x, t) ≥ k1, un(y, t) ≥ k1},

où k1 > k + ||v||∞, alors Ǩ2,n(x, y, t)χD2(x, y, t) = 0.

Il est clair que, en tenant compte des calculs précédents, nous avons juste d’analyser la
convergence sur l’ensemble.

D3 = {(x, y, t) ∈ DΩT : un(x, t) ≥ 2k, un(y, t) ≤ k},

ou
D4 = {(x, y, t) ∈ DΩT : un(y, t) ≥ 2k, un(x, t) ≤ k}.

Si (x, y, t) ∈ D3, alors

Ǩ2,n(x, y, t)χD3(x, y, t)

≤ C(k)|v(x, t)− v(y, t)||Tk(wn(x, t))− Tk(wn(y, t))|up−2
n (x, t)χD3(x, y, t).

Notons que

up−2
n (x, t)χD3(x, y, t) ⇀ up−2(x, t)χ{u(x,t)≥2k,u(y,t)≤k} faiblement dans L

p−1
p−2 (DΩT , dν).

Puisque

[
|v(x, t)− v(y, t)||Tk(wn(x, t))− Tk(wn(y, t))|

]p−1
χ{u(x,t)≥2k,u(y,t)≤k} ≤

kp−2|v(x, t)− v(y, t)|p−1|Tk(wn(x, t))− Tk(wn(y, t))χ{u(x,t)≥2k,u(y,t)≤k}
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L’argument de dualité nous permet de conclure que

[
|v(x, t)− v(y, t)||Tk(wn(x, t))− Tk(wn(y, t))|

]p−1
χ{u(x,t)≥2k,u(y,t)≤k} →[

|v(x, t)− v(y, t)||Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))|
]p−1

χ{u(x,t)≥2k,u(y,t)≤k}

fortement dans L1(DΩ, dν) quand n→∞.
ainsi

Ǩ2,nχD3 →

C2|v(x, t)− v(y, t)||u(x, t)− u(y, t)|p−2|Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))χ{u(x,t)≥2k,u(y,t)≤k}

fortement dans L1(DΩT , dν).

De la même manière, nous pouvons traiter l’ensemble D4.
Par conséquent, en combinant les estimations ci-dessus et en utilisant le théorème de conver-

gence Dominée, nous concluons que

∫ T

0

∫∫
DΩ

K2,n(x, y, t)dν dt→∫ T

0

∫∫
DΩ

[
U(x, y, t)−W (x, y, t)[Tk(w(x, t))− Tk(w(y, t))]dν dt

quand n→∞ et l’affirmation suit dans ce cas.
Par conséquent, Comme conclusion, nous avons prouvé que∫

Ω
[Θk(u− v)](T ) dx−

∫
Ω

[Θk(u− v)](0)dx−
∫∫

ΩT
vtTk(u− v) dx dt

+1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

U(x, y, t)[Tk(u(x, t)− v(x, t))− Tk(u(y, t)− v(y, t))]dν dt

≤
∫∫

ΩT
f(x, t)Tk(u(x, t)− v(x, t)) dx dt.

Par conséquent, le résultat suit.



Chapitre 5

Problème parabolique d’ordre
fractionnaire avec potentiel de
Hardy

Ce chapitre est le développement de l’article [3].

5.1 Introduction.

Dans ce chapitre nous allons étudier le problème parabolique suivant


ut + (−∆s

p)u = λ
up−1

|x|ps
, u > 0 dans ΩT = Ω× (0, T ),

u = 0 dans (IRN \ Ω)× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(5.1)

où Ω est domaine borné et λ > 0.
Pour p = 2 et s = 1 le problème (5.1) a été étudié dans [20]. Les auteurs ont démontré

l’existence et des résultats de non-existence en relation avec le fait que λ ≤ ΛN,2 ou λ > ΛN,2,
respectivement. Le cas non local a été résolu dans [58], les auteurs ont pu obtenir la même
alternative en utilisant le fait que l’opérateur parabolique non local satisfait une inégalité de
Harnack appropriée. Sous la présence d’un terme de réaction, les auteurs dans [8] ont prouvé
l’existence d’un exposant critique q+(λ, s) ne dépende que de λ telle que l’existence a lieu si et
seulement si q < q+(λ).

Pour p 6= 2 et s = 1, le problème a été largement étudié dans la littérature. Dans [15],
les auteurs prouvent l’existence d’une solution globale, si p < 2N

N+2 pour tout λ > 0 et pour
u0 appropriée. Dans [40], les auteurs complètent l’étude précédente et en montrant que si
2N
N+1 ≤ p < 2, le problème a une solution au sens des distributions loin de l’origine.
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Notre objectif est de généraliser les résultats précédents à notre opérateur non local.

Le Chapitre est organisé de la manière suivante. Dans la section 5.2 nous donnons des
résultats auxiliaires liés aux espaces paraboliques fractionnaires de Sobolev. Nous présentons
également une inégalité algébrique qui sera utilisée pour contrôler le terme de "l’intégration
par parties" pour l’opérateur non local.

Dans la section 5.3 nous allons considérer le cas λ ≤ ΛN,p,s, dans ce cas, nous démontrons
l’existence d’une solution globale dans un espace d’énergie approprié.

Le cas λ > ΛN,p,s et p < 2 est étudié dans la section 5.4, puis en fonction de la valeur de
p, nous démontrons l’existence d’une solution qui est dans un espace de Sobolev fractionnaire
approprié. Dans le cas où 2N

N+s ≤ p < 2, et qui est le cas le plus délicat, nous sommes en mesure
de prouver l’existence d’une solution loin de l’origine, modulo un poids convenable, dans un
espace de Sobolev fractionnaire avec poids.

Dans la dernière section, nous analysons la question de l’extinction en temps fini. Selon la
condition sur u0, nous montrons les propriétés d’extinction en temps finis. La même propriété
est prouvée si nous ajoutons un potentiel "concave" en u comme terme de réaction dans (5.1).

5.2 Cadre fonctionnel et conception des solutions

Nous allons commencer par citer un résultat intéressant, que l’on utilisera à plusieurs re-
prises dans le présent chapitre. On se réfère à [44] et [14] pour plus de détails.

Commençons par définir les espaces paraboliques correspondants.

Soit Ω j IRN , l’espace Lp(0, T ;W s,p
0 (Ω)) est défini comme l’ensemble des fonctions φ telles

que φ ∈ Lp(ΩT ) avec ||φ||Lp(0,T ;W s,p
0 (Ω)) <∞ où

||φ||Lp(0,T ;W s,p
0 (Ω)) =

(∫ T

0

∫∫
DΩ

|φ(x, t)− φ(y, t)|pdν dt
) 1
p

.

et DΩ = IRN × IRN \ CΩ× CΩ.

Il est clair que Lp(0, T ;W s,p
0 (Ω)) est un espace de Banach.

Dans le cas où la donnée (f, u0) ∈ L2(ΩT )×L2(Ω), alors nous pouvons chercher une solution
d’énergie, plus précisément, nous avons la définition suivante.

Définition 5.1. Supposons (f, u0) ∈ L2(ΩT )×L2(Ω), alors on dit que u est une solution d’éner-
gie au problème (5.1) si u ∈ Lp(0, T ;W s,p

0 (Ω))∩C([0, T ], Lp(Ω)), ut ∈ Lp
′(0, T ;W−s,p

′

0 (Ω)), où
W−s,p

′

0 (Ω) est l’espace dual de W s,p
0 (Ω) et pour toute v ∈ Lp(0, T ;W s,p

0 (Ω)) on a

∫ T

0
〈ut, v〉dt+ 1

2

∫ T

0

∫∫
DΩ

U(x, y, t)(v(x, t)− v(y, t))dν dt

= λ

∫∫
ΩT

|u|p−2u

|x|ps
vdx dt
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et u(x, .)→ u0 fortement dans L2(Ω) quand t→ 0 où

U(x, y, t) ≡ |u(x, t)− u(y, t)|p−2(u(x, t)− u(y, t)).

Il est à noter que l’existence d’une solution d’énergie découle en utilisant le même argument
classique pour l’opérateur monotone comme dans [61].

5.3 Résultats Existence : λ ≤ ΛN,p,s

Rappelons que nous considérons une solution non négative du problème

ut + (−∆s
p)u = λ

up−1

|x|ps
dans ΩT = Ω× (0, T ),

u ≥ 0 dans IRN × (0, T ),
u = 0 dans (IRN \ Ω)× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(5.2)

où λ ≤ ΛN,p,s et u0 ∈ L2(Ω) avec u0 	 0. Posons u0n = Tn(u0), commençons par u0 ≡ 0, pour
n ≥ 1, nous considérons un comme l’unique solution non négative pour le problème approximé
suivant 

unt + (−∆s
p)un = λ

up−1
n−1

|x|ps + 1
n

dans ΩT ,

un = 0 dans IRN\Ω× (0, T ),
un(x, 0) = u0n(x) dans Ω.

(5.3)

L’existence de un est assurée en utilisant des arguments classiques pour l’opérateur monotone
comme dans [61]. Il est clair que un 	 0 et {un}n est monotone en n. Comme conséquence,
nous obtenons le premier résultat d’existence.

Théorème 5.1. Supposons que λ < ΛN,p,s et u0 ∈ L2(Ω), alors le problème (5.2) a une
solution globale u telle que u ∈ Lp(0, T ;W s,p

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], Lp(Ω)), ut ∈ Lp
′(0, T ;W−s,p

′

0 (Ω))
et u(x, .)→ u0 fortement dans L2(Ω) quand t→ 0.

Preuve
En utilisant un comme fonction test dans (5.3), nous obtenons

1
2
d

dt

∫
Ω
u2
ndx+ 1

2

∫∫
DΩ

|un(x, t)− un(y, t)|p

|x− y|N+ps dy dx ≤ λ
∫

Ω

|un|p

|x|ps
dx.

En utilisant l’inégalité de Hardy-Sobolev, nous obtenons

1
2

∫
Ω
u2
n(x, T )dx+

(1
2 −

λ

ΛN,p,s

)∫ T

0

∫∫
DΩ

|un(x, t)− un(y, t)|p

|x− y|N+ps dy dx dt ≤ 1
2 ||u0||22.
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Par conséquent, nous obtenons l’existence d’une fonction mesurable u telle que un ↑ u p.p
dans ΩT , un ⇀ u faiblement dans Lp(0, T,W s,p

0 (Ω)) et |un|
p

|x|ps
→ |u|p

|x|ps
fortement dans L1(ΩT ).

Maintenant le reste de la preuve est obtenue en utilisant des arguments de compacité clas-
siques. �

Dans le cas où λ = ΛN,p,s nous pouvons utiliser l’inégalité de Hardy-Sobolev améliorée
donnée par (2.14) et (2.37), dans ce cas, nous pouvons prouver le théorème suivant.

Théorème 5.2. Supposons que λ = ΛN,p,s et u0 ∈ L2(Ω), alors le problème (5.2) a une
solution globale u telle que

1
2

∫ T

0

∫∫
DΩ

|u(x, t)− u(y, t)|p

|x− y|N+ps dx dydt− ΛN,p,s
∫ T

0

∫
Ω

|u|p

|x|ps
dxdt ≤ 1

2 ||u0||22.

De plus, u ∈ Lq(0, T ;W s,q
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)) pour tout q < p.

5.4 Resultats d’existence : p < 2 et λ > ΛN,p,s

Considérons maintenant le cas le plus intéressant λ > ΛN,p,s et p < 2, puis suivant la valeur
de p, nous allons prouver que le problème (5.2) a une solution.

5.4.1 Le cas 1 < p < 2N
N+2s et λ > ΛN,p,s

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théorème 5.3. Supposons que 1 < p < 2N
N+2s et λ > ΛN,p,s, alors le problème (5.2) a une

solution globale.

Démonstration. Posons Wn(x) = 1
|x|ps + 1

n

, puis en utilisant un des arguments d’itération

appropriés nous pouvons prouver que le problème
ut + (−∆s

p)u = λWn(x)up−1 dans ΩT ,
u(x, t) = 0 dans (IRN \ Ω)× (0, T ),
u(x, 0) = u0n(x) dans Ω,

(5.4)

a une solution non négative minimale bornée un. En utilisant un comme fonction test dans
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(5.4) et par les inégalités de Hölder et Young, il en résulte que

∫
Ω
u2
n(x, T ) dx+

∫ T

0

∫∫
DΩ

|un(x, t)− un(y, t)|p

|x− y|N+ps dxdy dt

=
∫

Ω
u2

0n(x) dx+ λ

∫ T

0

∫
Ω
Wn(x)upn(x, t) dxdt

≤
∫

Ω
u2

0(x) dx+ λ

∫ T

0

(∫
Ω
|Wn(x)|2/(2−p) dx

)(2−p)/2
×
(∫

Ω
u2
n(x, t) dx

)p/2
dt

≤
∫

Ω
u2

0(x) dx+ λ
(2− p

2

∫ T

0

∫
Ω
|Wn(x)|2/(2−p) dxdt+ p

2

∫ T

0

∫
Ω
u2
n(x, t) dxdt

)
.

Notons
yn(T ) ≡

∫
Ω
|un(x, T )|2 dx

et

βn(t) =
∫

Ω
|u0(x)|2 dx+ λ

2− p
2

∫ T

0

∫
Ω
|Wn(x)|2/(2−p) dxdt

≤ C

(∫
Ω
|u0(x)|2 dx+

∫ T

0

∫
Ω

( 1
|x|

2ps
2−p

)2/(2−p)
dx

)
.

Puisque 1 < p < 2N/(N + 2s), alors βn(t) ≤ C(T + 1). Ainsi

yn(T ) ≤ βn(t) + λ
p

2

∫ T

0
yn(s)ds,

et comme conséquence de l’inégalité de Gronwall, on aura

∫
Ω
|un(x, t)|2 dx ≤ βn(T ) +

∫ T

0
βn(s)eαsds, (5.5)

où α = α(λ, p) > 0. Ainsi

∫
Ω
u2
n(x, T ) dx+

∫ T

0

∫∫
DΩ

|un(x, t)− un(y, t)|p

|x− y|N+ps dxdy dt ≤ C(T )

et ∫ T

0

∫
Ω
Wn(x)upn(x, t) dxdt ≤ C(T ).

Par conséquent, nous obtenons l’existence d’une fonction mesurable u telle que un ↑ u p.p dans
ΩT , un ⇀ u faiblement dans Lp(0, T ;W s,p

0 (Ω)) et ut ∈ Lp
′(0, T ;W−s,p

′

0 (Ω)). Il n’est pas difficile
de montrer que u est définie globalement en temps et que u résout le problème (5.2).

5.4.2 Le cas λ > λN,p,s et 2 > p ≥ 2N/(N + 2s)

Nous commençons par étudier l’existence d’une solution auto-similaire non négative pour
le problème de Cauchy dans l’ensemble IRN .
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On pose V (x, t) = tαF (x), alors

Vt = αtα−1F (r) et (−∆s
p)V (x, t) = tα(p−1)

∫
IRN

|F (x)− F (y)|p−2(F (x)− F (y))
|x− y|N+ps dy. (5.6)

Posons α = 1
p−2 , on aura

αF (x) +
∫
IRN

|F (x)− F (y)|p−2(F (x)− F (y))
|x− y|N+ps dy = λ

|F (x)|p−2F (x)
|x|ps

. (5.7)

Cherchons F sous la forme F (x) = F (|x|) = A|x|γ , alors (5.7) implique que

αArγ +Ap−1rγ(p−1)−ps
∫ ∞

0
|1− σγ |p−2(1− σγ)σN−1K(σ)dσ = λAp−1rγ(p−1)−ps (5.8)

où
K(σ) =

∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N+ps .

Supposons que γ = −ps
2−p , alors γ = γ(p− 1)− ps.

par conséquent, de (5.8) on obtient que

Ap−2 = α

Ψ(γ) + λ
≡ B,

où
Ψ(γ) =

∫ ∞
0
|σγ − 1|p−2(σγ − 1)K(σ)σN−1dσ.

Soit γ̄ = −γ, alors γ̄ > 0 et

Ψ(γ) =
∫ ∞

0
|1− σγ̄ |p−2(1− σγ̄)K(σ)σ−γ̄(p−1)+N−1dσ ≡ Ψ1(γ̄).

Donc,
B = 1

(2− p)(Ψ1(γ̄) + λ)

et alors
V (x, t) = B

1
p−2

( t

|x|ps
) 1

2−p
.

Puisque

Ψ1(γ̄) =
∫∞

0 |1− σγ̄ |p−2(1− σγ̄)K(σ)σ−γ̄(p−1)+N−1dσ =
∫ 1

0
+
∫ ∞

1
= I1 + I2,

(5.9)

puis en prenant en considération le fait que K( 1
ξ ) = ξN+psK(ξ) pour ξ > 0 et en utilisant le
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changement de variable ξ = 1
σ dans I2, on aura

Ψ1(γ̄) =
∞∫

1

K(σ)(σγ̄ − 1)p−1
(
σps−1 − σN−1−γ̄(p−1)

)
dσ. (5.10)

Commençons par prouver le Lemme suivant.

Lemme 5.1. On suppose que 1 < p < 2 et λ > ΛN,p,s alors B > 0

Pour prouver le lemme 5.1 nous avons besoin du résultat suivant obtenu dans [4].

Proposition 5.1. Soit

Θ(ρ) =
+∞∫
1

K(σ)(σγ − 1)p−1
(
σN−1−ρ(p−1) − σps−1

)
dσ,

où ρ ≥ 0 et ps+ ρ(p− 1) < N , alors on a

1. Θ(0) = 0 et Θ(N−psp ) = ΛN,p,s = maxρ≥0 Θ(ρ).

2. Pour tout 0 < λ < ΛN,p,s, il existe ρ1, ρ2 tel que 0 < ρ1 <
N−ps
p < ρ2 et Θ(ρ1) = Θ(ρ2) =

λ.

Preuve de Lemme 5.1.
Nous devons juste montrer que (Ψ1(γ̄) + λ) > 0. Nous allons diviser la preuve en deux cas,

selon la valeur de p.
Le premier cas : 2N

N+s ≤ p < 2.

Dans ce cas, on a ps ≥ N − γ̄(p − 1), ainsi en utilisant (5.10) on obtient que Ψ1(γ̄) ≥ 0.
Par conséquent B > 0 et le résultat suit dans ce cas.

Le deuxième cas : p < 2N
N+s .

Ce cas est plus délicat. Nous avons

Ψ1(γ̄) = −
∞∫

1

K(σ)(σγ̄ − 1)p−1
(
σN−1−γ̄(p−1) − σps−1

)
dσ < 0. (5.11)

Maintenant, par (5.11) on obtient que Ψ1(γ̄) = −Θ(γ̄) ≥ −ΛN,p,s. Comme λ > ΛN,p,s par la
proposition 5.1, nous atteignons que λ+ Ψ1(γ̄) > λ− ΛN,p,s > 0. Ainsi, nous concluons. �

Remarque 5.1. Il est facile de voir que la solution auto-similaire obtenue ci-dessus est une
sur-solution au sens des distributions, pour le problème (5.2) si et seulement si p < 2N

N+s . Dans
le cas où p ≥ 2N

N+s , V /∈ L1(Bδ(0)× (0, T )) pour tout δ > 0. Cependant, nous pouvons montrer
que, dans ce cas, nous avons une solution loin de l’origine et que la solution est dans un espace
de Sobolev avec poids.
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Définissons maintenant l’espace de Sobolev parabolique avec poids.

Υα =
{
u : |x|αu ∈ Lp(0, T,W s,p

0 (Ω)) ∩ C0([0, T ];L2(Ω)), |x|α(p−1)ut ∈ Lp
′
(0, T,W−s,p

′

0 (Ω))
}
.

Nous renvoyons le lecteur à la section 2.4 du Chapitre 2 pour certaines propriétés de l’espace
"elliptique" associés à Υα.

Nous avons le théorème suivant.

Théorème 5.4. Supposons que λ > ΛN,p,s et 2N
N+s ≤ p < 2, et que u0 ∈ L2(|x|αdx,Ω) pour

certains α > 2s
p−2 −

N
p . Alors il existe une fonction u ∈ Υα qui est une solution de (5.2) loin de

l’origine. En outre, pour tous v ∈ Υα, nous avons

−
∫ T

0
〈vt, |x|pαu〉dt+ 1

2

∫ T

0

∫∫
DΩ

U(x, y, t)(|x|pαv(x, t)− |y|pαv(y, t))dν dt

= λ

∫∫
ΩT

up−1|x|pαv
|x|ps

dx dt.

(5.12)

Preuve
Rappelons que un est la solution unique du problème approximé (5.3) on pose w(x) = |x|pα

où α > 2s
p−2 −

N
p et on définit

Un(x, y, t) = |un(x, t)− un(y, t)|p−2(un(x, t)− un(y, t)).

En utilisant wun comme fonction test dans (5.3), il en résulte que

∫
Ω
untwundx+

∫
Ω

(−∆s
p)unwundx = λ

∫
Ω

up−1
n−1un

|x|ps + 1
n

wdx.

En intégrant dans le temps et en utilisant le fait que la suite {un}n est croissante en n, il en
résulte que

1
2

∫
Ω
u2
n(x, T )w(x)dx+

∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)(un(x, t)w(x)− un(y, t)w(y))dν dt

≤ λ
∫∫

ΩT

(un(x, t)w
1
p (x))p

|x|ps
dx dt+ 1

2

∫
Ω
u2

0(x)w(x)dx.

En utilisant l’inégalité (1.22), on obtient

Un(x, y, t)(un(x, t)w(x)− un(y, t)w(y)) ≥

C1|un(x, t)w(x)
1
p − un(y, t)w(y)

1
p |p − C2(upn(x, t) + upn(y, t))|w(x)

1
p − w(y)

1
p |p.
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Par conséquent, nous concluons que

1
2

∫
Ω
u2
n(x, T )w(x) dx+ C1

∫ T

0

∫∫
DΩ

|un(x, t)w(x)
1
p − un(y, t)w(y)

1
p |pdν dt

≤ C2

∫ T

0

∫∫
DΩ

(upn(x, t) + upn(y, t))|w(x)
1
p − w(y)

1
p |pdν dt

+λ
∫∫

ΩT

(unw
1
p )p

|x|ps
dx dt+ 1

2

∫
Ω
u2

0(x)w(x)dx.

Analysons le terme
∫ T

0

∫∫
DΩ

(upn(x, t) + upn(y, t))|w(x)
1
p −w(y)

1
p |pdνdt. En utilisant des argu-

ments de symétrie nous obtenons

∫ T

0

∫∫
DΩ

(upn(x, t)+upn(y, t))|w(x)
1
p−w(y)

1
p |pdνdt = 2

∫ T

0

∫∫
DΩ

upn(x, t)|w(x)
1
p−w(y)

1
p |pdνdt = 2J.

Nous affirmons que
J ≤ C

∫∫
ΩT

upnw

|x|ps
dxdt.

Puisque Ω est un domaine borné, puis Ω ⊂⊂ BR(0), par conséquent

J ≤
∫ T

0

∫
BR(0)

upn(x, t)
∫
IRN

||x|α − |y|α|pdνdt.

On pose r = |x| et ρ = |y|, alors x = rx′, y = ρy′. où |x′| = |y′| = 1. Par conséquent, on obtient
que

J ≤
∫ T

0

∫
BR(0)

upn(x, t)|x|−ps
∫ ∞

0
|rα − (rσ)α|pσN−1

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N+ps

 dσ dx dt

≤
∫ T

0

∫
BR(0)

upn(x, t)|x|pα−ps
∫ ∞

0
|1− σα|pσN−1K(σ)dσ dx dt

Posons C =
∫∞

0 |1− σ
α|pσN−1K(σ)dσ et en prenant en considération le fait que un = 0 dans

(IRN \ Ω)× (0, T ) on obtient que

J ≤ C
∫∫

ΩT

upnw

|x|ps
dx dt

et le résultat suit.

Maintenant, puisque p < 2, puis en utilisant l’inégalité de Young,∫∫
ΩT

upnw

|x|ps
dx dt ≤ C3

∫∫
ΩT

u2
nw(x) dx dt+ C4

∫∫
ΩT
|x|pα−

2ps
p−2 dx dt.
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Puisque α > 2s
p−2 −

N
p , il en résulte que

∫∫
ΩT
|x|pα−

2ps
p−2 dx dt ≤ C5T . Ainsi

∫∫
ΩT

upnw

|x|ps
dx dt ≤ C3

∫∫
ΩT

u2
n(x, t)w(x) dx dt+ CT.

En combinant les estimations ci-dessus, nous arrivons à

1
2

∫
Ω
u2
n(x, T )w(x)dx+ C1

∫ T

0

∫∫
DΩ

|un(x, t)w(x)
1
p − un(y, t)w(y)

1
p |pdν dt

≤ C2

∫∫
ΩT

u2
n(x, t)w(x) dx dt+ C3T + C4.

En utilisant le lemme Gronwall nous obtenons que
∫

Ω u
2
n(x, T )w(x)dx ≤ C(T ) et puis

∫ T

0

∫∫
DΩ

|un(x, t)w(x)
1
p − un(y, t)w(y)

1
p |pdν dt ≤ C(T ).

on pose ũn = w(x)un, alors {ũn}n est croissante en n et bornée dans l’espace Lp(0, T,W s,p
0 (Ω)).

Par conséquent, nous obtenons l’existence d’une fonction mesurable u telle que un ↑ u p.p.
dans Ω, u = 0 dans (IRN \ Ω) × (0, T ) et ũn ⇀ wu faiblement dans Lp(0, T,W s,p

0 (Ω)). Soit
U(x, y, t) = |u(x, t)−u(y, t)|p−2(u(x, t)−u(y, t)), alors Un → U p.p. dans DΩ×(0, T ). Montrons
que u satisfait (5.12). Soit v ∈ C∞0 (ΩT ), en utilisant wv comme fonction test dans le problème
d’approximation (5.3) et en intégrant dans le temps, il en résulte que

−
∫ T

0

∫
Ω
vtun(x, t)w(x) dx dt+

∫
Ω
v(x, T )un(x, T )w(x)dx

+
∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)(v(x, t)w(x)− v(y, t)w(y))dν dt

= λ

∫∫
ΩT

up−1
n−1wv

|x|ps + 1
n

dx dt+
∫

Ω
u2
n0(x)v(x, 0)w(x)dx.

En prenant en considération les estimations précédentes, on obtient facilement que : quand
n→∞,

−
∫∫

ΩT
vtun(x, t)w(x) dx dt+

∫
Ω
v(x, T )un(x, T )w(x)dx→

−
∫∫

ΩT
vtu(x, t)w(x) dx dt+

∫
Ω
v(x, T )u(x, T )w(x)dx

et ∫∫
ΩT

up−1
n−1wv

|x|ps + 1
n

dx dt+
∫

Ω
u2
n0(x)v(x, 0)w(x)dx→∫∫

ΩT

up−1wv

|x|ps
dx dt+

∫
Ω
u2

0(x)v(x, 0)w(x)dx.
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Montrons que

∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)(v(x, t)w(x)− v(y, t)w(y))dν dt→∫ T

0

∫∫
DΩ

U(x, y, t)(v(x, t)w(x)− v(y, t)w(y))dν dt.

Posons
ũn = |x|αun, ũ = |x|αu, ṽ = |x|αv

, et
Ũn(x, y, t) = |ũn(x, t)− ũn(y, t)|p−2(ũn(x, t)− ũn(y, t)),

Ũ(x, y, t) = |ũ(x, t)− ũ(y, t)|p−2(ũ(x, t)− ũ(y, t))

et
Ṽ (x, y, t) = |ṽ(x, t)− ṽ(y, t)|p−2(ṽ(x, t)− ṽ(y, t)).

En utilisant les estimations précédentes sur {un}n, on a ũ, ṽ ∈ Lp(0, T,W s,p
0 (Ω)), {ũn}n est

bornée dans Lp(0, T,W s,p
0 (Ω)) et ũn ⇀ ũ faiblement dans Lp(0, T,W s,p

0 (Ω)).

on a
Un(x, y, t)(v(x, t)w(x)− v(y, t)w(y)) = Jn(x, y, t) + Ln(x, y, t),

où
Jn(x, y, t) = Ũn(x, y, t)(ṽ(x, t)− ṽ(y, t))

et

Ln(x, y, t) =∣∣∣∣(ũn(x, t)− ũn(y, t)) + (1− ( |x||y| )
α)ũn(y, t)

∣∣∣∣p−2(
(ũn(x, t)− ũn(y, t)) + (1− ( |x||y| )

α)ũn(y, t)
)

×
(

(ṽn(x, t)− ṽn(y, t)) + (1− ( |x||y| )
α(p−1))ṽn(y, t)

)
− Jn(x, y, t).

En utilisant un argument de dualité nous obtenons que

∫ T

0

∫∫
DΩ

Jn(x, y, t)dν dt→
∫ T

0

∫∫
DΩ

J(x, y, t)dν dt quand n→∞.

On traite maintenant Ln. Il est clair que Ln → L p.p in DΩ × (0, T ) où

L(x, y, t) =∣∣∣∣(ũ(x, t)− ũ(y, t)) + (1− ( |x||y| )
α)ũ(y, t)

∣∣∣∣p−2(
(ũ(x, t)− ũ(y, t)) + (1− ( |x||y| )

α)ũ(y, t)
)

×
(

(ṽ(x, t)− ṽ(y, t)) + (1− ( |x||y| )
α(p−1))ṽ(y, t)

)
− J(x, y, t).
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On a
|Ln(x, y, t)| ≤ Ln1(x, y, t) + Ln2(x, y, t),

où

Ln1(x, y, t) =∥∥∥∥∥
∣∣∣∣(ũn(x, t)− ũn(y, t)) + (1− ( |x||y| )

α)ũn(y, t)
∣∣∣∣p−2(

(ũn(x, t)− ũn(y, t)) + (1− ( |x||y| )
α)ũn(y, t)

)

−
∣∣∣∣ũn(x, t)− ũn(y, t)

∣∣∣∣p−2(
ũn(x, t)− ũn(y, t)

)∥∥∥∥∥
×
∣∣∣∣(ṽ(x, t)− ṽ(y, t))

∣∣∣∣,
et

Ln2(x, y, t) =
∣∣∣∣(ũn(x, t)− ũn(y, t)) + (1− ( |x|

|y|
)α)ũn(y, t)

∣∣∣∣p−1

×
∣∣∣∣(1− ( |x|

|y|
)α(p−1))ṽ(y, t)

∣∣∣∣,
Il est clair que

Ln2(x, y, t) ≤
∣∣∣∣ũn(x, t)− ũn(y, t)

∣∣∣∣p−1
×
∣∣∣∣(1− ( |x|

|y|
)α(p−1))ṽ(y, t)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣1− ( |x|
|y|

)α)ũn(y, t)
∣∣∣∣p−1

×
∣∣∣∣(1− ( |x|

|y|
)α(p−1))ṽ(y, t)

∣∣∣∣
≤ Ln21(x, y, t) + Ln22(x, y, t).

Nous affirmons que
∣∣∣∣(1− ( |x||y| )

α(p−1))ṽ(y, t)
∣∣∣∣ ∈ Lp(DΩ × (0, T ), dν dt). Il est clair que

∫ T

0

∫∫
DΩ

∣∣∣∣(1− ( |x|
|y|

)α(p−1))ṽ(y, t)
∣∣∣∣pdν dt ≤

∫ T

0

∫
Ω

|ṽ(y, t)|p

|y|pα(p−1)+ps

∫
IRN

∣∣∣∣|y|α(p−1) − |x|α(p−1)
∣∣∣∣p

|x− y|N+ps dx dy dt.
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On pose r = |x|, ρ = |y|, alors x = rx′, y = ρy′ où |x′| = |y′| = 1. Pour σ = r

ρ
, on obtient que

∫ T

0

∫∫
DΩ

∣∣∣∣(1− ( |x|
|y|

)α(p−1))ṽ(y, t)
∣∣∣∣pdν dt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|ṽ(y, t)|p

|y|pα(p−1)+ps

∫ ∞
0

∣∣∣∣|y|α(p−1) − (σ|y|)α(p−1)
∣∣∣∣pσN−1K(σ)dσ dy dt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|ṽ(y, t)|p

|y|ps

∫ ∞
0

∣∣∣∣1− σα(p−1)
∣∣∣∣pσN−1K(σ) dσ dy dt

≤ C
∫ T

0

∫
Ω

|ṽ(y, t)|p

|y|ps
dy dt,

où
C =

∫ ∞
0

∣∣∣∣1− σα(p−1)
∣∣∣∣pσN−1K(σ)dσ <∞.

Puisque ṽ ∈ Lp(0, T,W s,p
0 (Ω)), alors nous concluons que

∫ T

0

∫
Ω

|ṽ(y, t)|p

|y|ps
dy dt < ∞ et le

résultat suit.

Par conséquent Ln21 converge fortement dans L1(DΩ×(0, T ), dν dt). De la même façon, nous
pouvons prouver que Ln22 converge fortement dans L1(DΩ × (0, T ), dν dt). Ainsi en utilisant
le théorème de convergence Dominée nous obtenons que Ln2 converge vers L2 fortement dans
L1(DΩ × (0, T ), dν dt) où

L2(x, y, t) =
∣∣∣∣(ũ(x, t)− ũ(y, t)) + (1− ( |x|

|y|
)α)ũ(y, t)

∣∣∣∣p−1

×
∣∣∣∣(1− ( |x|

|y|
)α(p−1))ṽ(y, t)

∣∣∣∣.
Maintenant, puisque p < 2, alors

Ln1(x, y, t) ≤ C

∣∣∣∣(1− ( |x|
|y|

)α)ũn(y, t)
∣∣∣∣p−1

×
∣∣∣∣(ṽ(x, t)− ṽ(y, t))

∣∣∣∣,
Puisque ṽ ∈ Lp(0, T,W s,p

0 (Ω)), puis en utilisant les mêmes calculs que dans le résultat précé-

dent, nous arrivons à ce que
∣∣∣∣(1 − ( |x||y| )

α)ũn(y, t)
∣∣∣∣p−1

∈ L
p
p−1 (DΩ × (0, T ), dν dt). Par consé-

quent, en utilisant le théorème de convergence Dominée il en résulte que Ln1 → L1 converge
vers L1(x, y, t) fortement dans L1(DΩ × (0, T ), dν dt) où

L1(x, y, t) =∥∥∥∥∥
∣∣∣∣(ũ(x, t)− ũ(y, t)) + (1− ( |x||y| )

α)ũn(y, t)
∣∣∣∣p−2(

(ũ(x, t)− ũ(y, t)) + (1− ( |x||y| )
α)ũn(y, t)

)

−
∣∣∣∣ũ(x, t)− ũ(y, t)

∣∣∣∣p−2(
ũ(x, t)− ũ(y, t)

)∥∥∥∥∥
×
∣∣∣∣(ṽ(x, t)− ṽ(y, t))

∣∣∣∣.
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En combinant les estimations ci-dessus, nous concluons que

∫ T

0

∫∫
DΩ

Un(x, y, t)(v(x, t)w(x)− v(y, t)w(y))dν dt→∫ T

0

∫∫
DΩ

U(x, y, t)(v(x, t)w(x)− v(y, t)w(y))dν dt.

Par conséquent u ∈ Υα satisfait (5.12). Il est clair que u est une solution au sens de distribution
dans Ω\{0} × (0, T ). �

5.5 Autres résultats

5.5.1 Extinction en temps fini

Dans cette sous-section, nous supposons que p < 2, notre objectif principal est d’obtenir la
condition la plus "naturelle" pour montrer que la solution non négative devienne nulle pour un
temps très grand. Le premier résultat dans cette direction est la suivante.

Théorème 5.5. Supposons que λ < ΛN,p,s et définissons u comme étant la solution minimale
du problème 

ut + (−∆s
p)u = λ

up−1

|x|ps
dans ΩT ,

u ≥ 0 dans IRN × (0, T ),
u = 0 dans (IRN \ Ω)× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(5.13)

alors on a

1. Si 2N
N+2s ≤ p < 2 et u0 ∈ L2(Ω), alors il existe un temps fini T ∗(N, p, |Ω|,ΛN,p,s, ||u0||2) ≡

T ∗ ≥ ||u0||2−p2 |Ω|
p
2−1+ ps

N tel que u(., t) ≡ 0 pour t ≥ T ∗.

2. Si 1 < p < 2N
N+2s et u0 ∈ Lν+1(Ω)∩L2(Ω) avec ν+1 = N(2−p)

ps , alors il existe C(N, p, s) > 0
telle que si λ < C(N, p, s), alors u(., t) ≡ 0 pour tout t ≥ T ∗ où T ∗ = T ∗(λ,C, u0).

Démonstration. Nous suivons les arguments utilisés dans [15]. Utilisons u comme fonction test
dans (5.13), on obtient

1
2
d

dt

∫
Ω
u2dx+ 1

2

∫∫
DΩ

|u(x, t)− u(y, t)|p

|x− y|N+ps dy dx = λ

∫
Ω

|u|p

|x|ps
dx.

Par les inégalités de Hardy et Sobolev, nous arrivons à

1
2
d

dt

∫
Ω
u2dx+ C(S,ΛN,p,s)

2

(∫
Ω
|u|p

∗
s dx

) p
p∗s
≤ 0.
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Puisque 2N
N+2s < p < 2, alors p∗s > 2, ainsi par l’inégalité de Hölder, on obtient

∫
Ω
u2(x, t)dx ≤ C(Ω)

( ∫
Ω
| up

∗
s (x, t)| dx

) 2
p∗s .

ainsi
1
2
d

dt
‖ u(x, t) ‖22 +c(ΛN,p,s)|Ω|

p
p∗s
− p2 ‖ u(x, t) ‖p2≤ 0

Comme conclusion

‖ u(x, T ) ‖2≤‖ u0 ‖2
(

1− (2− p)c(ΛN,p,s)|Ω|
p
p∗s
− p2 T

‖ u0 ‖2−p2

) 1
2−p

Par conséquent si T < T ∗, u(x, T ) = 0 et le résultat suit.

Supposons que 1 < p < 2N
N+2s , en utilisant un argument d’approximation, nous pouvons

prendre uν comme fonction test dans (5.13), on aura

1
ν + 1

d

dt

∫
Ω
uν+1dx+ 1

2

∫∫
DΩ

|u(x, t)− u(y, t)|p−2(u(x, t)− u(y, t))(uν(x, t)− uν(y, t))dν

= λ

∫
Ω

up−1+ν

|x|ps
dx.

Ainsi, par l’inégalité(1.12), on obtient

1
ν + 1

d

dt

∫
Ω
uν+1dx+ C

2

∫∫
DΩ

|u
p+ν−1
p (x, t)− u

p+ν−1
p (y, t)|p dν ≤ λ

∫
Ω

up−1+ν

|x|ps
dx

En utilisant maintenant, l’inégalité de Hardy,

1
ν + 1

d

dt

∫
Ω
uν+1dx+ (C2 −

λ

ΛN,p,s
)
∫∫

DΩ

|u
p+ν−1
p (x, t)− u

p+ν−1
p (y, t)|p dν ≤ 0.

Supposons que λ < CΛN,p,s
2 , donc en utilisant l’inégalité de Sobolev, nous concluons que

1
ν + 1

d

dt

∫
Ω
uν+1dx+ C(ΛN,p,s)

(∫
Ω
u

(ν+p−1)
p p∗sdx

) p
p∗s
≤ 0.

Rappelons que ν = N(2−p)−ps
ps , alors ν+p−1

p p∗s = ν + 1.

1
ν + 1

d

dt
||u(x, t)||ν+1

ν+1 + C||u(x, t)||ν+p−1
ν+1 ≤ 0

Maintenant, nous obtenons

||u(x, T )||ν+1 ≤ ||u0||ν+1

(
1− CT

‖ u0 ‖2−pν+1

) 1
2−p

.

Par conséquent le résultat suit.



146 Chapitre 5. Problème parabolique fractionnaire avec potentiel de Hardy

Maintenant, pour un problème plus général

ut + (−∆s
p)u = λ

up−1

|x|ps
+ uq dans ΩT = Ω× (0, T ),

u ≥ 0 dans IRN × (0, T ),
u = 0 dans (IRN \ Ω)× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(5.14)

où q < 1, comme dans le théorème 5.5, on peut montrer que le problème (5.14) a une solution
avec extinction en temps fini, plus précisément, nous avons

Théorème 5.6. Supposons que p − 1 < q ≤ 1, λ < ΛN,p,s et u0 ∈ L2(Ω), alors le problème
(5.14) a une solution minimale non négative u ∈ Lp(0, T,W s,p

0 (Ω)), de plus

1. Si p ≥ 2N
N+2s , puis sous une condition de petitesse sur ||u0||2, il existe un temps fini T ∗

tel que u(., t) ≡ 0 pour tout t ≥ T ∗.

2. Si 1 < p < 2N
N+2s , p − 1 < q ≤ 1 et u0 ∈ Lν+1(Ω) ∩ L2(Ω) avec ν + 1 = N(2−p)

ps , alors il
existe C > 0 tel que si λ < C, alors u(., t) ≡ 0 pour tout t ≥ T ∗ pour un T ∗ > 0.
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1.1 Introduction

Dans cette thèse on s’intéresse à l’étude d’une classe de problèmes paraboliques et elliptiques avec
un opérateur non local de type p-laplacien fractionnaire ou bien p-laplacien fractionnaire avec
poids. Plus précisément on considère un opérateur pseudo différentiel de la forme

(−∆)sp,β u(x) := P.V.

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+ps

dy

|x|β |y|β

où s ∈ (0, 1), p > 1 et β > 0. Il est clair que cet opérateur cöıncide, modulo une constante, avec le
p laplacien classique pour s = 1 et β = 0. Pour le cas du laplacien fractionnaire, p = 2 et β = 0,
l’opérateur peut être aussi défini en utilisant la transformée de Fourier

(−∆)su = F−1

(
F(|ξ|2su)

)
.

Notons aussi que cet opérateur trouve son origine en probabilité, puisque il apparâıt comme un
cas particulier du processus Levy (voir [[25], [28], [54]]).

L’étude des équations fractionnaires a connu un avancement notable ces dernières années grâce
a la contribution de plusieurs mathématiciens. L’un des résultats clé dans l’analyse du laplacien
fractionnaire est sans doute le résultat de Caffarelli-Sylvestre dans [35]. Les auteurs ont prouvé
une ”correspondance” entre l’opérateur non local (−∆)s défini dans IRN , et, un opérateur local
divergentiel défini dans IRN+1. Cette correspondance a permis de prouver plusieurs résultats
de régularité et de définir des extensions ”naturelles” des notions, jusque là limitées au cas du
laplacien comme la notion de périmètre, courbure moyenne,...., au cas non local. Dans cette thèse
on s’intéresse a l’étude des problèmes elliptiques et paraboliques où l’opérateur principal est donné
par (−∆)sp,β et parfois sous la présence d’un terme singulier. Le but principal de ce travail est de
généraliser des résultats connus pour le cas local, ou bien non local linéaire, à notre cas non local.
A première vue, il semble que cette extension peut se faire facilement, ce qui n’est pas tout à fait
vrai dans la majorité des cas, en gardant à l’esprit que l’argument de Caffarelli-Sylvestre ne peut
pas être étendu au cas non-linéaire. Tenant en compte la nature algébrique de l’opérateur, et pour
accomplir notre étude, il est nécessaire de développer des inégalités algébriques, parfois difficiles à
prouver, pour résoudre des difficultés de type intégration par parties, fonction test de type produit,
estimations a priori,.....

Une fois que les outils algébriques sont prouvés, on passe à la question des poids admissibles.
Dans le cas local, pour l’opérateur divergentiel

−∆p,β u(x) = −div(|x|−β |∇u|p−2∇u),

le poids |x|−β est admissible pour tout β ∈ (0, N − p) dans le sens ou l’opérateur −∆p,β vérifie
l’inégalité de Harnack faible . La démonstration de cette affirmation est basée sur les inégalités de
Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Notons que cette classe de poids intervient d’une manière fondamentale
quand on cherche à améliorer l’inégalité de Hardy-Sobolev.

Dans notre cas la situation est totalement différente. Le rang de β admissible change complètement
puisque les valeurs ”trop” négatives de β posent un problème fondamental dans la définition de
l’espace de Sobolev fractionnaire lui même. Donc en prouvant une inégalité de Hardy-Sobolev avec
poids (sous quelques conditions sur le poids), on arrive à démontrer une version de l’inégalité de type
Caffarelli-Kohn-Nirenberg fractionnaire. Cette inégalité sera la clé pour obtenir l’inégalité de Har-
nack faible pour notre opérateur dans l’esprit des poids admissible. Enfin, et comme conséquence,
on traite une classe de problèmes elliptiques et paraboliques non locaux sous la présence d’un terme
singulier comme terme de réaction.
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1.2 Description de la Thèse

1.2.1 Description du chapitre 1

Dans le premier chapitre on présente des outils d’analyse non linéaires qui seront utilisés pour
traiter nos problèmes. On commence par présenter les espaces de Sobolev fractionnaires et leurs
propriétés. Ensuite pour une classe de poids précise, on définit les espace de Sobolev avec poids.
La notion de troncature est aussi présentée puisqu’elle va être utilisée pour définir des solutions
généralisées. En tenant en compte le caractère algébrique de notre opérateur, dans la dernière
partie du Chapitre 1 on présente quelques inégalités algébriques qu’on va les utiliser régulièrement
dans cette thèse. Notons que quelques inégalités peuvent être prouvées facilement en utilisant un
argument de normalisation et homogénéité, par contre d’autres inégalités sont plus compliquées
(et complètement nouvelles) et exigent des démonstrations fines et rigoureuses.

1.2.2 Description du chapitre 2

Dans [34], les auteurs ont montré le résultat suivant:

Théorème 0.1 (Caffarelli-Kohn-Nirenberg). Soient p, q, r, α, β, σ et a des constantes réelles telles
que p, q ≥ 1, r > 0, 0 ≤ a ≤ 1 et

1

p
+
α

N
,

1

q
+
β

N
,

1

r
+
m

N
> 0,

où m = aσ + (1− a)β. Alors, il existe une constante positive C telle que pour tout u ∈ C∞0 (IRN ),
on a ∥∥∥|x|mu∥∥∥

Lr(IRN )
≤ C

∥∥∥|x|α|∇u|∥∥∥a
Lp(IRN )

∥∥∥|x|βu∥∥∥1−a

Lq(IRN )

si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées:

1

r
+
m

N
= a

(1

p
+
α− 1

N

)
+ (1− a)

(1

q
+
β

N

)
avec

0 ≤ α− σ si α > 0,

et

α− σ ≤ 1 si a > 0 et
1

r
+
m

N
=

1

p
+
α− 1

N

Ce type des inégalités est lié au problème elliptique local suivant:

−div(|x|−pγ |∇u|p−2∇u) = 0 (2.0)

Comme conséquence du Théorème 0.1, il résulte que |x|−γ , avec γ < N−p
p , est un poids admissible

dans le sens que si u est une super-solution faible de (2.0), alors elle satisfait l’inégalité faible de
Harnack. Plus précisément, il existe une constante positive κ > 1 tel que pour tout 0 < q < κ(p−1),(∫

B2ρ(x0)

uq(x)|x|−pγdx
) 1
q ≤ C inf

Bρ(x0)
u,
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où B2ρ(x0) ⊂⊂ Ω, et C > 0 dépend seulement de B.
Nous nous référons à [45], [52] qui donnent une discussion complète ainsi que la preuve de l’inégalité
de Harnack. Notons que l’inégalité de Harnack classique reste vraie pour la solution positive de
(2.0).
L’un des principaux outils pour obtenir les inégalités faibles de Harnack est l’inégalité de Sobolev
avec poids qui peut être obtenue directement à partir du Théorème 0.1.
Un autre argument pour obtenir l’inégalité de Sobolev est de prouver l’inégalité de Hardy avec
poids.
L’objectif principal de ce chapitre est de suivre cette approche afin d’obtenir la version non locale
de l’inégalité Caffarelli-Kohn-Nirenberg.

Dans [50], les auteurs ont prouvé l’inégalité de Hardy-Sobolev classique:

Théorème 0.2 Soit p > 1, s ∈ (0, 1) telles que sp < N , alors ∀u ∈ C∞0 (IRN ),∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy ≥ ΛN,p,s

∫
IRN

|u(x)|p

|x|ps
dx (2.1)

où la constante ΛN,p,s est donnée par

ΛN,p,s = 2

∫ ∞
0

|1− σ−γ |p−2(1− σ−γ)σN−β−1K(σ)dσ (2.2)

avec

γ =
N − ps
p

et K(σ) =

∫
|y′|=1

dHn−1(y′)

|x′ − σy′|N+ps
.

Dans le même papier, et en considérant

hs(u) ≡
∫
IRN

∫
IRN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy − ΛN,p,s

∫
IRN

|u(x)|p

|x|ps
dx,

les auteurs montrent que pour p ≥ 2, il existe une constante positive C = C(p,N, s) telle que pour

tout u ∈ C∞0 (IRN ), si v = |x|
N−ps
p u, alors

hs(u) ≥ C

∫
IRN

∫
IRN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2

. (2.3)

L’inégalité précédente devient une égalité pour p = 2 avec C = 1.
Comme conséquence de (2.3), on obtient facilement que ΛN,p,s n’est jamais atteinte.
Pour p = 2, les auteurs dans [13] ont montré le résultat suivant:

Théorème 0.3 Soit N ≥ 1, 0 < s < 1 et N > 2s. Supposons que Ω ⊂ RN est un domaine borné,
alors pour tout 1 < q < 2, il existe une constante positive C = C(Ω, q,N, s) telle que pour tout
u ∈ C∞0 (Ω),

aN,s

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dx dy − ΛN,2,s

∫
RN

|u(x)|2

|x|2s
dx ≥

C(Ω, q,N, s)

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+qs
dx dy.

(2.4)
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Le résultat principal du Chapitre 2 est de généraliser le résultat du Théorème 0.3 au cas où
p 6= 2. Suivant les valeurs de p (p > 2 ou bien p < 2), la preuve sera basée sur des arguments
différents, en particulier sur des inégalités algébriques différentes. Une fois que l’inégalité de Hardy-
Sobolev améliorée est prouvée, on arrive à démontrer l’inégalité de type Caffarelli-Kohn-Nirenberg
fractionnaire. Notons que notre approche est basée sur le fait que le poids |x|−β n’est pas trop
dégénéré, c.à.d. on aura besoin que de la condition β > −ps qui est une condition optimale puisque
pour β ≤ −ps on aura un problème pour définir l’espace de Sobolev lui-même.

Pour généraliser complètement les inégalités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg au rang β négatif,
on aura besoin de changer ”la structure de l’opérateur”, puisqu’il sera nécessaire que le poids
”accompagne” la fonction dans la norme.

1.2.3 Description du chapitre 3

Comme application directe des résultats du chapitre ??, on considère le problème suivant{
(−∆)sp,βu = f(x, u) dans Ω,

u = 0 dans IRN \ Ω,
(2.5)

où Ω est un domaine borné régulier contenant l’origine et f une fonction donnée.
On commence par le cas où f dépend seulement de x. Notre premier objectif sera d’obtenir

l’existence d’une solution, dans un sens convenable, pour le problème (2.5) pour une grande classe
de donné f .

Pour le cas de l’équation du p−laplacien classique, l’existence et l’unicité d’une solution en-
tropique pour une donnée dans L1. On renvoie le lecteur à [27] et [23] pour plus de détails.

Le cas d’une donnée mesure générale a été traité dans [38] où les auteurs ont prouvé l’existence
d’une solution renormalisée.

Le cas local avec un poids a été considéré dans [11], les auteurs ont démontré l’existence et
l’unicité d’une solution au sens d’entropie pour une donnée dans L1.

Pour l’opérateur (−∆)sp,β , les cas p = 2 et β = 0 a été analysé dans [58] et [55] où l’argument
de dualité, dans le sens de Stampacchia, a été utilisé pour prouver l’existence de solution pour une
donnée dans L1. Dans un cadre plus général, un problème semi-linéaire a été examiné dans [17] ,
où l’existence et l’unicité de la solution renormalisée sont analysées.

Le cas p 6= 2 et β = 0 a été traité récemment dans [43] et [36] avec une donnée régulière et une
structure variationnelle. Pour une donnée générale, et en se basant sur une certaine généralisation
de la théorie du potentiel de Wolff, les auteurs ont pu obtenir l’existence d’une solution faible qui
appartient à un espace de Sobolev fractionnaire approprié.

Dans ce chapitre, nous allons traiter le cas p 6= 2 et β > 0, l’argument utilisé dans [57] semble
être compliqué pour être adapté à notre cas.

Notre approche est plus simple et elle est basée sur un choix approprié d’une famille de fonctions
test et de certaines inégalités algébriques.

Dans la première partie, nous allons considérer le cas f(x, s) = f(x). On prouve l’existence
d’une solution faible qui est dans un espace de Sobolev fractionnaire approprié.

Il est clair que pour β = 0, on obtient le même résultat d’existence et de régularité donné dans
[57], cependant, il semblerait que notre approche est plus simple et peut être adaptée à une grande
classe d’opérateurs non locaux avec poids. Ensuite, dans le cas où la donnée f ≥ 0, on prouve
l’existence d’une solution au sens d’entropie.
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Dans la section ??, nous traitons le cas f(x, s) = λsq + f(x), alors, selon les valeurs de q et λ,
nous sommes en mesure de montrer l’existence d’une solution d’entropie pour une grande classe
de données f .

Pour une donnée positive, nous allons montrer que l’opérateur (−∆)sp,β satisfait à une inégalité
locale de Harnack bien adaptée. Ce dernier résultat a été prouvé dans [42] pour β = 0 et dans [9]
pour le cas p = 2 et β > 0. A ce niveau, en combinant les techniques des derniers articles, nous
allons montrer le résultat pour le cas non linéaire p 6= 2 et β > 0. Comme application directe de
l’étude précédente on considère le problème{

(−∆)sp,β u = λuq + g(x), u > 0 dans Ω,

u = 0 dans RN \ Ω.

Suivant les valeurs de q et λ, on arrive à prouver l’existence d’une solution positive pour la classe
la plus vaste possible de g.

Enfin dans la dernière section de ce chapitre on traite le cas du potentiel de Hardy. Plus
précisément, on considère le problème (−∆)sp,β u = λ

up−1

|x|ps
+ uq, u > 0 dans Ω,

u = 0 dans RN \ Ω.
(2.6)

Dans le cas local , le problème se réduit à: −∆p u = λ
up−1

|x|p
+ uq, u > 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(2.7)

Pour p = 2, les auteurs dans [30] ont montré que si q > q+(2), alors le problème (2.7) n’admet pas
de sur-solution distributionnelle, cependant, si q < q+(2), il existe une sur-solution positive, avec

q+(2) = 1 + 2
θ1

, θ1 = N−2
2 −

√
ΛN,2 − λ et ΛN,2 = (N−2)2

4 , la constante classique de Hardy
Le cas p 6= 2 a été considéré dans [6] où la même alternative reste vraie avec q+(p) = p− 1 + p

θp

où θp est une solution de l’équation algébrique

Ξ(s) = (p− 1)sp − (N − p)sp−1 + λ = 0.

Le cas fractionnaire avec p = 2 a été étudié dans [46] et [21]. les auteurs ont montré la même
alternative avec q+(2, s) = 1 + 2s

θ où θ ≡ θ(λ, s,N) > 0.
Notre objectif est de généraliser le résultat de [46], [21] au cas p 6= 2.

1.2.4 Description du chapitre 4

Dans ce chapitre on considère la partie parabolique. Comme dans le cas elliptique, notre but est
de généraliser les résultats obtenus pour les opérateurs locaux a notre cas non local. On commence
par traiter le problème suivant

ut + (−∆s
p)u = f(x, t), u > 0 dans ΩT = Ω× (0, T ),

u = 0 dans (IRN \ Ω)× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(2.8)
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où Ω est un domaine borné et f, u0 sont des fonctions mesurables. En utilisant des techniques
similaires au cas elliptiques on arrive à prouver que le problème (2.8) admet une solution distribu-
tionnelle pour f mesure de Radon et u0 ∈ L1(Ω). Dans le cas ou f ∈ L1(ΩT ) avec f ≥ 0, l’existence
d’une solution entropique est prouvée. L’idée est d’utiliser des arguments d’approximation et de
passer à la limite en utilisant les estimations a priori.

1.2.5 Description du chapitre 5

Comme conséquence de l’existence d’une solution entropique et par les résultats du chapitre ??,
on étudie le problème

ut + (−∆s
p)u = λ

up−1

|x|ps
, u > 0 dans ΩT = Ω× (0, T ),

u = 0 dans (IRN \ Ω)× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(2.9)

où Ω est domaine borné contenant l’origine et λ > 0. Il est clair que le problème (2.9) est fortement
lié à l’inégalité de Hardy-Sobolev.

Pour p = 2 et s = 1 le problème (2.9) a été étudié dans [20]. Les auteurs démontrent l’existence
et les résultats de non-existence en relation avec le fait que λ ≤ ΛN,2 ou λ > ΛN,2, respectivement.
Le cas nonlocal a été résolu dans [58], les auteurs ont pu obtenir la même alternative en utilisant
le fait que l’opérateur parabolique nonlocal satisfait une inégalité de Harnack appropriée. Sous la
présence d’un terme de réaction, les auteurs dans [8] ont prouvé l’existence d’un exposant critique
q+(λ, s) ne dépendant que de λ tel que l’existence a lieu si et seulement si q < q+(λ).

Pour p 6= 2 et s = 1, le problème a été largement étudié dans la littérature. Dans [15], les
auteurs prouvent l’existence d’une solution globale, si p < 2N

N+2 pour tout λ > 0 et pour u0

appropriée. Dans [40], les auteurs complètent l’étude précédente et montrent que si 2N
N+1 ≤ p < 2,

le problème a une solution au sens des distributions loin de l’origine.
Le cas p 6= 2 et s < 1 semble être nouveau. Notons que pour prouver l’existence d’une solution

loin de l’origine on aura besoin de l’inégalité de CKN avec un poids trop dégénéré, ce qui conduit à
l’utilisation des résultats de la dernière section du chapitre 2. L’Extinction en temps fini est aussi
analysée.

Remarque: Pour les références voir la thèse.

7
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Let 0 < s < 1 and p > 1 be such that ps < N . Assume that Ω
is a bounded domain containing the origin. Starting from the
ground state inequality by R. Frank and R. Seiringer in [17]
to obtain:

(1) The following improved Hardy inequality for p > 2:
For all q < p, there exists a positive constant C ≡
C(Ω, q, N, s) such that

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x − y|N+ps
dx dy − ΛN,p,s

∫

RN

|u(x)|p

|x|p
dx

> C

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x − y|N+qs
dxdy,

for all u ∈ C∞

0 (RN ). Here ΛN,p,s is the optimal constant
in the Hardy inequality (1.2).

(2) Define p∗

s = pN
N−ps

and let β < N−ps
2

, then

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x − y|N+ps|x|β |y|β
dy dx

✩ This work is partially supported by project MTM2013-40846-P, MINECO, Spain. The first author is
partially supported by a grant from the ICTP centre of Trieste, Italy.
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(R. Bentifour).
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> S(N, p, s, β)
(

∫

RN

|u(x)|p
∗
s

|x|
2β

p∗
s

p

dx
)

p

p∗
s ,

for all u ∈ C∞

0 (Ω) where S ≡ S(N, p, s, β) > 0.
(3) If β ≡ N−ps

2
, as a consequence of the improved Hardy

inequality, we obtain that for all q < p, there exists a
positive constant C(Ω) such that

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x − y|N+ps|x|β |y|β
dy dx

> C(Ω)
(

∫

Ω

|u(x)|p
∗
s,q

|x|
2β

p∗
s,q

p

dx
)

p

p∗
s,q ,

for all u ∈ C∞

0 (Ω) where p∗

s,q = pN
N−qs

.

Notice that the previous inequalities can be understood as
the fractional extension of the Callarelli–Kohn–Nirenberg
inequalities in [9].

© 2017 Elsevier Inc. All rights reserved.

1. Introduction

In [9] the authors proved the following result

Theorem 1.1 (Caffarelli–Kohn–Nirenberg). Let p, q, r, α, β, σ and a be real constants such

that p, q > 1, r > 0, 0 6 a 6 1, and

1

p
+
α

N
,

1

q
+
β

N
,

1

r
+
m

N
> 0,

where m = aσ + (1 − a)β. Then there exists a positive constant C such that for all

u ∈ C∞
0 (RN ) we have

∣

∣

∣

∣

∣

∣|x|mu
∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lr(RN )
6 C

∣

∣

∣

∣

∣

∣
|x|α|∇u|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a

Lp(RN )

∣

∣

∣

∣

∣

∣
|x|βu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1−a

Lq(RN )
,

if and only if the following relations hold:

1

r
+
m

N
= a

(1

p
+
α− 1

N

)

+ (1 − a)
(1

q
+
β

N

)

,

with

0 6 α− σ if a > 0,
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and

α− σ 6 1 if a > 0 and
1

r
+
m

N
=

1

p
+
α− 1

N
.

This class of inequalities are related to the following local elliptic problem

− div(|x|−pγ |∇u|p−2∇u) = 0. (1.1)

As a consequence of Theorem 1.1, it follows that |x|−γ , with γ < N−p
p

, is an admissible

weight in the sense that if u is a weak positive supersolution to (1.1), then it satisfies a

weak Harnack inequality.

More precisely, there exists a positive constant κ > 1 such that for all 0 < q < κ(p−1),

(

∫

B2ρ(x0)

uq(x)|x|−pγdx
)

1
q

6 C inf
Bρ(x0)

u,

where B2ρ(x0) ⊂⊂ Ω, and C > 0 depends only on B.

We refer to [13,18] and the references therein for a complete discussion and the proof

of the weak Harnack inequality.

Notice that even the classical Harnack inequality holds for positive solution to (1.1).

One of the main tools to get the weak Harnack inequality is a weighted Sobolev

inequality that can obtained directly from Theorem 1.1.

An alternative argument to get the Sobolev inequality is to prove a weighted Hardy

inequality as it was observed in [22].

The main goal of this paper is to follow this approach in order to get a nonlocal

version of the Caffarelli–Kohn–Nirenberg inequalities.

In [17], the authors proved the following Hardy inequality stating that for p > 1 with

sp < N and for all φ ∈ C∞
0 (RN ),

∫

RN

∫

RN

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy > ΛN,p,s

∫

RN

|φ(x)|p

|x|ps
dx (1.2)

where the constant ΛN,p,s is given by

ΛN,p,s = 2

∞
∫

0

|1 − σ−γ |p−2(1 − σ−γ)σN−1K(σ) (1.3)

and

K(σ) =

∫

|y′|=1

dHn−1(y′)

|x′ − σy′|N+ps
.
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In the same paper, setting

hs(u) ≡

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy − ΛN,p,s

∫

RN

|u(x)|p

|x|ps
dx,

they proved that for p > 2, there exists a positive constant C = C(p,N, s) such that for

all u ∈ C∞
0 (RN ), if v = |x|

N−ps
p u, it holds

hs(u) > C

∫

RN

∫

RN

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|
N−ps

2

dy

|y|
N−ps

2

. (1.4)

The above inequality turns to be equality for p = 2 with C = 1.

As a consequence of (1.4), we easily get that ΛN,p,s is never achieved.

For p = 2, the authors in [2] proved the next result:

Theorem 1.2. Let N > 1, 0 < s < 1 and N > 2s. Assume that Ω ⊂ RN is a bounded

domain, then for all 1 < q < 2, there exists a positive constant C = C(Ω, q,N, s) such

that for all u ∈ C∞
0 (Ω),

aN,s

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|2

|x− y|N+2s
dx dy − ΛN,2,s

∫

RN

|u(x)|2

|x|2s
dx

> C(Ω, q,N, s)

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|2

|x− y|N+qs
dx dy. (1.5)

One of the main results of this work is to generalize Theorem 1.2 to the case p > 2.

More precisely we have the next Theorem:

Theorem 1.3. Let p > 2, 0 < s < 1 and N > ps. Assume that Ω ⊂ RN is a bounded

domain, then for all 1 < q < p, there exists a positive constant C = C(Ω, q,N, s) such

that for all u ∈ C∞
0 (Ω),

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps
dx dy − ΛN,p,s

∫

RN

|u(x)|p

|x|ps
dx > C

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+qs
dx dy. (1.6)

As a consequence we get the next “fractional” Caffarelli–Kohn–Nirenberg inequality

in bounded domain.

Theorem 1.4. Let p > 2, 0 < s < 1 and N > ps. Assume that Ω ⊂ RN is a bounded

domain, then for all 1 < q < p, there exists a positive constant C = C(Ω, q,N, s) such

that for all u ∈ C∞
0 (Ω),
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∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
dx dy > C

(

∫

Ω

|u(x)|p
∗
s,q

|x|2β
p∗

s,q
p

dx
)

p
p∗

s,q (1.7)

where p∗
s,q = pN

N−qs
and β = N−ps

2 .

In the case where Ω = RN , to get a natural generalization of the classical Caffarelli–

Kohn–Nirenberg inequality obtained in [9], we have to consider a class of admissible

weights in the sense of [18]. Precisely we obtain the following weighted Sobolev inequal-

ity.

Theorem 1.5. Assume that 1 < p < N
s

and let 0 < β < N−ps
2 , then for all u ∈ C∞

0 (RN ),

we have

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
> S(β)

(

∫

RN

|u(x)|p
∗
s

|x|2β
p∗

s
p

dx
)

p
p∗

s , (1.8)

where S(β) > 0.

It is clear that the condition imposed on β coincides in some sense with definition of

admissible weight given in [18]. The proof of Theorem 1.5 is based on some weighted

Hardy inequality given below.

As a direct application of the previous results, we will consider the problem







Lp,s u− λ
|u|p−2u

|x|ps
= |u|q−1u, u > 0 in Ω,

u = 0 in RN \ Ω,
(1.9)

where

Ls,p u(x) := P.V.

∫

RN

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))

|x− y|N+ps
dy,

0 < λ 6 ΛN,p,s and q > 0.

In the local case, the problem is reduced to







−∆p u− λ
|u|p−2u

|x|p
= |u|q−1u, u > 0 in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
(1.10)

For p = 2, the authors in [7] proved that if q > q+(2), then problem (1.10) has no

distributional supersolution, however, if q < q+(2), there exists a positive supersolution,

with q+(2) = 1 + 2
θ1

, θ1 = N−2
2 −

√

ΛN,2 − λ and ΛN,2 = (N−2)2

4 , the classical Hardy

constant.
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The case p 6= 2 was considered in [1] where the same alternative holds with q+(p) =

p− 1 + p
θp

where θp is the smallest solution to the equation

Ξ(s) = (p− 1)sp − (N − p)sp−1 + λ.

The fractional case with p = 2 was studied in [14] and [5]. The authors proved the same

alternative with q+(2, s) = 1 + 2s
θ

where θ ≡ θ(λ, s,N) > 0.

Our goal is to extend the results of [14] and [5] to the case p 6= 2.

The paper is organized as follows.

In Section 2 we prove the main results, namely Theorems 1.3, 1.4 and 1.5.

The starting point will be the proof of a general version of the Picone inequality. As a

consequence, we get a weighted version of the Hardy inequality for a class of “admissible

weights”.

Hence, following closely the arguments used in [2], taking in consideration the “weight-

ed” Hardy inequality, we get the proof of Theorem 1.3.

Once Theorem 1.3 proved, we complete the proof of Theorem 1.4 using suitable

Sobolev inequality.

At the end, and by using a weighted Hardy inequality, we are able to get a “fractional

Caffarelli–Kohn–Nirenberg” inequality for admissible weights in RN and then to proof

Theorem 1.5.

In section 3, we analyze problem (1.10). We prove the existence of a critical exponent

q+(p, s) such that if q > q+(p, s), then problem (1.10) has no positive solution in a

suitable sense. To show the optimality of the non-existence exponent, we will construct

an appropriate supersolution in the whole space.

In the whole of the paper we will use the next elementary inequality, see for instance

[17].

Lemma 1.6. Assume that p > 1, then for all 0 6 t 6 1 and a ∈ C, we have

|a− t|p > (1 − t)p−1(|a|p − t). (1.11)

2. Statement and proof of the main results

Let us begin with some functional settings that will be used below, we refer to [12]

and [22] for more details.

For s ∈ (0, 1) and p > 1, we define the fractional Sobolev spaces W s,p(Ω), Ω ⊂ RN ,

by

W s,p(Ω) ≡ {u ∈ Lp(Ω) :

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy < ∞}.
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It is clear that W s,p(Ω) is a Banach space endowed with the norm

||u||W s,p(Ω) = ||u||Lp(Ω) +
(

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

)
1
p

.

In the same way, we define the space Xs,p
0 (Ω) as the completion of C∞

0 (Ω) with respect

to the norm of W s,p(Ω).

Notice that, if Q = RN × RN \ (CΩ × CΩ), then

||φ||Xs,p
0 (Ω) =

(

∫ ∫

Q

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

)
1
p

+ ||φ||Lp(Ω).

Using the fractional Sobolev inequality we obtain Xs,p
0 (Ω) ⊂ Lp∗

s (Ω) with continuous

inclusion, where p∗
s = pN

N−sp
for ps < N .

In the case where Ω is a bounded regular domain, the space Xs,p
0 (Ω) can be endowed

with the equivalent norm

|||φ|||Xs,p
0 (Ω) =

(

∫ ∫

Q

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

)
1
p

.

To prove the fractional Caffarelli–Kohn–Nirenberg inequality, we need to define frac-

tional Sobolev spaces with weight. More precisely, let 0 < β < N−ps
2 and Ω ⊂ RN with

0 ∈ Ω, the weighted Sobolev space Xs,p,β(Ω) is defined by

Xs,p,β(Ω) :=
{

φ ∈ Lp(Ω,
dx

|x|2β
) :

∫

Ω

∫

Ω

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps

dxdy

|x|β |y|β
< +∞

}

.

Thus Xs,p,β(Ω) is a Banach space endowed with the norm

‖φ‖Xs,p,β(Ω) =
(

∫

Ω

|φ(x)|pdx

|x|2β

)
1
p

+
(

∫

Ω

∫

Ω

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps

dxdy

|x|β |y|β

)
1
p

.

Now, we define the weighted Sobolev space Xs,p,β
0 (Ω) as the completion of C∞

0 (Ω) with

respect to the previous norm.

As in [3], see also [12], we can prove the following extension result.

Lemma 2.1. Assume that Ω ⊂ RN is a regular domain, then for all w ∈ Xs,p,β(Ω), there

exists w̃ ∈ Xs,p,β(RN ) such that w̃|Ω = w and

||w̃||Xs,p,β(RN ) 6 C||w||Xs,p,β(Ω)

where C ≡ C(N, s, p,Ω) > 0.
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Remark 2.2. As in the case β = 0, if Ω is bounded regular domain, we can endow

Xs,p,β
0 (Ω) with the equivalent norm

|||φ|||
X

s,p,β
0 (Ω) =

(

∫

Ω

∫

Ω

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps

dxdy

|x|β |y|β

)
1
p

.

Now, for w ∈ Xs,p,β(RN ), we set

Ls,p,β(w)(x) = P.V.

∫

RN

|w(x) − w(y)|p−2(w(x) − w(y))

|x− y|N+ps

dy

|x|β |y|β
.

It is clear that for all w, v ∈ Xs,p,β(RN ), we have

〈Ls,p,β(w), v〉 =

∫

RN

∫

RN

|w(x) − w(y)|p−2(w(x) − w(y))(v(x) − v(y))

|x− y|N+ps

dxdy

|x|β |y|β
.

In the case where β = 0, we denote Ls,p,β by Ls,p.

Let begin by proving the next version of the Picone inequality.

Lemma 2.3 (Picone inequality). Let w ∈ Xs,p,β
0 (Ω) be such that w > 0 in Ω. Assume that

Ls,p,β(w) = ν with ν ∈ L1
loc(RN ) and ν 	 0, then for all u ∈ C∞

0 (Ω), we have

1

2

∫ ∫

Q

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dxdy

|x|β |y|β
> 〈Ls,p,βw,

|u|p

wp−1
〉.

Proof. The case β = 0 is obtained in [20] if p = 2 and in [6] if p 6= 2. For the reader

convenience we include some details for the general case β 6= 0.

We set v(x) =
|u(x)|p

|w(x)|p−1
and k(x, y) =

1

|x− y|N+ps|x|β |y|β
, then

〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉 =

∫

Ω

v(x)

∫

RN

|w(x) − w(y)|p−2(w(x) − w(y))k(x, y) dy dx

=

∫

Ω

|u(x)|p

|w(x)|p−1

∫

RN

|w(x) − w(y)|p−2(w(x) − w(y))k(x, y) dy dx.

Since k is symmetric, we obtain that

〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉 =

1

2

∫ ∫

Q

(

|u(x)|p

|w(x)|p−1
−

|u(y)|p

|w(y)|p−1

)

|w(x) − w(y)|p−2(w(x) − w(y))k(x, y) dy dx.
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Let v1 =
u

w
, then

〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉 =

1

2

∫ ∫

Q

(|v1(x)|pw(x) − |v1(y)|pw(y)) |w(x) − w(y)|p−2(w(x) − w(y))k(x, y) dy dx.

Define

Φ(x, y) = |u(x) − u(y)|p − (|v1(x)|pw(x) − |v1(y)|pw(y)) |w(x) −w(y)|p−2(w(x) −w(y)),

then

〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉 +
1

2

∫

Q

Φ(x, y)k(x, y) dy dx

=
1

2

∫ ∫

Q

|u(x) − u(y)|pk(x, y) dy dx.

We claim that Φ > 0. It is clear that, by a symmetry argument, we can assume that

w(x) > w(y). Let t = w(y)/w(x), a = u(x)/u(y), then using inequality (1.11), the claim

follows at once. Hence we conclude. ✷

As a consequence, for β = 0, we have the next comparison principle that extends, to

the fractional framework, the classical one obtained by Brezis–Kamin in [8].

Lemma 2.4. Let Ω be a bounded domain and let f be a nonnegative continuous function

such that f(σ) > 0 if σ > 0 and
f(σ)

σp−1
is decreasing. Let u, v ∈ W s,p

0 (Ω) be such that

u, v > 0 in Ω and
{

Ls,pu > f(u) in Ω,

Ls,pv 6 f(v) in Ω,

Then, u > v in Ω.

Proof. Using an approximation argument, taking in consideration that u, v > 0, we can

prove that

Ls,pu

up−1
−
Ls,pv

vp−1
>

( f(u)

up−1
−
f(v)

vp−1

)

. (2.12)

We set ξ = (vp − up)+, then

∫

Ω

(
f(u)

up−1
−
f(v)

vp−1
)ξ dx 6

∫

Ω

ξ
(Ls,pu

up−1
−
Ls,pv

vp−1

)

dx. (2.13)

Let us analyze each term in the previous inequality.
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Using the definition of ξ we obtain that
( f(u)

up−1
−
f(v)

vp−1

)

ξ > 0. On the other hand, we

have

J ≡

∫

Ω

ξ
(Ls,pu

up−1
−
Ls,pv

vp−1

)

dx

=
1

2

∫ ∫

Q

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))

|x− y|N+ps

( ξ(x)

up−1(x)
−

ξ(y)

up−1(y)

)

dxdy

−
1

2

∫ ∫

Q

|v(x) − v(y)|p−2(v(x) − v(y))

|x− y|N+ps

( ξ(x)

vp−1(x)
−

ξ(y)

vp−1(y)

)

dxdy,

where Q = RN × RN \ (CΩ × CΩ).

Notice that

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
( ξ(x)

up−1(x)
−

ξ(y)

up−1(y)

)

=

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
( vp(x)

up−1(x)
−

vp(y)

up−1(y)

)

− |u(x) − u(y)|p.

In the same way, we obtain that

|v(x) − v(y)|p−2(v(x) − v(y))
( ξ(x)

vp−1(x)
−

ξ(y)

vp−1(y)

)

=

−|v(x) − v(y)|p−2(v(x) − v(y))
( up(x)

vp−1(x)
−

up(y)

vp−1(y)

)

+ |v(x) − v(y)|p.

Thus

J =

∫ ∫

Q

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))

|x− y|N+ps

( vp(x)

up−1(x)
−

vp(y)

up−1(y)

)

dxdy

+

∫ ∫

Q

|v(x) − v(y)|p−2(v(x) − v(y))

|x− y|N+ps

( up(x)

vp−1(x)
−

up(y)

vp−1(y)

)

dxdy

−

∫ ∫

Q

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps
−

∫ ∫

Q

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

=
1

2

∫

Ω

Lp,s(u)

up
vpdx+

1

2

∫

Ω

Lp,s(v)

vp−1
updx−

∫ ∫

Q

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

−

∫ ∫

Q

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy.

Bentifour-Rachid
Note
\frac{1}{2}

Bentifour-Rachid
Note
\frac{1}{2}

Bentifour-Rachid
Note
\frac{1}{2}

Bentifour-Rachid
Note
\frac{1}{2}

Bentifour-Rachid
Note
\frac{1}{2}

Bentifour-Rachid
Note
\frac{1}{2}

Bentifour-Rachid
Note
u^{p-1}

Bentifour-Rachid
Crayon
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Now, using Picone’s inequality, we conclude that J 6 0. Thus

( f(u)

up−1
−
f(v)

vp−1

)

ξ ≡ 0

and then ξ = 0 which implies that u 6 v in Ω. ✷

Remark 2.5. The comparison result holds if we replace f(s) by g(s, x) where g is contin-

uous in s for a.e. x ∈ Ω,
g(s, x)

s
is decreasing for s > 0 and g(s, x) > 0 in Ω for all s > 0

fixed.

In the sequel we need the next results.

Lemma 2.6. Fix 0 < β < N−ps
2 and let w(x) = |x|−γ with 0 < γ <

N − ps− 2β

p− 1
, then

there exists a positive constant Λ(γ) > 0 such that

Ls,p,β(w) = Λ(γ)
wp−1

|x|ps+2β
a.e. in RN \{0}. (2.14)

Proof. We set r = |x| and ρ = |y|, then x = rx′, y = ρy′ where |x′| = |y′| = 1. Thus

Ls,p,β(w) =
1

|x|β

+∞
∫

0

|r−γ − ρ−γ |p−2 (r−γ − ρ−γ)ρN−1

ρβrN+ps







∫

|y′|=1

dHn−1(y′)

|x′ − ρ
r
y′|N+ps






dρ.

Let σ =
ρ

r
, then

Ls,p,β(w) =
wp−1(x)

|x|ps+2β

+∞
∫

0

|1 − σ−γ |p−2(1 − σ−γ)σN−β−1







∫

|y′|=1

dHn−1(y′)

|x′ − σy′|N+ps






dσ.

Defining

K(σ) =

∫

|y′|=1

dHn−1(y′)

|x′ − σy′|N+ps
,

as in [15], we obtain that

K(σ) = 2
π

N−1

2

Γ(N−1
2 )

π
∫

0

sinN−2(θ)

(1 − 2σ cos(θ) + σ2)
N+ps

2

dθ. (2.15)

Bentifour-Rachid
Note
s^{p-1}
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Hence

Ls,p,β(w) =
wp−1(x)

|x|ps+2β

+∞
∫

0

ψ(σ) dσ,

with

ψ(σ) = |1 − σ−γ |p−2(1 − σ−γ)σN−β−1K(σ). (2.16)

Define Λ(γ) ≡

+∞
∫

0

ψ(σ) dσ, then to finish we just have to show that 0 < Λ(γ) < ∞.

We have

Λ(γ) =

1
∫

0

ψ(σ) dσ +

∞
∫

1

ψ(σ) dσ = I1 + I2.

Notice that K(1
ξ
) = ξN+psK(ξ) for any ξ > 0, then using the change of variable ξ = 1

σ

in I1, there results that

Λ(γ) =

+∞
∫

1

K(σ)(σγ − 1)p−1
(

σN−1−β−γ(p−1) − σβ+ps−1
)

dσ. (2.17)

As σ → ∞, we have

K(σ)(σγ − 1)p−1
(

σN−1−β−γ(p−1) − σβ+ps−1
)

⋍ σ−1−β−ps ∈ L1(2,∞).

Now, as, σ → 1, we have

K(σ)(σγ − 1)p−1
(

σN−1−β−γ(p−1) − σβ+ps−1
)

⋍ (σ − 1)p−1−ps ∈ L1(1, 2).

Therefore, combining the above estimates, we get |Λ(γ)| < ∞. Now, using the fact that

0 < γ <
N − ps− 2β

p− 1
, from (2.17), we reach that Λ(γ) > 0.

As a conclusion, we have proved that

Ls,p,β(w) = Λ(γ)
wp−1

|x|ps+2β
a.e. in RN \{0}.

Hence the result follows. ✷

As a consequence we have the following weighted Hardy inequality.
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Theorem 2.7. Let β < N−ps
2 , then for all u ∈ C∞

0 (RN ), we have

2Λ(γ)

∫

RN

|u(x)|p

|x|ps+2β
dx 6

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
, (2.18)

where Λ(γ) is defined in (2.17).

Proof. Let u ∈ C∞
0 (RN ) and w(x) = |x|−γ with γ <

N − ps− 2β

p− 1
. By Lemma 2.6, we

have

Lp,s,β(w) = Λ(γ)
wp−1

|x|ps+2β
.

It is clear that
wp−1

|x|ps+2β
∈ L1

loc(RN ). Thus using Picone inequality in Lemma 2.3, it

follows that

1

2

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
> 〈Lp,s,βw,

|u|p

wp−1
〉 = Λ(γ)

∫

RN

|u(x)|p

|x|ps+2β
dx.

Thus we conclude. ✷

Remark 2.8. Let analyze the behavior of the constant Λ(γ) in inequality (2.18). Recall

that, for γ <
N − ps− 2β

p− 1
,

Λ(γ) =

+∞
∫

1

K(σ)(σγ − 1)p−1
(

σN−1−β−γ(p−1) − σβ+ps−1
)

dσ,

then

Λ′(γ) = (p− 1)

+∞
∫

1

K(σ) log(σ)(σγ − 1)p−2
(

σN−1−β−γ(p−1) − σβ+ps+γ−1
)

dσ.

It is clear that if γ0 = N−β−ps
p

, then Λ′(γ0) = 0, Λ′(γ) > 0 if γ < γ0 and Λ′(γ) < 0 if

γ > γ0. Thus

max
{0<γ< N−ps−2β

p−1
}

Λ(γ) = Λ(γ0).

Hence

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
> 2Λ(γ0)

∫

RN

|u(x)|p

|x|ps+2β
dx. (2.19)
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Notice that for β = 0, then 2Λ(γ0) = 2Λ(N−ps
p

) ≡ ΛN,p,s given in (1.3). Therefore, we

have the next optimality result.

Theorem 2.9. Define

ΛN,p,s,γ = inf
{φ∈C∞

0 (RN )\0}

∫

RN

∫

RN

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps|x|β |y|β
dxdy

∫

RN

|φ(x)|p

|x|ps+2β
dx

,

then ΛN,p,s,γ = 2Λ(γ0).

Proof. From (2.19), it follows that ΛN,p,s,γ > 2Λ(γ0), hence to conclude we have just to

prove the reverse inequality.

We closely follow the argument used in [17].

Let w0(x) = |x|−γ0 , by Lemma 2.6, we have

Lp,s,β(w0) = Λ(γ0)
wp−1

0

|x|ps+2β
.

We set

Mn = {x ∈ RN : 1 6 |x| < n} and On = {x ∈ RN : |x| > n},

and define

wn =











1 − n−γ0 if x ∈ B1(0),

|x|−γ0 − n−γ0 if x ∈ Mn,

0 if x ∈ On.

By a direct computation, we get easily that wn ∈ Xs,p,β
0 (RN ).

Hence

〈Lp,s,β(w0), wn〉 = Λ(γ0)

∫

RN

wnw
p−1
0

|x|ps+2β
dx.

Thus

∫

RN

∫

RN

(wn(x) − wn(y))|w0(x) − w0(y)|p−2(w0(x) − w0(y))

|x− y|N+ps|x|β |y|β
dxdy

= 2Λ(γ0)

∫

RN

wnw
p−1
0

|x|ps+2β
dx.

Bentifour-Rachid
Note
\L_{N,p,s} ne dépend pas de \g

Bentifour-Rachid
Note
\L_{N,p,s} ne dépend pas de \g
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Let analyze each term in the previous identity. As in [17] we obtain that

∫

RN

∫

RN

(wn(x) − wn(y))|w0(x) − w0(y)|p−2(w0(x) − w0(y))

|x− y|N+ps|x|β |y|β
dxdy

>

∫

RN

∫

RN

|wn(x) − wn(y)|p

|x− y|N+ps|x|β |y|β
dxdy.

On the other hand we have

∫

RN

wnw
p−1
0

|x|ps+2β
dx =

∫

RN

wp
n

|x|ps+2β
dx+ In + Jn,

where

In =

∫

B1(0)

(1 − n−γ0)(wp−1
0 − (1 − n−γ0)p−1)

dx

|x|ps+β
,

and

Jn =

∫

Mn

(w0(x) − n−γ0)(wp−1
0 − (w0(x) − n−γ0)p−1)

dx

|x|ps+β
.

It is clear that In, Jn > 0, using a direct computation we can prove that

In + Jn 6 C for all n > 1.

Thus, combining the above estimates, it holds

ΛN,p,s,γ 6

∫

RN

∫

RN

|wn(x) − wn(y)|p

|x− y|N+ps|x|β |y|β
dxdy

∫

RN

|wn(x)|p

|x|ps+β
dx

(2.20)

6 2Λ(γ0)
(

1 +
In + Jn

∫

RN

|wn(x)|p

|x|ps+β
dx

)

. (2.21)

Since

∫

RN

|wn(x)|p

|x|ps+β
dx ↑ ∞ as n → ∞, then passing to the limit in (2.20), it follows that

ΛN,p,s,γ 6 2Λ(γ0)

and then the result follows. ✷
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In the sequel we need to use a version of the Hardy inequality in bounded domains.

More precisely, we have the next result.

Lemma 2.10. Let Ω be a bounded regular domain such that 0 ∈ Ω, then there exists a

constant C ≡ C(Ω, s, p,N) > 0 such that for all u ∈ C∞
0 (Ω), we have

C

∫

Ω

|u(x)|p

|x|ps+2β
dx 6

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
. (2.22)

Proof. Fix u ∈ C∞
0 (Ω) and let ũ, be the extension of u to RN defined in Lemma 2.1.

Then from Theorem 2.7, we get

2Λ(γ)

∫

RN

|ũ(x)|p

|x|ps+2β
dx 6

∫

RN

∫

RN

|ũ(x) − ũ(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
6 ||ũ||p

Xs,p,β(RN )
6 C||u||p

Xs,p,β(Ω)
.

Since ũ|Ω = u, form Remark 2.2 we conclude that

2Λ(γ)

∫

Ω

|u(x)|p

|x|ps+2β
dx 6 C||u||p

Xs,p,β(Ω)

6 C1|||u|||p
X

s,p,β
0 (Ω)

= C1

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
.

Hence we reach the desired result. ✷

Now, we are able to proof Theorem 1.3.

Proof of Theorem 1.3. We follow closely the arguments used in [2]. Let u ∈ C∞
0 (Ω) and

define α =
N − ps

p
, then w(x) = |x|−α and v(x) =

u(x)

w(x)
.

Recall that from the result of [17], we have

hs(u) > C

∫

RN

∫

RN

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|
N−ps

2

dy

|y|
N−ps

2

. (2.23)

Let us analyze the right hand side of the previous inequality.

Notice that

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps
w(x)

p
2w(y)

p
2 =

|w(y)u(x) − w(x)u(y)|p

|x− y|N+ps

1

(w(x)w(y))
p
2

=

∣

∣(u(x) − u(y)) −
u(y)

w(y)
(w(x) − w(y))

∣

∣

p

|x− y|N+ps

(

w(y)

w(x)

)
p
2

= f1(x, y).
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In the same way, thanks to the symmetry of f1(x, y), it immediately follows that

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps
(w(x))

p
2 (w(y))

p
2 =

∣

∣(u(y) − u(x)) −
u(x)

w(x)
(w(y) − w(x))

∣

∣

p

|x− y|N+ps

(

w(x)

w(y)

)
p
2

= f2(x, y).

Hence,

hs(u) >
1

2

∫

RN

∫

RN

f1(x, y) dx dy +
1

2

∫

RN

∫

RN

f2(x, y) dx dy.

Since f1 and f2 are positive functions, it follows that

hs(u) >
1

2

∫

Ω

∫

Ω

f1(x, y) dx dy +
1

2

∫

Ω

∫

Ω

f2(x, y) dx dy.

Using the fact that Ω is a bounded domain, we obtain that for all (x, y) ∈ (Ω × Ω) and

q < p,

1

|x− y|N+ps
>

C(Ω)

|x− y|N+qs

and

Q(x, y) ≡
(w(x)w(y))

p
2

w(x)p + w(y)p
6 C.

Define

D(x, y) ≡

(

w(x)

w(y)

)
p
2

+

(

w(y)

w(x)

)
p
2

≡
w(x)p + w(y)p

(w(x)w(y))
p
2

,

then Q(x, y)D(x, y) = 1. Thus

f1(x, y) > C(Ω)Q(x, y)

(

w(y)

w(x)

)
p
2

×

[ |u(x) − u(y)|p

|x− y|N+qs
− p

|u(x) − u(y)|p−2

|x− y|N+qs

〈

u(x) − u(y),
u(y)

w(y)
(w(x) − w(y))

〉

+C(p)

|
u(y)

w(y)
(w(x) − w(y))|p

|x− y|N+qs

]

.
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Hence

f1(x, y) >

[

C(Ω)Q(x, y)

(

w(y)

w(x)

)
p
2 |u(x) − u(y)|p

|x− y|N+qs

]

−
[

pC(Ω)Q(x, y)

(

w(y)

w(x)

)
p
2 |u(x) − u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣

∣

u(y)

w(y)

∣

∣|(w(x) − w(y))|
]

.

In the same way we reach that

f2(x, y) >

[

C(Ω)Q(x, y)

(

w(x)

w(y)

)
p
2 |u(y) − u(x)|p

|x− y|N+qs

]

−
[

pC(Ω)Q(x, y)

(

w(x)

w(y)

)
p
2 |u(x) − u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣

∣

u(x)

w(x)

∣

∣|(w(x) − w(y))|
]

.

Therefore,

hs(u) > C(Ω)

∫

Ω

∫

Ω

Q(x, y)
(

(

w(y)

w(x)

)
p
2

+

(

w(x)

w(y)

)
p
2 ) |u(x) − u(y)|p

|x− y|N+qs
dx dy

− pC(Ω)

∫

Ω

∫

Ω

[

Q(x, y)

(

w(y)

w(x)

)
p
2 |u(x) − u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣

∣

u(y)

w(y)

∣

∣|(w(x) − w(y))|
]

dx dy

− pC(Ω)

∫

Ω

∫

Ω

[

Q(x, y)

(

w(x)

w(y)

)
p
2 |u(x) − u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣

∣

u(x)

w(x)

∣

∣|(w(x) − w(y))|
]

dx dy.

Thus

hs(u) > C(Ω)

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+qs
dx dy

− C1(Ω, p)

∫

Ω

∫

Ω

(

h1(x, y) + h2(x, y)
)

dx dy,

(2.24)

with

h1(x, y) = Q(x, y)

(

w(y)

w(x)

)
p
2 |u(x) − u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣

∣

u(y)

w(y)

∣

∣|(w(x) − w(y))|,

h2(x, y) = Q(x, y)

(

w(x)

w(y)

)
p
2 |u(x) − u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣

∣

u(x)

w(x)

∣

∣|(w(x) − w(y))|.

Since h1(x, y) and h2(x, y) are symmetric functions, we just have to estimate
∫

Ω

∫

Ω

h2(x, y) dx dy.
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Using Young inequality, we get

∫

Ω

∫

Ω

h2(x, y)dxdy 6 ε

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+qs
dx dy

+ C(ε)

∫

Ω

∫

Ω

G(x, y) dx dy,
(2.25)

with

G(x, y) = (Q(x, y))p

(

w(x)

w(y)

)
p2

2
∣

∣

u(x)

w(x)

∣

∣

p |w(x) − w(y)|p

|x− y|N+qs
.

We claim that

I ≡

∫

Ω

∫

Ω

G(x, y) dx dy 6 C

∫

RN

∫

RN

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|
N−ps

2

dy

|y|
N−ps

2

.

Notice that

I =

∫

Ω

∫

Ω

(u(x))p

|x− y|N+qs

(w(x))p2−p|w(x) − w(y)|p

(w(x)p + w(y)p)p
dx dy,

then

I =

∫

Ω

up(x)
[

∫

Ω

||x|α − |y|α|p

(|x|αp + |y|αp)p

|y|αp(p−1)

|x− y|N+qs
dy

]

dx.

To compute the above integral, we closely follow the arguments used in [15]. We set

y = ρy′ and x = rx′ with |x′| = |y′| = 1, then taking in consideration that Ω ⊂ B0(R),

it follows that

I =

∫

Ω

up(x)
[

∫

Ω

||x|α − |y|α|p

(|x|αp + |x|αp)p

|y|αp(p−1)

|x− y|N+qs
dy

]

dx

6

∫

Ω

up(x)

R
∫

0

(|rα − ρα|pραp(p−1)+N−1

(rpα + ρpα)p

(

∫

SN−1

dy′

|ρy′ − rx′|N+qs

)

dρdx.

We set ρ = rσ, then

I 6

∫

Ω

up(x)

|x|qs

R
r

∫

0

|1 − σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p

(

∫

SN−1

dy′

|σy′ − x′|N+qs

)

dσdx
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=

∫

Ω

up(x)

|x|qs

R
r

∫

0

|1 − σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p
K(σ)dσdx 6 µ

∫

Ω

up(x)

|x|qs
dx,

where

µ =

∞
∫

0

|1 − σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p
K(σ)dσ

and

K(σ) = 2
π

N−1

2

Γ(N−1
2 )

π
∫

0

sinN−2(θ)

(1 − 2σ cos(θ) + σ2)
N+qs

2

dθ.

Let us show that µ < ∞.

It is clear that, as σ → ∞, we have

(|1 − σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p
K(σ) ⋍ σ−1−qs ∈ L1(1,∞).

Now, taking in consideration that K(σ) 6 C|1 − σ|−1−ps as s → 1, and following the

same computation as in Lemma 2.6, it follows that

1
∫

0

(1 − σα)pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p
K(σ)dσ < ∞.

Thus µ < ∞.

Hence combining the above estimates, there results that

I 6 C

∫

Ω

up(x)

|x|qs
dx.

Since u(x) = v(x)|x|−( N−ps
p

), then

I 6 C

∫

Ω

|v(x)|p

|x|N−s(p−q)
dx.
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Let β0 = N−ps
2 + (q−p)s

2 , then β0 <
N−ps

2 . Applying Lemma 2.10, we obtain that

I 6 C(Ω)

∫

Ω

∫

Ω

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps|x|β0 |y|β0
dy dx

6 C1(Ω)

∫

Ω

∫

Ω

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps|x|
N−ps

2 |y|
N−ps

2

dy dx

6 C1(Ω)

∫

RN

∫

RN

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps|x|
N−ps

2 |y|
N−ps

2

dy dx.

Therefore, using again estimate (2.23), we reach that

I 6 C2(Ω)

∫

RN

∫

RN

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|
N−ps

2

dy

|y|
N−ps

2

and the claim follows.

As a direct consequence of the above estimates, we have proved that

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+qs
dx dy 6 C3

∫

RN

∫

RN

|v(x) − v(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|
N−ps

2

dy

|y|
N−ps

2

. (2.26)

Thus

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+qs
dx dy 6 Chs(u),

and the result follows at once. ✷

We are now in position to prove the Theorem 1.4.

Proof of Theorem 1.4. Recall that α = N−ps
p

. Since αp∗
s,q = N(N−ps)

N−qs
< N , it follows

that

∫

Ω

|u(x)|p
∗
s,q

|x|αp∗
s,q

dx < ∞, for all u ∈ C∞
0 (RN ).

To prove (1.7), we will use estimate (2.26) and the fractional Sobolev inequality.

Fix u ∈ C∞
0 (Ω) and define u1(x) =

u(x)

|x|α
. By (2.26), we obtain that

C(Ω)

∫

Ω

∫

Ω

|u1(x) − u1(y)|p

|x− y|N+qs
dx dy 6

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|
N−ps

2

dy

|y|
N−ps

2

.

Now, using Sobolev inequality, there results that

S
(

∫

Ω

|u1(x)|p
∗
s,qdx

)
p

p∗
s,q

6

∫

Ω

∫

Ω

|u1(x) − u1(y)|p

|x− y|N+qs
dx dy,
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where p∗
s,q = pN

N−qs
. Hence, substituting u1 by its value, we get

(

∫

Ω

|u(x)|p
∗
s,q

|x|αp∗
s,q

dx
)

p
p∗

s,q
6 C

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
. (2.27)

If we set β = N−ps
2 = αp

2 , then inequality (2.27) can be written in the form

(

∫

Ω

|u(x)|p
∗
s,q

|x|2β
p∗

s,q
p

dx
)

p
p∗

s,q
6 C

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
. ✷ (2.28)

As a consequence, we will prove the fractional Caffarelli–Kohn–Nirenberg inequality

given in Theorem 1.5.

Proof of Theorem 1.5. Let u ∈ C∞
0 (RN ), without loss of generality, we can assume that

u > 0. Using the fact that β < N−ps
2 , we easily get that

∫

RN

|u(x)|p
∗
s

|x|2β
p∗

s
p

dx < ∞.

From now and for simplicity of typing, we denote by C,C1, C2, ... any universal con-

stant that does not depend on u and can change from a line to another.

We set ũ(x) =
u(x)

w1(x)
, where w1(x) = |x|

2β
p , then

(

∫

RN

|u(x)|p
∗
s

|x|2β
p∗

s
p

dx
)

p
p∗

s =
(

∫

RN

|ũ|p
∗
s dx

)
p

p∗
s . (2.29)

Using Sobolev inequality, it follows that

S
(

∫

RN

|ũ|p
∗
s dx

)
p

p∗
s
6

∫

RN

∫

RN

|ũ(x) − ũ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy. (2.30)

To get the desired result we just have to show that

∫

RN

∫

RN

|ũ(x) − ũ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy 6 C

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
(2.31)

for some positive constant C.

Using the definition of ũ, we get

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
=

∫

RN

∫

RN

|w1(x)ũ(x) − w1(y)ũ(y)|p

|x− y|N+ps

dx

w
p
2

1 (x)

dy

w
p
2

1 (y)
.
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Notice that

|w1(x)ũ(x) − w1(y)ũ(y)|p

|x− y|N+ps

1

w
p
2

1 (x)

1

w
p
2

1 (y)
=

∣

∣(ũ(x) − ũ(y)) − w1(y)ũ(y)(
1

w1(x)
−

1

w1(y)
)
∣

∣

p

|x− y|N+ps

(

w1(x)

w1(y)

)
p
2

≡ f̃1(x, y).

In the same way we have

|w1(x)ũ(x) − w1(y)ũ(y)|p

|x− y|N+ps

1

w
p
2

1 (x)

1

w
p
2

1 (y)
=

∣

∣(ũ(y) − ũ(x)) − w1(x)ũ(x)(
1

w1(y)
−

1

w1(x)
)
∣

∣

p

|x− y|N+ps

(

w1(y)

w1(x)

)
p
2

≡ f̃2(x, y).

Since

∫

RN

∫

RN

f̃1(x, y)dxdy =

∫

RN

∫

RN

f̃2(x, y)dxdy,

we get

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
=

1

2

∫

RN

∫

RN

f̃1(x, y)dxdy +
1

2

∫

RN

∫

RN

f̃2(x, y)dxdy.

Notice that

f̃1(x, y) >

(

w1(x)

w1(y)

)
p
2

×

[ |ũ(x) − ũ(y)|p

|x− y|N+ps
− p

|ũ(x) − ũ(y)|p−2

|x− y|N+ps

〈

ũ(x) − ũ(y), w1(y)ũ(y)(
1

w1(x)
−

1

w1(y)
)
〉

+ C(p)

|w1(y)ũ(y)(
1

w1(x)
−

1

w1(y)
)|p

|x− y|N+ps

]

.

Hence

f̃1(x, y) >

(

w1(x)

w1(y)

)
p
2

×

[ |ũ(x) − ũ(y)|p

|x− y|N+ps
− p

|ũ(x) − ũ(y)|p−1

|x− y|N+ps
|w1(y)ũ(y)(

1

w1(x)
−

1

w1(y)
)|

]

.
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Using Young inequality, we get the existence of C1, C2 > 0 such that

f̃1(x, y) >

(

w1(x)

w1(y)

)
p
2

×

[

C1
|ũ(x) − ũ(y)|p

|x− y|N+ps
− C2

|w1(y)ũ(y)(
1

w1(x)
−

1

w1(y)
)|p

|x− y|N+ps
|
]

.

In the same way and using that f̃1, f̃2 are symmetric functions, it holds

f2(x, y) >

(

w1(y)

w1(x)

)
p
2

×

[

C1
|ũ(x) − ũ(y)|p

|x− y|N+ps
− C2

|w1(x)ũ(x)(
1

w1(y)
−

1

w1(x)
)|p

|x− y|N+ps
|
]

.

Thus we get the existence of positive constants C1, C2, C3 such that

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
>

C1

∫

RN

∫

RN

|ũ(x) − ũ(y)|p

|x− y|N+ps

[

(

w1(y)

w1(x)

)
p
2

+

(

w1(x)

w1(y)

)
p
2 ]

dxdy

−C2

∫

RN

∫

RN

(

w1(x)

w1(y)

)
p
2

|w1(y)ũ(y)(
1

w1(x)
−

1

w1(y)
)|p

|x− y|N+qs
|dxdy

−C3

∫

RN

∫

RN

(

w1(y)

w1(x)

)
p
2

|w1(x)ũ(x)(
1

w1(y)
−

1

w1(x)
)|p

|x− y|N+qs
dxdy.

Since

[

(

w1(y)

w1(x)

)
p
2

+

(

w1(x)

w1(y)

)
p
2 ]

> 1,

then
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∫

RN

∫

RN

|ũ(x) − ũ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy 6 C1

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β

+ C2

∫

RN

∫

RN

(

w1(x)

w1(y)

)
p
2

|w1(y)ũ(y)(
1

w1(x)
−

1

w1(y)
)|p

|x− y|N+qs
|dxdy

+ C3

∫

RN

∫

RN

(

w1(y)

w1(x)

)
p
2

|w1(x)ũ(x)(
1

w1(y)
−

1

w1(x)
)|p

|x− y|N+qs
dxdy.

(2.32)

We set

g1(x, y) =

(

w1(y)

w1(x)

)
p
2

|w1(x)ũ(x)(
1

w1(y)
−

1

w1(x)
)|p

|x− y|N+ps

and

g2(x, y) =

(

w1(x)

w1(y)

)
p
2

|w1(y)ũ(y)(
1

w1(x)
−

1

w1(y)
)|p

|x− y|N+ps
.

It is clear that

∫

RN

∫

RN

g1(x, y)dxdy =

∫

RN

∫

RN

g2(x, y)dxdy,

therefore, to get the desired result, we just have to show that

∫

RN

∫

RN

g1(x, y)dxdy 6 C

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
.

Going back to the definition of ũ and w1, we reach that

g1(x, y) =
|u(x)|p

∣

∣

∣
|x|

2β
p − |y|

2β
p

∣

∣

∣

p

|x|3β |y|β |x− y|N+ps
.

We closely follow the same type of computation as in the proof of Lemma 2.6.

We have

∫

RN

∫

RN

g1(x, y)dxdy =

∫

RN

∫

RN

|u(x)|p
∣

∣

∣
|x|

2β
p − |y|

2β
p

∣

∣

∣

p

|x|3β |y|β |x− y|N+ps
dxdy

=

∫

RN

|u(x)|p

|x|3β

(

∫

RN

∣

∣

∣|x|
2β
p − |y|

2β
p

∣

∣

∣

p

|y|β |x− y|N+ps
dy

)

dx.
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We set r = |x| and ρ = |y|, then x = rx′, y = ρy′ with |x′| = |y′| = 1, then

∫

RN

|u(x)|p

|x|3β

(

∫

RN

∣

∣

∣
|x|

2β
p − |y|

2β
p

∣

∣

∣

p

|y|β |x− y|N+ps
dy

)

dx =

∫

RN

|u(x)|p

|x|3β

[

+∞
∫

0

|r
2β
p − ρ

2β
p |pρN−1

ρβ







∫

|y′|=1

dHn−1(y′)

|rx′ − ρy′|N+ps






dρ

]

dx.

Let σ = ρ
r
, then

∫

RN

|u(x)|p

|x|3β

(

∫

RN

∣

∣

∣
|x|

2β
p − |y|

2β
p

∣

∣

∣

p

|y|β |x− y|N+ps
dy

)

dx =

∫

RN

|u(x)|p

|x|2β+ps

[

+∞
∫

0

|1 − σ
2β
p |pσN−1−βK(σ) dσ

]

dx,

where K is defined in (2.15). Since

+∞
∫

0

|1 − σ
2β
p |pσN−1−βK(σ) dσ ≡ C3 < ∞,

it follows that

∫

RN

∫

RN

g1(x, y)dxdy = C3

∫

RN

|u(x)|p

|x|2β+ps
dx.

Now, using inequality (2.18), we get

∫

RN

∫

RN

g1(x, y)dxdy 6 C4

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
. (2.33)

Combining (2.29), (2.30), (2.33) and (2.32), we reach the desired result. ✷

In the case where Ω is a regular bounded domain containing the origin, we have the

following version of Theorem 1.5.

Theorem 2.11. Assume that Ω is a regular bounded domain with 0 ∈ Ω, then there exists

a positive constant C ≡ C(Ω, N, p, s, β) such that for all φ ∈ C∞
0 (Ω), we have

∫

Ω

∫

Ω

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
> C

(

∫

Ω

|φ(x)|p
∗
s

|x|2β
p∗

s
p

dx
)

p
p∗

s . (2.34)
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Proof. Let φ ∈ C∞
0 (Ω) and define φ̃ to be the extension of φ to RN given in Lemma 2.1,

then using the fact that Ω is a regular bounded domain, we reach that

||φ̃||Xs,p,β(RN ) 6 C1||φ||Xs,p,β(Ω) 6 C1

(

∫

Ω

∫

Ω

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps

dxdy

|x|β |y|β

)
1
p

.

Now, applying Theorem 1.5 to φ̃, it follows that

∫

RN

∫

RN

|φ̃(x) − φ̃(y)|p

|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
> S(β)

(

∫

RN

|φ̃(x)|p
∗
s

|x|2β
p∗

s
p

dx
)

p
p∗

s .

Hence combining the above estimates we get the desired result. ✷

3. Application

In this section we deal with the next problem







Lp,s u = λ
up−1

|x|ps
+ uq, u > 0 in Ω,

u = 0 in RN \ Ω,

(3.35)

where

Ls,p u := P.V.

∫

RN

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))

|x− y|N+ps
dy,

and 0 < λ 6 ΛN,p,s.

In the case where 0 < q < p − 1, the existence result follows using variational argu-

ments. More precisely we have:

(1) If λ < ΛN,p,s, then the existence of a solution u to (3.35) follows using classical

minimizing argument. In this case u ∈ W s,p
0 (Ω).

(2) If λ = ΛN,p,s, the existence result follows using the improved Hardy inequality in

Theorem 1.3. In this case u satisfies hs,Ω(u) < ∞ where hs,Ω is defined by

hs,Ω(u) ≡

∫

RN

∫

RN

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy − ΛN,p,s

∫

Ω

|u(x)|p

|x|ps
dx. (3.36)

This clearly implies that

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p

|x− y|N+qs
dxdy < ∞ for all q < p.
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We deal now with the case q > p− 1.

Define w(x) = |x|−γ with 0 < γ <
N − ps

p− 1
, then we have previously obtained that

Ls,p(w) = Λ(γ)
wp−1

|x|ps
a.e. in RN \{0},

where

Λ(γ) =

+∞
∫

1

K(σ)(σγ − 1)p−1
(

σN−1−γ(p−1) − σps−1
)

dσ,

and K is given by (2.15). Let us begin by proving the next lemma.

Lemma 3.1. Assume that 0 < λ < ΛN,p,s, then there exist γ1, γ2 such that

0 < γ1 <
N − ps

p
< γ2,

and Λ(γ1) = Λ(γ2) = λ.

Proof. We have Λ(0) = 0, Λ(N−ps
p

) = ΛN,p,s, Λ(γ) < 0 if γ > N−ps
p−1 and

Λ′(γ) = (p− 1)

+∞
∫

1

K(σ) log(σ)(σγ − 1)p−2
(

σN−1−γ(p−1) − σps+γ−1
)

dσ.

It is clear that for γ0 = N−ps
p

, we have Λ′(γ0) = 0, Λ′(γ) > 0 if γ < γ0 and Λ′(γ) < 0 if

γ > γ0.

Hence, since λ < ΛN,p,s, we get the existence of 0 < γ1 <
N−ps

p
< γ2 <

N−ps
p−1 such

that Λ(γ1) = Λ(γ2) = λ. ✷

Bentifour-Rachid
Note
\L(\g)
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Define q+(p, s) = p − 1 + ps
γ1

, it is clear that p∗
s − 1 < q+(p, s). We have the next

existence result.

Theorem 3.2. Assume that q < q+(p, s), then

(1) If p − 1 < q < p∗
s − 1, problem (3.35) has a solution u. Moreover, u ∈ W s,p

0 (Ω) if

λ < ΛN,p,s and hs,Ω(u) < ∞ if λ = ΛN,p,s where hs,Ω is defined in (3.36).

(2) If p∗
s − 1 6 q < q+(p, s), then problem (3.35) has a positive supersolution u.

Proof. Let us begin with the case where p−1 < q < p∗
s −1. If λ < ΛN,p,s, then using the

Mountain Pass Theorem, see [23], we get a positive solution u ∈ W s,p
0 (Ω). However, if

λ = ΛN,p,s, then using the improved Hardy inequality in Theorem 1.3 and the Mountain

Pass Theorem, we reach a positive solution u to problem (3.35) with hs,Ω(u) < ∞.

Assume now that p∗
s − 1 6 q < q+(p, s) and fix λ1 ∈ (λ,ΛN,p,s) to be chosen later.

Let γ1 ∈ (0, N−ps
p

) be such that Γ(γ1) = λ1 and set w(x) = |x|−γ1 , then

Ls,p(w) = λ1
wp−1(x)

|x|ps
a.e. in RN \{0}

with
wp−1

|x|ps
∈ L1

loc(RN ). Hence

Ls,p(w) = λ
wp−1(x)

|x|ps
+ (λ1 − λ)

wp−1(x)

|x|ps
a.e. in RN \{0}.

Using the fact that q < q+(p, s), we can choose λ1 > λ, very close to λ such that

γ1(p− 1) + ps > qγ1, thus, in any bounded domain Ω, we have

(λ1 − λ)
wp−1(x)

|x|ps
> C(Ω)wq.

Define ŵ = Cw, by the previous estimates, we can choose C(Ω) > 0 such that ŵ will be

a supersolution to (3.35) in Ω. Hence the result follows. ✷

Now, we show the optimality of the exponent q+(p, s). We have the following non-

existence result.

Theorem 3.3. Let q+(p, s) = p − 1 + ps
γ1

. If q > q+(p, s), then the unique nonnegative

supersolution u ∈ W s,p
loc (Ω) to problem (3.35) is u ≡ 0.

We first prove the next lemma which shows that the Hardy constant is independent

of the domain.
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Lemma 3.4. Let Ω ⊂ RN be a regular domain such that 0 ∈ Ω. Define

Λ(Ω) = inf
{φ∈C∞

0 (Ω)\0}

∫

RN

∫

RN

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

∫

Ω

|φ(x)|p

|x|ps
dx

,

then Λ(Ω) = ΛN,p,s defined in (1.3).

Proof. Recall that

ΛN,p,s = inf
{φ∈C∞

0 (RN )\0}

∫

RN

∫

RN

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

∫

RN

|φ(x)|p

|x|ps
dx

,

thus Λ(Ω) > ΛN,p,s. It is clear that if Ω1 ⊂ Ω2, then Λ(Ω1) > Λ(Ω2).

Now, using a dilatation argument we can prove that Λ(BR1
(0)) = Λ(BR2

(0)) for all

0 < R1 < R2. Hence we conclude that Λ(Ω) ≡ Λ̄ does not depend of the domain Ω.

For φ ∈ C∞
0 (RN ), we set

Q(φ) ≡

∫

RN

∫

RN

|φ(x) − φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

∫

RN

|φ(x)|p

|x|ps
dx

.

Let {φn}n ⊂ C∞
0 (RN ) be such that Q(φn) → ΛN,p,s. Without loss of generality and

using a symmetrization argument we can assume that Supp(φn) ⊂ BRn
(0). It is clear

that Q(φn) > Λ(Supp(φn)) = Λ̄, thus, as n → ∞, it follows that Λ̄ 6 ΛN,p,s. As a

conclusion we reach that Λ̄ = ΛN,p,s and the result follows. ✷

We need the next lemma.

Lemma 3.5. Let Ω be a bounded domain such that 0 ∈ Ω. Assume that u ∈ W s,p(RN ) is

such that u > 0 in RN , u > 0 in Ω and LN,p,su 	 λ
up−1

|x|ps
in Ω, then there exists C > 0

such that u(x) > C|x|−γ1 in Bη(0) where γ1 is defined in Lemma 3.1.

Proof. Without loss of generality we can assume that B1(0) ⊂ Ω.

Fixed λ < ΛN,p,s and define

w̃(x) =

{

|x|−γ1 − 1 if |x| < 1,

0 if |x| > 1.
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It is clear that w̃ ∈ W s,p
0 (B1(0)) and











Lp,s w̃ = h(x)
w̃p−1

|x|ps
in B1(0),

w̃ = 0 in RN \B1(0)

(3.37)

where

h(x) =

1
|x|

∫

0

|1 − σ−γ̃ |p−2(1 − σ−γ̃)σN−1K(σ)dσ + (1 − |x|γ̃)

∞
∫

1
|x|

σN−1K(σ)dσ.

Using the definition of γ1, see Lemma 3.1, we can prove that h(x) 6 λ for all x ∈ B1(0).

Since Lp,su 	 0 and u > 0 in Ω, then using the nonlocal weak Harnack inequality in

[11], we get the existence of ε > 0 such that u > ε in B̄1(0).

Therefore we obtain that



























Lp,s u > λ
up−1

|x|ps
in B1(0),

Lp,s w̃ 6 λ
w̃p−1

|x|ps
, in B1(0),

u > w̃ in RN \B1(0).

(3.38)

Thus by the comparison principle in Lemma 2.4, it follows that w̃ 6 u which is the

desired result. ✷

We are now in position to prove Theorem 3.3.

Proof of Theorem 3.3. We argue by contradiction. Assume the existence of u 	 0 such

that u ∈ W s,p(RN ) and u is a supersolution to problem (3.35) in Ω, then u > 0 in Ω.

Let φ ∈ C∞
0 (Bη(0)) with Bη(0) ⊂⊂ Ω and η > 0 to be chosen later.

Using Picone’s inequality in Lemma 2.3, it follows that

||φ||p
X

s,p
0 (RN )

>

∫

Bη(0)

Lp,s(u)

up−1
|φ|pdx.

Thus

||φ||p
X

s,p
0 (RN )

>

∫

Bη(0)

uq−(p−1)|φ|pdx.

Since q > q+(p, s), we get the existence of ε > 0 such that

(γ1 − ε)(q − (p− 1)) > ps+ ρ
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for some ρ > 0. Thus, using Lemma 3.5, we can choose η > 0 such that

uq−(p−1)
> C|x|−ps−ρ in Bη(0).

Therefore

||φ||p
X

s,p
0 (RN )

> C

∫

Bη(0)

|φ|p

|x|ps+ρ
dx,

which is a contradiction with the optimality of the Hardy inequality proved in Lemma 3.4.

Hence we conclude. ✷
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Abstract: The aim of this paper is to study the following problem:

{
{
{

(−∆)sp,βu = f(x, u) in Ω,

u = 0 inℝN \ Ω,

where Ω is a smooth bounded domain ofℝN containing the origin,

(−∆)sp,βu(x) := PV ∫
ℝN

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|N+ps

dy
|x|β|y|β

with 0 ≤ β < N−ps
2 , 1 < p < N, s ∈ (0, 1), and ps < N. The main purpose of this work is to prove the existence

of a weak solution under some hypotheses on f . In particular, we will consider two cases:
(i) f(x, σ) = f(x); in this case we prove the existence of a weak solution, that is, in a suitable weighted frac-

tional Sobolev space for all f ∈ L1(Ω). In addition, if f ⪈ 0, we show that the problem above has a unique
entropy positive solution.

(ii) f(x, σ) = λσq + g(x), σ ≥ 0; in this case, according to the values of λ and q, we get the largest class of
data g for which the problem above has a positive solution.

Keywords:Weighted fractional Sobolev spaces, nonlocal problems, entropy solution

MSC 2010: 49J35, 35A15, 35S15

1 Introduction and motivations
We consider the following problem:

{
{
{

(−∆)sp,βu = f(x, u) in Ω,

u = 0 inℝN \ Ω,
(1.1)

where
(−∆)sp,βu(x) := PV ∫

ℝN

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|N+ps

dy
|x|β|y|β

,

Ω is a smooth bounded domain containing the origin and f belongs to a suitable Lebesgue space.
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2 | B. Abdellaoui, A. Attar and R. Bentifour, The fractional p-Laplacian equations

This class of operators appear in anaturalwaywhendealingwith the improvedHardy inequality, namely,
for all ϕ ∈ C∞

0 (Ω) and for all q < p we have

Gs,p(ϕ) ≥ C∫
Ω

∫
Ω

|v(x) − v(y)|p

|x − y|N+qs
w(x)

p
2 w(y)

p
2 dx dy,

where

Gs,p(ϕ) ≡ ∫
ℝN

∫
ℝN

|ϕ(x) − ϕ(y)|p

|x − y|N+ps
dxdy − ΛN,p,s ∫

ℝN

|ϕ(x)|p

|x|ps
dx,

ΛN,p,s is the optimalHardy constant,w(x) = |x|−(N−ps)/p, and v(x) = ϕ(x)
w(x) .We refer to [1, 2, 4, 18] for a complete

discussion about this fact.
In the sameway, we can consider (−∆)sp,β as an extension of the local operator −div(|x|

−β|∇u|p−2∇u). This
last one is strongly related to the classical Caffarelli–Khon–Nirenberg inequalities given in [11] and it was
deeply analyzed in the literature. Notice that, as a consequence of the Caffarelli–Khon–Nirenberg inequali-
ties, it is known that the weight |x|−β, with β < N − p, is an admissible weight in the sense that, if u is a weak
positive supersolution to the problem

−div(|x|−β|∇u|p−2∇u) = 0,

then it satisfies a weak Harnack inequality.
More precisely, there exists a positive constant κ > 1 such that for all 0 < q < κ(p − 1) we have

( ∫
B2ρ(x0)

uq(x)|x|−pβdx)
1
q
≤ C inf

Bρ(x0)
u,

where B2ρ(x0) ⊂⊂ Ω and C > 0 depends only on B.
We refer to [16, 19] and the references therein for a complete discussion and the proof of the Harnack

inequality and its generalization of admissible weights.
Our objective in this work is to analyze the properties of the operator (−∆)sp,β and to get the existence of

a solution, in a suitable sense, to problem (1.1) for the largest class of the datum f .
The case of p-Laplacian equations is well known in the literature; we refer for example to [7, 8] where the

authors proved the existence and the uniqueness of an entropy solution for L1 datum. The case of measure
datum was treated in [13], where the existence of a renormalized solution is obtained.

The local case with weight was considered in [3]. The authors proved the existence and the uniqueness
of an entropy solution for datum in L1.

For the operator (−∆)sp,β the case p = 2 and β = 0 was analyzed in [20, 22]. Using a duality argument,
in the sense of Stampacchia, the authors were able to prove the existence of a solution for any datum in L1.
A more general semilinear problem was considered in [6], where the existence and the uniqueness of the
solution is studied.

The case p ̸= 2 and β = 0, with regular data and variational structure, was treated in the year 2016
in [12, 14].

For general datum, based on some generalization of theWolff potential theory, Kuusi, Mingione and Sire
succeeded in [21] in obtaining the existence of a weak solution belonging to a suitable fractional Sobolev
space.

In this paper, we will treat the case p ̸= 2 and β > 0. The argument considered in [21] seems to be too
complicated to be adapted to our case.

Our approach is more simple and it is based on a suitable choice of a test function’s family and on some
algebraic inequalities.

In the first part of the present paper, we will consider the case f(x, σ) = f(x). We prove the existence of
a weak solution that is in an appropriate fractional Sobolev space. More precisely, we get the following exis-
tence result.
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Theorem 1.1. Assume that f ∈ L1(Ω). Then problem (1.1) has a weak solution u such that

∫
Ω

∫
Ω

|u(x) − u(y)|q

|x − y|N+qs1
1

|x|β|y|β
dy dx ≤ M for all q <

N(p − 1)
N − s

and for all s1 < s, (1.2)

and Tk(u) ∈ W
s,p
β,0(Ω) for all k > 0, where

Tk(a) =
{
{
{

a if |a| ≤ k,
k a
|a| if |a| > k.

If p > 2 − s
N , then u ∈ W s1 ,q

β,0 (Ω) for all 1 ≤ q < N(p−1)
N−s and for all s1 < s.

It is clear that for β = 0, we reach the same existence and regularity result as was obtained in [21]. However, it
seems that our approach is more simple and can be adapted for a large class of weighted nonlocal operators.

Next, assuming that f ≥ 0, we show the existence of a positive entropy solution in the sense of Defini-
tion 2.9. The statement of our result is the following.

Theorem 1.2. Assume that f ∈ L1(Ω) is such that f ⪈ 0. Then problem (1.1) has a unique entropy positive
solution u in the sense of Definition 2.9 given below. Moreover, if un is the unique solution to the approximating
problem

{
{
{

(−∆)sp,βun = fn(x) in Ω,

un = 0 inℝN \ Ω

with fn = Tn(f), then Tk(un) → Tk(u) strongly in W
s,p
β,0(Ω).

In the second part of the paper, we consider the case f(x, σ) = λσq + g(x). According to the values of q and λ,
we prove the existence of an entropy solution for the largest class of the datum g.

The paper is organized as follows. In Section 2, we introduce some useful tools and preliminaries that
we will use throughout the paper, like the weighted fractional Sobolev spaces and some related inequalities,
aweak comparisonprinciple and somealgebraic inequalities.Wealso specify the sense inwhich the solutions
to problem (1.1) are defined.

In Section 3, we begin by proving Theorem 1.1, namely, the case where f(x, σ) ≡ f(x). The main idea
is to proceed by approximation and to pass to the limit using suitable test functions. In the second part
of the section, we prove Theorem 1.2, more precisely, if f ≥ 0, we are able to show that problem (1.1) has
a unique positive entropy solution. In the same way, setting un as the solution of (1.1) with datum fn ≡ Tn(f),
we will prove that the sequence {Tk(un)}n converges to Tk(u) strongly in the corresponding weighted frac-
tional Sobolev space.

In Section 4, we study the case where f(x, σ) = λσq + g(x) with λ > 0 and g ⪈ 0. According to the values
of q and λ, we get the largest class of the data g such that the problem (1.1) has a positive solution.

2 Functional setting and main tools
In this section, we give some functional settings that will be used below. We refer to [15, 23] for more details.

Let s ∈ (0, 1), p ≥ 1 and 0 ≤ β < N−ps
2 . For simplicity of notation, we will set

dμ := dx
|x|2β

and dν := dxdy
|x − y|N+ps|x|β|y|β

.

Let Ω ⊂ ℝN ; the weighted fractional Sobolev spaceW s,p
β (Ω) is defined by

W s,p
β (Ω) ≡ {ϕ ∈ Lp(Ω, dμ) : ∫

Ω

∫
Ω

|ϕ(x) − ϕ(y)|p dν < +∞}.
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4 | B. Abdellaoui, A. Attar and R. Bentifour, The fractional p-Laplacian equations

Furthermore,W s,p
β (Ω) is a Banach space endowed with the norm

‖ϕ‖W s,p
β (Ω) = (∫

Ω

|ϕ(x)|pdμ)
1
p
+ (∫

Ω

∫
Ω

|ϕ(x) − ϕ(y)|p dν)
1
p
.

In the same way, we define the spaceW s,p
β,0(Ω) as the completion of C∞

0 (Ω)with respect to the previous norm.
As in [5] (see also [15]) we can prove the following extension result.

Lemma 2.1. Assume thatΩ ⊂ ℝN is a regular domain. Then for all w ∈ W s,p
β (Ω) there exists w̃ ∈ W s,p

β (ℝN) such
that w̃|Ω = w and

‖w̃‖W s,p
β (ℝN ) ≤ C‖w‖W s,p

β (Ω),

where C ≡ C(N, s, p, Ω) > 0.

The following weighted Sobolev inequality is obtained in [1] and will be used systematically in this paper.

Theorem 2.2 (Weighted fractional Sobolev inequality). Assume that0 < s < 1 and p > 1 are such that ps < N.
Let β < N−ps

2 . Then there exists a positive constant S(N, s, β) such that for all v ∈ C∞0 (ℝN) we have

∫
ℝN

∫
ℝN

|v(x) − v(y)|p

|x − y|N+ps
dx
|x|β

dy
|y|β

≥ S(N, s, β)(∫
ℝN

|v(x)|p∗s
|x|2β

p∗s
p

)
p
p∗s ,

where p∗s = pN
N−ps .

Moreover, if Ω ⊂ ℝN is a bounded domain and β = N−ps
2 , then for all q < p there exists a positive constant

C(Ω) such that

∫
ℝN

∫
ℝN

|v(x) − v(y)|p

|x − y|N+ps
dx
|x|β

dy
|y|β

≥ C(Ω)(∫
ℝN

|v(x)|p∗s,q
|x|2β

p∗s,q
p

)
p

p∗s,q
for all v ∈ C∞0 (Ω), where p∗s,q = pN

N−qs .

Remark 2.3. As in the case β = 0, if Ω is a bounded smooth domain of ℝN , we can endow W s,p
β,0(Ω) with the

equivalent norm

|‖ϕ‖|W s,p
β,0(Ω)

= (∫
Ω

∫
Ω

|ϕ(x) − ϕ(y)|p

|x − y|N+ps
dxdy
|x|β|y|β

)
1
p
.

Now, for w ∈ W s,p
β (ℝN), we set

(−∆)sp,βw(x) = PV ∫
ℝN

|w(x) − w(y)|p−2(w(x) − w(y))
|x − y|N+ps

dy
|x|β|y|β

.

It is clear that for all w, v ∈ W s,p
β (ℝN) we have

⟨(−∆)sp,βw, v⟩ =
1
2 ∫
ℝN

∫
ℝN

|w(x) − w(y)|p−2(w(x) − w(y))(v(x) − v(y))
|x − y|N+ps

dxdy
|x|β|y|β

.

In the case where β = 0, we denote (−∆)sp,β by (−∆)
s
p.

The following comparison principle extends the classical one obtained by Brezis–Kamin in [10]. See
[1, 22] for the proof.

Lemma 2.4. Let Ω be a bounded domain and let h be a non-negative continuous function such that h(x, σ) > 0
if σ > 0 and h(x,σ)

σp−1 is decreasing. Let u, v ∈ W s,p
β,0(Ω) be such that u, v > 0 in Ω and

{
{
{

(−∆)sp,βu ≥ h(x, u) in Ω,

(−∆)sp,βv ≤ h(x, v) in Ω.

Then u ≥ v in Ω.
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The following algebraic inequalities can be proved using a suitable rescaling argument.

Lemma 2.5. Assume that p ≥ 1, a, b ∈ ℝ+ and α > 0. Then there exist positive constants c, c1, c2 such that

(a + b)α ≤ c1aα + c2bα (2.1)

and

|a − b|p−2(a − b)(aα − bα) ≥ c!!!!a
p+α−1
p − b

p+α−1
p !!!!

p . (2.2)

In the case where α ≥ 1, under the same conditions on a, b, p as above, we have

|a + b|α−1|a − b|p ≤ c!!!!a
p+α−1
p − b

p+α−1
p !!!!

p . (2.3)

Since we are considering a solution with datum in L1, we need to use the concept of truncation. Recall that,
for k > 0 we have

Tk(a) =
{
{
{

a if |a| ≤ k,
k a
|a| if |a| > k.

Define Gk(a) = a − Tk(a); if we take the above definition into consideration, it is not difficult to show the
algebraic inequalities

|a − b|p−2(a − b)(Tk(a) − Tk(b)) ≥ |Tk(a) − Tk(b)|p (2.4)

and
|a − b|p−2(a − b)(Gk(a) − Gk(b)) ≥ |Gk(a) − Gk(b)|p ,

where a, b ∈ ℝ and p ≥ 1.
In the same way, we will use the classical weighted Marcinkiewicz spaces.

Definition 2.6. For a measurable function u we set

Φu(k) = μ{x ∈ Ω : |u(x)| > k},

where dμ = |x|−2β dx.
We say that u is in the Marcinkiewicz spaceMq(Ω, dμ) if Φu(k) ≤ Ck−q.
Since Ω is a bounded domain,

Lq(Ω, dμ) ⊂ Mq(Ω, dμ) ⊂ Lq−ε(Ω, dμ)

for all ε > 0.

Since we are considering problems with general datum, we need to specify the concept of solution. We begin
by the following definitions.

Definition 2.7. Let u be ameasurable function.We say that u ∈T1,pβ,0 (Ω) if for all k > 0wehave Tk(u) ∈W
s,p
β,0(Ω).

Now, we are able to state what we mean by a solution to problem (1.1).

Definition 2.8. Assume that f ∈ L1(Ω). We say that u is a weak solution to problem (1.1) if for all ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

we have
1
2 ∬
DΩ

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))(ϕ(x) − ϕ(y)) dν = ∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx.

Following [6], we define the notion of entropy solution as follows.

Definition 2.9. Consider f ∈ L1(Ω). We say that u ∈ T
1,p
0,β (Ω) is an entropy solution to problem (1.1) if

∬
Rh

|u(x) − u(y)|p−1 dν → 0 as h → ∞, (2.5)
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6 | B. Abdellaoui, A. Attar and R. Bentifour, The fractional p-Laplacian equations

where

Rh = {(x, y) ∈ ℝN × ℝN : h + 1 ≤ max{|u(x)|, |u(y)|} with min{|u(x)|, |u(y)|} ≤ h or u(x)u(y) < 0},

and for all k > 0 and ϕ ∈ W s,p
β,0(Ω) ∩ L

∞(Ω) we have

1
2 ∬
DΩ

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))[Tk(u(x) − ϕ(x)) − Tk(u(y) − ϕ(y))] dν ≤ ∫
Ω

f(x)Tk(u(x) − ϕ(x)) dx.

Remark 2.10. Notice that for h ≫ k, choosing ϕ = Th−1(u), we obtain that

1
2 ∬
DΩ

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))[Tk(Gh−1(u(x))) − Tk(Gh−1(u(y)))] dν

≤ ∫
Ω

f(x)Tk(Gh−1(u(x))) dx ≤ k ∫
|u|>h−k−1

|f(x)| dx.

Since
|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))[Tk(Gh−1(u(x))) − Tk(Gh−1(u(y)))] ≥ 0

in DΩ, setting

R̃h = {(x, y) ∈ ℝN × ℝN : u(x)u(y) ≥ 0 with |u(x)| ≥ h and h − k − 1 ≤ |u(y)| ≤ h}

and
R̂h = {(x, y) ∈ ℝN × ℝN : u(x)u(y) ≥ 0 with |u(x)| ≥ h and h − k − 1 ≤ |u(x)| ≤ h},

we reach that 1
2 ∬

R̃h

|u(x) − u(y)|p−1(h − u(y)) dν ≤ k ∫
|u|>h−k−1

|f(x)| dx

and 1
2 ∬

R̂h

|u(x) − u(y)|p−1(h − u(x)) dν ≤ k ∫
|u|>h−k−1

|f(x)| dx. (2.6)

It is clear that 1
2 ∬

{h−k−1≤u(y)<u(x)≤h}

(u(x) − u(y))p dν ≤ k ∫
|u|>h−k−1

|f(x)| dx

and 1
2 ∬

{h−k−1≤u(x)<u(y)≤h}

(u(y) − u(x))p dν ≤ k ∫
|u|>h−k−1

|f(x)| dx. (2.7)

3 Existence results: Proofs of Theorems 1.1 and 1.2
In this section, we consider the problem

{
{
{

(−∆)sp,βu = f in Ω,

u = 0 inℝN \ Ω,
(3.1)

where f ∈ L1(Ω).
The main goal of this section is to show that problem (3.1) has a weak solution u in the sense of Defini-

tion 2.8. As in the local case, themain idea is to proceed by approximation and then pass to the limit by using
suitable a priori estimates.

Before proving the main existence results, we need several lemmas.
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Let {fn}n ⊂ L∞(Ω) be such that fn → f strongly in L1(Ω) and define un as the unique solution to the
approximated problem

{
{
{

(−∆)sp,βun = fn(x) in Ω,

un = 0 inℝN \ Ω.
(3.2)

Notice that the existence and the uniqueness of un follows by using a classical variational argument in the
spaceW s,p

β,0(Ω).
The first a priori estimate is given by the following Lemma.

Lemma 3.1. Let {un}n be defined as above. Then {un}n is bounded in the spaceMp1 (Ω, dμ) with p1 = (p−1)N
N−ps .

Proof. Using Tk(un) as a test function in (3.2), we reach that

1
2 ∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(y) − un(x))[Tk(un(x)) − Tk(un(y))] dν ≤ k∫
Ω

|fn(x)| dx.

Thus,

∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(y) − un(x))[Tk(un(x)) − Tk(un(y))] dν ≤ Ck. (3.3)

Recall that un = Tk(un) + Gk(un). Then by inequalities (2.4) and (3.3), we reach that

1
k ∬
DΩ

|Tk(un(x)) − Tk(un(y))|p dν ≤ M for all k > 0.

Now, using the weighted Sobolev inequality in Theorem 2.2, we get

S(∫
ℝN

|Tk(un(x))|p
∗
s |x|−2β

p∗s
p dx)

p/p∗s
≤ ∬
DΩ

|Tk(un(x)) − Tk(un(y))|p dν ≤ Ck.

Since {|un| ≥ k} = {|Tk(un)| = k}, we obtain that

μ{x ∈ Ω : |un| ≥ k} ≤ μ{x ∈ Ω : |Tk(un)| = k} ≤ ∫
Ω

|Tk(un(x))|p
∗
s

kp∗s |x|−2β
p∗s
p dx.

Hence,
μ{x ∈ Ω : |un| > k} ≤ CM

p∗s
p k−(p

∗
s −

p∗s
p ).

Setting p1 = p∗s −
p∗s
p = N(p−1)

N−ps , we conclude that the sequence {un}n is bounded in the spaceM
p1 (Ω, dμ) and

the result follows.

As a consequence we easily get that the sequence {|un|p−2un}n is bounded in the space Lσ(Ω, dμ) for all
σ < N

N−ps .
As in the local case, we prove now that the sequence {un}n is bounded in a suitable fractional Sobolev

space. More precisely we have the following lemma.

Lemma 3.2. Assume that {un}n is defined as in Lemma 3.1. Then

∫
Ω

∫
Ω

|un(x) − un(y)|q

|x − y|N+qs1
1

|x|β|y|β
dy dx ≤ M for all q <

N(p − 1)
N − s

and for all s1 < s. (3.4)

Proof. Let q < N(p−1)
N−s be fixed. Since Ω is a bounded domain, it is sufficient to prove (3.4) for s1 very close

to s. In particular, we fix s1 such that
pq(s − s1)
p − q

< β.

Define wn(x) = 1 − 1
(u+n (x)+1)α , where α > 0 is to be chosen later and u+n(x) = max{un(x), 0}.
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In what follows, we denote by C1, C2, . . . any positive constants that are independent of un and can
change from one line to another.

Using wn as a test function in (3.2), we get

1
2 ∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))
(u+n(x) + 1)α − (u+n(y) + 1)α

(u+n(x) + 1)α(u+n(y) + 1)α
dν ≤ ∫

Ω

fn(x) dx.

Hence,
∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))
(u+n(x) + 1)α − (u+n(y) + 1)α

(u+n(x) + 1)α(u+n(y) + 1)α
dν ≤ C1. (3.5)

Let vn(x) = u+n(x) + 1. Since

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))((u+n(x) + 1)α − (u+n(y) + 1)α)
≥ |u+n(x) − u+n(y)|p−2(u+n(x) − u+n(y))((u+n(x) + 1)α − (u+n(y) + 1)α)
= |vn(x) − vn(y)|p−2(vn(x) − vn(y))(vαn(x) − vαn(y))

by (3.5), it follows that

∬
DΩ

|vn(x) − vn(y)|p−2(vn(x) − vn(y))
vαn(x) − vαn(y)
vαn(x)vαn(y)

dν ≤ C1.

Now, using the fact that vn ≥ 1 and by inequality (2.2), we get

∬
DΩ

|v
p+α−1
p

n (x) − v
p+α−1
p

n (y)|p

vαn(x)vαn(y)
dν ≤ C2. (3.6)

Defining q1 = q s1s < q and using the Hölder inequality, we find

∫
Ω

∫
Ω

|vn(x) − vn(y)|q

|x − y|N+qs1
dy dx
|x|β|y|β

= ∫
Ω

∫
Ω

|vn(x) − vn(y)|q

|x − y|qs
(vn(x) + vn(y))α−1

(vn(x)vn(y))α
(vn(x)vn(y))α

(vn(x) + vn(y))α−1
|x − y|(q−q1)s dy dx

|x|β|y|β|x − y|N

≤ (∫
Ω

∫
Ω

|vn(x) − vn(y)|p(vn(x) + vn(y))α−1

|x − y|N+ps(v(x)v(y))α|x|β|y|β
dy dx)

q
p

× (∫
Ω

∫
Ω

(vn(x) + vn(y))α−1

(v(x)v(y))α
(vn(x)vn(y))α

p
p−q

(vn(x) + vn(y))(α−1)
p
p−q |x − y|(q−q1)s p

p−q dy dx
|x − y|N |x|β|y|β

)
p−q
q
. (3.7)

Now, using the algebraic inequality (2.3), we have

|vn(x) − vn(y)|p(vn(x) + vn(y))α−1 ≤ C!!!!vn(x)
p+α−1
p − vn(y)

p+α−1
p !!!!

p .

Hence, taking into consideration that Ω × Ω ⊂ DΩ and by (3.6), we get

(∫
Ω

∫
Ω

|vn(x) − vn(y)|p(vn(x) + vn(y))α−1

|x − y|N+ps(v(x)v(y))α|x|β|y|β
dy dx)

q
p
≤ C(∬

DΩ

|vn(x)
p+α−1
p − vn(y)

p+α−1
p |p

|x − y|N+ps(vn(x)vn(y))α|x|β|y|β
dy dx)

q
p
≤ C3.

So, going back to (3.7), we reach that

∫
Ω

∫
Ω

|vn(x) − vn(y)|q

|x − y|N+qs1
dy dx
|x|β|y|β

≤ C4(∫
Ω

∫
Ω

(
(vn(x)vn(y))α

(vn(x) + vn(y))α
)

q
p−q (vn(x) + vn(y)) q

p−q 1

|x − y|N−
ps(q−q1)
p−q dy dx

|x|β|y|β
)
p−q
q
.
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By inequality (2.1), we have

(vn(x) + vn(y))(
vn(x)vn(y)
vn(x) + vn(y)

)
α
≤ c(vn(x) + vn(y))α+1 ≤ C5(vα+1n (x) + vα+1n (y)).

Therefore,

∫
Ω

∫
Ω

|vn(x) − vn(y)|q

|x − y|N+qs1
dx dy
|x|β|y|β

≤ C5(∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q
n (x) dx dy

|x − y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β|y|β

)
p−q
q

+ C5(∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q
n (y) dx dy

|x − y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β|y|β

)
p−q
q
. (3.8)

It is clear that

∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q
n (x) dx dy

|x − y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β|y|β

= ∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q
n (y) dx dy

|x − y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β|y|β

,

hence we just have to estimate the first term. We have

∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q
n (x) dx dy

|x − y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β|y|β

= ∫
Ω

v
(α+1)q
p−q
n (x)
|x|β

dx∫
Ω

dy

|x − y|N−
ps(q−q1)
p−q |y|β

.

Since Ω is a bounded domain, Ω ⊂⊂ BR(0). Thus

∫
Ω

∫
Ω

v
(α+1)q
p−q
n (x) dx dy

|x − y|N−
ps(q−q1)
p−q |x|β|y|β

≤ ∫
BR(0)

v
(α+1)q
p−q
n (x)
|x|β

dx ∫
BR(0)

dy

|x − y|N−
ps(q−q1)
p−q |y|β

,

where vn = 1 in BR(0) \ Ω. We set r = |x| and ρ = |y|. Then x = rx�, y = ρy�, where |x�| = |y�| = 1.
Let

τ =
(α + 1)q
p − q

and θ =
ps(q − q1)
p − q

. (3.9)

Then

∫
Ω

∫
Ω

vτn(x) dx dy
|x − y|N−θ|x|β|y|β

≤ ∫
BR(0)

vτn(x) dx
|x|β

R

∫
0

ρN−1

ρβrN−θ
( ∫
|y�|=1

dHN−1(y�)
|x� − ρ

r y�|N−θ
) dρ.

We set σ = ρ
r ; hence

∫
Ω

∫
Ω

vτn(x) dx dy
|x − y|N−θ|x|β|y|β

≤ ∫
BR(0)

vτn(x) dx
|x|2β−θ

R
r

∫
0

σN−β−1( ∫
|y�|=1

dHN−1(y�)
|x� − σy�|N−θ

) dσ.

Defining

Kθ(σ) = ∫
|y�|=1

dHN−1(y�)
|x� − σy�|N−θ

as in [17], we find

Kθ(σ) = 2 π N−1
2

β(N−12 )

π

∫
0

sinN−2(ξ)
(1 − 2σ cos(ξ) + σ2) N−θ2 dξ.

Notice that Kθ(σ) ≤ C|1 − σ|−1+θ as σ → 1 and Kθ(σ) ⋍ σθ−N as σ → ∞.
Therefore, there holds

∫
Ω

∫
Ω

vτn(x) dx dy
|x − y|N−θ|x|β|y|β

≤ ∫
B R

3
(0)

vτn(x) dx
|x|2β−θ

R
r

∫
0

σN−β−1Kθ(σ) dσ + ∫
BR(0)\B R

3
(0)

vτn(x) dx
|x|2β−θ

R
r

∫
0

σN−β−1Kθ(σ) dσ. (3.10)
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Recall that r = |x|. Then if x ∈ BR(0) \ B R
3
(0), we have R

r < 3. Hence taking into consideration that θ > 0 and
the behavior of Kθ near 1, we reach that

R
r

∫
0

σN−β−1Kθ(σ) dσ ≤ C1
3

∫
0

σN−β−1|1 − σ|1−θ dσ = C2 < ∞.

Now, if r ≡ |x| < R
3 , there holds

R
r

∫
0

σN−β−1Kθ(σ) dσ =
3

∫
0

σN−β−1Kθ(σ) dσ +

R
r

∫
3

σN−β−1Kθ(σ) dσ

≤ C2 + (
R
r )

a
R
r

∫
3

σN−β−a−1Kθ(σ) dσ,

where a > 0 is to be chosen later.
Since

R
r

∫
3

σN−β−a−1Kθ(σ) dσ ≤
∞

∫
3

σN−β−a−1Kθ(σ) dσ,

using the fact that σN−β−a−1Kθ(σ) ≃ σ−1−β−a+θ as σ → ∞ and choosing a > θ, it follows that
∞

∫
0

σN−β−a−1K(σ)dσ ≡ C3 < ∞.

Now, going back to (3.10), there holds

∫
Ω

∫
Ω

vτn(x) dx dy
|x − y|N−θ|x|β|y|β

≤ C1 ∫
BR(0)

vτn(x) dx
|x|2β−θ

dx + C2Ra ∫
B R

3
(0)

vτn(x) dx
|x|2β+a−θ

dx

≤ C(R) ∫
BR(0)

vτn(x) dx
|x|2β+a−θ

dx.

Since q < (p−1)N
N−s , we can choose α > 0 in (3.9) such that τ < (p−1)N

N−ps . By Lemma 3.1, choosing a > θ, very
close to θ and using the Hölder inequality, we reach that

∫
Ω

∫
Ω

vτn(x) dy dx
|x − y|N−θ|x|β|y|β

≤ C6 ∫
BR(0)

vτn(x) dx
|x|2β+a−θ

≤ C7 for all n. (3.11)

Hence by (3.8) and (3.11), we conclude that

∫
Ω

∫
Ω

|u+n(x) − u+n(y)|q

|x − y|N+qs1
dy dx
|x|β|y|β

= ∫
Ω

∫
Ω

|vn(x) − vn(y)|q

|x − y|N+qs1
dx dy
|x|β|y|β

≤ C8.

In the same way, by using 1 − 1/((u−n(x) + 1)α) as a test function in (3.2), we obtain that

∫
Ω

∫
Ω

|u−n(x) − u−n(y)|q

|x − y|N+qs1
dy dx
|x|β|y|β

≤ C9.

Combining the above estimates, we reach that

∫
Ω

∫
Ω

|un(x) − un(y)|q

|x − y|N+qs1
dy dx
|x|β|y|β

≤ C

and the result follows.
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Remark 3.3. As a consequence we get the existence of a measurable function u such that Tk(u) ∈ W s,p
β,0(Ω),

|u|p−2u ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx) for all σ < N
N−ps , and Tk(un) ⇀ Tk(u) weakly inW s,p

β,0(Ω).
It is clear that un → u a.e. in Ω. Since un = 0 a.e. inℝN \ Ω, we have u = 0 a.e. inℝN \ Ω.
Notice that by Lemma 3.1 we conclude that

|un|p−2un → |u|p−2u strongly in La(Ω, dμ) for all a <
N

N − ps
.

Let
Un(x, y) = |un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y)) and U(x, y) = |u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y)).

Since Ω is a bounded domain, by the result of Lemma 3.2 and using Vitali’s lemma, we obtain that

Un → U strongly in L1(Ω × Ω, dν).

We are now able to prove the first existence result.

Proof of Theorem 1.1. It is clear that estimate (1.2) follows by using Lemma 3.2 and Fatou’s lemma.
Let ϕ ∈ C∞

0 (Ω). Then, by using ϕ as a test function in (3.2), it follows that

1
2 ∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))(ϕ(x) − ϕ(y)) dν = ∫
Ω

fn(x)ϕ(x) dx. (3.12)

We set Φ(x, y) = ϕ(x) − ϕ(y). By (3.12), we have

1
2 ∬
DΩ

U(x, y)Φ(x, y) dν + 1
2 ∬
DΩ

(Un(x, y) − U(x, y))Φ(x, y) dν = ∫
Ω

fn(x)ϕ(x) dx. (3.13)

It is clear that
∫
Ω

fn(x)ϕ(x) dx → ∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx as n → ∞.

We claim that
∬
DΩ

(Un(x, y) − U(x, y))Φ(x, y) dν → 0 as n → ∞. (3.14)

Since un → u a.e. in Ω, it follows that

Un(x, y)Φ(x, y)
|x − y|N+ps|x|β|y|β

→
U(x, y)Φ(x, y)

|x − y|N+ps|x|β|y|β
a.e. in DΩ .

Using the fact that u(x) = un(x) = ϕ(x) = 0 for all x ∈ ℝN \ Ω, we obtain

∫
ℝN\Ω

∫
ℝN\Ω

(Un(x, y) − U(x, y))Φ(x, y) dν = 0.

Thus,

∬
DΩ

(Un(x, y) − U(x, y))Φ(x, y) dν

= ∬
Ω×Ω

(Un(x, y) − U(x, y))Φ(x, y) dν + ∫
ℝN\Ω

∫
Ω

(Un(x, y) − U(x, y))Φ(x, y) dν

+ ∫
Ω

∫
ℝN\Ω

(Un(x, y) − U(x, y))Φ(x, y) dν

= I1(n) + I2(n) + I3(n).

Using Lemma 3.2 and Remark 3.3, we easily find that

I1(n) → 0 as n → ∞.
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We now deal with I2(n). It is clear that for (x, y) ∈ Ω × BR \ Ω we have

|(Un(x, y) − U(x, y))Φ(x, y)| ≤ (|un(x)|p−1 + |u(x)|p−1)|ϕ(x)|.

Since
sup

{x∈Suppϕ, y∈BR\Ω}

1
|x − y|N+ps

≤ C,

we have
!!!!!!
(Un(x, y) − U(x, y))Φ(x, y)

|x − y|N+ps|x|β|y|β
!!!!!! ≤

(|un(x)|p−1 + |u(x)|p−1)|ϕ(x)|
|x|β|y|β

≡ Qn(x, y).

Using Lemma 3.1 and Remark 3.3, we get Qn → Q strongly in L1(Ω × BR \ Ω) with

Q(x, y) = 2|u(x)|p−1|ϕ(x)||x|−β|y|−β .

Thus by the dominated convergence theorem we arrive to I2(n) → 0 as n → ∞. In the same way, we obtain
that I3(n) → 0 as n → ∞. Hence (3.14) follows and the claim is proved.

Therefore, passing to the limit in (3.13), we arrive at

1
2 ∬
DΩ

U(x, y)Φ(x, y) dν = ∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx.

Remark 3.4. (i) It is clear that the same existence result holds if we replace f by a bounded Radonmeasure ν.
(ii) In the case where β = 0, we get the same existence and regularity results as were obtained in [21].

3.1 The case of positive datum: Existence and uniqueness of the positive entropy
solution

If f ⪈ 0, we choose fn = Tn(f), thus {un}n is an increasing sequence. In this case, we are able to prove that
problem (3.1) has a unique entropy positive solution in the sense of Definition 2.9. Before beginningwith the
proof of Theorem 1.2, let us prove the following compactness result.

Lemma 3.5. Let {un}n and u be defined as above. Then

Tk(un) → Tk(u) strongly in W s,p
β,0(Ω).

The proof of Lemma 3.5 will be a consequence of the following more general compactness result.

Lemma 3.6. Let {un}n ⊂ W s,p
β,0(Ω) be an increasing sequence such that un ≥ 0 and (−∆)sp,βun ≥ 0. Assume fur-

ther that {Tk(un)}n is bounded in W s,p
β,0(Ω) for all k > 0. Then there exists a measurable function u such that

un ↑ u a.e. in Ω, Tk(u) ∈ W s,p
β,0(Ω) for all k > 0 and

Tk(un) → Tk(u) strongly in W s,p
β,0(Ω).

Proof. Since {Tk(un)}n is bounded inW s,p
β,0(Ω), using themonotony of the sequence {un}n, we get the existence

of ameasurable function u such that un ↑ u a.e. in Ω, Tk(u) ∈ W s,p
β,0(Ω) and Tk(un) ⇀ Tk(u)weakly inW s,p

β,0(Ω).
Since (−∆)sp,βun ≥ 0, we have

⟨(−∆)sp,βun , Tk(un) − Tk(u)⟩ ≤ 0.

Thus,

∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))(Tk(un(x)) − Tk(un(y))) dν

≤ ∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))(Tk(u(x)) − Tk(u(y))) dν. (3.15)
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Define
I1,n ≡ ∬

DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))(Tk(un(x)) − Tk(un(y))) dν

and
I2,n ≡ ∬

DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))(Tk(u(x)) − Tk(u(y))) dν.

For simplicity of notation, we set

Tn,k(x, y) ≡ |Tk(un(x)) − Tk(un(y))|p−2(Tk(un(x)) − Tk(un(y))).

We have

I1,n = ∬
DΩ

|Tk(un(x)) − Tk(un(y))|p dν +∬
DΩ

[Un(x, y) − Tn,k(x, y)](Tk(un(x)) − Tk(un(y))) dν.

In the same way, using Young inequality, we obtain that

I2,n = ∬
DΩ

Tn,k(x, y)(Tk(u(x)) − Tk(u(y))) dν +∬
DΩ

[Un(x, y) − Tn,k(x, y)](Tk(u(x)) − Tk(u(y))) dν

≤
p − 1
p ∬

DΩ

|Tk(un(x)) − Tk(un(y))|p dν +
1
p ∬
DΩ

|Tk(u(x)) − Tk(u(y))|p dν

+∬
DΩ

[Un(x, y) − Tn,k(x, y)](Tk(u(x)) − Tk(u(y))) dν.

Combining the above estimates and going back to (3.15), we find

1
p ∬
DΩ

|Tk(un(x)) − Tk(un(y))|p dν +∬
DΩ

[Un(x, y) − Tn,k(x, y)]

×[(Tk(un(x)) − Tk(u(x))) − (Tk(un(y)) − Tk(u(y)))] dν

≤
1
p ∬
DΩ

|Tk(u(x)) − Tk(u(y))|p dν. (3.16)

Define
Kn(x, y) ≡ [Un(x, y) − Tn,k(x, y)][(Tk(un(x)) − Tk(u(x))) − (Tk(un(y)) − Tk(u(y)))]. (3.17)

We claim that Kn(x, y) ≥ 0 a.e. in DΩ. We set

D1 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≤ k, un(y) ≤ k}, D2 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≥ k, un(y) ≥ k},
D3 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≥ k, un(y) ≤ k}, D4 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≤ k, un(y) ≥ k}.

Then DΩ = D1 ∪ D2 ∪ D3 ∪ D4.
In D1 we have Un(x, y) − Tn,k(x, y) = 0. Then Kn(x, y) = 0. In the same way, if (x, y) ∈ D2, we have

u(x) ≥ un(x) ≥ k and u(y) ≥ un(y) ≥ k. Then

[(Tk(un(x)) − Tk(u(x))) − (Tk(un(y)) − Tk(u(y)))] = 0.

Thus, Kn(x, y) = 0 in D2.
Assume that (x, y) ∈ D3. Then

Un(x, y) − Tn,k(x, y) = (un(x) − un(y))p−1 − (k − un(y))p−1 ≥ 0.

Since
[(Tk(un(x)) − Tk(u(x))) − (Tk(un(y)) − Tk(u(y)))] = −(Tk(un(y)) − Tk(u(y))) ≥ 0
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by (3.17), it follows that Kn(x, y) ≥ 0 in D3. In the same way, we can prove that Kn(x, y) ≥ 0 in D4. Thus
Kn(x, y) ≥ 0 a.e. in DΩ and the claim follows.

Going back to (3.16), there results that

lim sup
n→∞

∬
DΩ

|Tk(un(x)) − Tk(un(y))|p dν ≤ ∬
DΩ

|Tk(u(x)) − Tk(u(y))|p dν.

Since Tk(un) ⇀ Tk(u) weakly inW s,p
β,0(Ω), we obtain Tk(un) → Tk(u) strongly inW s,p

β,0(Ω).

Remark 3.7. (i) As a consequence of the previous strong convergence we reach that

∬
DΩ

Kn(x, y) dν → 0 as n → ∞.

(ii) Letting wn = 1 − 1
1+un and w = 1 − 1

1+u , and using wn as a test function in (3.2), we have

∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p

(1 + un(x))(1 + un(y))
dν = ∫

Ω

fn(x)wn(x) dx → ∫
Ω

f(x)w(x) dx as n → ∞.

For k > 0 fixed, we define the sets

An = DΩ ∩ {un(x) ≥ 2k, un(y) ≤ k} and A = DΩ ∩ {u(x) ≥ 2k, u(y) ≤ k}.

It is clear that for (x, y) ∈ An we have un(x) − un(y) ≥ 1
2un(x). Thus,

∬
DΩ

up−1n (x)χAn (x, y) dν ≤ C(k)∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p

(1 + un(x))(1 + un(y))
dν < C̄(k). (3.18)

Since unχ{An}(x, y) → uχ{A} a.e. in DΩ, if p > 2, we get

unχ{An} ⇀ uχ{A} weakly in Lp−1(DΩ , dν).

(iii) From (3.18) we conclude that

ν{DΩ ∩ An} ≡ ∬
DΩ∩An

dν ≤ C̃(k).

Hence by Fatou’s lemma, we reach that

ν{DΩ ∩ A} ≡ ∬
DΩ∩A

dν ≤ C̃(k).

Now, we are in the position to prove the existence and the uniqueness of the entropy solution.

Proof of Theorem 1.2: Existence part. It is clear that the existence of u follows by using Theorem1.1, however
the strong convergence of {Tk(un)}n in the space W s,p

β,0(Ω) is a consequence of Lemma 3.5. To finish we just
need to show that u is an entropy solution to problem (3.1) in the sense of Definition 2.9.

Let us begin by proving that (2.5) holds.
Since u, un ≥ 0, the set Rh given in Definition 2.9 is reduced to

Rh = {(x, y) ∈ ℝN × ℝN : h + 1 ≤ max{u(x), u(y)} with min{u(x), u(y)} ≤ h}.

Using T1(Gh(un)) as a test function in (3.2), we obtain

1
2 ∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))[T1(Gh(un(x))) − T1(Gh(un(y)))] dν

= ∫
Ω

fn(x)T1(Gh(un(x))) dx ≤ ∫
un≥h

fn(x) dx. (3.19)
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It is not difficult to show that, for (x, y) ∈ Rh, we have

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))[T1(Gh(un(x))) − T1(Gh(un(y)))] ≥ 0.

Thus, using Fatou’s lemma and by (3.19), we conclude that

1
2 ∬
DΩ

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))[T1(Gh(u(x))) − T1(Gh(u(y)))] dν

≤ lim inf
n→∞

1
2 ∬
DΩ

|un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y))[T1(Gh(un(x))) − T1(Gh(un(y)))] dν

≤ ∫
Ω

f(x)T1(Gh(u(x))) dx ≤ ∫
u≥h

f(x) dx. (3.20)

It is clear that for all (x, y) ∈ Rh we have

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))[T1(Gh(u(x))) − T1(Gh(u(y)))] ≥ |u(x) − u(y)|p−1.

Therefore, using the fact that

∫
u≥h

f(x) dx → 0 as h → ∞

and by (3.20), we conclude that

∬
Rh

|u(x) − u(y)|p−1 dν → 0 as h → ∞.

Hence (2.5) holds.
Recall that

Un(x, y) = |un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y)) and U(x, y) = |u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y)).

Let v ∈ W s,p
β,0(Ω) ∩ L

∞(Ω). Taking Tk(un − v) as a test function in (3.2), we reach that

1
2 ∬
DΩ

Un(x, y)[Tk(un(x) − v(x)) − Tk(un(y) − v(y))] dν = ∫
Ω

fn(x)Tk(un(x) − v(x)) dx.

One immediately sees that

∫
Ω

fn(x)Tk(un(x) − v(x)) dx → ∫
Ω

f(x)Tk(u(x) − v(x)) dx as n → ∞.

We now deal with the first term. We have

Un(x, y)[Tk(un(x) − v(x)) − Tk(un(y) − v(y))] =: K1,n(x, y) + K2,n(x, y), (3.21)

where

K1,n(x, y) = |(un(x) − v(x)) − (un(y) − v(y))|p−2((un(x) − v(x)) − (un(y) − v(y)))
× [Tk(un(x) − v(x)) − Tk(un(y) − v(y))]

and

K2,n(x, y) = [Un(x, y) − |(un(x) − v(x)) − (un(y) − v(y))|p−2((un(x) − v(x)) − (un(y) − v(y)))]
× [Tk(un(x) − v(x)) − Tk(un(y) − v(y))].
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It is clear that K1,n(x, y) ≥ 0 a.e. in DΩ. Since

K1,n(x, y) → |(u(x) − v(x)) − (u(y) − v(y))|p−2((u(x) − v(x)) − (u(y) − v(y)))
× [Tk(u(x) − v(x)) − Tk(u(y) − v(y))] a.e. in DΩ

as n → ∞, using Fatou’s lemma, we obtain that

∬
DΩ

K1,n(x, y) dν ≥ ∬
DΩ

[|(u(x) − v(x)) − (u(y) − v(y))|p−2((u(x) − v(x)) − (u(y) − v(y)))]

× [Tk(u(x) − v(x)) − Tk(u(y) − v(y))] dν. (3.22)

We now deal with K2,n.
We set

wn = un − v, w = u − v, σ1(x, y) = un(x) − un(y), σ2(x, y) = wn(x) − wn(y).

Then

K2,n(x, y) = [|σ1(x, y)|p−2σ1(x, y) − |σ2(x, y)|p−2σ2(x, y)] × [Tk(un(x) − v(x)) − Tk(un(y) − v(y))].

We claim that

∬
DΩ

K2,n(x, y) dν → ∬
DΩ

[U(x, y) − |(u(x) − v(x)) − (u(y) − v(y))|p−2((u(x) − v(x)) − (u(y) − v(y)))]

× [Tk(u(x) − v(x)) − Tk(u(y) − v(y))] dν as n → ∞. (3.23)

We divide the proof of the claim into two cases according to the value of p.

The singular case: p ∈ (1, 2]. In this case, we have
!!!!|σ1(x, y)|

p−2σ1(x, y) − |σ2(x, y)|p−2σ2(x, y)!!!! ≤ C|σ1(x, y) − σ2(x, y)|
p−1 = C|v(x) − v(y)|p−1.

Thus,
|K2,n(x, y)| ≤ C|v(x) − v(y)|p−1|Tk(un(x) − v(x)) − Tk(un(y) − v(y))| ≡ K̃2,n(x, y). (3.24)

Since Tk(un) → Tk(u) strongly inW s,p
β,0(Ω), we get

K̃2,n → C|v(x) − v(y)|p−1|Tk(u(x) − v(x)) − Tk(u(y) − v(y))| strongly in L1(DΩ , dν)

as v ∈ W s,p
β,0(Ω) ∩ L

∞(Ω). Using the dominated convergence theorem, we reach that

∬
DΩ

K2,n(x, y) dν → ∬
DΩ

[U(x, y) − |(u(x) − v(x)) − (u(y) − v(y))|p−2((u(x) − v(x)) − (u(y) − v(y)))]

× [Tk(u(x) − v(x)) − Tk(u(y) − v(y))] dν

as n → ∞ and then (3.23) follows in this case.

The degenerate case: p > 2. This case is more relevant. As in the previous case, we have
!!!!|σ1(x, y)|

p−2σ1(x, y) − |σ2(x, y)|p−2σ2(x, y)!!!! ≤ C1|σ1(x, y) − σ2(x, y)|
p−1 + C2|σ2(x, y)|p−2|σ1(x, y) − σ2(x, y)|

≤ C1|v(x) − v(y)|p−1 + C2|v(x) − v(y)||wn(x) − wn(y)|p−2

≤ C1|v(x) − v(y)|p−1 + C2|v(x) − v(y)||un(x) − un(y)|p−2.

Thus,

|K2,n(x, y)| ≤ C1|v(x) − v(y)|p−1|Tk(un(x) − v(x)) − Tk(un(y) − v(y))|
+ C2|v(x) − v(y)||un(x) − un(y)|p−2|Tk(wn(x)) − Tk(wn(y))|

≡ K̄2,n(x, y) + Ǩ2,n(x, y).

The term K̄2,n(x, y) can be treated as K̃2,n defined in (3.24). Hence it remains to deal with Ǩ2,n(x, y).
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We define
D1 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≤ k̃, un(y) ≤ k̃},

where k̃ ≫ k + ‖v‖∞ is a large constant. Using the fact that Tk̃(un) → Tk̃(u) strongly in W
s,p
β,0(Ω), we obtain

that
Ǩ2,n(x, y)χ{D1} → C2|v(x) − v(y)||u(x) − u(y)|p−2|Tk(w(x)) − Tk(w(y))|χ{u(x)≤k̃,u(y)≤k̃}

strongly in L1(DΩ , dν).
Now, consider the set

D2 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≥ k1, un(y) ≥ k1},

where k1 > k + ‖v‖∞. Then Ǩ2,n(x, y)χ{D2} = 0.
Hence we just have to deal with sets of the form

D3 = {(x, y) ∈ DΩ : un(x) ≥ 2k, un(y) ≤ k}

or
D4 = {(x, y) ∈ DΩ : un(y) ≥ 2k, un(x) ≤ k}.

We will use Remark 3.7 and a duality argument.
It is clear that for (x, y) ∈ D3 we have

Ǩ2,n(x, y)χ{D3}(x, y) ≤ C(k)|v(x) − v(y)||Tk(wn(x)) − Tk(wn(y))|u
p−2
n (x)χ{D3}(x, y).

From Remark 3.7, we know that

up−2n χ{D3} ⇀ up−2χ{u(x)≥2k,u(y)≤k} weakly in L
p−1
p−2 (DΩ , dν). (3.25)

Notice that

[|v(x) − v(y)||Tk(wn(x)) − Tk(wn(y))|]p−1 ≤
p − 1
p

|Tk(wn(x)) − Tk(wn(y))|p +
1
p
|v(x) − v(y)|p(p−1)

≤
p − 1
p

|Tk(wn(x)) − Tk(wn(y))|p +
1
p
(2‖v‖∞)p(p−2)|v(x) − v(y)|p

=: Ln(x, y).

It is clear that Ln → L strongly in L1(DΩ , dν) with

L(x, y) = p − 1
p

|Tk(w(x)) − Tk(w(y))|p +
1
p
(2‖v‖∞)p(p−2)|v(x) − v(y)|p . (3.26)

Thus by (3.25), (3.26) and using a duality argument, we find that

Ǩ2,nχ{D3} → C2|v(x) − v(y)||u(x) − u(y)|p−2|Tk(w(x)) − Tk(w(y))|χ{u(x)≥2k,u(y)≤k}

strongly in L1(DΩ , dν).
We can treat the set D4 in the same way.
Therefore, combining the above estimates and using the dominated convergence theorem, we conclude

that

∬
DΩ

K2,n(x, y) dν →∬
DΩ

[U(x, y) − |(u(x) − v(x)) − (u(y) − v(y))|p−2((u(x) − v(x)) − (u(y) − v(y)))]

× [Tk(u(x) − v(x)) − Tk(u(y) − v(y))] dν as n → ∞,

and the claim follows.
Hence by (3.21)–(3.23), we conclude that

1
2 ∬
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x) − v(x)) − Tk(u(y) − v(y))] dν ≤ ∫
Ω

f(x)Tk(u(x) − v(x)) dx (3.27)

and the result follows at once.
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It is clear that if u is an entropy solution of (3.1), then for all w ∈ C∞0 (Ω) we have

1
2 ∬
DΩ

U(x, y)(w(x) − w(y)) dν = ∫
Ω

f(x)w(x) dx, (3.28)

where U(x, y) = |u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y)).
Moreover, we can prove that (3.28) holds for all w ∈ W s,p

β,0(Ω) ∩ L
∞(Ω) such that w ≡ 0 in the set {u > k}

for some k > 0. More precisely we have the following lemma.

Lemma 3.8. Assume that u is an entropy solution to (3.1) with f ⪈ 0. Then for all w ∈ W s,p
β,0(Ω) ∩ L

∞(Ω) such
that for some k > 0 we have w ≡ 0 in the set {u > k}, we obtain

1
2 ∬
DΩ

U(x, y)(w(x) − w(y)) dν = ∫
Ω

f(x)w(x) dx. (3.29)

Proof. Let w ∈ W s,p
β,0(Ω) ∩ L

∞(Ω) be such that w ≡ 0 in the set {u > k0} for some k0 > 0. Define vh = Th(u − w)
with h ≫ k0 + ‖w‖∞ + 1.

Since u is an entropy solution to (3.1), by (3.27), for k fixed such that k ≫ max{k0, ‖w‖∞}, we have

1
2 ∬
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x) − vh(x)) − Tk(u(y) − vh(y))] dν ≤ ∫
Ω

f(x)Tk(u(x) − vh(x)) dx. (3.30)

It is clear that

∫
Ω

f(x)Tk(u(x) − vh(x)) dx → ∫
Ω

f(x)w dx as h → ∞.

Notice that for h ≫ ‖w‖∞ we have {u ≤ w − h} = 0, thus for h as above there results that

{|u(x) − w(x)| ≥ h} ≡ {(u(x) − w(x)) ≥ h}.

Define

Ah ≡ {(x, y) ∈ DΩ : |u(x) − w(x)| < h, |u(y) − w(y)| < h},
Bh ≡ {(x, y) ∈ DΩ : |u(x) − w(x)| ≥ h, |u(y) − w(y)| ≥ h}

= {(x, y) ∈ DΩ : (u(x) − w(x)) ≥ h, (u(y) − w(y)) ≥ h},
Eh ≡ {(x, y) ∈ DΩ : (u(x) − w(x)) ≥ h, |u(y) − w(y)| ≤ h},
Fh ≡ {(x, y) ∈ DΩ : |u(x) − w(x)| < h, (u(y) − w(y)) > h}.

Then

∬
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x) − vh(x)) − Tk(u(y) − vh(y))] dν = ∬
Ah

+∬
Bh

+∬
Eh

+∬
Fh

= IAh + IBh + IEh + IFh .

It is clear that

IAh = ∬
Ah

U(x, y)[Tk(w(x)) − Tk(w(y))] dν = ∬
Ah

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν

= ∬
Ah∩{u(x)<k0 ,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν + ∬
Ah∩{u(x)>k0 ,u(y)>k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν

+ ∬
Ah∩{u(x)>k0 ,u(y)≤k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν + ∬
Ah∩{u(x)≤k0 ,u(y)>k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν

= I1(h) + I2(h) + I3(h) + I4(h).
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Since Tk(u) ∈ W s,p
β,0(Ω), we have

I1(h) → ∬
{u(x)<k0 ,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν as h → ∞.

Using the properties of w, we have I2(h) = 0. Let us consider now I3(h). We have

I3(h) = ∬
Ah∩{k0<u(x)<2k0 ,u(y)≤k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν + ∬
Ah∩{u(x)>2k0 ,u(y)≤k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν

= J1(h) + J2(h).

As above, since Tk(u) ∈ W s,p
β,0(Ω), we obtain

J1(h) → ∬
{k0<u(x)<2k0 ,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν as h → ∞. (3.31)

For J2(h) we have
|U(x, y)[w(x) − w(y)]| ≤ ‖w‖∞|U(x, y)| = ‖w‖∞|u(x) − u(y)|p−1.

Using the fact that
∬

{u(x)>2k0 ,u(y)≤k0}

|U(x, y)| dν < ∞,

by the dominated convergence theorem, we conclude that

J2(h) → ∬
{u(x)≥2k0 ,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν as h → ∞. (3.32)

Hence by (3.31) and (3.32), we obtain that

I3(h) → ∬
{k0<u(x)<2k0 ,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν + ∬
{u(x)≥2k0 ,u(y)<k0}

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν

as h → ∞.
We can treat I4(h) in the same way. Hence,

IAh → ∬
DΩ

U(x, y)[w(x) − w(y)] dν as h → ∞.

We now deal with IBh . It is clear that if (x, y) ∈ Bh, then vh(x) = vh(y) = h, hence

IBh = ∬
Bh

U(x, y)[Tk(u(x) − h) − Tk(u(y) − h)] dν ≥ 0.

Now, for (x, y) ∈ Eh, we have u(x) ≥ h − ‖w‖∞ > k0, thus w(x) = 0. Hence,

Eh ≡ Eh ∩ {u(y) < h − ‖w‖∞ − 1} ∪ Eh ∩ {h ≥ u(x), u(y) ≥ h − ‖w‖∞ − 1}
≡ E1(h) ∪ E2(h).

It is clear that for (x, y) ∈ E2(h) we have w(x) = w(y) = 0. Then

U(x, y)[Tk(u(x) − v(x)) − Tk(u(y) − vh(y))] = U(x, y)[Tk(Gh(u(x))) − Tk(Gh(u(y)))] ≥ 0.

Thus,
∬
E2(h)

U(x, y)[Tk(u(x) − v(x)) − Tk(u(y) − vh(y))] dν ≥ 0.
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Therefore, we conclude that

IEh ≥ ∬
E1(h)

U(x, y)[Tk(Gh(u(x))) − Tk(w(y))] dν ≥ −2k ∬
E1(h)

|U(x, y)| dν.

Let h1 = h − ‖w‖∞ − 1. Then by (2.5) we reach that

∬
E1(h)

|U(x, y)| dν ≤ ∬
u(x)>h1 ,u(y)<h1−1

|U(x, y)| dν → 0 as h → ∞.

Thus, IEh ≥ o(h).
In the same way, we can prove that IFh ≥ o(h). Therefore, we reach that

lim inf
h→∞

1
2 ∬
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x) − v(x)) − Tk(u(y) − vh(y))] dν ≥
1
2 ∬
DΩ

U(x, y)(w(x) − w(y)) dν.

As a conclusion, and going back to (3.30), we have proved that

1
2 ∬
DΩ

U(x, y)(w(x) − w(y)) dν ≤ ∫
Ω

f(x)w(x) dx.

Substituting w by −w in the above inequality, we obtain that

1
2 ∬
DΩ

U(x, y)(w(x) − w(y)) dν = ∫
Ω

f(x)w(x) dx,

which is the desired result.

Now we are in a position to prove the uniqueness result in Theorem 1.2.

Proof of Theorem 1.2: Uniqueness part. Let u be the entropy positive solution defined in Theorem 1.1. Recall
that u = lim sup un, where un is the unique solution to the approximated problem (3.2).

Assume that v is another entropy positive solution to problem (3.1). We claim that un ≤ v for all n.
To prove the claim, we fix n and define wn = (un − v)+. Then wn = (un − Tk(v))+, where k ≫ ‖un‖∞. Hence
wn ∈ W s,p

β,0(Ω) ∩ L
∞(Ω) and wn ≡ 0 in the set {v > ‖un‖∞}. Therefore, using wn as a test function in (3.2) and

taking into consideration the identity (3.29) in Lemma 3.8, we reach that

1
2 ∬
DΩ

Un(x, y)(wn(x) − wn(y)) dν = ∫
Ω

fn(x)wn(x) dx

≤ ∫
Ω

f(x)wn(x) dx =
1
2 ∬
DΩ

V(x, y)(wn(x) − wn(y)) dν,

where

Un(x, y) = |un(x) − un(y)|p−2(un(x) − un(y)) and V(x, y) = |v(x) − v(y)|p−2(v(x) − v(y)).

Thus,

1
2 ∬
DΩ

(Un(x, y) − V(x, y))(wn(x) − wn(y)) dν ≤ 0.

Using the fact that

(Un(x, y) − V(x, y))(wn(x) − wn(y)) ≥ C|wn(x) − wn(y)|p ,

it follows that wn ≡ 0, hence un ≤ v for all n and the claim follows. As a consequence we obtain that u ≤ v.
Let us now prove that v ≤ u. To this end, we will follow closely the argument used in [7].
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Since u and v are entropy solutions to (3.1), for h ≫ k, we have

1
2 ∬
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν ≤ ∫
Ω

f(x)Tk(u(x) − Th(v(x))) dx (3.33)

and
1
2 ∬
DΩ

V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))] dν ≤ ∫
Ω

f(x)Tk(v(x) − Th(u(x))) dx. (3.34)

It is clear that

∫
Ω

f(x)Tk(u(x) − Th(v(x))) dx + ∫
Ω

f(x)Tk(v(x) − Th(u(x))) dx → 0 as h → ∞.

Thus from (3.33) and (3.34), we have

I(h) ≡ 1
2 ∬
DΩ

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν

+
1
2 ∬
DΩ

V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))] dν

= P(h) + Q(h) ≤ o(h). (3.35)

Let

D1
Ω(h) ≡ {(x, y) ∈ DΩ : u(x) < h and u(y) < h}

and

D2
Ω(h) ≡ {(x, y) ∈ DΩ : v(x) < h and v(y) < h}.

Then

P(h) = ∬
D1
Ω(h)

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν

+ ∬
DΩ\D1

Ω(h)

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν

= P1(h) + P2(h)

and

Q(h) = ∬
D2
Ω(h)

V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))] dν

+ ∬
DΩ\D2

Ω(h)

V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))] dν

= Q1(h) + Q2(h).

We claim that P2(h) ≥ o(h) and Q2(h) ≥ o(h).
Let us begin by proving that P2(h) ≥ o(h). Recall that u ≤ v. Then

DΩ \ D1
Ω(h) = {(x, y) ∈ DΩ : u(x) ≥ h} ∪ {(x, y) ∈ DΩ : u(y) ≥ h}.

If u(x) ≥ h and u(y) ≥ h, then v(x) ≥ h and v(y) ≥ h. Thus,

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] = U(x, y)[Tk(u(x) − h) − Tk(u(y) − h)] ≥ 0.
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On the other hand, by (2.5), we find

∬
{u(x)>h,u(y)<h−1}

|U(x, y)|dν = o(h).

Hence,

∬
{u(x)≥h}

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν

≥ ∬
{u(x)≥h,h−1≤u(y)≤h}

U(x, y)[Tk(u(x) − h) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν + o(h). (3.36)

Notice that for (x, y) ∈ {u(x) ≥ h, h − 1 ≤ u(y) ≤ h} we have

U(x, y)[Tk(u(x) − h) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] = U(x, y)[Tk(u(x) − h) + Tk(Th(v(y)) − u(y))] ≥ 0.

Then by (3.36) there results that

∬
{u(x)≥h}

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν ≥ o(h). (3.37)

In the same way, we can prove that

∬
{u(y)≥h}

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν ≥ o(h). (3.38)

Thus combining (3.37) and (3.38), we arrive at P2(h) ≥ o(h) as claimed.
We now deal with Q2(h). Recall that

Q2(h) = ∬
DΩ\D2

Ω(h)

V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))] dν.

As above, we have

DΩ \ D2
Ω(h) = {(x, y) ∈ DΩ : v(x) ≥ h} ∪ {(x, y) ∈ DΩ : v(y) ≥ h} ≡ M1(h) ∪M2(h) ∪M3(h),

where

M1(h) = {(x, y) ∈ DΩ : v(x) ≥ h and v(y) ≥ h}, M2(h) = {(x, y) ∈ DΩ : v(x) ≥ h and v(y) < h},

and
M3(h) = {(x, y) ∈ DΩ : v(x) < h and v(y) ≥ h}.

Let

Z1(h) = {(x, y) ∈ DΩ : v(x) − Th(u(x)) ≥ k} and Z2(h) = {(x, y) ∈ DΩ : v(y) − Th(u(y)) ≥ k}.

If (x, y) ∈ Z1(h) ∩ Z2(h), we have

V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))] = 0.

Hence we can assume that

(x, y) ∈ (Z1(h) \ Z2(h)) ∪ (Z2(h) \ Z1(h)) ≡ Y1(h) ∪ Y2(h).

Therefore, we conclude that

Q2(h) = ∬
M1(h)∩Y1(h)

+ ∬
M2(h)∩Y1(h)

+ ∬
M3(h)∩Y1(h)

+ ∬
M1(h)∩Y2(h)

+ ∬
M2(h)∩Y2(h)

+ ∬
M3(h)∩Y2(h)

= J1(h) + J2(h) + J3(h) + T1(h) + T2(h) + T3(h). (3.39)
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Let us begin by proving that J1(h) ≥ o(h). Notice that

M1(h) ∩ Y1(h) = {(x, y) ∈ DΩ : v(x) ≥ h, v(y) ≥ h and v(x) − Th(u(x)) ≥ k, v(y) − Th(u(y)) < k}.

Then for (x, y) ∈ M1(h) ∩ Y1(h) we have

V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))] = V(x, y)[k − (v(y) − Th(u(y)))]

If v(x) ≥ v(y), then V(x, y)[k − (v(y) − Th(u(y)))] ≥ 0. Therefore, we just have to consider the case where
(x, y) ∈ M1(h) ∩ Y1(h) with v(x) < v(y). Thus,

|V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))]| = (v(y) − v(x))p−1[k − (v(y) − Th(u(y)))].

Now taking into consideration that (x, y) ∈ M1(h) ∩ Y1(h), we get

0 ≤ (v(y) − v(x)) ≤ Th(u(y)) + k − (Th(u(x)) + k) ≤ Th(u(y)) − Th(u(x)) ≤ u(y) − u(x).

Therefore, we conclude that
!!!!V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))]

!!!! ≤ 2k(u(y) − u(x))p−1.

If u(x) ≥ h, then u(y) ≥ h, hence

V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))] = V(x, y)[Tk(v(x)) − Tk(v(y))] ≥ 0.

It then remains to consider the case u(x) < h. We distinguish the following three cases:
(i) If u(y) > (h + 1), by (2.5), we reach that

∬
{u(y)>h+1,u(x)<h}

|U(x, y)|dν = o(h).

(ii) If h < u(y) ≤ (h + 1), then 0 ≤ k − (v(y) − Th(u(y))) ≤ u(y) − u(x), thus
!!!!V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))]

!!!! ≤ (u(y) − u(x))p .

Now, by (2.7), we get
∬

{h<u(y)≤h+1,u(x)<h}

(u(y) − u(x))pdν = o(h).

(iii) We now deal with the set u(y) ≤ h. Since (x, y) ∈ M1(h) ∩ Y1(h), we have u(y) ≥ (h − k). Therefore, if
u(x) < (h − k − 1), using again (2.6), we reach that

∬
{u(y)>(h−k),u(x)<(h−k−1)}

|U(x, y)|dν = o(h).

Let us assume that (h − k − 1) < u(x) ≤ u(y) < h. In this case, we have

[k − (v(y) − Th(u(y)))] = u(y) − (v(y) − k) ≤ u(y) − (v(x) − k) ≤ u(y) − u(x).

So for (x, y) ∈ M1(h) ∩ Y1(h) with h − k − 1 < u(x) ≤ u(y) < h we get
!!!!V(x, y)[Tk(v(x)−Th(u(x)))−Tk(v(y)−Th(u(y)))]

!!!! = (v(y)−v(x))p−1[k−(v(y)−Th(u(y)))] ≤ (u(y)−u(x))p .

Now, by using again (2.7), it follows that

∬
{h−k−1<u(x)≤u(y)<h}

!!!!V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))]
!!!! dν

= ∬
{h−k−1<u(x)≤u(y)<h}

(u(y) − u(x))pdν = o(h).

Therefore, combining the above estimates, we obtain J1(h) ≥ o(h).
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For J2(h) we have v(y) ≤ h < v(x) and

Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y))) ≥ k − (v(y) − Th(u(x))) ≥ 0.

Thus,
V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))] ≥ 0 for all (x, y) ∈ M2(h) ∩ Y1(h).

Hence, J2(h) ≥ 0.
We now deal with J3(h). We have v(x) ≤ h < v(y) and for all (x, y) ∈ M3(h) ∩ Y1(h) we have

!!!!V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))]
!!!! = (v(y) − v(x))p−1[k − (v(y) − Th(u(y)))].

If v(x) ≤ (h − 1), then by (2.6) we have

∬
{v(y)>h,v(x)<h−1}

!!!!V(x, y)[Tk(v(x) − Th(u(x))) − Tk(v(y) − Th(u(y)))]
!!!! dν

≤ 2k ∬
{v(y)>h,v(x)<h−1}

|V(x, y)|dν = o(h). (3.40)

Now, assume (h − 1) < v(x) ≤ h. Since (x, y) ∈ M3(h) ∩ Y1(h), we obtain v(y) ≤ k + Th(u(y)) ≤ k + u(y). Thus,
u(y) > (h − k). It is clear that

0 ≤ v(y) − v(x) ≤ Th(u(y)) − Th(u(x)) ≤ u(y) − u(x). (3.41)

Hence following the same discussion as in case (iii) in the analysis of J1(h) and using (3.40) and (3.41), we
obtain that J3(h) ≥ 0.

Notice that in a symmetric way we can prove that T1(h) + T2(h) + T3(h) ≥ o(h).
Going back to (3.39), it holds that Q2(h) ≥ o(h) and then the claim follows.
Therefore, going back to the definition of I(h) given in (3.35) and taking into consideration that u < h in

the set {v < h}, we get

I(h) ≥ 1
2 ∬
D1
Ω(h)

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν

+
1
2 ∬
D2
Ω(h)

V(x, y)[Tk(v(x) − u(x)) − Tk(v(y) − u(y))] dν + o(h)

≥
1
2 ∬
D2
Ω(h)

(V(x, y) − U(x, y))[Tk(v(x) − u(x)) − Tk(v(y) − u(y))] dν

+
1
2 ∬
D1
Ω(h)\D

2
Ω(h)

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν + o(h)

≥ I1(h) + I2(h) + o(h).

It is clear that
I1(h) ≥ C ∬

D2
Ω(h)

|Tk(v(x) − u(x)) − Tk(v(y) − u(y))|p dν.

We claim that I2(h) ≥ o(h).
Notice that

D1
Ω(h) \ D

2
Ω(h) = N1(h) ∪ N2(h) ∪ N3(h),

where

N1(h) ≡ {(x, y) ∈ DΩ : u(x) ≤ h, u(y) ≤ h, v(x) > h, v(y) > h},
N2(h) ≡ {(x, y) ∈ DΩ : u(x) ≤ h, u(y) ≤ h, v(x) > h, v(y) ≤ h},
N3(h) ≡ {(x, y) ∈ DΩ : u(x) ≤ h, u(y) ≤ h, v(x) ≤ h, v(y) > h}.
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Since 1
2 ∬
N1(h)

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] dν ≥ 0,

we conclude that
I2(h) ≥

1
2 ∬
N2(h)

+
1
2 ∬
N3(h)

= I21(h) + I22(h).

For (x, y) ∈ N2(h) we will consider the following three main cases:
(I) If h − u(x) ≤ v(y) − u(y), then 0 ≤ h − v(y) ≤ u(x) − u(y). Hence,

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] = U(x, y)[Tk(v(y) − u(y)) − Tk(h − u(x))] ≥ 0.

(II) If u(x) − u(y) ≤ 0 ≤ h − v(y), then u(x) − u(y) ≤ 0 and h − u(x) ≥ v(y) − u(y). Thus,

U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))] = U(x, y)[Tk(v(y) − u(y)) − Tk(h − u(x)] ≥ 0.

(III) Now consider the case where 0 ≤ u(x) − u(y) ≤ h − v(y). It is clear that 0 ≤ u(x) − u(y) ≤ v(x) − v(y).
Hence,

!!!!U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))]
!!!!

= (u(x) − u(y))p−1[Tk(h − u(x)) − Tk(v(y) − u(y))] ≤ 2k(v(x) − v(y))p−1.

If v(y) ≤ h − 1 or v(x) ≥ h + 1, by (2.5), we get

∬
N2(h)∩{{v(x)>h,v(y)<h−1}∪{v(x)>h+1,v(y)<h}}

|V(x, y)|dν = o(h).

Thus, we deal with the set {h − 1 < v(y) ≤ h and v(x) ≤ h + 1}.
It is clear that if v(y) − u(y) ≥ k, then h − u(x) ≥ k. Thus,

!!!!U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))]
!!!! = 0.

Assume that h − u(x) ≤ k. Then v(y) − u(y) ≤ k, hence
!!!!U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))]

!!!!
≤ (v(x) − v(y))p−1[(h − u(x)) − (v(y) − u(y))] ≤ (v(x) − v(y))p .

Therefore, using (2.7), we obtain

∬
N2(h)∩{h−1<v(y)≤h≤v(x)≤h+1}∩{h−k≤u(x)}

!!!!U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))]
!!!! dν

≤ ∬
N2(h)∩{h−1<v(y)≤h≤v(x)≤h+1}

(v(x) − v(y))p dν = o(h).

We now consider the set {v(y) − u(y) < k < h − u(x)}. Then u(x) < h − k, and thus u(y) < h − k. As above, we
have

!!!!U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))]
!!!!

≤ (v(x) − v(y))p−1[(k − (v(y) − u(y))] ≤ (v(x) − v(y))p

Thus using again (2.7), we obtain

∬
N2(h)∩{h−1<v(y)≤h≤v(x)≤h+1}∩{u(x)<h−k}

!!!!U(x, y)[Tk(u(x) − Th(v(x))) − Tk(u(y) − Th(v(y)))]
!!!! dν

≤ ∬
N2(h)∩{h−1<v(y)≤h≤v(x)≤h+1}

(v(x) − v(y))p dν = o(h).
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Therefore, we conclude that I21(h) ≥ o(h). In the same way and using a symmetric argument, we can
prove that I22(h) ≥ o(h).

Hence I2(h) ≥ o(h) and the claim follows.
In conclusion, we have proved that

C ∬
D2
Ω(h)

|Tk(v(x) − u(x)) − Tk(v(y) − u(y))|p dν ≤ o(h).

Let h → ∞. There results that

∬
DΩ

|Tk(v(x) − u(x)) − Tk(v(y) − u(y))|p dν = 0.

Thus Tk(u) = Tk(v) for all k. Then u = v.

4 Problem with reaction term and general datum
In this section, we consider the problem

{{{
{{{
{

(−∆)sp,βu = λuq + g(x) in Ω,

u ≥ 0 in Ω,
u = 0 inℝN \ Ω,

(4.1)

where λ, q > 0 and g ⪈ 0. According to the values of q and λ, we will prove that problem (4.1) has an entropy
solution in the sense of Definition 2.9.

Let us begin with the case q < p − 1. We have the following existence result.

Theorem 4.1. Assume that q < p − 1. Then for all g ∈ L1(Ω) and for all λ > 0 problem (4.1) has a positive
entropy solution.

Proof. Without loss of generalitywe canassume that λ = 1.Weset gn = Tn(g). Then gn ⪈ 0and gn ↑ g strongly
in L1(Ω). Define un to be the unique solution to the approximated problem

{{{
{{{
{

(−∆)sp,βun = uqn + gn in Ω,

un ≥ 0 in Ω,
un = 0 inℝN \ Ω.

Notice that the existence of un can be obtained as a critical point of the functional

J(u) = 1
2p ∬

DΩ

|u(x) − u(y)|p dν − 1
q + 1 ∫

Ω

uq+1+ dx − ∫
Ω

gnu dx.

However, the uniqueness follows by using the comparison result in Lemma 2.4. It is clear that by the same
comparison principle we obtain that un ≤ un+1.

We claim that {up−1n }n is uniformly bounded in L1(Ω). To prove the claim we argue by contradiction.
Assume that Cn ≡ ‖up−1n ‖L1(Ω) → ∞ as n → ∞. We set

vn =
un

C
1
p−1
n

.

Then ‖vp−1n ‖L1(Ω) = 1 and vn solves the problem

{{{{
{{{{
{

(−∆)sp,βvn = C
q−p+1
p−1
n vqn + C−1n gn in Ω,

vn ≥ 0 in Ω,
vn = 0 inℝN \ Ω.

(4.2)
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We set
Gn ≡ C

q−p+1
p−1
n vqn + C−1n gn .

Then ‖Gn‖L1(Ω) → 0 as n → ∞. Taking into consideration the results of Lemmas 3.1 and 3.2, we get the
existence of a measurable function v such that Tk(v) ∈ W s,p

β,0(Ω), v
p−1 ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx) for all σ < N

N−ps , and
Tk(vn) ⇀ Tk(v) weakly inW s,p

β,0(Ω).
Since σ > 1, using Vitali’s lemma,we can prove that vp−1n → vp−1 strongly in L1(Ω). Thus, ‖vp−1‖L1(Ω) = 1.
Now taking Tk(vn) as a test function in (4.2) and using the fact that ‖Gn‖L1(Ω) → 0, we conclude that

‖Tk(vn)‖W s,p
β,0(Ω)

→ 0

as n→∞. Hence Tk(v) = 0 for all k. Then v ≡ 0. Thuswe reach a contradictionwith the fact that ‖vp−1‖L1(Ω) = 1.
Therefore, ‖up−1n ‖L1(Ω) ≤ C for all n and the claim follows.
Since q < p − 1, we conclude that the sequence {uqn + gn}n is bounded in L1(Ω), and thus we get the exis-

tence of ameasurable function u such that uqn ↑ uq, up−1 ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx) for all σ < N
N−ps and Tk(un)⇀ Tk(u)

weakly inW s,p
β,0(Ω).

Since {uqn + fn}n is an increasing sequence, using Lemma 3.6, we conclude that Tk(un) → Tk(u) strongly
in W s,p

β,0(Ω). Now, by Theorem 1.2 we obtain that u is an entropy solution to problem (4.1) in the sense of
Definition 2.9.

We now prove that u is the minimal solution of (4.1).
Let u be another entropy positive solution to problem (4.1). Recall that u = limn→∞ un, so to finish we

have to show that un ≤ u for all n. Fix n and consider the sequence {wn,i}i defined by wn,0 = 0 with wn,i+1
being the unique solution to the problem

{{{
{{{
{

(−∆)sp,βwn,i+1 = wqn,i + gn in Ω,

wn,i+1 ≥ 0 in Ω,
wn,i+1 = 0 inℝN \ Ω.

It is clear that the sequence {wn,i}i is increasing in i with wn,i ≤ un for all i. Hence wn,i ↑ w̄n is a solution to
problem (4.4). Now, by the comparison principle in Lemma2.4we conclude that w̄n = un, and by an iteration
argument we can prove that wn,i ≤ u for all i. Hence un ≤ u and the result follows.

In the case where q = p − 1, the problem is related to the first eigenvalue of the operator (−∆)sp,β. More pre-
cisely, we set

λ1 = inf
ϕ∈W s,p

β,0(Ω), ϕ ̸=0

1
2 ∬DΩ

|ϕ(x) − ϕ(y)|p dν

∫Ω|ϕ|
pdx

.

As in the case β = 0, it is not difficult to show that λ1 > 0 and that λ1 is attained.
Now, we can formulate our existence result.

Theorem 4.2. Assume that q = p − 1. If λ < λ1, then for all g ∈ L1(Ω) problem (4.1) has a minimal entropy
positive solution.

To prove Theorem 4.2, we need the following classical regularity result.

Lemma 4.3. Let u be the unique solution to the problem

{
{
{

(−∆)sp,βu = f in Ω,

u = 0 inℝN \ Ω,
(4.3)

where |f||x|p∗s β ∈ Lm(Ω, |x|−p∗s β dx) for some m > N
ps . Then u ∈ L∞(Ω).

Proof. We follow closely the Stampacchia argument given in [24]. Using Gk(u(x)), with k > 0, as a test func-
tion (4.3), and taking into consideration that

U(x, y)(Gk(u(x)) − Gk(u(y))) ≥ |Gk(u(x)) − Gk(u(y))|p ,

Authenticated | rachidbentifour@gmail.com author's copy
Download Date | 12/5/16 1:43 AM



28 | B. Abdellaoui, A. Attar and R. Bentifour, The fractional p-Laplacian equations

where U(x, y) = |u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y)), we reach that

1
2 ∫ ∫

DΩ

|Gk(u(x)) − Gk(u(y))|p

|x − y|N+ps
dx
|x|β

dy
|y|β

≤ ∫
Ω

|f||Gk(u(x))| dx.

By the Weighted Fractional Sobolev Inequality in Theorem 2.2, it follows that

S‖Gk(u)‖
p
Lp∗s (Ω,|x|−p∗s β dx) ≤ ∫

Ak

|f||Gk(u(x))| dx,

where Ak = {x ∈ Ω : |u(x)| ≥ k}. We set dω = dx
|x|p∗s β . Then

∫
Ak

|f||Gk(u(x))|dx = ∫
Ak

(|f||x|p∗s β)|Gk(u(x))| dω
≤ ‖Gk(u)‖

p
Lp∗s (Ω,dω)‖(|f||x|p∗s β)‖Lm(Ω,dω)|Ak|1−

1
m − 1

p∗s
dω .

Thus,

C‖Gk(u)‖
p−1
p∗s
Lp∗s (Ω,dω) ≤ ‖(|f||x|p∗s β)‖Lm(Ω,dω)|Ak|1− 1

m − 1
p∗s

dω .

Let h > k. Since Ah ⊂ Ak, there results that

(h − k)|Ah|
p−1
p∗s
dω ≤ ‖(|f||x|p∗s β)‖Lm(Ω,dω)|Ak|1− 1

m − 1
p∗s

dω .

Hence,

|Ah|dω ≤
C‖(|f||x|p∗s β)‖ p∗s

p−1
Lm(Ω,dω)|Ak|

p∗s
p−1 (1− 1

m − 1
p∗s )

dω

(h − k)
p∗s
p−1 .

We set Φ(k) = |Ah|dω. Then

Φ(h) ≤ CΦ
p∗s
p−1 (1− 1

m − 1
p∗s )(k)

(h − k)
p∗s
p−1 .

Since m > N
ps , we have

p∗s
p − 1(1 −

1
m

−
1
p∗s

) > 1.

By the classical result of Stampacchia (see [24]) we get the existence of k0 > 0 such that Φ(h) = 0 for all
h ≥ k0, hence we conclude the proof.

Proof of Theorem 4.2. We follow closely the argument used in the proof of Theorem 4.1.
Define un to be the unique solution to the approximated problem

{{{
{{{
{

(−∆)sp,βun = λup−1n + gn in Ω,

un ≥ 0 in Ω,
un = 0 inℝN \ Ω.

(4.4)

Notice that, since λ < λ1, the existence of un can be obtained as a critical point of the functional

J(un) =
1
2p ∬

DΩ

|u(x) − u(y)|p dν − λ
p ∫
Ω

|u|p dx − ∫
Ω

gnu dx.

However, the uniqueness follows by using the comparison result in Lemma 2.4. It is clear that by using the
same comparison principle we obtain that un ≤ un+1.

Authenticated | rachidbentifour@gmail.com author's copy
Download Date | 12/5/16 1:43 AM



B. Abdellaoui, A. Attar and R. Bentifour, The fractional p-Laplacian equations | 29

We claim that {up−1n }n is uniformly bounded in L1(Ω). We argue by contradiction. Assume that

Cn ≡ ‖up−1n ‖L1(Ω) → ∞

as n → ∞. We set
vn =

un

C
1
p−1
n

.

Then ‖vp−1n ‖L1(Ω) = 1 and vn solves the problem

{{{{
{{{{
{

(−∆)sp,βvn = λvp−1n +
gn
Cn

in Ω,

vn ≥ 0 in Ω,
vn = 0 inℝN \ Ω.

We set Gn ≡ vp−1n + gn
Cn , thus ‖Gn‖L1(Ω) ≤ C. Taking into consideration the results of Lemmas 3.1 and 3.2, we

get the existence of ameasurable function v such that Tk(v) ∈ W s,p
β,0(Ω), v

p−1 ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx) for all σ < N
N−ps

and Tk(vn) ⇀ Tk(v) weakly inW s,p
β,0(Ω).

Since σ > 1, using Vitali’s lemma,we can prove that vp−1n → vp−1 strongly in L1(Ω). Thus, ‖vp−1‖L1(Ω) = 1.
It is clear that Gn → λvp−1 strongly in L1(Ω). Thus v solves

{{{
{{{
{

(−∆)sp,βv = λv
p−1 in Ω,

v ⪈ 0 in Ω,
v = 0 inℝN \ Ω.

(4.5)

We claim that v ∈ L∞(Ω). From the previous discussion we know that vp−1 ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx) for all σ < N
N−ps .

Thus setting a1 = (p−1)N
N−ps − (p − 1) − ε, with ε very small, and using an approximation argument, we can take

va1 as a test function in (4.5) to conclude that

∬
DΩ

|v(x) − v(y)|p−2(v(x) − v(y))(va1 (x) − va1 (y)) dν ≤ C.

Hence by using inequality (2.2), it follows that

∬
DΩ

|v
a1+p−1

p (x) − v
a1+p−1

p (y)|p dν ≤ C.

Using the weighted Sobolev inequality in Theorem 2.2, we reach that

∫
Ω

|v(x)|(a1+p−1)
p∗s
p

|x|p∗s β dx < ∞.

Now we set a2 = (a1 + p − 1) p
∗
s
p − (p − 1). Then using va2 as a test function in (4.5) and following the same

argument as above, we conclude that

∫
Ω

|v(x)|(a2+p−1)
p∗s
p

|x|p∗s β dx < ∞.

Now consider the sequence an+1 = (an + p − 1) p
∗
s
p − (p − 1). It is clear that an ↑ ∞ and by an induction

argument we can prove that ∫Ω v
an dx < ∞ for all n. Thus using Theorem 4.3, we conclude that v is an energy

solution to problem (4.5) and that v ∈ L∞(Ω). Now, by using v as a test function in (4.5) and taking into con-
sideration that λ < λ1, it follows that ‖v‖W s,p

β,0(Ω)
= 0, which is a contradiction to the fact that ‖vp−1‖L1(Ω) = 1.

Therefore, the claim follows. The rest of the proof follows exactly the same argument as in the proof of
Theorem 4.1.
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Let us now consider the case q > p − 1. We follow closely the argument used in [9]. It is clear that in this case
additional conditions on g are needed in order to guarantee the existence of a positive solution.

More precisely, if g ∈ L1(Ω), we define w to be the unique positive solution to the problem

{
{
{

(−∆)sp,βw = g in Ω,

w = 0 inℝN \ Ω.

We are able to prove the following result.

Theorem 4.4. Assume that g ∈ L1(Ω) verifies wq(x) ≤ g(x) a.e. inΩ. Then there exists a positive constant λ̄ such
that for all λ < λ̄ problem (4.1) has a minimal entropy positive solution.

Proof. Recall that by the results of Lemmas 3.1 and 3.2 we know that wp−1 ∈ Lσ(Ω, |x|−2βdx) for all σ < N
N−ps

and Tk(w) ∈ W s,p
β,0(Ω).

Let v be the minimal solution to the problem

{
{
{

(−∆)sp,βv = g + w
q in Ω,

v = 0 inℝN \ Ω.

It is not difficult to show that v ≤ 2p−1w, hence by using the hypothesis on g, it follows that

(−∆)sp,βv = g + w
q ≥ g + 2

q
1−p vq .

Then v is a supersolution to (4.1) for λ ≤ λ̄ = 2
q

1−p . Fixing λ as above anddefining the sequence {un}n by u0 = 0,
we have that un+1 is the unique solution to the following problem:

{
{
{

(−∆)sp,βun+1 = uqn + gn+1 in Ω,

un+1 = 0 inℝN \ Ω.

By an induction argument, we can prove that un ≤ v for all n and that the sequence {un}n is increasing in n.
Thus {uqn + gn}n is increasing and bounded in L1(Ω). Now, using the same compactness argument as in the
proofs of Theorems 4.1 and 4.2, we get the existence result.
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