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Notations

Notation
x = (x1,22,...,TN)
r=la|=/(2f + a5+ +a})
Du:Vu:(au ou Ou

Ox1 Oxs’ 7 Oxpn

Auy

Au

Apu = div(|Vul|P~2Vu)
NI

(*A);,g u

AN,p,s

)

Définition
Elément de RN
Module de z

Gradient de u

Laplacien de u
Laplacien fractionnaire de u
p-Laplacien de u
p-Laplacien fractionnaire de u
p-Laplacien fractionnaire avec poids de u
Constante de Hardy-Sobolev dans le cas
p-Laplacien fractionnaire
Exposent conjugué de p, 1 + l, =1
p p
Exposent critique de Sobolev
Frontiere de Q2
Support de la fonction u
Mesure de Lebesgue de A ¢ RY
Norme dans l’espace L*(2)
Norme dans ’espace X
Boule de IRY de rayon R centrée & l'origine

Boule de RN de rayon R centrée en xg € RN



NOTATIONS

Notation Définition
X' Espace dual de X
() Produit scalaire dans IRY / crochet de dualité X, X’
vt Partie positive de la fonction V, V't = max(V,0)
V- Partie negative de la fonction V, V'~ = max(—V,0)
C(Q) ou C’(Q) Espace des fonctions continues sur
Co(Y) Espace des fonctions continues sur € & support compact
P (Q) Espace des fonctions Holderiennes sur {2
ck () Espace des fonctions de classe k dans Q
CckP () Espace des fonctions Holderiennes de classe k sur Q
ck(Q) Espace des fonctions de C*(£2) & support compact
C>®(Q) Espace des fonctions indéfiniment dérivable {2

Ce(Q2) =D(2) Espace des fonctions de C*(2) & support compact

D'(Q) Espace dual de C§°(£2), c’est & dire espace des distributions
S (RY) {p € C>=(R") tel que [@| 5 gny < +00}
avec ||l ygry = sup (1+2*) 3 [D¢()], k, 1 € No,
zeRN lal<t
LP(Q2) {u:Q — R|umesurable, [, |ul’ <oo},1<p< oo
L>(Q) {u: Q — R |u mesurable 3C tal que |u(x)| < C en
pp. €N}
LP'(Q) Espace dual de LP(2)
WkP(Q) Espace de Sobolev, & dérivée jusqu’a l'ordre k (k € IN)
dans LP(Q)
W#P(£2) Espace de Sobolev fractionnaire pour s dans (0,1)
Wéc P(Q) Espace de Sobolev avec trace nulle
Wk (Q) Espace dual de WP ()
H*(Q) Wk2(Q)

HE () L)



Introduction

Dans cette these on s’intéresse a ’étude d’une classe de problemes paraboliques et elliptiques
avec un opérateur non local de type p-laplacien fractionnaire ou bien p-laplacien fractionnaire

avec poids. Plus précisément on considere un opérateur pseudo différentiel de la forme

u(@) — u(@)[P"*(u(x) —u(y)) dy

—A)? su(z) == P.V.
(=B () oy PP

RN

ous € (0,1),p > 1 et 8> 0.1l est clair que cet opérateur coincide, modulo une constante,
avec le p laplacien classique pour s = 1 et 8 = 0. Pour le cas du laplacien fractionnaire, p = 2

et 8 =0, opérateur peut étre aussi défini en utilisant la transformée de Fourier

(-8 =7 (£

Notons aussi que cet opérateur trouve son origine en probabilité, puisque il apparait comme

un cas particulier du processus Levy (voir [[25], [28], [54]]).

L’étude des équations fractionnaires a connu un avancement notable ces derniéres années
grace a la contribution de plusieurs mathématiciens. L’un des résultats clé dans I’analyse du
laplacien fractionnaire est sans doute le résultat de Caffarelli-Sylvestre dans [35]. Les auteurs
ont prouvé une "correspondance’ entre Popérateur non local (—A)® défini dans RR™, et, un

opérateur local divergentiel défini dans R™T!

. Cette correspondance a permis de prouver
plusieurs résultats de régularité et de définir des extensions "naturelles" des notions, jusque la
limitées au cas du laplacien comme la notion de périmetre, courbure moyenne,...., au cas non
local. Dans cette these on s’intéresse a 1’étude des problemes elliptiques et paraboliques ou
lopérateur principal est donné par (—A); 5 €t parfois sous la présence d’un terme singulier.
Le but principal de ce travail est de généraliser des résultats connus pour le cas local, ou bien
non local linéaire, & notre cas non local. A premiere vue, il semble que cette extension peut se
faire facilement, ce qui n’est pas tout a fait vrai dans la majorité des cas, en gardant a l’esprit
que Pargument de Caffarelli-Sylvestre ne peut pas étre étendu au cas non-linéaire. Tenant en
compte la nature algébrique de 'opérateur, et pour accomplir notre étude, il est nécessaire de

développer des inégalités algébriques, parfois difficiles & prouver, pour résoudre des difficultés

de type intégration par parties, fonction test de type produit, estimations a priori,.....
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Une fois que les outils algébriques sont prouvés, on passe a la question des poids admissibles.

Dans le cas local, pour 'opérateur divergentiel
~ A5 u(e) = —div(|a] | VuP V),

le poids |z|~# est admissible pour tout 3 € (0, N —p) dans le sens ou I'opérateur —A,, 5 vérifie
Iinégalité de Harnack faible . La démonstration de cette affirmation est basée sur les inéga-
lités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Notons que cette classe de poids intervient d’'une maniére
fondamentale quand on cherche & améliorer 'inégalité de Hardy-Sobolev.

Dans notre cas la situation est totalement différente. Le rang de 8 admissible change com-
plétement puisque les valeurs "trop" négatives de § posent un probleme fondamental dans la
définition de l'espace de Sobolev fractionnaire lui méme. Donc en prouvant une inégalité de
Hardy-Sobolev avec poids (sous quelques conditions sur le poids), on arrive & démontrer une
version de I'inégalité de type Caffarelli-Kohn-Nirenberg fractionnaire. Cette inégalité sera la clé
pour obtenir I'inégalité de Harnack faible pour notre opérateur dans l’esprit des poids admis-
sible. Enfin, et comme conséquence, on traite une classe de problemes elliptiques et paraboliques

non locaux sous la présence d'un terme singulier comme terme de réaction.

0.1 Description de la These

0.1.1 Description du chapitre 1

Dans le premier chapitre on présente des outils d’analyse non linéaires qui seront utilisés
pour traiter nos probléemes. On commence par présenter les espaces de Sobolev fractionnaires
et leurs propriétés. Ensuite pour une classe de poids précise, on définit les espace de Sobolev
avec poids. La notion de troncature est aussi présentée puisqu’elle va étre utilisée pour définir
des solutions généralisées. En tenant en compte le caractere algébrique de notre opérateur,
dans la derniére partie du Chapitre 1 on présente quelques inégalités algébriques qu’on va les
utiliser régulierement dans cette these. Notons que quelques inégalités peuvent étre prouvées
facilement en utilisant un argument de normalisation et homogénéité, par contre d’autres in-
égalités sont plus compliquées (et complétement nouvelles) et exigent des démonstrations fines

et rigoureuses.

0.1.2 Description du chapitre 2

Dans [34], les auteurs ont montré le résultat suivant :

Théoréme 0.1. (Caffarelli-Kohn-Nirenberg). Soient p, q,7, o, 3,0 et a des constantes réelles

telles que p,g > 1,r > 0,0<a<1et
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oum = ac+(1—a)p. Alors, il existe une constante positive C' telle que pour tout u € C§° (RM),

on a
—a

et

R e
)

Lr(RN) La(RRV)

si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées :

1+31=41+a_1)+u—amé+ﬁ)

r N P N N
avec
0<a—-o si a>0,
et
<1 sia>0 o tpmotyo-l
a—o sioa et — 4+ —=-
- r N p N

Ce type des inégalités est lié au probléme elliptique local suivant :
— div(|z| 7P| Vul[P~2Vu) = 0 (1)

Comme conséquence du Théoréme il résulte que |z|~7, avec v < %, est un poids ad-
missible dans le sens que si u est une super-solution faible de , alors elle satisfait 'inégalité
faible de Harnack. Plus précisément, il existe une constante positive £ > 1 tel que pour tout

0< q< K:(p - 1)7
1
(/ uq(x)\x|_mdac)q <C inf u,
Bz, (x0) By (z0)

oll Byy(20) CC Q, et C' > 0 dépend seulement de B.

Nous nous référons a [45], [52] qui donnent une discussion compléte ainsi que la preuve de
I'inégalité de Harnack. Notons que 'inégalité de Harnack classique reste vraie pour la solution
positive de .

L’un des principaux outils pour obtenir les inégalités faibles de Harnack est 'inégalité de So-
bolev avec poids qui peut étre obtenue directement & partir du Théoreme

Un autre argument pour obtenir I'inégalité de Sobolev est de prouver 'inégalité de Hardy avec
poids.

L’objectif principal de ce chapitre est de suivre cette approche afin d’obtenir la version non

locale de I'inégalité Caffarelli-Kohn-Nirenberg.

Dans [50], les auteurs ont prouvé I'inégalité de Hardy-Sobolev classique :

Théoréme 0.2. Soit p > 1, s € (0,1) telles que sp < N, alors Yu € cg°(1RN),

W) ule)?
—t % dxdy > A d 2
/. /R \x— S dody 2 Mg | S do @
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ol la constante Ay p s est donnée par

A"
0
avec 1
= 5 et K(o)= / W'
ly'|=1

Dans le méme papier, et en considérant

P P
/ / Ny )s| dxdy — AN p.s / |u(x)J dx,
RN JRN \x - y| P ry |zlP

les auteurs montrent que pour p > 2 il existe une constante positive C = C(p, N, s) telle que

pour tout u € C§°(IRY), si v = |1’| “u, alors

s W dy
he(u) > :
(®) CAwAQ'M—mNWS i @)

L’inégalité précédente devient une égalité pour p = 2 avec C' = 1.

Comme conséquence de , on obtient facilement que Ay, s n’est jamais atteinte.

Pour p = 2, les auteurs dans [I3] ont montré le résultat suivant :

Théoréme 0.3. Soit N > 1,0 < s < 1 et N > 2s. Supposons que 2 C RY est un domaine

borné, alors pour tout 1 < ¢ < 2, il existe une constante positive C' = C(, ¢, N, s) telle que

2 2
/ / N+2)s| drdy — An 2, / |U(x2)s| dr >
RN JRN |€U — | RV |7 (5)

M) u(y)|®
CQ%MS/ 1) — W1 1 gy,
( ) alJa lv—ylNtae

pour tout u € C§°(2),

Le résultat principal du Chapitre 2 est de généraliser le résultat du Théoréme au cas ou
p # 2. Suivant les valeurs de p (p > 2 ou bien p < 2), la preuve sera basée sur des arguments
différents, en particulier sur des inégalités algébriques différentes. Une fois que 'inégalité de
Hardy-Sobolev améliorée est prouvée, on arrive & démontrer I'inégalité de type Caffarelli-Kohn-
Nirenberg fractionnaire. Notons que notre approche est basée sur le fait que le poids |z|~# n’est
pas trop dégénéré, c.a.d. on aura besoin que de la condition 8 > —ps qui est une condition

optimale puisque pour § < —ps on aura un probléme pour définir 'espace de Sobolev lui-méme.

Pour généraliser complétement les inégalités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg au rang 5 négatif,
on aura besoin de changer "la structure de l'opérateur", puisqu’il sera nécessaire que le poids

"accompagne" la fonction dans la norme.
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0.1.3 Description du chapitre 3

Comme application directe des résultats du chapitre[2] on considére le probléme suivant

(=A), pu = f(z,u) dans €,

6
u = 0dans RY\Q, ©)

ou €2 est un domaine borné régulier contenant ’origine et f une fonction donnée.

On commence par le cas ou f dépend seulement de x. Notre premier objectif sera d’obtenir
I’existence d’une solution, dans un sens convenable, pour le probléeme @ pour une grande
classe de donné f.

Pour le cas de 1’équation du p—laplacien classique, ’existence et I'unicité d’une solution
entropique pour une donnée dans L'. On renvoie le lecteur a [27] et [23] pour plus de détails.

Le cas d'une donnée mesure générale a été traité dans [38] ou les auteurs ont prouvé
lexistence d’une solution renormalisée.

Le cas local avec un poids a été considéré dans [I1], les auteurs ont démontré P'existence et
I'unicité d’une solution au sens d’entropie pour une donnée dans L!.

Pour opérateur (—A)7 5, les cas p = 2 et f = 0 a ét¢ analysé dans [58] et [55] ol 'argument
de dualité, dans le sens de Stampacchia, a été utilisé pour prouver ’existence de solution pour
une donnée dans L'. Dans un cadre plus général, un probléme semi-linéaire a été examiné dans
[T7] , ot 'existence et I'unicité de la solution renormalisée sont analysées.

Le cas p # 2 et B = 0 a été traité récemment dans [43] et [36] avec une donnée réguliére
et une structure variationnelle. Pour une donnée générale, et en se basant sur une certaine
généralisation de la théorie du potentiel de Wolff, les auteurs ont pu obtenir I'existence d’une
solution faible qui appartient & un espace de Sobolev fractionnaire approprié.

Dans ce chapitre, nous allons traiter le cas p # 2 et § > 0, 'argument utilisé dans [57]
semble étre compliqué pour étre adapté a notre cas.

Notre approche est plus simple et elle est basée sur un choix approprié d’une famille de
fonctions test et de certaines inégalités algébriques.

Dans la premiére partie, nous allons considérer le cas f(z,s) = f(z). On prouve 'existence
d’une solution faible qui est dans un espace de Sobolev fractionnaire approprié.

Il est clair que pour 8 = 0, on obtient le méme résultat d’existence et de régularité donné
dans [57], cependant, il semblerait que notre approche est plus simple et peut étre adaptée a
une grande classe d’opérateurs non locaux avec poids. Ensuite, dans le cas ou la donnée f > 0,
on prouve l'existence d’une solution au sens d’entropie.

Dans la section nous traitons le cas f(z,s) = As? + f(x), alors, selon les valeurs de ¢
et A, nous sommes en mesure de montrer I'existence d’une solution d’entropie pour une grande
classe de données f.

Pour une donnée positive, nous allons montrer que 'opérateur (—A)s ; satisfait a une

inégalité locale de Harnack bien adaptée. Ce dernier résultat a été prouvé dans [42] pour 5 =0
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et dans [9] pour le cas p = 2 et 5 > 0. A ce niveau, en combinant les techniques des derniers
articles, nous allons montrer le résultat pour le cas non linéaire p # 2 et § > 0. Comme

application directe de I’étude précédente on considere le probléeme

(=A),su = Muf+g(z), u>0 dans,
u = 0 dans RV \ Q.

Suivant les valeurs de ¢ et A, on arrive a prouver 'existence d’une solution positive pour la
classe la plus vaste possible de g.
Enfin dans la derniére section de ce chapitre on traite le cas du potentiel de Hardy. Plus

précisément, on considere le probleme

w1

(=A)y su = A +u?, u>0 dans ),

||Ps (7)
u = 0 dans RV \ Q.

Dans le cas local , le probleme se réduit & :

uP~1

-Ayu = A +u?, w>0 dansQ,

[P (8)
u = 0 sur 0.

Pour p = 2, les auteurs dans [30] ont montré que si ¢ > ¢ (2), alors le probléme () n’admet pas
de sur-solution distributionnelle, cependant, si ¢ < ¢4(2), il existe une sur-solution positive,
avec ¢4 (2) = 1+ %, 0, = % — \/m et Ano = N+2)2, la constante classique de Hardy

Le cas p # 2 a été considéré dans [6] olt la méme alternative reste vraie avec ¢ (p) = p—l—i—%

ou 0, est une solution de I’équation algébrique
Z(s)=(p—1)s? — (N —p)sP" 1 + 1 =0.

Le cas fractionnaire avec p = 2 a été étudié dans [46] et [2I]. les auteurs ont montré la méme
alternative avec g4 (2,s) =14 22 ou = 6(\, s, N) > 0.
Notre objectif est de généraliser le résultat de [46], [21] au cas p # 2.

0.1.4 Description du chapitre 4

Dans ce chapitre on considére la partie parabolique. Comme dans le cas elliptique, notre
but est de généraliser les résultats obtenus pour les opérateurs locaux a notre cas non local.

On commence par traiter le probleme suivant

ug + (=Ayp)u = f(z,t),u>0 dans Qr =Q x (0,7),
u = 0 dans (RN \ Q) x (0,T), (9)
u(z,0) uo(x) dans Q,
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ou () est un domaine borné et f,ug sont des fonctions mesurables. En utilisant des techniques
similaires au cas elliptiques on arrive a prouver que le probléeme @D admet une solution dis-
tributionnelle pour f mesure de Radon et uy € L'(Q). Dans le cas ou f € L'(Qr) avec
f > 0, Dexistence d’une solution entropique est prouvée. L’idée est d’utiliser des arguments

d’approximation et de passer a la limite en utilisant les estimations a priori.

0.1.5 Description du chapitre 5

Comme conséquence de I'existence d’une solution entropique et par les résultats du chapitre

[2] on étudie le probleme

up + (=Ap)u = Ai‘;?,u >0 dans Qpr =Q x (0,7),
u o= 0 dans (RN \ ) x (0,T), (10)
u(z,0) = wup(x) dans Q,

ou ) est domaine borné contenant l'origine et A > 0. Il est clair que le probleme (10 est
fortement lié a I'inégalité de Hardy-Sobolev.

Pour p = 2 et s = 1 le probleme a été étudié dans [20]. Les auteurs démontrent
lexistence et les résultats de non-existence en relation avec le fait que A < Ay ou A > Ay o,
respectivement. Le cas nonlocal a été résolu dans [58], les auteurs ont pu obtenir la méme
alternative en utilisant le fait que I'opérateur parabolique nonlocal satisfait une inégalité de
Harnack appropriée. Sous la présence d’un terme de réaction, les auteurs dans [8] ont prouvé
Pexistence d’un exposant critique g4 (A, s) ne dépendant que de A tel que lexistence a lieu si
et seulement si ¢ < g4 (A).

Pour p # 2 et s = 1, le probléme a été largement étudié dans la littérature. Dans [I5], les

2N

auteurs prouvent l’existence d’une solution globale, si p < w13 bour tout A > 0 et pour ug

appropriée. Dans [40], les auteurs complétent I’étude précédente et montrent que si J\?—fl <p<
2, le probléme a une solution au sens des distributions loin de 'origine.

Le cas p # 2 et s < 1 semble étre nouveau. Notons que pour prouver l'existence d’une
solution loin de 'origine on aura besoin de I'inégalité de CKN avec un poids trop dégénéré, ce
qui conduit a 'utilisation des résultats de la derniére section du chapitre 2. L’Extinction en

temps fini est aussi analysée.






Premiere partie

Préliminaires et Résultats

principaux






Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Espace de Sobolev

Quelques outils

Définition 1.1. (Espace de Schwartz) L’espace de Schwartz est I’espace des fonctions C'*
déclinantes (c’est-a-dire des fonctions indéfiniment dérivables a décroissance rapide, elles, ainsi

que leurs dérivées de tous ordres) noté :
S (RN) = {p € C®(R") tel que ol 5y < +oo}
ol [|.|| &gy est la semi-norme associée définie comme suit :

el oy = S%(Hlx\’“) > ID%e()], k,l€N,
xTe

o<l
pour a = (aq,...,ay) € NV et DY =97 ...9%".

Définition 1.2. (Transformé de Fourier) soit p € ., pour z,£ dans RY on définie la

transformée de Fourier de ¢ noté @ ou bien .# (p) par :

_ o) = 1 x)e @ dy
Fe)©) =30 = oy [ etereean

Si ¢ est aussi dans .¥, alors on a la formule d’inversion suivante :

1

p(z) = F7H(B(6)(@) = ¥

REGERS

RN

Remarque 1.1. Dans 'espace de Schwartz . la transformée de Fourier est un isomorphisme
de . dans lui méme, donc par dualité on peut définir la transformée de Fourier des éléments

de ¥’ (espace dual de %) ; c’est aussi 'espace des distributions tempérées. Une autre propriété
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importante est que pour 1 < p < 400, .#(IRY) C LP(IRY) et remarquons aussi que Cg° (BN)

est un sous espace de .7 (IRY).

Propriété 1.1.
~ DY = F (il F (p))
- D*p = i*‘o‘|9(maap)

Théoréme 1.1 (Plancherel). Soit ¢ € L'(RY) N L2(RY),
||<PHL2(JRN) = ||85||L2(1RN)

1.1.1 Espace de Sobolev classique W™? m € N

Définition 1.3. Soit 1 < p < +oo et m € N. L’espace de Sobolev W?(IR") est défini par
WP (RYN) = {u € LP(IRY) | Vo tel que |a| < m, |D*u| € LP(IRY)}.

I est clair que W”P(IRY) est un espace de Banach muni de la norme suivante :

=

(ol + 2 1 D ullpi))? 13 < 40,

”u”Wm,p(/RN) =
max || Dul| oo iy si p = o0,
la]<m

Sim=1etp=2, alors pour Q un ouvert borné de R", W12(Q) est un espace de Hilbert

muni du produit scalaire :

ou 0Ov
(u,U)W1,2(Q) = (u, U)L?‘(Q) + Z (5%1’ axi)Lz(Q) -

i=1

Définition 1.4. Soit 1 < p < oo, I'espace W,*(Q) désigne la fermeture de C}(€) dans
WLP(Q). Lespace Wy(Q2) muni de la norme induite par W?(Q) est un espace de Banach

séparable, il est de plus réflexif si 1 < p < co.

Lorsque Q = RY, on sait que o (IRN) est dense dans W?(IR"Y), et par conséquent
W P(RY) = WP (RY).

Si €2 est borné alors en utilisant ’inégalité de Poincaré, ’espace VVO1 P(Q) est muni de la norme

équivalente :

D=

llhwgo = ([ 19updz)?.

Remarque 1.2. Dans le cas p = 2 pour désigner ’espace de Sobolev, on utilise une notation
spéciale :

H™(Q) = W™2(Q).



1.1. ESPACE DE SOBOLEV 15

1.1.2 Espace de Sobolev fractionnaire W*? (0 < s < 1

Soit Q un ouvert de IRY pour tout réel s > 0 et p € [1,00), on définit par la suite espace
de Sobolev fractionnaire. Dans la littérature, les espaces de Sobolev de type fractionnaire sont
appelés aussi espaces de Aronszajn, Gagliardo ou Sloboedeckij.

On commence par fixer un s dans (0, 1), pour tout p € [1,+00) on définit W*P comme suit :

WHP() := {u € LP(Q) avec W € LP(Q x O)} (1.1)
r—y|?
avec la norme
[u(z) —u(y)? 1
(@) = Pq 1A2) = WY G dy)» 1.2
lullweriey := ([ Jaas+ [ f e da dy) (1.2)

le terme

_ u(z) —u(y)|” L
[ulwsrq) = (/Q g dx dy)

est appelé Gagliardo (semi) norme de wu.

Nous renvoyons le lecteur & [44] et [62] pour plus de détails.

Dans la méme direction, on peut définir 'espace X (€) comme la fermeture de C3°(92)
par rapport & la norme de W*P(Q).
Notons que, si Q = RY x R™ \ (CQ x CQ), alors

_ D 1
6152y = (/ i L )

|z — y| NP

En utilisant 1'inégalité de Sobolev fractionnaire on obtient Xj*(Q) C LP:(Q) avec inclusion

) . N
continue, ol p¥ = prsp

pour ps < N.

Dans le cas ot 2 est un domaine régulier borné, I'espace X7 () peut étre engendré par

la norme équivalente
|9(z) — o(y)|” 3
lellgon = f | 5 dads)”

Théoréme 1.2 (Bourgain-Brezis-Mironescu). Pour tout u € W?(2), on a

— P
lim (1 — s)/ Mdﬂc dy = C4 / |VulPdx
o Jo Q

s—1— |;L'—y|N+SP

ou (' désigne une constante positive qui dépend de n et p.

un autre résultat est donné par le théoreme suivant :
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Théoréme 1.3 (Maz’ya-Shaposhnikova). Pour tout u € |J W#P(IRY), on a
0<s<1

. u(y)|P /
| = P
0+ S/H?N /JRN |33 - y|"+8p Tu g =0 RN [Vulde

ou c¢; désigne une constante positive qui dépend de n et p.

L’espace H® et le laplacien fractionnaire
Dans le cas p = 2, les espaces de Sobolev fractionnaires W*2(Q) et W, 2(Q), deviennent
des espaces de Hilbert, ils sont notés H*(2) et H§(£2) respectivement. De plus, il sont liés &

Popérateur laplacien fractionnaire (—A)® définie par le résultat suivant :

Proposition 1.1.
—i) = Du=F g F (u)
— i) 3 Cn,s >0 tel que:

- 8ula) = O [ IR Pde = O PV, we) =) gy 1) (13)

s Jo =y

A présent, on peut donner une définition alternative de espace H*(IR™) = W*2(IRV) via

la transformée de Fourier ; donc on a la définition suivante :
¥ (RY) = {u e I*(RY) avee / (14 [6P)| Fu(@)]? de < +00 } (1.4)
RN

et nous observons que la définition ci-dessus, est également valable pour tout réel s > 1. On

peut aussi donner une autre définition analogue pour le cas s < 0 par :
P (RY) = {u e #(R™) avee / (14 [€2)°| Fu(©) dé < +o0 ) (1.5)
BN

1.1.3 Espace de Sobolev fractionnaire avec poids W*»"’

Pour prouver 'inégalité de Caffarelli-Khon-Nirenberg d’ordre fractionnaire, on a besoin de
définir I'espace de Sobolev fractionnaire avec poids.

Plus précisément, soit 0 < 5 < @ et Q c RN avec 0 € Q, l'espace de Sobolev avec poids
X P8 () est défini par

o), [ [ 1@ sp dedy

X780 ::{ P, }
(@) =19 L 17pm o — g PP < T

Ainsi 'espace X*P#((2) est un espace de Banach engendré par la norme
ooy = ([ LAY ([ [0l dody 3
op, |
@y Twpr ) U Jy v PP

Remarque 1.1. Maintenant on définit l'espace X"* () comme étant la fermeture de Cr ()
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par rapport & la norme précédente.

Comme dans [14], voir aussi [44], on peut montrer le résultat d’extension suivant :

Lemme 1.1. Supposant que €2 C IRY est un domaine régulier, alors pour tout w € Xs’p’B(Q),

il existe @ € X5P8(IRN) tel que W) = w et
[@]| xsm8(mry < Cllw||xems(a)

ou C =C(N,s,p,2) > 0.

Remarque 1.2. Comme dans le cas § = 0, si €2 est un domaine borné régulier, on peut

engendrer Xg””B (Q) par la norme équivalente
el xor80y = (/ |9(x) = ¢(y)|P _drdy )%
X[)’p’ (©2) ala |l’-y|N+pS |$|13|y‘5 .

Maintenant, pour u € Xg’p’ﬁ (Q), on pose

u(z) — u()|P"*(u(z) —u(y)) dy
|z —y|NFpe |27 [yl?

Lspp(u)(z) = P.V. /

RN

Il est clair que pour tout u,v € X*P4 (), on a

u(r) —u(y)|P~?(u(z) —u v(x) —v T
<Ls7p75(u),v>:/m /]RN| (z) = uly)["*(u(z) —u(y))(v(z) —v(y)) dzdy

|z — y|NFes |z|%ly|?

Dans le cas ot f = 0, on note Ly, g par L .

Remarque 1.3. Soit 2 un domaine borné tel que 0 € 2 et on définit

Ho(v) :/Q Mw(m)gw(y)%dmg

o |z —y[Ntes

u(x)
w(x
la preuve du lemme précédent et par le lemme d’extension [1.1} on peut montrer que

dedy. (1.6)

ot u € C(Q), w(z) = |z|7 et v(z) = . En utilisant les mémes arguments que ceux de

~

Ha(w) > C(@) [
aJa

La notion de troncature est une notion tres importante dans 1’étude des EDP avec donnée
dans L' ou bien une mesure. Cette notion est basée sur I'usage des fonctions T} (s) et Gy(s),

k > 0, définies par :



18 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

s, si|s| <k;
Ti(s) =

Je

kg, s Is| > k;

La fonction définie précédemment est la suivante :

Ti(u)

gl

FIGURE 1.1 — La troncature

On définit aussi
Gi(s) = s —Tk(s)

Une autre fonction sera trés utile par la suite a savoir :pr_1 = T1(Gr—1(u))
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Gr(s)

FIGURE 1.2 — La fonction G (s)

Pr—1(8) = T3 (Gr—1(s))

FIGURE 1.3 — La fonction T} (Gr—1(u))

Dans la méme direction, nous utiliserons 1’espace de Marcinkiewicz avec poids :

Définition 1.5. Pour une fonction mesurable u on pose
Dy (k) = pfz € Q- fu(z)| > K},

ot dy = |z|~?Pd.
on dit que u est dans l'espace de Marcinkiewicz M7(Q,du) si @, (k) < Ck~9. Puisque € est
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un domaine borné, alors
LI(Q,dp) € MU(Q,dp) C L7(Q,du)

Pour tout € > 0.

Définition 1.6. Soit v une fonction mesurable, on dit que u € 7-5153(9) si pour tout k£ > 0,
Ti;(u) € Wi ().

Définition 1.7. (Equi-Intégrabilité dans L” ) Soit X un ensemble mesurable de R" et
1 < p < 0. On dit que la suite {f,, }neny C LP(X) est equi-intégrable ssi : pour chaque € > 0,
il existe > 0 tel que pour tout E C X avec |E| < §, on a

/ | fn(2)|Pdx < € pour tout n.
E

On présente ici le Lemme suivant qui sera tres utile pour montrer les résultats d’existence.

Théoréme 1.4. (Théoréme de Vitali) Soit X un ensemble de mesure fini pour la mesure de
Lebesgue de IRY. Soit {f, }nen une suite de fonctions de L'(X) qui vérifie les deux conditions
suivantes :

1. {fn}nen converge presque-partout vers f dans X.

2. {fn}nen est equi-intégrable.

Alors, {f,}» converge fortement vers f dans L'(X).

1.2 Quelques inégalités algébriques pratiques
Le lemme suivant est prouvé dans [60].

Lemme 1.2. Soient &, & € RY, on a

1) Sip<2,
&1+ &l — &P — pl& P2 (&1, &) < C(p)I&l?, (1.7)
_ &2 — &1
&P — &P — pl&a[P7% (&, & — &) > C(P)m' (1.8)
2) Sip>2,
&1+ &P — &P — pléaP72(&1, &) < @Ufﬂ + &))" 26, (1.9)
C
&l ~ 617 — plé e & — €)= o jg, — (1.10)

Les inégalités algébriques suivantes peuvent étre démontrées en utilisant un argument de

renormalisation approprié.
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Lemme 1.3. Supposons que p > 1, (a,b) € R et a, ¢, c1,ca > 0, alors
(a+b)* <cra® 4 cb® (1.11)
et
la — bJP2(a — b)(a® — b%) > cla™ 7 — b . (1.12)
Dans le cas ou « > 1, alors sous les mémes conditions sur a,b,p , on a
la+ 01" Mo — b7 < cla™FT b, (1.13)

ou ¢ > 0 est indépendante de a et b.

Puisque, nous avons considéré les solutions avec une donnée dans L', en prenant en consi-

dération la définition de troncature, il est facile de montrer I'inégalité algébrique suivante :

la — b[P~2(a — b)(Tk(a) — T (b)) > [Ti(a) — Ti(b)|”
et
la —b[P~?(a — b)(Gi(a) — G (b)) > |Gr(a) — Gr(b)?,

oua,beRetp>1.

Dans la suite, nous allons utiliser I'inégalités au-dessous prouvées dans [50].

Lemme 1.4. Supposons que p > 1, alors pour tout 0 <t <leta€C,ona
o —tP > (1= )P (laf’ — ).

Maintenant, nous avons l'inégalité algébrique suivante.

Lemme 1.5. Supposons que 1 < p < 2, alors pour tous 0 <t <1eta € R,ona

la —1|%t

_ 4P (1 — 4P 1 P _4) >
|a’ t| (1 t) (|a“ t) - CP(|a_t‘ + |1—t|)2_p

avec C, une constante positive.

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

Démonstration. L’inégalité précédente est vraie pour t = 0 et ¢ = 1. Dans la méme direction

on peut montrer que (L.17) est vraie si a = ¢. Ensuite, on peut assumer que 0 < t < 1 et

a € R\{t}.
On définit o = $=£, on peut écrire (L.17) sous la forme équivalente :

1 (1 —t) +tP — ¢ (a—1)2
- P _ > -
n {|Oé 1_¢ = OP(|a| < 1)2_1)

on divise la démonstration en deux cas :

(1.18)
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Premier cas : o > 0. Notons que si (1.18]) est vraie pour o > 1 et pour tout ¢t € (0,1), alors

(1.18) est aussi vraie, en particulier pour z = 1 — t. Ainsi

1 p Jaz+ (A —2)P —(1-2) (a—1)2
T {|a . } ZCP7(|Q|+1)2*P' (1.19)

Maintenant, Soit £ € (0,1) et on définit o =
obtient

, alors a > 1. Soustrayons a dans (1.19)) on

e

| 61— 2) 42 — = (1)
: {m,,_ 1~z } =

Ainsi, il suffit dans ce cas de montrer ([1.18)) pour « > 1. Pour ceci, on définit

1—t)+tP—t
1—t '

ha(t) _ |Oé(

Par un calcul direct, on obtient

p(1—a)|a(l —t) +tP2(a(l —t) +1t) — 1 N ho ()

(1) =
a(t) 1—t 1—t¢

et
ho(t) = s {|a(1 —t) + t|p_2(2(a(1 — 1)+ )2 = 2p(a — 1)(1 —t)(a(l —t) + 1)
#alp = (o = 1701~ 07) -2
En utilisant le fait que a(1 —¢) +¢t = (o« — 1)(1 — ¢t) + 1, on aura

{|a(1 ~0) 4t (= 2= - Dla— 121 -0 +22 - p)la - 1)1 - ) +2) - 2}

Puisque a(1 — t) + ¢t > 1, on affirme que hJ(¢) < 0. En effet, en posant p = (o — 1)(1 — t), on

aura

ho(t) = TEnE T(p) = a _lt)g (p+ 1)”‘2(2 +22-p)p—(2-p)p - 1)02) -2

Par un calcul direct on aboutit & T'(p) = —p(p—1)(2 —p) (”(Ti);j < 0 puisque 1 < p < 2. Par

conséquent T'(p) < T'(0) = 0 et affirmation s’en suit.

Maintenant, en utilisant la formule de Taylor-Maclaurin

Balt) = ha(0) = 1,0 + [ (¢ = L (s)as.
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et observons que h,(0) = |af? et AL (0) = —(p — 1)|a|? + pla|P~2a — 1, on a

la(l —t)+tP —t

p_
| -

ha (O) - ha (t)

= H{(p - Dl - plafP2a +1) + / (s — B! (s)ds,

t((p = 1)laf” - plafP~a +1)

\%

puisque h! < 0 par affirmation précédente. Par conséquent, nous concluons que

1 alp la(l—t) +-tP —t
t 1—t

} > ((p— Dlal? — plaP~a +1).

Il est clair que

((p = Dlaf” = plafP~a + 1)(Ja] +1)*77 > Cp(a — 1)

D’ou le résultat dans ce cas.

Le deuxiéme cas : a < 0. Posons & = —a, alors nous devons prouver que
1(, . la(l —t) —tP —t (@+1)2 s -
- P >Cp—F5—=(1 P Va>0,te(0,1). (1.20
il Lt o SR —avay vas e (20)

Il est clair que

fjgp - 00t ot)
1{|dp_ |07(1—’5)+t|p—t}+1{Id(l—t)thp - Id(l—t)—tp}

1-1¢ t 1-t¢ 1-1¢

on pose
1 la—t) +tp—t
_ p_
m(a.n) = {Ia D+
et
o Lfla—t)+tr  |a(l—t) —tP
=" -
Ra(a.1) t{ 1-¢ 1-¢

Puisque & > 0, alors Rs(a,t) > 0. Maintenant, en utilisant la premiére étape nous atteignons
Ri(a,t)(|a] +1)*77 > C(p)(a - 1),

Il est clair que, indépendamment des valeurs de Rs et ¢ € (0,1),

(@—1)2>C(a+1)for all @ € RT\ (; g)

Par conséquent, nous allons considérer le cas & € [%, %} Pour obtenir le résultat désiré, il suffit
de montrer que

2
Ra(@,) > Cy > 0 pour tout (a,1) € [, g} % (0,1). (1.21)
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Par un calcul direct, nous obtenons

%Rg(&,i) - §<|0~4(1 SOt ja(l— ) — PG - t) — t)>

Cette quantité est clairement positive, Ry est croissante dans & et on obtient que pour tout
~ 2 3
(avt) € [§v E] X (071)7
(3)"

- 2 1 5
Ra(ant) 2 Ra(0) = 72 (104 g =1L 5e7) 2 6,

En effet, nous utilisons la formule (L.8) avec a = 1+ 3t et b = |1 — 3¢|. Pour ¢ < 2, la formule

(1.8) donne

9¢2
(114 3t +[1 = 5t[)>~

1 5 5
L+ —t|P — |1 = ZtP > t]l— =Pt
L+t 1= gt =>c p 3wt — 5t

et pour t > %, par la formule (|1.8), il résulte que

4(1 —t)?
(11 + 5t +[1 = 5))

1 5 )
ZHP 1 — 2P > _ _ Z4p—1
|1 + Qt\ |1 21f| >c p +2p(1 t)|1 21§| .

Il est clair que dans les deux cas, nous avons

1 1 )
= (1= 2¢r) > 0,
s (g -n-3er) 20,
Cela prouve (|1.21)). Ainsi (1.20) suit, puis nous concluons. O

Avant de terminer cette section, nous donnerons l'inégalité algébrique suivante qui peut
étre vu comme une extension de la formule «d’intégration par partie lors de l'utilisation d’un

produit comme fonction de test dans le cas local.

Lemme 1.6. 1l existe deux constantes positives C; < 1 < Cj telles que pour toutes aj,as € IR

et pour toutes by,by >0, on a
9 1 1 1 1
|a1 —ag‘p_ (a1 —ag)(albl —agbg) Z C’1|a1bf —(LgbéJ |p—C'2(maX{|a1|, |a2|})p|b1" —b5 |p. (1.22)

Démonstration. Si (by,b2) = (0,0) ou (a1,az) = (0,0), alors est vraie.
Si a1 = ag, alors reste aussi vraie pour C7 < Cs.
Supposons que (b, b2) # (0,0), (a1,az2) # (0,0) et a3 # as.
On divise la preuve en plusieurs cas.
I-Le premier cas : a; > as > 0. on pose § = a2 € [0,1), alors dans ce cas, est

ai
équivalent a

(1= 672 (by — bbs) > Ca[b} — GbF [P — Colb] — b |P. (1.23)
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Si by = bg, alors ([1.23)) prend la forme
(1=06)P>Ci(1-0)P

qui est vraie pour C7 < 1. Ainsi, nous supposons que by # ba.

1. Sous-cas 1 : by > by > 0.
_ (ba\E
on pose § = (E)p € [0,1), alors (1.23]) prend la forme

(1 —6)P~H(1 —866P) > C1(1 — 50)P — Ca(1 — 0)P. (1.24)

nous avons

1-60=(1—0)+0(1—06).

Ainsi

(1 —460)? (1—-6)+0(1—9))"

1
< (T 0) + (14 P (1 -6
€
ou ¢ > 0 est une constante positive quelconque. Maintenant, en utilisant le fait que

(1 —6)0P < 1 — 8§67, on obtient que O7(1 — 6)P < (1 — §)P~1(1 — §6P). Par conséquent,

nous concluons que
1
Cr(1=80) < C1(1+e)P (1= 671 (1 = 607) + Ca(1+ )P (1 - ).

Il est clair que nous pouvons choisir C; < 1 dépendant uniquement e tel que Ci(1 +

e)P~t =1, Ainsi
C1(1—60)? < (1 —86)P~1(1 — 667) + Ca(1 — 0)?

ot Cy = max{1,C1(1+ 1)P~'} et alors (1.24) tient dans ce cas.

2. Sous-cas 2 : by > by > 0.
Dans ce cas, on pose 6 = (g—;)% € [0,1), ainsi (1.23) prend la forme

(1—68)P~HOP — ) > C110 — §|P — Ca(1 — 0)P. (1.25)

On divise la preuve de (1.25)) dans deux cas :
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(a)

Cas i: 0P > 4. Il est clair que § < 6P < 0, ensuite nous avons

@07 = (8- + @ -5)
S Qe o+ (L Oy

< (L4e)P 1P - 6)P~HOP - 6) + (1 + %)P—lel’(l —grhyr,

Puisque 1 —6P~1 <1 —f et » —§ < 1 —§, puis en utilisant la méme hypothése sur

C4,e et Cy comme dans le cas précédent, il en résulte que
C1(0 =8P < (1 —=8)P~HO —6) + Co(1 — )P

puis (1.25]) suit.

Cas ii : 0P < 6. Ce cas est plus délicate et on a besoin d’une certaine analyse fine.

Il est clair que, dans ce cas, nous devons montrer que
Co(1—0)P > C1]0 — 0P + (1 — 8)P~ (5 — 6P). (1.26)

On commencera par supposer que § < 4, puis nous avons trivialement C1|0 — §|P <

(1 — 6)P. Par conséquent, nous devons juste montrer que
(1—8)P71(5 —67) < Ca(1 — H)P.
Pour p € (0,0), on définit la fonction h par
h(p) = (1= p)? + (1 =8P~ "pP.

Il est clair que h'(p) = p| pP~1(1 — 6P~ — (1 — p)p_l) < 0. Puisque 6 < ¢, Nous

concluons que h(6) > h(d) puis nous concluons que
(1—=0)P + (1 =8P 1P > (1 — 6P + (1 — )P~ o7,
Ainsi
(1—-0)P>(1—86P 11 —06—67+6P).

Puisque p < 2, alors il est pas difficile de montrer que 1 —§ + 6P > 6, par conséquent,
nous atteignons que
(1= > (1 =61 (6 -6

et le résultat suit.

Supposons maintenant que § < 0 < §7. Comme ci-dessus pour p € (0,6), nous
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définissons la fonction hy par
hi(p) = (L= p)’~ (p—07),
alors

W) = =1 pot - 100

v

(1—-pP <1 —pp+(p— l)p”)-

Puisque p < 2, alors (1 —pp+ (p—1)p?) > 0, ainsi b} > 0 et ensuite hy () < hq(6).

Par conséquent
(L= 6P (6—67) < (1-6)"" (9 —6") < (1— 6",
ou la derniére inégalité suit en utilisant le fait que 20 < 1 + 6P.
II-Le deuxiéme cas : as > a; > 0. Il est clair que
a1 — az|P"*(a1 — a2)(a1by — agbs) = |ag — a1 [P~*(az — a1)(azby — aiby),
ainsi appliquant le premier cas, il en résulte que

Cilaghy — a1b? [P — Co(max{|az|, a1[})P[b5 — b7 [”

lay — az|P7% (a1 — az)(arby — agby) >
1 1 1 1
> Cilaibf — a2y [P — Co(max{|as |, laz[})P[b] — b5 |P.
puis nous concluons.
ITI-Le troisiéme cas : a1,as < 0. on pose a1 = —ay et dy = —ao, alors ai,as > 0 et

la1 — az|P~%(a1 — az)(a1by — asbe) = |@1 — G2|P (a1 — da)(a1by — d2ba),

alors le résultat suit en utilisant les cas précédents.

IV-Le quatriéme cas : a; < 0 < a2 ou as < 0 < ay. Supposons que as < 0 < aj et

définissant a; = —as, on aura
|a1 — ag‘p_Q(al — ag)(albl — agbg) = (a1 + dz)p_l(albl + a2b2>.

Comme dans le cas précédent, et sans perte de généralité nous pouvons supposer que a; > Gz

et by > by. Posons § = Z—f, 0= (Z—f)% € [0,1) alors ([1.22) est équivalente a

(1+0)P7H(1 +667) > C1 (1 +50)P — Co(1 — O)P. (1.27)
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on a

Ci(1+080)P < Oy(1+ 3567 — 607 + 66)P
Ci(1+e)P (146607 + Cy(1+ %)P—lépap(l — PP
< (1+68)P 1 +86P) 4+ Co(1 —0)?

IN

o, comme dans les cas précédents, nous avons utilisé le fait que C1(1+4¢)P~t =1 < Cy. Dot

le résultat suit. O



Chapitre 2

Les inégalités de type
Caffarelli-Kohn-Nirenberg

d’ordre fractionnaire

Ce chapitre est le développement des articles [4],[7].

2.1 Introduction.

Comme on ’a décrit précédemment, le but de ce chapitre est de généraliser le résultat du
Théoréme obtenu dans [I3] au cas p # 2. Pour des raisons techniques, on va considérer
deux cas séparés, p € (1,2) (Théoreme et p > 2 (Théoreme [2.3). D’autres résultats et
applications qui sont en relation avec le probléme principales seront aussi démontrés.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante.

Dans la section [2.2) on donnera la preuve de la version générale de I'inégalité de Picone, et
comme conséquence, on aura la version de I'inégalité de Hardy avec poids pour une classe de
poids "admissibles' dans IR, ainsi que dans un domaine borné.

Ensuite, dans la section [2.3] on présente les résultats principaux du chapitre avec leurs
démonstrations.

La premiere partie de cette section a été consacré pour le cas p > 2. En tenant compte de
I'inégalité de Hardy "avec poids", nous obtenons la preuve du Théoréme [2.3
Une fois le Théoreme prouvé, nous complétons la preuve de l'inégalité de type "Caffarelli-
Khon-Nirenberg" d’ordre fractionnaire dans un domaine borné (Théoréme, par I'utilisation
convenable de I'inégalité de Sobolev. Une extension a 'espace tout entier IR” est prouvé dans
le Théoréme 2.5

Dans la deuxieme partie on considere le cas p < 2. Nous commencons par prouver le Lemme
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qui peut étre vu comme une représentation de 1’état fondamental . En conséquence, nous
obtenons la preuve de Théorémes [2.7] et [2.8]

Enfin, dans la derniére section on considére le cas 8 < 0. Si 5 € (—ps, 0], on arrive a prouver
une inégalité de type Hardy-Sobolev et par conséquence tout les résultats prouvés auparavant
sont valable. Par contre si 5 < —ps, dans ce cas ’espace Wg’p (Q) n’est pas bien défini. Notons
que dans le cas local, |2|~# est un poids admissible pour tout 8 € (—oo, %). Pour résoudre
cette difficulté on va définir un espace de Sobolev avec poids E,, (BN ) ou la position de poids,
cette fois, nous permet de bien généraliser I'inégalité de Caffaralli-Khon-Nirenberg pour le rang

négative. Enfin nous prouverons, sous certaine relation entre a et 3, que Eq(IRY) = wg® (RM)

si 8> —ps.

2.2 Reésultats préliminaires

Rappelons que pour u € Xg’p’ﬁ (Q), on a

u(@) — u(y) P> (u(x) —uly)) _dy

L pp(u)(x) = P.V. .
e | — y[N+ps |z|Bly[?

RN

Commencgons par démontrer la version suivante de 'inégalité de Picone.

Lemme 2.1. (Inégalité de Picone) Soit w € Xg’p’ﬂ (Q), tel que w > 0 dans Q. Supposons que
Lgpp(w) =vavec v € L}, (IRY) et v > 0, alors pour tout u € C5°(f2), on a

loc

|ul?
(Ls,p,pW, W>'

1/ lu(z) —u(y)|P dady

2) Jo lv—yNtrs Jz|Blylf —

ol @ = RY x RN\ (CQ x CN).

Démonstration. le cas p = 2 et § = 0 a été obtenu dans [58] et [22] pour p # 2. Pour la

commodité du lecteur, nous incluons quelques détails pour le cas 5 # 0.
u(z) |

w(z) [P

On pose v(z) = et k(z,y) = alors

|z — y|NHps|z|Bly[B’

Loppw@)o@) = [ o) [ o) - w2 - w)k.o) dyds

|u(z)[?

= 7/ w(z) — w(y) P~ (w(z) — w(y)k(z,y) dy dz.
RN

o lw(z)pt

Puisque k est symétrique, on obtient que

(Lsp.p(w(z)),v(z)) =

3 [ (e — s ) ) = w)P (o) = ()b, ) dy

2 jw(@)[P=t Jw(y) P!
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. U
Soit v; = —, alors
w

(Lsp,p(w(x)),v(z)) =
;//Q(Wl(x)pw(fv) — o1 (@) [Pw(y)) Jw(z) — wy) P2 (w(z) — w(y))k(z,y) dy da.
On définit

O(z,y) = [u(z) —u@) — (lor(@)[Pw(z) = o1 () Pw)) lw(z) — wE)P~>(w@) - wy),

alors

N | =

(Ls p,p(w(x) )+ /<I> k(z,y) dy dx
Q

//w — u(y)Ph(z, y) dy dz.

Nous affirmons que ® > 0. 1l est clair que, par 'argument de symétrie, nous pouvons supposer

que w(x) > w(y). Soit t = w(y)/w(x),a = u(x)/u(y), puis en utilisant 'inégalité (L.16)), il en
résulte que ®(z,y) > 0. Ainsi, on obtiendra I'inégalité de Picone. O

Le principe de comparaison suivant peut étre considéré comme étant une extension du prin-

cipe classique obtenu par Brezis et Kamin dans [31], voir [4] pour la preuve.

Lemme 2.2. Soit 2 un domaine borné et soit h une fonction continue non négative telle que
h(x,o
h(z,0) > 0sio >0, et (z,0)
p—1
Q et

est décroissante. Soit u,v € W () telles que u,v > 0 dans
(=A), su > h(z,u) dans Q,

(=A); v < h(z,v) dans Q.

Alors, u > v dans .

Démonstration. En utilisant un argument d’approximation, en prenant en considération que

u,v > 0, nous pouvons prouver que

(O (B0 (o) M)y

wb—1 op—1 -1 —1

uP VP

on pose p = (vP — uP),, alors

/Q(h(x,u) B h(a?,v))pdx < /Qp(<—A)Z,5“ _ (_A)is’ﬁv) dz. (2.2)

up~1 pp—1 up~—1 pp—1

Analysons chaque terme dans 'inégalité précédente.
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h(z,u h(z,v
En utilisant la définition de p nous obtenons ( (p’_l) — (pi1)>p > 0. D’autre part, nous
u v

avons

- p<<fﬂ>zﬂu S,
— // u(z) = u(y) P> (u(z) —uly ))( p(z P(y) ) dzdy
Do Ix—yIN“’S ur=t(z)  wr(y)/ [x[fyl?

_ // y)IP 2 (v(x) —oly ))( p(z) r(y) ) dzdy
Do Iw*y\N“’S w(z) o i(y) /) [zlflyl?

oit Dg = RY x RM \ (CQ x CQ).

Notons que

u(z) —u(y)|P~2(u(x) —u pz) - PY) =
[u() ~ u(y)lP2(u(z) (y))(up_(l(?) up_(l()y))

P=2(y(x) —u e) _ _ly — |u(z) —u(y)P.
) ~ )l ~2(ute) ~ v ) (= (g~ i)~ () — )

De la méme maniere, on obtient que

|”(”3)—U(y)|p_2(v(x)—v(y))< = r) [i(y ):
lo(e) = vl 2 (0(0) ~ o) (i i)

vP~l(z) P
+v(@) —v(y)/P.

Ainsi

WP (u(@) @) ( P@)  P(y) | dad

Io= / / |x— T (i ~ wi() B

()=o) 2(ole) — w(4) (WF(a) _ _wly) ) dody
™)

Iw —y| Vs wL(z) - ormi(y) ) Jaly)?

// I” dzdy 1/ [u(z) —v(y)[P dedy
Do Ix—y\N“’S lz[Ply|® 2 |z — y[ NP |x]Bly[?
’LL

); 2550 1,

= $ wPdx
up 1
// |p dxdy // )P dzdy
Do \I* |N+p3 B Do |~”U* |N+ps |z|Plyl?

Maintenant, en utilisant I'inégalité de Picone, nous concluons que J < 0. Ainsi

up—1 pp—1

(h(x,u) h(x,v))p —0

puis p = 0, ce qui implique que u < v dans ). O

Remarque 2.1. Le résultat de la comparaison est vrai si on suppose que h est continue en s

h(s,x)

pour p.p. T € €2, | est décroissante pour s > 0 et h(s,z) > 0 dans Q pour tous s > 0 fixé.
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Par la suite, on aura besoin du résultat suivant :

N —ps— 203

Lemme 2.3. Fixons 0 < 8 < Y522 et soit w(x) = |z|~7 avec y < , alors il existe

une constante positive I'(y) > 0 telle que

wp~1
Ls»pﬁ(w) = F( )|1.|ps+2ﬁ pb-p dans R \{O} (23)
Démonstration. -
On pose r = |z| et p = |y|, alors © = rz’,y = py’ ou |2'| = |¢| = 1. Ainsi
L 2 (1 —p7 ) dH""(y')
L = —= T =p P ———=" | dp.
itt) = g [0t | [ e | @
y'|=

P
on pose o = —, alors
r

+oo
p—1 Hn—l /
Lops(w) = 20 / - P21~ )N A / _AH"T(Y) )

|x|ps+2/3 |£L'/ _ O.yl|N+ps
0 y'|=1

En posant

dH" " (y')
K(U) = / |$/ _U_y/|N+p87
ly'|=1

comme dans [48], on obtient

Par conséquent, nous concluons que

wP™ 1
Ls,P,ﬁ(w |I|p5+2ﬁ /¢

avec
Y(o) =1 - 7P72(1 - oJ’)aNfﬁflK(U). (2.5)
“+ o0
On définit T'(y / (o) do, pour conclure on doit juste vérifier que
0<T(y) <o (2.6)
On a

1 e
I‘('y):/o w(a)da—i—/l Y(o)do =1 + .
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Notons que K (%) = ENTPSK () pour tout & > 0, puis en utilisant le changement de variable

&= % dans I, il en résulte que

+oo
_ / K(o)(o7 = 1)t (VT 1Am0m) et g 2.7)
1

Quand ¢ — oo, on a
K(o)(o” — 1)P~1 (aN—l-ﬁ—W—l) - o—ﬂ+PS—1) w o178 ¢ [1((2,00)).
Maintenant, quand, ¢ — 1, nous avons
K(0)(o" = 1P~ (oN 7100 - Bty o (o - 1) e L1(1,2),

Par conséquent, en combinant les estimations qui précédent, nous obtenons |I'()| < co. Main-

N —ps—2
Lﬂ, alors de (2.7) on obtient que T'(y) > 0.

tenant, en utilisant le fait que 0 < v < 1

En conclusion, nous avons prouvé que

wP~1 N
LS;P;/B(U)) = F( )|$|p5+26 p-p- dans R \{0}

O
En conséquence, nous avons l'inégalité Hardy avec poids suivante.
Théoréme 2.1. Soit 3 < N;ps, alors pour tout u € C{°(IRY), nous avons
|u(z)[” / u(z) —u(y)|P dx dy
2r ———dx < _ =
W | Tappsszs = oy~ [l P (23

RN RN RN
ot I'(7) est défini dans ([2.7]).

N —ps—2
Démonstration. Soit u € C3°(IRY) et w(z) = |z|~7 avec v < Llﬁ Par le lemme .
p—
ona )
wP™
LP7S;5(w) = F(’Y) |£L’|p8+2ﬁ .

p—1

il est clair que € L}, .(IRY). Ainsi, en utilisant I'inégalité de Picone dans le lemme

w
|33|ps+25

il en résulte que :
2.1 q

)|P dx dy |u|:D / |u(x)|p
Tag = Lpspw,——) =T o,
/JRN /JRN \;g_ |N+;Ds iz [ > (Lpspw, - 2o7) =T(7) o a8

Ainsi nous concluons. O

Remarque 2.2. Analysons le comportement de la constante I'(y) dans I'inégalité (2.8). Rap-
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N —ps—20
p—1 7

pelons que, pour v <
+oo
— / K(o)(o” — 1)P~1 (UN—l—B—v(p—l) _ 0B+ps—1) do,
1

alors

'y =@-1) / K(o)log(o)(o? —1)P2 (nglfﬁ*v(pfl) _ Jﬁ+ps+w—1> do.

il est clair que si vy = Nﬁffps, alors TV(79) = 0, TV(y) > 0si v < v et IV(y) < 0 si y > 7.
Ainsi

max I'(y) =T'(v0).
{0<y< Meper28y 0 o)

Par conséquent

WP dz dy / |u(z)|”
s 220 L da. 2.9
Jon Jon e e 2 2000 [ et (2.9
Notons que pour 8 = 0, alors 2I'(yg) = 2F(—N;ps) = Anp,s donnée dans (3). Nous avons le

résultat d’optimalité suivant :

Théoréme 2.2. on définit

/ / o(y)I” drdy
AN _ inf RN JRN |‘T B ‘N+ps|x|ﬁ|y|ﬁ
3PS T

{peCs (IRN)\0} / o(z)[P Je@)” ’
o |x[pst2s

alors An s = 2I'(0).

Démonstration. De (2.9), il résulte que Ay, s > 2I'(70).

Pour conclure il faut juste prouver 'inégalité inverse. Nous suivons les arguments utilisés

dans [50].
Soit wg(z) = |z|~7°, par le lemme on a

p—1
Wo

Ly,s,p(wo) = F(%)W

on pose
M, ={zecR":1<|z| <n}etO,={zecR":|z|>n}
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et on définit

1—n" si  x € By(0),
Wy =19 |z[7°—n"" si xz€ M,
0 si xze€0,.

Par un calcul direct, on obtient facilement que w,, € X;* P (RY). Ainsi
(Lp,s,8(wo), wn) =T'(70) de
d’ou

(wal) — waly)) [wo(@) — woly) P2 (wolw) — woly) wo
foe Lo & — y Vol Py dedy = 2000) | psezs

RN

Analysons chaque terme dans 1’égalité précédente. Comme dans [50] on obtient que

[ ) vt -l o) =)
RN -

n
|z — y|NHPs || Bly|P
/ |wn ) wn( )|p
BN Jry |z —y|NPs|]Ply|8

dxdy.

d’un autre coté on a

wnwo .
/ mm%dm / E |ps+zgdw+f +Jn,
RN

ol
dx
O R L e T G e
B1(0) 0 ||psth

et
In = /M (wo(z) — n ) (W™ — (wo(w) — n=70)P~1) |x|if+/3’

n

il est clair que I,,, J,, > 0, Par un calcul direct on peut prouver que
I, + J, < C pour tout n > 1.

Ainsi, en combinant les estimations ci-dessus, on trouve que

dxd
/RN /JR ‘% |N+ps\x|ﬂ|y|ﬁ e

< .
AN,p,s = /‘wn(x”pd (2 10)
o Jzprs
I+ J,
< A(0)(1+ ). (2.11)

p
/ [wy, ()] dae
o |z[psth
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: |wy, (2)[? e e . .
Puisque /Q de — oo quand n — 00, et en passant a la limite dans (2.10]), il en résulte

que

AN7P75 < 21—‘(’70)
et le résultat s’en suit. O

Par la suite, nous devons utiliser une version de I'inégalité Hardy dans un domaine borné.

Plus précisément, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.4. Soit 2 un domaine borné régulier tel que 0 € €2, alors il existe une constante

C=0C(Q,s,p,N) > 0 telle que pour tout u € C3°(£2), on a
. _ [ [ ul@) () de dy
\x|pe+2ﬁ = |z — y[N+ps (2|8 |y|f (2.12)
Q Q

Démonstration. Fixons u € C§°() et soit i extension de u dans IR" définie dans le Lemme

Alors du Théoréme on a

arty) [ gy [ [l i

p
|p[ps+28 |z — y[NFps [2|8 [yl = <Hller sy < Cllullens o)
RN RN RN

Puisque @ = u, alors de la remarque on conclue que

|u(z)[”

IN

CHUHZ))(s,p,/S(Q)
B [u(z Y|P dz dy
A —01// PR A

Ainsi on a le résultat désiré. O

IN

2.3 Résultats Principaux

2.3.1 Partiel : Lecasp>2

Théoréme 2.3. Soit p > 2,0 < s < 1 et N > ps. Supposons que 2 C RV est un domaine

u(z) — u(y)l? [ e
dedy — Ay, . da. 2.13
// \x— e oA | S da (2.13)

alors pour tout 1 < ¢ < p, il existe une constante positive C = C(, g, N, s) telle que pour tout
u € C§°(Q),

borné. On pose

h (1) > C/Q ) [u@) = u@W)P ) g (2.14)

|z —y[ Ve
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N —
Démonstration. Nous suivons les arguments utilisés dans [I3]. Soit u € C§°(2) et v = ps,
p
_ u(z) N .
alors w(z) = ||~ et v(z) = W) Rappelons que d’aprés le Théoréeme 1.2 dans [50], on a
w(x

>C/ /‘ Wi _dr__dy
BN JRN |l‘* |N+ps |JI N-— Ps?

donc nous allons analyser le coté droit de I'inégalité précédente. Notons que

W@ oy e - w1
g @) 0l) ey (@)

(uta) = ulw) = 2 w(o) = w0

- | — y|N+ps <wu>

(2.15)

De la méme manieére, grace a la symétrie de fi(x,y), il en résulte immédiatement que

u(z) P
[v(x) —v(y)? z B _ ‘(u(y) —ul(@) - w(x) (wly) = w(m))‘ w(zx)
Ainsi,

1 1
hmwzf/ ﬁ@mew+f/

Puisque f; et fo sont des fonctions positives,

hs(u) //flmydxdy+ //fgxydxdy

En utilisant le fait que € est un domaine borné, on obtient que pour tout (x,y) €

q <p,
1 ()
|z —y[NFPs T | — y[NHas
et 5
_ (w(z)w(y))®
Q(z,y) = w(z)? + w(y)P <C.
Posons £ 3
e = (C@NF L (wy)\* _ w@) +w(y)”
D(z,y) = (w(y)) * <w(as)) C (w(@)w(y)?

(Q x Q) et
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alors Q(z,y)D(x,y) = 1. Ainsi

file.y) > COQQ, ) (w(y)) <

[|TS<C$) ;|Jqé(+yq)|p -p |u(|z)_y1rz(v@li_ (u(@) —u(y), Z((Z)(w(x) —w(y)))

~—

9 ) — wim))P?

+C(p) w(y)|x — e }

Par conséquent

|u(z) — U(y)l”}

o — gV

hey) > [O(Q)Q(w)(w(y))

% Ju(z) — u(y)P~! 1)

- ey (55) MY

De la méme maniere nous obtenons que

w<z>>’2’ Juy) — u<x>|p}

w(y) | — y|N+as

Bley) = [CQ@,y) (

oy (D) A )y
Donc,
hw = o [ [ Q<x,y>((ggg§)g+(ggg)g)'j‘fl;&(ﬁ’)!pdmy
~ 90 [ [ ot (20) OO 10 ) ] ana
90 [ [ ot (D) O 0P 0y ar
Ainsi

nt = o [ [ BEZE g

(2.16)
— G@,p) /Q /Q (h () + ha(, ) dar dy,

avec
p
2

u(x) —u(y) P~ | u(y)
|z —y| N+

i) = Q) (55

w(z)
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w(w))g Ju(e) — u(y)[P~? ula)

w(y) |x — y|N+as

hg(l’,y) = Q(l‘vy) (

Puisque hq (z,y) et ha(z,y) sont des fonctions symétriques, nous avons juste & estimer / / ha(z,y) dx dy.
aJa

En utilisant 'inégalité de Young, il en résulte que

u(z) — u(y)|”
ho(z,y)dedy < 5/ ——————dxdy
/Q /Q 2(%:9) alo |z —ylNtae

+ C’(s)/ﬂ/ﬂG(z,y)dxdy,

(2.17)

avec

Nous affirmons que

= [v(z) —v()[P da dy
I= /Q/QG(:v,y) drdy < C / N SR T
IRN RN

e

Notons que

B (@) () ) —wE)p
I‘/Q/Q\x—yww W@y +u@ry W

alors

a _ |y|elp ap(p—1)
0 o (|| + |y|oP)P |z — y|NHae
Pour calculer I'intégrale ci-dessus, nous suivons 'argument utilisé dans [48]. On pose y = py’

et x = ra’ avec |2'| = |y'| = 1, puis en prenant en considération que Q C By(R), il en résulte

que

[le|® = lyl*P_ |y|*re—Y

I = P dy| d
Ll (el o To g ] 42
R a _ alpap(p—1)+N—1 /
up(x)/ (jr™ = p*IPp (/ d—y)dpdx'
0 S

(rPe + ppo)P N |py — ral [N

IA
S~

on pose p = ro, alors

R _ _
I < /va)/r 1 —o%pgrp- N 1(/ dy’ ,)dodx
= Ja lzl7t o (1+gor)p sy oy — o [NHas

R
P + |1 = ge|pgar(p—1)+N-1 P
= /u(x)/ Rl K(J)dodméﬂ/u(x)dx,
Q 0 Q

o (+ oo el
ou o 11 a|p ap(p—1)+N—1
:/0 11— U(l i e K(o)do
et

= ™ s N—=2
K(o) =21 / sin” 0,
)Jo (1 —20cos() +02) 2"
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Montrons que p < o0.

Il est clair que, quand o — oo,

(|1 _ Ua‘po.ap(p—l)-&-N—l

Qromp K@= e L({1,00).

Maintenant, en prenant en considération que K (o) < C|1—c|~17P% quand s — 1, et en suivant

le méme calcul que dans le lemme [2:3] il en résulte que

1 1 — g@)P ap(p—1)+N-1
/ ( U() g K(o)do < 0.
0

1+ oor)p

Ainsi p < o0.

Par conséquent en combinant les estimations ci-dessus, il en résulte que

P
Igc/ uw(x) ,
Q |zl

Etant donné que u(z) = v(x)|x|7(N;ps), alors

P
r<of @,
a |z —s(p—aq)

Soit By = —ps + (q;p)s7
v(z) —v(y)?
I < dyd
= / / o~ |N+p€|x\ﬂo|y\ﬂo e
p
< //I ( )| N dyda
r—yY 2
_ p
< / / | v( )| ~v— dy dx.
r—Yy 2

RN RN

Ainsi, en utilisant a nouveau lestimation (2.15)), nous atteignons que

[ <09 / [v(x) —v(y)|P dw %ypg

[z —y[NFPs |y

RN RN

et laffirmation suit.

Comme conséquence directe des estimations ci-dessus, nous avons prouvé que

on obtient que

Ju(z) — uly)|P / / o(z) —o(y)lP  dz dy
d dy<C —ps —ps °
/Q q |z —y|NFe -~ IN“” | = [y

Ainsi

[ [ = g < o,
Q

|z — y|Nres

(2.18)
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et le résultat est obtenu. O

Comme conséquence, on aura par la suite l'inégalité de Caffarelli-Khon-Nirenberg "frac-

tionnaire" dans un domaine borné.

Théoréme 2.4. Soit p > 2,0 < s < 1 et N > ps. Supposons que Q C RV est un domaine
borné, alors pour tout 1 < ¢ < p, il existe une constante positive C' = C(, ¢, N, s) telle que
pour tout u € C§°(€2),

p péq £
/ / lulz) — u)l” W Gdy > C /I 2) BT (2.19)
rY Jry |z —y[NPe )Pyl 2872

]

S, * _ pN . N—
Ou psq = N—gs et ﬂ_

N(N—ps)
N <N,

Démonstration. Rappelons que a = ~Y=£S il en résulte que

|u(z)

[P

. Puisque apg , =
Pig

dz < oo, pour tout u € C§°(IRN).

Q
Pour montrer (2.19)), nous allons utiliser 'estimation (2.18]) et 1'inégalité de Sobolev fraction-

naire.

T(r). Par (2.18)), on obtient
€T (e

|u1 (%) — ua (y)|? / / u(z) —u(y)|P  dz dy
c(Q / .. drdy < N T N_pi
) ala |z—y/Nte Y |z — y|NHPs ) 55" 7

RN RN

Fixons u € C§° () et définissons uj(z) =

Maintenant, en utilisant 1'inégalité de Sobolev, il en résulte que

/|U1 pqux)psq </ Qul() ui (y)|” dz dy,

oup;, = Npi\; -. Par conséquent, en remplacant u; par sa valeur, on obtient

(@) [P : lu(z) —u(y)|” dz dy
( T Jf p q <C — N+ps ﬁ B (220)
A |2|*5.a RN JRN \:v y| 2|7 |yl

Si on pose § = N;p ® = ¥, alors l'inégalité (2.20)) peut étre écrite sous la forme

( Ju(

Z‘) Ps.q m Psq <C/ / )lp dx dy (2 21)
|x|26p:p’ RN JRN \1?* |N+’”s ] Jy|?” .

O

Dans le cas ot Q = RN, pour avoir une généralisation "naturelle’ de I'inégalité classique
de Caffarelli-Kohn-Nirenberg obtenue dans [34], on considére une classe de "poids admissibles

". Dans cette direction on a le théoréme suivant :
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Théoréme 2.5. Supposons que 1 < p < % et soit 0 < B < ngs, alors pour tout u € CSO(RN),

on a
lu(z) —u(y)|P dz dy |u(x)|p§ z
> @) )7

/ |z — y|N+ps |z|8 |y|8 — (5)( ‘leﬁ% :c) (2.22)
RN RN
on p; = {5 et 5(8) >0

Démonstration. Soit u € C{)’O(BN ), sans perte de généralité, nous pouvons supposer que u > 0.

u(z)|Ps
En utilisant le fait que g < ng 5 on obtient facilement que |(7)p* dxr < 0co. A partir de
2%
maintenant et pour Simplifier I’écriture , on note par C,C1, Co, ... toute constante universelle
u(z
qui ne dépend pas de u et qui peut changer d’une ligne & Pautre. On pose a(x) = (()),
wilxr
28
wy(z) = |z| ™ , donc
u T
( Jule )p /|up< dx & (2.23)
w2
En utilisant I’inégalité de Sobolev, il en résulte que
2 () — ()P
e \B () — a(y)
s( / af? de) " < / i dady, (2.24)

RN RN RN

Pour obtenir le résultat souhaité, nous devons juste montrer que

/ a@) = a)P ;o <C/ ‘ u)l” dv_ dy (2.25)

|z — IN“”S x - IN“”S []? [yl?
RN RN

pour une constante positive C.

En utilisant la définition de 4, on obtient

/ u(z) —uy)|” do dy / / jwi (w)i(z) —wi(y)ay)|” de  dy
— y|N+ps B lylB _ . |N+ps z z :
i [z —y[VFPe 2|7 [yl e |z — y|N TP w? (z) w? (y)

Notons que

lw () () — wi(y)a(y)[” 1 1

2=y E @) w ()
1
|(a(x) — a(y)) — wi(y)aly)( - )|° 2
wi(z)  wi(y) wi(@)\* _ 7
‘x_y|N+ps <’U)1(y)> —fl( 7y)

Dans la méme direction nous obtenons que

wi(z)i(z) —wi(yay)? 1 1
|z —y|NPe

|(a(y) — () — wi(@)()(— p— o)\ -
— 1(y)  wi(2) (wl(y)> = Fya).
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/ / i, ) dady = / / folw, y)dady,

RN RN RN RN

Puisque

nous concluons que
u(@) —u(y)|P dv dy 1 z 1 .
/ WWW =3 fi(z,y)dzdy + 3 fa(z,y)dxdy.
RN RN RN RN RN BN
Notons que

P
2

)

At = (2

w1 (y)
a(z) —a(y)?  |a(z) —ay)[P—>

=g P g g (a(x) - Y)W (s ~ o )
N 1 1
+C(p) |W1(y)u(y|i(iu 1y(|gfv)+; wily) W} 7
Par conséquent
e ()
o) = Sl = S s a0) o - )]

Par 'inégalité de Young, nous obtenons 'existence de C1, Cy > 0 telles que

o= ()"
)P

o ) (s
i) — )P 0@ )
T i w7

Dans la méme direction et en utilisant le fait que fl, fg sont des fonctions symétriques, on aura

falay) > (”’1@))g x

wi ()

_ 1 1 »
[ ja(x) —ay)l” 02|w1($)”(m)(w1(y) @’ |
|z —y|NtPe @ — y|[NFPe ‘
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Ainsi nous avons 'existence des constantes positives C1, Cs, C3 telles que

s |z —y[NFPs |8 [y|P —

o[ B (2 (st o

[ [ v e dy

wr(o\ § 01T (o = )
] [ () e
¢ (2)i(2)(—— — —— )P
o [ ()
RY IR

Puisque

on obtient

() — ()P fu(x) — u(y)? dr dy
/ v g W= // FEPLETREIME

RN RN RN RNl .
g lwi@)ay)(——= — —=)IF
wl(x) 2 ’lU1(CL') wl(y)
+C2B{ R/N (wl(y)> |z — y[NFas ldady (2.26)
1 1
2wy (z)a(z)(—— — ——)IP
wi(y) 2 wi(y)  wi(w)
s / / (wl(x)) |z — y|N+tas dzdy.
RN RN
on pose
1 1
y Js (@)(0) (—— — —— )P
_(w®))? wi(y)  wi(z)
g1(z,y) = (wl(x)> [V
et
1 1
2 Jwi(y)a(y)( - )P
_ (@) @ )
92($,y)— (wl(y)> \x—y|N+pS
Il est clair que
/ / g1(z,y)dzdy = / / go(z,y)dxdy,

RN RN RN RN

donc, pour obtenir le résultat désiré, nous devons juste montrer que

u(y)|” de dy
dzdy < C _—
//91” v // |x—y|N+ps EEATE

RN RN RN RN
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En revenant a la définition de @ et wy, nous atteignons le résultat que

28 28
lu(@)P|lz|? — |yl >

gi\r,y) = .
|3yl |a — y[ NP

Par le méme type de calcul que dans la preuve du lemme on a

/ / 91(z,y)dzdy

RN RN

)|z ¥ — [y| 7

x?’ﬁ B €T — N+ps dxdy
| 1% lylPlz — y|

28
|12/ — 1y
= |a:\36 / Pl g )

/|_

on pose r = |z| et p = |y|, donc z = ra’,y = py’ avec |x ly'| =1, alors

28 26 |P
|u(x)|P</ (Ix\P = lyl™ Y
- y) T =
s | |38 |y|B|z — y|Ntes

|fr p —pp |PpN 1 danl(yl) wla
| = e | e

y'|=1

on pose o = 2, alors

‘|€E|p—|y|p i\ |u(x N1 1 () do |
|x|3ﬁ /|y|ﬁ|x—yN+ps )iz = W /|1 o7 o (0) do|da,
RN

ou K est défini dans (3.19).

En suivant les mémes calculs de l’estimation (2.6)), on peut prouver que
oo
/ \1—Jp| oN 1P K (0)do = Cs < o0,
0

il en résulte que

u(x)P
/ /gl(z,y)d:ﬂdyz Cs msdx.

RN RN RN

Maintenant, en utilisant 'inégalité (2.8)), on obtient

|u( y)IP dz dy
[ [oeoasen [ [ RO (227

RN RN RN RN
combinant (2.23|), (2.24f), (2.27)) et (2.26]), nous obtenons le résultat désiré. O

Dans le cas ou 2 est un domaine borné régulier contenant 1’origine, on a la version suivante
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du Théoreme 2.5

Théoréme 2.6. Supposons que €2 est un domaine borné régulier avec 0 € €, alors il existe

une constante positive C = C(Q, N, p, s, 8) telle que pour tout ¢ € C§°(2), on a

|9(x) — ¢(y)|P dx dy lp()PF &
N 53 = C PR dr) ™.
~/Q Q |l‘ - y|N+ps |x|ﬁ |y|5 - (Q |.’E|26p75 ) (228)

Démonstration. Soit ¢ € C3°(2) et on définit ¢ comme étant extension de ¢ dans R” donnée

dans le Lemme et utilisant le fait que €2 est un domaine borné régulier, on obtient

|9(x) — ¢(y)[P daxdy )%.

B| x o < (@) <
195y < Calldllemsey < €[ [ RGO L2

QJQ

Maintenant, en appliquant le Théoreme A ¢, il en résulte que

|z —y[NFPs |z|8 |y|P —

/ |¢('r)_¢(y)|p dx dy >S(ﬁ)( ‘d)(jﬂ)g dl’)%
RN RN RN “’E| P

Ainsi, en combinant les estimations ci-dessus on obtient le résultat désiré. O

2.3.2 Partie2:Lecas1<p<?2

Le cas p € (1,2) a était étudier dans [7]. On utilisant une approche similaire a la premiére
partie, les auteurs ont démontré une version de I'inégalité de Hardy-Sobolev amélioré. Pour la

complétude de notre étude on va inclure ici la preuve de cas p € (1, 2).

Commengons par prouver le Lemme suivant.

Lemme 2.5. Soit u € C°(IRY) et on définit w(z) = |z|~* avec o = %. considérons
v(z) = M, alors pour tous 1 < ¢ < p, on a
w(z)

|z — y|N+as |z — y|Ntas

/ /Mw(x)gw(y)%dxdyZC/ Md:cdy- (2.29)
RN RN

RN RN
Démonstration. Le co6té gauche peut étre écrit comme suit :

W@ vy ) - w1
g V@20 Ty (w@we)E

M w(z) —w b P
!(U(w)—u(y))—w(y)( (z) —w(y))| (w(y)>2

|z —y| N+
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De la méme maniére, grace a la symétrie de fi(z,y), il en résulte immédiatement que

u(z) P
|(uy) — u(z)) — (w(y) — w(z))] 2
o) = v @ ey w(z) w@ )\ _
= (e w) e (45" = e
Par conséquent, nous pouvons écrire I'intégrale du terme ci-dessus
H(v) := / Ww(x)gw(y)gdxdy
RN RN

1 1
= 5/ fl(w7y)dxdy+§/ / Ja(x,y) d dy.
RN JRN RN JRN

Nous définissons les quantités

et

)+ (58) =

Il est clair que Q(z,y) < 5 et Q(z,y)D(z,y) = 1. Ainsi, on obtient

Do) = (

fulwy) > CQa.y) (;‘jgi) Y

l|u(m) —u(y)|P +p|u(x) —u(y)["? <u(33) —u(y), M(w(gg) - w(y))>] .

|x — y|N+as |z — y|N+as w(y

~—

Il en résulte que

r
2

u(z) — u(y)\p}

|z —y| N

hay) = [CQ(x,y)(“’(y)>

w(z)

ya
2

- ot (22 A 0 )

Le méme argument appliqué a f, donne

e = [ean (355) ]

= [peate (U8) T MOZSOE 1 4) - wie]
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En combinant les deux estimations ci-dessus, nous obtenons

w)\* (w@)) ) lu@) -~ u@)?
— e [ ] et (B ) MR M (o) ~ w)] dedy
B oy (@ F ) )l @)
o [ ] et () IS M o) o) de dy
Ainsi
Hwv) > C vl drd
B RN JRN |CC— |N+qS Y
(2.30)
- Ci(p) /JRN /ZRN (h1(z,y) + ho(z,y)) dz dy,
ha(e,y) = Qo) ()7 e Z Wl wlo) oy,
tates) = Qo) (23 ) IR A (o) - w(o))
Puisque hi (z,y) et ha(z, y) sont des fonctions symétriques, nous avons juste & estimer /JRN o ha(z,y) dx dy.

Dans ce but, nous utilisons 'inégalité de Young qui donne

|I)
ho(z,y)dedy < / / dx dy
/ZRN /RN RN JRrY Ix - yIN”S (2.31)
[ ctasa
RN

avec

| u(x) i |(w(z) — w(y)”

|z —y| N+

Nous affirmons que

|U 3 P
I —/RN IRNny dxdy<0// pr |N+qs w(z)2w(y)? dedy.

RN RN

En effet, notons que
B (@) (o)) — )P
r= /JR/JR g (e @y W

a al|p ap(p—1)
/ up(x){/ ||| |y|*| |y - dy} da.
RN rr ([2]oP + [y|oP)P |z — y|Ntas

Pour calculer l'intégrale ci-dessus, nous suivons les arguments utilisés dans [48]. On pose y = py/’
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et x = ra’ avec |2'| = |y/| = 1, alors

a _ |ylelp ap(p—1)
RN ry ([2]o? + [z[*P)P [z — y|NHas
%) « o o —1)+N-1
— / up(x)/ (|Ir> = po|pporte— Dt (/ d_y’)dpdx.
RN 0 (rPo + pP)P sv-1 |py’ — ra/|Ntas

on pose p = ro, alors

I = / u’(z) /°° |1—U“\P0“P(P‘”+N‘1( / dy’ —)dods
ry |27 Jo (1 +oor)p sn-i |y’ — af|Ntas

B uP(z) [ |1 —o®Pger-1+N-1
— /JRN 2] /0 5 oor)p K(o)dodx

P
_ M/ u (x)dx,
Ry ||

11— 0a|pgap(P*1)+N*1
= ey

ou

K(o)do.
Comme dans la preuve du lemme on peut montrer que 0 < p < oo. Puisque u(z) =

v(x)|m\_(N;ps), on obtient
_ |v(@)[”
L= o vt

soit By = M52 + Lgp)s,

on obtient

w(y)? dz dy.

(NS

I = C/ \x— |N(+q)5!pw(x)

RN RN

et Paffirmation est obtenue.

Comme conséquence directe des estimations ci-dessus, nous avons prouvé que
/ / W dx dy <C/ —v)l” w(z)Ew(y) 2 dedy (2.32)
RN JRN |:c — |N+qs |x _ |N+qs
RN RN

qui est le résultat souhaité. O

Le premier objectif principal de cette section est d’étendre 'inégalité au cas p < 2.

Précisément nous prouvons I'inégalité suivante (I’état fondamental)

Théoréme 2.7. Soit p < 2,0 < s < 1 et N > ps. Supposons que 2 C RV est un domaine
borné, alors pour tous 1 < g < p, il existe une constante positive C' = C(£, ¢, N, s) telle que

pour toute u € C3°(12),

[NS]

ho(u) > c/ i Ww(z) w(y)b dxdy. (2.33)

Q
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Démonstration. Rappelons que (comme dans le lemme [2.5))

Al @bt = Al = fale)
ou ( )
(@) — uly)) — =L (w(z) — w(y)|”
w(y) w(y
Ji(z,y) |z — y|N+as (w(x))
et ( )
|(uly) — u(@)) — = (w(y) — wiz))|”
_ w(zx) w(x)
f2($7y)— |I_y‘N+qs (w(y)> :

Nous définissons les sous ensemble de €2 x €2,
Dy ={(z,y) € A xQ:w(y) <w(x)} et Do={(r,y) € QxQ:wx)<w(y)}

Alors

[ [ D syt
Q

o |z —ylNtas

/ file,y) dady + / fol,y) de dy
D1 D2
= J1+ Js.

Nous allons d’abord estimer J;. Pour cela on pose

(o) = ) = ) = 2 (e~ w)]” (42

Nous réécrivons I; sous la forme

h(z.y) ) )~ ) e (2’
R 2 \w(x
(|u(x) —u(y)| + |ZJ)((Z) (w(x) — W(y))|)(27p)§ (z)
(o) ) + S te) =)

En utilisant 'inégalité de Holder, il en résulte que

/Dl p = <//Dl |z — y|N+os(ju(x) — uly)| + |
<//D1 z—y |(Je)+iz:](x)_w(y)))pdxdy>2?_
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En utilisant la remarque nous arrivons a

(I(u(z) - u(w))| + |“((y))<w<x> ~ w(y))|)Pdrdy

w(y
<
//Dl |z — y|Ntas -

u(y)
|ty (W(@) — w(y))Pdudy
Cl/ / |J$— |N+q9 + lz — y[Ntas < C(Q)Hq(v).

Nous traitons maintenant le premier terme dans (2.34)). Puisque w(y) < w(z) dans D;, puis

en posant t = Zgz; et a = UE;; on obtient

u(y) 2
(‘u(m) — u(y)| + |Z((?) (w(z) — w(y»‘)(z ) w(@)

w? (@)[o(y)[Pla — 1%
(la =t + 1 —¢[)?>=P

< W@l (Ja—tF = (1 =17 (a’ — 1))
w(

= wP(x)|v(y)lP ﬁ 7y) _Mpfl Mp_w(y)
= @RGP w0 s )

= Ju(z) —u(y)]” - (w(=

~
|
S
—~
<
~
~—
’G
l\?
—~
g
—~
8
~
|
g
—~
NS
~—
~
—~

En utilisant le fait que, pour tout (z,y) € RN x RY,

u(z) = u(y)|” = (w(z) — w(y))"~*(w(z) — w(y))(

il en résulte que

// w(y)
D J — g N+as (fuz) — ul)] + | w(z) - w(y)))2-r U@

1|x

/ / y))[Pdxdy
RN JBN |$— \N”S

(et — B () — wly) P2 (w(x) — wly))dedy
/IRN /JRN

o=y

IA

Cela implique que

/ [ h@dady < C@BF H (). (2.35)
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De méme, par des arguments de symétrie nous obtenons

/ [ paw)dndy < C@ME H o). (2.36)
2
En combinant et ([2.36)), on obtient
Ho(v) < C(E (WHE (v).
et ensuite
Ha(v) < C(Q)hs(u)
qui est le résultat souhaité. O

En conséquence, nous obtenons 'amélioration de I'inégalité Hardy suivante.

Théoréme 2.8. Supposons que les hypotheses du théoreme sont vérifiées, alors pour tout
1 < g < p, il existe une constante positive C = C(Q2, ¢, N, s) telle que pour toute u € C3° (),

|u( I
>c// |z7 |N+qs dz dy. (2.37)

Démonstration. La preuve est obtenue en combinant les résultats du lemme et le théoreme

23 0

2.4 Extension au cas [ <0

Il est clair que les résultats précédents restent vrais si on arrive a prouver une inégalité de
type Hardy-Sobolev avec poids.
Rappelons que I'espace W3* (IRN) est définie par

dx o(y)|P dxdy
8,0 N N
WSP(RY) := {qbeLP(JR //]RM Ifc— |N+ps EHRE <+oo}.
Pour —ps < 8 < 0, on peut montrer que Wj;" (IRN) est un espace de Banach doté par la norme

gy = [ BN S ([ 0l ol dady
WD =\ P o e )

et que C(RN) C Wg’p(lRN). Par contre, si 8 < ps, alors C°(IRY) ¢ Wg’p(RN) et par

conséquence Wj3" (IR™) n’est pas bien défini.

Maintenant, en prenant en considération I'inégalité de Sobolev avec poids prouvé dans [4],

nous pouvons définir I'espace de Banach D" (RY) comme étant la fermeture de C5°(IR") par
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rapport a la norme précédente

o(y)|P dedy \7
19l pyr mvy = //]RN |x— |N+PS leﬂlylﬁ) '

Notons que, comme dans [4], nous avons I'inégalité Hardy avec poids suivante valable dans

D3P (RY).

Théoréme 2.9. (L’inégalité Hardy avec poids fractionnaire) Soit —ps < 8 < ng S alors pour
tout u € C°(R™), on a
Ju(@)” / / u(y)l? do dy
or ’y) de < 1RE) — YT , 2.38
( |x\ps+2ﬂ o oS (239

ot I'(7y) est donnée par (2.7))

Notons que I'(7y) est bien définie si § > —ps. Dans ce cas I'(y) > 0.

. N— s .
Maintenant pour —oco < a < =%, nous définissons I’espace

[0 _ [e% p
EL(RY) = du: |z|*u e D*P(RN) i :// ||z u(x) = [y|*u(y)l .
(IR™) {u |z|“u € (R™) ie o = g dzdy < o0

En utilisant 'inégalité de Sobolev classique, nous concluons que Ea(]RN ) est un espace de

Banach et

x . e o — |yl P
S(/ |U($)|p5|l‘|p5adx) v S// ||z u(z) J\%/| u(y)| dzdy.
RN RN |z — y|NHrs

Le résultat principal de ce section est le suivant.

Théoréme 2.10. Supposons que —ps < 3 < ngs, alors E(RY) = Wg’p(JRN) avec o =
26
o

Démonstration. Pour prouver le résultat principal, on doit montrer juste l’existence de Cy,Cy >

0 telles que pour toute u € Cg°(IRY), on a

C1lul

Eo(RN) < ||UHW rryy < Collull g, (ry- (2.39)

Commencgons par prouver la premiere inégalité. Dans ce cas, la preuve suit en utilisant atten-
tivement les calculs dans [4]. Pour la commodité du lecteur, nous incluons ici tous les détails.

Soit
u()

w(z)’

w(z) = |27 = |2| 7, v(x) = (2.40)

alors
lu(@) —u(y)P  |u(@) —u(y)? 1

=y NEPfaFlylP o =y NP (w(a)w(y))

(NS
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et
1 1 P
|U(£C) _ u(y)|p 1 _ ‘('U(.’E) - U(y)) - U(y)w(y)(w - @” (w($)>2
[z =y NP (w(z)w(y))® |z — y|NHes w(y)
= f1($7y>
De la méme fagon nous avons
1 1 p
|u($) o u(y)|p 1 _ |(U(y) - U(I)) - v(x)w(x)(@ - w(m))| (w(y) > 3
|z = y[NFP (w(z)w(y)) |z —y|NFPe w(x)
= f2(1'7y)

Il est clair que

/ fi(@,y) dody = / fala,y) dzdy
IRQN R2N

et

y)|P dr dy / 1//
TIBTE = dxdy+ = dx dy.
//JR“’ |33_?J|N+ps || |$‘B R2N hl@,y)d y+2 R2N Faw,y) dw dy

Puisque

e (29)'

ola) el @) el 1
gV P g (v(x) = v(y), w(y) (y)(w(x) w(y))>
1 1
W)~ )l
+C(p) |x_;|]3+ps ) }

puis en utilisant I'inégalité de Young , il en résulte que

fi(ey) > (“’(‘”))g x

w(y)

1 1 »
[C’ lv(x) — v(y)|P c |w(y)v<y)(@ B @” ﬂ

jz —y[N+ps 2 | — y|[N+ps

avec C1,Cy > 0 indépendant de u. De fagon symétrique, nous atteignons que

) 2 (58’3) x

1 1
o v@ v G

T — N+ps 2 x — N+ps
Y Y

)P
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Ainsi, nous obtenons 'existence des constantes positives Cy, Cs, C3 tel que

L S w2 o L B () (i) Jews

oy & @) (s — e
e [l (0)

o,
wly)  w(x)
o=y |V dx dy.

e (29)

puisgve [ (22)" 4 (2] 2 1 s cbtenons

(y)|P dx dy

da:d < // —_— =

[@w u—yWﬂw Y an m—yWﬂw|ﬂﬂMﬂ
lw(y)o(y)( Ly

e ff () |mﬁ?ﬂf?)lww (2:41)

A CC) s L

vl

Soit

N——
N
=
—~

8
~—

et

N——
N
g
—~~
<
~
=N
<
~
—~
I

g2(,y) = <

|z — y|NHPe ’

alors // g1(z,y)dedy = // g2(z,y)dzdy. Par conséquent, nous avons juste a estimer
R2N IRZN
la premiere intégrale. Prenant en considération la définition de v et w donnée dans (2.40)), on

aura
p

[u(@)P?lal ¥ — [y| ¥
IO = T Bely Pl — Ve

Par conséquent, nous obtenons

|u(z)[” / ‘|x| "=yl
1= dxdy = dy |dx.
//sz 91(y)dzdy |3 ( [y|?|z — y|Vipe y) ’
RN RN

/|_

on pose r = |z| et p = |y|, ot & = ra’,y = py’ avec |z ly'| =1, alors

I i —p IppN ' dH" M) |, [z
ol R

y'|=1
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on pose o = £, alors

—+o0
|u(z) [P 28, Noi-
I= / |$|2/3+ps|: 1—o7 [PoN 71 ﬂK(J)dU]dl’.
RN 0

En suivant les mémes calculs de l’estimation (2.6)), on peut prouver que

—+oo
/\1—0# oN1PK(0)do = C3 € (0,00).
0

Ainsi
|u(z)[?
z,y)dzdy = C: ————dzr
//]Rm 91(z,y)dzdy = Cs / PR
RN
Maintenant, en utilisant I'inégalité de Hardy fractionnaire avec poids donnée dans le théoréme

nous concluons que

(y)|P dz dy
T ydxdy<04// —_ = 2.42
J/ o TS 242
En Combinant (2.42)) et (2.41)), nous obtenons
u(y)|P dz dy
d dy < C; — o 2.43
[ EEmR <o [[ SRR 249

d'ot Clull g, () < lullvws» vy avec C>0.

Nous traitons maintenant la seconde inégalité (2.39)) . Notons que

o(a) vl |®) @) - ey

| —y|NFes 2 |z —y|VHPe [(w(w))p (w(y))?

L o i@ w1 L]

M—MN”S[WQWP+OMMV

_02< 1 )p w(y) — w(z)” | ()|,,_C3< 1 )plw(x)—w(y)|p|U(y)|p.

(v) |z —y| NP () () |z — y| NP Tw(y)
Puisque
[ 1 + 1 } S 1 1 _ 1
(w(x))P ~ (w(y)Pd = (w(x)% (wy)E ~ |zflyl?’
alors

[o(@) v o  _ lul@) —uy)P

|z — y|NFps = g — y|NFps|gBly |8

—02< 1 )p wly) = wl@))” ulz) , C3< 1 )plw(x)—w(y)|p|U(y)|p_

W)/ |z —yN+re tw(z) ()] lo—ylV*Ps Tw(y)
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Par conséquent, nous concluons que

u(z) — u(y)|P dedy _ / / ()"
C ——————dxd
1//1RZN [z —y |N+1”|x|ﬁ|y\5 rY JRY Iw— INﬂ” /
|
|

+C, //]Rw (wl >P IwizyNip)slpu((i Pdady + Cs // (w(lx >p lwiiyﬁ%);ﬂ?((z)) Pdedy.

Comme dans le premier cas, nous définissons

. (LN ) lw(y) - w(@)P
91(1'7y)— <w(y)) |w(m)‘ |x—y|N+pS

et

N (1N uy) plw(e) —w(y)P
92(5C7y)—<w(x)> |UJ(y)| |$—y|N+pS 9

alors / / g1(z,y)dzdy = / / g2(z,y)dzdy, et
IRZN RZN
28
121~ 1y

. lu(z)|?
y)dady = ( d )d .
//Rw (e, y)dwdy EE: PPz — y|NFes V)T
RN RN

Ainsi, comme dans le premier cas,

. -~ lu(@)[P lv(z)|?
//BZN g1 (z,y)dzdy = Cy / ‘$|2ﬁ+psda: =Cy / o] dx

RN RN

oun Oy = 0 1 - o |p0N 1=28K(5)do € (0,00). Maintenant, en utilisant l'inégalité de
Hardy fractionnaire dans le théoréme pour v, nous obtenons

2) = v . (2.45)

< LI S A . AL
//m et [

Combinant (| - ) et (2.45]), nous arrivons a
u(y)P dz dy

d dy > C —_—
//Rw Ix*yIN“’S //RZN Iz*y\N“’S ] Jyl?”

Par conséquent, nous concluons.
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Chapitre 3

Problemes avec un opérateur

p-laplacien fractionnaire

Ce chapitre est le développement d’une partie de ’article [4] ainsi que les ré-

sultats obtenus dans [1].

3.1 Introduction.

Le but de ce chapitre est de présenter quelques applications des résultats obtenus dans le
chapitre 2, pour cela on a considéré trois problémes, chacun dans une section :

Dans la premiere section nous analysons le probléme suivant

f dans Q,
0 dans R™ \ Q,

(=4); pu

u

u(z) — u(y) P2 (u(x) —uly)) _dy
|z —y|NHPe |z|%[y|?

(=A); gu(z) = P.V./

RN
et f est une fonction donnée. Notre but est démontré I’existence d’une solution, dans un sens
approprié, pour la classe la plus vaste de donné f. En particulier pour f € L'(2). Dans le cadre
local, Vexistence d’une solution "entropique" est prouvé dans [23]. Dans le cas ou f est une
mesure de Radon on a le sens renormalisé, voir [38]. Notre objective est de prouver I'existence
d'une solution entropique pour f € L'(Q). Pour f > 0, on arrive a démontrer que la solution
entropique est unique. Comme dans le cas local, notre idée est de procéder par approximation
et aprés on passe a la limite en utilisant des estimations a priori. Enfin, en suivant ’argument
utilisé dans [42] et [9], si la donnée f est positive, on démontre que I'opérateur (—A)? 5 vérifie
"une version faible" de 'inégalité Harnack.

Comme conséquence, on considéré dans la deuxiéme section le cas ou f(z,s) = As? + g(z),
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s > 0. Suivant les valeurs de ¢ et A on arrive a démontrer I’existence d’une solution "entropique"
pour la classe la plus large de g.
Enfin dans la troisiéme section on étudie le cas de potentiel de Hardy. Plus précisément

nous traitons le probleme

uP !
(—A), gu = /\W +u?, wu>0dans (,
u = 0 dans RV \Q,

ou A < Ay, Comme dans le cas local, nous prouvons 'existence d’'un exposant critique
q+(p, s) tel que si ¢ > ¢4 (p,s), le probléme précédent n’admet pas de sur-solution positive
dans un sens convenable. Pour montrer 'optimalité de 'exposant ¢4 (p, s), nous construisons

une sur-solution convenable dans 1’espace bien choisi suivant les valeurs de \ et g.

3.2 Probleme avec poids et donnée générale

Soit s € (0,1),p>1let0< 8 < %. Pour la simplicité de I’écriture, nous définissons les

mesures .
dx dxdy
di = ——= t  dv = .
HZ e T NPyl

Rappelons que dans cette section on considére le probleme

(=A); gu = [ dans

3.1
u = 0dans RY\ Q. 31)

Puisque, nous avons considéré (3.1 avec donnée générale, alors nous avons besoin de préciser
le concept de la solution.

Définition 3.1. Supposons que f € L*(£2), on dit que u est une solution faible du probléme
(3.1) si pour tout ¢ € C§°(£2), on a

%//D lu(z) — u(y) [P~ (u(z) — u(y))(d(z) — ¢(y))dv = /Q F(2)o(z)dz.

Comme dans le cas local, pour définir la solution entropique, on a besoin de préciser le cadre

fonctionnel et 'espace ou la solution est bien définie. On commence par la définition suivante.

Définition 3.2. Soit u une fonction mesurable. On dit que u € 7;57(9) si Vk > 0 on a
Ty (u) € W55 ().

Maintenant, suivant [I7], on définit la notion des solutions d’entropie.

Définition 3.3. Considérons f € L*(Q), on dit que u € ’7;315’(9) est une solution d’entropie
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du probléme (3.1) si
/ lu(z) — u(y)|P" dv — 0 quand h — oo, (3.2)
Ry
ou

R = {(e) € R % Y st 1 < max{lato)l o)) avee min{lu(o)lJu(s)} < b ow u(u(s) <0},
(3.3)
et pour tout k >0 et v € W7 () N L*(Q) on a

5[ Iute) = )72 ute) = u)Tuute) = ofe) = Ti(uly) = o)l <

(3.4)
/Qf( )T (u(z) — v(z)) dz.

Remarque 3.1. Notons que pour h >> k, et en choisissant ¢ = T},_1(u), on obtient

5[] @) =P @) )G (0(e) = TG ()N <
/f(ﬂuamm<>»m§k/’ £(@)da.
Q lu|>h—k—1

Puisque, dans Dq, on a

[u(z) — u(y) P72 (u(@) — w(y)[Te(Gror(u(x))) — Tu(Gr-1(u(y)))] = 0,
alors en posant

Ry = {(%y) € RY x RY :u(x)u(y) > 0 avec |u(z)| > het h—k—1 < |u(y)| < h},

et
Ry = {(x,y) e RY x RY :u(z)u(y) > 0 avec |u(z)| > het h—k—1 < |u(z)| < h},
on obtient
! Pl —u v x)|dx
s [ @ -ty <k [ i@ (35)
et
L P=H(h — u(z))dv x)|dx
s [ e -t —w@a sk [ i@ (36

Il est clair que

1 — P
2 / /{h_k_l ) <uleren) (u(z) —u(y))’dv <k /|u|>h_k_1 |f(2)|dz, (3.7)
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et
1

2 / [{h“@(mku(ym} (u(y) — u(x))Pdv < k /|u|>hk1 |f(z)|d. (3.8)

Pour prouver l'existence d’une solution "faible ou bien entropique", on va procéder par
approximation. On suppose que f € LY(Q), soit {fn.}n C L>®(Q) telle que f, — f fortement

dans L'(Q) et on définit u,, comme I'unique solution du probléme approximé :

(A3 sun = fulx) dans ,

(3.9)
Up, = 0 dans RV\Q,

Notons que 'existence et 'unicité de u,, se démontre par I’argument variationnel classique
dans I'espace W5'((€2).

La premiere estimation a priori est donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.1. Soit {u,}, définie comme précédent, alors {u,}, est bornée dans l'espace

MP1(Q, dp) avec py = %.

Démonstration. En utilisant Ty (u,) comme fonction test dans (3.9), on aura

3 ) w0 n0) ) ~ Tl < [ 150
Ainsi
/ /D ) | () = ()P~ 2 (un (y) — un(2)) [T (un () = Ti(un(y)))dv < Ck. (3.10)
Rappelons u, = T (un) + Gi(uy,), ainsi, en utilisant 1'inégalité et :
;19//]39 | T (wn () — Th(un(y))|Pdv < M pour tout k > 0, (3.11)

Maintenant, utilisant 1’inégalité de Sobolev avec poids dans le Théoréme [2.5] on aura :

s([ | miw)

Puisque {|u,| > k} = {|Tk(un)| = k}, on obtient que

Py

o p/p;
x|_265dx) < // | Tk (un () — T (un(y))|Pdv < Ck.
Dq

Ty(up)|Pe et
pla € 0 fun| > ) < pla € 95 [Tiun) | = B} < en )y -29% gy,
Q s

- . P —pi-%) o _ e _ Ph _ N@-1)
et par suite, u{z € Q : |u,| > k} < CM7 k ). Posons p1 = p; — 7= = F5, nous

concluons que la suite {u, }, est bornée dans 'espace MP*(Q), du) et le résultat suit. O

Comme conséquence nous obtenons facilement que la suite {|u,[P~2u, }, est bornée dans
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Despace L7 (€2, du) pour tout o < 2 el

Comme dans le cas local, nous prouvons maintenant que la suite {u, }, est bornée dans un
espace fractionnaire convenable, plus précisément on a

Lemme 3.2. Supposons que {u,}, définie comme dans le lemme , alors pour tout ¢ <
N(p—1
M et pour tout s; < s, on

N —s

/ |tn () — un(y)|?
aJa

|z — y[Ntas

dy dr < M.
||yl ?

(3.12)
N(p-1
Démonstration. Soit q < (p—1)

N fixé, puisque 2 est un domaine borné, alors il est suffisant
de prouver que (3.12) pour s; trés proche de s. On fixe s1 tel que

M < B. (3.13)
p—q
On définit w (z) = 1 !
n définit w, (r) = 1—-—F————
(uat () + 1)

olt a > 0 & choisir ultérieurement et v, () = max{u, (), 0}
Dans la suite on note par Cy, Cs,

x),0}.
des constantes positives indépendantes de u et qui peuvent

changer d’une ligne a autre. En utilisant w,, comme fonction test dans (3.9)), on obtient
1 s
3 |un () = un ()"~ (un(z) — un(y))
Dq

(u () + 1 — (uy

A (y) +1)°

(uih (@) + 1) (uz () + 1)° d”</ fl@
donc

J [ tialo) = )20t = o)

Soit v, (x) = w,}! (z) + 1, puisque

[t () = ()P~ (i () = () ( (0 () + 1) = (]

it (2) = () P2 st () = () (Cf (@) + 1) = (i (9) + 1)*)
[on(®) = 0P (Wa(@) = va(y)) (v (@) — v (W),

Par , il en résulte que

/] Ion(e) ~ v )20

(@) — o () (2L = m )

Maintenant, en utilisant le fait que v, > 1 et par 'inégalité , on obtient que

p+«'x 1

// ) —on T ()P

dv < (C,.
vg >va<y> =

(3.15)
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On définit que q; = ¢°+ < g, et en utilisant I'inégalité de Holder, il en résulte que

/ v () = va(y)|? dy dx
Q

T e P
/ / |vn - vn )|q ('Un(.’b) + vn(y))a7 (vn(x)vn(y))”‘ |£E _ y|(‘Z*Q1)S —dy dz
\w —yl* (on(2)on ()™ (vn(2) +vnly))* 2|2yl |z = y|

[0n (&) — 00 () P (0 () + 00 ()", N4
// |x—y|N+P (on@)a (1)l dy ds)

// Un (T +Un (y)*~! (vn(x)vn(y))aﬁ = gl dy dx )T
(n(@)vn(¥))* (v (z) + va(y)) @ Ve |z — y[N |5 |y|?

(3.16)
Maintenant, En utilisant 1'inégalité algébrique (1.13)), on aura
p a—1 pta—1 pta—1 p
[un (@) = vn ()P (vn(x) + vn(y)* " < Clop(z) 7 —waly) » 7.
Ainsi, en prenant en considération que Q x Q C Dgq et par (3.15)), il en résulte que
_ p a—1 a
(] [ e ijx Do) 4 )
‘.73 _y‘ pe(vn(x Un(y ) | ‘ |y|
[on(2) 5 = vn()™ 3
n n dy dx) e
//DQ |z — IN“’S(vn(x)vn(y)) \xlﬁlylﬁ
Donc revenons a (3.16)), on aura
// |vn(z) —vn(y)|? dy dx <
Do |z —yNtes |z|Plylf
)) )p q _a_ 1 dy dx %
(@) + 0a (1)) 7" grEr )"
[, (Gt r oty P = P
Par l'inégalité (1.11)), on a
vn(x)vn(y) « a+1 a+1 a+1
vp(2) + v, () (————=) " < c(vp(z) + va(y < e () 4+ coun T (y).
(00(a) + 0n0) () < el (a) + 00 (9) ) )
Par la suite,
/ vn(2) — vn(y)|? da dy
aJa |33 - |N+qq1 |lz|Plyl? ~
<a+1>q a+1)q -
// "7 (x)dx dy = // "q (y)dz dy )%
_bps (q q1) _pS(q q1) :
Q Ix—y\N leﬁly\ﬂ 9 Iw—yIN || |y|?
(3.17)

Il est clair que
(a+1)q (at1)q

// v "7 (x)dx dy _// v """ (y)dx dy
_ps(q ql) - _P(‘I 01)
/o N j2[Plyl? Jese Y ] Py

|z —y| lz — 9
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Ainsi, on doit estimer juste le premier terme.

(G+1)q (a+1)q
// "7 (x)dx dy _/ v 71 (x)da:/ dy
_ps (q q1) B ps (q ru)
2z — y\N jafflye Jo o] 2 g -y VT s

Puisque €2 est un domaine borné, alors Q CC Bg(0). Ainsi

(a+1)q (at1)q
n? ¢ (z)dx d P—a d
/ / N_PS (q )fns)c . < / = |x5(x) dx/ zig(q 411)
2|z —y| |z|Ply|? /Br(0) Br(0) |z —y| lyl?

ot v, = 1 dans Br(0) \ Q.

On pose r = |z| et p = |y|, alors . = ra’,y = py/, o |2/| = |¥/| = 1,
Soit
1 —
S (OZ+ )q et 0 — ps(q ql). (318)
pP—q pP—q
Ainsi
)dz d ) d / dH" ! (y
x x "
// Negﬁ</ ﬁ/ / /p/(:lzjv)—e dp.
o =WV = S 7 ) | ] TR
y'|=

p
on pose o = —, alors
r

R
/ / vydedy / vi(x) do / N—p-1 / dH" ') |
—_— ag —_— ag
Q\m—y\N al?lyl? = a2 o — oy [N 7

y'l=1
uT 7 n—1(,/
< / M/gzwﬁfl / AHTTW) g
Br(0) |$|25 6 ‘x/ _ UyllN—O
0 y'|=1
On définit .
dH" " (y')
K(U) = ‘I’*O'y/|N797
ly’|=1
comme dans [48], on définit
N-1 T . N—2
T2 sin® 7#(&)
Ko(o) = 2%~ / e, (3.19)
B(EEE) Jo (1 —20cos(§) +0?) =R

Notons que Ky(o) < C|1 — o]+ quand 0 — 1 et Ky(0) = 0~V quand ¢ — .
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Par conséquent, on aura

// x)dx dy <
alz— IN ME

E
Lo / N () do+ [ e [ Koo
B ; BR(O)\B%(O) |~”U\ ;

R
Rappelons que r = |z|, alorssiz € BR(O)\B% (0),ona — < 3. en prenant donc en considération
r

que 6 > 0 et le comportement de Ky au voisinage de 1, on obtient que

Sl

3
/UN‘ﬁ‘lKe(U) do < Cy /0N_ﬁ_1|1 — | do = Cy < 0.
0 0

Maintenant si r = [z| < &, on a

3 -
/ N=b-1Ky(0)do = /O'N_ﬁ_lKg(O')dO'+/0’N_’8_1K9<0')d0'
0 0 3

A
&
—+

/‘\

N———

iS)
o~

Q

v
=
4
L
3
Q

&

Q

ou a > 0 a choisir ultérieurement.

Puisque

/ N=B-a=lg,(0)do < /UN_ﬂ_a_lKg(O')dO',
3 3

en utilisant le fait que oV P~ 1Ky(0) ~ 071779 % quand o — oo, choisissons a > 6, il en

résulte que [~ oV 1K (0)do = C3 < oo.

Maintenant, en revenant & (3.20)), on aura

//mx— o (9|)|ﬂ| EA

<(C dr + OQRa/

Br
5

v ()

|26-0 | Ja2F+a=a dx (3.21)

Br(0) |$

vy ()
< —ny’ .
< C(R)/B s

Puisque ¢ < (p 1) , on peut choisir o > 0 dans (3.18), tel que 7 < &= 1;);5 , ainsi en utilisant

le lemme 3.3} et I’ megahte de Holder, on trouve que



3.2. PROBLEME AVEC POIDS ET DONNEE GENERALE 69

(z) / vr()
< 22
//DQ |z — |N u|x\6|y|ﬂdy dz < Ce . 250 dz < C7 pour tout n (3.22)

r(0) |;L‘

Par (3.17)) et (3.22)) on conclut que :
// uy (2) — u (y)|9 dy da // [un () —un(y)|? dy dx <c
< Cs.
\l‘—le*q“ |z[Plyl? ~ |z —y|Nras Ja|PlylP

Dans la méme direction et en utilisant 1 — ——————— comme fonction test dans (3.9)), on

(un () + 1)

|uy, () — u, (y)|? dy da
<C.
// Im— \N+q31 =[P lylP

En combinant les estimations ci-dessus, on trouve

obtient que

_ q
/ |un () Iivin(y)l dy dx <C
ala |lr—yNter |zlBlyl8

et le résultat suit. O

Remarque 3.2. Comme conséquence on obtient ’existence d’une fonction mesurable u telle
N

que Ty(u) € W5H(Q), |ulP~?u € L7(Q, |x|~* dx) pour tout o < N s Te(uy) — Tr(u)

faiblement dans W3'7 ().

1l est clair que u,, — u p.p. dans , comme u,, = 0 p.p. dans ZRN\Q, alors u = 0 p.p. dans
RM\Q.

Notons que par le lemme on conclut que

[ [P~ %, — |u[P~%u fortement dans L*(Q, du) pour tout a < I .
—ps
Soit

Un(2,y) = |un (2) =un ()P (n (@) —ta(y) et U(z,y) = [u(z)—u(y)["~(u(@)—u(y)). (3.23)

Puisque © est un domaine borné, alors par le résultat du lemme [3:2] et en utilisant le lemme

de Vitali, on obtient que

U, — U fortement dans L*(Q x Q,dv).

Nous pouvons maintenant démontrer le premier résultat d’existence.

Théoréme 3.1. Supposons que f € L(Q), alors le probléeme (3.1 a une unique solution u
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Np-1)

N et pour tout s; < s,

telle que pour tout ¢ <

() — a1
dy dx < M. 3.24
L o g PPy S (3.24)

et Ty(u) € W (), pour tout k& > 0. Sip > 2 — %, alors u € W5s?(Q) pour tout 1 < ¢ <

N(p-1)

, et pour touts; < s.
N — p 1

Démonstration. Notons que 1'estimation (3.24]) suit en utilisant le lemme et le lemme de
Fatou.

Fixons ¢ € C3°(f2), et prenons ¢ comme fonction test dans (3.9)), il en résulte que

;/:éﬂlw“”“"@>p2wnw)u4wx¢w>¢@»wfA;ﬁxm¢@wm, (3.25)
on pose ®(z,y) = ¢(z) — ¢(y), par 7 on a

;//DQ U(x,y)é(x,y)du+;//DQ (Un(:v,y)—U(az:,y))fb(:n,y)dv=/Q fu(z)p(z) dz.

(3.26)
Il est clair que
fu(@)p(x)de — [ f(x)¢(x)dr quand n — oco.
Q Q
Nous affirmons que
// (Un(x,y) - U(ay))@(&y)du — 0 quand n — oo. (3.27)
Dgq
comme u, — u p.p. dans §2, il en résulte que
Un(2,y)®(x,y) Uz, y)®(z,y)
— .p. dans Dq.
e =y PP Tyl P ’
En utilisant le fait que u(z) = u,(z) = ¢(z) = 0 pour tout = € R™\Q, on aura
/ / (Un(z,y) = U(z,y))®(z,y)dv = 0.
RVN\Q JBRN\Q
Ainsi
|| W -veseni = [ [ U - V)i
Dq QxQ

RrRN\Q Ja oJrM\q
(3.28)
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En utilisant le lemme [3:2] et la remarque [3.2] on obtient facilement que
I;(n) = 0 quand n — oo.
Maintenant pour I»(n), il est clair que pour (z,y) € @ x Bg\ Q, on a
(Un(2,y) = Uz, 9)@(@,y)| < (Jun(@) P~ + |u(2)P~)|¢(2)| dans Q x Br\Q.

Puisque
1
- <
sup o [N =

{z€Suppg, yeBr\Q}

)

alors

(Unl,y) = U y)@(ay) | _ (@) + u@P DI _ (o
‘ |z — y|N+es|x|B|y|8 ’S z[B]y|? = Qnl(z,y).

En utilisant le lemmeet la remarque on obtient Q,, — @Q fortement dans L' (2 x B\Q)

avec

Q(z,y) = 2lu(@) P~ é(x)|| 7|yl ~7.

Ainsi, en utilisant le théoréme de convergence dominée, on aura Is(n) — 0 quand n — co.
Dans la méme direction on obtient I3(n) — 0 quand n — oco. Par conséquent (3.27)) découle et
Iaffirmation est prouvée.

Et par suite, en passant a la limite dans (3.26)) il en résulte que

1
5/ U= | 1@ota) de
Ainsi on conclut. O

Remarque 3.3.

1. Il est clair qu’on a le méme résultat d’existence si on remplace f par une mesure bornée

de Radon v.

2. Dans le cas ou 8 = 0, on aura le méme résultat d’existence et de régularité obtenu dans

[57].

Cas d’une donnée positive : Solution entropique

Si f > 0, on choisit f, = Ty(f), ainsi {un}, est une suite croissante. Dans ce cas nous
pouvons montrer que le probléeme (3.1)) a une solution entropique dans le sens de la définition

B3l Pour cela on a le Théoréme suivant.

Théoréme 3.2. Supposons que f € L}(Q) telle que f > 0, alors le probleme (3.1]) a une

solution entropique positive unique u dans le sens de la Définition [3.3] De plus, u,, est 'unique
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solution du probléeme approximé

(=A)s gun = fu(x) dans Q, (3.29)
u, = 0 dans RM\Q,
avec fn = T,,(f), alors Ty (us) — T (u) fortement dans W;5(9).

Avant d’entamer la preuve de Théoreme on démontre le résultat suivant :

Lemme 3.3. Soit {uy}, et u définies précédemment, alors
Ti(upn) — Tk (u) fortement dans Wy¢(€2).
la preuve du lemme sera une conséquence du résultat général de compacité suivant.

Lemme 3.4. Soit {uy,}, C W;§(2) une suite croissante telle que u, > 0 et (—A)> ju, > 0.

Supposons que {T(uy)}n est bornée dans W7 () pour tout k > 0, alors il existe une fonction

mesurable u telle que u,, T u p.p. dans Q, Tj(u) € W;'5(€2) pour tout k > 0 et

T (un) — Ti(u) fortement dans Wy (Q). (3.30)

Démonstration. Puisque {Tj(un)}n est bornée dans Wy'd(Q2), alors en utilisant la monotonie
de la suite {u,}, on obtient facilement I’existence de u telle que u, 1 u p.p. dans Q, Ty (u) €
W56(Q) et Ti(upn) — Ty (u) faiblement dans W7 (). Puisque (—A)? su, > 0, alors

(=45 gum, T (un) — Ty (u)) <O0.

Ainsi
/ / () — 1 ()P (1 () — 1 (8)) (T 11 () — T (10 (9)))
Do, (3.31)
[ (0 = )7 0 0) = 0 () (T4 (0(0)) T ()
On définit :
I, = / /D 1 () — 2 ()72 21 () — 10 () (T (1 (2)) — T (9)))
L, = / /D i () — 1 ()72 (10 () — 100 () (T () — T ()l

Analysons chaque terme dans I'inégalité précédente. Pour simplifier I’écriture, on pose

Tk (2,y) = [T (un () = Tio(un (9)) P~ (T (wn (7)) — Tio(un(y)))-
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on a

hn = //DS2 Ty (wn (2)) — Ti(un(y))[Pdv
//DQ = Tow(@,y) | (Th(un(@)) — Th(ua(y)))dv

Dans la méme direction, en utilisant I’inégalité de Young on obtient

I, = //D Tz, y)(Tk(u(z)) — T (u(y)))dv
T //DQ = Tn(z :U)] (T (u(z)) — T (u(y)))dv
< //DQ Ty (un () — Ti(un(y))|Pdv + 219//139 Ty (u(z)) — Ti(u(y))[Pdv
+ / | [vnten) = Tt (Butu(o) = Tuutw)ya

En combinant les estimations précédentes, et en revenant a (3.31)) on trouve

o /D Q Tt (2)) — Ti (e (3)) Pl

+ / | [pntaa) = Toste y)} [(Ti(un (2)) = Ti(u(@))) = (Te(un (9) = T (u(w))) | dv
<o /D T W)l
! (3.32)
On définit

Ka(@,y) = [Un(@,) = Tuxe,y)] | (Tun(@)) = Ti(u(@)) = (Tl (y) = Te(u(v))], (3:33)
Nous affirmons que K, (z,y) > 0 p.p dans Dg. Pour le voir, on pose
Dy ={(z,y) € Do : up(z) < k,un(y) <k}, D2 ={(z,y) € D : un(x) = k, un(y) = k}.
Ds = {(x,y) € Do : un(x) 2 k,un(y) <k}, Da={(2,y) € Da : un(x) <k un(y) = k},

alors DQ = Dl @] DQ @] D3 U D4.

Dans Dy, on a Up(z,y) — Tpr(x,y) = 0, alors K, (z,y) = 0. Dans la méme direction, si
(x,y) € Do, on a u(z) > up(z) > k et u(y) > un(y) > k, alors [(Tg(un(z)) — Tr(u(zx))) —
(T (un(y)) — Tk (u(y)))| =0, ainsi K,,(z,y) = 0 dans Ds.

Supposons que (z,y) € D3, alors

Un(z.y) = Ton(,y) = (un(@) = un(y)? ™" = (k —ua(y))”~" 2 0.
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Puisque

[(Tk (un (2)) = T (u(x))) = (Th (un(y)) — Tk(U(y)))} = —(Tk(un(y)) = Ti(u(y))) = 0,

Par (3.33)) il en résulte que K, (x,y) > 0 dans Ds. Dans la méme direction, on peut montrer
que K, (z,y) > 0 dans Dy. Ainsi K, (z,y) > 0 p.p dans Dgq et le résultat suit en revenant a
(3.32)) il en résulte que

lim sup / / (T (tn () — To(un () Py < / / T (u(2)) — Th(u(y))Pdv.
n—00 Dq Dq

Puisque Ty (u,) — Ti(u) faiblement dans W3(Q), alors Ty(uy,) — Ty (u) fortement dans
W56(2) et on conclut.
O

Remarque 3.4.

1. Comme conséquence de la convergence forte précédente, on trouve

/ K, (z,y)dv — 0 quand n — oo.
Dq

2. Soit w, =1 — . etw=1-— T en utilisant w, comme fonction test dans (3.9)),
on obtient
e e, IRC
Ywy (z)dz — x)dx quand n — oo,
//DQ 1+un (1+un fn(@)wn( f(x q
. 1 , o
otw=1-— Tou Pour k > 0 fixé, on définit les ensembles
U

A, = Do N{un(z) > 2k, u,(y) <k}, A= Do N {u(z) > 2k uly) <k},

Il est clair que pour (z,y) € A, on a u,(z) — up(y) > %un(x) Ainsi

p— 1 tp () — un (y)|P A
//Dnu T)xqay (@, y)dr < Ok //DQ 0T un(e (1+un(y))du<0(k). (3.34)

Puisque u,x(a,} — ux{a} p-p dans Dgq, alors si p > 2, on a

UnX{A,} — ux{a} faiblement dans LP~Y(Dq, dv).

3. De (3.34)) on conclut que

v{DoN A, }—//DQM

|/\
Qz
=
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Par le lemme de Fatou, on trouve que
v{DoNA} = / / dv
DagNnA

Maintenant, on peut entamer la preuve de I'existence et 'unicité de la solution entropique

IN

C (k).

de notre probleme.

Preuve de Théoréme [3.2] : Partie existence :

Il est clair qu’en utilisant le Théoréme [3:I] on aura l'existence de u, de plus la convergence forte
de {T}(un)}n dans I’espace ng(Q) est une conséquence de Lemme Pour finir il faut juste
montrer que u est une solution entropique de probleme au sens de la Définition On
commence par montrer . Puisque w, u,, > 0, alors I’ensemble R dans la Définition est

réduit a
Ry, = {(z,y) € RN x RY : k +1 < max{u(z),u(y)} avec min{u(z),u(y)} <k}.
En utilisant T3 (Gg(un,)) comme fonction test dans (3.9), il en résulte que

; / /D i () — 1 () P2 (11 (2) — 100 (0)) T3 (G 11 (2))) — T4 (G t1n ()]l =
/ Ju ()T (Gt (2))) dz < / fu.
Q un>k

(3.35)
Il n’est pas difficile de vérifier que, pour (x,y) € R, on a
[ () — () P72 (un () = un (W) L1 (Gr(un (@) — T1(Gr(un(y)))] 2 0,
Ainsi, en utilisant le lemme de Fatou et , on conclut que
3] 1) =)l ) — u)IT Grlu(w) = T (Gululw)ldr <
linrgioréf% ; [t () = wn (P[P (un () = wn(Y)) [T1(Gr(un(@))) = T1(Gr(un(y)))ldv
< [ r@nGiu) < [ fa)d
Q u>k
(3.36)

Il est clair que pour tout (z,y) € R, on a
u(z) — u(y) P~ (u(z) — wy)[T1(Gr(u(@))) = T1(Gr(uy)] = |ulz) —uly)[P~,
Par la suite, en utilisant le fait que

(x)dz — 0 as k — oo,
u>k
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et par (3.36)) on conclut que

/ lu(z) — u(y)|P~rdv — 0 as k — oo.
Ry

Ainsi (3.2)) suit.

Rappelons que

Un(,y) = |un(2) = un ()P (un (@) = un(y)) et U(z,y) = [u(z) — u(y)P(u(z) - u(y))-

Soit v € Wgg(€2) N L>(), en prenant Ty (u, — v) comme fonction test dans (3.9), on montre

que

3 [, el k@) o)~ Titualy) (o) =

[ 5@ Telun() — o)) e
Q

Il est clair que

/ Ju(@)Tk(un(x) —v(z)) de — / f(@)Tk(u(z) — v(z)) dz quand n — co.
Q Q

Maintenant on traite le premier terme. On a

Un(@, ) [T (un(z) — v(2)) — Ti(ua(y) — v(y))] =t Kin(2,y) + Kan(z,y), (3.37)
Kia(zy) = |(un(2) = v(@)) = (un(y) — @) P~ ((un(z) = v(x)) = (un(y) —v(y)))
X [Ti(un(2) = v(@)) = Th(un(y) — v(y))],
et

KQ,n(Ivy) =
[Un(%y) = |(un(z) = v(@)) = (un(y) — o) P *((un(@) — v(2)) = (un(y) — U(y)))}
X [T (un () = v(2)) = Th(un(y) — v(y))]-

Il est clair que K3 ,(z,y) >0 p.p. dans Dgq, puisque

Kin(z,y) = |(u(z) —v(@)) = (uly) = v(y)P7((u(z) - v(z)) = (uly) = v(y)
X [Ti(u(z) — v(@)) = Ti(uly) — v(y))] p-p. dans Dq,
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comme n — 00, en utilisant le lemme de Fatou, on obtient que

/ [1(u(@) = (@) = (uly) = vE)P (@) - v(@) - (uly) - o@))]  (39)

Dq
X [T (u(@) — o)) — Ti(uly) — v(y))ldv.

on traite maintenant avec K . on pose wy, =ty — v, W =u—0v, 01(x,y) = up(z) — uy(y) et

oa(z,y) = wy(x) — wy(y), alors
Kan(w,y) = [loa(@,9) P~ 201(@,y)~|oa (@, )" 202 (@, )| X [Tt (@) ~0(@) =T (un ()~ ()]

nous affirmons que

/ KQ,n(may)dV —
Dq

/ [U(w, y) = (@) = v(x)) = (uly) = o))" ((u(z) = v(2)) = (uly) = v()))

Dq
X [Ty (u(z) — v(z)) — Te(u(y) — v(y))]dv quand n — co.
(3.39)
Nous divisons la preuve de cette derniere affirmation en deux cas, suivant la valeur de p.
Le premier cas p € (1,2] (Cas singulier) :

Dans ce cas on a
o1 (2, y) P20 (2, y) — lo2(z,y) P02 (2, y)| < Cloi(z,y) — o2z, )P~ = Clo(z) = v(y) P~
Ainsi
| K2n(2,y)| < Clo(x) — o) P Tk (un(2) = v(2)) = Ti(un(y) — v(y)| = Kzn(z,y).  (3.40)

En utilisant le fait que Ty (un) — Ti(u) fortement dans W;§(Q) et puisque v € Wz () N
L (), on obtient

Ko — Clu(z) — v(y) [P~ Tk (u(z) — v(z)) — Te(u(y) — v(y))| fortement dans L'(Dq, dv).
En utilisant le théoréme de convergence dominée on trouve que

/ Ko n(z,y)dv —
Dgq

[ [0 =l = o) = (o) = o) (o) = (@) = () = o)
<[Tu(u(z) — (@) — Ti(uly) - v(o))]dv
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comme n — oo et le résultat suit dans ce cas.
Deuxiéme cas p > 2 (Cas dégénéré) :

Ce cas est plus pertinent. Comme dans le cas précédent, nous avons

o1 (2, y) P2 01 (2, y) — |o2(z, y) P2 02(2,y)
< Ciloi(a,y) — oa(z, y) [P~ + Coloz(z,y)[P 2|01 (2,y) — oa(z, y)|
< Cifo(x) —v(E) P~ + Colv(@) — v(y)l|wn(z) — wa(y) P~

< Cifo(z) —v(E) P~ + Calu(@) — v(y)l[un(z) — ua(y)[P2.

Ainsi

K2 (2, y)| Cifo(z) )P T (un () — v(@) = Th(un(y) — v(y))|

< —u(y
+ Colo(z) — v(y)llun (@) — un ()P Ti(wn(x)) — T(wa(y))]

= Kg,n(l',y)‘i‘ v2,71('1772/)'

Le terme Ko, (z,y) est traité comme Ko, définie par (3.40). Donc il nous reste & traiter
Iv{Q,n (.’t, y)'

On définit
D, = {(x7y) € Dq : Un(x) < ];»un(y) < ];}»

olt k >> k+||v|| est une "trés grande’ constante, alors en utilisant le fait que T (u,) — T (w)

fortement dans W' (Q2), on obtient

Kau(@,9)x (.} — Calo(z) —v(y)llu(e) — u(y)P~*|Ti(w(@)) = Te(w ()X fuie) <k ut<iy

fortement dans L'(Dgq,dv).

Maintenant, on considere ’ensemble
Dy = {($7y) € Dq : un(x) > ki, un(y) > k1}7

ot k1 > k + ||v]|co, alors f(g)n<$,y)X{D2}(£E7y) =0.

Ainsi, on limite I’étude aux ensembles :
D3 = {(2,y) € Dq : un(z) > 2k, u,(y) < k},

ou

Dy ={(z,y) € Dq : un(y) > 2k, un(x) < k}.

On utilisera la remarque [3.4] et 'argument de dualité.
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1l est clair que pour (z,y) € D3, on a
Ko (2, y)x (0 (2,y) < C(k)[v(z) — o()||Tk(wn(@)) = Ti(wa(y))|uh~*(@)x {0y} (2, y)
De la remarque [3.4] on sait que :
uﬁ*2X{D3} — upfzx{u(x)zzkﬁu(y)gk} faiblement dans L%(DQ, dv). (3.41)

Ainsi
et _opzl ! (1)
[|U(l") — v@)[Tk(wn (@) = Ti(wa(y))l| < T|Tk(wn(73)) — T (wn(y))|” + 1;|U(3?) —v(y)"?
< P T (2) = Tulwn )7 + 2 @Al P lo(a) = v(o)P
=: L,(x,y).
En utilisant le fait que L, — L fortement dans L'(Dgq, dv) avec,
_p-1 py 1 p(p—2) p
Ley) = P Tulw(@) - Telw@)P + 5 @l 2ole) o)l (342

Ainsi par (3.41)) et (3.42) et en utilisant 'argument du dualité on trouve

Kauxnyy = Colo(@) — v(y)llu(z) — u(y)lP~2|Ti(w(x)) — Tu(w(y)) X fu(e)>2k,u()<k)

fortement dans L'(Dgq,dv).

Dans la méme direction on peut traiter I’ensemble Dy.
En combinant les estimations précédentes et par le théoréme de convergence dominée, on

conclut que

/ KQ,n(xay)dV —
Do

[U(w, y) = (u(@) = v(x)) = (uly) — o) [P ((u(z) - v()) = (uly) - v()))

Dgq
X [Tk (u(x) = v(x)) = Ti(u(y) — v(y))]dv
(3.43)
quand n — oo et le résultat suit.
Ainsi, par (3.38)),(3.39) et en revenant & (3.37)), on conclut
// U, ) [T(u(z) - v(z)) = Teluly) — o(u))dv <
Dn (3.44)

)Tk (u(z) — v(x)) dx

Q

et le résultat suit. O
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11 est clair que si u est une solution entropique de (3.1)), alors pour toute w € C§°(f2), on a

;//Dﬂ U(J:,y)(w(x)—w(y))duz/ﬂ f(@)w(x)dx (3.45)

ot U(z,y) = lu(x) — u(y) P> (u(z) — u(y)).
Cependant, on peut prouver que (3.45) reste valable pour tout w € W3 () N L>(Q) tel que

w = 0 dans ensemble {u > k} pour quelques k > 0. plus précisément on a le lemme suivant :

Lemme 3.5. Supposons que u est une solution entropique de (3.1)) avec f > 0, alors pour tout
w € Wig(R2) N L>(Q) telle que, pour certains k > 0, w = 0 dans I'ensemble {u > k}, on a

s / [ U - w)a = /Q f(@yw(z) d. (3.46)

Démonstration. Soit w € Wi g(Q) N L>(Q) tel que w = 0 dans 'ensemble {u > ko} pour
quelque ko > 0 et on définit v, = Th(u — w) avec h >> ko + ||w||oo + 1.

Puisque u est une solution entropique de (3.1)), alors pour & fixé tel que k& >> max{ko, ||w]|oc },

on a

%/ /D Uz, y)[Tx(u(x) — vn(x)) = Th(u(y) — va(y)))dv <

(3.47)
/Q f(@) T (u(x) — vp(z)) da.

Il est clair que

/ f(@)Tg(u(z) — vp(x)) de — / f(z)wdz quand h — oco.
Q Q

Notons que, pour & >> ||w||s, on a {u < w—h} = (), donc pour h comme avant, il résulte que

{lu(z) —w(z)] = h} = {(u(z) —w(z)) = h}.

On définit
Ap ={(z,y) € Do : |u(z) —w(@)| < h, lu(y) —w(y)| < h},
By, = {(z,9) € Do : |u(z) —w(z)| = h, [u(y) —w(y)| = h}
= {(z,y) € Do : (u(z) —w(z)) = h, (u(y) —w(y)) = h}
et

En ={(z,y) € Do : (u(x) —w(z)) = h, |u(y) —w(y)| < b},

Fr ={(z,y) € Da : [u(z) —w(z)| < h, (u(y) —w(y)) > h}.
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Alors

/LQW%MHM@%@)TW@)MMMW—[Af[Lf[&+L&

:IAh'i‘IBh —‘r—IEh-FIFh.

Il est clair que

Im=/£Jﬂ%ﬂﬂ@@ﬁ—HW@MWZ/AJN%wWW—w@WV

—// Uuwmmm—w@mw+// U, y)lw(z) — w(y)dv
Apn{u(z)<ko,u(y)<ko} Apn{u(z)>ko,u(y)>ko}

+[/ U@wmmw—w@mw+// U, y)[w() - w(y)ldv
Ann{u(z)>ko,u(y)<ko} Apn{u(z)<ko,u(y)>ko}

= I (h) + Ia(h) + I3(h) + 14(h)

Puisque Ty (u) € W5 §(Q), on a

Ii(h) — // U(z,y)w(x) — w(y)]dv quand h — co.
{u(@)<ko,u(y)<ko}

En utilisant les propriétés de w, on a Iy(h) = 0. En ce qui concerne I3(h), on a

wa:// Uz, y)[w() — w(y)ldv
Apn{ko<u(z)<2ko,u(y)<ko}

+// Uz, y)[w(x) — w(y)ldv
Apn{u(z)>2ko,u(y)<ko}

= J1(h) + J2(h).

Comme plus haut, puisque Ty (u) € W3'§(Q), alors

Ji(h) — // U(z,y)[w(z) — w(y)]dv quand h — oo.
{ko<u(z)<2ko,u(y)<ko}

Pour Jy(h), on a

U, )fw@) ~ w)] < ol |V 0)] = lhollofut) — )|

En utilisant le fait que

// ‘U(x,y)‘du<oo,
{u(z)>2ko,u(y)<ko}

Alors par le théoréme de convergence dominée, on conclut que

Ja(h) — // U(z,y)|w(z) — w(y)]dv quand h — occ.
{u(x)>2ko,u(y)<ko}

(3.48)

(3.49)
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Ainsi, par (3.48) et (3.49) on obtient que : quand h — oo,

B~ [f U(e,y)w(r) - wly)ldv
{ko<u(z)<2ko,u(y)<ko}

U Z, wlx) —w dU
+//{u<w>z2ko,u<y><ko} (@ 9)lwlz) ~wly)]

Par le méme raisonnement on peut traiter Iy(h). Donc

[ Ul y)fn(a) = () quand b o
Maintenant, pour (z,3) € B, on a v(z) = v(y) = h, alors

I, = [ UG Tituta) =) = Ti(uty) = mlav >0,
Et, pour (z,y) € Ep, on a u(z) > h — |[w]|ee > ko, ainsi w(z) = 0. Donc
Bn = B0 {u(y) < h—[[wlloo — 1} U By (1 (b > u(@),u(y) > h— |fil]oo — 1} = Fy () U Ba(h).
11 est clair que pour (z,y) € Es(h), on a w(z) = w(y) = 0, alors
U, ) [Tu(u(a) — o)) — Tu(u(y) — on(m)] = Ul )[T(Gr(u(e))) — Te(Galuly)] > 0.

Ainsi

[ vt - o@) - i) - o w)d =0
E5(h)
Par la suite, on conclut que
n,2 [ UEIG ) - T 2 -2 [ vy

Soit hy = h — ||wl||sc — 1, alors par (3.2) on trouve

// ‘U(x,y)‘du < // ‘U(x,y)‘du — 0 quand h — oo.
E;(h) u(x)>h1,u(y)<hi—1

Ainsi Iy, > o(h).

Avec le méme raisonnement on peut prouver que I, > o(h). Par conséquent, on aboutit &

liminf;/DQ Uz, y)[Ti(u(z) —v(z)) — Ti(u(y) —v(y))]dv > ;/DQ Uz, y)(w(z) —w(y))dv

h—o0

Comme conclusion, on a prouvé que

5 /[ v - w)a < [ e
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Remplacons w par —w dans l'inégalité précédente, on obtient

L vy - v = [ fa)wed
L /,

qui est le résultat cherché. O

Maintenant, on peut prouver le résultat d’unicité dans le Théoreme |3.2

Preuve de Théoréme [3.2] : Partie unicité :

Soit u la solution entropique positive définie dans le théoréme , rappelons que u =
limsup u,, ou u, est 'unique solution du probléeme approximé . Supposons que u est
une autre solution entropique positive du probleme . On affirme que u,, < u pour tout n.
Pour prouver Paffirmation, on fixe n et on définit w, = (u, — v)4, alors w, = (un — Tr(v))+
olt k >> ||ty |[eo. Donc w, € WF(2) N L®(Q) et w, =0 dans Uensemble {v > [[uy || }. Par
conséquent, en utilisant w, comme fonction test dans et en prenant en considération le

résultat de lemme [3.5] on aura

1
2//179 Un(z,y)(wn(2) — wn(y))dv = ) (@) wn () da
1
< o f(@)wn(r)de = 5/ . V(z,y)(wn(2) — wn(y))dy

Un(,y) = [un(z) = un () P72 (un(2) = un(y)) et V(z,y) = [v(z) = v(y)[""*(v(z) - v(y))
Ainsi

2, (@t = i) ot -t <o

On utilisant le fait que

(Un(@.9) = V(@,9)) (wal@) = wa(y)) 2 Cluwn(@) = waly)l",

il en résulte que w,, = 0, donc u,, < v pour tout n et alors u < v.
Maintenant on démontre que v < u. Pour ce but, on suivra attentivement l’argument utilisé

dans [23]. Puisque u, v sont des solutions entropiques de (3.1)), alors pour h >> k, on a

1
3 /[, VDI - T @) - Tituty) - Tl .
<[

2) Ty (u(x) = Th(v(x))) dz,
Q
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et

/L V (2, 9) [Tr(0(x) — T(u(x))) — Te(o(y) — Tn(u(y)))ldy

(3.51)
)Ty (v(z) — Th(u(x))) de.
Q
Il est clair que
/ f(@)Tk(u dx—i—/ f(2)Tk(v(z) — Th(u(x))) dr — 0 quand h — oo.
Ainsi, de ( - ) et -
1) = 5 [[ Ui - 1) - Tidu) - Tl

+ 2L/ V(. 9)[Tr(v() = Ti(u(@))) = Te(u(y) — T(u(y))))dv (8:52)

Dq

= P(h)+Q(h) < o(h).

Soit
D§,(h) = {(2,y) € Dq tel que u(z) < h et u(y) < h}
et
D% (h) = {(x,y) € Dq tel que v(x) < h et v(y) < h}.
Alors
Py = [ Ui - 1) - Tiu) - T ow)d
DA (h)
+ Uz, y)[Tr(u(x) — Tn(v(2))) — Tr(uly) — Ta(v(y)))ldv
Da\D¢,(h)

Py(h) + Py(h),

et

Q@)zmﬁ" V(2 9)[Te(v() — T (u(x))) — Te(w(y) — Tu(u(y))))dv
D2 (h)

*‘/@Mwm”%MﬂW@—me»—nww—nwwmw

= Qi(h) + Q2(h).
On affirme que Py(h) > o(h) et Q2(h) > o(h). Montrons d’abord que P>(h) > o(h). Rappelons

que u < v, alors

Do\Dg(h) = {(z,y) € Dg avec u(z) > h} U{(z,y) € Dg avec u(y) > h}.
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Si u(x) > h et u(y) > h, alors v(xz) > h et v(y) > h. Ainsi
Uz, y)[Tk (u(x) = Th(v(x))) — T (u(y) — Tn(v(y)))] = Uz, y)[Tk(u(z) — h) = Tp(u(y) —h)] = 0.
D’un autre coté, Par , on obtient

/ / U, 9)ldv = ofh).
{u(z)>h,u(y)<h—1}

Donc

/ /{ oy V@ DTL) ~ Th(0() ~ Tifuly) ~ Ta(oly) o
B (3.53)
> / / U, y) [T (u(z) — h) — Ti(uly) — T (0(y)))dv + o(h).
{u(z)>h,h—1<u(y)<h}

Notons que pour (z,y) € {u(z) > h,h — 1 < u(y) < h}, on a
U, ) [T (u(@) — b) — Te(uly) — T (0(y)))] = Ule, )T (u(z) — )+ Tu(Th (0(y) — u(®))] = 0.
Ainsi par (3.53), on aura

/ /{ oy V@ DITLG) = Th0(@) = Tu(uy) ~ Tl 2 o). (359
Dans la méme direction on peut montrer que

I/ ooy V@I = Ti0@) ~Tululy) = Tl 2 o). (35

Ainsi, en combinant (3.54)) et (3.55) on aura Pa2(h) > o(h) comme cela a été affirmé. On travaille

maintenant avec QQ2(h). Rappelons que
Q=[] VD - L) - Lo - D) 650
Da\Dg,(h)
Comme ci-dessus, on a
Dq\D3(h) = {(x,y) € Dq |: v(z) > h}u{(x,y) € Dq |v(y) > h} = My (h)UMy(h)UMs(h),
ol

Mi(h) = {(z,w € Do |: o(x) > h et v(y) > h},Mm) - {<x,y> € Do |: () > h et v(y) < h},
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et
M;s(h) = {(:c,y) € Dg |:v(z) < het v(y) > h}.

Soit
Z)(h) = {(:c,y) € Do |: v(a)~Th(u(x)) > k} et Zo(h) = {<x,y> € Do |: v(y)~Th(u(y)) > k}
Si (x,y) € Z1(h) N Z3(h), on a

V@, y)[Tr(v(z) = Th(u(x))) = Tr(v(y) — Tu(u(y)))] = 0.

Done, on peut supposer (2, y) € (Zl(h)\Zg(h)) U (Zg(h)\Zl(h)) — Y1 (h)UYa(h). Par la suite,

on COHClul que
lwl(h)mil(h) 1”2(h) }1(”) “‘43( l)mll(h)

+ +
//Ml(h)ﬁYQ(h) Mo (h)"Ya(h) Ms(h)NYa(h) (3.57)

Q2(h)

+

— (k) + Ja(h) + Js(h) + Ti () + Ta(h) + Ts(h).
Montrons d’abord que Jy (h) > o(h). Notons que
MBOYi() = { () € Dyl 0(0) 2 hovla) 2 et ()T (u)  boola)~Ti(utw) < K},
alors pour (z,y) € My (h) N Yi(h), on a

V(, p)lTi(0(a) — Ta(u(@))) - Tu(o() — T(u@)))] = Vi)l — (o(3) = T ()]

Si v(z) > v(y), alors V(z,y)[k — (v(y) — Th(u(y)))] > 0, donc on doit juste considérer le cas
ou (z,y) € My(h)NYi(h) avec v(x) < v(y). Ainsi

V (2, y)[Te(v(@) = T (u(@))) = Ti(v(y) = Tu(u@))]]| = (v(y) —v(@))*~ [k = (v(y) = Th(u(y)))]-
Maintenant prenons en considération que (z,3) € M;(h) N Y (h), on obtient
0 < (v(y) —v(x)) < Th(u(y)) +k — (Th(u(z)) + k) < Th(u(y)) — Th(u(z) < uly) — ulz).
Par la suite, on conclut que

V (2, 9)[Ti(v(2) = Th(u(@))) = Ti(v(y) — Th(uy)))]| < 2k (u(y) — u(@)" .
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Si u(xz) > h, alors u(y) > h, donc
Vi@, y)[Tk(v(x) = Th(u())) — Ti(v(y) — Th(u))] = V(z,y)[Ti(v(z)) — Ti(v(y))] = 0,
Il reste & considérer le cas u(x) < h.

(i) Siu(y) > (h+ 1), Par (3.2)), on trouve

// U (2, 9)ldv = ofh).
{u(y)>h+1u(z)<h}

(if) Sih <u(y) < (h+1),alors 0 <k — (v(y) — Th(u(y))) <wu(y) — u(x), ainsi
’ Vi@, y)[Tr(v(x) = Th(u(x))) = Ti(v(y) — Tu(u()))]| < (uly) — u(@))?.

Et par (3.8]), on obtient

/] (uly) ~ u(w)Pd = o(h).
{h<u(y)<h+1l,u(z)<h}

(iii) On travaille maintenant avec ’ensemble u(y) < h. Puisque (x,y) € My1(h) NY1(h), on a
u(y) > (h — k), donc si u(z) < (h — k — 1), utilisons de nouveau ({3.6|) on trouve

// Uz, y)ldv = oh).
{u(y)>(h—k)u(z)<(h—k—1)}

Supposons que (h —k — 1) < u(z) < u(y) < h. Dans ce cas on a

[k = (v(y) = Th(u(®)))] = uly) = (v(y) — k) < uly) — (v(z) = k) < uly) —u(z).

Donc pour (z,y) € My(h)NYi(h) avec h — k — 1 < u(z) < u(y) < h,

on obtient

‘ Vi, y)[T(v(z) = Th(u(@))) = Tr(v(y) — Tu(u(y)))]| =
(v(y) = v(@)" [k = (v(y) = Tu(u)))] < (uly) - u(2))?.

En utilisant (3.8)), il résulte que

/] |V, ) Ti(o() — Ta(u(e))) — Teloly) — Ta(u(y))] v
{h—k—1<u(z)<u(y)<h}

< (u(y) — u(@))Pdv = o(h).
{h—k—1<u(z)<u(y)<h}
(3.58)

Par conséquent, en combinant les estimations ci-dessus on obtient Jy(h) > o(h). Pour Jo(h),
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on av(y) < h < v(z) et
Ty (v(z) = Th(u(x))) = Tr(v(y) — Th(u(y))) = k — (v(y) — Th(u(z))) > 0.
Ainsi
V(z,y) [T (v(z) — Tn(u(x))) — Tr(v(y) — Th(u(y)))] = 0 pour tout (z,y) € Mz(h) NYi(h).

Donc Ja(h) > 0. A présent, on travaille avec Js(h). On a v(z) < h < wv(y) et pour tout

’V(xay)[Tk(U(x)_Th(u(x)))_Tk(v(y)_Th(u(y)))] = (v(y) —v(@))P " [k — (v(y) — T (u(y)))]-
Si v(z) < (h — 1), Alors par on a

/] [V ) [T 0(@) — Ti(ul) — Tr(oly) ~ Talu(y)]|av <
{v(y)>h,v(z)<h—1}

(3.59)
2k // |V (z,y)|dv = o(h).
{v(y)>h,v(z)<h—1}

Done, supposons que (h — 1) < v(z) < h. Puisque (z,y) € Ms(h) NYi(h), alors v(y) <
k+Th(u(y)) < k+u(y). Ainsi u(y) > (h — k). Il est clair que

0 <w(y) —v(@) < Th(u(y)) — Ta(u(z)) < uly) - u(@). (3.60)

Donc en suivant la méme discussion comme dans le cas (iii) dans 1’étude de Ji(h), et en
combinant les estimations ci-dessus, on trouve que J3(h) > 0. Notons que dans une direction
symétrique on peut montrer que T (h) + To(h) + T5(h) > o(h). Ainsi Q2(h) > o(h) et Paffir-
mation suit. Par conséquent, revenons a la définition de I(h) donnée dans et prenons en

considération que u < h dans ’ensemble {v < h}, on obtient

m = 5[ g U@ Ti(ua) = Tho@)) = Tu(uto) = Tu(e(u)lar

T / /D sy ¥ DIR(E) = () = Tiw(y) — u(w)ldy + ol

Y

2 2 (h)

1

2/ /Dé(h) (V) ~ Ul ) [Tulo(@) = u(x)) - Te(o(y) - u(y)ldv
1

2
Iy (h) + Iz(h) + o(h).

+ o: / / U, )T (u() — Th(v(@))) — Tk (uly) — T (0())]dv + o(h)
D& (h)\DZ (h)

Y
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Il est clair que
nw=C [ mee) - u@) - Tie) - uw)Pdn
DZ (k)
On affirme que Iz(h) > o(h). Notons que

Dg,(M)\D§(h) = N1(h) U Na(h) U N3(h)

Ni(h) = {(m,y) € Dq tel que u(z) < h,u(y) < h,v(x) > h,v(y) > h}
Ny(h) = {(a:,y) € Dq tel que u(z) < h,u(y) < h,v(z) > h,v(y) < h},
et
N3(h) = {(m,y) € Dq tel que u(z) < h,u(y) < h,v(x) < h,v(y) > h}
Puisque
1

3 //M(h) Uz, y) [T (u(z) — Th(v(2))) — Tr(u(y) — Trh(v(y)))ldv > 0,

alors on conclut que

Iy(h) > ;//]Vz(h)+;//va(h) = I (h) + Lo ().

Pour (x,y) € Na(h), on considérera trois cas principales :

I) Si h—u(z) < o(y) —uly), alors 0 < h —v(y) < u(z) — u(y). Donc

U, y)[Tr(u(z)=Th(v(2))) =Tk (u(y) =Th(v(y)))] = Uz, y)[Ti(v(y)—uly))—Tr(h—u(z))] = 0.
II) Siu(x) —u(y) <0< h—uv(y),alors u(z) —u(y) <0et h—u(z) > v(y) — u(y). Ainsi

U, y)[Tr (u(@)=Th (v(2))) =T (u(y) =Tn(v(y)))] = U(z,y)[Tk(v(y) —u(y)) =Tk (h—u(z)] = 0.

IIT) Considérons maintenant le cas ot 0 < u(z) — u(y) < h — v(y). Il est clair que 0 <
u(z) — u(y) <wv(x) —v(y). Donc

Uz, y)[Th(u(z) = Tr(v(z))) = Ti(uy) — Tn(v(y)))]
= (u(@) — u())PHTi(h — u(@)) — Te(v(y) — u(y))] < 2k (v(z) —v(y))P .
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Siv(y) <h—1ouwv(z)>h+1, Par (3.2), on obtient

[/ IV (@, y)ldv = ofh).
N2(h)ﬂ{{v(w)>h,v(y)<h*1}U{v(1’)>h+17v(y)<h}}

Ainsi, on travaille avec 'ensemble {h — 1 < v(y) < h et v(x) < h+ 1}. Il est clair que si
v(y) —u(y) >k, alors h — u(x) > k. Ainsi

| U y) [T (u(@) = Th(0(x))) = Tululy) = Tulew))]| = 0.
Supposons que h — u(z) < k, alors v(y) — u(y) < k, donc

| U y) [T (u(@) = Th(0(x))) = Tuluy) = Tu(ew)))]| <
() = o) (b = u(@)) = (v(y) — u(y)] < (o) = vm)".

Par conséquent, on note :

Ni = Ny(h)N{h—1<ov(y) <h<v(x)<h+1}
Ny = Ny(h)n{h—1<uv(y) <h<uv(x)<h+1}n{h—k < u(x)}
Nb=No(h)n{h—1<v(y) <h<wv(@)<h+1}n{u(z) <h—k}

Et en utilisant (3.8)), on a

] @it - i) - Tty - 2w <

[ @)~ owyrar = o
N

On considére maintenant ’ensemble on v(y) — u(y) < k < h — u(x), alors u(z) < h — k

et ainsi u(y) < h — k. Comme ci-dessus on a

Uz, y)[Th (u(z) = Th(v())) = Ti(uly) — Tn(v(y))]| <
(v(z) —v()P (k= (v(y) —uly))] < (v(@) —v(y))?

Ainsi en utilisant de nouveau (3.8]),

] @it - i) - Zetutw) - Thow)]d <

(v(z) = v(y))’dv = o(h).
/!

Par conséquent on conclut que Iz (h) > o(h). Dans la méme direction et en utilisant ’argument
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de symétrie, on peut montrer que Ioo(h) > o(h). Donc Iz (h) > o(h) et Vaffirmation suit. Comme

conclusion, on a prouvé que
C [ 1) - u@) -~ Telotw) - u)Pav < ofh).
DZ (h)
Faisions tendre h — oo, il en résulte que
e = u@) = o)~ wyras —o.
Q

Ainsi Ty, (u) = Tx(v) pour tout k et alors u = v. O

3.2.1 Inégalité de Harnack faible

Dans cette section on suppose que f Z 0, notre but est de prouver que l'opérateur (—A); 5
vérifie la version faible de 'inégalité de Harnack. Notons que sans perte de généralité, on peut
supposer que f € L(Q).

Commengons par la définition suivante.

Définition 3.4. Soit v € ng (Q), on dit que v est super-solution du probléme (3.1)) si pour

loc

tout 2 CC Q,on a

/ /D o(x) — o() P2 (0(x) — v@)(p(x) — pw)dv > | fodz,  (3.61)

(951

pour tout ¢ € Wf(€21) non négative.

Le résultat principal de 'appendice est la version suivante de I'inégalité faible de Harnack

Théoréme 3.3. (Inégalité faible de Harnack)
Supposons que f > 0 et soit v € W (IRY) une super-solution de (3.1) avec v = 0 dans R".

Alors pour tout ¢ < ]\]f\;’i;i), on a
1
(/ vq|m|_25dx) * < Cinf . (3.62)
B, Bar

Contrairement aux cas locaux, ou les itérations de type Moser sont utilisées pour obtenir
linégalité de Harnack, voir [37], ici on utilisera une approche différente

Pour § = 0, le résultat a été obtenu dans [42] ot une version générale de I'inégalité Harnack
est prouvée, y compris des solutions qui changent de signe.
Le cas 8 > 0,p = 2 et des données positives a été obtenu en [9]. Ici, nous combinons les deux

arguments pour prouver le Théoréme [3.3

dx dxdy
—— et dv = .
|20 |z — y[ NP8 |2|Ply|?
rer le cas ou By(z9) = B,(0).

Rappelons que du(z) = Notons qu’on a juste a considé-
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Pour la simplicité d’écriture, on notera B, au lieu de B,(0).
On utilisera systématiquement la version suivante de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger avec

poids, pour la preuve on renvoit & ’appendice de [§]

Théoréme 3.4. Soit w € ng (B2) et Supposons que 9 est une fonction décroissante radiale

telle que Supp ¢ C By et 0 < ¢ < 1. On définit

 J, w@)(a)d
Vo = S @dn

alors

[ @ -wopean<c [ [ e - el mingo), o) b
B1 B1 JB;
On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.6. Supposons que v € W;*p(]RN) avec v z 0, est une supersolution de (3.1). Soit

k > 0 et supposons que pour un certain o € (0,1], on a

|By N {v > k}|qu > 0|Br|ay (3.63)

R

avec 0 < r < ¢, alors il existe une constante positive C' = C(N, s) telle que

|Ber N {v < 20k} 4, < | Ber |dp. (3.64)

_¢
alog(%)
pour tout & € (0, 1).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que v > 0 dans Bpg, (Si non on peut
travailler avec v + ¢ et on pose € — 0.) Soit ¢ € C§°(Bg) telle que 0 < ¢ < 1, supp ¢y C By,

1 =1 dans Bg, et |Vi| < %
Mettons ¢ = 1Pv!~P comme fonction test dans (3.61)), il en résulte que

/RN /]RN lv(z) — ’U(y)|l’—2(v(x) — U(y))(¢p(x)v1_p(m) _ wp(y)vl—p(y))dy >0.
Ainsi

o< [ [ o) - )P0 - o)y —

o@pr T uy)

v(z) —v(y) P2 (v(z) —v ) v
w2 @ - o) - o)

Il n’est pas difficile de voir que

Lo [ b =0 -ty s [ [




3.2. PROBLEME AVEC POIDS ET DONNEE GENERALE

93

Puisque
P oo Nfﬁfld d /
/ Vz)dy = o (Z)/ . Nt sp(/ Pl—le-&-s)dx’
RN\Bs, J Bs, Be, |2l s NP sv-1 |y’ — 2|V
Posons 7 = ﬁ, il suit que
P d o
/ Y (2)dy = %/ N=8-1D(r)dr,
RN\Bs, JBs, B, 22775 s
ou N Yoo
T . -2(9
D(r) = 2——— / sin” " (6) —"
B(=5=) Jo (1 —20cos(d) +72) 2

Prenant on considération le comportement de D au voisinage de 0,1 et oo, on obtient que

/ TN_B_ID(T)dT <C.
s

7

Par conséquent, on conclut que

VP2 (v(z) — v PP (x) 5 N—ps—28
/H_{N\Bgr /Bsr yIP (v(x) (y))v(x)l’*ld <C )

Notons que de [43], nous savons que

lo(z) — v(y)P2(0(z) —v(y)) (B V)

@t
< —C1|log(0(2)) — log(v(y)) " (y)” + Ca(x) — b(y))"-

Ainsi

) sy )
Jo o, @) = o0 0te) = o G - S

P2(o(a) — 0 SR N
= fo S 10 =P 000) = o0 s — e

— ()P 2 (v(z) — v - 4
+//BS7‘><B8T\BGT><B6T |U(x) (y)| ( ( ) (y))(v(x)pil ’U(y)pil

)P 2(u(z) — v _ 1 5 Nps-28
/Bsr /Bsr y)l (v(z) ())( v(y)Pfl)d +C )

v(z)P~1

Ainsi, en combinant les estimations ci-dessus il en résulte que

/ / log(v(x)) — log(v(y))|Pdy < CrN—Ps=28. (3.65)
Bgr J Ber
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on pose w(z) = min{log(35),log(£)}, ensuite en utilisant (3.65)), il en résulte que

/B /B () — w(y)Pdy < CrN-ps=25, (3.66)
67 67

On définit
1

(g, = = / w(z)dp,
¢ |BGr|du Bgr

et en utilisant les inégalités de Holder et Poincaré-Wirtinger ,
[ tuwt) = wha ldi < ClBo b
Ber
Notons que {z € Q/ w(z) =0} = {z € Q/v(x) > k}, ensuite de (3.63) on a
o
|Ber N{v = k}aw < W|36r|du~ (3.67)

il est clair que
1
B N{v > 26k} = Bg, N{w = 1og(%)k},
et en utilisant le fait que

(Bor 01w = log(2 ) < oo [ () = ()
6r MW = log( = dfi/ w(x) — (W) B,
20 " olog(%) Ber

dp,

on obtient le résultat désiré. O

Comme conséquence on a l’estimation suivante sur inf v.
4r

Lemme 3.7. Supposons que les hypotheses du lemmesont vérifiées, alors il existe § € (0, %)

tel que
inf v > 0k. (3.68)

4r
Démonstration. On pose w = (I —v)_ ou ! € (0k,26k) et soit Y € C§°(B,) avec r < p < 6r.

Mettons ¢ = wyP comme fonction test dans (3.61f) et en suivant le méme calcul comme

dans le lemme précédent, on aura
[ 1@ = ol 2@ - ) wla)wr (@) - wi) @)
B, /B,
<—c /B p /B [l (e) - vl )i
te /B /B (maz{w(z), w(y) )P |o(x) — w(y)Pdv.
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Ainsi, en combinant les résultats ci-dessus, on obtient
/ [, e —wura <
[ /B (maz{w(a), w)) P o) — @)Pdv +PIB, 0 fo < Blawx (369

dy
SUP {yesupp o} JrV\ B, =y

On définit maintenant la suite {l;};en, {p;}jen et {p;};en on posant

lj =6k + 279715k, p;j = 4r + 207

Pit Pjt1
,Pj=7j =

2

En utilisant ’inégalité de Sobolev citée dans la Théoreme on obtient

o, [ 1 ) < [, [ @ i

B;

Ainsi, en utilisant le fait que w;); (l; = lj+1) dans Bji1 N {v < lj;1} et prenant en
considération que |z|7Ps# > Cr=P:=28|2|=28 dans B; avec C est indépendant de j, il en
résulte que

wi(@)P" |\ C
(/W“) > g i — L)’ IB;

Ainsi, on conclut que

Biyin{v<j+1
(lj—lj+1)p(| s 4w < 7 Ul

Bl )Ps < C(N, s)r~(N=ps— 2[3)/ / w;(z w; ()6 (y)Pdv.

En appliquant (3.69) pour w;, on conclut que

|Bj+1 N {v <j+ 1}au\ 5%
oo y
! al |Bj+1‘du

(N ps— 25) 01/ / (maz{w; (x),w;(y)}))? (@) — ; (y)[Pdv (3.70)

dy
+81B; N {v <lj}|au x  sup / 7)
}JmN\B

{xz€supp p; 0, |x_y|N+ps
On a
x—yPP dy dx
W)~y < v [ f Bzl TG &
/Bj/Bj a ! B;n{v<l;} J B; |z —y[V |yl? |z]?
< Cr7p® v

B;n{v<i;} |28
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Ainsi
[ [ witest@) = sstpar < 0B, 0 0 <
B; J B;
Maintenant, nous estimons le terme

Je, s
sup )
{z€Suppy} J RN\ B, |l’ - y|N+ps

comme dans [42] on obtient

|B; N{v < j}ap
|Bj‘du

|Bjrin{v<j+ 1}|du)f’% < M
- T(N_PS_QB)

-1 ( B < L} < C

|Bj+1|du,
ott C < C(R, N, s)2N+s+2,
B
On définit A; = M

L, |B ‘d#
obtient le résultat désiré. O

et en suivant le méme argument comme dans [42], on

Maintenant, on a besoin d’obtenir une sorte d’ inégalité inverse de Holder Pour v. Plus

précisément, on a le résultat suivant :

Lemme 3.8. Supposons que v est une supersolution de (3.1]), alors pour tout 0 < a3 < ag <

(|Br1|cm /BT v du) - <C(|Bi|d# /B3 Gl dﬂ)q- (3.71)

Démonstration. Soit ¢ € (1,p) et d > 0, on pose © = (v + d). Supposons que ¢ € C§°(Bgr) est
telle que Suppy C B,,,% = 1 dans B,/ et |V¢\ < 7'77")7‘
utilisant ¢ = ¢ ~%)P comme fonction test dans , on obtient que

o) — sy @ _ W)
[ [ 5@ s 06 s GRS - i

)P 2(5(e 5 PP (x) ,
2 /RN\B / PP 0(@) = 8 5 v 2 0

Comme dans la preuve du lemme [3.6] on peut montrer que

6(x)=0(y) "2 (0(x)—7 z/}p()d P UYL d W
/IRN\BT/BT P W@ )5 <Cl/v v MX{IESS?JIP)pw}/IRN\BT y|[ Ve

s

ou % <7 <T< % Ensuite en

Dans la méme direction, on obtient

/ / P2 (60e) ~ 0 oy~ i

4

(@7 () =07 ()"¥" (y)dv + Cs /B i (077 (2) + 0"~ 1(y) (Y (2) — ¥ (y))Pdv.

B, JB,
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Puisque

[ [ @i - spar < S [t

(=)

Tr

et

d
o / e SO,
{z€Suppy} J RN\ B, |z — y|NTP

ensuite, en combinant les estimations ci-dessus, on obtient

[ [ mastuta).wwpyrive - swra < S [ oa
B,JB,

T—T1P

Tr

Maintenant, en utilisant I'inégalité de Sobolev donnée dans la proposition [2.5|et en prenant en

considération les estimations précédentes, il en résulte que

1 (p—a)N % C
[ U N=ps ( ) < P~ dy.
(lBT’T|du /BT,. ! : - |B‘rr|du(7 — 7P /B ! :

Tr

Maintenant, faisons d — 0 et en itérant I'inégalité précédente, on obtient le résultat désiré. [J

Le lemme suivant sera la clé pour compléter la preuve de l'inégalité faible de Harnack.

Lemme 3.9. Supposons que v est une supersolution de (3.1)), alors il existe n € (0,1) qui

dépend seulement de N, s tel que

1 ¥

v"dp ) < Cinfo. 3.72
| By B
rldp J B, T

Pour montrer le lemme on a besoin du résultat suivant, voir Lemme 4.1 dans [42)
Lemme 3.10. Supposons que E C B,(zg) est un ensemble mesurable. Pour ¢ € (0,1), on
définit

[E}g = U {ng(l‘) N B7.($0),l‘ € BT'(‘rO) : |E N B3p(x)|du > S‘Bp(x”du}
p>0

Alors, soit

ott C' dépend seulement de N.

Preuve de lemme [3.9]
Notons que, pour tout n > 0,

1 o B, N t
7/ Vdp(z) = 77/ tn—lwdt. (3.73)
|Br‘du » 0 |Br|du
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alors, pour t > 0 et i € N, on pose AL = {z € B, : v(z) > t§} ou § est donné par le lemme
Notons que A;~! C AL
Soit = € B, tel que Bs,(0) N B, C [A;~ '], alors

i— = 5
|4} N By ()] ap > 6| Bplap = M\B:;Adw
Ainsi en utilisant le lemme [3.7] on obtient
v(x) > 6(t6""1) = t6" pour tout z € B,.

Ainsi [A]"']5 C Al Par conséquent, en utilisant le résultat alternatif dans le lemme on
obtient soit A = B, ou bien |Af|q, > $|A™ "4,

Ainsi, si pour un certain m € N, on a

5
A aw > (Z)™|Brlag, (3.74)
C
alors |AY"| 4, = | Br|au. Donc Al = B, et alors
infv > tdm.
0
Il est clair que (3.74)) reste vraie si m > 1 (5) 1og(‘|g:‘|‘3“). Fixons m comme ci-dessus et
ogl5 .
log(<
définissons § = (C), il en résulte que
log(6)
| AP ld

)5.

infv > t5<
B, |Br|du

On pose £ = infp_ v, alors

|Br N {U > t}|du _ IAz(‘:)ldu
|B7"|du ‘Br|du

< CoTPLPER.
revenons & ([3.73)), on aura

/ v1dp(x) §T]/ t"ildt—knC’/ s Pt BeBdt.
0 a

r

1
|Br|du

En choisissant a = £ et n = g, on trouvera le résultat désiré. 0
On donne maintenant la preuve de l'inégalité de Harnack faible avec poids

Preuve de Théoréme [3.3l En utilisant le lemme [3.9] on obtient

1

1 n
n <O
(|Br|du /BTu du(x)) < Clg;fu
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pour un certain n € (0,1). Fixons 1 < ¢ < ]\J]é}i;l)7 alors par le lemme pour a; = 1 et

ag = ¢, on obtient

1 i 1 1
<|Br\du /B i) < C(wq;,rdﬂ /Bg‘“" )" (3.75)
4

enfin on conclut que

3.3 Probleme avec terme de réaction et donnée générale

Comme application de résultats précédents, on considére un probléme avec un terme de

diffusion et une donnée générale, plus précisément on va traiter le le probléme suivant :

(=A),su = Au?+g(z),u>0 dansQ,

3.76
0 dans RM\Q, (3.76)

u

ol A,q > 0 et g > 0. Selon les valeurs de ¢ et A, on prouvera que le probleme (3.76]) a une
solution entropique dans le sens de la Définition (3.3

Commencgons par le cas ¢ < p — 1, dans ce cas, on a le résultat d’existence est le suivant.

Théoréme 3.5. Supposons que ¢ < p — 1, alors pour tout g € L'(2) et pour tout A > 0, le
probléme (3.76)) a une solution entropique positive.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut assumer que A = 1. On pose g, = T,(g),
alors g, > 0 et g, 1 g fortement dans L!(Q). On définit u,, comme étant I'unique solution du

o~

probléme approximé.

(=A); gun = u}+g, dans,
U, > 0 dans Q, (3.77)
u, = 0 dans R™M\Q.

Notons que l'existence de u,, peut étre obtenue comme point critique de la fonctionnelle

1 1
J(u :—// w(z) — u(y)|Pdv — —— uq+1dx—/ n U dT.
=g [ [ ) —utwpar— — [uttan— [ g

Cependant, on obtient 'unicité par le résultat de comparaison dans le lemme Il est clair
que par le méme principe de comparaison, on obtient que u, < U,41.

On affirme que {uf~'},, est bornée uniformément dans L' (). Pour prouver I'affirmation,

on utilise le raisonnement par ’absurde. Supposons que C, = |[uf™!||1(q) — 0o quand n — oo.
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On pose v,, = —%3—, alors ||v£_1\|L1(Q) =1 et v, est solution du probléme :
opt

a—ptl
(=A) gvn = Cn”' vl + C,lg, dans Q,
vy, 2> 0 dans Q, (3.78)
v, = 0 dans RM\Q.

g—p+1
On pose G, = Cr”~" vl + C;lgy, alors ||Gyl|L1) — 0 quand n — co. Prenons en consi-

dération les résultats des lemmes [B.1] et on obtient l’existence d’une fonction mesurable v
N

telle que Ty, (v) € W5 (Q), vP~! € L7(Q, |z| =2 dx) pour tout o < N7 et Ty (vy) — Ti(v)

faiblement dans Wt ().

Puisque ¢ > 1, alors en utilisant le lemme de Vitali, on peut montrer que v2~1 — pP~1

fortement dans L'(€). Ainsi ||'Up71||L1(Q) =1.

Maintenant en prenant T (v,) comme fonction test dans (3.78]), et en utilisant le fait que
[|GrllLr ) — 0, il en résulte que ||Tk(vn)||W;,g(Q) — 0 quand n — co. Donc Tj(v) = 0 pour
tout k d’ott on a v = 0, on trouve alors une contradiction avec le fait que [[vP~1||L1(q) = 1.

Par la suite, |[uf~!|[11(q) < C pour tout n .
Puisque ¢ < p— 1, on conclut que la suite {ud + g, }» est bornée dans L*(£2) et par suite on

obtient I'existence d’une fonction mesurable u telle que ud 1 u?, uP~! € L7(Q,|z|~2’dx) pour

et Ty (un) — Ti(u) faiblement dans W{(Q).
s :

tt<N
out o
N

Puisque {ul + f,}, est une suite croissante, en utilisant le lemme on conclut que
Ty (un) — Ti(u) fortement dans W3'g(Q). Maintenant, par le Théoréme on obtient que u
est une solution entropique du probleme ([3.76)) dans le sens de la Définition

On montre maintenant que u est la solution minimale de (3.76).

Soit u une autre solution entropique positive du probléme (3.76). Rappelons que u =

lim w,, ainsi pour finir, on doit montrer que u,, < v pour tout n. Fixons n et considérons la
n—oo

suite {wy, ; };, définie par w, o = 0 et wy, ;41 est 'unique solution du probléme

(_A)Z,ﬁwn,iﬂ = wfm- + g, dans Q,
Wn,i4-1 Z 0 dans Q, (379)
Wpit1 = 0 dans R™M\Q.

Il est clair que la suite {wy, ;}; est croissante en ¢ avec wy; < u, pour tout ¢. Ainsi w, ; T W,
est une solution du probléme (3.82). Maintenant par le principe de comparaison dans le lemme
on conclut que w,, = uy,, et par 'argument d’itération on peut montrer que w, ; < u pour

tout 4, ainsi u, < u et le résultat suit. O

Dans le cas ¢ = p—1, le probleme est lié a la premiére valeur propre de 'opérateur (fA); 8
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plus précisément on pose

/ / (y)|Pdv
)\1 = 'nf Do .

BEWS (), $70 Jo |olPdz

(3.80)

Comme dans le cas 5 = 0, il n’est pas difficile de voir que A\; > 0 et que A; est atteinte.

Ainsi, on peut formuler notre résultat d’existence.

Théoréme 3.6. Supposons que ¢ = p — 1, si A < A1, alors pour tout g € L*(£2), le probléeme
(3.76) a une solution minimale positive entropique.

Pour démontrer le théoréme [3.6] on a besoin du résultat de régularité classique suivant.
Lemme 3.11. Soit u 'unique solution du probleme

(=A); gu = [ dans Q,

3.81
u = 0dans RV \Q, (3:81)

ou |f]

_p* . N
(Q, |#|~P:# dx) pour certains m > e alors u € L>(Q).

Démonstration. On suit attentivement ’argument de Stampacchia donné dans [66]. On utilise

Gr(u(x)), avec k > 0, comme fonction test (3.81]), et prenons en considération que

U(z,y)(Gr(u(@)) — Gr(u(y))) = |Gr(u(z)) — Gr(uly))?,

ot U(z,y) = |u(z) — u(y)[P~2(u(z) — u(y)), on trouve

|G (u Gr(u())lP dz dy
//pQ \x—y|N+ps =P Tyl? —/|f||Gk )| da.

Par [’inégalité de Sobolev avec poids (2.5)), on obtient

SUGKEI 2 o vt ) /A 111G (u(a)) e

d
ou Ay ={z € Q : |u(z)| > k}. On pose dw = %, alors
€T(t's

/ |fHGr(u(®))|de = / (1f1|2[P=7) |G (u(x)) | dw
Ag

Ag
1 1

)||Lm Q dw)|Ak|dw "o

IN

IGE @I a0

Ainsi
P*l _1_ 1

CIGH@,E g a) < NUAIZP )00 A

m Py
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Soit h > k, puisque A; C Ay, on trouve

2 11

— . -k
(b= R Anlas < NUFI2P=P) ] Lm0 | ARl g™ 7
Donc i
e o | 22 e (1= )
Aol < I i g Aeli” :
(h— k)71

On pose (k) = |Ap|dw, alors

P (11 _ 1
C@pj(l m pg)(k) .
(h — k)T

®(h) <

N

Puisque m > 5 alors pp—:l(l — % — L) > 1. Par le résultat classique de Stampacchia, voir

) — *
S ps

[66], on obtient I'existence de kg > 0 tel que ®(h) = 0 pour tout h > ko, ainsi on conclut. O

Preuve de Théoréme On suit le méme argument utilisé dans la démonstration de
Théoréme 3.5

On définit u,, comme 'unique solution du probleme approximé

(=A) gun = Mub'4g, dans Q,
up, > 0 dans €, (3.82)
u, = 0 dans RN\Q.

Notons que l’existence de u,, peut étre obtenue comme point critique de fonctionnelle

1 A
J(tn :7// unx—unypdz/—f/ unpdx—/gnundx.
(un) o DQI () — un(y)| pﬂl | ;

Cependant, on obtient 'unicité par le résultat de comparaison dans le lemme [2:2] 11 est clair
que par le méme principe de comparaison, on obtient que u, < uy41.

Nous affirmons que {u2~'},, est bornée uniformément dans L!(£2).Pour prouver I'affirma-

tion, on utilise le raisonnement par I’absurde. Supposons que C,, = ||uf~}|| £1(Q) — 00 quand
n — oo. On pose v, = —— alors \|U£L’1||L1(Q) =1 et v, résout le probléme
cpt
s -1 9n
(=A), svn = b+ == dans Q,
; c,
v, > 0 dans €, (3.83)
vy = 0 dans R™\Q.

On pose G,, = vE~1 + £~ alors ||Gy|p1(q) < C. Prenons en considération les résultats des
lemmes et on obtient I’existence d’une fonction mesurable v telle que Ty (v) € W;:g(Q),
et Ty (vy,) — Ti(v) faiblement dans Wi¢(Q).

P=1 ¢ L7(Q, |x|~2Pdz) pour tout o <
v (9, |z| ) pour tout o N s
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Puisque ¢ > 1, alors en utilisant le lemme de Vitali, on peut montrer que v2=1 — pP~1
fortement dans L'(Q2). Ainsi |[vP7 |1 q) = 1. Il est clair que G,, — AvP~! fortement dans

LY(2). Ainsi v résout

(=A), pv = AvP~t  dans Q,
v > 0 dans , (3.84)
v = 0 dans R™\Q.

On affirme que v € L>(Q). De la discussion précédente, on sait que vP~t € L7(Q, |z|~27dx)

—1)N
. En posant a; = u
N —ps N —ps
Pargument d’approximation on peut prendre v comme fonction test dans (3.84) pour conclure

pour tout o < — (p—1) — €, avec € trés petit, en utilisant

que

J [ b = w20 — ) ) - o )i < €.

Donc en utilisant I'inégalité (1.12)), il en résulte que

[] 5w wpra <
Dq

Utilisons 'inégalité de Sobolev fractionnaire avec poids dans le Théoreme on obtient que

(a1+p 1)
/ v | dx < 0.

Maintenant, on pose as = (a1 +p — 1)% — (p—1), ensuite en utilisant v*2 comme fonction test

dans (3.84)) et suivant le méme argument ci-dessus on conclue que

(a2+P 1)
/ v —_—dx < 0.

Maintenant, on considére la suite a, 1 = (an +p — 1)% — (p—1), il est clair que a, T c©
et en utilisant une démonstration par récurrence on peut montrer que fQ v®dr < oo pour
tout n. Ainsi, en utilisant le Lemme [3.11] on conclut que v est une solution d’énergie pour le
probleme et que v € L*°(£2). Maintenant en utilisant v comme fonction test dans ,
et prenons en considération que A < A1, on aura ||UHW§:§(S)) = 0, contradiction avec le fait
que [|[vP7[11(q) = 1, ainsi Paffirmation suit. Dans le reste de la preuve on suit exactement le

méme argument comme dans la preuve de Théoréme 3.5 O

Dans le cas ot ¢ > p — 1, nous devons poser des conditions supplémentaires sur g. Plus

précisément, si g € L'(Q2), on définit w comme la solution minimale de

(-A), sw = g dansQ,

3.85
w = 0 dans RM\Q. (383)
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Nous sommes prét maintenant & montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.7. Supposons que g € L' (Q) vérifie w?(z) < g(z) p.p. dans Q, alors il existe une
constante positive X pour tout A < A, le probléme || a une solution entropique minimale

positive.

Démonstration. Rappelons que par les résultats des lemmes et on sait que wP~! €
N
L7 (Q, |x|~2Pdx) pour tout o < et Ti(w) € WZP(Q).
(9, Js]~>7d) p T et T(w) € W)
Soit v la solution minimal du probleme

(=A), v = g+w? dans,

3.86
v = 0 dans R™\Q. (3:56)

Il n’est pas difficile de voir que v < 2P~ 1w, ainsi en utilisant I’hypothese sur g, on a
(A 50 =g+ ut > g +2m500,

Alors v est une supersolution de 1] pour A < \ = 27 . Fixons A comme ci-dessus et on

définit la suite {u, }, par ug = 0, u,41 comme étant 'unique solution du probléme suivant

(—A); gun+1 = uh+gni1  dans Q,

(3.87)
Upi1 = O dans R™M\Q,

Par récurrence on peut obtenir que u, < v pour tout n et que la suite {u,}, est croissante
dans n. Ainsi {ul + g, },, est croissante et bornée dans L!(Q2). Maintenant, en utilisant le méme
argument de compacité comme dans la preuve du théoréme et on obtient le résultat

d’existence. O

3.4 Probleme avec potentiel de Hardy .

Pour terminer ce chapitre on étudie le cas singulier avec potentiel de Hardy :

p—1
(=A)pu = A +u?, u>0 dans ),
|z|Ps (3.88)

u = 0 dans RV \ Q,

oul <A< AN,p,s'
Notons que pour 0 < g < p — 1, le résultat de 'existence est obtenu a ’aide de 'arguments

variationnels. Plus précisément, on peut prouver facilement que

1. Si A < Ay, existence d'une solution u de (3.88)) découle en utilisant 'argument de

minimisation classique, dans ce cas u € W ().
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2. Si A= An,p,s, le résultat de lexistence suit en utilisant 1'inégalité Hardy améliorée dans

le Théoréme Dans ce cas u satisfait hs o(u) < 0o ol hs o est définie par

u(y)[? /|u(93)\p
— A . .
/RN /JRN |$7 |N+ps — 2 _dxdy N.p,s T dx (3.89)

il est clair que dans ce cas on a

|u(z) — u(y)|”
/&:2 dedy < 0O pour tout q<p.

Nous traitons maintenant le cas ¢ > p — 1.

Lo s _ — Dps ;.
Définissons w(x) = |z|~7 avec 0 < vy < , Alors nous avons précédemment obtenu que

wP~1

(=A),(w) =T(y )|x|p§ p-p. dans RY\{0},

ou

T(y) = / K(o)(o? —1)P7! (UN_I_W(”_U - ops_l) do,

et K est donné par (3.19). Commencons par prouver le lemme suivant.

Lemme 3.12. Supposons que 0 < A < Ay, s, alors ils existent 1,y tels que

N S
0<’}/1< <727

et (7)) =T(72) = A

Démonstration. on a I'(0) = 0, F(%) =Anps, ['(70) < 0siy> % et

+oo

'iy)=@r®-1 / K(o)log(o)(a” —1)P2 (nglf'v(pfl) _ O.psﬂq) do.

1

il est clair que vy = N;ps, onal’(yw) =0T(y) >0siv < et I"(y) <0sivy > .
Ainsi, puisque A < Ay, s, on obtient 'existence de 0 < 73 < % < v < % tel que

L(y1) =T(72) = A O
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It

On définit ¢4 (p,s) =p—1+ ’;—f, il est clair que p* — 1 < g4 (p, ). On a le résultat d’existence

suivant.

Théoréme 3.8. Supposons que ¢ < g+ (p, s), alors

1. Sip—1< ¢ < p:—1, le probleme (3.88) a une solution u. De plus, u € WP (Q) si
A<Anpsethso(u) <ocosiA=Anps ol hso est définie dans (3.89).

2. pt—1<q<qys(p,s), alors le probleme (3.88) a une sur-solution positive w.

Démonstration. Commengons par le cas ol p —1 < ¢ < pj — 1. Si A < Ay,p s, ensuite, en uti-
lisant le théoréme de Mountain Pass, voir [65], on obtient une solution positive u € Wi (Q).
Toutefois, si A = An p s, alors, en utilisant I'inégalité de Hardy améliorée dans le Théoréme
et le Théoreme de Mountain pass, nous obtenons une solution positive v du probléme
avec hgs o(u) < oco.

Maintenant supposons que pi — 1 < g < ¢4+(p, s) et fixons A\ € (A, Anp,s) & choisir ultérieure-

) tel que T'(v1) = A1 et soit w(x) = ||~ alors

ment. Soit y1 € (0, N;ps

wP™(x
( A);( ) = )\1|:E|Pi) p.p dans BN\{O}
p—1
avec P c L}OC(BN ). Par conséquent,
wP~(z wP~ Yz
(=A)(w) = Awﬁ) + (A1 — )\)33|P(5) p.p dans BN\{O}.

En utilisant le fait que ¢ < g4 (p, s), nous pouvons choisir A\; > A, trés proche de X tel que
v1(p — 1) + ps > g1, ainsi, dans tout domaine borné €2, on a

w1 (z) > C(@Q)u.

A — A)——=
M= 2
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posons @ = Cw, par les estimations précédentes, nous pouvons choisir C'(2) > 0 telle que @

soit une sur-solution au (3.88)) dans Q. D’ot, le résultat. O

Maintenant, nous montrons optimalité de I'exposant g4 (p, s). Nous avons le résultat de

non existence suivant.

Théoréme 3.9. Soit ¢4 (p,s) =p—1+ fjf, alors si ¢ > ¢4 (p,s), I'unique sur-solution non
négative u € W,;>?(Q) du probleme ([3.88) est u = 0.

Commengons par prouver le lemme suivant qui montre que la constante de Hardy est

indépendante du domaine.

Lemme 3.13. Soit Q ¢ RY un domaine régulier tel que 0 € . On définit

/ / )|pdxdy
RN JRN |33_ |N+pé

inf
{peCse (2)\0} / B(z)|P d
Q

|[Ps

AQ) =

alors A(Q) = Ay p, défini dans (3).

Démonstration. rappelons que

)

/ / [o@) — oW 4,
N N |£L'— |N+pS
AN,p,s = in f IR I P

X

{peCs (RN )\0} |p(2)]
|z|Ps

RN

ainsi A(Q2) > Anp . Il est clair que si Q1 C g, alors A(€21) > A(Q9).

Maintenant, en utilisant argument de dilatation, nous pouvons prouver que A(Bg, (0)) =
A(BRg,(0)) pour tout 0 < Ry < Ry. Par conséquent, nous concluons que A(f2) = A ne dépend
pas du domaine Q. Pour ¢ € C{)"’(IRN)7 on pose

/ / - )‘p
RN JRN |1’ |N b
p '

EIN

| [Ps

RN

Soit {¢n}n C C(RY) telle que Q(h,) — Anps. Sans perte de généralité et en utilisant
Pargument de symétrisation nous pouvons supposer que Supp ¢, C Bg, (0). Il est clair que
Q(¢dn) > A(Supp(¢n)) = A, ainsi, comme n — oo, il en résulte que A < Anp,s. Comme

conclusion nous obtenons que A = Ay, et le résultat suit. O

Nous avons besoin du lemme suivant :
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Lemme 3.14. Soit 2 un domaine borné tel que 0 € 2. Supposons que u € WS”’(RN) est tel
uP~t

que u > 0 dans RY, u > 0 dans Q et AN pst 2 AW dans 2, alors pour tout € > 0, il existe
x

n > 0 tel que u(z) > Clz|~ "¢ dans B, (0) ou 1 est définit dans le lemme

Démonstration. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que B;(0) C €. Fixons A €
(0, A), puis on définit
|z|=7 i x| < 1,

wi(z) = (3.90)
1 si |z > 1,

S 7 wp—l
(-Apw = h(m)w dans B4(0), (3.91)
W = 0 dans RV \ B(0)

ou

h(z) = /‘"3‘ 11— o 7P2(1 = 0 )N 1K (0)do + (1 — |2[1) | oV 'K (o)do.
0 ToT

Utilisons la définition de 7;, voir Lemme on peut prouver que h(z) < A pour tout
x € B1(0).

Puisque (—A)ju 2 0 et u > 0 dans €, et en utilisant I'inégalité faible de Harnack non local
dans [41], on obtient I'existence de £ > 0 telle que u > ¢ dans By (0).

Ainsi, on obtient

p—1

(_A);S)u Z )\rlttb? dans Bl(O)

..p71
(7A)Zﬁ) < )\T;W, dans Bl(O), (392)
U > @ dans RV \ B;(0).

Par le principe de comparaison du Lemme[2.2] il suit que @ < u qui est le résultat souhaité. [

Nous pouvons maintenant prouver le Théoréeme [3.9]
Preuve du théoréme [3.9]
Nous raisonnons par ’absurde. Supposons l'existence de u = 0 telle que u € W”’(IRN) et u
est une sur-solution de probleme dans ©, alors u > 0 dans . Soit ¢ € C5°(B,(0)) avec
B,(0) CC Q et n > 0 & choisir par la suite. En utilisant l'inégalité de Picone dans le lemme

@, il en I’ésulte que
¢ (\]YZ)( N) ( )

up—1

Ainsi

||¢H§g5,p(mw) > /B uq—(p—1)|¢|pdx.

(0
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Puisque ¢ > ¢+ (p, s), on obtient l'existence de € > 0 tel que
(m—elg—(—-1)>ps+p
pour quelque p > 0. Ainsi, en utilisant le lemme [3:14] on peut choisir n > 0 tel que
wi=®=D > C|z|7P*=* in B, (0).

Donc

P

ps+p

)

il >C
Xo M (IRY) B,(0) |z|

qui est une contradiction avec 'optimalité de I'inégalité Hardy prouvée dans le lemme [3.13] O






Chapitre 4

Probleme parabolique d’ordre
fractionnaire avec donnée

générale

Ce chapitre est le développement d’une partie de ’article [2]

4.1 Introduction.
Dans ce chapitre on considere le probleme suivant

u + (=Apu = f(z,t) dans Qr =Q x (0,7),

u > 0 dans RY x (0,7)
u = 0 dans (IR \ Q) x (0,T),
u(z,0) = wup(r) dansQ,

ou Q est un domaine borné, s € (0,1),1 <p < N et

u(x,t) —u P=2(y(z,t) —u
(—=Ap) u(z,t) == /RN [u(z,?) (y|xt)_| y;é;ﬂ (v, t)) dy

est 'opérateur p—laplacien fractionnaire, qui est , en particulier, non local. Les données f

et ug sont des fonctions mesurables non négatives sous des hypotheses appropriées que nous

préciserons dans chaque cas.

Pour l'opérateur local p—laplacien, il existe beaucoup de références dans la littérature.

Parmi ces derniers, nous nous référons au [64] ou 'auteur a prouvé lexistence d’une solution

d’entropie pour toutes les données dans (f,ug) € L'(Q7) x LY(Q) et au [26] pour une donnée

mesure et l'existence d’une solution renormalisée.
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Pour l'opérateur non local, le cas p = 2 a été analysé dans [58]. En utilisant de la dualité
et des arguments d’approximation, les auteurs ont prouvé ’existence et I'unicité de la solution
qui appartient a un espace de Sobolev fractionnaire approprié. Le cas de potentiel de Hardy et
sous une condition «naturelle» sur (f,u) a été largement étudié dans [8].

Dans ce chapitre, nous allons traiter le cas p # 2. Nous allons prouver l'existence d’une
solution dans un espace de Sobolev fractionnaire approprié. Il est intéressant de rappeler que
le probléme stationnaire a été étudié¢ dans le chapitre [3] Nous allons utiliser les techniques et
les résultats fonctionnels expliqués dans le chapitre [3]

Plus précisément, le chapitre est organisé comme suit.

Dans la section 4.2 nous allons donner le sens dans lequel les solutions sont envisagées et
quelques outils utiles. la section [{.3]est consacrée & la preuve de I'existence d'une solution faible
pour toutes les données (f,ug) € L'(Qr) x L*(2). L’idée est de procéder par approximation
et de passer a la limite en utilisant une fonction test appropriée. De la méme maniére, nous
montrons que cette solution est en fait une solution d’entropie. Dans la derniére section, nous

analysons les questions de extension en temps fini et la propagation de la vitesse finie.

4.2 Préliminaires et cadre fonctionnel

Définissons maintenant les espaces paraboliques correspondants. Comme dans le cas local,

I'espace LP(0,T; WP (Q2)) est défini comme ’ensemble des fonctions ¢ tel que ¢ € LP(Qr) avec

[l Lo 0, 7w7 () < 00 o1t

@] Lo 0.7 wer () = (/OT //D |p(z,t) — ¢(y,t)|”dudt)%.

T est clair que LP(0, T; W3 (2)) est un espace de Banach dont I'espace dual est L? (0, T; WO_S”’/ (Q)).

Pour la simplicité d’écriture et pour toute fonction mesurable u, on pose

U(J}, Y, t) = |u(x, t) - U’(yv t)|p_2(u(x, t) - ’U/(y, t))
Nous introduisons la notion de la solution a utiliser plus tard.

Définition 4.1. Supposons que (f,ug) € L¥ (0,7, W= (Q)) x LP(€). Nous disons que u
est une solution d’énergie pour le probleme siw e LP(0,T; WyP(2)) N C([0,T7, LP(Q)),
uy € LV (0,T; WO_S”’/(Q)), u(x,.) — ug fortement dans L?(Q) quand ¢t — 0 et pour toute
v e LP(0,T;WyP(Q2)) on a

/0T<ut,v>dt+; /OT //D UGy 0(0(a1) ~ vly, )it = / [ ety

Notons que I'existence d’une solution d’énergie suit en utilisant ’argument classique pour
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un opérateur monotone, (Voir [61]).
Pour une donnée (f,ug) € L'(Qr) x L'(£2), nous avons besoin de préciser le sens dans

lequel la solution est définie.

Définition 4.2. Supposons que (f,ug) € L*(Qr) x LY(Q), on dit que u est une solution faible

(ou solution au sens des distributions) au probléme (4.1)) si pour toute v € C§°(Q7) on a

_//QTuutdmdt+;/OT //DQ Uz, y,1)(0(z, 1) —v(y,t))dvdtZ/QT F(x, tyodadt.

Dans le cas local une notion plus forte de la solution entropie, est introduit dans le but
d’obtenir I'unicité, voir [64]. Rappelons la fonction de troncature et 'espace des fonctions dont

nous avons besoin.
Définition 4.3. On dit que u € Ty""(Qr) si Ty (u) € LP(0,T, WP (Q)) pour toute k > 0.
Nous indiquons maintenant la définition de la solution d’entropie inspirée de [64].

Définition 4.4. Soit (f,ug) € L*(Qr) x L*(Q) des fonctions non négatives. On dit que u €
C([0,T); L'(2)) est une solution d’entropie du probleme (4.1) si u € 757 (Qr) et

1. Posons

R, = {(m7y,t) € R*™ x (0,7) : h+1 < max{|u(z,1)|, |u(y, )|} w2
4.2
avec min{|u(z,t)|, |u(y,t)|} < h ou u(x, t)u(y,t) < 0}

alors

/// lu(z,t) — u(y, t)[P"'dvdt — 0 quand h — oco. (4.3)
Rp

2. Pour tout v € LP((0,T'), Ws2(Q))NL>®(Qr)NC([0, T]; L1 (Q)) avec vy € LP' ((0,T); W=7 (Q))
T
A O(u —v)(x, T)dx — /0 (ve, Tie(u — v))dt
T
+%/0 //DQ Uz, y, t)[Tk(u(x, t) — o(z,t) — Tr(uly, t) — @(y, t))]dvdt (4.4)

< /Q O (ug(x) — v(z,0))dx + / o fTe(u — v)dzdt,

ou O (o) = /OU Ty (a)da.

Afin de prouver l'existence d’une solution d’entropie, nous allons procéder d’abord par
approximation puis trouver des estimations appropriées pour passer a la limite et, enfin, en
prouvant que la limite est une solution d’entropie. Avec cette stratégie, nous prouvons que

toute solution limite d’approximations est une solution d’entropie.
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Quelques estimations a priori seront prouvées dans l’espace de Marcinkiewicz classique

MI(Qr), que pour la commodité du lecteur, nous le définissons ci-dessous.

Définition 4.5. Soit u une fonction mesurable, on définit
D, (k) = p{(z,t) € Qr : |ul(x,t)| > k}.

On dit que u est un espace de Marcinkiewicz MY%(Qr,dp) si ®,(k) < Ck~9. Notons que
Li(Qr) C M?(Qr) pour tout ¢ > 1.

4.3 Résultats d’existence
Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 4.1. Supposons que (f,ug) € L (Qr) x L*(Q) sont des fonctions non négatives,

alors le probléme (4.1)) a une solution faible u telle que Ty (u) € LP(0,T, W3 (§2)) pour tout

N(p—1)+ps

k>0etg< s

, et pour tout s; < s, nous avons

T
lu(x,t) —u(y,t)?

dy dx dt < M. 4.5

/0 //stz |z — y|NFas (45)

Sip>2— %, alors ue LP(0,T, W5 ?(Q)) pour tout 1 < ¢ < M”N_i}r);m et pour tout s; < s.

Pour montrer le théoréme on procéde par approximation. on définit f, = T,,(f) et ug, =
Ty (uo), alors (fn, uon) € L(Qr)x L>®(Q) et (fn,uon) T (f, uo) fortement dans L (Qr)x L (Q).

Soit u,, la solution unique pour le probleme approximé suivant

Unt + (—A%)u, = fo(z,t) dans Qr,
u, = 0 dans RM\Q x (0,7), (4.6)
un(x,0) = wupp(z) dans Q.

Notons que 'existence de u,, suit en utilisant une modification directe du résultat classique de
[61]. Puisque {fn}n, {ton}n sont des suites croissantes, alors {u,}, est croissante en n. Il est
clair que u,, > 0 pour tout n.

On commence par prouver l’estimation a priori suivante.

Lemme 4.1. Considérons la suite {uy, }, défini comme ci-dessus, alors ||uy || pe1 () < C pour

tout n, olt p1 = p — 1+ K. En particulier, pour tout ¢ < 1+ 255, on a

w2~ | Loy < C for all n.

Démonstration. En prenant Ty (u,) comme fonction test dans le probléeme (4.6)), il en résulte
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que

//QT Uni Ty (un (2, 1)) da dt + //QT 5) (0, 8) [T (un (2, 1))] da dt

=/Q fn (2, ) [Ty (un (,1))] dz dt < Ck.

L’intégration par partie nous donne,

/Q(%k(un(sc,T)) dx—i—%/o //D Un (2,9, ) [Tt (2, £)) — Tt (g, £))] v dt

< ck—l—/ O (ugn(x)) dr < ck+k/ uo(z) dx
Q Q
< Cik.

Ainsi, en utilisant l'inégalité (|1.14)) et estimation ci-dessus, il en résulte que

sup /ek (un (2, 1)) da + - / //DQ (Tt (2, 1)) — T (y, £)) [P dt < M.

t€[0,T

Maintenant, par I'inégalité de Sobolev, nous obtenons

/OT (/Q T (un (2, 1))
) /OT J /D ITi(un (1)) = Ty, 1)) [Pl

< Mk.

N
P dx) "t

Par conséquent

/O ! ( /Q |Tk(un(x,t))|p:dx>p1: dt < C(ME)Y?.

Soit 1 < r < p¥ et on définit le(pfi)(r Dyro=1—2 our=ry+re.

Fixons t; < T, alors

/Otl/ (T (2, )| d dtg/tl/ (T (1t (2, )™ o (2, )7 d it
g/ /|Tk wn (2, £))|P* dx /\un 21| d:c) G
g/ /|Tk(un(x,t))\P2 dx)é /Q|un(x,t)|"2ﬁ dx)lf dt

teS[l(l)%]/ |t (2, t)|da / </RN | Tk (un (2, t))
<o ([, 1m0

.
P dx) =t

r1
P dx) gt < eMET < CkT .
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Ainsi

// Ty (un (2, 8))|" dz dt < Ck™ .
Qr

Maintenant, en utilisant le fait que |{u, > k}| = [{Tk(un) = k}|, on obtient
TE ®{(x,t) € Qr : [u| > k} < // Tk (un (z,1))|" da dt < TCk> .
Qr

Par conséquent

O{(2,t) € U : |un| > k} < CL™ %) < Ok,

p;‘(pfl)*p]
PPy

Ainsi ®{(z,t) € Qp : |uy| > k} < CM k Proou py = p— 1+ £, Par conséquent

pe(p—1)—p7 _ 1p(p
2 } - [

1)]

onta=1+mr] . Faisons 71 — p, il en résulte que o — 1 + |

P

|[tn ]| pmep1 () < C pour tout n, et le résultat suit. O

En utilisant le théoréme de convergence monotone nous obtenons ’existence d’une fonction
mesurable non négatif u telle que w, T u p.p. dans Q et u2~1 — uP~! fortement dans L7(7)
pour tout ¢ < 1+ ﬁ.

Nous montrons maintenant que la suite {u,}, est bornée dans un espace de Sobolev
fractionnaire approprié, plus précisément nous avons.

_ N(p=1)+ps
- N+s

|un &€, t Un(ya )|q
dv dt < M. 4.7
S (0

En particulier, si p > N+5 , alors {uy, },, est bornée dans L1(0, T, W3"9(Q)) pour tout 1 < ¢ <

Lemme 4.2. Soit {u,}, défini comme ci-dessus, pour tout g < po et pour tout

§1 < S8, 0na

— N=1)+ps
P2 = N+s :
Démonstration. on définit w,(z,t) = 1 — ———————— puis en utilisant w,, comme fonction

(up (2, t) + 1)’
test dans (4.6)), on obtient

T T
/ / UntWy (z, 1) do dt —|—/ / U (z,y, t)wp(z,t)dv dt
0o Ja 0 Dgq

< / frl(z, )wy, dxdt < C.
Qr

En intégrant par partie, on obtient

//QT Unt (2, t)wy (x,t) de dt = /Qun(x7T) dx — /Quon(SC)d:E

1 1 1 .
+1—|—0¢/Q [(un(x,T)—i—l)aH N (Uno(a?)—l—l)o‘H] de if a # 1,
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et

//ﬂr Une (2, t)wy (x,t) do dt = /Qun(x,T) dx — /Qu()n(x) dx

—&—/Q {log(un(x,T) + 1) — log(uno(x) + 1)} dr if a = 1.

Par conséquent, dans tous les cas, en prenant en considération le fait que sup / |tn (2, t)|dz <
tel0,T] JQ
C pour tout n, il en résulte que

//QT Unt(z, t)wy(z,t) do dt > / un(@,T) dz — C.

Q

Nous traitons maintenant le terme

T
0 Dq

Soit v, = u, + 1, alors

/ // [t (2,8) — un(y, t)|p_2(un(x7 t) — un(y,t))wn(z, t)dvdt =

0 Dq

/ / / [0 (@) — 041 1) P2 (0 2 1) — v (g, 1)) (D = Um0y gy
0 Dq

v (y, 1)y (2, 1)

En utilisant I'inégalité (1.12)), il en résulte que

pta—1 pta—1

T P _ P p
0 Dq U%(y,t)@%(l‘,t)
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Fixons ¢ < ps et s < s1, alors il existe ¢; < q telle que s; = ql s. Par conséquent, nous obtenons

n t n ’t 4
/ // [0n (2, ]1VJ+(y W e dy at
axq |z —y[Ntee

q a—1 a _ olla—a1)s
/ // vn(@,t) — vn(y, 8)|7 (vn (@, t) + vn(y, ) (Un(z, )vn(y,1)* |z —y| dz dy dt
QxQ

Iw— yle (on (@, oy, ) (va(z,t) +on(y, 1)t o —y|V

/ //QXQ [on(,1) = v, )P (on (o, + 0nly )77 dt)%

|z — yIN+Ps (o (@, t)vn(y, 1)

/ // vn 2, t) +un(y, 1) (vp(a,t) —l—vn(y,t))o‘ppfq | _y|(q—q1)5ppfqu dy dt)%
axe (@ vy, ) (v, (2,t) + va(y, 1) Ve |z —y[N

/ //QXQ |on(z,t) — vn(y, )P (vn(x, t) +vn(y,t))a*1daj " dt)% )

Ix — y[VFPs (v (2, t)on (y, 1))

/ // vn x, t) o, (y, ) )F—Eq lz — y| ) T dr dy dt)¥
axa N on(z,t) +ou(y, 1))t lz—y[¥ .

En utilisant I'inégalité (1.13)), il en résulte que

[0, ) = v D (0 2,) + v (3. 1) !
/ /\/S)xﬂ |$ — |N+ps(vn($ t)'Un(y,t))o‘ dx dy dt)

@) —on (PP »
/ //m 7 — gV (0 <x,t>vn<;t>> do dy dt)” <

Donc, nous obtenons

SIS

n t n ) q
/ // [on (2, ]1VJ+(y O 4 ay ar
axq |z —y[Ntes

/ [ G Pl D = W T gy ar) T
QxQ Un (x,t) + v (y,t) |z N— w

-y
En utilisant I'inégalité (1.11)), nous obtenons que
Un(x, ), (y,t «
(0, 8) + vy 1)) (ol DD e oy (08) 40y, 1)

Un(xa t) + Un(ya t)
< e @, t) + vt (y, t).

alors,

n t n 7t a
/// [vn (2, 1) — va(y )‘dydzdt
axQ |z — y|NFas:

a+1)q (u+1)q

< / // ' (z,t)dx dy dt / // n' (y,t)dx dy dt)
C1 S s
OxQ :13 pr (quq(n) axQ x pr (quq{n)
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Puisque 2 est un domaine borné, nous obtenons 'existence de R > 0 telle que Q CC Bg(0).

Par conséquent

(OHrl)q

W' () dydt [T (et d
/ // (1) f Y g/ / Vn? (x,t)da:dt/ Y r=m
N— pslg— ‘Il N— pslg— ‘11
O | = 0 JBgr(0) 0) |z —yl
On pose r = |z| et p = |y|, alors z = r2’,y = py’, ou |2'| = |y’| = 1. on définit k = (C;Hq)
et 0 = %, il en résulte que
(z,t)dx dy dt T RpN_1 dH" 1 (y)
S/ / v (x,t) dz dt/ / ———=— | dp.
/ //QXQ |z —y| V=0 0 JBgr(0) rN=6 |$’—$Z/'|N79
0 y'|=1
Posons 0 = B, alors
r
5
t)dx dy dt
/ // (=, C”N & / / (z,8)]z]° dz dt/oN_lKg(U) do.
QxQ |I =y Br(0
0
ou Ky est donnée dans (3.19)). Par conséquent, nous concluons que
R
tyda dy dt [T [
/ // (=, xN . / / o (2, t)|2]? da dt/aN_lKg(a) do
QX0 |x—y| 0 JBR(0)
R 0 (4.9)

T ¥
+/ / v (z, )|z da dt/oNﬁlKg(a) do.
0 JBr(0\Bg(0) 0

Rappelons que r = |z, alors si z € BR(O)\Bg (0), il en résulte que £

— < 3. donc, en prenant

en considération que # > 0 et le comportement de Ky proche 1, nous arrivons a ce que

sl

3

/O'N_lKe(O') do < /UN_1K0(0'> do = C].

0 0

Maintenant si = € B (0), alors

(=
(=

oV IKy(0)do = /O'N_lKg(O') da—l—/oN_lKg(o) do = C, —I—/UN_1K9(0) do
0 3 3

O\ﬂ:u

A
Q
+
\
w \
2
s:
5
=
S)
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ou a > 0 a choisir plus tard. Il est clair que

/NlaKg / 1aK9 )d
3

3

oo

En choisissant a > 0, il en résulte que /O‘N_l_aKe(O') do = Cy < co. Maintenant, en revenant

a (4.9), on aura

/ // *(x,t)dx dy dt
QxQ \SU—ZJ|N e —yN?

(4.10)
< Cl/ / (z,t)|z|® do dt + CzRa/ / (z,)|2]°~* da dt
BR(O)

(p—1)N+ps
N+s

3

Rappelons que ¢ < , alors nous pouvons choisir a > 0 telle que x < p — 1 4 £2.

Par conséquent, en prenant en considération le résultat du lemme et en choisissant a tres

proche de 6 et en utilisant I'inégalité de Holder, on en déduit que

(D<+1)q
P
/ // (z t)dx dy dt <c
_ ps(a—a1) —
QxQ LL' P—q

De fagon symétrique, on peut montrer que

(a+1)<1
n? 1 t)dy dx dt
/// . t)dy dvdt oo,
pS(q 111)
2o —y[N
En revenant & (4.8) et en prenant en considération les estimations précédentes, nous concluons
que
Up (2, 1) — up (y,t)4
axQ |z — y|N+as
Par conséquent, le résultat suit. O

Pour prouver que u € C([0,T], L*(Q2)), nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3. Soit {u,}, défini comme ci-dessus, {uy}, converge fortement vers u dans
C([0, 7], L())-
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Démonstration. Soit m,n € IN, alors pour tout ¢ € LP([0,T], W5 (Q)),

//Q (un = um)e(@, t)p(z, t)dz dt

/ /Q ) — fm)pdxdt.

Soit ¢(x,t) = T1(un — Um)jo,4(x,t), avec t < T', en posant Q; = 2 x (0,%), on obtient
// ((n, = U )7 (2, 7), Th (Up, — Uy (2, 7)Ydx dT
Q

// ) Un (2, 7) = (=A7) U (2, 7), T1 (Un, — Upy))ddT
Q¢
/Q, fn— fm T T)Tl( _Um> z, T dxdT < //g;T fm|dmd7'

Il est clair que

//QT«UH — U7 (2, 7), T1 (tn, — ) (x, 7))d dT = / (01 (un — )b (2, 7) da.

Q

Maintenant, par I'inégalité (1.14)) on obtient que

//Q )t (4, 7) = (=A5) U (2, 7), Ty (tn, — ) )dawdr > 0.

ainsi

/Q[el(u fum)]()dx</ﬂ[®1( —r Odz+//QT ~ foldedr.

Rappelons que ©1(c) < |o|, ceci, pour toute t < T,

[ 1©16n = w00 < [ uon o + | / o ldedr.

Notons by, »,, le coté droite, donc

/ = wnfdo+ [ = ] < 2yl
[Uun—um|<1 [Un —wum |>1

Puisque

/|un—um|dx = / |un—um|dx—|—/ [ter, — U |dx
Q [up —um|<1 [Up —Upm |>1

(/ |t —um|2dz)§|QT\% + 2y, m
|tr —um | <1

1
1207|262 n + 2by s

IN

IA
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en prenant en considération que les suites {f,}, et {u,}, convergent fortement dans L*(Q7)

et L'(Q) respectivement, nous concluons que by, ,, — 0 pour n,m — co.

Par conséquent, nous concluons que {uy,}, est une suite de Cauchy dans C([0, 7], L*(£2))

et donc u,, — u dans C([0,T7], L*()). O

En conséquence des lemmes précédentes , on obtient que u € C([0,7T], L*()), Tx(u) €

LP(0, T, W3P(Q)), uP~! € L°(Qr) pour tout o < % et Ti(un) — Tk(u) faiblement

dans L?(0,T, WP (2)). I est clair que u,, — u p.p. dans Qr, alors, en prenant en considération

le fait que u,, = 0 p.p. dans (IR \ Q) x (0, ), nous obtenons u = 0 p.p. dans (R™ \ Q) x (0, 7).

Rappelons que
Un(z,y,t) = |un(z,t) — un(y,t)|p_2(un(x,t) — un(y, 1)) et

U(l‘,y,t) = |u(x,t) - u(y7t>|p_2<u($7t) - u(yvt))'

Puisque 2 est un domaine borné, puis par le résultat du lemme [4.1] et en utilisant le lemme de

Vitali, nous obtenons

U, — U strongly in L'((Q x Q) x (0,T),dv dt).

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme
Preuve du théoréme [4.1]

Soit ¢ € C5°(2r) et on définit (x,y,t) = ¢(x,t) — ¢(y,t), prenons ¢ comme fonction test
dans (4.6)), il en résulte que

T
// Unt (2, 1) dxdt—&—l/ // Un(x,y,t)®(x,y,t)dv dt
or 2Jo JJbpq (4.11)

fn(z, )0 (2, t) do dt.
Qr

//Q Unt(z, ) dz dt = —//Q tnde (1) dz dt.

Il est clair que

Par conséquent

7// Un®t(x,t) dx dt — 7// uge(z,t) dedt quand n — oo.
QT QT

De la méme maniere nous avons

/ fulz, t)p(x,t) dx dt — / flz, t)op(z,t) de dt quand n — oo.
Qr Qr
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Nous affirmons que

T
/ // (Un(x,y,t) - U(x,y,t))fb(x,y,t)dz/dt — 0 quand n — oo. (4.12)
0 Dgq

Puisque u,, — u p.p. dans Qr, alors

Un(x7y5t)(b($7 y’ t) U<x’ y7 t>¢($7y7 t)

[z — y|N+ps iz — y[NTps p.p. dans Dq, = Dgq x (0,T).

En utilisant le fait que u(x,t) = un(z,t) = ¢(x,t) = 0 pour tout = € (IRV\Q) x (0,T), nous

obtenons que

/OT /IRN\Q /JRN\Q(U"(x’ y,t) = U(z,y,1))®(z,y,t)dv dt = 0.
Ainsi
/OT //DQ(U“(Wv’f) —U(z,y,4))®(x, y, t)dv dt
- /OT //Qm(U"(f”’y’t) = U(z,y,1)@(x,y, t)dv dt
i /OT /RN\Q /Q(U”(x’ y,1) = Uz, y, £))@(x,y, t)dv dt

T
+/‘// (Un(,9,t) — Uy, )@ (e, . v de
o JaJmrNM\a
— I, + I + Is.

Puisque U,, — U strongly in L*((Q x Q) x (0,7T), dvdt), alors I; — 0 quand n — oc.

Nous traitons maintenant Io. Il est clair que, dans (2 x Bg\Q) x (0,7T), on a
(Un(z,y,t) = Ulz,y, ) @(x,y, )] < (Jun(z, )P~ + [u(z, )P 62, 1)

Puisque
1
- <
5 vepmay |7 — g P

{z€Suppg, ye Br\Q}

)

alors

(Un(‘r7 Y, t) - U(mv Y, t))q)(l’, Y, t)
o=y

IN

Clun (2, )P~ + Ju(z, )P~ 1) o (2, 1)
= Qn(z,y,t).

Notons que @Q,, — @ fortement dans L'((Q x Bg\Q) x (0,T)) avec

Q(z,y,t) = 2lu(z,t)|"~" (=, 1)].
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Par conséquent, en utilisant le théoreme de convergence Dominée nous arrivons a ce que I —
0 quand n — oo. De la méme maniere nous obtenons Is — 0 quand n — co. D’ou le résultat
suit

Comme conclusion et en passant a la limite dans (4.11)) il en résulte que

T
—// upy(x,t) de dt + 1/ // U(z,y,t)®(x,y,t)dvdt
Qr 2Jo JJar

::/ F@ ) é(x, ) da dt.
Qr
Par conséquent, nous concluons. [

Remarque 4.1.

1. Tl est clair que les résultats des lemmes [£.1] [£:2] et [1.3] découlent sans utiliser la positivité
des données. D’ott le résultat d’existence dans le théoréme [4.1] découle pour toute donnée

(f,u0) € LY (Qr) x L(Q) sans aucune condition de signe.

2. On a également le méme résultat de existence si (f,ug) € M (Q7) x ML(Q), 'ensemble

des mesures de Radon sur Qr et () respectivement.

4.3.1 Solutions non négatives obtenus comme limite d’approximation

des solutions entropie

Puisque nous considérons des données non négatifs dans L' (Q27) x L(Q), alors, nous pou-

vons prouver que la solution précédente est une solution entropie dans le sens de la définition

E4

Théoréme 4.2. Supposons que (f,ug) € L'(Qr) x L1(2) sont des fonctions non négatives,

alors le probléme (4.1]) a une solution entropie non négative u dans le sens de la définition

Démonstration. Nous devons juste montrer que la solution faible obtenue dans le théoréme [I.]
satisfait aux conditions ( . ) et . 1nd1que dans la définition

Commengons par prouver ’estimation . Puisque u, u,, > 0, alors 'ensemble Rj;, défini

dans la (4.2)) est réduite a
Ry = {(x,y,t) € R*™ x (0,T): h+1 < max{u(x,t),u(y,t)} avec min{u(x,t),u(y,t)} < h}.
En utilisant T3 (Gp,(uy,)) comme fonction test dans (3.9)), il en résulte que

// Unt 11 (Gh(un(z,t))) doe dt

/ JI Vil O G (w.0)) = Ty G unl ) v
ﬁ@ﬂﬂ@ﬂ%@ﬂﬂﬁﬁ<// Fulw, t)da dt.

Qr QTﬂ{un,Zh}
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Notons que

/ /Q (G0, 1) vt = /Q O () (2, T — /Q On () (z, 0)dar
ot O(0) = /00 T1(Gp(a))da. Tl est clair que ©(o) < o pour touto > 0.

Prenant en considération le fait que u,, > 0, on aura

1 T
5/0 //Dsz Un(z,y, )[T1(Gp(un(z, 1)) — T1 (G (un(y, t)))]dv dt

§/ (:)h(un)(:c,O)dx+// fn(z, t)dzx dt
Q Qrn{un,>h}

S/ uo(m)dx—l—// fn(x, t)dz dt.
up>h Qrn{u,>h}

Il ne est pas difficile de montrer que
Un(z, y, 1) [T1(Gh(un(x,1))) — T2 (Gr(un(y,1)))] = 0.
ainsi, en utilisant le lemme de Fatou, nous concluons que
1 (7
5[] v dGatute, ) - Ta(Gatuly. 0)ave <
0 Dq

S B
Jim inf = /0 / /D Ul )Gl ()~ Ta (Gl )
<

n—oo 2
_/ uo(x)dx+// fn(z,t)dx dt.
uo>h Qrn{u,>h}

Puisque
Un(@,y, O)[T1 (G (u(z, 1)) = Ti(Ga(uly, 1)))] = [u(z, t) —uly, t)[P~" dans Ry,

puis, en utilisant le fait que

/ uo(x)dx + // fn(z,t)dx dt — 0 quand h — oo,
ug>h Qrn{u,>h}

Nous concluons que
/// lu(x,t) —u(y,t)[P" dvdt — 0 quand h — oo
Ry

et puis on aura (4.3).

Soit maintenant v € LP(0, T, W§'*(2)) N L=(Qr) telle que L¥ (0, T, W(fs’p/(ﬂ)). Prenons
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Tk (u,, —v) comme fonction test (4.6)), on obtient que

/ / i T (i, — v) e dt

///D (s O[T (i (2,8) — 0(,8)) — Th(un (1) — vy, )ldvdt  (4.13)

; fo(@, )Tk (un (2, ) — v(x,t)) dx dt.

Etudions la limite, quand n — oo, de chaque terme de I'identité précédente.

Par le théoreme de convergence Dominée on peut facilement montrer que, n — oo,
J[ f@ it~ v yded— [[ Dt - o) dods
QT QT

Puisque upt = (up, — v); + v on a

//QT Unt T (uy, — v) dx dt =
|04 =01y dz — [ 4~ )O)e — [t — vy

En utilisant le fait que u,, — u fortement dans C([0,77], L}(Q)) et Puisque O est continue

Lipschitzienne , on a, quand n — oo,

/ Ok (up —0)|(T) dx — / [Ok(u— v)|(T) dzx
Q Q
et

/Q (Ot — v)](0) dz — /Q O (o — v(0))] da.

Nous analysons maintenant le terme / / v Ty (uy — v) dedt. Puisque v € L>®(2r), Posons
T

M = ||v]|so, alors Tg(u, — v) = Ti(Thrsk(un) — v). ainsi Tk (u, —v) = Tk(u — v) faiblement

dans LP(0, T, W{P(Q)). Comme v, € LP (0, T, Wofs’p'(Q)), alors Pargument de dualité nous

permet de conclure que

// e Tg (uy, — v) da dt — // T (u — v) dx dt.
QT QT

Nous traitons maintenant le second terme dans (4.13]). Nous suivons attentivement les mémes

arguments comme dans [I].

On pose

Wp = Up — U et Wn((ﬂ,y,t) = |wn(wat) - wn(yat)|p72(wn(xat) - wn(yat))7
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alors
Un (@, ) [Tt (2,8) = 0(a, 1)) = Ti(un (y:8) = 0y, D) = K (2,9:1) + Kaon(@,9:),
ol
K@) = W, 9, DT (wa2,8)) = Te(wa(y, ),
et
Kona,9,8) = |Un@,9,1) = W,y )] [T (@,6)) = Ti(wa(y, 1)

1l est clair que Ky ,(x,y,t) >0 p.p. dans Dq x (0,T), puisque

Kin(w,y.) = Wzy,OTk(w(.t) = Te(w(y. )] pp. in Do,
quand n — oo, ou

w=u—vet Wizy,t) = [wle,t) - wly, ) (w(z,t) - w(y,1)).

Ainsi, en utilisant le lemme de Fatou, on obtient que

T
/ / Ky o (z,y,t)dvdt >
0 Dq

T
/ / W (. O[T (w(, 1)) — Te(wly, 1))dv dt.
0 Dq

Nous traitons maintenant Ko .

On pose
01(937.%75) = Un(ll?,t) - Un(yvt) et UQ(Iayvt) = ’LUn(.T,t) - w"(yat)

alors

Kon(z,y,t) = [|gl(x7y7t)|p_201(m7y,t) — loa(z,y,t) [P 2o (2, y, t)
X [Tk (wn (l‘, t)) — Ty (wn(y7 t))}

Nous affirmons que, quand n — oo,

T
/ / Ko (z,y,t)dvdt —
0,7 /Da (4.14)

/OT //D {U(x,yi) — Wz, y,t)|[Tr(w(z, ) — Te(w(y,t))]dv dt
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Nous divisons la preuve de I'affirmation en deux cas en fonction de la valeur de p.

Le cas singulier p € (1,2] : Dans ce cas, nous avons

|O'1(I‘,y,t)|p720'1(f£, y7t) - |U2(I7y7t)|p7202($7y3t)
< Clo'l(xayat) - 02(x7yat)|p_1 = C|U($,t> - U(yvt)|p_1'

ainsi
K202, y. )] < Clo(z,t) — v(y, )P Ti(w(z, 1) — Ti(w(y, )| = Kan(@,y,1).
En utilisant le lemme [£.I] nous obtenons que
| Tk (wn (2,1)) — Ti(wn(y,t))| = |Tr(w(z,t)) — Tk (w(y,t))| fortement dans Lp/(DQT, dv).
Puisque v € LP(0,T, WP (2)) N L (), par 'argument de dualité, nous concluons que
Ko, — Clu(z,t) —v(y, t) [P Tk (w(z, t) — Ti(w(y,t))| fortement dans L' (Dg,., dv).

En utilisant le théoreme de convergence Dominée nous arrivons a

T
/ / Ko n(x,y,t)dv dt —
0 Do

/OT //D [U(x’ v.t) =~ W(a,y, t)] [Tho(w(z, 1)) — Ti(w(y, t)))dv dt,

quand n — oo et I'affirmation suit dans ce cas.

Le cas dégénéré p > 2 : Dans ce cas, nous avons

|0'1 (.’L‘, Y, t)|p—20-1 (.13, Y, t) - |0'2(J), Y, t)|p—20-2(x7 Y, t)
< Cl|01($7y7t) - 0.2(x7y7t)|p—1 + Cg|0'2(.’13, y,t)‘p_2|0'1(x, Z%t) - 02<$,y,t>|
< Cilo(z,t) —o(y, )P~ + Cofo(z) — v(y)|lwn (@, t) — waly, )P

< Chlv(z,t) = v(y, )P~ + Colo(z,t) — v(y, t)|Jun(x,1) — uny, )[P~>.
ainsi

< Cilol,t) = v(y, O Th(wn (2, ) = Te(wa(y, 1))
+ CQ|U(xvt) - v(y,t)Hun(x,t) - un(yvt)|p_2|Tk(wn(xﬂt)) - Tk(wn(y7t))|

KQ,n(xa yat) + KQ,”(xay7t)'

|K2,n($>y7t)|
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Le terme f(gm(x, y,t) peut étre traité comme Kg,n ci-dessus. Par conséquent, il reste a traiter
IV(Q,n(xa Y, t)

Nous définissons
Dy = {(z,y,t) € Da, : up(z,t) < l%,un(y,t) < l;;},

ott k >> k + [|v||ec aussi grande que nécessaire. En utilisant ’argument de dualité, nous

obtenons

KQ,n(xv Y, t)XDl —

Calv(z,t) — v(y, )l[u(z,t) — u(y, )P~ Ti(w(@, 1)) — Te(W (Y, )X fu(a)<kulyn <k}

fortement dans L'(Dq,.,dv).

Maintenant, considérons I’ensemble
Dy ={(z,y,t) € Day : up(z,t) > ki, un(y,t) > k1},

ou kl > k + H'UHOOa alors R?,n(xa:%t)XDz(xayat) =0.

Il est clair que, en tenant compte des calculs précédents, nous avons juste d’analyser la

convergence sur I’ensemble.
Ds ={(z,y,t) € Do, : up(z,t) > 2k, un(y,t) < k},

ou

Dy = {(IL’,y,t) € DQT : un(yvt) > Zk,un(ﬂf,t) < k}

Si (z,y,t) € D3, alors

IV(Z,n(xayat)XDs (xay7t)
< Ck)|v(z,t) — vy, O[Tk (wn(z, 1) — Ti(wnly, 1)) [uh~>(z, t)x Dy (2,9, 1)

Notons que
ufziz(xa t)XDs (Iv Y, t) - up72(l,7 t)X{u(w,t)ZQk,u(y,t)gk} faiblement dans L% (DQT ) dl/)
Puisque

p—1
[v(z,t) — vy, )|| Tk (wn(z,t)) — Tk(wn(y,t))l} X{u(e,t)>2k,uly,t) <k} <

kpiz‘v(xa t) - ’U(ya t)|p71|Tk (wn(x’ t)) =Tk (wn (yv t))X{u(x,t)22k,u(y,t)§k}
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L’argument de dualité nous permet de conclure que

p—1
[|’U(1‘, t) - U(y7 t)”Tk(wn(x? t)) - Tk(wn(y’ t))q X{u(z,t)>2k,u(y,t) <k} —

p—1
[lo,8) = v(y. DI T(w(z, ) = Tu(w(y, )] Xquteoz20u00<0

fortement dans L'(Dgq,dv) quand n — oc.

ainsi

k&nXDg —
02|’U(x7 t) - U(y, t)||u(:v, t) - ’U/(y7 t)‘p_2|Tk (’LU(Qj, t)) — Tk (’LU(y, t))X{u(z,t)EQk,u(y,t)gk}

fortement dans L'(Dgq,., dv).

De la méme maniére, nous pouvons traiter I’ensemble Dy.
Par conséquent, en combinant les estimations ci-dessus et en utilisant le théoreme de conver-

gence Dominée, nous concluons que

T
/ / Ky (x,y,t)dv dt —
0 Dq

/OT //DQ {U(x,y,t) — W (z,y, t)[Th(w(z,t) — Ti(w(y,t))]dv dt

quand n — oo et 'affirmation suit dans ce cas.

Par conséquent, Comme conclusion, nous avons prouvé que

/[@k(u_v)]( )dm_/[ek(“_v)] dﬂf—//QTvtTk (u—v)dxdt
/ //D (@, y, ) [T (u(z, ) — v(z,1)) — Ty (u(y, t) — v(y, t))]dv dt
—// flx, )T (u(, t) — v(w,1)) da dt.

Qr

Par conséquent, le résultat suit. O



Chapitre 5

Probleme parabolique d’ordre

fractionnaire avec potentiel de

Hardy

Ce chapitre est le développement de ’article [3].

5.1 Introduction.

Dans ce chapitre nous allons étudier le probleme parabolique suivant

uP~1
ug + (=Ay)u = /\W,U>O dans Qr = Q x (0,7),
u o= 0 dans (RN \ Q) x (0,7), (5.1)
u(z,0) = wuo(x) dans Q,

ou 2 est domaine borné et A > 0.

Pour p = 2 et s = 1 le probleme a été étudié dans [20]. Les auteurs ont démontré
lexistence et des résultats de non-existence en relation avec le fait que A < Ay ou A > Ay o,
respectivement. Le cas non local a été résolu dans [58], les auteurs ont pu obtenir la méme
alternative en utilisant le fait que I'opérateur parabolique non local satisfait une inégalité de
Harnack appropriée. Sous la présence d’un terme de réaction, les auteurs dans [8] ont prouvé
Pexistence d’un exposant critique g4 (A, s) ne dépende que de A telle que I'existence a lieu si et
seulement si ¢ < g4 (\).

Pour p # 2 et s = 1, le probléme a été largement étudié dans la littérature. Dans [I5],
les auteurs prouvent ’existence d’une solution globale, si p < 1\2,712 pour tout A > 0 et pour

ug appropriée. Dans [40], les auteurs complétent I’étude précédente et en montrant que si

2N

31 < P <2, le probleme a une solution au sens des distributions loin de l'origine.
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Notre objectif est de généraliser les résultats précédents a notre opérateur non local.

Le Chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la section [5.2] nous donnons des
résultats auxiliaires liés aux espaces paraboliques fractionnaires de Sobolev. Nous présentons
également une inégalité algébrique qui sera utilisée pour controler le terme de "l'intégration
par parties' pour 'opérateur non local.

Dans la section nous allons considérer le cas A < Ay, s, dans ce cas, nous démontrons
I’existence d’une solution globale dans un espace d’énergie approprié.

Le cas A > Anp s et p < 2 est étudié dans la section puis en fonction de la valeur de

p, nous démontrons ’existence d’une solution qui est dans un espace de Sobolev fractionnaire

2N
+s

de prouver l'existence d’une solution loin de l’origine, modulo un poids convenable, dans un

approprié¢. Dans le cas oul 17 < p < 2, et qui est le cas le plus délicat, nous sommes en mesure

espace de Sobolev fractionnaire avec poids.
Dans la derniére section, nous analysons la question de Iextinction en temps fini. Selon la
condition sur ug, nous montrons les propriétés d’extinction en temps finis. La méme propriété

est prouvée si nous ajoutons un potentiel "concave" en u comme terme de réaction dans (5.1]).

5.2 Cadre fonctionnel et conception des solutions

Nous allons commencer par citer un résultat intéressant, que ’on utilisera a plusieurs re-
prises dans le présent chapitre. On se référe a [44] et [14] pour plus de détails.
Commengons par définir les espaces paraboliques correspondants.

Soit Q € R™N, I’espace LP(0,T; WP (Q)) est défini comme I’ensemble des fonctions ¢ telles

que ¢ € LP(Qr) avec ||9][ s (0, 7,ws 7 (o)) < 00 ol

[[@l] Lo 0,7swew () / // oz, t) — oy, )|pd1/dt)p
Dq

et Do = RY x RN\ CQ x CQ.
Il est clair que LP(0,T; WyP(€)) est un espace de Banach.
Dans le cas ott la donnée (f,ug) € L?(27)x L?(£2), alors nous pouvons chercher une solution

d’énergie, plus précisément, nous avons la définition suivante.
Définition 5.1. Supposons (f,ug) € L?(Qr)x L?(Q), alors on dit que u est une solution d’éner-

gie au probleme (5.1)) si u € LP(0, T; WP (Q)) N C([0, T], LP()), uy € L¥' (0, T; W_S’p (Q)), ou
WO_S’p/(Q) est 'espace dual de W*(Q) et pour toute v € LP(0,T; WP (2)) on a

/T<Ut, ydt + = / /DQU z,, ) (v(z,t) — v(y,t))dv dt

p— 2
// [P e d
ap |z|P*
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et u(z,.) — ug fortement dans L?(Q2) quand ¢t — 0 ou
Uz, y,t) = [u(z, ) —uly, )P (u(z, 1) — uly,t)).

Il est a noter que l'existence d’une solution d’énergie découle en utilisant le méme argument

classique pour l'opérateur monotone comme dans [61].

5.3 Résultats Existence : A < Ay,

Rappelons que nous considérons une solution non négative du probleme

u + (=Apu = )\1;1)'[): dans Qpr = Q x (0,7,
u > 0 dans R x (0,T), (5.2)
u = 0 dans (RN \ Q) x (0,T),
u(z,0) = wo(x)  dans(,

ot A < Anps et ug € L?(Q2) avec ug = 0. Posons uo, = T}, (ug), commengons par uy = 0, pour
n > 1, nous considérons u,, comme 1'unique solution non négative pour le probléme approximé

suivant

ub” 11
Ut + (—Af))un = W dans Qr,
U, = 0 dans RM\Q x (0,7, (5:3)
Un(7,0) = () dans €.

L’existence de u,, est assurée en utilisant des arguments classiques pour I'opérateur monotone
comme dans [6I]. Il est clair que u,, = 0 et {uy,}, est monotone en n. Comme conséquence,

nous obtenons le premier résultat d’existence.

Théoréme 5.1. Supposons que A < Ay,s et ug € L*(Q), alors le probleme (5.2) a une
solution globale u telle que u € LP(0, T; W' () N C([0, T, LP(Q)), u; € LP (0, T; WO_S’p/(Q))

et u(z,.) — ug fortement dans L2(2) quand t — 0.

Preuve

En utilisant w,, comme fonction test dans (5.3)), nous obtenons

u2 |un x, t Un(yvt / |Un|
dz dy dz < A
3 e //D |x—y|N+ps e

En utilisant I'inégalité de Hardy-Sobolev, nous obtenons

1 [tn (2, 1) — up(y, t)|P 1 9
- T)d ( dy de dt < = ||uo[2.
7 J e D (5 - o ///D |x, g Aot < g luollz
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Par conséquent, nous obtenons ’existence d’une fonction mesurable u telle que u, T uw p.p

P
dans Qp, u, — u faiblement dans L (0, T, Wy (2)) et ||Unp| || || fortement dans L'(Qr).
x|P® x|P

Maintenant le reste de la preuve est obtenue en utilisant des arguments de compacité clas-

siques. O

Dans le cas ou A = Ay, s nous pouvons utiliser I'inégalité de Hardy-Sobolev améliorée

donnée par (2.14)) et (2.37)), dans ce cas, nous pouvons prouver le théoréme suivant.

Théoréme 5.2. Supposons que A = Ay, s et ug € L?(2), alors le probléme (5.2) a une

solution globale u telle que

u(y, )|
///D |x_y|N+ps da dydt — AN%/ / - |psdxdt§f||u0||2.

De plus, u € L4(0,T; W54(Q)) N C([0,T], L*(2)) pour tout q < p.

5.4 Resultats d’existence : p <2 et A > Ay,

Considérons maintenant le cas le plus intéressant A > Ay p s et p < 2, puis suivant la valeur

de p, nous allons prouver que le probléme (5.2) a une solution.

54.1 Lecasl<p<

N+2 et \ > AN,p,s

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théoréme 5.3. Supposons que 1 < p < N+2 et A > Ay, s, alors le probleme (5.2) a une

solution globale.

Démonstration. Posons W, (x) = , puis en utilisant un des arguments d’itération

1
|lz[P* + 5

appropriés nous pouvons prouver que le probléme

ug+ (=Au = AWy(z)uP~!  dans Qp,
u(z,t) = 0 dans (RN \ Q) x (0,T), (5.4)
u(z,0) = wupp(x) dans €,

a une solution non négative minimale bornée u,,. En utilisant u,, comme fonction test dans
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(5.4) et par les inégalités de Holder et Young, il en résulte que

|un (2, 1) = un(y, )P
(z,T) d:L’Jr/ // dxdy dt
/ Do |l’— y| Ve

/U(m dx—i—/\/ /W (x,t) dzdt
(2—p)/2 /2
S/u%()dm—l—)\/ /|W ()22~ P>d) ’ x(/ 2 (e, 0)do) "t
Q

g/u()d +/\ //|W (2)[2/ P dudt + £ // xtdxdt
Q

yn(T)E/Qlun(x,T)|2dx

et

Bn(t)

_ T
/|uo(:c)|2 dz+>\2—p/ /\Wn(xﬂz/(z*p) dwdt
2 2/ (2-p)
|U0 )|° dx + = dz |.
|$|2

Puisque 1 < p < 2N/(N + 2s), alors §,(t) < C(T + 1). Ainsi

IN

(D) < 6(®) + 25 [ un(s)ds,

0

et comme conséquence de 'inégalité de Gronwall, on aura

/|un(x )2 dx < B, (T / B (s)e**ds, (5.5)

ot a = a(A,p) > 0. Ainsi

[tn (2, t) — un(y, t)|P
T)d dxdy dt < C(T
frwrraa [ ff, P sy i< o

/T W (z)ub (x,t) dedt < C(T).
Q

Par conséquent, nous obtenons l’existence d’une fonction mesurable u telle que u,, T u p.p dans
Qr, u, — u faiblement dans LP(0, T; WP (Q)) et u, € LP (0, T; WO_“W/(Q)). Il n’est pas difficile
de montrer que u est définie globalement en temps et que u résout le probléme (|5.2)). O

5.4.2 Lecas A> Ay, et 2>p>2N/(N + 2s)

Nous commengons par étudier 'existence d’une solution auto-similaire non négative pour

le probléeme de Cauchy dans ensemble RY .
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On pose V(z,t) = t*F(z), alors

- s alp— F(x) - F(y)|P2(F(x) — F
V. = at® ' F(r) et (—AS)V (x,t) = t*@7 /IRN (z) g)_' y|]5+p(s) (y))dy (5.6)
Posons o = %2, on aura

Cherchons F sous la forme F(x) = F(|z|) = Al|x|7, alors (5.7)) implique que

QArY 4 AP~ (P =ps / 11— 0"P72(1 = 0")oN 'K (0)do = AAP~ 17 (P=D)=ps - (5.8)
0

ou

n—1¢,/
Ko - | |de ()

/I _ O.y/|N+ps :
ly'|=1

Supposons que v = %, alors vy =v(p—1) — ps.

par conséquent, de (5.8 on obtient que

ol
U(y) = / o7 —1P7%(0” — 1)K (0)o™ " 'do.
0

Soit ¥ = —v, alors ¥ > 0 et

Donc,
B 1
2-p)(T1(7) + 1)
et alors )
1 t P
Viz,t) = Br== (Ix\Ps>
Puisque

1 oo
V1 (9) JoT L =a7P2(1 = 07K (0)o 7PN do = / +/
0 1

I + I,

(5.9)

puis en prenant en considération le fait que K (%) = ¢NFPSK(€) pour € > 0 et en utilisant le
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changement de variable £ = % dans I, on aura
0@ = [ K)o -1 (o7 =¥ ) (5.10)
1

Commencons par prouver le Lemme suivant.
Lemme 5.1. On suppose que 1 <p <2et A > Ay, s alors B >0
Pour prouver le lemme nous avons besoin du résultat suivant obtenu dans [4].

Proposition 5.1. Soit
+oo
O(p) = / K(o)(o? —1)P7! (UNflfp(pfl) _ O.psfl) do,
1

oup>0et ps+p(p—1) < N, alors on a

1. ©(0) =0 et O(F=E2) = Ay = max,>0 O(p).

2. Pour tout 0 < XA < Ay, s, il existe p1, p2 tel que 0 < p; < N;ps < paet O(p1) = O(ps) =

A

Preuve de Lemme [5.1]

Nous devons juste montrer que (V1 (%) + A) > 0. Nous allons diviser la preuve en deux cas,
selon la valeur de p.
Le premier cas : 1\2,—1_1\_2 <p<2.

Dans ce cas, on a ps > N — 4(p — 1), ainsi en utilisant on obtient que ¥y (%) > 0.

Par conséquent B > 0 et le résultat suit dans ce cas.

2N
N+s*

Le deuziéme cas : p <

Ce cas est plus délicat. Nous avons
oo
U1(7) = _/K(U)(U:Y — 1Pt (UNflJY(pfl) - aps*l) do < 0. (5.11)
1

Maintenant, par (5.11)) on obtient que ¥;(3) = —0(y) > —Ap . Comme A > Ay, s par la
proposition nous atteignons que A + ¥1(¥) > A — Ay p s > 0. Ainsi, nous concluons. d

Remarque 5.1. Il est facile de voir que la solution auto-similaire obtenue ci-dessus est une
sur-solution au sens des distributions, pour le probleme ([5.2)) si et seulement si p < ﬁ—fs Dans
le cas ol p > 1\2771[57 V ¢ L' (Bs(0) x (0,T)) pour tout § > 0. Cependant, nous pouvons montrer
que, dans ce cas, nous avons une solution loin de l'origine et que la solution est dans un espace

de Sobolev avec poids.
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Définissons maintenant 1’espace de Sobolev parabolique avec poids.
Yo = {“ |z € LP(0, T, Wi P(2) N C((0, T1; L2(Q)), |a]|* = Vu, € LP'(0, T, WO‘S”"'<Q)>}'

Nous renvoyons le lecteur & la section 2.4 du Chapitre 2 pour certaines propriétés de l'espace

"elliptique" associés a Y.

Nous avons le théoreme suivant.

Théoréme 5.4. Supposons que A > Ay et 32 < p <2, et que ug € L*(|z|*dxz, Q) pour

— ;. Alors il existe une fonctlon u € T, qui est une solution de ((5.2)) loin de

lorigine. En outre, pour tous v € T, nous avons

- / (v, [2Pu)dt + = / // (e OlPote ) = Py )

fA// L Wz
o  |TPe

Preuve

Rappelons que u,, est la solution unique du probléme approximé (5.3) on pose w(x) = |x|P®

232 - % et on définit

Uﬂ(xvyvt) = |uﬂ(x7t) - un(y,t)|p_2(un(x,t) - un(y7t))'

En utilisant wu,, comme fonction test dans (5.3)), il en résulte que

p—1
Uy _1Un

/untwundx—l—/(—A;)unwundx:)\/ ———wdx.
) ) o lzfPs + 5

En intégrant dans le temps et en utilisant le fait que la suite {u, }, est croissante en n, il en

résulte que

%/Qu (a, cm/ //D (2, 9. 8) (2, () — 0y, Do)
< )\//QT tn x|i|p8 (@) dxdt + E/ng(x)w(x)dx

En utilisant 'inégalité (1.22)), on obtient

U (2, y, 1) (un (2, )w(2) — un(y, Yw(y)) >
Cttn (2, )w (@) — (g, )w(y) 5 [P — Co(ud (, £) + ul (y, 1)) [w(z) 5 — w(y)7|P.
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Par conséquent, nous concluons que

%/ﬂui(w,T)w(m) dzr + C4 /OT //DQ un (2, )w(@)? — un(y, hw(y)? |Pdv dt

<o f f e By, wla) — wiy)}Pdv di
+A //QT de dtJr%/ng(:zr)w(z)d:c.

T
Analysons le terme / // (ub (x,t) + ub (y, t))|w(a?)% - w(y)% |Pdvdt. En utilisant des argu-
0 Dq

ments de symétrie nous obtenons

/OT //Dn(uﬁ(x,t)+uﬁ(y,t))|w(x)i_w(y)i|pdudt = 2/0T //DQ a? (. D)) —w(y)? Pdvdt = 2J.

p
J< C’// Un 1t
Qp |2[P?

Puisque 2 est un domaine borné, puis Q CC Bg(0), par conséquent

T
J< / / ut(z, 1) / 2] — |y|° Pdvdr.
0 JBr(0)
IRN

Nous affirmons que

On pose r = |z| et p = |y|, alors x = ra’,y = py’. ou |2'| = |y/| = 1. Par conséquent, on obtient
que
T oo -1/,
dH™
J < / / ug(x,t)m—PS/ ® — (ro)oPoN ! / W) Gy
0 JBr(0) 0 |z" — oy [N +Ps

y'|=1

T oo
[ oper [T oo = Kio)do ded
0 Br(0) 0

IN

Posons C' = [° |1 — 0®|Pe¥ 1K (c)do et en prenant en considération le fait que u,, = 0 dans

(RN \ Q) x (0,T) on obtient que
p
ch*// U g dt
ar [P

et le résultat suit.

Maintenant, puisque p < 2, puis en utilisant I'inégalité de Young,

ubw 9 223
// dr dt < Cs // uzw(z) dx dt + Cy // |z|P*™ »=2 dx dt.
ar 7P Qr Qr
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2ps
Puisque a > 25 — —, il en résulte que / |x|p°‘7ﬁ dx dt < CsT. Ainsi
Qr

ubw 9
dz dt < Cs uy (x, t)yw(x) dr dt + CT.
oy |z[P® Qr

En combinant les estimations ci-dessus, nous arrivons a

3 [ et e [ J], ottt =t ) v e

<C // u? (z,t)w(z) de dt + C3T + Cy.
Qr

En utilisant le lemme Gronwall nous obtenons que [, u? (x, T)w(z)dz < C(T) et puis

/ //DQ [ (2, Yw (@) = (y, )w(y) 7 [Py dt < O(T).

on pose Uy, = w()uy, alors {1y, },, est croissante en n et bornée dans espace LP(0,T, W (Q)).

Par conséquent, nous obtenons l'existence d’une fonction mesurable u telle que w, T u p.p.
dans Q, u = 0 dans (IR" \ Q) x (0,T) et @, — wu faiblement dans L?(0,T, W;"*(£)). Soit
U(z,y,t) = |u(z,t)—u(y, t)|P2(u(z, t) —u(y,t)), alors U,, — U p.p. dans Dq x (0, T). Montrons

que u satisfait (5.12)). Soit v € C§°(Qr), en utilisant wv comme fonction test dans le probléme

d’approximation (5.3)) et en intégrant dans le temps, il en résulte que

/ /vtun z, thw )dzdtJr/ o(@, T)un(z, T)w(z)dz

o /Kh (0, 8) 0, Do) — (g, () d
_)\//QT |x\ps d dH‘/Q o(@)v(w, 0)w(w)dw.

En prenant en considération les estimations précédentes, on obtient facilement que :
n — 0o,
7// vty (2, t)w(z) dxdtJr/ v(z, T)uy (z, T)w(z)de —
Qr Q
f// veu(z, t)w(x) dzdtJr/v(x,T)u(x,T)w(:r)d:c
Qr Q
et

// |x\P9 ,d dt‘*‘/Q o(@)v(z, 0)w(x)dr —
//QT uzl):cllpw dz dt + /Q ug(x)v(z, 0)w(z)dz.

quand
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Montrons que
[ [ vaew o ) - o oww)i i
0 Dq

/OT//D Uz, y,1)(v(@, thw(z) = v(y, w(y))dv dt.

Posons
Up = |2|%Up, @ = 2|, ©=|z|%
, et
Un(:v,y,t) = |t (2, ) — U (y, ) [P (1 (2, 1) — Tn(y, 1)),
Uz, y,t) = |a(z,t) — aly, t) P> @z, t) — a(y, t))
et

V(l’,y,t) = |’5($,t) - ’D(y? )‘p 2( (LE t) - 5(y7t))'

En utilisant les estimations précédentes sur {uy,},, on a 4,0 € LP(0,T, WP (Q)), {tn}n est
bornée dans LP(0,T, WP (Q)) et @, — @ faiblement dans LP(0,T, W3 (Q)).

on a

Un(z,y, ) (v(z, hw(z) — vy, hw(y)) = Ju(2,y,t) + Ln(2,y,1),

Jn(@,y,t) = Un(a,y,t)(0(x,t) — 0(y,1))

et

Ly(z,y,t) =

p—2
(i) = )+ (1= (B0 (o) = () + (0= (B 0))

X ((T)n(x’t) - ﬁn(y,t)) + (1 - (%) a(p- 1)) (y7 )) - Jn(wvyat)'

En utilisant un argument de dualité nous obtenons que

/ // xz,y,t dudt%/ // x,y,t)dv dt quand n — oo.
Dq Dq

On traite maintenant L. Il est clair que L, — L p.p in Dq x (0,T) ou

L(z,y,t) =

(i) = a0 + (1= (ahatnn)] (@G0 = i 0) + (1= (2hatn)

({0020 = 0000+ (1= ()00 = S50
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On a
|Ln($7yat)| < Lnl(xayat) + LW:Q(Ivyat)7

ou

Lnl (.Z', Y, t) =

(i (,8) = (1) + (1 = (E)D)an(y0)| ((am,t) — it (y, 1)) + (1 = () *)in (v, t))
. (ﬂ,n(l‘,t) - ﬂn(y’t)> H

(f)(lf,t) - f}(yat)) )

- ﬂn(x’t) - ﬂ'n(yvt)

X

et
L@y, t) = |(an(a.t) un<y,t>>+<1—<'”5y'>a>~n<,>w
< o= o)
11 est clair que
Laat) < Jintet)—win| (1= () D)aty.0)
- (. - dedyeo- )o(y.1)

S LnQI(mayut) + Ln22(xuy7t)'

Nous affirmons que € LP(Dq x (0,T),dv dt). Il est clair que

(1= (fhee=)a(y, 1)

INTRLE
‘|ya(p—1) — |z|*P—1)

0(y, 1)[”
/ /Q |y|pa 205 [ P e dx dy dt.

|3«"| 1)\~ ?
Y=oy, 8)| dv dt <
IyI

P
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On pose r = |z], p = |yl, alors @ = ra’,y = py’ ot |2/| = |y/| = 1. Pour ¢ = , on obtient que
p
/ // Iml )il )| dv dt
DQ
9(y,t) ) N
/ / | |p Tylpa(—1)+ps +p |y|a(p_ ) — (aly))*®= Y| N K (0)do dy dt
ylpe s

N=1K (o) do dy dt

[e'e] p
|v 1— o= 4
|Z/|pg 0
v
/ [, e v

[e’e] p
C:/ ‘1—0“(”_1) o
0

Puisque o € LP(0,T,W;?(Q2)), alors nous concluons que / / [oly. D |p

résultat suit.

ou

N-1K(0)do < .

. dy dt < oo et le
Par conséquent L, converge fortement dans L'(Dq x (0, T'), dv dt). De la méme fagon, nous
pouvons prouver que Lyao converge fortement dans L'(Dgq x (0,T),dv dt). Ainsi en utilisant

le théoréme de convergence Dominée nous obtenons que L,5 converge vers Lo fortement dans

LI(DQ X (O,T),dl/ dt) ou

La(e,y.t) = <a<m,t>—a<y,t>>+<1—<'|Zj'>“>a<y,t> )
x \(1 - <'|;”|'>0<P-1>>@<y,t>\.
Maintenant, puisque p < 2, alors
Lua(e,pt) < c\u—(;')a)an(y,t) @) — sy,

Puisque 0 € LP(0,T, WP (€2)), puis en utilisant les mémes calculs que dans le résultat précé-
p—1
€ L7 1(Dg x (0,T),dv dt). Par consé-

dent, nous arrivons & ce que ’(1 - (%l‘)a)ﬂn(y,t)

quent, en utilisant le théoreme de convergence Dominée il en résulte que L,,; — Ly converge
vers Li(x,y,t) fortement dans L'(Dgq x (0,T),dv dt) ou

Ly(z,y,t) =

(aa,0) = . 0) + (= (B 00| ((@o00) = a0) + 0= ()00
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En combinant les estimations ci-dessus, nous concluons que
T
[ [ vaew o ) - o oww)i i
0 Dq

[ I, ottt st a

Par conséquent u € Y, satisfait (5.12]). Il est clair que u est une solution au sens de distribution

dans Q\{0} x (0, 7). O

5.5 Autres résultats

5.5.1 Extinction en temps fini

Dans cette sous-section, nous supposons que p < 2, notre objectif principal est d’obtenir la
condition la plus "naturelle" pour montrer que la solution non négative devienne nulle pour un

temps tres grand. Le premier résultat dans cette direction est la suivante.

Théoréme 5.5. Supposons que A < Ay, s et définissons © comme étant la solution minimale

du probleme

up~!
up+ (=A%u = A B dans Qr,
u > 0 dans ]RN X (O,T), (513)
u = 0 dans (R \ Q) x (0,T),
u(z,0) = wo(x)  dansQ,
alors on a
1. Si N+2 <p<2etuy € L?(Q), alors il existe un temps fini T*(N, p, ||, An p.s, |[uol|2) =

T* > ||uo|3 P|Q|2 1% tel que u(.,t) = 0 pour t > T*.

2. Sil<p< #5; etug € LVTHQNLA () avec v+1 = M , alors il existe C(N, p, s) > 0

telle que si A < C(N,p, s), alors u(.,t) = 0 pour tout t > T* ou T* = T*(\, C, up).

Démonstration. Nous suivons les arguments utilisés dans [15]. Utilisons u comme fonction test

dans ([5.13)), on obtient

1d [ uly, )P ]
st Jo" T2 //D |w— W A=A [ e

Par les inégalités de Hardy et Sobolev, nous arrivons a

1d 2 O(S,ANPS) p* Pp?
- P A7 o A s < A
5 7 Qu dx + 5 /Q\u| dx <0
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Puisque NQ_J:’QS < p < 2, alors p¥ > 2, ainsi par I'inégalité de Holder, on obtient
. 2
/ u?(z,t)de < C(Q)(/ | uPs (z,t)] dx)?s.
Q Q
ainsi
1d 2 5 p
o e 1) 1 el O [ o) < 0

Comme conclusion

2 — p)e(An o Q17 2T 25

@ T) =] g [l (1~ EZRAANn IR Ty 5
H Uo HQ

Par conséquent si T < T*, u(x,T) = 0 et le résultat suit.

Supposons que 1 < p < #NQS, en utilisant un argument d’approximation, nous pouvons

prendre u” comme fonction test dans (5.13), on aura

1 d

v 1 p— v v
uHM+2/AJm%ww%w 2(u(a, ) — uly, ) (" (2, 1) — u”(y,6))dv
o |zP?

Ainsi, par I'inégalité(L.12)), on obtient

p—14v

1 d C pt+v— ptv—
— [ w Tl + —// |u e (z,t) —u 5 1(y,zﬁ)\pdy <A K
v+1dt /g 2 JJpg o |z

En utilisant maintenant, 'inégalité de Hardy,

1 d C A ptv—1 ptr—1
— vHq - - t) — )P dv < 0.
v+1dt Qu x—|—(2 AN,p,s)//DQ|u 7o) e g ) dr <

CAN,p,S 01s se 4 oz
Supposons que A < — donc en utilisant 'inégalité de Sobolev, nous concluons que

1 d wtp—1) « i3

——— [ Wl + C(Anps / r Pad <0.
Rappelons que v = W, alors %flp;‘ =v+1
1 d v+1 v+p—1
s llue O + Cllua, O <0

Maintenant, nous obtenons

CcT 5
ua, 7)1 < ol (1= —5=)
o 1235

Par conséquent le résultat suit. O
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Maintenant, pour un probléme plus général

u + (—Aj)u = )\ﬁ;;z +u?  dans Qr =Q x (0,7),
u > 0 dans RN x (0,T), (5.14)
u = 0 dans (R \ Q) x (0,T),
u(z,0) = wo(x) dans Q,

ol g < 1, comme dans le théoréme on peut montrer que le probléme (5.14]) a une solution

avec extinction en temps fini, plus précisément, nous avons

Théoréme 5.6. Supposons que p—1 < ¢ < 1,A < Ay s et ug € L*(), alors le probleme
(5.14) a une solution minimale non négative u € LP(0, T, W;*(€2)), de plus

1. Sip> %, puis sous une condition de petitesse sur ||up||2, il existe un temps fini T*
tel que u(.,t) = 0 pour tout t > T*.

2.81<p< %729,1 <gqg<letuy€ L""H(Q)NLYQ) avecv +1 = N(f);p), alors il

existe C' > 0 tel que si A < C, alors u(.,t) = 0 pour tout ¢ > T pour un 7* > 0.
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Résumé :

Dans cette these, on s’intéresse a I’étude d’une classe de problemes
paraboliques et elliptiques avec un opérateur non local de type p-
laplacien fractionnaire ou bien p-laplacien fractionnaire avec poids. Le
but principal de ce travail est de généraliser des résultats connus pour le
cas local au cadre non local, ou bien non local linéaire au cadre non local
non linéaire.

Mots Clés :

Equations elliptiques et paraboliques fractionnaires, opérateur non local,
potentiel de Hardy-Sobolev, solutions entropiques, p-laplacien
fractionnaire.

Abstract:

In this thesis, we focus on the study of a class of parabolic and elliptic
problems with non-local operator as the fractional p-Laplace or
fractional p-Laplacian with weight. The main purpose of this work is to
generalize some well known results in the local case, or nonlinear local,
to our non local case.

Key words :

Fractional Elliptic and parabolic problems, nonlocal operator, Hardy-
Sobolev potential, entropy solutions, fractional p-Laplacian.
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1.1 Introduction

Dans cette these on s’intéresse a I’étude d’une classe de problemes paraboliques et elliptiques avec
un opérateur non local de type p-laplacien fractionnaire ou bien p-laplacien fractionnaire avec
poids. Plus précisément on considére un opérateur pseudo différentiel de la forme

u(z) — u()[P~*(u(x) —uy)) dy
|z —y|NHes |7yl

—A)? su(x) := P.V.
(~A); () .
ous € (0,1),p>1et f>0. Il est clair que cet opérateur coincide, modulo une constante, avec le
p laplacien classique pour s = 1 et 8 = 0. Pour le cas du laplacien fractionnaire, p = 2 et § = 0,
Iopérateur peut étre aussi défini en utilisant la transformée de Fourier

(-ayu =7 (£

Notons aussi que cet opérateur trouve son origine en probabilité, puisque il apparait comme un
cas particulier du processus Levy (voir [[25], [28], [54]]).

L’étude des équations fractionnaires a connu un avancement notable ces derniéres années grace
a la contribution de plusieurs mathématiciens. L’un des résultats clé dans ’analyse du laplacien
fractionnaire est sans doute le résultat de Caffarelli-Sylvestre dans [35]. Les auteurs ont prouvé
une ”correspondance” entre I'opérateur non local (—A)* défini dans RN, et, un opérateur local
divergentiel défini dans RN*!. Cette correspondance a permis de prouver plusieurs résultats
de régularité et de définir des extensions ”naturelles” des notions, jusque la limitées au cas du
laplacien comme la notion de périmetre, courbure moyenne,...., au cas non local. Dans cette these
on s’intéresse a 1’étude des problemes elliptiques et paraboliques ou 'opérateur principal est donné
par (—A); s et parfois sous la présence d’'un terme singulier. Le but principal de ce travail est de
généraliser des résultats connus pour le cas local, ou bien non local linéaire, a notre cas non local.
A premiere vue, il semble que cette extension peut se faire facilement, ce qui n’est pas tout a fait
vrai dans la majorité des cas, en gardant a ’esprit que 'argument de Caffarelli-Sylvestre ne peut
pas étre étendu au cas non-linéaire. Tenant en compte la nature algébrique de 'opérateur, et pour
accomplir notre étude, il est nécessaire de développer des inégalités algébriques, parfois difficiles a
prouver, pour résoudre des difficultés de type intégration par parties, fonction test de type produit,
estimations a priori,.....

Une fois que les outils algébriques sont prouvés, on passe a la question des poids admissibles.
Dans le cas local, pour 'opérateur divergentiel

—A, gu(z) = —div(|z| P VuP~2Vu),

le poids ||~ est admissible pour tout 8 € (0, N — p) dans le sens ou opérateur —A,, 5 vérifie
I'inégalité de Harnack faible . La démonstration de cette affirmation est basée sur les inégalités de
Calffarelli-Kohn-Nirenberg. Notons que cette classe de poids intervient d’'une maniere fondamentale
quand on cherche & améliorer I'inégalité de Hardy-Sobolev.

Dans notre cas la situation est totalement différente. Le rang de 5 admissible change complétement
puisque les valeurs "trop” négatives de 3 posent un probléme fondamental dans la définition de
I’espace de Sobolev fractionnaire lui méme. Donc en prouvant une inégalité de Hardy-Sobolev avec
poids (sous quelques conditions sur le poids), on arrive & démontrer une version de 'inégalité de type
Caffarelli-Kohn-Nirenberg fractionnaire. Cette inégalité sera la clé pour obtenir 'inégalité de Har-
nack faible pour notre opérateur dans l’esprit des poids admissible. Enfin, et comme conséquence,
on traite une classe de problemes elliptiques et paraboliques non locaux sous la présence d’un terme
singulier comme terme de réaction.



1.2 Description de la These

1.2.1 Description du chapitre 1

Dans le premier chapitre on présente des outils d’analyse non linéaires qui seront utilisés pour
traiter nos problemes. On commence par présenter les espaces de Sobolev fractionnaires et leurs
propriétés. Ensuite pour une classe de poids précise, on définit les espace de Sobolev avec poids.
La notion de troncature est aussi présentée puisqu’elle va étre utilisée pour définir des solutions
généralisées. En tenant en compte le caracteére algébrique de notre opérateur, dans la derniere
partie du Chapitre 1 on présente quelques inégalités algébriques qu’on va les utiliser régulierement
dans cette these. Notons que quelques inégalités peuvent étre prouvées facilement en utilisant un
argument de normalisation et homogénéité, par contre d’autres inégalités sont plus compliquées
(et completement nouvelles) et exigent des démonstrations fines et rigoureuses.

1.2.2 Description du chapitre 2
Dans [34], les auteurs ont montré le résultat suivant:

Théoréme 0.1 (Caffarelli-Kohn-Nirenberg). Soient p,q,r,a, 8,0 et a des constantes réelles telles
quep,g>1,r>00<a<1et

p Ngqg Nor N ’

ot m = ac + (1 — a)B. Alors, il existe une constante positive C telle que pour tout u € CSO(BN),

on a 1
—a
it

a
7]

Lr(RN)

o, C|lat1vul .
) La(RY)

L™ (R
si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées:

= t) r-a(Geg)

avec
0<a—o0c st a>0,

et
m 1 a-—1

Nier N

1
a—0c<1 si a>0 et -+
r
Ce type des inégalités est lié au probleme elliptique local suivant:
—div(|z| P |Vu[P~2Vu) = 0 (2.0)

Comme conséquence du Théoreme 0.1, il résulte que |z]| ™7, avec v < %, est un poids admissible
dans le sens que si u est une super-solution faible de (2.0), alors elle satisfait I'inégalité faible de
Harnack. Plus précisément, il existe une constante positive £ > 1 tel que pour tout 0 < ¢ < k(p—1),

1
(/ uq(;v)|3c\_mdm)q <C inf wu,
Bs,(x0) Bp(-'EO)



ou By, (zg) CC Q, et C' > 0 dépend seulement de B.

Nous nous référons a [45], [52] qui donnent une discussion compleéte ainsi que la preuve de l'inégalité
de Harnack. Notons que l'inégalité de Harnack classique reste vraie pour la solution positive de
(2.0).

L’un des principaux outils pour obtenir les inégalités faibles de Harnack est 'inégalité de Sobolev
avec poids qui peut étre obtenue directement a partir du Théoreme 0.1.

Un autre argument pour obtenir 'inégalité de Sobolev est de prouver l'inégalité de Hardy avec
poids.

L’objectif principal de ce chapitre est de suivre cette approche afin d’obtenir la version non locale
de I'inégalité Caffarelli-Kohn-Nirenberg.

Dans [50], les auteurs ont prouvé I'inégalité de Hardy-Sobolev classique:

Théoreme 0.2 Soit p > 1, s € (0,1) telles que sp < N, alors Yu € C3°(IRY),

(y)|? lu(z)|P
1AL) = YV ddy > A d 2.1
/RN /IRN I:v—yIN+ o N’pisN jzfps " 1)

ot la constante Ay p s est donnée par
o0
Anps = 2/ 1—0 P21 -0V P 1K (0)do (2.2)
0

avec

N —ps dH"'(y)
v = et K(U)Z / ‘z/_o-y/|N+pS'

ly'|=1

Dans le méme papier, et en considérant

p p
/ / Nt )J dz dy*AN,p,S/ |u(m)| dz,
RN JRY |35 - y| P Ry |T|P*

les auteurs montrent que pour p > 2, il existe une constante positive C' = C(p, N, s) telle que pour

tout u € C°(IRYN), si v = |x| “u, alors

(P  dz dy
hg > C .
W =z /]RN /JRN o=y 2 (2:3)

L’inégalité précédente devient une égalité pour p = 2 avec C' = 1.
Comme conséquence de (2.3), on obtient facilement que Ay, s n'est jamais atteinte.
Pour p = 2, les auteurs dans [13] ont montré le résultat suivant:

Théoréme 0.3 Soit N >1,0< s <1 et N> 2s. Supposons que Q C RN est un domaine borné,
alors pour tout 1 < q < 2, il existe une constante positive C = C(§,q, N, s) telle que pour tout

u € C§° (),
2 w2
/ / = |N+2)S| dr dy — AN,z,s/ | |(2)s dx >
RN JRN X RN X (24)

C(SLq,N,s)/Q Mdmdy.

o |z—ylNte




Le résultat principal du Chapitre 2 est de généraliser le résultat du Théoreme 0.3 au cas ou
p # 2. Suivant les valeurs de p (p > 2 ou bien p < 2), la preuve sera basée sur des arguments
différents, en particulier sur des inégalités algébriques différentes. Une fois que I'inégalité de Hardy-
Sobolev améliorée est prouvée, on arrive a démontrer 1'inégalité de type Caffarelli-Kohn-Nirenberg
fractionnaire. Notons que notre approche est basée sur le fait que le poids |z|~? n’est pas trop
dégénéré, c.a.d. on aura besoin que de la condition 5 > —ps qui est une condition optimale puisque
pour 3 < —ps on aura un probleéme pour définir I'espace de Sobolev lui-méme.

Pour généraliser completement les inégalités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg au rang g négatif,
on aura besoin de changer ”la structure de l'opérateur”, puisqu’il sera nécessaire que le poids
”accompagne” la fonction dans la norme.

1.2.3 Description du chapitre 3

Comme application directe des résultats du chapitre 7?7, on considere le probleme suivant

{ (=A); qu = f(z,u) da;fls Q, (25)
u = 0dans R" \Q,
ol 2 est un domaine borné régulier contenant I'origine et f une fonction donnée.

On commence par le cas ou f dépend seulement de x. Notre premier objectif sera d’obtenir
lexistence d’une solution, dans un sens convenable, pour le probléme (2.5) pour une grande classe
de donné f.

Pour le cas de I’équation du p—laplacien classique, ’existence et 1'unicité d’une solution en-
tropique pour une donnée dans L!. On renvoie le lecteur & [27] et [23] pour plus de détails.

Le cas d’une donnée mesure générale a été traité dans [38] ot les auteurs ont prouvé l'existence
d’une solution renormalisée.

Le cas local avec un poids a été considéré dans [11], les auteurs ont démontré existence et
l'unicité d’une solution au sens d’entropie pour une donnée dans L.

Pour l'opérateur (—A)j 5, les cas p = 2 et 3 =0 a ét¢ analysé dans [58] et [55] olt 'argument
de dualité, dans le sens de Stampacchia, a été utilisé pour prouver ’existence de solution pour une
donnée dans L'. Dans un cadre plus général, un probléme semi-linéaire a été examiné dans [17] ,
ou l'existence et 'unicité de la solution renormalisée sont analysées.

Le cas p # 2 et f =0 a été traité récemment dans [43] et [36] avec une donnée réguliére et une
structure variationnelle. Pour une donnée générale, et en se basant sur une certaine généralisation
de la théorie du potentiel de Wolff, les auteurs ont pu obtenir I'existence d’une solution faible qui
appartient a un espace de Sobolev fractionnaire approprié.

Dans ce chapitre, nous allons traiter le cas p # 2 et 8 > 0, Pargument utilisé dans [57] semble
étre compliqué pour étre adapté a notre cas.

Notre approche est plus simple et elle est basée sur un choix approprié d’une famille de fonctions
test et de certaines inégalités algébriques.

Dans la premiere partie, nous allons considérer le cas f(z,s) = f(x). On prouve existence
d’une solution faible qui est dans un espace de Sobolev fractionnaire approprié.

Il est clair que pour 8 = 0, on obtient le méme résultat d’existence et de régularité donné dans
[567], cependant, il semblerait que notre approche est plus simple et peut étre adaptée & une grande
classe d’opérateurs non locaux avec poids. Ensuite, dans le cas ou la donnée f > 0, on prouve
I'existence d’une solution au sens d’entropie.



Dans la section ??, nous traitons le cas f(x,s) = As? + f(x), alors, selon les valeurs de ¢ et A,
nous sommes en mesure de montrer 1’existence d’une solution d’entropie pour une grande classe
de données f.

Pour une donnée positive, nous allons montrer que l'opérateur (—A)? ; satisfait a une inégalité
locale de Harnack bien adaptée. Ce dernier résultat a été prouvé dans [42] pour 8 = 0 et dans [9]
pour le cas p = 2 et 5 > 0. A ce niveau, en combinant les techniques des derniers articles, nous
allons montrer le résultat pour le cas non linéaire p # 2 et § > 0. Comme application directe de
I’étude précédente on considere le probleme

(-A)ysu = Mi+g(z), u>0 dans,
v =0 dans RV \ Q.

Suivant les valeurs de ¢ et A, on arrive a prouver ’existence d’une solution positive pour la classe
la plus vaste possible de g.

Enfin dans la derniere section de ce chapitre on traite le cas du potentiel de Hardy. Plus
précisément, on considere le probleme

S up_l
(-A), pu = )\W +u?, wu>0 dans, (2.6)
u = 0 dans RV \ Q.
Dans le cas local , le probleme se réduit a:
uP~ ! q
-Apyu = )\W +u?, w>0 dans{, 2.7)
u = 0 sur 0f).

Pour p = 2, les auteurs dans [30] ont montré que si ¢ > ¢4 (2), alors le probléme (2.7) n’admet pas
de sur-solution distributionnelle, cependant, si ¢ < ¢4 (2), il existe une sur-solution positive, avec

2
g+(2) =1+ %, 0, = % —/An2—Aet Ayg = (Nf) , la constante classique de Hardy
Le cas p # 2 a été considéré dans [6] ol la méme alternative reste vraie avec g4 (p) =p—1+ %

ou ), est une solution de I’équation algébrique
E(s)=(p—1)s* — (N —p)sP L+ A =0.

Le cas fractionnaire avec p = 2 a été étudié dans [46] et [21]. les auteurs ont montré la méme
alternative avec ¢1(2,s) =14 2 ot 0 = (), s,N) > 0.
Notre objectif est de généraliser le résultat de [46], [21] au cas p # 2.

1.2.4 Description du chapitre 4

Dans ce chapitre on considere la partie parabolique. Comme dans le cas elliptique, notre but est
de généraliser les résultats obtenus pour les opérateurs locaux a notre cas non local. On commence
par traiter le probléeme suivant

u+ (=Apu = f(z,t),u>0 dans Qr =Q x (0,7),
u = 0 dans (R™ \ Q) x (0,T), (2.8)
u(z,0) = wup(x) dans Q,



ou €2 est un domaine borné et f,uy sont des fonctions mesurables. En utilisant des techniques
similaires au cas elliptiques on arrive & prouver que le probleme (2.8) admet une solution distribu-
tionnelle pour f mesure de Radon et uy € L'(Q). Dans le cas ou f € L'(Qr) avec f > 0, I'existence
d’une solution entropique est prouvée. L’idée est d’utiliser des arguments d’approximation et de
passer a la limite en utilisant les estimations a priori.

1.2.5 Description du chapitre 5

Comme conséquence de I'existence d’'une solution entropique et par les résultats du chapitre 77,
on étudie le probleme

p—1
w A+ (A = )\T;?,u >0 dans Qp = Q x (0,7),
w = 0 dans (RV \ Q) x (0,7), (2:9)
u(z,0) = wo(z) dans €,

ol {2 est domaine borné contenant I'origine et A > 0. Il est clair que le probléme (2.9) est fortement
lié a I'inégalité de Hardy-Sobolev.

Pour p = 2 et s = 1 le probleme (2.9) a été étudié dans [20]. Les auteurs démontrent l’existence
et les résultats de non-existence en relation avec le fait que A < Ay 2 ou A > Ay o, respectivement.
Le cas nonlocal a été résolu dans [58], les auteurs ont pu obtenir la méme alternative en utilisant
le fait que l'opérateur parabolique nonlocal satisfait une inégalité de Harnack appropriée. Sous la
présence d’un terme de réaction, les auteurs dans [8] ont prouvé I’existence d’un exposant critique
g+ (), s) ne dépendant que de A tel que lexistence a lieu si et seulement si ¢ < g4 ().

Pour p # 2 et s = 1, le probleme a été largement étudié dans la littérature. Dans [15], les
auteurs prouvent l’existence d’une solution globale, si p < 1\?712 pour tout A > 0 et pour wug
appropriée. Dans [40], les auteurs complétent I’étude précédente et montrent que si ]\2,—51 <p<2,
le probleme a une solution au sens des distributions loin de 1’origine.

Le cas p # 2 et s < 1 semble étre nouveau. Notons que pour prouver l'existence d’une solution
loin de l'origine on aura besoin de I'inégalité de CKN avec un poids trop dégénéré, ce qui conduit a
I'utilisation des résultats de la derniere section du chapitre 2. L’Extinction en temps fini est aussi
analysée.

Remarque: Pour les références voir la theése.
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Keyw_OTds. |u(x) ()| dody — Ay | )|
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Weighted Hardy inequality RN RN
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P
s c / ‘ |u(z) — u(y)|? lu(@) = w0
-y
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> sps,9) ([ MO0 ar) %,
ih
for all u € C§°(2) where S = S(N,p,s,8) > 0.

B)rg=~ 572, as a consequence of the improved Hardy

inequality, we obtain that for all ¢ < p, there exists a
positive constant C(Q2) such that

() —u@)lP
dy d.
// @ — y[Nrefzfpyp Y

20(9)(/%1190)?&,

|77

pN
N—gs"

for all u € C§°(2) where p} , =

Notice that the previous inequalities can be understood as
the fractional extension of the Callarelli-Kohn—Nirenberg
inequalities in [9].

© 2017 Elsevier Inc. All rights reserved.

1. Introduction

In [9] the authors proved the following result

Theorem 1.1 (Caffarelli-Kohn—Nirenberg). Let p,q,r,a, 8,0 and a be real constants such
that p,q>1,r>0,0<a <1, and

where m = ao + (1 — a)B. Then there exists a positive constant C such that for all
u € C°(RY) we have

—a

et g, < it

it

L7 (RN) Lr(RN) LQ(RN)

if and only if the following relations hold:
1 m 1 a-—1 1 B
T - " 1 - (_ ) ’
e a(p +E ) ra-a(c+
with

0<a—-oifa>0,
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and
. 1 m 1 a-1
a—oc<lifa>0and -+ —=-+
r N p N

This class of inequalities are related to the following local elliptic problem
— div(|z| P |Vul[P~2Vu) = 0. (1.1)

As a consequence of Theorem 1.1, it follows that || ™7, with vy < %, is an admissible
weight in the sense that if u is a weak positive supersolution to (1.1), then it satisfies a
weak Harnack inequality.

More precisely, there exists a positive constant k > 1 such that for all 0 < ¢ < k(p—1),

( / uq(x)|x|7p“’dm)5<0 inf wu,

Bp(CCO)
BZP(ZO)

where By, (x0) CC Q, and C > 0 depends only on B.

We refer to [13,18] and the references therein for a complete discussion and the proof
of the weak Harnack inequality.

Notice that even the classical Harnack inequality holds for positive solution to (1.1).

One of the main tools to get the weak Harnack inequality is a weighted Sobolev
inequality that can obtained directly from Theorem 1.1.

An alternative argument to get the Sobolev inequality is to prove a weighted Hardy
inequality as it was observed in [22].

The main goal of this paper is to follow this approach in order to get a nonlocal
version of the Caffarelli-Kohn—Nirenberg inequalities.

In [17], the authors proved the following Hardy inequality stating that for p > 1 with
sp < N and for all ¢ € C°(RY),

/ Md$dy>AN,p,s/ |q|5(|xp)s|pd$ (1.2)
RN

|z — y|NFPs

RN RN

where the constant Ay, ¢ is given by

o0
Anps =2 / |1 — 0_'*|p_2(1 — U_'Y)UN_lK(U) (1.3)
0
and
dH""'(y')
K(U) = / |x/_o.y/|N+ps’
ly'|=1
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In the same paper, setting

_ |u(z) — u(y)[” |u(z)[?
hé(u) = / dedy — AN,p,s ‘x|P5 d$7
RN

RN RN

they proved that for p > 2, there exists a positive constant C = C(p, N, s) such that for
all u € CP(RY), if v = |:c| 5" u, it holds

—v(y)lP  dx dy
0/ | . (1.4)

Ty (] T gy

RN RN

The above inequality turns to be equality for p = 2 with C = 1.
As a consequence of (1.4), we easily get that Ay, s is never achieved.
For p = 2, the authors in [2] proved the next result:

Theorem 1.2. Let N > 1,0 < s < 1 and N > 2s. Assume that Q C RN is a bounded
domain, then for all 1 < q < 2, there exists a positive constant C = C(2,q, N, s) such
that for all u € C5°(§2),

lu(z) — u(y)|? / Ju(z)|?
s " dedy — Anos
AN, / |:I: = y|N+28 T ay N,2,: |ZC|2‘S
RN

RN RN

|z — y|NFas

_ 2
>C(Q,q,N, s)/ Mdmdy. (1.5)
Q Q
One of the main results of this work is to generalize Theorem 1.2 to the case p > 2.
More precisely we have the next Theorem:
Theorem 1.3. Let p > 2, 0 < s < 1 and N > ps. Assume that Q C RY is a bounded

domain, then for all 1 < q < p, there exists a positive constant C = C(Q,q, N, s) such
that for all u € C3°(£2),

/ [u@) = WP 4 gy A, / @ o s c/ o) = w0 gy, (1.6)
Q Q

|z — y| N tes |[Ps |z —y|Ntas
RN RN RN

As a consequence we get the next “fractional” Caffarelli-Kohn—Nirenberg inequality
in bounded domain.

Theorem 1.4. Let p > 2, 0 < s < 1 and N > ps. Assume that Q C RY is a bounded
domain, then for all 1 < q < p, there exists a positive constant C = C(€Q,q, N, s) such
that for all u € C5°(§2),
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/ [u(@) —ul)l” dw dy el ()"

Ps,q £
—dz) " 1.7
o=y TP TP o o

Ps.q

RN RN

where p; , = Npi\;s and § = —N;pg

In the case where Q = RV, to get a natural generalization of the classical Caffarelli—
Kohn—Nirenberg inequality obtained in [9], we have to consider a class of admissible
weights in the sense of [18]. Precisely we obtain the following weighted Sobolev inequal-

ity.

N=ps then for all u € C°(RYN),

we have

[ ol dr dy gy

265

|z — y[NFPs ()P [y|? ~ 2|
RN RN

where S(B) > 0.

It is clear that the condition imposed on § coincides in some sense with definition of
admissible weight given in [18]. The proof of Theorem 1.5 is based on some weighted
Hardy inequality given below.

As a direct application of the previous results, we will consider the problem

‘u|P*2u g qg—1 :
Lysu—A PRt |u|"tu, uw>0 inQ, (1.9)
u=0 in RV \ Q,
where
u(@) — u(y)["~*(u(@) — u(y))
Ls,pu fL' = P.V. / |1‘ — |N+ps dy7
0 <A< Anpsandg>0.
In the local case, the problem is reduced to
—Ayu )\|u| P = [ul7tu, u>0 inQ
|z|P ’ ’ (1.10)
u =20 on 0.

For p = 2, the authors in [7] proved that if ¢ > ¢4(2), then problem (1.10) has no
distributional supersolution however, if ¢ < g4 (2), there exists a positive supersolution,

with ¢4(2) = 1+ 9 , 01 = Tz —/An2—Xand Ay = (NZQF, the classical Hardy
constant.
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The case p # 2 was considered in [1] where the same alternative holds with ¢4 (p) =
p—1+ eﬁ where 0, is the smallest solution to the equation
P

E(s) = (p—1)s" = (N —p)s"~ + A

The fractional case with p = 2 was studied in [14] and [5]. The authors proved the same
alternative with ¢4 (2,s) = 1+ 2 where § = (X, s, N) > 0.

Our goal is to extend the results of [14] and [5] to the case p # 2.

The paper is organized as follows.

In Section 2 we prove the main results, namely Theorems 1.3, 1.4 and 1.5.

The starting point will be the proof of a general version of the Picone inequality. As a
consequence, we get a weighted version of the Hardy inequality for a class of “admissible
weights”.

Hence, following closely the arguments used in [2], taking in consideration the “weight-
ed” Hardy inequality, we get the proof of Theorem 1.3.

Once Theorem 1.3 proved, we complete the proof of Theorem 1.4 using suitable
Sobolev inequality.

At the end, and by using a weighted Hardy inequality, we are able to get a “fractional
Caffarelli-Kohn-Nirenberg” inequality for admissible weights in RY and then to proof
Theorem 1.5.

In section 3, we analyze problem (1.10). We prove the existence of a critical exponent
q+(p,s) such that if ¢ > q4(p,s), then problem (1.10) has no positive solution in a
suitable sense. To show the optimality of the non-existence exponent, we will construct
an appropriate supersolution in the whole space.

In the whole of the paper we will use the next elementary inequality, see for instance
[17].

Lemma 1.6. Assume that p > 1, then for all0 <t <1 and a € C, we have
la —t|P > (1 — )P~ (|a|P —1). (1.11)
2. Statement and proof of the main results

Let us begin with some functional settings that will be used below, we refer to [12]
and [22] for more details.

For s € (0,1) and p > 1, we define the fractional Sobolev spaces W*P?(2), Q C RV,
by

W*P(Q) ={ue LP(Q): / %dmdy < 00}
Q Q
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Tt is clear that W*P(Q) is a Banach space endowed with the norm
|u(z) — u(y)|? v
HUHWS.P(Q) = HUHLP(Q) + (/ Wdl‘dy) .
Q Q

In the same way, we define the space X*(£2) as the completion of C§° () with respect
to the norm of W*?(Q).
Notice that, if @ = RY x RV \ (CQ x CQ), then

lollxgo = ([ [0 dudy)” + ol
Q

Using the fractional Sobolev inequality we obtain X;7(Q) C LPs(2) with continuous
N - for ps < N.
In the case where § is a bounded regular domain, the space X;?(€) can be endowed

inclusion, where p} =

with the equivalent norm

lollxgren = ([ J i)

B =

To prove the fractional Caffarelli-Kohn—Nirenberg inequality, we need to define frac-
tional Sobolev spaces with weight. More precisely, let 0 < 5 < % and Q c RY with
0 € €, the weighted Sobolev space X *?-#(Q) is defined by

B (Q) dz | 0(x) — o(y)[” _dxdy
X5PP(Q) = {¢ € LP(Q, |x|25) / =g 2Py < +oo}.
Q

Thus X*P5(Q) is a Banach space endowed with the norm
1l -..5 / loto)lary b +( / [6(x) = $(y)|*_dady )%
N o 0 Q [ =y NFPe 2l PlylP )

Now, we define the weighted Sobolev space X% () as the completion of C§°(€2) with

respect to the previous norm.
As in [3], see also [12], we can prove the following extension result.

Lemma 2.1. Assume that Q@ C RY is a regular domain, then for all w € X*PB(Q), there
exists W € X*PP(RN) such that @ = w and

[l xe vy < CllwlLxems(ey

where C = C(N, s,p, Q) > 0.
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Remark 2.2. As in the case § = 0, if Q is bounded regular domain, we can endow
X37P (Q) with the equivalent norm

p(x) — p(y)]P dzdy N3
|||¢|||X0<p[5(9) = (/ |1,_y|N+P5 ‘{E|B|y‘5) '
Q Q

Now, for w € X*PP(RYN), we set

\w — w )|p_2(w(a:) ¥ w(y)) dy
L w q: = P.V. / .
’pﬁ( \z - y|N+pS |$|ﬁ|y‘5

It is clear that for all w,v € X*P#(RY), we have

w(x p—2 ) o(z) — v .
(L pos(w //I ()72 (w(z) — w(y))(v(z) — v(y) dzdy

RN RN |z = |N+pS |x|ﬁ|ylﬂ

In the case where 5 = 0, we denote Ly, 3 by Lsp
Let begin by proving the next version of the Picone inequality.

Lemma 2.3 (Picone inequality). Let w € X7 (Q) be such that w > 0 in Q. Assume that
L ps(w) =v with v € L}, (RY) and v Z 0, then for all u € C§°(S2), we have

}/ u(e) — u(y)[P _dedy |ul?

> (L — ).
2 | oy Tl = e et

Proof. The case 8 = 0 is obtained in [20] if p = 2 and in [6] if p # 2. For the reader
convenience we include some details for the general case § # 0.

__|u@)P _ 1
We set v(x) = @) T and k(z,y) = PR ETTI RTINS then

<u%amw»mm>:/Quy/muwwww%%mm—w@»M@wQMx
Q RN

IP Jw(a)[p—1 /'w Y)[P* (w(x) — w(y))k(z,y) dy d.

Since k is symmetric, we obtain that

(La0(a)), () =
[uty)l” P2 (w(z) —w x x
//( (s O o) — o)) — wlo) o)y
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Let v; = %, then
(Lsp,p(w(x)),v(x)) =

5 [ [ (m@Pu@ - m@Pew) we) - )P - vk dyds
Q

Define
O(z,y) = [u(z) — uly)]” — (Jv1 (@) [Pw(z) — o1 (y)Pwy)) w(z) - wly) P2 (w(z) - w(y)),
then

(Lo ps(w(2)), v(z)) + / B(a, y)k(z, y) dy dz

Q

—5 | [ ) =~ utPrGe.p) dy.
Q

DN | =

We claim that ® > 0. It is clear that, by a symmetry argument, we can assume that
w(z) = w(y). Let t = w(y)/w(z),a = u(x)/u(y), then using inequality (1.11), the claim
follows at once. Hence we conclude. O

As a consequence, for § = 0, we have the next comparison principle that extends, to
the fractional framework, the classical one obtained by Brezis—Kamin in [8].

Lemma 2.4. Let Q be a bounded domain and let f be a nonnegative continuous function

such that f(o) > 0 if o > 0 and flo)

op~1
u,v >0 in Q and

is decreasing. Let u,v € WP (Q) be such that

Lspu > f(u) in Q,
Ls,v < f(v) in Q,
Then, u = v in (.

Proof. Using an approximation argument, taking in consideration that u,v > 0, we can
prove that

Lopt _ Loyt (f(U) B f(v)). (2.12)

up~—1 pp—1

We set & = (vP — uP),, then

/(f(U) ICI / é(M _ Ls»pv) de. (2.13)

up—l  gp-1 up—1 pp—1
Q Q

Let us analyze each term in the previous inequality.
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Using the definition of £ we obtain that (f(u) — @) )f > 0. On the other hand, we

up—l  pp-1
have

- Lepyu  Lgpv
J:/f(—up . l)dx

_ //lu —u)|P*(u (Sﬂ)*U(y))< £(x) £(y)
~y

o =y

=y /Iv — 2ol o) (8@ ) Y,

|z — y|NHPe oP=H(z)  oPT(y)

where @ = RY x RV \ (CQ x CN).
Notice that

|u(x)_U(y)|p_2(u(w)—u(y))( o) &) ):

fu() = u(y) P~ (u(z) - u(y) - ) = lu(@) = u)".

i € BT ()

In the same way, we obtain that

[o(z) = v(y)[P?(v(z) - U(y))(vpg(;r()x) - vf(f/()y)> -

~Jo(@) ~ o) (o) = (y)) (vifpﬁfi) - ;”S@g;)

) +lv(@) — ().

Thus

[u(2) — ()l (u() — u(y) ( v"(@)  oP(y)
% EETa () w2
[v(@) vy 2() —v(y) (w@) ()

%] & — gV (770 ~ i) =

) lul@) — )P % [o(@) —v@)l”

I% o — y| Ve |z —y|Nes ey

Q Q

Pl (E Ry Lo
Q Q Q

_%] 77?;@(32! ddy.
Q
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Now, using Picone’s inequality, we conclude that J < 0. Thus

up—1  pp-l

(M f(”))gzo

and then £ = 0 which implies that v < v in Q. O

Remark 2.5. The comparison result holds if we replace f(s) by g(s,x) where g is contin-

uous in s for a.e. x € (), @%s decreasing for s > 0 and g(s,x) > 0 in §2 for all s >0
5
fixed.

In the sequel we need the next results.

N —ps—2
Lemma 2.6. Fiz 0 < § < N;ps and let w(z) = |z|™7 with 0 <y < Llﬁ, then
p—
there exists a positive constant A(vy) > 0 such that
wP1 . N
Lgpp(w) = A(V)W a.e. in RN\{0}. (2.14)

Proof. We set r = |z| and p = |y|, then x = ra’,y = py’ where |2/| = |y/| = 1. Thus

a o (P = p )Nt dH"'(y')
- - _ =P e AP
Ls’p’ﬁ(w) - |$|ﬁ / |’l° 7 p | pﬁTN+ps / |.13/— By/|N+;Ds dp
0 y'|=1 "
Let 0 = B, then
r
wP~!( dH" 1 (y')
oV 2 N-pg—-1
Lsﬁﬂﬁ(w) |.§U|ps+2ﬂ / |1 | ( )U / |£L'/ _ O.yllN+ps
y'[=1
Defining
dH""'(y)
ko= | oo
ly'|=1
as in [15], we obtain that
LES I N2
0
K(o) =2 / sin” ) gy, (2.15)
L(=5) / (1 —20cos(f) +02) 2
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Hence
wP™ 1
LS»P’ﬁ( ) |J}|p9+2ﬁ / "/}
with
Yo) =1 - P21 -0 ")V PR (0). (2.16)
Define A(vy / (o) do, then to finish we just have to show that 0 < A(7y) < oo.
We have

1 0
/’(/) dO’—i—/’(/J dUzll—FIQ
0 1

Notice that K(%) = ¢NTPIK () for any € > 0, then using the change of variable £ = 1
in Iy, there results that

= / K(o)(o7 — 1)1 (UNfl*ﬁ*W(pfl) - 05“’371) do. (2.17)

As 0 — 00, we have
K(o)(o? —1)P71 (UNfl*BM’(pfl) - 05“’571) w1 e L2, 00).
Now, as, 0 — 1, we have
K(o)(o7 —1)P! (aN—l—ﬁ—W—U - aﬁﬂw—l) < (0 —1)P~1Ps € L1(1,2).

Therefore, combining the above estimates, we get |A(v)| < co. Now, using the fact that

N —ps—2
Llﬂ, from (2.17), we reach that A(y) > 0.
As a conclusion, we have proved that

0<y<

wP~1

Lspp(w) = A(W)W a.e. in RN\ {0}.
Hence the result follows. O

As a consequence we have the following weighted Hardy inequality.
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Theorem 2.7. Let 8 < Y525 then for all u € Cs°(RYN), we have

2
|u(z)[? lu(z) —u(y)|” dz dy
Lk S < 12\ \g) 7 7T
2A(7) |z[ps+28 dr < |z — y| NP [z]? [y]P’ (2.18)
RN
where A() is defined in (2.17).
N —ps—2
Proof. Let u € C3°(RY) and w(x) = ||~ with v < Llﬂ By Lemma 2.6, we
have
wP !
LP,S,B(w) = A(FY) |£L‘|ps+2f8 .
. wP~! L N . . . o .
It is clear that W € L;,.(RY). Thus using Picone inequality in Lemma 2.3, it
follows that
1 lu(z) —u(y)|” dz dy |ul? |u(z)?
Z —— 2 > (L, , gw, =A dx.
2 / |x—y|N+P5 |1'|,3 |y|5 < ps,8W ’U.)p71> (7) |x|ps+25 -z
RN RN RN

Thus we conclude. O

Remark 2.8. Let analyze the behavior of the constant A(7) in inequality (2.18). Recall
N —ps—20

that, for v < ,
p—1

+o0
A(y) = / K(o)(o? —1)P1 (UN—l—ﬁ—v(p—l) — aﬁ+ps—1) do,
1

then

“+o00
N(y)=@p-1) / K(o)log(o)(c? — 1)P~2 (gN—l—ﬁ—v(p—l) _ 0ﬂ+p8+v—1> do.

1

It is clear that if vg = Y=2=25 then A’(y9) = 0, A'(y) > 0 if v < 7o and A/(y) < 0 if

p
v > 9. Thus
max A(v) = A(vp).
. S (v) = A()
Hence
lu(x) —u(y)|P dz dy / u(z)[?
— = = >9A — 2 dx. 2.19
[ [ e > 20w [ e (219)
RN RN RN
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Notice that for 8 = 0, then 2A(yy) = 2A(%) = Anp,s given in (1.3). Therefore, we

have the next optimality result.

Theorem 2.9. Define

Al; D58,y T

// P(y)[” dudy
Ix— IN“’S\xIBIy\B

inf )
(6C5 (RN )\0} lp(x)[P 1e@)P
|x|ps+25
RN

then AN p s~ = 2M(70).

Proof. From (2.19), it follows that An p s~ = 2A(70), hence to conclude we have just to
prove the reverse inequality.

We closely follow the argument used in [17].

Let wo(z) = |z|~7°, by Lemma 2.6, we have

p—1
Wo

Lps,p(wo) = A(VO)WTM'

We set
M, ={zcRN: 1< |z| <n}and O, = {x e R : |z| = n},
and define
1—mn=0 if x € B1(0),
Wy, =1 |z|7° —n77 if x e M,,
0 if xeO,.

By a direct computation, we get easily that w,, € Xg’p’ﬁ (RM).

Hence
p—1
Wy W
(Lp,s,8(wo), wn) = A('VO)/ ‘I|p532ﬁ dz.
RN
Thus

[ [ oale) = enelont) @) ) = s g,

|z — y|NFPs|z]Ply|8

RN RN
— 2 e,
= 2A(v) |x|PS+2ﬂ xT.

RN
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Let analyze each term in the previous identity. As in [17] we obtain that

[ [ ) = lont) —nie) ) ~un) g,

|z — y|NHPefa| Pyl

RN RN

() — w, ()7
/ / Ty \N+p8|x|ﬂ|y|ﬁ derdy.

RN RN

On the other hand we have

p—1
Wy, W B wh
/|x|ps+2ﬂdx / —| ‘ps+2ﬂdx+f + Jn,
RN RN

where
I = (1— n—'yo)(wp—l —— n—'yo)p—l)dix
n= 0 |z|psth”
B1(0)
and
- - o dx
T = [ twn(e) =)™ = o) =m0

M’VL

It is clear that I,,, J, > 0, using a direct computation we can prove that
I,+J,<Cforalln>1

Thus, combining the above estimates, it holds

() — w, (3)]?
|/ |x—y|N+ps|w|B\y|ﬂdxdy

< RYRY
AN,P 8,7 \ |U}n(1')|p (220)
[P +o
RN
L+ Jy
< 2A(70) (1 + W) (2.21)
/ |z[ps+5 dz

RN
. |wy (2)[P : o .
Since de 1 00 as n — oo, then passing to the limit in (2.20), it follows that
N

AN% R < 2A(v0)

and then the result follows. O
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In the sequel we need to use a version of the Hardy inequality in bounded domains.
More precisely, we have the next result.

Lemma 2.10. Let 2 be a bounded reqular domain such that 0 € €0, then there exists a
constant C = C(Q, s,p, N) > 0 such that for all u € C§°(Q), we have

. ju(z) —u(y)l dz dy
|ﬂ“+% & — [N+ JalB y[f (2.22)
Q Q

Proof. Fix u € C3°(Q) and let i, be the extension of u to RY defined in Lemma 2.1.
Then from Theorem 2.7, we get

o) [ B 4o o [ [ ) b dy

p
|x|ps+25 |.’IJ — |N+ps WW X || ||XSPB (RN) = C||u||XSPB(Q)
RN RN RN

Since o = u, form Remark 2.2 we conclude that

ju(z)
28 (y) [ L4 G < Cllull oy

27
y)IP dx dy
< Cullulll 5 g, = 1//|%_WﬂstMﬂ

Hence we reach the desired result. O
Now, we are able to proof Theorem 1.3.

Proof of Theorem 1.3. We follow closely the arguments used in [2]. Let u € C§°(Q2) and

define o = —p57 then w(z) = |z|~* and v(z) = M
w(z)
Recall that from the result of [17], we have
v )P da: dy
oxc [ [RARE e (223)

RN RN

Let us analyze the right hand side of the previous inequality.
Notice that

@) = oWy () - w1
g Ve V) Fw0) T (@)

w(y)
|z —y|NHes

Mw@uwnﬁﬂhwu>w@mp<mw>s

= fl(xay)
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In the same way, thanks to the symmetry of fi(z,y), it immediately follows that

u(z) P
|(u(y) — u(x)) — (w(y) — w(x))] 2
o) vl e w(z)
oy (V) 7y (57)

Hence,
1 1
hs(u) > 5//f1(w7y)dwdy+§//fz(%y)déﬂdy-
RN RN RN RN

Since fi and fy are positive functions, it follows that

m(w >3 [ [ fedzdy+s [ [ e dedy.
Q Q Q Q

Using the fact that Q is a bounded domain, we obtain that for all (z,y) € (2 x Q) and
q<p,

1 ()

|z —y|N+ps 7 |z — y[Ntes

and

Define

=
_|_
g
S
=

Doy = (H9)7 (1) wl) sty

then Q(z,y)D(z,y) = 1. Thus

fmm»>aQOw(ﬂ@)zx

[l MM ) - ), 2 o) - )
iy )~ wl)
)= e ]
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Hence

filz) > [C(Q,y) (w(y)>’5 Ju(x) _u(y)‘p}

|z —y|NHes

- [po@e. (L) DI 10 ) — gy

w() [z —y[NFe w(y)

In the same way we reach that

falz,y) > {C(Q)Q(x,y) <w(az)>g uly) — u(x)\p}

w(y)) |z —yNte
- ot (43 ) MO 1 (@) - wl)

> oo [ foe( (35)"+ (56) ) et

w(y))é’ ju(z) — uly) P! 1)

[z —y|NFres Tw(y)

1) = w(y)|] dz dy

<

w(x)) 5 Ju(e) — uly) P! )

w@)) v )
Thus
o) > 0@ [ [HE=L0E dody
Q Q
(2.24)
- C’l(Q,p)//(hl(:l:,y)Jrhz(x,y)) dzx dy,
Q Q
with
) = Q) (42 ) O LT 1 (o) ~ wi),
w(z)\ ? |Julz) —uly)|P~! ulz
e ) = Qo) (2 ) MO (o) - wio)

Since hi(z,y) and hg(z,y) are symmetric functions, we just have to estimate
/hz(x,y) dx dy.
QQ
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Using Young inequality, we get

wlx )P
//hg(x,y)dxdy < 5// | e |N+qs| dz dy
Q Q Q Q

(2.25)
+ C(e)Q//Gw ,y) dz dy,

with

x —y|Ntas

w(w)) "M(év) ’plw( ) —w(y)P”

We claim that

_ x) —v(y)P dx dy
://Gazy drdy < C/ |a:— YV Nops | Mo

RN RN

Notice that

_ (w(z)” Plw(z) —wy)F
‘/ / T (T L

then

e — [ylo]r  [yjor®—D
d }d .
/ / (a]o® + [y|oe)P o — gV res W1

Q

To compute the above integral, we closely follow the arguments used in [15]. We set
y = py and z = ra’ with |2/| = |y'| = 1, then taking in consideration that @ C By(R),
it follows that

e L o L

I=[w { d ]d
[ oo e s )
Q Q

B p qap(p—1)+N-—1 du'
g/up / —p*Pp ( / /—y/N+>dpdx'
(rpe + pr)P oy — ra’|Ntas

Q 0 SN-1

We set p = ro, then

[1— |paap(p—1)+N—1 dy' o
/ |z|as / (1+ oop)p ( / W) odx
N-—-1
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1 — g@pgop(p—1)+N—1 p
/ /| i K(o)dodx < ,u/—u (z)da:,
o (+oory el
Q

where

B s |1 _ O.a|po.ap(p—1)+N—1
w= / A1 oor)r K(o)do

and

o) =9 T2 [ sinV=2(9)
K(o) = 2F(M) 0/ (1 — 20 cos(f) + 02) 5" 0

Let us show that u < co.
It is clear that, as ¢ — oo, we have

(|1 _ Ualpo.ap(pfl)%»Nfl

(1 + oor)r

K(o) = o777 € L}(1,00).

Now, taking in consideration that K (o) < C|1 — o|~'7P% as s — 1, and following the

same computation as in Lemma 2.6, it follows that

(1 y° a.a)po,ozp(pfl)+N71

(1+ oor)p

K(o)do < 0.

o _

Thus p < oo.
Hence combining the above estimates, there results that

p
IgC/u@Mx

[
o)

Since u(z) = v(z)|x

C/|x|N—€p q) dz.
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Let By = N;PS + (‘1—217)5’

o(z) —o(y)P
/ / = |N+m\x|ffo|y|ﬁo W
— o)l
dyd
//wc— \Nﬂ’SIw\ e
/ / Py
o~ |N+p9\m| '

RN RN

Therefore, using again estimate (2.23), we reach that

v(x) —v(y)|? dx d
<@ [ [ .

RN RN

and the claim follows.
As a direct consequence of the above estimates, we have proved that

/ Mdzdy<03/ e ol _dr W (20

|z —y|Ntas |z — y[NFPs g 7R

RN RN

|P
// |x—y|N+qS dx dy < Chg(u),

and the result follows at once. 0O

Thus

We are now in position to prove the Theorem 1.4.

N(N—ps)
N—gs

Proof of Theorem 1.4. Recall that o = N;ps. Since apj , = < N, it follows

Psq

th t/|| o dz < oo, for all u € C§°(RY).
€T 5,9

To prove (1.7), we will use estimate (2.26) and the fractional Sobolev inequality.

u(z)

Fix u € C§°(Q) and define u;(x) = PR By (2.26), we obtain that
ur(z) = ua (y)|” / u() —u()? _dz _ dy
Q o) = HE
c) [ [t iy < g e
RN RN

Now, using Sobolev inequality, there results that

S(/|u1(x) pi,qu)ﬁ g/ |ur (z) — ui(y)[? da dy,
Q

o=y
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where p; , = A}'%A;S. Hence, substituting u; by its value, we get

( Ju(@)>e c/ | [u(z) —uy)lP de dy (2.27)

a7 )T To— s Rl

If we set = % = o, then inequality (2.27) can be written in the form

( de)p£q<c/ lu@) —u@)P dv dy (2.28)

P2.g |z —y|NFTPs [z|f |y|P

|| EN BN

As a consequence, we will prove the fractional Caffarelli-Kohn—Nirenberg inequality
given in Theorem 1.5.

Proof of Theorem 1.5. Let u € CgC(RN ), without loss of generality, we can assume that

da:<oo

> 0. Using the fact that 8 < & 522, we easily get that / @) /3
||

From now and for simplicity of typing, we denote by C C1,C5, ... any universal con-
stant that does not depend on w and can change from a line to another.

We set @(x) = M, where wy (z) = |x|%, then

w1 (x)
( ula )p / [P da _*. (2.29)
ki
Using Sobolev inequality, it follows that
S(/ P dx) " / %dmdy. (2.30)
RN RN RN

To get the desired result we just have to show that

[, C/ jte) )l do_dy 1)

|z - IN“’S x— IN“’S []? Ty]?
RN RN

for some positive constant C.
Using the definition of 4, we get

/ IU(I)—u(y)Ipd_ﬂrﬁ:// i (@)i(x) — wi )iy _de  dy
|z —y[NEPe x| Jy)? | — y|NFes w? (z) w (y)
RN RN R
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Notice that

jw (z)i(z) —wi(y)a(y)[” 1 1

| = y| Ve wi (2) wy (y)
(@) — (y)) — w1 (W) (—— — ——)|" :
P @)~ wiy) (m(w))? _ Fow)
|z — y|N+ps wi(y)) — 0
In the same way we have
w1 (2)a(x) —wi(y)ay)P 1 L
=y wi @) wi )
() — @(z)) — w1 (2)a(E) (—— — ——)[" ;
Y 1 U)l(y) wl(x) (wl(y)>§ = ~2(x y)
|z — y|NHps wy () ’
Since
//fl(x,y)dxdy://fg(x,y)dxdy,
RN RN RN RN
we get
u(z) —u()|” dx dy 1 P () da 1 P ) da
[ it =3 | [ Ao [ [ b,
RN]RN RNRN RNRN
Notice that
e (212)
a(e) —a)P Jale) a1
‘.’Ii—y|N+ps |.T—y‘N+ps ( ) (y)v 1(y) (y)(wl(x) wl(y))>
1 1
|w1(y)ﬂ(y)(ﬁ - r)\p
+C(p) |x_y(|N)+pS 1) B
Hence
i (212)
ja(e) —al)l _ Ja(e) —a@et o1 1
ST s e A L e et

23
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Using Young inequality, we get the existence of C',C5 > 0 such that

1 1
)P

i) — () 0@ 0
e~ oy )

In the same way and using that fi, fo are symmetric functions, it holds

wi(y) )
f2(l',y) > <’UJ1(JZ)> X
- 1 1 »
cli=wr o Ot )"
o= o ylN |

Thus we get the existence of positive constants Cy, Cy, C5 such that

[ [ s ay

o =y NP JalP yl? ~

RN RN
o[ L) () e
wro\ § T = I
o [ () et
o f [ (my ey _wat,
RN RN
Since
(5) (26) 1=
then

inequalities of fractional order with applications, J. Funct. Anal. (2017),
http://dx.doi.org/10.1016/j.jfa.2017.02.007

Please cite this article in press as: B. Abdellaoui, R. Bentifour, Caffarelli-Kohn—Nirenberg type

© 0 N o aa b~ W N o=

A B WOW W W W W W W W WNN NN DN DNDNNDNDN B HE R R R R = e
N B O © 0 N O G & W N B O © 0 N O G & W N B O © 0O N O GG W N = O



© 0 N o aa b~ W N o=

BAOSA B W OWWW W W W W WWNNNDNNDNDNDNDNDNE 2R R R e R s
N B O © 00 N O O & W N B O © 0O N O G & W N H O © 0 N O 0 B W N ~H O

JID:YJFAN AID:7733 /FLA [m1L; v1.204; Prn:22/02/2017; 7:22] P.25(1-33)
B. Abdellaoui, R. Bentifour / Journal of Functional Analysis e e o (e e e 0e) e 0 0—00e0 25

() — a(y)]? // u(z) — u(@)P do dy
——————dxdy JPR—
/ oy Ve WSO \x—ywﬂ” 2l? Ty]?

RN RN

)\ & 1o )a@)(m - f(y)np
1 1
2 |w(2)a(x)(—— — )P
wi(y)\* PORRTAC)
+ C3 / / (wl(x)) o= y|NFas dxdy.
RN RN
We set
1 1
g |lwi(z)a(@)(—— — )P
(wiy)\? wi(y)  wi(z)
gi(z,y) = (wl(x)> 7 — y|NTrs
and
1 1
g lwi(y)ay)(—— — )P
_ wl(x) 2 ’wl({L‘) wl(y)
92(3?,29) = (w1(y)> |x—y|N+Ps

It is clear that

| [ owdsdy= [ [ gataizdy,

RN RN RN RN

therefore, to get the desired result, we just have to show that

[u(z) — u(@)|? dx dy
/ / 9@, y)dedy < C/ |x— To— g P P

RN RN
Going back to the definition of @ and wi, we reach that

28 |P

fu(@)lP|lal > ~ Iyl ¥
I Py e =y

We closely follow the same type of computation as in the proof of Lemma 2.6.
We have

28

. u@Plel” 7|
| [otteas= [ [ sty
RN RN RN RN

28 28
12/~ 11
\xw / Ty )4
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We set r = |z| and p = |y|, then = ra’,y = py’ with |2/| = |y/| = 1, then
1% — ol |
p | —|y|l®
[u()] (/ dy)dz =
]38 Y|P o — y| NP
N RN

ey —p v I”pN ! dH" () | }dx
| frar —py Ve | 1T

y'|=1

Let o = 2, then

28 28 |P
[ s
e / e o / e / 1o K(0)dod

where K is defined in (2.15). Since

+00
/|1—0P oV 1K (o) do = C3 < o0,
0

it follows that
// 1(z, y)dxdy—03/| ‘2,6’+psdx'
RN RN

Now, using inequality (2.18), we get
lu(z) —u(y)|” dz dy
[ [oevmsan | [T (239
RN RN RN RN

Combining (2.29), (2.30), (2.33) and (2.32), we reach the desired result. O

In the case where 2 is a regular bounded domain containing the origin, we have the
following wversion of Theorem 1.5.

Theorem 2.11. Assume that Q2 is a regular bounded domain with 0 € 1, then there exists
a positive constant C = C(QQ, N, p, s, B) such that for all ¢ € C(Q2), we have

|z — y|NHes |z|P |yl T

[ [l ey [l (2.31)

]
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Proof. Let ¢ € C5°(Q) and define ¢ to be the extension of ¢ to RN given in Lemma 2.1,

then using the fact that Q is a regular bounded domain, we reach that

|¢(z) = o(y)|P _dady

18]l xers@y) < Cill@llxemn @) < Cl(/ |z —y[N+rs |z|Ply|s
Q Q

Now, applying Theorem 1.5 to q~5, it follows that

6(z) — o) dzdy pla)P: | \F

A P )"
|| > 5o )
RN RN RN |z

Hence combining the above estimates we get the desired result. O
3. Application

In this section we deal with the next problem

upP~?
Lp,su:)\m—f—uq, u>OinQ,
x

u=0 1inRNV\Q,

where

Lopu:= PV, / |“(m>_“|(j)|p;|2$if)—1i(y)) i,

and 0 < A < Ay

)

(3.35)

In the case where 0 < g < p — 1, the existence result follows using variational argu-

ments. More precisely we have:

(1) If A < An,p,s, then the existence of a solution u to (3.35) follows using classical

minimizing argument. In this case u € Wy ().

(2) If A = Anp,s, the existence result follows using the improved Hardy inequality in

Theorem 1.3. In this case u satisfies hs o(u) < 0o where hg o is defined by

|z — y|VHP |z

Q

RN RN

This clearly implies that

/ [u@) — uy)”

P
o — [N dxdy < oo for all ¢ < p.

(3.36)
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We deal now with the case ¢ > p — 1.

1178, then we have previously obtained that

N —
Define w(z) = |z|77 with 0 <y < ——

wP~1

[P

L, (w) = A(y) a.e. in RM\{0},

where

A(y) = 701{(0)(07 _ )t (UN—l—WP—U / aps—l) do,

1
and K is given by (2.15). Let us begin by proving the next lemma.
Lemma 3.1. Assume that 0 < A < Ay p s, then there exist 1,72 such that

N —
0<y < bs

<72,

and A(v1) = A(y2) = .

Proof. We have A(0) =0, A( N;ps) =Anps, A(y) <0if v > 1\;:1;‘9 and

+o0
N =(@-1) / K(o)log(o)(c? — 1)P~2 (JN—l—"/(p—l) _ Ups+'y—1> do.

It is clear that for 9 = N;ps, we have A'(y9) =0, A'(y) > 0if v < 9 and A'(v) < 0 if
Y > Yo-

Hence, since A < Ay pq, we get the existence of 0 < v; < % < ve <
that A(y1) = A(ye)=A. O

N

—ps
p—1

such

¥, :N-B1 S
Agf-----m— - p-
A
i X |
! : :
o h N %
a(y)
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Define ¢4 (p,s) = p— 1+ %, it is clear that p¥ — 1 < ¢4 (p,s). We have the next

existence result.
Theorem 3.2. Assume that ¢ < q+(p, s), then

(1) If p—1 < g < pt — 1, problem (3.35) has a solution u. Moreover, u € W3*(Q) if
A<Anps and hso(u) < oo if X = AN, s where hs o is defined in (3.36).
(2) If pr— 1< q<qy(p,s), then problem (3.35) has a positive supersolution w.

Proof. Let us begin with the case where p—1 < ¢ < p; —1. If A < An s, then using the

Mountain Pass Theorem, see [23], we get a positive solution u € Wy?(Q2). However, if

A = Anp s, then using the improved Hardy inequality in Theorem 1.3 and the Mountain

Pass Theorem, we reach a positive solution u to problem (3.35) with hs o(u) < co.
Assume now that pf —1 < ¢ < ¢4+(p, s) and fix Ay € (A, Ay p,s) to be chosen later.
Let 11 € (0, %) be such that I'(y;1) = A1 and set w(x) = |z|~7, then

p—1
L p(w) = )‘1w|x|p(s ) a.e. in RNM\{0}
wpP~1
with T € L}, .(RY). Hence
wP~(z) w1 (z) .
Ls p(w) = )\W + (A1 — )\)W a.e. in RM\{0}.

Using the fact that ¢ < ¢4(p,s), we can choose A\; > A, very close to A such that
v1(p — 1) 4+ ps > g7, thus, in any bounded domain 2, we have

wP~(z)

|[Ps

(A — A) > O(Q)w.

Define @ = Cw, by the previous estimates, we can choose C'(£2) > 0 such that @ will be
a supersolution to (3.35) in . Hence the result follows. O

Now, we show the optimality of the exponent ¢i(p,s). We have the following non-
existence result.

Theorem 3.3. Let ¢+ (p,s) = p—1+ %. If ¢ > qi(p,s), then the unique nonnegative
supersolution w € W, ¥ (2) to problem (3.35) is u = 0.

We first prove the next lemma which shows that the Hardy constant is independent
of the domain.
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Lemma 3.4. Let Q C RN be a regular domain such that 0 € Q. Define

[ [z,

|z —y|NPs
= inf RY RN
{peCse ()\0} |p(z) [P ’
|[Ps

A(Q)

then A(Q) = Ay p.s defined in (1.3).

Proof. Recall that
- p
[ [P dr,,

|z — y| Nt
AN s = inf ~ BERY ,
P (pecss (RN)\0} () [P
|2 |Ps
]RN

thus A(Q) > Anps. It is clear that if Q1 C Qa, then A(Q1) > A(Q2).

Now, using a dilatation argument we can prove that A(Bg,(0)) = A(Bg,(0)) for all
0 < Ry < Ry. Hence we conclude that A(Q) = A does not depend of the domain €.

For ¢ € C°(RY), we set

[ [ a-sar,,

|z — y|NFps
Q(g) = E2

p
PP
el
RN

Let {¢n}n C C5°(RY) be such that Q(¢,) — Anp,s. Without loss of generality and
using a symmetrization argument we can assume that Supp(¢,) C Bg, (0). It is clear
that Q(¢,) > A(Supp(¢,)) = A, thus, as n — oo, it follows that A < An, . As a

conclusion we reach that A = Ay, s and the result follows. O
We need the next lemma.

Lemma 3.5. Let Q be a bounded domain such that 0 € Q. Assume that u € WP(RY) s
p—1

such that u >0 in RN, u >0 in Q and Ly psu = in Q, then there exists C > 0

AL
|[Ps
such that u(z) > Clz|~" in B,(0) where v1 is defined in Lemma 8.1.

Proof. Without loss of generality we can assume that B;(0) C Q.
Fixed A < Ay p s and define

B(z) = |z~ =1 if |z| < 1,
] 0 if |z > 1.
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It is clear that w € WP (B1(0)) and

Lyt = h(e) 2 in B,(0)

sW = h(r)—— In ,

P |z|Ps ! (3.37)
w =0 inRY\ B(0)

where

Q‘H

h(z) = / 11— P21 -0 NV 'K (0)do 4+ (1 — |z|7)
0

H‘H\g

Using the definition of 1, see Lemma 3.1, we can prove that h(z) < A for all x € B;(0).
Since Ly su 2 0 and u > 0 in Q, then using the nonlocal weak Harnack inequality in
[11], we get the existence of £ > 0 such that u > ¢ in By (0).
Therefore we obtain that

p—1
Lp7su 2 )\m in Bl(o)7
~p—1
Ly < AT;T in B, (0), (3.38)

u >w in RV \ B1(0).

Thus by the comparison principle in Lemma 2.4, it follows that @ < w which is the
desired result. 0O

We are now in position to prove Theorem 3.3.

Proof of Theorem 3.3. We argue by contradiction. Assume the existence of u 2 0 such
that u € W*P(RY) and u is a supersolution to problem (3.35) in 2, then u > O in Q.
Let ¢ € C3°(B,(0)) with B,(0) CC 2 and 1 > 0 to be chosen later.

Using Picone’s inequality in Lemma 2.3, it follows that

Lyp,s(u)
e
By (0)

Thus

H¢||§(S,p(RN)> /uq*(p71)|¢|pdm_
B,(0)

Since ¢ > q4+(p, s), we get the existence of € > 0 such that

(m—elg—(@—1)>ps+p
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for some p > 0. Thus, using Lemma 3.5, we can choose 1 > 0 such that
wi=®=Y > C|z|7P*=F in B, (0).

Therefore

p _lolP
||¢||X3,p(RN)>C/ perr 4

By (0)

which is a contradiction with the optimality of the Hardy inequality proved in Lemma 3.4.
Hence we conclude. 0O
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Abstract: The aim of this paper is to study the following problem:
s .
(=), pu = f, u) inQ,
u=0 inRV\ Q,
where Q is a smooth bounded domain of RN containing the origin,

lu(x) —u)P->(u(x) - u(y)) dy
|x — y|N+ps xIBlylB

(—A);,ﬁu(x) =PV J

RN

with0 < f < N ‘21’5 ,1<p<N,se(0,1),and ps < N. The main purpose of this work is to prove the existence

of a weak solution under some hypotheses on f. In particular, we will consider two cases:

(i) f(x,0) = f(x); in this case we prove the existence of a weak solution, that is, in a suitable weighted frac-
tional Sobolev space for all f € L1(Q). In addition, if f > 0, we show that the problem above has a unique
entropy positive solution.

(ii) f(x,0) = A0? + g(x), 0 = 0; in this case, according to the values of A and g, we get the largest class of
data g for which the problem above has a positive solution.

Keywords: Weighted fractional Sobolev spaces, nonlocal problems, entropy solution

MSC 2010: 49]35, 35A15, 35515

1 Introduction and motivations

We consider the following problem:

{ (-0), pu=flx,w) inQ, (1.1)

u=0 inRY\ Q,
where

lu(x) - u(y)P~2(ux) —u(y)) dy
|x — y|N+ps Ix|Blylf’

(—A);,ﬂu(x) =PV J
]RN

Q is a smooth bounded domain containing the origin and f belongs to a suitable Lebesgue space.
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This class of operators appear in a natural way when dealing with the improved Hardy inequality, namely,
forall ¢ € C°(Q) and for all g < p we have

Gs,p(P) > CJ J V) - v)lP w()Tw(y)? dx dy,

|N+qs

where

4 4
Gop(d) = j j 1900 = PN 41y~ Ay | PP 41,

|N+ps : |x|Ps
R

An,p,s is the optimal Hardy constant, w(x) = |x|"¥=P9)/P and v(x) = (X) .Wereferto[1, 2, 4, 18] for a complete
discussion about this fact.

In the same way, we can consider (—A);’ pasan extension of the local operator —div(|x|™#|Vu[P~2Vu). This
last one is strongly related to the classical Caffarelli-Khon—Nirenberg inequalities given in [11] and it was
deeply analyzed in the literature. Notice that, as a consequence of the Caffarelli-Khon-Nirenberg inequali-
ties, it is known that the weight |x|™#, with 8 < N — p, is an admissible weight in the sense that, if u is a weak
positive supersolution to the problem

—div(|]x| |VulP2vu) = 0

then it satisfies a weak Harnack inequality.
More precisely, there exists a positive constant k > 1 such that for all 0 < g < x(p — 1) we have

( I uq(x)lxl’pﬁdxy <C inf u,

) (X0)
By (x0)

where B;,(xo) cc Q and C > 0 depends only on B.

We refer to [16, 19] and the references therein for a complete discussion and the proof of the Harnack
inequality and its generalization of admissible weights.

Our objective in this work is to analyze the properties of the operator (—A);, B and to get the existence of
a solution, in a suitable sense, to problem (1.1) for the largest class of the datum f.

The case of p-Laplacian equations is well known in the literature; we refer for example to [7, 8] where the
authors proved the existence and the uniqueness of an entropy solution for L' datum. The case of measure
datum was treated in [13], where the existence of a renormalized solution is obtained.

The local case with weight was considered in [3]. The authors proved the existence and the uniqueness
of an entropy solution for datum in L.

For the operator (—A);’ 5 the case p = 2 and B = 0 was analyzed in [20, 22]. Using a duality argument,
in the sense of Stampacchia, the authors were able to prove the existence of a solution for any datum in L.
A more general semilinear problem was considered in [6], where the existence and the uniqueness of the
solution is studied.

The case p # 2 and B = 0, with regular data and variational structure, was treated in the year 2016
in[12, 14].

For general datum, based on some generalization of the Wolff potential theory, Kuusi, Mingione and Sire
succeeded in [21] in obtaining the existence of a weak solution belonging to a suitable fractional Sobolev
space.

In this paper, we will treat the case p # 2 and 8 > 0. The argument considered in [21] seems to be too
complicated to be adapted to our case.

Our approach is more simple and it is based on a suitable choice of a test function’s family and on some
algebraic inequalities.

In the first part of the present paper, we will consider the case f(x, o) = f(x). We prove the existence of
a weak solution that is in an appropriate fractional Sobolev space. More precisely, we get the following exis-
tence result.
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DE GRUYTER B. Abdellaoui, A. Attar and R. Bentifour, The fractional p-Laplacian equations =— 3

Theorem 1.1. Assume that f € L'(Q). Then problem (1.1) has a weak solution u such that

u(x) -uy)? 1 Np-1)
” iy &M Jorallg < SEm S

and for all s; < s, (1.2)

and Ti(u) € Ws p(Q)for all k > 0, where

a iflal <k,
Ti(a) = .
k% iflal > k.

lal
Ifp>2-§,thenu e Ws1 q(Q)forall 1<q< Y=Y gndforalls; <s.

It is clear that for 8 = 0, we reach the same existence and regularity result as was obtained in [21]. However, it
seems that our approach is more simple and can be adapted for a large class of weighted nonlocal operators.

Next, assuming that f > 0, we show the existence of a positive entropy solution in the sense of Defini-
tion 2.9. The statement of our result is the following.

Theorem 1.2. Assume that f € L1(Q) is such that f > 0. Then problem (1.1) has a unique entropy positive
solution u in the sense of Definition 2.9 given below. Moreover, if u, is the unique solution to the approximating
problem
(—A);’ﬁun =fu(x) inQ,
up =0 inRY\ Q
with fy, = Tn(f), then Ti(un) — Ti(u) strongly in WSP(Q)

In the second part of the paper, we consider the case f(x, o) = 167 + g(x). According to the values of g and A,
we prove the existence of an entropy solution for the largest class of the datum g.

The paper is organized as follows. In Section 2, we introduce some useful tools and preliminaries that
we will use throughout the paper, like the weighted fractional Sobolev spaces and some related inequalities,
aweak comparison principle and some algebraic inequalities. We also specify the sense in which the solutions
to problem (1.1) are defined.

In Section 3, we begin by proving Theorem 1.1, namely, the case where f(x, o) = f(x). The main idea
is to proceed by approximation and to pass to the limit using suitable test functions. In the second part
of the section, we prove Theorem 1.2, more precisely, if f > 0, we are able to show that problem (1.1) has
a unique positive entropy solution. In the same way, setting u, as the solution of (1.1) with datum f,, = T(f),
we will prove that the sequence {Ty(un)}, converges to Ty(u) strongly in the corresponding weighted frac-
tional Sobolev space.

In Section 4, we study the case where f(x, o) = Ad? + g(x) with A > 0 and g > 0. According to the values
of g and A, we get the largest class of the data g such that the problem (1.1) has a positive solution.

2 Functional setting and main tools
In this section, we give some functional settings that will be used below. We refer to [15, 23] for more details.
Letse€(0,1),p=>1and0<f < @. For simplicity of notation, we will set

= ﬂ and dv:= &
|x|2# x — y|N+Ps|x|Bly|

Let Q ¢ RY; the weighted fractional Sobolev space W;’p (Q) is defined by

WP (Q) = {(,b e LP(Q, dy) : J J|¢(x) — P dv < +oo}.

QQ
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4 = B.Abdellaoui, A. Attar and R. Bentifour, The fractional p-Laplacian equations DE GRUYTER

Furthermore, W;’p (Q) is a Banach space endowed with the norm
1 1
p p
1Bl = ( [1g0oran)” + ([ [100 - g av)”.
Q Q0

In the same way, we define the space WZ’,{’)(Q) as the completion of €°(Q) with respect to the previous norm.
As in [5] (see also [15]) we can prove the following extension result.

Lemma 2.1. Assume that Q c RN is a regular domain. Then for allw ¢ W;’p (Q) there exists W € W;’p (RM) such
that wiq = w and

lwl W;’I’(RN) < Clw| W;’p(Q)’
where C = C(N, s, p, Q) > 0.
The following weighted Sobolev inequality is obtained in [1] and will be used systematically in this paper.

Theorem 2.2 (Weighted fractional Sobolev inequality). AssumethatO < s < 1andp > 1aresuchthatps < N.
Let § < N _2” S, Then there exists a positive constant S(N, s, B) such that for all v € CS"(]RN ) we have

— P dx d P\ ax
[ [t ar s [ 2L
g XY IxIP lyl v X5
where p? = Np_];s.
Moreover, if @ ¢ RY is a bounded domain and 8 = N ;ps, then for all q < p there exists a positive constant
C(Q) such that
— p Dsq \ o
J J lv(x) 1;,(+);)SI d_);d_); S C(Q)( J |V(X)|p* ‘ >ps,q
v XY IxI1P 1yl w xPE
pN

forallv e C3°(Q), where pg , = -

Remark 2.3. Asin the case = 0, if Q is a bounded smooth domain of RY, we can endow WZ’%(Q) with the

equivalent norm
1
llpllysr gy = (JJ lp(x) — p(y)IP dxdy );
Wgio(Q) — )] |X_y|N+ps |X|ﬁ|y|ﬁ .

Now, for w € W;’p (RV), we set

lwx) —wy)P~2(w(x) -w(y)) dy
|x — y|N+ps xIBlylF

(—A);,Bw(x) =PV J
]RN

It is clear that for all w, v € W;’p (RN) we have

1 wx) - wy)P2(w(x) - wy)(v(x) - v dxd
(O = L [ [ D000 w000 i) dedy
P 2 x — y|N+ps Ix[Bly|f
RN RN
In the case where § = 0, we denote (—A);’ﬁ by (-4)3,.
The following comparison principle extends the classical one obtained by Brezis—Kamin in [10]. See
[1, 22] for the proof.

Lemma 2.4. Let Q be a bounded domain and let h be a non-negative continuous function such that h(x, o) > 0

ifo>0and hé;f:‘f) is decreasing. Let u, v € WZ"S(Q) be such that u,v > 0in Q and

(—A);’ﬁu > h(x,u) inQ,
(—A);’ﬁv <h(x,v) inQ.

Thenu >vinQ.
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The following algebraic inequalities can be proved using a suitable rescaling argument.

Lemma 2.5. Assumethatp > 1, a, b € R* and a > 0. Then there exist positive constants c, ¢y, ¢, such that
(a+b)*<cra®+co b (2.1)

and

p+a—-1 pt+a-1

P o— bT|P_ (2.2)

la - bIP~%(a - b)(a® - b*) > c|a

In the case where a > 1, under the same conditions on a, b, p as above, we have

pt+a-1

la+b|*a-bP < c|ap+%l -b P, (2.3)

Since we are considering a solution with datum in L', we need to use the concept of truncation. Recall that,

for k > 0 we have
a if |a| < k,
Ti(a) = ]
k% if |a| > k.

lal
Define Gx(a) = a — Tx(a); if we take the above definition into consideration, it is not difficult to show the
algebraic inequalities
la - bP~*(a - b)(Ti(a) - Tk(b)) > |Tk(a) - Ti(b)P (2.4)

and
la — bP~2(a - b)(Gk(a) - G(b)) = |Gk(a) - Gk(b)P,

wherea, b ¢ Rand p > 1.
In the same way, we will use the classical weighted Marcinkiewicz spaces.

Definition 2.6. For a measurable function u we set
Dy, (k) = ui{x € Q : lux)| > k},

where du = |x|72F dx.
We say that u is in the Marcinkiewicz space M?(Q, du) if @, (k) < Ck™1.
Since Q is a bounded domain,

L9(Q, du) c M9(Q, du) c LI75(Q, dp)
forall € > 0.

Since we are considering problems with general datum, we need to specify the concept of solution. We begin
by the following definitions.

Definition 2.7. Let u be ameasurable function. We say thatu ¢ ‘I; '0(Q)ifforall k > 0 we have Ty (u) € W;’S(Q).
Now, we are able to state what we mean by a solution to problem (1.1).

Definition 2.8. Assume that f € L1(Q). We say that u is a weak solution to problem (1.1) if for all ¢ € G5 (Q)
we have

! ”Iu(X) —u)P2(ux) - uy)(Px) - py)) dv = Jf(X)qb(X) dx.

2
Do Q
Following [6], we define the notion of entropy solution as follows.
Definition 2.9. Consider f € L1(Q). We say thatu € 7, é,’g (Q) is an entropy solution to problem (1.1) if

”Iu(x) —u(y)Pdv—>0 ash— oo, (2.5)
Ry
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6 —— B.Abdellaoui, A. Attar and R. Bentifour, The fractional p-Laplacian equations DE GRUYTER

where
Rp={(x,y) € RY x RN : h + 1 < max{|u(x)], u(y)|} with min{|lu(x)|, [u(y)|} < h or u(x)u(y) < 0},

and forall k > 0 and ¢ ¢ Wz’f)(Q) N L®(Q) we have

1 ”m(x) U@ @) - u@)[Te(u) - $(0)) - Tewy) - )] dv < j FOOT((0) - p(x)) dx.

2
Do Q
Remark 2.10. Notice that for h > k, choosing ¢ = Tj_1(u), we obtain that
1
5 160 = u)P 200 - w [T Gn-1 ) = Tu(Grs wty)] av
Dq

< j FOOTr(Gror () dx < k J IFo0! dx.
Q |lu|>h-k-1

Since
[u(x) = u)IP2ux) - u()[Ti(Gr-1u(x))) - Te(Gr-1(u(y)))] = 0

in Dq, setting
Ry = {(x,y) € RN x RN : u(x)u(y) > Owith |u(x)] > hand h— k-1 < |u(y)| < h}

and
Rn={0,y) e RN x RN : u(x)u(y) = 0 with |[u(x)| = hand h - k - 1 < |[u(x)| < h},

we reach that

1 o P-1(h
”w(x) u)PL(h - u(y)) dv < k j 1) dx

2
R lul>h—k-1
and 1
3 ”m(x) U@ - u() dv < k j 1) dx. (2.6)
R Ju|>h-k-1
It is clear that 1
: W) - u@)P dv < k j 1f(x)] dx
{h—k-1<u(y)<u(x)<h} |lu|>h-k-1
and 1
5 ” (uy) —u(OY dv < k j If00l dx. 2.7)
{h—k-1<u(x)<u(y)<h} |lul>h-k-1

3 Existence results: Proofs of Theorems 1.1 and 1.2

In this section, we consider the problem

(D) pu=f inQ, G
u=0 inRM\Q, '

where f € L1(Q).

The main goal of this section is to show that problem (3.1) has a weak solution u in the sense of Defini-
tion 2.8. As in the local case, the main idea is to proceed by approximation and then pass to the limit by using
suitable a priori estimates.

Before proving the main existence results, we need several lemmas.
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Let {fuln € L®(Q) be such that f, — f strongly in L'(Q) and define u, as the unique solution to the
approximated problem

(3.2)

(‘A);,ﬁun =fu(x) inQ,
up =0 in RV \ Q.

Notice that the existence and the uniqueness of u, follows by using a classical variational argument in the
space WZ”S(Q).
The first a priori estimate is given by the following Lemma.

Lemma 3.1. Let {u,}, be defined as above. Then {uy}, is bounded in the space MP*(Q, du) with p; = (S’Vi?f-

Proof. Using Tk (uy) as a test function in (3.2), we reach that

5 {1400 = P2 ) = n G Tiatn0) = Ticun(y)] v < K [l .

Dq Q

Thus,

jﬁun(x) U P2 Wn(y) — un () [ Te(n () - TacCun(@))] dv < Ck. (3.3)
Dq

Recall that u, = Tx(uy,) + Gx(uy). Then by inequalities (2.4) and (3.3), we reach that

% “|Tk(un(x)) T ()P dv<M forallk > 0.
Dq

Now, using the weighted Sobolev inequality in Theorem 2.2, we get

rs /ps
s( j I T Cun ()P |x|‘2”7dx)p * e ”|Tk(un(x)> ~ Ti(un))P dv < Ck.

RN Do

Since {|u,| = k} = {|Tx(u,)| = k}, we obtain that

| Ti (un ()5

P dx.

y{er:Iunlzk}sy{er:ITk(un)Izk}sJ
Q

Hence,
uf{x e Q:unl >k} < CM7 k®5),

Setting p1 = p; - %; = A,’f,f—;), we conclude that the sequence {uy}, is bounded in the space MP*(Q, du) and

the result follows. O

As a consequence we easily get that the sequence {|un|?~%uy}, is bounded in the space L(Q, du) for all
o< _Lps.
As in the local case, we prove now that the sequence {u,}, is bounded in a suitable fractional Sobolev

space. More precisely we have the following lemma.
Lemma 3.2. Assume that {uy}, is defined as in Lemma 3.1. Then

J J un0) ~un I 1 Np-1) and for all s1 < s. (3.4)

I~ yras: |x|ﬁ|y|ﬁddeSM forallg < N s

Proof. Let g < % be fixed. Since Q is a bounded domain, it is sufficient to prove (3.4) for s; very close
to s. In particular, we fix s; such that
pq(s - s1)
—_— <
p-q

Define w,(x) =1 — m, where a > 0 is to be chosen later and u};(x) = max{u,(x), O}.

B.
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In what follows, we denote by C1, C», ... any positive constants that are independent of u, and can
change from one line to another.
Using w, as a test function in (3.2), we get

1 ~ p-2 ~ (up(x) + 1% — (up(y) + D*
zlﬂwn(x) n P ()~ wn () S dvsifn(x)dx.
Hence,
- (W (0) + )% = (uj(y) + D*
_ p-2 _ n n
ﬂmn(x) n (P un 00 () I dv < €. (3.5)

Let vo(x) = uj(x) + 1. Since

[un(0) = un (P2 (Un(x) = un () (W00 + D* = (Ui (y) + 1)%)
> [u () = uh P2 (00 = ufh () (W () + D = (uh(y) + 1))
= Vn(X) = Va2 (Vn (%) = v (1)) (VE(x) = VE(Y))

by (3.5), it follows that

V() - va(y)

dv < C;q.
VECOVE(Y) !

”wn(x) VP2 (0) — Va())
Dq

Now, using the fact that v, > 1 and by inequality (2.2), we get

JJ |Vnp (:)_‘;np (}’)|p dv < CZ' (36)
Vn(X)vr(y)

Dq

Defining g1 = ¢! < g and using the Holder inequality, we find

JJ [V (X) = va(V)I? dy dx
Ix — y|N+asi |x|Bly|B

_ J j V() = Va9 (Va0 +va()*'  (va(X)Va(y)® Ix — y|(@-an)s dy dx
|x —yl|as Vn(X)Va(Y)®  (Va(X) + va(y))a-t IxIBlylB|x - y|N

dy dx)g

a) = VaOIP (n(3) + v (1))°
< ! J b=y s (V) Py P

Vn() + Va)®1  (Va(X)Va(y)7 (G-q1)s 2= dy dx 7
— P 3.7
<J j VOO (va(x) + valy) @ D7 b= Ix = yIN|x[Alyl? ) G7)

Now, using the algebraic inequality (2.3), we have

Va() = vaO)P (va() + va)* ™ < Clva) T = v 7 P

Hence, taking into consideration that Q x Q ¢ Dq and by (3.6), we get

Vn () = Va)IP (Va(x) + Vn(¥))3 ; Va0 5 —va )T P ;
dy d <C dy d < Cs.
(/] =y VPOV By F Y o) = <,ﬂ = YIS () Py x) <
So, going back to (3.7), we reach that
Va(X) = Va9 dy dx Va7 e 1 dy dx \'%'
J i =y PP = © q (! (0 a0+ 70 oy i)
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By inequality (2.1), we have

Vn(X)Vn(y)

Vn(X) + va(y) )a < c(valx) + Vn()’))p‘+1 < C5(Vﬁ+1(x) + vg+l(y)).

(Va0 + va)(

Therefore,

JJ [vn(X) = va(¥)|? dx dy
|x — yIN+as |x|Bly|B

(a+1)g (a+1)q

P*q u p q p=q
< Cs ( J J ,,()f,)fx dy 7 J j P(y) dx dy ) T (3.8)
0o x=ylN e IXIﬂIylﬂ x—ylN""r IXIﬂIyIﬂ

It is clear that

(a+1)g (a+1)q
JJ v (x)dxdy _Jj 2l (y) dxdy
_ - q q
oo -y e =y Byl

hence we just have to estimate the first term. We have

(a+1)q (a+1)q
j J W (x)dxdy J v (%) dx J dy
_ps q q1 B 7175(4 q1)
oo -y Ix[Bly8 Xl o =yl v
Since Q is a bounded domain, Q cc Bg(0). Thus
(a+1)q (a+1)q
P*'] d d p—q d
j J p(X) xdy J Vn /;(X) dx j y
& o bx— N By I ey e

where v, = 1in Bg(0) \ Q. We set r = |x| and p = |y|. Then x = rx, y = py’, where |x'| = |y'| = 1.

Let 1
_la+lg 4 e PS@-q)

P-4 P-4

JJ vh(x)dx dy < J‘ vi(x) dXJ J HN‘l(y’) )d
Ix — yIN-9|x|y|B o |x|A pﬁrN 6 —LyIN-o P
R

(3.9)

Then

We set 0 = 2; hence

” Vi(x) dx dy SJ (x)dxjawl J HN—l(y>)dG

a0 Ix - yIN=6|x|Bly|B 5:00) |x|2A-6 2 L X'~ ay!|N-
Defining .
o [ 00,
asin [17], we find i
Kg(0) = 2 ”I:Ti J sin"% (&) _
BT 5 (1-20cos(§) +02)

Notice that Kg(0) < C|1 - 0|1*% as 0 — 1 and Kp(0) = 69N as 0 — oo.
Therefore, there holds

E

JJ vh(x) dx dy - vh(x) dx

N-p-1
Ix = yIN=O|x|Bly|B ~ o Kg(0)do. (3.10
Ix — yIN-0)x|B|y|B |x|2ﬁ 9(0) (3.10)

oNB-1Ky(0) do +

0
QQ 0 BR(O)\B§ 0)

W\w

Authenticated | rachidbentifour@gmail.com author's copy
Download Date | 12/5/16 1:43 AM



10 —— B.Abdellaoui, A. Attar and R. Bentifour, The fractional p-Laplacian equations DE GRUYTER

Recall that r = |x|. Then if x € B(0) \ Bg (0), we have § < 3. Hence taking into consideration that 8 > 0 and

the behavior of Ky near 1, we reach that

R

7 3

j N P1Ke(0) do < C; j oV 11 - 60 do = C; < oo.
0 0

Now, if r = |x| < &, there holds

3 g
oV P1Ky(0) do = J oV P 1Ke(0) do + J " P 1Ke(0) do
0 3

O — i

R
T

R
<Cy+ (7>a oVPF-a-1K (o) do,

w

where a > 0 is to be chosen later.
Since
[oe)
oNPF-a-1Kp(0) do < j oVPF-a-1Kp(0) do,
3

(S S

using the fact that 6V #-2"1Ky(0) =~ 071F~2+9 35 ¢ — 0o and choosing a > 0, it follows that

(o)
J oV F-2-1K(0)do = C5 < c0.
0

Now, going back to (3.10), there holds

vh(x)dx dy v (x) dx a v (x) dx
jJu—yW$uwwwS N e PR ) apas
QQ Br(0) B%(O)

vh(x) dx
< CR) J s 4
Bg(0)

@-UN By Lemma 3.1, choosing a > 6, very

Since q < (p];_l;N, we can choose a > 0 in (3.9) such that 7 < N ps
close to 6 and using the Holder inequality, we reach that
T T
” mOdydx J Ym0 X g alln, (3.11)

Ix — yIN-0)x|Bly|f ~ o |x|2B+a=0

QQ

R

Hence by (3.8) and (3.11), we conclude that

[uy () —umMI? dydx [ [ lva(x) = va()|? dxdy
Ix — y|N+asi |x|Bly|P Ix —y|N+asy |x|Bly|B = Ca.
QaQ QaQ

In the same way, by using 1 — 1/((u,(x) + 1)%) as a test function in (3.2), we obtain that

” |t () —uy (I dydx c
N T ’

Combining the above estimates, we reach that

JJ |un() — un)I? dydx _ c
|x —y|N+asy|x|Bly|f ~

and the result follows.
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Remark 3.3. As a consequence we get the existence of a measurable function u such that Ty(u) € W;:g(ﬂ),
ulP~?u € L7(Q, |x|7?Pdx) for all o < g, and Ti(un) — Ti(u) weakly in Wy§(Q).
It is clear that u, — u a.e.in Q. Since u, = 0 a.e.in RN \ Q, we have u = O a.e.in RV \ Q.

Notice that by Lemma 3.1 we conclude that

N
[unlP~%uy, — [ulP~2u  strongly in L%(Q, du) forall a < N

Let
Un(x, ) = [un(x) = un P2 (n(x) —un(y)) and U(x,y) = lu(x) — u@)P? @) - uy)).

Since Q is a bounded domain, by the result of Lemma 3.2 and using Vitali’s lemma, we obtain that
U, — U strongly in L}(Q x Q, dv).
We are now able to prove the first existence result.

Proof of Theorem 1.1. It is clear that estimate (1.2) follows by using Lemma 3.2 and Fatou’s lemma.
Let ¢ € C3°(Q). Then, by using ¢ as a test function in (3.2), it follows that

3 [ 1m0 - )P 2 ) = n1)B ) - B v = [ Fup0) . (3.12)
Dq Q
We set D(x, y) = ¢p(x) — ¢p(y). By (3.12), we have
1 1
5 [H Ul YO, ) dv + 5 Jj(Un(x, y) - U, y)®(x, y) dv = an(xmb(x) dx. (3.13)

It is clear that

jfn(X)¢(x) dx — Jf(x)q,')(x) dx asn— co.
Q Q

We claim that
”(Un(x, y) - Ux, y)®P(x,y)dv—>0 asn — oo. (3.14)
Dq

Since u, — u a.e. in Q, it follows that

Un(x, y)®(x,y) Ulx, y)D(x,y)

a.e.in Dg.
X — ypsixiBly B |x - y[Neps|x|Bly|B ¢

Using the fact that u(x) = un(x) = ¢p(x) =Oforall x € RN\ Q, we obtain

J (Un(x,y) - Ulx, y)®(x, y) dv = 0.

RN\Q RN\Q
Thus,

H(Un (x,y) - Ulx, ))D(x, y) dv
Dq

- ” (Un(x, y) - UGG, y) D, y) dv + j j(Un(x, y) - Ux, ) D(x, y) dv
QxQ RNM\Q Q

+j j (Un(x, y) - UG, y))O(x, y) dv
Q RN\Q
=I1(n) + I(n) + I3(n).

Using Lemma 3.2 and Remark 3.3, we easily find that
Ii(n) > 0 asn— oo.
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We now deal with I, (n). It is clear that for (x, y) € Q x Bg \ Q we have

[(Un(x, y) = UG )@, Y| < (un ()P~ + [P0

Since
1
sup N+ps <G
{xeSupp ¢, yeBr\Q} |x — y[N*P

we have
(Un(x,y) = Ulx, y)D(x, y) - (Iun )P~ + [uO P~ 1) (0]
[x — y|N+ps|x|B|y|B B [x|Bly|P

= Qu(x,y).
Using Lemma 3.1 and Remark 3.3, we get Q, — Q strongly in L1(Q x B \ Q) with
Q(x, y) = 2Ju() P polIxI Plyl P,

Thus by the dominated convergence theorem we arrive to I,(n) — 0 as n — oo. In the same way, we obtain
that I5(n) — 0 as n — oo. Hence (3.14) follows and the claim is proved.
Therefore, passing to the limit in (3.13), we arrive at

% ” Ulx, y)@(x, y) dv = Jf(x)qh(x) dx. -

Dq Q

Remark 3.4. (i) It is clear that the same existence result holds if we replace f by a bounded Radon measure v.
(ii) In the case where 8 = 0, we get the same existence and regularity results as were obtained in [21].

3.1 The case of positive datum: Existence and uniqueness of the positive entropy
solution

If f > 0, we choose f,, = T,(f), thus {u,}, is an increasing sequence. In this case, we are able to prove that
problem (3.1) has a unique entropy positive solution in the sense of Definition 2.9. Before beginning with the
proof of Theorem 1.2, let us prove the following compactness result.

Lemma 3.5. Let {uy}, and u be defined as above. Then
Ti(un) — Ti(u) strongly in W;:f)(Q).
The proof of Lemma 3.5 will be a consequence of the following more general compactness result.

Lemma 3.6. Let {u,}, C W (Q) be an increasing sequence such that u, > 0 and (- A) plin = 0. Assume fur-
ther that {Ty(up)}n is bounded in W;p (Q) for all k > 0. Then there exists a measurable functzon u such that
Up Tuae.inQ, Ti(u) € WSp(Q)forallk > 0 and

Ti(un) — Ti(u) strongly in WSP(Q)

Proof. Since {Tx(un)}, isbounded in W;:g(ﬂ), using the monotony of the sequence {u,},, we get the existence
of ameasurable function u such that u, T ua.e.in Q, Ti(u) € WS p(Q) and Ty(u,) — Ti(u) weaklyin WS p(Q)
Since (—A)Z’ﬁun > 0, we have

((—A);,ﬁun, Ti(un) - Tr(w)) < 0.

Thus,
”mn(x) U ()P 2 (Un (%) — un))(Tic(un () — Ti(tn(y))) dv
Dq

< ”mn(x) U2 () — un (T () — Te(u(y))) dv. (3.15)

Dq
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Define
Iin= jjwn(x) U2 (n () — un ) (Tic(un () — Telun(¥))) dv
Dq

and
Ln= ”|un(x> U2 (n () — un ) (Ti(u()) - Te(u(y))) dv.
Dq

For simplicity of notation, we set
Tnk (%, ¥) = | Tiwn(0) = Ti(unY)IP(Tic(n (X)) = Ti(un(y))).
We have

Iin= ”|Tk<un(x)) TP dv + H[Un(x, Y) = Tt V(T n () = Tic(un())) dv.
Dq Dq

In the same way, using Young inequality, we obtain that

Lyn = ﬂ T 06 V(T (00) - Ti(u))) dv + ”[Un(x, Y) = TGt V(T () — Te(u(y))) dv

DQ DQ
<P . ! ﬂm(un(x)) Te(un )P dv + %lﬂm(u(x)) TP dv
" ”[Un(x, Y) = Tt V(T (0) — Te(u(y))) dv.
Dq

Combining the above estimates and going back to (3.15), we find

}9 [[17n0) = TetunyP av + [ [Unx ) = Tast ]

DQ DQ
X[(Tr(un(x) = Te(u(x))) = (Tr(un(y)) - Tr(u(y)))] dv
< %lﬂm(u(x» ~ Te)P dv. (3.16)
Define
Kn(x,y) = [Un(x,y) = Tn k6 MI(Ti(un(x)) = Ti(u(x))) = (Tic(un(y)) — Tr(u(y)))]. (3.17)

We claim that K,,(x, y) > 0 a.e. in Dg. We set

D1 ={(x,y) € Do : un(x) < k, un(y) <k}, Dy ={(x,y) € Dq : un(x) = k, un(y) > k},
D3 ={(x,y) € Dg : un(x) = k,un(y) <k}, Dgy=1{(x,y) € Dg : un(x) < k, un(y) > k}.

Then D = Dy U D, U D3 U Dy.
In D; we have Un(x,y) — Tnk(x,y) = 0. Then K,(x,y) = 0. In the same way, if (x, y) € D,, we have
u(x) > up(x) > kand u(y) > u,y(y) > k. Then

[(Tk(un(x)) = Te(u(x))) = (Tr(un(y)) - Te(u(y)))] = 0.

Thus, K,(x, y) = 0in D».
Assume that (x, y) € D3. Then

Un(x, ) = T kX, ¥) = Un(x) = un ()P~ = (k = un(y))P* > 0.

Since
[(Tk(un(x)) = Te(u(x))) = (Tr(un () - Te(uy)))] = —(T(un(y)) - Tx(u(y))) = 0
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by (3.17), it follows that K,(x, y) > 0 in Ds3. In the same way, we can prove that K,(x, y) > 0 in D,. Thus
Kn(x,y) > O a.e.in Dg and the claim follows.
Going back to (3.16), there results that

timsup [ [174000) - TtV dv < [[ITetuo) - TP dv.
Dg Dq
Since Ty(un) — Ti(u) weakly in W;:'(’)(Q), we obtain Ty(un) — Ti(u) strongly in W;’f)(Q). O
Remark 3.7. (i) As a consequence of the previous strong convergence we reach that
” Kn(x,y)dv -0 asn — oo.

Dq

1
1+uy,

1

133> and using wy, as a test function in (3.2), we have

(ii) Letting wy, = 1 — andw=1-

[un(x) — un(y)IP B
” T a0+ 1n(y) dv = an(x)wn(x) dx — Jf(x)w(x) dx asn— oo.
Dq Q Q
For k > 0 fixed, we define the sets
An = Do n{up(x) = 2k, un(y) <k} and A =Dqgn{ux) =2k, u(y) < k}.

It is clear that for (x, y) € A, we have u,(x) — uy(y) > %un(x). Thus,

_ p _
” W2 00y A, (x, y) dv < C(K) ” 5 i“:()(‘i)) (’;”iyu)' oy v < Co. (3.18)
DQ DQ

Since un)qa,i1(X, ¥) — uxay a.e.in Dq, if p > 2, we get
UnXia,) — uxia) weaklyin LP~'(Dq, dv).

(iii) From (3.18) we conclude that
v{Da N An) = ” dv < C(k).
DgonAy,
Hence by Fatou’s lemma, we reach that
v{Dg N A) = ” dv < C(k).
DgnA
Now, we are in the position to prove the existence and the uniqueness of the entropy solution.

Proof of Theorem 1.2: Existence part. Itis clear that the existence of u follows by using Theorem 1.1, however
the strong convergence of {T(uy)}, in the space W/s;zg(Q) is a consequence of Lemma 3.5. To finish we just
need to show that u is an entropy solution to problem (3.1) in the sense of Definition 2.9.

Let us begin by proving that (2.5) holds.

Since u, u, > 0, the set Ry, given in Definition 2.9 is reduced to

Rn={06y) e RV xRN : h + 1 < max{u(x), u(y)} with min{u(x), u(y)} < h}.
Using T1(Gn(uy)) as a test function in (3.2), we obtain
1
> 100 = un )72 a0 - un ) [T (Grtun () = Ta (Gt}
Dq

- jfn(xm(Gh(un(x)))dxs j Fal0) dx. (3.19)

Q u,>h
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It is not difficult to show that, for (x, y) € Ry, we have

[un(x) = un NP2 Wn(x) = un())[T1(Gn(n(x))) = T1(Gr(un(y)))] = 0.
Thus, using Fatou’s lemma and by (3.19), we conclude that
3 {100 = P2 w0 - w71 Gnu)) - T1(Gatuty )] dv
Dq

<liminf 5 [[14a00 = wn)P 2 a0 = un T2 (Grun(x)) = T2 (G n(y))] v
Dq

< j FOOT1(Gr(u(x)) dx < j f0) dx. (3.20)

Q u=h

It is clear that for all (x, y) € R we have
() = u(Y)P~> @) - u()[T1(Gr(u(x))) = T1(Gr(u(y))] > [u(x) - u(y)P~*.
Therefore, using the fact that
I fx)dx >0 ash— oo
uzh

and by (3.20), we conclude that

”Iu(x) —u)IPtdv -0 ash— oo.

Rp

Hence (2.5) holds.
Recall that

Un(x,y) = [un(x) = un@)P 2 n(x) —un(y)) and U(X,y) = ux) - u(y)P2ux) - u(y)).
Letv e W;:g(ﬂ) N L*®(Q). Taking Ty(u, — v) as a test function in (3.2), we reach that
1
5 ] Tnoe DTitun 00 = v00) = Tictwny) = viy)) dv = [ Fu00Tictun0) - v dx.
Dq Q
One immediately sees that

If,,(x) Tr(up(x) - v(x)) dx — Jf(x) Tr(u(x) —v(x))dx asn — oo.
Q Q

We now deal with the first term. We have

Un(X, V[ Ti(un(x) = v(x)) = Ti(un(y) = v(¥Y)] =2 K1,n(X, ¥) + Ko,n(x, y), (3.21)
where
K1,n(6,y) = 1n(x) = v(x)) = n(y) = vY)IP 2 ((n(0) = V() = (Un(y) = v(¥)))
X [Tic(un(x) = v(x)) = Ti(un(y) - v(y))]
and

Kan(x,y) = [Un(X, ¥) = [(un(x) = v(0)) = n(y) = vY)IP~2((Un(X) = V(X)) = (Un(y) - v(¥)))]
X [Ti(un(x) = v(x)) = Tr(un(y) = v(y))1.
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It is clear that K »(x,y) > O a.e. in Dq. Since

Kin(x,y) = [(u(x) = v(x) = ) - vo)IP2 () - v(x)) - ) - v(y)))
X [Tr(u(x) = v(x)) = Tr(u(y) —v(y))] a.e.inDq

as n — oo, using Fatou’s lemma, we obtain that

” Kin(t,y)dv s ”U(u(x) “v(0) = y) — v P2 () - v(0) — ) - vy)]

Dq Dq
x [Tr(u(x) = v(x) = Tr(u(y) - v(y))] dv. (3.22)
We now deal with K .
We set
Wn=Un=V, W=u-v, 01(%,y)=unx)-un(y), 020x,y)=wn(x)-wn(y).
Then

Kan(x,y) = [lo10, )P 201(x, y) = 0206, V)P 202 (%, )] X [Tie(un(x) = v(x)) = Te(un(y) = v(y))].

We claim that
” Ko n(x, y) dv — ”[U(x, Y) — 100 - v(0) — @(y) - v () - v(0) — ) —vy)))]
Dg Dq

X [Tr(u(x) = v(x)) = Tr(u(y) = v(y))]dv asn — oo. (3.23)
We divide the proof of the claim into two cases according to the value of p.
The singular case: p € (1, 2]. In this case, we have
llo10c, P2 01(x, y) = o206, YIP202(x, y)| < Clo1(x, y) — 0206 Y)IPE = Clv(x) - v(y)IP~.

Thus,
1K2,n(X, Y)I < Clv(X) = v Tic(un(X) = V(X)) = Tic(un(y) = v(¥))| = K2,n(x, ). (3.24)

Since Ty(un) — Tx(u) strongly in W;zg(Q), we get
Ka,n = Clv(x) = v(y) P Tac(u(x) = v(x)) - Tr(u(y) - v(y))| strongly in L' (Dq, dv)
asve W;’f)(Q) N L*°(Q). Using the dominated convergence theorem, we reach that

” Kan(x,y) dv — ”[ U(x, ) - (0 - v(x) - ((y) - v P-2(u) - v(x) - @) - vy))]

Dq Do
x [Ti(u(x) = v(x)) = Ti(u(y) - v(y))] dv
as n — oo and then (3.23) follows in this case.
The degenerate case: p > 2. This case is more relevant. As in the previous case, we have
llo106 YIP201(x, y) = 102(x, V)P 202(x, )| < C1lo1(x, y) = 0206 VP + Coloa(x, )P 2|o1(x, y) - 02(x, Y)l
< C1Iv() = v)IP + Calv(0) = v llwn () = wa ()P~
< C1v(x) = )P + Calv(0) = v()llun () = un(y) P2
Thus,
IK2,n(x, Y)| < C1Iv(x) = v~ Tic(un (%) = v(X)) = Ti(un(y) - v(Y))
+ C2lv(x) = v)llun () = WP Te(Wn (X)) = Te(Wn (@)
= Ko,n(%, y) + Ko,n(x, ).

The term K> ,(x, y) can be treated as K, , defined in (3.24). Hence it remains to deal with K5 ,(x, y).
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We define
Dy = {(x,y) € D : un(x) <k, un(y) < ki,

where k > k + |Vl is a large constant. Using the fact that Ti(u,) — Ty (u) strongly in W;”’(’;(Q), we obtain
that

om0, Y)XiDs) — C2lv(0) = v 100 = a2 TeW () = TeWO) W o ctucris

strongly in L1(Dgq, dv).
Now, consider the set
Dy ={(x,y) € Do : un(x) > k1, un(y) = k1},

where k; > k + ||[Vlloo. Then Kz, n(X, y)Xip,} = O.
Hence we just have to deal with sets of the form

D3 ={(x,y) € Dg : un(x) > 2k, un(y) < k}

or
D4 ={(x,y) € Dq : un(y) = 2k, un(x) < k}.

We will use Remark 3.7 and a duality argument.
It is clear that for (x, y) € D3 we have

Kon(%, )X 103} (%, ¥) < CUOIV(X) = V) Tk(Wn () = TeWan ()b > (X0, (X ¥).
From Remark 3.7, we know that
ul 2y, — WP X s 2ku(y)<ki  weakly in L;%(DQ, dv). (3.25)
Notice that

[IV0O) — VI Tewn(0) - Tewa (W) < 2= .

1
I Ti(Wn(x)) = Ti(wn(Y)IP + ;w(x) —v(y)pe-v

-t

ITi(wn(x)) = Titwn(Y)IP + %(ZIIVIIOO)”(”_Z)IV(X) -v(y)P
=: Ln(x,y).

Itis clear that L, — L strongly in L*(Dq, dv) with
-1 1 _
L(x,y) = pT|Tk(w(x>) - Tr(w(y)IP + E(zuvnm)l’@ v - vy)lP. (3.26)
Thus by (3.25), (3.26) and using a duality argument, we find that

Ka,nxins) = Calv() = vnllu(o) = uy)P 2 Tie(w(x)) = Te(Wy)) X fu(oz2k,uty)sky

strongly in L1(Dq, dv).

We can treat the set D, in the same way.

Therefore, combining the above estimates and using the dominated convergence theorem, we conclude
that

” Ko n(x,y) dv — ”[U(X, y) = @) = v(0) = (u(y) = v)IP (@) - v0) = (y) - v(y)))]

DQ DQ
x [Tr(u(x) = v(x)) = Tr(u(y) - v(y))] dv asn — oo,

and the claim follows.
Hence by (3.21)—(3.23), we conclude that

3 | e Tt = vy - Tewn - viyD1 v < [ F0Titutn - vy dx (.27)
Dq Q
and the result follows at once. O
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It is clear that if u is an entropy solution of (3.1), then for all w € C3°(Q) we have

1

> |[ oo yyowen - wo v - if(X)W(X) dx, (3.29)

Dq

where U(x, y) = [u(x) — u(y)IP~2(u(x) - u(y)).
Moreover, we can prove that (3.28) holds for all w ¢ WEZ‘S(Q) N L*(Q) such that w = 0 in the set {u > k}
for some k > 0. More precisely we have the following lemma.

Lemma 3.8. Assume that u is an entropy solution to (3.1) with f > 0. Then for all w € W;’g(Q) N L*(Q) such
that for some k > 0 we have w = 0 in the set {u > k}, we obtain

1
5 lﬂ Ux, y)(w(x) —w(y)) dv = if(x)w(x) dx. (3.29)

Proof. Letw e WEZ‘S(Q) N L(Q) be such that w = 0 in the set {u > ko} for some ko > 0. Define vy, = Th(u — w)
with h > ko + [Weo + 1.
Since u is an entropy solution to (3.1), by (3.27), for k fixed such that k > max{ko, [|W|}, we have

% ﬂ U6 YT - va(0) — Te(u(y) - va(y)] dv < jf(x)Tk(u(x) ~va(x)) dx. (3.30)
Dq Q

It is clear that

Jf(x) Tir(u(x) = va(x)) dx — If(x)w dx ash — oo.
Q Q

Notice that for h > ||w|, we have {u < w — h} = 0, thus for h as above there results that

{lu(x) = w(x)| = h} = {(u(x) - w(x)) = h}.

Define
Ap={(x,y) € Dg : lu(x) - w(x)| < h, lu(y) -w(y)| < h},
Bp ={(x,y) € Dg : lu(x) - w(x)| > h, lu(y) - w(y)| > h}
={(x,y) € Do : (u(x) - w(x)) = h, (u(y) - w(y)) = h},
En={(x,y) € Dg : (u(x) —w(x)) > h, |u(y) - w()| < h},
Fn={(x,y) € Dq : lu(x) - wx)| < h, (u(y) - w(y)) > h}.
Then

” UGG, Y[ Tr(u(0) ~ va(x) = Te(u(y) - va(y)] dv = H + ” ¥ ” + ” = Ip, + 15, +Ig, + Iy

Dq Ap  Bn Ep Fp
It is clear that
I, = ﬂ UG, [ Tew(x)) - Te(w(y))] dv = ﬂ UG, y)w(x) - wy)] dv
Ap Ap
- ﬂ UG, y)w(x) - wy)] dv + ” UG, y)w(x) - wy)] dv

Apn{u(x)<ko,u(y)<ko} Apn{u(x)>ko,u(y)>ko}

N ” UG, y)w(x) - wy)] dv + ﬂ UG, y)w(x) - wy)] dv
Apn{u(x)>ko,u(y)<ko} Apn{u(x)<ko,u(y)>ko}
=1I1(h) + I, (h) + I3(h) + I4(h).
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Since Tx(u) € W;zg((z), we have

Lh) — ” U(x, )W) - wy)]dv ash — co.
{u(x)<ko,u(y)<ko}

Using the properties of w, we have I, (h) = 0. Let us consider now I5(h). We have

I(h) = ﬂ UG, Y)W - wy)] dv + ﬂ UG, y)[wx) - wy)] dv
Apn{ko<u(x)<2ko,u(y)<ko} Apn{u(x)>2ko,u(y)<ko}
= J1(h) + Ja(h).

As above, since Ti(u) € Wz’g(Q), we obtain

(b — H U(x, )W) - wy)]dv ash — co. (3.31)
{ko<u(x)<2ko,u(y)<ko}

For J,(h) we have
U, )W) = w)]| < IWlool UG, )| = IWlloo () — u(y)lP~.
Using the fact that
[U(x, y)ldv < oo,
{u(x)>2ko,u(y)<ko}

by the dominated convergence theorem, we conclude that
nm- [ veyweo -woldy ash - co. (3.32)
{u()=2ko,u(y)<ko}
Hence by (3.31) and (3.32), we obtain that
I(h) — | v -wldve — [[ U yweo - wiy) v
{ko<u(x)<2ko,u(y)<ko} {fu(x)=2ko,u(y)<ko}
as h — oo.
We can treat I4(h) in the same way. Hence,
Iy, — ” Ulx, y)[w(x) -w(y)]dv ash — oo.
Dq
We now deal with I, . It is clear that if (x, y) € By, then vi(x) = v4(y) = h, hence
I, = || Ve ) Tete) - by - Tu) - W dv > o.
Bp
Now, for (x, y) € Ex, we have u(x) > h - |w| > ko, thus w(x) = 0. Hence,

En=Epn{u(y) <h-|wle -1} UER N {h > u(x), u(y) > h - [wle — 1}
= E1(h) U E5(h).

It is clear that for (x, y) € E,(h) we have w(x) = w(y) = 0. Then
U, Y[ Tr(u(x) - v(x) = Tr(u(y) - va(y)] = UG, [ Ti(Gr(u(x))) — Ti(Gr(u(y)))] = 0.

Thus,

ﬂ U0 P Ti() - v(x) - Te(u(y) - vay)] dv = 0.
E>(h)
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Therefore, we conclude that

Ir, > ” UGG I Te(Gru())) - Tew(y)] dv > 2k ” UG, y)l dv.
E1(h) Eq(h)

Let hy = h — |W|w — 1. Then by (2.5) we reach that

” [U(x, y)| dv < ” |U(x,y)|ldv - 0 ash — oo.
Ei(h) u(x)>hy,u(y)<h;-1

Thus, Ig, > o(h).
In the same way, we can prove that Ir, > o(h). Therefore, we reach that

timinf = [ U6, IT00 - v00) = Tt - vay v > 3 [ Ux, 000 - wiy av.
Dq Dq

As a conclusion, and going back to (3.30), we have proved that

1 ” UG, )W) - w(y)) dv < jf(x)w(x) dx.

2
Da Q
Substituting w by —w in the above inequality, we obtain that

1

, ” UG, y)w(x) - w(y)) dv = jf(x)w(x) dx,

Dq o)
which is the desired result. O
Now we are in a position to prove the uniqueness result in Theorem 1.2.

Proof of Theorem 1.2: Uniqueness part. Let u be the entropy positive solution defined in Theorem 1.1. Recall
that u = lim sup u,, where u, is the unique solution to the approximated problem (3.2).

Assume that v is another entropy positive solution to problem (3.1). We claim that u, < v for all n.
To prove the claim, we fix n and define w, = (u,, — v),. Then w,, = (u, — Tx(v))+, where k > |u,|«. Hence
Wy € WZ”{;(Q) N L*®(Q) and wy, = 0 in the set {v > |luyllo}. Therefore, using wy, as a test function in (3.2) and
taking into consideration the identity (3.29) in Lemma 3.8, we reach that

1
N ” Un(X, Y)Wn(x) — wn()) dv = jfn(x)wn(x) dx

DQ Q
1
< Jf(x)wn(x) dx = 5 ” V(x, y)(Wn(x) = wn(y)) dv,
Q Da
where
Un(x,y) = un(X) = un()P 2 (un(x) —un(y)) and V(x,y) = [v(x) - v(y)P>(v(x) - v(y)).
Thus,
3 [[ wnte ) - Vex w0 - watyy av <o.
Dq

Using the fact that

(Un(x, y) = VX, ¥)(Wn(X) = Wr(¥)) = Clwn(x) - wa()IP,

it follows that w,, = 0, hence u, < v for all n and the claim follows. As a consequence we obtain that u < v.
Let us now prove that v < u. To this end, we will follow closely the argument used in [7].
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Since u and v are entropy solutions to (3.1), for h > k, we have
% ” UG [ TG0 - Ta(v(x)) - T(u(y) - Ta(v(y)))] dv < jf(x)h(u(x) CThv0)dx  (3.33)
DQ Q
and
> ” Vo Y[ Te(v() - Ta) - Te(v(y) - Tau))] dv < jf(x)Tk(v(x) S ThuGo))dx.  (3.34)
Dq Q
It is clear that
Jf(x)Tk(u(x) - Th(v(x))) dx + Jf(x)Tk(v(x) - Tp(u(x)))dx - 0 ash — co.
Q Q
Thus from (3.33) and (3.34), we have
I(h) = % ﬂ U0 ) TG0 - Th(v(x)) - Te(u(y) - Ta(vy))] dv
Do

" % ” V06 Y[ Ti(vx) = Tr((0) = Te(v(y) = Ta(u(y)))] dv

=P(h) + Q(I;lg) < o(h). (3.35)
Let
D{(h) = {(x,y) € Dq : u(x) < hand u(y) < h}
and
D3(h) = {(x,y) € Do : v(x) < hand v(y) < h}.
Then
P = [ U IT(u00 - Tav0) - Te(u) - Tavy)] dv
D1 (h)
v | oI - Tav) - T(u) - Tav)] dv
Do\Dg,(h)
= Py(h) + Py(h)
and

Q) = ” V06, W[ Te(v(x) - Th(u(x)) - Te(v(y) - Tr(u))] dv

Dy (h)

" ” V06, W[Te(v(x) - Th(u(x)) - Tev(y) - Th(®)))] dv
Dn\Dé(h)

= Q1(h) + Q2(h).

We claim that P, (h) > o(h) and Q»(h) > o(h).
Let us begin by proving that P,(h) > o(h). Recall that u < v. Then

Do \ D§(h) = {(x,y) € Dg : u(x) > h}u{(x,y) € Dg : u(y) > h}.
If u(x) > hand u(y) = h, then v(x) > h and v(y) > h. Thus,
UGG [ Ti(u(x) = Ta(v(x))) = Tr(u(y) = Th(v(y)))] = UCx, y)[Tr(u(x) = h) = Tr(u(y) - h)] = 0.
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On the other hand, by (2.5), we find
|U(x, y)Idv = o(h).
{u(x)>h,u(y)<h-1}
Hence,
U, y)[Tr(u(x) — Th(v(x))) - Tx(u(y) — Tr(v(y)))] dv
{u(x)=h}

> ” U6 [ Te() - h) = Te(u(y) - Tw(v(y)))] dv + o(h). (3.36)
{u(x)=h,h—1<u(y)<h}

Notice that for (x, y) € {u(x) > h, h — 1 < u(y) < h} we have
U y)[ Tre(u(x) = h) = Tie(u(y) = Ta(v(y)))] = UG, y) [ Tr(u(x) = h) + Tie(Ta(v(y)) - u(y))] = 0.
Then by (3.36) there results that
U ) [ Te(u(x) = Th(v(x))) = Tr(u(y) = Tn(v(y))] dv = o(h). (3.37)
{u(x)=h}
In the same way, we can prove that
UG, [ Tr(u(x) = Ta(v(x))) = Tr(u(y) — Tn(v(y)))] dv = o(h). (3.38)
{u(y)zh}

Thus combining (3.37) and (3.38), we arrive at P,(h) > o(h) as claimed.
We now deal with Q;(h). Recall that

Qa(h) = H V06 ) [Te(v(x) = Th((0)) - Te(vy) - Th()))] dv.

Do\D ()
As above, we have
Do \ D§(h) = {(x,y) € Dq : v(x) 2 h} U{(x,y) € D : v(y) = h} = My(h) U M(h) U M3(h),
where
My(h) = {(x,y) € Dg : v(x) = hand v(y) > h}, M,(h) = {(x,y) € Do : v(x) = hand v(y) < h},

and
Ms(h) = {(x,y) € Dg : v(x) < hand v(y) > h}.

Let
Zi(h) = {(x,y) € Da : v(x) - Th(u(x)) 2 k} and Z>(h) = {(x,y) € Do : v(y) - Tn(u(y)) > k}.
If (x, y) € Z1(h) 0 Z>(h), we have
VX, Y[ Tr(v(x) = Th(u(x))) = Te(v(y) = Tr(u(y)))] = 0.
Hence we can assume that
(x,y) € (Z1(h) \ Z2(h)) U (Z2(h) \ Z1(h)) = Y1(h) U Ya(h).

Therefore, we conclude that

- [ o [ e e ]

Mi(h)nYi(h)  Mp(h)nYi(h)  Ms(h)nYi(h)  Mi(h)nYa(h)  Ma(h)nYa(h)  Ms(h)nY2(h)
=J1(h) + J2(h) +J3(h) + T1(h) + Ta(h) + T3(h). (3.39)
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Let us begin by proving that J; (h) > o(h). Notice that
Mi(h)nY1(h) = {(x,y) € Do : v(x) > h, v(y) = hand v(x) - Tp(u(x)) = k, v(y) = Th(u(y)) < k}.
Then for (x, y) € My(h) n Y;(h) we have

VO, [ Te(vO) = Thu(x) = Te(v(y) = Tau)))] = Vx, y)[k = (v(y) = Ta(u(y)))]

If v(x) > v(y), then V(x,y)[k - (v(y) - Th(u(y)))] = 0. Therefore, we just have to consider the case where
(x,y) € M1(h) n Y1 (h) with v(x) < v(y). Thus,

V0, [ Tr(v(x) = Th(u(x))) - Ti(v(y) = Tr)]l = v(y) = vk = (v(y) = Tr(u®)))].
Now taking into consideration that (x, y) € M1(h) n Y1(h), we get
0 < (v(y) = v(x)) < Tr(u(y)) + k = (Th(u(x)) + k) < Tp(u(y)) - Th(u(x)) < u(y) - u(x).

Therefore, we conclude that

[VOL [ Ti(vx) = Tr(u(x))) = Te(v(y) = Thu))]| < 2k(u(y) - u(x)?~*.

If u(x) > h, then u(y) > h, hence

V0, ) [Tr(v(x) = Ta(u(x))) = Te(v(y) = Tr(u(y)))] = VX, ITi(v(x)) - Tx(v(y))] = 0.
It then remains to consider the case u(x) < h. We distinguish the following three cases:
(i) Ifu(y) > (h+1),by(2.5), we reach that
[U(x, y)ldv = o(h).
{u(y)>h+1,u(x)<h}

(ii)) Ifh <u(y) < (h+1),then0 < k — (v(y) — Th(u(y))) < u(y) — u(x), thus

[VO W[ Ti(vx) = Th(u(x)) - Te(vy) — Th(u®)))]| < (u(y) — u(x))?.

Now, by (2.7), we get
(u(y) —u(x))?dv = o(h).
{h<u(y)<h+1,u(x)<h}

(iii) We now deal with the set u(y) < h. Since (x, y) € M1(h) n Y1(h), we have u(y) > (h - k). Therefore, if
u(x) < (h - k- 1), using again (2.6), we reach that

|U(x, y)|dv = o(h).
{u(y)>(h—k),u(x)<(h-k-1)}
Let us assume that (h — k — 1) < u(x) < u(y) < h. In this case, we have
[k = (v(y) = Th(u()))] = u(y) - (v(y) = k) < u(y) - (v(x) - k) < u(y) - u(x).
So for (x,y) € My(h) n Yy(h) with h — k-1 < u(x) < u(y) < h we get

[V, [ Ti(vx) - Thux))) - Ti(vy) - Thu))]| = () —v(x))P k= (v(y) - Th(u(y)))] < (u(y)-u(x))?.
Now, by using again (2.7), it follows that
[VOo W[ Te(vx) = Th(u())) - Ti(v(y) - Th(u(y)))]| dv
{h—k-1<u(x)<u(y)<h}

- ” W(y) - u(0))Pdv = o(h).
{h—k-1<u(x)<u(y)<h}

Therefore, combining the above estimates, we obtain J1(h) > o(h).
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For J,(h) we have v(y) < h < v(x) and

Tr(v(x) = Th(u(x))) = Tk(v(y) - Th(u(y))) = k - (v(y) — Tr(u(x))) = 0.
Thus,
V06, W[Te(vx) = Th(u(x)) = Te(v(y) = Th(u(y)))] 2 0 forall (x, y) € Ma(h) n Y1 (h).
Hence, J,(h) > 0.
We now deal with J3(h). We have v(x) < h < v(y) and for all (x, y) € M3(h) n Y1(h) we have
VO, W[ Tr(v(x) = Ta(u(x))) = Tr(v(y) = T(u(y)))]] = v(y) = v~ [k = (v(y) = Tr(u)))].
If v(x) < (h - 1), then by (2.6) we have
V06 [ Ti(vx) = Th(x))) = Ti(v(y) - Tr(u(y)))]| dv
{v(y)>h,v(x)<h-1}
<2k ” |V(x, y)|dv = o(h). (3.40)
{v(y)>h,v(x)<h-1}
Now, assume (h — 1) < v(x) < h. Since (x, y) € M3(h) n Y1(h), we obtain v(y) < k + Tp(u(y)) < k + u(y). Thus,
u(y) > (h - k). It is clear that
0 <v(y) —v(x) < Th(u(y)) - Tn(u(x)) < u(y) — u(x). (3.41)

Hence following the same discussion as in case (iii) in the analysis of J; (h) and using (3.40) and (3.41), we
obtain that J5(h) > 0.

Notice that in a symmetric way we can prove that T1(h) + T, (h) + T3(h) > o(h).

Going back to (3.39), it holds that Q,(h) > o(h) and then the claim follows.

Therefore, going back to the definition of I(h) given in (3.35) and taking into consideration that u < h in
the set {v < h}, we get

Ih) > % ” UG [ Te(u(0) - Ta(v(x)) - Te(u() - Ta(vy)))] dv

D§ (h)
+ % ” V(x, WITr(v(x) = u(x)) - Te(v(y) — u(y))] dv + o(h)
Dg (h)
1
> ) JJ (V(x,y) = Ux, yY)[Ti(v(x) — u(x)) — Tx(v(y) — u(y))] dv
D} (h)
+ % ” U, )[Ti(u(x) = Th(v(x))) = Tie(u(y) — Th(v(y)))] dv + o(h)
DY (h)\D? (h)
> I (h) + I, (h) + o(h).

It is clear that
Lih) > C ” ITe(v(0) — () — Te(v(y) - u(y)P dv.

D2 (h)
We claim that I, (h) > o(h).
Notice that
D, (h) \ D (h) = N1(h) U Ny (h) U N3(h),
where

Ni(h) = {(x,y) € Dg : u(x) < h, u(y) < h, v(x) > h, v(y) > h},
Ny(h) = {(x,y) € Dg : u(x) < h, u(y) < h, v(x) > h, v(y) < h},
N3(h) ={(x,y) € Dg : u(x) < h, u(y) < h, v(x) < h, v(y) > h}.
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Since

N| =

J U, Y)[Ti(u(x) = Th(v(x))) — Te(u(y) — Tu(v(y)))] dv = 0,
Ni(h)

we conclude that 1 1
AOR ” +3 ” = Lu(h) + Ina(h).

N, (h) N3 (h)
For (x, y) € N,(h) we will consider the following three main cases:
(DIfh-u(x) <v(y)-u(y),then0 < h - v(y) < u(x) - u(y). Hence,

U, ) [ Tr(u(x) = Ta(v(x))) = Tr(u(y) - Th(v(y)))] = UCx, y)[Tr(v(y) — u(y)) - Tx(h — u(x))] = 0.
(ID If u(x) —u(y) <0 < h—v(y), then u(x) —u(y) < 0and h — u(x) = v(y) — u(y). Thus,
UG, Y[ Ti(ux) = Tr(v(x)) - Tr(u(y) - Ta(v(y)))] = UG, ITr(v(y) - u(y)) - Tr(h - u(x)] = 0.

(I1T) Now consider the case where 0 < u(x) — u(y) < h - v(y). It is clear that 0 < u(x) — u(y) < v(x) — v(y).
Hence,

|Ux, y)[Tr(u(x) = Th(v(x))) = Ti(u(y) = Th(v(y)))]]
= () - u@)PTi(h - u(x) - Te(v(y) - u))] < 2k(v(x) - v(y)P .
Ifv(y) <h-1orv(x) 2 h+1, by (2.5), we get
[V(x,y)ldv = o(h).
N, (h)n{{v(x)>h,v(y)<h-1}U{v(x)>h+1,v(y)<h}}

Thus, we deal with theset {h — 1 < v(y) < hand v(x) < h + 1}.
It is clear that if v(y) — u(y) > k, then h — u(x) > k. Thus,

|UGx, Y)[Tr(u(x) - Th(v(x))) — Te(uy) - Ta(v()))]| = 0.

Assume that h — u(x) < k. Then v(y) — u(y) < k, hence

|UOG ) [ Tr(u(0) = Th(v(X))) = Ti(u(y) - Tr(v(y)))]]

< (V) = v H(h - ux)) - (v(y) — uy))] < (v(x) - v(y))P.
Therefore, using (2.7), we obtain
| UG, [ Tr(ux) - Th(v(x))) = Te(u(y) - Tr(v(y))]| dv
N, (h)n{h-1<v(y)<h<v(x)<h+1}n{h—k<u(x)}
< [l V() ~ V)P dv = o(h).

N, (h)n{h—1<v(y)<h<v(x)<h+1}
We now consider the set {v(y) — u(y) < k < h — u(x)}. Then u(x) < h - k, and thus u(y) < h — k. As above, we
have

|Ux, y)[Tr(u(x) = Th(v(x))) = Ti(u(y) = Th(v(y)))]|
< (v(x) = v))P Ik - (v(y) — u())] < (v(x) = v(y))?

Thus using again (2.7), we obtain
[UG, [ Tic(ux) = Th(v(x))) = Ti(u(y) - Ta(v(y)))]| dv
N, (h)n{h—1<v(y)<h<v(x)<h+1}n{u(x)<h-k}

< [l (V00 - v(y)P dv = o(h).
N, (h)n{h—1<v(y)<h<v(x)<h+1}
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Therefore, we conclude that I1(h) > o(h). In the same way and using a symmetric argument, we can
prove that I, (h) > o(h).

Hence I, (h) = o(h) and the claim follows.

In conclusion, we have proved that

c ﬂ ITk(v(x) - u(x)) - Te(v(y) - u(y)IP dv < o(h).
Dé(h)
Let h — oo. There results that

H|Tk(v(x) —u(0) - Tv(y) - u@)IP dv = 0.
Dq

Thus Tx(u) = Tx(v) for all k. Then u = v. O

4 Problem with reaction term and general datum

In this section, we consider the problem
(—A);’ﬁu =Au?+gkx) inQ,
u=0 inQ, (4.1)
u=0 inR¥\ Q,
where A, ¢ > 0 and g > 0. According to the values of g and A, we will prove that problem (4.1) has an entropy

solution in the sense of Definition 2.9.
Let us begin with the case g < p — 1. We have the following existence result.

Theorem 4.1. Assume that q < p — 1. Then for all g € L'(Q) and for all A > 0 problem (4.1) has a positive
entropy solution.

Proof. Withoutloss of generality we can assume thatA = 1. Weset g, = Tr(g). Theng, > Oand g, T g strongly
in L1(Q). Define uy, to be the unique solution to the approximated problem

(-0); pun = Us +gn inQ,
U, >0 inQ,
U, =0 inRV\ Q.

Notice that the existence of u, can be obtained as a critical point of the functional

1 1
J) = % ”|u(x) —u(y)P dv- ] j ul™dx - Jgnu dx.
Dq Q Q
However, the uniqueness follows by using the comparison result in Lemma 2.4. It is clear that by the same
comparison principle we obtain that u, < un41.
We claim that {uﬁ_l}n is uniformly bounded in L'(Q). To prove the claim we argue by contradiction.

Assume that C, = ||uﬁ’1||L1(Q) — oo as n — oo. We set

Then V5 110y = 1 and v, solves the problem

q-p+1

(=0);, Vn = Cl ' vi+Crllgn inQ,
Vp =0 in Q, (4.2)
Va=0 inRV\ Q.
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We set

q-p+1
— p-1 4 -1
Gn=Cy" vp+C 8n.

Then |Gyl () — O as n — oo. Taking into consideration the results of Lemmas 3.1 and 3.2, we get the
existence of a measurable function v such that Tx(v) € WZ’S(Q), vl e LO(Q, |x|"2Pdx) for all o < N_Lps, and
Tx(vn) — Ti(v) weakly in W;fg(g).

Since o > 1, using Vitali’s lemma, we can prove that v/ " — vP~1 strongly in L}(Q). Thus, [vP~!| L@ = 1.

Now taking Ti(v,) as a test function in (4.2) and using the fact that | G,llL1(q) — O, we conclude that
I Tk(Vn)"W;”g(Q) -0

as n — oo. Hence Ty (v) = 0 for all k. Then v = 0. Thus we reach a contradiction with the fact that [vP~1|| o =1.

Therefore, ||u‘Z_1 lz1(q) < Cfor all n and the claim follows.

Since g < p — 1, we conclude that the sequence {u? + g,}, is bounded in L!(Q), and thus we get the exis-
tence of a measurable function u such that ul T u?, u?=1 e L9(Q, |x| 2P dx) forall o < Nf’ps and Ty (u,) — Ti(u)
weakly in W't (Q).

Since {uf + fn}n is an increasing sequence, using Lemma 3.6, we conclude that T (u,) — Ti(u) strongly
in W;:g((l). Now, by Theorem 1.2 we obtain that u is an entropy solution to problem (4.1) in the sense of
Definition 2.9.

We now prove that u is the minimal solution of (4.1).

Let u be another entropy positive solution to problem (4.1). Recall that u = lim,_,, Uy, so to finish we
have to show that u, < u for all n. Fix n and consider the sequence {w, ;}; defined by w;, o = 0 with wp ;41
being the unique solution to the problem

s q :
(_A)p’ﬁwn,nl =W,;+8 1N Q,
Wp,i+v1 =0 in Q,
Wn,is1 =0 inRY\ Q.
It is clear that the sequence {wj ;}; is increasing in i with wy, ; < u, for all i. Hence w,,; T Wy is a solution to

problem (4.4). Now, by the comparison principle in Lemma 2.4 we conclude that w,, = u,, and by an iteration
argument we can prove that wy ; < u for all i. Hence u, < u and the result follows. O

In the case where g = p - 1, the problem is related to the first eigenvalue of the operator (—A); g More pre-
cisely, we set

L {fp, 1600 - I dv
m .
PEW3H(Q), $#0 JoldIPdx

As in the case 8 = 0, it is not difficult to show that A; > 0 and that A is attained.
Now, we can formulate our existence result.

A=

Theorem 4.2. Assume that q = p — 1. If A < A4, then for all g € L'(Q) problem (4.1) has a minimal entropy
positive solution.

To prove Theorem 4.2, we need the following classical regularity result.
Lemma 4.3. Let u be the unique solution to the problem
(-A)S ,u=f inQ,
»p (4.3)
u=0 inRV\Q,

where |fl|x|PsB € L™(Q, |x| P58 dx) for some m > 1%‘ Thenu € L®(Q).

Proof. We follow closely the Stampacchia argument given in [24]. Using G (u(x)), with k > 0, as a test func-
tion (4.3), and taking into consideration that

U, y)(Gk(u(0) = Gr(u(y))) = [Gi(u(x)) - Gru(y))IP,
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where U(x, y) = [u(x) — u(y)[P~2(u(x) — u(y)), we reach that

lJ-J 1Gi(u(x)) - Ge(u(y))IP dx dy
2 x — y|N+ps IxiB lylf =

j AIGu()| dx.

Q

By the Weighted Fractional Sobolev Inequality in Theorem 2.2, it follows that

SIIGk(u)II I IAGr(u(x))] dx,

Ak

P (Q,|x|7Ps B dx)

where A = {x € Q : |u(x)| > k}. We set dw =

j|ﬂ|Gk(u(x))|dx - j(|ﬂ|x|Pé‘/’)|Gk(u<x))| dw

Ag Ax
,L,i
P B mops
< Gk, 2 (0.dw) ICABIPSP) I m @, dw) [kl 4, .
Thus,
p-1 1-1_1
»s D3BY|[ 1 m mop
CIGKADI: () gy < NAXP (0,00 | Akl g

Let h > k. Since Ay, c Ay, there results that

p-1 1 _1_1

(h=I)lAnl 35, < I0AXIPA) (o, da))|Ak|d“,

Hence,
Za-4-15)

C||(|ﬂ|X|psﬁ)Ile Q.dw) |Ak|dw e

[Anldw <
(h- k)zﬁ

We set @ (k) = |Ap|qw- Then

ps (1_7_ 1

p-1

(h - k)ﬁ 1
Since m > Iﬁ , we have

Ps (1—l—i)>1.
p-1 m  ps

By the classical result of Stampacchia (see [24]) we get the existence of ko > O such that ®(h) = O for all
h > ko, hence we conclude the proof. O

Proof of Theorem 4.2. We follow closely the argument used in the proof of Theorem 4.1.
Define u, to be the unique solution to the approximated problem

(-A)S b, pln = /lun +gn inQ,
Up >0 in Q, (4.4)
U, =0 inR¥\ Q.

Notice that, since A < A4, the existence of u, can be obtained as a critical point of the functional
Jn) = — ”lu(x) _u)P dv- 2 j|u|l’ dx - J u dx
n) = 2p y » 8n .
Dq Q Q

However, the uniqueness follows by using the comparison result in Lemma 2.4. It is clear that by using the
same comparison principle we obtain that u, < upy1.

Authenticated | rachidbentifour@gmail.com author's copy
Download Date | 12/5/16 1:43 AM



DE GRUYTER B. Abdellaoui, A. Attar and R. Bentifour, The fractional p-Laplacian equations =— 29

We claim that {uﬁ_l}n is uniformly bounded in L(Q). We argue by contradiction. Assume that
-1
Cn= Uy @) — o0

asn — oo. We set

Vy = urf
'
Then IIVﬁ_lllLl(Q) = 1 and vy, solves the problem
( A)p ﬁV" = Avp Cn in Q,
vp =0 in Q,
Vn=0 inRY\ Q.

We set G, = vﬁ’l + g—:, thus [|Gyllz1(q) < C. Taking into consideration the results of Lemmas 3.1 and 3.2, we
get the existence of a measurable function v such that Ti(v) € Wy’ 2 h(Q), VP71 € L9(Q, |x|7?Pdx) forall o < 72— s
and Tx(vn) — Ti(v) weakly in Ws hQ).

Since ¢ > 1, using Vitali’s lemma we can prove that vp — vP~1stronglyin L1(Q). Thus, ||vP‘1||L1(Q) =1.
It is clear that G, — AvP~! strongly in L(Q). Thus v solves

(=8);, gv = AVP~ 1 inQ,
vz0 inQ, (4.5)
v=0 inRV\ Q.

e claimthatv e rom the previous discussion we know that v € X x) forall o <
We claim th L*(Q). From th di know that v~! € L7(Q, |x|"*dx) forall 0 < 5.

Thus setting a; = (5)\/—;5 —(p — 1) — &, with € very small, and using an approximation argument, we can take

v% as a test function in (4.5) to conclude that

”w(x) VP2 () - V() () — v () dv < C.

Dq

Hence by using inequality (2.2), it follows that

[ - v mravsc.

Dq

Using the weighted Sobolev inequality in Theorem 2.2, we reach that

dx < oo.

J yool@ P05

|x|PsB

Now we seta, = (a1 +p — 1)%; —(p — 1). Then using v% as a test function in (4.5) and following the same
argument as above, we conclude that

dx < oo.

J vool(@ P D5

|x|psB

Now consider the sequence an.1 = (anp+p - 1)%; —(p—1). It is clear that a, T co and by an induction
argument we can prove that IQ v dx < oo for all n. Thus using Theorem 4.3, we conclude that v is an energy
solution to problem (4.5) and that v € L>°(Q). Now, by using v as a test function in (4.5) and taking into con-

sideration that A < A1, it follows that |v|| WP (@ = 0, which is a contradiction to the fact that [v?~ |11 (q) = 1.
Therefore, the claim follows. The rest of the proof follows exactly the same argument as in the proof of
Theorem 4.1. O
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Let us now consider the case g > p — 1. We follow closely the argument used in [9]. It is clear that in this case
additional conditions on g are needed in order to guarantee the existence of a positive solution.
More precisely, if g € L1(Q), we define w to be the unique positive solution to the problem
s .
(—A)p’ﬁw =g inQ,
w=0 inRN\Q.
We are able to prove the following result.

Theorem 4.4. Assumethatg € L1(Q) verifies wi(x) < g(x) a.e. in Q. Then there exists a positive constant A such
that for all A < A problem (4.1) has a minimal entropy positive solution.

Proof. Recall that by the results of Lemmas 3.1 and 3.2 we know that wP~! € LI(Q, |x|=2Bdx) forall o < Ni\;S
and Ti(w) € Wp(Q).
Let v be the minimal solution to the problem

“A)S v = a
( A)p’ﬁv—g+w in Q,
v=0 inRV\ Q.
It is not difficult to show that v < 2P~1w, hence by using the hypothesis on g, it follows that

(D), pv=8+wi>g+ 2754,

Then vis a supersolutionto (4.1) forA < A = 2 i, Fixing A as above and defining the sequence {u,}, by ug = 0,
we have that u,, is the unique solution to the following problem:

(‘A);,ﬁunﬂ = uz +8n+1 InQ,
Ups1=0 inRV\ Q.

By an induction argument, we can prove that u, < v for all n and that the sequence {u,}, is increasing in n.
Thus {ull + gn}n is increasing and bounded in L1(Q). Now, using the same compactness argument as in the
proofs of Theorems 4.1 and 4.2, we get the existence result. O
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