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Introduction

Le sujet principal de ce mémoire est I’étude de 'existence et 'unicité des
solutions pour le probléme de Darboux pour des équations et des inclusions
différentielles hyperboliques d’ordre fractionnaire. Le contenu de ce mémoire
est basée sur la thése de doctorat [1].

Le terme "calcul fractionnaire" n’est pas nouveau. Il s’agit d’'une géné-
ralisation de la différentiation et l'intégration d’ordre entier a la différen-
tiation et l'intégration d’ordre non entier. Le sujet est aussi vieux que le
calcul différentiel et remonte aux temps quand Leibniz, Gauss, Newton ont
inventé ce type de calcul. A la fin de XIX siécle, plusieurs mathématiciens,
comme P. S. Laplace (1812), J.B. J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826),
J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), A. K. Grunwald (1867-1872)
[36] et A.V. Letnikov (1868-1872) [51, 52| ont contribué a ce sujet (Voir
les références [29, 30, 41, 45, 53, 54, 59, 61]). Plusieur articles s’intéressent
a ’étude de quelques classes d’équations différentielles d’ordre entier,voir
[8, 12, 13, 14, 21, 44, 64]. Il y a eu un développement considérable dans
I’étude des équations différentielles d’ordre fractionnaire, ces derniéres an-
nées; voir les ouvrages de Kilbas et al [46], Miller et Ross [54]|, Podlubny
[59], Samko et al [61], les articles de Delbosco et Rodino [23], Diethelm et
al |26, 27, 28|, El-Sayed [31], Mainardi [53], Momani et Hadid [55], Momani
et al [56], Podlubny et al [60], Yu et Gao [65], les articles de Abbas et Ben-
chohra [2, 3, 4]. Le livre de M. Caputo [15], publié en 1969, il est utilisé leur
définition originale de la dérivée fractionnaire pour formuler et résoudre des
problémes en Viscoélasticité. Le calcul fractionnaire a plusieurs applications,
(voir [26, 32, 33, 41, 53|), par exemples : viscoélasticité, théorie du controle,
equation de diffusion, éléctricité, éléctromagnitiques, biologie. . .
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La théorie de la dérivation fractionnaire remonte & plusieurs siécles : un
exposé historique détaillé est donné en introduction de K.B. Oldham et J.
Spanier [57]; de plus, cet ouvrage est sans doute I'un des premiers a ras-
sembler des résultats épars. Une synthése théorique a été proposée dans le
livre de K.S. Miller et B. Ross [54], ot certains aspects algébriques des équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire sont complétement développés. Sur
le plan mathématique, 'ouvrage russe [61] fait autorité; il regroupe un en-
semble de définitions et de théories absolument unique.

La méthode des sous et sur solutions a été appliquée pour étudier 1’exis-
tence des solutions pour des problémes a valeur initiale et problémes aux li-
mites pour des équations différentielles ordinaires. Voir [5, 6, 39, 48, 49, 58].

Ce mémoire se compose en cing chapitres et d’une bibiliographie. Dans
le premier Chapitre, nous donnons notations, définitions, quelques propriétés
du calcul fractionnaire, résultats préliminaires issu de I'analyse multivoque,
et dans la derniére section on donne quelques théorémes du point fixe.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a 1’étude du probléme de Darboux
pour des équations différentielles hyperboliques d’ordre fractionnaire avec
condition locale suivant :

u(z,0) = p(z), z €[0,a], u(0,y) =4(y), y €0,b]. (2)
Ensuite nous étudierons ce probléme avec condition non locale suivant :
(“Dou)(z,y) = f(z,y,u),  (z,y) € J, (3)

u(r,0) + Qu) = (x), x €[0,a], u(0,y) + H(u) = ¥(y), y € [0,0].  (4)

Le troisieme chapitre présente quelques résultas d’existence et d’unicité
des solutions du probléme de Darboux pour des équations différentielles hy-
perboliques d’ordre fractionnaire avec retard fini. Premiérement dans le cas
fonctionnel suivant :

(“Dou)(z,y) = f(2, Y, Uwy),  (7,y) €J, (5)
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w(z,y) = ¢(x,y),  (v,y) € J:=[—a,a] x [=3,0]\]0,a]x]0,b],  (6)
U(JZ,O) = QO(ZE), LS [O,CL], U(O,y) - w(y)a y e [O7b] (7)

Deuxiément nous étudierons ce probléme dans le cas de type neutre sui-
vant :

CDS[U(x,y)—g(x,y,U(m,y)) = f(&,y,Uuy), si (z.y)€J, (8

ulw,y) = o(z,y); si (v,y) € J:=[~a,a] x [=5,b]\]0,a]x]0,8],  (9)
U(I,O) = QO(ZE), LS [O,CL], U(O,y) - w(y)a y e [O’b] (10)

Troisiément on va étudier le probléme de Darboux pour des équations
differentielles hyperboliques perturbées; d’abord on donnera des résultats
d’existence et d'unicité des solutions du probléme de Darboux avec condition
locale suivant :

(CDSU)(:E7y) = f(xwyau(:c,y)) + g(‘rvyau(a:,y))? (I,y) €J (11)

u(z,y) = ol,y), (x,y) € J:=[-a,a] x [-5,b]\]0,a]x]0,b],  (12)
u(r,0) = p(z), = €[0,a], u(0,y) =¥(y), y € [0,b]. (13)

Ensuite on donnera des résultats d’existence et d’unicité des solutions du
probléme de Darboux avec condition non locale suivant :

(CDSU)(J},y) = f(.’lf,y,U( )) +g<x7y7u(w,y))7 (ZE,y) S J? (14)

u(z,y) = ¢(xy),  (r,y) € J = [~a,a] x [-4,6]\]0,a]x]0,0],  (15)
u(,0) + Qu) = (x), z €[0,a], u(0,y) + K(u) = ¥(y), y €[0,0]. (16)

Puis on va utiliser la méthode des sous et sur solution pour étudier le
probléme de Darboux suivant :

(CDSU)(:C,y) = f(:c,y,u(x,y)); st (ili',y) € J, (17)



12 TABLE DES MATIERES

’LL(.Z‘,O) = 90(];)7 S [O7a]7 u(0>y) = ¢(y)> ye [Oa b]' (18)

Enfin on considére I'existence des solutions du probléme suivant :

‘Dy uz,y) =g(z,y,u(z st (x
D (5~ gloulen)), si (e e (1)
u(@.0) = o(o). € 0.0), u0.9) = V(). ye 01, (20)

Pour la quatriéme chapitre on donne des conditions suffisantes pour mon-
trer I'existence et I'unicité des solutions du probléme de Darboux pour des
équations différentielles d’ordre fractionnaires avec retard infini. On donnera
la définition axiomatique et des exemple pour I'espace de phase B.

Ensuite on va traiter le probléeme de Darboux dans le cas fonctionnel
suivant :

(“Dou)(z,y) = f(z, ¥, u@y), (2,y) € J, (21)
u(‘%y) = ¢($,y), (x,y) € j/ ::] _Oova]x] _Oovb]\]ova]x]07b]> (22)
u(:c,()) = (p(l’), T € [O7a]7 U(O,y) = 1/1(1/)7 y e [07 b]' (23)

De plus on va étudier ce probléme dans le cas de type neutre suivant :

CDS (U(.’L‘,y) - g(:U,y, u(:}c,y))) = f(xaya u(m,y))> (xay) € J7 (24)

u<xay) = Qﬁ(%,y), (xvy) < J' ::] - OO,G,]X] - OO,b]\]O,CL]X]O,b], (25)
U(JZ,O) = 90(1‘)7 2 [070’]7 u(07y) = ¢(?J)7 y e [O’ b] (26)

Le dernier chapitre introduit quelques conditions suffisantes pour mon-
trer I'existence des solutions du probléme de Darboux pour des inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire.

La deuxiéme section est consacré a 1’étude du probléme de Darboux suivant :

(“Dyu)(z,y) € F(z,y,uzy)), st (x,y) € J, (27)



TABLE DES MATIERES 13

u(a,y) = ¢(a,y), si (v,y) € J = [~a,a] x [-5,b]\]0,a]x]0,8],  (28)
u(x,O) = 90(‘7:)7 LS [O,CL], U(O,y) = w(y)a Y€ [O7b]> (29)

ou F' est une application multivoque a valeurs compactes et convexes.
Ensuite on va étudier ce probléme ot le second membre est & valeurs non
convexes.

Puis on va utiliser la méthode des sous et sur solutions pour étudier le
probléme de Darboux suivant :

(“Dyu)(x,y) € F(x,y,u(z,y)), si (z,y) € J, (30)

u(r,0) = p(z), z €[0,a], u(0,y) =v¥(y), y € [0,b]. (31)

Phrases et mots clés :Probléme de Darboux, équation différentielle hy-
perbolique d’ordre fractionnaire, point fixe, dérivée de Caputo, solution, so-
lutions extrémales, sous et sur solutions, inclusions différentielles, semi conti-
nuité supérieure.

Classifications A.M.S : 26A33, 26A42, 34K05, 34A60.
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CHAPITRE UN

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre on introduit des notations, définitions, lemmes et théo-
rémes qui seront utilisés a travers les chapitres suivants.

1.1 Notations et définitions

Soit J :=[0,a] x [0,b], a,b>0et p> 0.
LP(J,IR") est l'espace de Banach des fonctions u définies de J dans IR"
intégrables par rapport a la mesure de Lebesgue muni de la norme :

a b 1
IIuHLp:(/O /0 Ju(e. ) [dsdt)

ot ||.|| est une norme sur IR".
L*>*(J,IR"™) est l'espace de Banach des fonctions mesurable v : J — IR"
borné, muni de la norme

[uf| e = inf{c >0 [lu(z,y)| < ¢ pp (z,y) € T}
AC(J,IR"™) est 'espace des fonctions absolument continues définie de J dans
R™.

C(J,IR") est I'espace de Banach des fonctions u définies de J dans IR" conti-
nues muni de la norme :

[ulloe = sup{lu(z, )l : (z,y) € J}.
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C(J,IR) muni de la norme ||.||o definie par ||u|lo = sup |u(z,y)].
(zy)ed
L’algeébre de Banach C'(J, IR) muni d'une loi interne “ - 7 définie par

(u ’ U)(.I,y) = u(m,y)v(a:,y), pour (l’,y) €J

Définition 1.1.1 Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application
définie de E a valeurs dans F. On dit que f est complétement continue s
elle est continue et transforme tout borné de E en un ensemble relativement
compact dans F. f est dite compacte si f(F) est relativement compacte dans
F.

Définition 1.1.2 Soient E un espace de Banach et A : E — E un opé-

rateur. On dit que A est une contraction (ou contractant), s’il existe une
constante 0 < k < 1 telle que

|Az — Ayl|lg < k|| — y||g, pour tout z,y € E.

1.2 Quelques propriétés du calcul fractionnaire

Dans cette section, on introduit des notations, définitions et des lemmes
concernant le calcul fractionnaire.

Définition 1.2.1 ([63]) Soit r = (r1,7r9) €]0,00[x]0,00[ et u € L'(J, IR").
Lintégrale d’ordre fractionnaire r au sens de Riemann-Liouville pour une
fonction u est définie par :

(Iyu) (. y) = W / ) / " — sy — 0 (s, )dsdr,

ou I'(.) est la fonction Gamma eulerienne définie par :

I = /OOO t e tdt, € > 0.

En particulier,

(190) (2, y) = u(, ), (Tu)(z,y) = / x / " (s, )dsdt; pp (,y) € .
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ITu existe pour tout ry,my > 0, ot v € L*(J,IR™).
Siue C(J,IR"), alors (Iju) € C'(J,IR"), en plus

(Iou)(x,0) = (Iou)(0,y) = 0; = € [0,a], y € [0,b].

On a (1 — 71,1 —ry) €]0,1]x]0,1]. Notons par D3, := 82;, la dérivée
mixte du second ordre.

Définition 1.2.2 ([63]) Soit r €]0,1]x]0,1] et u € L'(J,IR™). La dérivée
d’ordre fractinnaire r de type Caputo pour une fonction u est définie par
l'expression :

(“Dyu)(z,y) = (Iy " D2 u)(z,y).

Et La dérwée d’ordre r de type Riemann-Liouville pour une fonction u est
définie par ’expression :

(" Dyu)(,y) = (D3, Iy u)(z,y).
Pour le cas r = (1,1) on a

(“Dou)(,y) = ("“Dyu)(z,y) = (D3 u)(x,y), pour (z,y) € J.

Soit a; € [0,a], 27 = (ay,0) € J, J, = [ay,a]x[0,b]. pour w € L'(J,, TR"),
I’expression

(I7ow)(z,y) = W / / "o — sy — by (s, )dsd,

est dite I'intégral d’ordre r de type Riemann-Liouville pour w.
La dérivée d’ordre fractinnaire r de type Caputo pour w est définie par :

(“Dliw)(z,y) = (L7 Dy w) (@, y).
La dérivée d’ordre r de type Riemann-Liouville pour w est définie par :
(""Drw)(z,y) = (D3, 117 w)(2,y).

Remarque 1.2.1 Relation entre ®L D} et <Dy
Soit w € LY(J,IR") et o : [0,a] — IR™, ¢ : [0,b] — R™ sont des fonctions



18 Préliminaires

absolument continues tel que u(x,0) = p(z); = € [0,a], u(0,y) =P(y); y €
[0,b] et p(0) =1(0). Alors on a

(" Dyu) (@, y) = Mz, y) + (“Dyu)(z,y); (2,y) € J,

ol

x

R e U AROL

™"y "20(0)
(1—r)l(1 —rg)

y—Tg T s
+ T )T = 13) /0 (x — )" o(t)dt + T

1.3 Quelques notions d’analyse multivoque

Soit (X, || - ||) un espace normé. On note :
P(X)={Y € X:Y #0}, Pu(X) ={Y € P(X) : Y fermé},
Pp(X) ={Y € P(X) : Yborné}, P,(X)={Y € P(X) : Y compact}
et Pepew(X) ={Y € P(X) : Y compact et convexe}.
Pour plus de détails sur les applications multivoques voir les références [34,
62, 22, 43).

Définition 1.3.1 Soit (X, || - ||) un espace de Banach et G : X — P(X)
est une application multivoque (ou une multifonction).

Une application multivoqgue G : X — P(Y') est dite a valeurs convezes
(resp.fermées) si pour tout x € X, G(x) est convexe (resp.fermé).

G est borné si pour tout ensemble borné B dans X [’ensemble G(B) est
borné dans X ;

sup{sup{[lyl| : y € G(x)}} < oo.

G est dite semi continue supérieurement (s.c.s) au ponit xo € X si pour
tout ouvert W contenant G(xq) il existe un voisinage ouvert V(zo) dans
X tel que pour tout x € V(zo) on a G(x) C W.

G est dite complétement continue si G(B) continue et relativement
compact pour tout ensemble B borné de X.
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e G admet un point fize s’il existe x € X tel que x € G(x).

Définition 1.3.2 Soit G : J — Py(IR") une application multivoque & va-
leurs fermées. On dit que G est mesurable si pour tout u € IR"™, la fonction

(z,y) = d(u, G(z,y)) = inf{{lu — 2| : 2 € G(z,y)}
est mesurable sur J, ou d est la distance induite par ’espace de Banach.

Lemme 1.3.1 [22] Soit G : J — Ppa(IR) une application multivoque
complétement continue. GG est s.c.s si et seulement si le graghe de G est
fermé; i.e siu, — u,, w, — w,, avec w, € G(uy,) alors w, € G(u,).

Définition 1.3.3 Une application multivoque F' : J x IR" — P(IR") est
dite de Carathéodory si elle vérifie :
(i) (x,y) — F(z,y,u) est mesurable pour tout u € IR";

(ii) ur— F(x,y,u) est semi continue supérieurement p.p (z,y) € J.
De plus, si

(iii) pour tout g > 0, il existe une fonction p, € L*(J,IRY) telle que pour
tout w € C(J,IR") avec ||u|| < q;

[F(z,y,w)ll = sup{[[f] : f € Fz,y,u)} < ¢o(z,y) pp (2,9) € J;
alors la fonction F est dite L'-Carathéodory.

Définition 1.3.4 Soit (X,d) un espace métrique, A et B deux parties non
vides de X. On considére application Hy : P(X) x P(X) — TR, U {0}

donnée par :

Hy(A, B) = max {sup d(a, B),supd(A, b)} ,

acA beB

oud(A,b) = in£ d(a,b) et d(a, B) = gng d(a,b). On convient que d(x, () = oco.
ae S

H, est une distance de Pompeiu - Hausdorff induite par la métrique d et

Uespace (Pu(X), Hy) est un espace métrique généralisé [47].

Pour chaque v € C(J,IR"), on définit I’ensemble :
Sru={f € L'(JR") : f(z,y) € F(z,y,u(z,y)) pp. (x,y) € J}.

Srp. est I'ensemble des séléctions de F. Si F' est & valeurs fermées, bornées et
convexes et X est de dimension fini, alors Sg, est non vide.
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Définition 1.3.5 Un opérateur multivoque N : X — Py (X) est dit :

a) y-Lipschitz s’il existe v > 0 tel que :
Hy(N(u), N(v)) < ~d(u,v), pour tout u, v € X,

b) contractant s’il est v-Lipschitz avec v < 1.

Maintenant, nous donnons quelques notions de base sur la théorie des algébres
de Banach. Soit X une algébre de Banach muni d’une norme | - ||.

Définition 1.3.6 Une fonction f:J xR — R est dite Chandrabhan s:
(i) la fonction (x,y) — f(x,y,z) est mesurable pour tout z € IR,
(i1) la fonction z — f(x,y, z) est croissante  p.p (z,y) € J.

Définition 1.3.7 Soit X une algebre de Banach. On appelle cone de X, tout
ensemble non vide fermé K de X verifiant :

(i) K+ K CK,

(1)) \K C K pour A >0,

(1)) {—K} N K = {0}, ot 0 est I’élément neutre de X.
Un cone K est appelé positif si

(iv) Ko K C K, ou "o" est la multiplication dans X.

Définition 1.3.8 Un céne K est appelé normal si la norme || - || est semi-
monotone sur K, i.e il existe une constante & > 0 telle que ||u]| < &||v]|, pour
u <.

Nous équipons l'espace X par la relation d’ordre 7 <7 définie par :
pour tout u,v € X : u < v si et seulement si v —u € K.

Si le cone K est normal dans X, alors tout ensemble ordonné borné dans
X est de norme bornée.

Lemme 1.3.2 (Dhage [25]) Soit K un cone positif dans une algébre de Ba-
nach réelle X et soit uy,ug, v1,v9 € K tel que uy < vy et ug < vy. Alors
U1U2 S V1Vy.

Pour tout v,w € X,v < w, l'intervalle ordonné [v, w] est un ensemble dans
X donné par
v,w|={ue X :v<u<w}.

Les cones et leurs proriétés sont détaillés dans les références [32, 38.
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1.4 Quelques théorémes du point fixe

Théoréme 1.4.1 (Théoréme du point fize de Banach) [35].
Soient X un espace de Banach, et A : X — X un opérateur contractant.
Alors A admet un point fize unique. i.e Iu € X tel que Au = u.

Théoréme 1.4.2 (Alternative non linéaire de Leray - Schauder)[1934] [35].
Soient X un espace de Banach et C' C X un convexe fermé. On suppose
qu’il existe un ouvert U dans C tel que 0 € U, N : U — C un opérateur
completement continu , alors on a l’alternative suivant : ou bien

1. N admet un point fixe; ou bien
2. il existe u € OU ; u = AN (u) pour X €]0,1].

Lemme 1.4.1 (Alternative Non Linéaire de Leray - Schauder)[35].

Soient X un espace de Banach et C C X un convexe. On suppose qu’il existe
un owvert U dans C tel que 0 € U, N : U — C une application multivoque
s.c.s et compacte, alors on a [’alternative suivant : ou bien

1. N admet un point fixe; ou bien
2. il existe u € OU ; uw € AN(u) pour X\ €0, 1].

Théoréme 1.4.3 (Schauder)[66].
Soit E un espace de Banach, M un convexe fermé borné de E et A : M —

M un opérateur continu et compact, alors A admet au moins un point fize
dans M.

Théoréme 1.4.4 (Théoreme du point five de Schaefer)[35, 38].

Soient X un espace de Banach et A : X — X un opérateur complétement
continu.

Si l’ensemble

E ={u € X : Nu = u, pour un certain A €]0,1] }
est borné, alors A posséde au moins un point fize.

Théoréme 1.4.5 (Dhage) ([24])

Soit X une algebre de Banach et soit A, B : X — X deux opérateurs tels que
(a) A est Lipschizien avec une constante de Lipschitz o,
(b) B est compact et continu,
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(c) aM <1, ou M = ||B(X)| :=sup{||Bz| : z € X}.
Alors ou bien

(i) Uéquation Au Bu = u admet une solution, ou bien
(11) Uensemble € = {u € X : \[AuBu] = u, 0 < X\ < 1} est borné.

Théoréme 1.4.6 (Théoreme du point five de Burton et Kirk)([10]) .
Soient X un espace de Banach, A, B : X — X sont deux opérateurs tels
que :

(1) A est une contraction,

(ii) B est complétement continu. Alors ou bien

e [’équation opérationnelle w = A(u) + B(u) admet une solution, ou bien

o ['ensemble
U
&= {u e X: )\ <X> + AB(u) = u, pour A €]0,1] }
est non borné.

Théoréme 1.4.7 (Krasnoselskii) ([7])

Soit X un espase de Banach, soit D C X un convexe fermé borné, et soit
A B : D — X tel que Au+ Bv € D pour tout (u,v) € D. Si A est une
contraction et B est compléetement continu , alors [’équation

Aw + Bw = w admet une solution w sur D.

Théoréme 1.4.8 (Bohnenblust-Karlin)([9])
Soient X un espace de Banach et K € Py .,(X) et supposons que l'opérateur
G : K — Paw(K) est s.c.s et l'ensemble G(K) est relativement compact
dans X. Alors G admet un point fixe dans K.

Théoréme 1.4.9 (Cowvitz-Nadler)[18].
Soit (X, d) un espace métrique complet. Si N : X — Py(X) est une contrac-
tion alors N admet un point fize (i.e FizN # ().

On utilise les théorémes du point fixe suivants de Dhage [25] pour montrer
I’éxistence des solutions extrémales.

Théoréme 1.4.10
Soit K un cone de lalgébre de Banach X et soit v,w € X. Supposons que
A, B : [v,w] — K sont deuzx opérateurs tels que
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(a) A est complétement continu,

(b) B est totalement borné,

(¢) AuyBus € [v,w]| pour tout uy,uy € [v,w], et

(d) A et B sont croissants.
Si le cone K est positif et normal, alors I’équation opérationnelle Au Bu = u
admet un plus petit et un plus grand points fizes positifs dans [v,w].

Théoréme 1.4.11
Soit K un cone dans une algébre de Banach X et soit v,w € X. Supposons
que A, B : [v,w] — K sont deux opérateurs tels que

(a) A est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz «,

(b) B est totalement borné,

(¢) Auy Bus € [v,w] pour tout ui,us € [v,w|, et

(d) A et B sont croissants.
En plus si le come K est positif et normal, alors l’équation opérationnelle
Au Bu = u admet un plus petit et un plus grand points fixes positifs dans
[v,w], quand aM < 1, ot M = ||B([v,w])]|| := sup{||Bul| : u € [v,w]}.

Remarque 1.4.1

L’hypotheéses (c) des théorémes 1.4.10 et 1.4.11 est satisfaite si les opérateurs
A et B sont positifs croissants et ils existent des éléments v et w dans X tels
que v < Av Bv et Aw Bw < w.

Lemme 1.4.2 (Lemme de Gronwall)([40])

Soit v : J — [0,00) une fonction réelle et w(.,.) une fonction positive et
localement intégrable sur J. S’ils existent des constantes ¢ > 0 et 0 < ry,ry <
1 tel que

) S wte) ve [ [T oo s

alors il existe 6 = §(ry,13) tel que

v(z,y) <w(z,y) + dc /OI /Oy — ;Sf&;)_ e dsdt,

pour tout (x,y) € J.

Lemme 1.4.3 (Lemme d’Ascoli-Arzela)[38] B
Soit A C C(J,IR"), A est relativement compact (i.e A est compact) si et
seulement si :
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1. A est uniformément borné.

2. A est équicontinu.



CHAPITRE DEUX

PROBLEME DE DARBOUX POUR
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
HYPERBOLIQUES

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude d’existence et d’unicité des solutions du
probléme de Darboux pour des équations différentielles hyperboliques d’ordre
fractionnaire.

Dans la deuxiéme section on va étudier le probléme de Darboux avec
condition locale suivant :

(“Dou)(z,y) = f(z,y,u),  (v,y) € J, (2.1)

U(I70) = @(‘T)v LS [O,CL], u(07y) - ¢(y)7 y e [Ovb] (22)

ou Dy est la dérivé de Caputo d’ordre r = (ry,7r9) €]0,1]x]0, 1],
f:JxIR" — IR" est une fonction donnée, ¢ : [0,a] — IR", ¢ : [0,b] — IR"
sont des fonctions absolument continues telle que ¢(0) = ¥(0).

La troisiéme section est consacrée a 1’étude du probléme de Darboux avec
condition non locale suivant :

(“Dou)(z,y) = f(z.y,u),  (z,y) € J, (2.3)
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u(z,0) + Qu) = ¢(x), = €0,a], u(0,y) + K(u) = ¢(y), y € [0,0]. (24)

ot f,¢,1 sont comme dans le probléme (2.1)-(2.2) et @, H : C(J,IR") —
R".

Nous allons donnés trois résultats, le premier est un résultat d’unicité
basé sur le théoréme de Banach, le deuxiéme et le troisiéme sont des résultats
d’existence basés respectivement sur le théoréme de Schauder et ’alternative
non linéaire de Leray-Schauder.

2.2 Probléme de Darboux avec condition locale

Soit le probléme linéaire suivant :
(“Dou)(z,y) = fz,y), (z,y) € J, (2.5)

U(ZE,O) = Lp(fﬂ), U(O,y) = w(y)a (377y) € J, (26)

ou f:J— IR" est une fonction continue.

Définition 2.2.1 Une fonction u € C(J,IR") avec sa dérivée mizte D3,
existe et intégrable sur J est dite solution du probléme (2.5)-(2.6) si u satisfait
les équations (2.5) et (2.6) sur J.

Lemme 2.2.1 La solution uw € AC(J,IR") du probleme (2.5)-(2.6) est défi-
nie par :
u(@,y) = p(e,y) + Iof (s, t)dsdt,  (z,y) € J (2.7)

ou

px,y) = o) + ¢ (y) = ¢ (0).
Preuve : Soit u(z,y) solution du probléme (2.5)-(2.6) .Alors d’aprés la dé-
finition de la dérivée (*Dju)(x,y), on a :

L (DZ,u)(s,t) = f(z,y).

Donc, on obtient
Io(Iy " Dyyu)(s,t) = (Ig f)(2,y),
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alors
Iy D3u(s,t) = (Ig f)(z, y)-
Puisque
Ié(D:%yu)<S7 t) = U(Z’, y) - 'U/(.%', O) - U(O, y) + U(O, 0)7
on a

u(z,y) = w(z,y) + (Lo f)(@, y).

Maintenant soit u(z,y) satisfait (2.7). Il est clair que u(z,y) satisfait

(CDSU>(:E?3/> :f($,y), sur J.

Corollaire 2.2.1 Soit f: J x IR" — IR" une fonction continue.
La fonction u € AC(J,IR") est une solution du probléeme (2.1)-(2.2) si et
seulement si u satisfait [’équation intégrale :

u(z,y) = m /Ox /Oy(x — )"y — ) f (s, t,u)dsdt
+o(x) + ¢ (y) — ¢(0).

On va donner un premier résultat concernant 'unicité de la solution du pro-
bléme (2.1)-(2.2), en utilisant le théoréme de contraction de Banach.

Théoréme 2.2.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(H1) f:JxIR" — IR" est une fonction continue.
(H2) Il existe une constante k > 0 telle que :

Hf(x7yaul) - f(x;y,UQ)” < kHul - uQHOO?

pour tout uy,us € R" et (z,y) € J

Si
ka™ b

Tt D+ 1)

alors, le probléme (2.1)-(2.2) admet une seule solution.

L,

Preuve : Considérons l'opérateur A : C'(J,IR") — C(J,IR")
défini par :

L e L y—)2 T f (s, 8 u(s s
(40)(@.1) = oo 9+ s / / () (y—t)> F (5., us, £)dsdt.
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A est bien défini, en effet : si uw € C(J,IR") alors, (Au) € C(J,IR").
Pour montrer que A admet un point fixe il suffit de montrer que A est une
contraction, en effet : si uy, us € C(J,IR") pour tout (x,y) € J alors,

1(Aur) (2, y) = (Aug) (2, y)|| <

1 ¢ Y ri—1 ro—1 -
S v / / 2= sy — (st un(s,8)) — £t un(s, )| dscl

k Ty
< Ly — )l N
= T(r))T(rs) /0 /0@’ $)" Ty — 1) lua (s, t) — ua(s, t)||dsdt
k Ty
S Tl )T(rg) 11~ U2l v — )"y — )2 dsdt
S Teriy Ml / / (z—s)" My —1)
L(r)T(r2) ! 2llees

Et par suite

ka™ b
Auq) — (A o < —————— — -
() = (Al € oSl = el

Donc A est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach A admet
un seul point fixe qui est une solution du probléme (2.1)-(2.2).

Notre deuxiéme résultat d’existence des solutions de (2.1)-(2.2) est basé
sur le théoréme du point fixe de Schauder.

Théoréme 2.2.2 Supposons que (H1) et les hypotheses suivantes sont sa-
tisfaites :

(H3) Il existe p € C(J,IR™) et ¢ : [0, +00[—]0, +-00] continue et crois-
sante telle que :

|f (2, g ulz,y)| < plz,y)o(ull) V (z,y) € J et ue IR
(H4) Il existe r > 0 tel que :

a™ b

F(Tl + 1)F(7"2 + 1)

l1tlloo + po(r) <,

ol p* = sup p(s,t),
(s,t)ed
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alors, le probléme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons l'opérateur A défini dans le Théoréme 2.2.1.

Soit :
M ={uec C(J,R") : ||u]|o <7},

ot 1 est la constante définie dans (H4).

Il est clair que M est convexe fermé et borné.
Montrons que si u € M alors, Au € M :

Soit u € M

[(Au) (@, y)|| <

< lu(z, y

- T(r )T rz// )Ty =0 f(sstu(s, b)) dsdt
< |p(z, )H—i- () // Y11y — 1) (s, )6 (||| o)

7‘1 bT‘Q

< + o(r)=r
<l + T T )
Ce qui implique que
[|Au||o < 7.
Donc Au € M.
e Montrons que A est continu, en effet : Soit (u,), [y une suite dans
C(J,IR"™) convergente pour la norme ||.||oo vers une limite u, c’est a

dire : lir+n ||un—ul|oo = 0. II faut montrer que lir+n || Au,,— Aul|oo = 0.
Soit (z,y) € J
[(Aun) (2, y) — (Au)(z, y)|| <

1 rory

S-—;—7—/’/|x—ﬂ“1@—ﬂ”wuwxmmaw»—ﬂaaMawmwﬁ

1 2
< /‘/|x—ﬂ“wy 1 sup [ f(s, (s, ) — F(s, b u(s, £) [dsdt

7”1 7“2 (s,t)ed

||f('7‘7un)_ ('7'7 ||OO// —1 —1

< z — s|™ — t|"™ " dsdt
- L(r)L(r2) 0 0’ "l =l
< arlbw”f('v'vun)_f('w’u)“OO'

T’lTQF(Tl)F(Tg)
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Puisque f est continue alors,

Cbmbme('v '7un) - f(a 7u)||00
C(ry + D0 (ry + 1)

[A(un) = Al <

— 0 quand n — oo.
D’ou A est continu.

e Montrons que A est compact, en effet :
A(M) est relativement compact, c’est a dire :
(a) A(M) borné car ||[(Au)|| <r Yue M.
(b) A(M) est équicontinu, en effet :
Soit u € M et (z1,y1), (T2,92) € J, 1 < x9 €t Y1 < Yo :

| (Au) (w2, y2) — (Au) (21, 1)l < (|2, y2) — plzr, v1) ||

o] / B A i

x(y1 — )2 f(s,t,u(s, t))dsdt
1 2
V1 g — )2 f (st uls, t))dsdt
S EaI / / (42— 7" f (s, u(5,)

1 o1
Yy — )2 f (s, t))dsdt
s B A R R AR

1 " "y, — )2 f (s, u(s s
+m /xl /O (CL’Q - 3) (?J2 t) f( 7t’ ( 7t>>d dt”
_po(r)

< Nu(z,yn) — p@e, y2)l| + ==~ Tl (ra)
/ / — )"y — )2 — (g — 8)" H(yo — )2 dsdt
/ / o — )" (yg — t)2 Ndsdt
/ / )1y, — )2 dsdt
0
/ / 7"1 1 yz _ t)m_ldsdt
0
< ‘|M<xlvy1> w2, ya)||

*gb( ) () 71 1 _ T2
T 4 DI + 1) 242 2~ @) 200 — )
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T1,,T2 T1,,T2

+ay? — wy'yy” — 2(we — 1) (Y2 — y1)"™).

Si (z2,92) — (x1,91) : (Au)(w2,y2) — (Au)(z1,91), d'ott A est équi-
continue.

Alors, A est compact.

Donc d’aprés le théoréme de Schauder l'opérateur A admet au moins un
point fixe qui est une solution du probléme (2.1)-(2.2).

Notre prochain résultat d’existence des solutions de probléme (2.1)-(2.2)
est basé sur I'alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Théoréme 2.2.3 Supposons que (H1) et U’hypothése suivante sont satis-
faites :

(H5) 1l existe deuz fonctions p,q € C(J,IR}) telle que :
1f (g, u(z, y)I| < p, y)+a(z,y)ulz,y)ll, ¥ (z,y) € Jetu e O, IR").
Alors, le probleme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons 'opérateur A défini dans le Théoréeme 2.2.1.
e A est continu d’apres le théoréme 2.2.2.
e A est complétement continu : c’est a dire A(B,) est relativement com-
pact pour tout borné B,,.
Soit I’ensemble :

By ={ue C(J,IR") : [Jul| <n}.

A(B,) est relativement compact si :

(i) A(B,) est borné, en effet : Soit u € B, et (x,y) € J alors,

[ACw) (@, )|l < [z, vl

x / " - s>“*1<y o f (s, £ uls, 1)) | dsdt

+
)1
5
\,—1/+—t
5
N

)i —t)”’lp(s,t)dsdtH

(TI)F
—i—m/g /O(x—s)Tl Yy — )2 q(s,t)||u(s, t) || o dsdt
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< @)l + o 5o Hp”°° // §)" 7 (y — )2 dsdt

HqHOOTI / / 7"1 1 _t>r2—1d8dt

||p”00 + HqHOOTI arleQ = g
L(ry + D0 (re + 1)

Donc ||Aul|« < € et par suite A(B,) est borné.
(i1) A(B,) est équicontinu, en effet :
Soit u € B, et (x1,y1), (2,92) € J, 1 <z et Y1 < Yo :

[A(w) (22, y2) — A(u) (21, 91) || <

< lelleo +

< Hﬂ(ﬂfbyl Iz;yz H
1 Y1
|/ / .732—5 ri—1 y2_t)r271_(x1_8)r171
(y —15)”2 1 (s,t,u(s,t))dsdt
1 2
8) T (yy — )2 f (st t))dsdt
S EaI / [ e e D)
1 1
8)1 (yy — )2 f (st t))dsdt
s B A R R AR
g yl( Y g — 07 f (st (s, 1)) sl
—_—— To — S — S u\s S
CrOT(r) Jo Jo v e
I2lloo + llalloon
< 1, To, Yo2)|| +
< ||PJ 1 yl) PJ( 2 )H F(Tl)r(rz)
o A T e A
+Hpuoo+||quoon/ [ (o sy e
1 Y1
Tl
_’_HpHOO_‘_”qHOOn/ / 7‘1 1 y2_t)r2—1d8dt
Y1
Y1
+HpH00+HqHOOn/ / 7‘1 1 yz_t>r2—1d8dt
< ‘|N<xlay1> M($2;y2

Iplle +llllcn o

2 1 _ T2
F(T’l + 1)F(7’2 + ].) + 2 <y2 yl)

+
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T1,,T2 T1,,T2

+ay? — wy'yy” — 2(we — 1) (Y2 — y1)"™).

Si (z2,92) = (x1,91) : (Au)(w2,y2) — (Au)(z1,91), d'ott A est équi-
continu.

Alors, A est complétement continu.

Soit u € C'(J,IR") tel que u = AA(u) pour A €]0, 1[. Alors, d’aprés (H5) et
pour tout (z,y) € J, on a :

[u(z, y)|| < [|pu(z,y)]

! [ =y — )2 p(s s, t)||u(s s
+m/0/0<x—s> (v — )" p(s, ) + (s, O)|u(s, )| dsdl

[Pl 0 S
< lp(z, y)|| + NCESICTSIN b

||quo // )Yy — 1)2 Y fu(s, 1| dsdt.
['(ry)

D’aprés lemme de Gronwall, on a :

@52 bl
<
)l < el + 5o Do)

x[1+ 6||q||o° / / x—5)" "y — ) tdsdt]

< [l + s
- T+ 1D)0(re + 1)
0a"0"q|
P Ll T NN

L(ri + DI (re + 1)

Alors, ||u]|s < M.
Soit :
U={ueC(J,IR") :||ulloc < M + 1}.

Comme Yu € 9U et YA €]0,1], on a : u # ANA(u).

Donc d’aprés l'alternative non linéaire de Leray-Schauder A admet au
moins un point fixe qui est une solution du probleéme (2.1)-(2.2).



Probléme de Darboux pour des équations différentielles
34 hyperboliques

2.3 Probléme de Darboux avec condition non
locale

Définition 2.3.1 Une fonction u € C(J,IR") avec sa dérivée mizte D3,
existe et intégrable sur J est dite solution du probleme (2.3)-(2.4) si u satisfait
les équations (2.3) et (2.4) sur J.

Lemme 2.3.1 u € AC(J,IR") est solution du probleme (2.3)-(2.4) si et
seulement si satisfait [’équation intégrale suivante :

u(z,y) = wlz, y)
7«1 (r2) / / )"y =077 (s, 1 u(s, 1)) dsdt.

On va donner un premier résultat concernant 1'unicité de la solution du pro-
bléme (2.3)-(2.4), en utilisant le théoréme de contraction de Banach.

Théoréme 2.3.1 Supposons que (H1), (H2) et les hypothéses suivantes sont
satisfaites :

(H2') Il existe une constante k > 0 telle que :

1Q(u1) —Q(us|| < kllur—us|| pour tout uy,us € C(J,IR") et (z,y) € J.
(H2") I eziste une constante k* > 0 telle que :

|H (uy)—H (us)|| < E*|Juy—us|| pour tout uy,us € C(J,IR") et (x,y) € J.

Si L
~ a
k+ k" + <1,
F(Tl + 1)F(T2 + 1)

alors, le probléme (2.3)-(2.4) admet une seule solution.

Preuve : Considérons l'opérateur A : C(JIR") — C(J,IR")
défini par :

Au(z,y) = u(a, y)—@<u>—H<u>+m / ' / (s (gt f (s, 1 uls, 0)dsdt.

A est bien défini, en effet : si u € C(J,IR") alors, (Au) € C(J, IR™).
Pour montrer que A admet un point fixe il suffit de montrer que A est une
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contraction,en effet : si uy, uy € C'(J,IR") pour tout (z,y) € J alors,

[(Auy) (2, y) — (Aug)(z,y)|| <
< ||Q(U1) Qu2) || + || H (ur) — H(us)]
o / / YLy — ) (st (5.8)) — (st ua(s, £) | dsdt.
Et par (H2),(H2') et (H2")

1(Aur) (2, y) — (Auz)(z, )| <

< klluy — ug| + E*|lur — us

k R 1 —1
o~ _ 5 _ — o lldsdt
+ F(rl)F(rz) A A (‘T S) (y ) ||U1 U’2|| S

l~€Hu1 — Up| + K |Jug — ug|

+ DT ) \ul qu// s) My — ) M dsdt

klluy — uglla™ b
L(rl+1)I(ro+ 1)

IN

S kHUl — UQH + k*Hul — UQH +

Et par suite

Tl — o
T(rl+ 1)(ry + 1)1 720

| (Aur) — (Aug)]joo < |:]~g + k4

Donc A est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach A admet
un seul point fixe qui est une solution du probléme (2.3)-(2.4).

Maintenant nous donnons un résultat de 'existence basé sur le théoréme

du point fixe de Schauder.

Théoréme 2.3.2 Supposons que (H1) et (H3) et les hypothéses suivantes
sont satisfaites :

(H3') Il existe d > 0 tel que :

|Q(u)|| < cz(l + ||ul])  pour tout uw € C(J,IR").
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(H3") 1l existe d* > 0 tel que :
|H(w)|| <d*"(1+||u|)) pour tout ue C(J,IR").
(H4") Il eziste r > 0 tel que :

a"b"2p*P(r)
T,
F(’I"l + I)F(TQ + 1) -

Ielloo + [d + d*] (1 +7) +

ou p* = sup p(s,t).
(s,t)ed

Alors, le probleme (2.3)-(2.4) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons I'opérateur A défini dans le théoréme 2.3.1.

Soit :
M ={uec C(JR") : [|ul|w <7},

ot  est la constante définie dans (H4').

Il est clair que M est convexe fermé et borné.
Montrons que si u € M alors, Au € M :

Soit u € M :

1(Aw) (2, )| <

IN

[z, )| + [1Qu) || + ([ H (u) |
)1( // )" Ty — )" f(s, b, uls, 1) || dsdt

||u|| +d(L+ [ful) + d* (1 + [ull)

>1 // )"y = 67 (s, 1) (||ull)dsdt

a2 p*
< Ml 1+ Y0 41) T(rl+ 1>r3(f>+ 1)

IN

Ce qui implique que
[Aul|s < 7.

Donc Au € M.

e Montrons que A est continu et compact.
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Donc d’aprés le théoréme de Schauder l'opérateur A admet au moins un
point fixe qui est une solution du probléme (2.3)-(2.4).

Utilisons l'alternative non linéaire de Leray-Schauder pour donner un
autre résultat d’existence des solutions du probléme (2.3)-(2.4).

Théoréme 2.3.3 Supposons que (H1),(H3'),(H3") et (H5) sont satisfaites.
Alors, le probleme (2.3)-(2.4) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons 'opérateur A défini dans le Théoréme 2.3.1.

e A est continu
e A est complétement continu

Soit u € C(J,IR") tel que u = AA(u) pour A €]0,1[. Alors, d’aprés (H5) et
pour tout (z,y) € J, on a :

lulz, )l < Nl )l + [d + d)1+ [lullo)

['(ry)T 7"2// )"y — ) p(s, t) + q(s, t) Ju(s, t) ||| dsdt

1Pl
< +[d+d(1 +n) + "y
> \Iu(x,y)H [ ]( 77) P(Tl 1){\(7,2 1)(1

|Q||oo // ) 1 _t)m_lHu(s,t)Hdei.
7"2

D’aprés lemme de Gronwall, on a :

lu(z, 9| < {|!u\!oo+[fz+d*](1+”>+r(na:bsﬂz()ﬂﬁ )

x[1+ ||Q||oo // )L —t)rz*ldsdt}

. a™ b"{|pll o
<
= [”““00 * [d T S T £ 1)}
0ab"|lq|loo
1 =M.
X[ * F(T1+1)F(T2+1):|

Alors, ||ul]oo < M*.
Soit :
U={ueC(J,IR"):||ul]loc < M*+1}.
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Comme Yu € OU et VA €]0,1[, on a : u # MA(u).

Donc d’aprés l'alternative non linéaire de Leray-Schauder A admet au
moins un point fixe qui est une solution du probleme (2.3)-(2.4).



CHAPITRE TROIS

PROBLEME DE DARBOUX POUR
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
HYPERBOLIQUES AVEC RETARD FINI

3.1 Introduction

Ce chapitre présente quelques résultas d’existence et d’unicité des solu-
tions du probléeme de Darboux pour des équations différentielles hyperbo-
liques d’ordre fractionnaire avec retard fini.

Dans la deuxiéme section on va étudier le probléme de Darboux dans le
cas fonctionnel suivant :

(“Dou)(z,y) = f(@,y, U@y),  (2,y) € J, (3.1)
u(@,y) = d(x,y),  (v,y) € J:=[—a,a] x [-6,0\]0,a]x]0,8],  (3.2)
u(x,O) = (p(%), LS [O,CL], U(O,y) = w(y)ﬂ y e [O7b]7 (33)

ot @, f,a,b > 0, C' = C([~,0] x [-5,0],R"), f:J x C — IR" est une
fonction donnée,p, 1 sont comme dans le probléme (2.1)-(2.2), ¢ : J — IR"
est la fonction continue telle que :

o(z,0) = ¢(x) Vz € [0,al.

¢(0,y) = ¥(y) Vy € 10,0].
Pour tout u € C'(.J, IR™) et pour tout (z,y) € J la fonction u,,) € C([—a, 0]x
[—03,0],IR") définie par :

u(m,y)(sat) = u(x +s5,y+ t)
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Ici wzy) (., .) représente I'histoire de I’état u.

La troisiéme section est consacrée a I’étude du probléme de Darboux dans
le cas de type neutre suivant :

CDS U(I,y) _g<xayau(x,y)) = f<x7y7u(x,y))a St (Iay) € J7 (34)

w(z,y) = o(x,y); si (v,y) € J:=[—a,a] x [-5,b]\]0,a]x]0,b], (3.5)
U(I,O) = (p(l’), LS [O,CL], U(O,y) = w(y)v y e [07 b], (36)

ou f, ¢, et 1 sont comme dans le probléme (3.1) — (3.3) et
g:JxC([—a,0] x [-3,0],IR") — IR" est une fonction continue.

Pour la quatriéme section on va étudier le probléme de Darboux pour des
équations differentielles hyperboliques perturbées; d’abord on donnera des
résultats d’existence et d'unicité des solutions du probléme de Darboux avec
condition locale suivant :

(CDSU)(I‘,Z/) = f<x7yv u(x,y)) + g(l’, yau(x,y))v (x,y) €J (37)
u(z,y) = olz,y),  (x,y) € J:=[~a,a] x [-5,0)\]0,a]x]0,8],  (3.8)
u(x,O) = <p(l‘), 2 [O,CL], U(O,y) - ¢(y)7 y e [Ov b], (39)

ou f,g:J x C(]—«,0] x [-53,0],]IR) — IR sont des fonctions données, ¢ :
J — TR est une fonction continue, ¢ : [0,a] — IR, ¢ : [0,b] — IR sont des
fonctions absolument continues tel que ¢(x) = ¢(x,0), ¥ (y) = ¢(0,y) pour
z € 1[0,a], y €[0,b].

En suite on donnera des résultats d’existence et d’unicité des solutions
du probléme de Darboux avec condition non locale suivant :

(CDSU) (-1'7 y) = f(xa Y, u(w,y)) + g($, Y, u(z,y))a (l’, y) € J’ (310)
u(z,y) =9o(z,y), (z,y) €, (3.11)

u(r,0) + Qu) = ¢(x), x €[0,a], u(0,y) + K(u) =9(y), y € [0,b], (3.12)
ou f, g, ¢, e, sont comme dans le probléme (3.7)-(3.9) et @, K : C(J,IR) —

IR sont des fonctions continues.

Puis on va utiliser la méthode des sous et sur solution pour étudier le
probléme de Darboux suivant :

(“Dou)(z,y) = f(z,y,u(z,y)); si(z,y) € J, (3.13)
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u(x,O) = (,p(x), S [O,Cl], U(an) = w(y)a ye [Ovb]: (3'14)

oun f:JxIR — 1R, ¢:[0,a] — IR, ¢ :[0,b] — IR sont des fonctions
absolument continues avec ¢(0) = (0).

Pour la derniére section, on considére 'existence des solutions du pro-
bléeme suivant :

Do ury) = g9\T, Yy, ux st (@
0 (f(x,y,u(x,y))) =gz, y,u(z,y)), si(z,y) e, (3.15)

U(I,O) = QO(.T), LS [O,CL], U(O,y) - w(y)a y e [O7b]> (316>

on f:JxIR — IR", g: JxIR — IR sont des fonctions données et
¢ :[0,a] — IR, ¥ :[0,b] — IR sont des fonctions absolument continues avec

0(0) = ¥(0).

3.2 Probléme de Darboux dans le cas fonction-
nel

Définition 3.2.1 Une fonction u € C([—a,a] x [—(3,b],IR") avec sa dérivée

mizte D2, eziste et intégrable sur J est dite solution du probleme (3.1)-(3.3)

si u satisfait les équations (3.1) et (3.3) sur Jet la condition (3.2) sur J .

Lemme 3.2.1 u € AC([~a,a] x [~f3,0],IR") est solution du probleme (3.1)-
(3.3) si et seulement si u satisfait la condition (3.2) sur J et u est solution
de l’équation suivante :

1 ‘ Y ri—1 ro—1 .
u(z,y) = p(z,y) + m/o /0 (@ —8)""(y — )" f(s,t,u(s))dsdt;

pour (z,y) € J

On va donner un premier résultat concernant 'unicité de la solution du pro-
bléme (3.1)-(3.3), en utilisant le théoréme de contraction de Banach.

Théoréme 3.2.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(H1) f:JxC([—a,0] x [=3,0],IR") — IR"™ est une fonction continue.
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(H2) Il existe une constante k > 0 tel que :

1f @,y ) = fz,y,u2)|| < Klluy — usllc,

pour tout uy,us € C([—a,0] x [=3,0],IR") et (z,y) € J.
Si
ka™ b

P(Tl + 1)F(T2 + 1)

alors, le probléme (3.1)-(3.3) admet une seule solution sur [—a,a] x [—f3,0].

<1,

Preuve : Considérons I'opérateur suivant :
F C([—Oé, CL] X [_ﬁu b]7 Rn) - C([_aa a] X [_67 b]v IRn) défini par:

(Fu)(z,y) =

T py
o) + oy [ [ @9 = 0 st wedsdt, () €
0 0
x’ )7

o(z,y (z,y) € J.

Pour montrer que F' admet un point fixe il suffit de montrer que F' est
une contraction, en effet : si uy,us € C([—a,a] x [—f3,0],IR") pour tout
(xay) € [—a,a] X [_ﬁab] alOI'S,

[(Fuy)(x, y) — (Fug)(z, )| <

IN

1 € Yy - - - B
F(Tl)F(TQ)/O /0 |(x — s)] [(y —1)| ||f(8,t,u1(5’t>) f(S,t,uz(s,w)Hdsdt

k T ry

S T =)y =0 - dsdt
8 rm)r(rz)/o /0“ S y =07 g, — s leds
S Ty 1~ x— )"y — )= dsdt
< Frgg el f) ) e =0

kxy"?
< N\ - .
= Torey el

Et par suite

ka™ b
H ul) ( U2)||J —_ F(rl)F(TQ) ||u1 u2||J
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Donc F' est une contraction et d’apreés le théoréme de Banach F' admet
un seul point fixe qui est une solution du probléme (3.1)-(3.3).

Notre prochain résultat d’existence des solutions du probléme (3.1)-(3.3)

est basé sur 'alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Théoréme 3.2.2 Supposons que (H1) et l'hypothése suivante sont satis-
faites :

(H3) 1l existe deuz fonctions p,q € C(J,IR}) telle que :

1f (g, W) < pl, y)+a(e,y)llulle ¥ (z,y) € Jetu e C[-a,0x[=F,0], IR").

alors, le probléme (3.1)-(3.3) admet au moins une solution sur [—a,a] X
Preuve : Considérons l'opérateur F' qu’on a défini dans le Théoréme 3.2.1.

e F est continu, en effet : Soit u, € C([—a,a] x [—(,b],IR") convergente
pour la norme ||.||o vers une limite u, ¢’est a dire : ngrf ||un—1||0o = 0.
Il faut montrer que ngrfoo || Fu, — Ful|o = 0.
Soit (z,y) € J
[(Fun)(2,y) = (Fu)(z, )| <

1 rory
< w0 = Fs ) st
7"1 7“2 ’
< / / |z — 8|y —t[7 sup £ (8585 ung, ) — f(8:t usn)l|dsdt
7“1 7“2 (s,t)et
) 7un - 9 ,U ) * Y
B L el CHU L o (S
F(TI)F(W) o Jo
< a0 |fC s un) = FC s u)l
- T’1T2F(T‘1)F(T’2)

Puisque f est continue alors,

a" b || (o ung ) = FC i)l
T(ry + 1)C(ry + 1)

| F (tn)—F (1) ||oe < — 0 quand n — oo.

D’ou F' est continu.
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e F est complétement continu : c’est a dire F'(B,)) est relativement com-
pact pour tout borné B,.
Soit I'ensemble :

By = {u € C([=a,a] x [=5,b], R") : [|ul|oc <n}.

F(B,) est relativement compact si :
(i) F(B,) est borné, en effet : Soit u € B, et (x,y) € J alors,

() (@, )| < (e, y)l

rl 1 —t ro—1 t 5 dsdt
o r2/‘/ P ) s

< i)l + e H/t/ "y — 7 (s, st
/’/ ) (y — 7 (s, | ugen lodsdt
7“2
nmu R
< Hu(m y)!l+ t)" " dsdt
||q||oo77 // (& — 8)" Yy — £)> Ldsdt
. |W@Awmun(ﬁy%:£

oo T
bl 0 DTGy + 1)
Donc ||Ful|o < ¢ et par suite F/(B,) est borné.

(¢7) F(B,) est équicontinu, en effet :
Soit u € By, (71,v1), (T2,42) € J, 11 < a2 et y1 <y

1 (u) (22, y2) — F(u) (@, y) || < [z, 91) — w2, 50|

)11“ ”/ / (g —8)" Hyp — )2 — (2 — )7

(yl t)rz f(s,t, Uty )dsdt
z2
L (r )T (r2) / / 2y — 8)" " (Y2 — )27 f (5,1, uge )dsdt
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y2
/ / ) e — )2 (s, t ugs ) dsdt
['(r2) Y1
Y1
- / / Y1y — 72 (s, £ gy sl
2

[Plloo + 11q]locn
<
< HM xlayl) M(%;Zh)”"‘ F(rl)F(rg)
/ / —s)" 1(y1 —t)TQ_l — (29 —s)”_l(yg —t)”_l]dsdt
y2
+||p||oo+||q||oon/ / 1 gy — 1) dsdt
1 y1
1
Y1
Y1
+||p||oo+||q||o<m / / g s
< HM(xlayl) N<$2,Z/2)|

[Ploo + [1q]loon
2 T2 _ 71 2 1 - ro
D(ry + D) (ry + 1)[ Yo' (@2 —2)" + 225" (42 — 1)

+ri' Y — 25 Yy’ — 2(wy — 21)" (Y2 — y1)").

Si (22,92) = (z1,91) © (Fu)(22,92) — (F'u)(z1,91), dott F est équi-
continu.

Alors, F' est complétement continu.

Soit u € C([—a,al x [—f,0],IR") tel que u = AF(u) pour A €]0,1[. Alors,
d’aprés (H3) et pour tout (z,y) € J, on a :

luz, y)|| < [lu(z, vl

/ / )y — )2 p(s, ) + (s, ) ||ugen ] dsdt
Tl 7a2

1Pl] 00
< z, + a" b

/ / Uy — 7 (s, llug ldsdt. (3.17)
7“1 7"2
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Nous considérons la fonction 7 définie par :
T(z,y) =sup{flu(s,t)|: —a < s <z, —f<t<y 0<z<a 0<y<bh

Soit (z*,y) € [—a, 2] x [0, y] tel que 7(z,y) = [Ju(z", y")||.
alors, par l'inégalité (3.17), nous avons pour (z,y) € J

1]l
< 7’167’2
@) < e+ Fr T re D

// $)" Ty — 1) (s, ) (s, t)dsdt
['(rg)

||p|!oo e

||Q||oo / / 7‘1 1 — t)m_lT(s,t)det.
7“2

Si (‘T*ay*) €J alors, T(:an) = ||¢||C
Par lemme de Gronwall il existe une constante 6 = §(ry, ) tel que :

@ | ]
<
@) < e+ 5 oo
x[l—i— HqHOO // (z— )" —t)”’ldsdt]

”b’"2||p||oo ]
<
= [”’“‘”‘” T(ri + D)l(ra + 1)

1172
i e

T(r+ D0(rp + 1)) M.

Puisque ||u( ) ||lc < 7(x,y) pour tout (x,y) € J, nous avons

lulloo < max(|[¢]lc, M) := R.

Soit :
U={uel(-a,a] x[-5,b]) : ||u||oc <R+ 1}.

Comme Yu € OU et YA €]0,1], on a : u # A\F(u).

Donc d’aprés l'alternative non linéaire de Leray-Schauder F' admet au
moins un point fixe qui une est solution du probléme (3.1)-(3.3).



3.3 Probléme de Darboux dans le cas de type neutre 47

3.3 Probléme de Darboux dans le cas de type
neutre

Soit le probléme linéaire suivant :
CDS U(x,y)—g(x,y) :f(x>y)7 st (x,y) € ‘]7 (318)
u(z,0) = ¢(z), = €[0,a], u(0,y) =v(y), y €0,b], (3.19)
avec ¢(0) = ¢(0), f € C(J,IR") et g € AC(J,IR").

Définition 3.3.1 Une fonction u € C(J,IR") avec sa dérivée mizte D,
existe et intégrable sur J est dite solution du probléeme (3.18)-(3.19) si u
satisfait les équations (3.18) et (3.19) sur J.

Lemme 3.3.1 une fonction u € AC(J,IR") est solution du probléme (3.18)-
(3.19) si et seulement si u satisfait

u(z,y) = w(z,y)+9(r,y)—g(x,0)—g(0,y)+g(0,0)+ I5(f)(z,y), (z,y) €]
(3.20)

Preuve : Soit u(x,y) solution du probléme (3.18)-(3.19) .Alors d’aprés la
définition de la dérivée (“Dyu)(x,y) on a :

IéirDiy(u(xvy) - g(xvy)) = f(xvy)

Donc, on obtient

(I D2 ) (u(z,y) — glz,y) = (15 f)(z,y),
alors
1, D2 (u(z,y) — g(x,y)) = (15 f)(z,y).
Puisque
(D2 (u(z,y) — g(x,y)) = u(z,y) —u(z,0) —u(0,y) + u(0,0)
—[9(z,y) — g(x,0) — g(0,y) + g(0,0)],

on a

u(z,y) = w(z,y) + g(z,y) — g(x,0) — g(0,y) + g(0,0) + (I f)(z,y).

Maintenant soit u(x,y) satisfait (3.20). Il est clair que u(x, y) satisfait (3.18)-
(3.19).
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Corollaire 3.3.1 Une fonction u € C([—a,a] x [=3,b],IR") avec sa dérivée
mizte chy eziste et intégrable sur J est une solution du probléeme (3.4)-(3.6)

si et seulement si u satisfait la condition (3.5) sur J et u est une solution de
[’équation suivante :

u(r,y) = T (1) / / x—8)" Ty — )27 (s, b ugs ) dsdt + p(,y)
—|—g(CL’ Y, U(g, y) (ZE O Uz, 0)) (an’u(ﬂ,y)) +Q<0,0,U(0,0)),

pour tout (x,y) € J.

Théoréme 3.3.1 Supposons que (H1) et (H2) et I’hypothése suivante sont
satisfaites :

(H2') Il existe une constante k' > 0 tel que :

lg(@,y,u1) — g(@, y, uz)[| < K'|Jus — uaflc

pour tout uy,us € C([—a,0] x [=3,0],IR") et (z,y) € J.
Si L
a'r T
4k + <1,
F(Tl + 1)F(T’2 -+ 1)

alors, le probléme (3.4)-(3.6) admet une seule solution sur [—a,a] x [—f3,0].

Preuve : Considérons I'opérateur suivant :

F: C(~a,a] x [-6,b],R") — C([~a,a] x [-B,b],IR") défini par :
(Fu)(z,y) =

pu(z,y) (,y) € J,
—|—g(.’L’, Y, u(a:,y)x) _yg(xa Oa u(:t,O)) - g(O, Y, u(O,y)) + g(Oa 07 U(O, 0))

+m /0 /0 (ZB — S)Tl_l(y — t)rz_lf(s, t, U(&t))dsdt

¢(x7y)7 (.T,y) e J.

Pour montrer que F admet un point fixe il suffit de montrer que F est une
contraction, en effet : si uy, us € C([—a, a] x [—f,0], IR) pour tout (x,y) € J
alors,

1(Fun)(z,y) = (Fuz)(z, )|
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< gz ywy, ) — gz, y,ua, )+ 19(2, 0,01, ) — 9(2, 0, uz, )]
+||g(0 2, ) = 90, @, uz, )l + 11900, 0, w1 ) = 9(0,0,uz, )]

r 1 ro—1
Tl T2 / / T S : B t) ’ Hf(S, t’ul(s,t)) o f(87t7u2(s,t))||d8dt.

< k/(Hul(gg v U2, y)||C + ||u1(az 0 u2(x,0)||c + ||u1(o,y) - u2(0,y)||c + ||u1 - u2||C>

rl 7=2 / / r1 1 —t)T2—1H'LL1(Syt> _u2(s,t)Hcd8dt
< 4k ||uy — ugl|oo + ToT () ) ") |u1 uQHoo/ / Yy — £y dsdt

kx™ym

< AK|uy — ua|oo + Uy — Us|oo-
= || 1 2|| F(T1+1)F(T2+1>|| 1 2||
Et par suite
— — ka™b"™
Fuy) — (Fug)|le < 4K + K U1 — U2 |-
IFu) = (Pl < 48+ bt s =l

D’oi F est une contraction. B
Donc d’aprés le théoréme de Banach, F' admet un unique point fixe qui est
une solution du probléme (3.4)-(3.6).

Maintenant nous donnons un résultat de 'existence basé sur l'alternative
non linéaire de Leray-Schauder.
Soit
7= sup ||f(z,y,0)]l, " = sup [g(x,y,0)].
(zy)ed (x,y)e]
Théoréme 3.3.2 supposons que (H1), (H2) et (H2') et I’hypothése suivante
sont satisfaites :

(H4) g est une fonction continue et complétement continu et pour tout
ensemble borné D dans C([—a,a] x [—=(,b],IR"), l’'ensemble
{(z,y) — g(z,y,u@y) : uw € D} est équicontinu dans C([—c, 0] x
[_ﬁu 0]7 IRn)
Alors, le probléme (3.4)-(3.6) admet au moins une solution sur [—a,a] X

[_ﬁ7 b]

Preuve : Considérons 'opérateur F' défini dans le Théoréme 3.3.1.
Montrons que F' est continu et complétement continu. Montrons d’abord que



Probléme de Darboux pour des équations différentielles
50 hyperboliques avec retard fini

Vopérateur F' : C([—a,a] x [-5,0],IR") — C([—a,a] x [-5,b],IR™) défini
par :

(Fu)(z,y) =
o) + ey [ [ = =0 s s, () €
¢@y) (z,y) € J

est continu et complétement continu, ce qui été prouvé dans le théoréme
3.2.2. Donc d’aprés (H4) F est continu et complétement continu.

Soit u € C([—a,a] x [~3,b], IR™) tel que u = A\F(u) pour 0 < \ < 1.

Alors pour tout (x,y) € J,

u(z,y) = Alp(z, +91‘ Y, Uey)) — 9(2, 0, u(z,0) — 9(0, 4, uo,)) + 9(0,0, u,0))
/ / x— )"y — 1) (s, us s ) dsdt].
7”2

D’apres (H2) et (H2') et pour tout (z,y) € J ona :

lu(z, y)|| < \Iu(:c,y)!\+k’ ([t@ylle + lueolle + lupylle + l[ullc) +4g°

/ / x—8)" "y — )" f(s,t,0) + k|lu(s, t)||cdsdt]
7"1 7"2

leTQf*
F(Tl + 1)F(7"2 + ]_)

< lplloo + 49" + 4K ||ulloo +

k / ’ / ! - .
e x—s)" — )" Hu(s, t)||cdsdt. 3.21
oo L @ w0 s Dl (3.21)
Nous considérons la fonction 7 définie par :
7(z,y) =sup{flu(s,t)l| : —a < s<a, —f<t<y 0<z<a 0<y<b}

Soit (z*,y") € [~a, 2] x [=3,y] tel que 7(z,y) = [[u(z*, y")|.
alors, par l'inégalité (3.21), nous avons pour (z,y) € J
a/leT'Qf*
0 1+ 49"
1 4k’ [H“” T T T T DT 1 D)

s)" Ty — )2 (s, t)dsdt| .
o // yle(s, t)ds

T(r,y) <
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Si (z*,y*) € J alors, 7(x,y) = |[¢llc-
Soit

arl brg f* :|

1
c= o +49" +
[nun e

1 — 4K

Par lemme de Gronwall, nous avons :

Okc S
T(x, < c+ / / z— )"y — )2 dsdt
a™ b2 ke

1— 4k (ry + DT (ry + 1)

= M.

c—l—(

Puisque ||tz |l < 7(x,y) pour tout (x,y) € J, nous avons

lullos < maz([l¢llc, M) = R.

Soit : B
U={uel(-a,a] x [-5,b]) : ||u]|oc < R+ 1}.

Comme Vu € AU et VA €]0,1], on a : u # AF(u).

Donc d’aprés l'alternative non linéaire de Leray-Schauder F admet au
moins un point fixe qui une est solution du probléme (3.4)-(3.6).

3.3.1 Exemple

Considérons le propléme suivant :

1
0 (U(‘T?y) 4€x+y+5(1+ |u(:E— 1,y—2)|)>

u(z — 1,y —2)| +2

= e i e =1 =] si(x,y) € [0,1] x [0,1], (3.22)
u(z,0) =z, z €[0,1], u(0,y) =%* y€0,1], (3.23)
u(z,y) =z +y°, (z,y) € [-1,1] x [-2,1]\(0,1] x (0,1]. (3.24)
On a
Py tgog) = e LV 2NER ) e f0,1] x [0, 1]

T 10etv (1 + u(z — 1,y — 2)]
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et

( ) . (2.) € |
x = ’ x’
9\T, Y, U(z,y) 4emt¥ 5 (1 + |u(z — 1,y — 2)|) !

0,1] x [0, 1].
Pour chaque uy,us € C([—1,1] x [-2,1]) et (z,y) € J on a

|f<x>ya ul(z’y)) - f(x>y7 u2(z7y)) Hul - u2HC>

| < 3
10e?

et 1
|g(x7y7u1(x7y)) - g(x7y7u2(x7y))‘ < @Hul - U’QHC'

D’ou les conditions (H1),(H2) et (H2') sont satisfaites avec K = e et
e
K’ = —. Puisque a = b = 1, nous obtenons
4e®
ka™ b 1 1
Ak + - — <1

T+ D+ 1) & @ 10eT(n + DT(ra + 1)

Et par suite, d’aprés le théoréme 3.3.2 le probléme (3.22)-(3.24) admet au
moins une solution définie sur [—1,1] x [—2,1].

3.4 Probléme de Darboux pour des équations
différentielles perturbées

3.4.1 Probléme de Darboux avec condition locale

Définition 3.4.1 Une fonction u € C([—a,a] x [—f3,0],IR) avec sa dérivée
mizte D2, existe et intégrable sur J est dite solution du probleme (3.7)-(3.9)

si u satisfait les équations (3.7) et (3.9) sur J et la condition (3.8) sur J .

Lemme 3.4.1 u € AC([~a,a] x [-3,0],IR) est solution du probleme (3.7)-
(3.9) si et seulement si u satisfait la condition (3.8) sur J et u est une solution
de [’équation suivante :

1 ¢ Y ri—1 ro—1
waw) = W)+ F / / (2 — ) (g — )72 (5 ugeny)dsdt

—1 ’ r1—1 ro—1
+F<r1>r<r2>/o /0“‘3) (y =) g, b, ugep)dsdt  (z,y) € J.
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Théoréme 3.4.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(H5) Les fonctions f, g:J x C — IR sont continues.
(H6) il existe une constante k" > 0 tel que

|g(z, y,u)=g(z,y,v)] < E"|[u=v|lc, pourtoutu;, uy € C, et (z,y) € J.
(H7) il existe p,q € C(J,IR") tel que
[z, y,w)| < pz,y) + q(@, y)|lullc, pour (z,y) € J et ueC.

St

k// 1 b’I”Q
- 1

T+ )t 1) (3.29)

alors le probléeme(3.7)-(3.9) admet une seule solution sur [—ca,a] x [—03,b].

Preuve : Considérons les opérateurs : F.G : C([—a,a] x [-3,b],IR) —
C([—a,a] x [-8,b],IR) définis par :

(b(I,y) (‘ray) € j7
F(u)(z,y) =< plz, 3/)
T (r1)F(r2 fO fo T — S)h l(y - t)milf(‘s?tv U(Svt))det’ (1’, y) €J,
et
0. (z,y) € J,
G p—
(U) (x’ y) { (r1 7"2) fO f() Tl 1 y - t)milg(‘s? t, u(svt))det’ (IL‘, y) €J

Le probléme est de trouver les solutions de (3.7)-(3.9) réduit & rechercher
des solutions pour l'équation F'(u)(x,y) + G(u)(z,y) = u(x,y), pour tout
(z,y) € J. Nous devons montrer que les opérateurs F' et G satisfont toutes

les conditions du Théoréme 1.4.6
e F' est continu, en effet : Soit u,, € C([—a,a] x [—3,b],IR) convergente
pour la norme ||.||o vers une limite u, ¢’est a dire : ngrfoo ||un—u||0o = 0.

Il faut montrer que lirf || Fu, — Ful|o = 0.
Soit (z,y) € J
|(Frun) (2, y) — (Fu)(z,y)| <
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IN

IN

IN

1E (un) = F (1) oo <

T Y
[ s = s ) = Fs s

F(Tl
—/ / |z — sy — ¢! S;lIEDJ|f(
Hf(’ '7un<w)> -
F(rl)F(rg)
arlbm”f(,’ ,7un) — f(, ;u)Hoo

T17’2F<T’1>F(T2)

Puisque f est continue alors,

a oz f(., .,um”) —

S

S t un(s t)) f(s7t7u(s7t))|d8dt

7’“ o0
JC ) //]az—srl_l\y—t\”_ldsdt
o Jo

Moo

F(T1+

D’ou F' est continu.

1)F(T2

+1)

— 0 quand n — oo.

e [ est complétement continu : c’est a dire F'(B,,) est relativement com-
pact pour tout borné B,

Soit ensemble :

B, ={u € C([-a,a] x

F(B,) est relativement compact si :

[_ﬁabLIR

) < Mlullo

(i) F(B,) est born¢, en effet : Soit v € B, et (z,y) €
[E(u)(,y)] < [u(z,y)l

IA

IN

1

(e, y)| +

||u||oo +

T(r1)(ra) / /

r11

oo | [
o A
el + s [ [N
IIQIloon //

||p||oo + llglloon

r11

r11

F(T‘l

+ D(ry + 1)

TLHT2 . —

— )" (s,

r11

7’11

— 1) dsdt

/.

<n}.

J alors,

tugs ) |dsdt

— 1) p(s, t)dsdt|
— t)”_lq(s, )| l|ocdsdt

— )2 dsdt
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Donc ||Ful|s < £ et par suite F(B,) est borné.
(i1) F(B,) est équicontinu, en effet :
Soit u € By, (v1,v1), (T2,12) € J, 21 < o, et y1 < Yo :

|F(u)(w2,y2) — F(u)(1, 11)] < (w2, y2) — p(21, 11)]

)1F / / (20 — )" Hyy — )27 — (2 — s)" 7!

><(y1 — zf)r2 1 F(s,t,ugsy)dsdt
T2
/ / Ty — 8)" T Hyo — )T (s, b ugs g )dsdt
TQ z1 Juy

1
/ / ) 1 (y2 — t)”_lf(s, t, sy )dsdt
7’2 U1
Y1
- / / ) 1 (y2 — t)”_lf(s,t,u(s,t))dsdﬂ
2)

I2lloe + [1q]lo0

< |z, y2) — (e, y1)| + T () (rs)
/ / Ty =) = (w2 — 8)" T (Yo — ) dsdt
+||p||oo+||Q||oo77/ / Ly — t)2 " dsdt
ol ol / / g — e s
+HPH<><>+HQHoo77/ /yy1 s — 8) (yo — )2 \dsdt
< (w2, y2) — w3

[Pllso + [1q]locn
2ur2 (g — x1)™
F(Tl—l-].)r(’l“g—f—l)[ 2 ( 2 1)
+o Yy — oy — 2(xe — 1) (Y2 — 1))

+ 225" (y2 — 11)"™

Si (z2,y2) — (v1,91)  (Fu)(22,y2) — (Fu)(w1,y1), dott F est équi-
continu.

Alors, F' est complétement continu.
e G est une contraction, en effet :

soit uy, us € C([—a, al x [—=0,b], IR) pour tout (z,y) € [—a,a] X [—f,]
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alors,

IGun)w) = Glun) )| < Forrs / x / sy - 1y

|g(s t Ui ) — 908, b ug, ) )|dsdt

k" . -

S Hul UQH / / T1 1 _t)Tgfldet'
T’lTQF Tl
Et par suite
kl/ar1bT2
Guy) — (Gua)|loo £ =————|t1 — U2]|0o-
I(Gn) = (Gl < 5 o — el

Donc G est une contraction
e Montrons que ’ensemble

Sz{ueC(J,IR):u:)\F(u)+)\G(§), 0<A<1}

est borné. soit u € £, tel que u = AF'(u) + AG(}) pour A €]0,1].
Pour tout (z,y) € Jon a:

/\ ‘ Y ri—1 ro—1
waw) = Aile.y) + o / / (2 — ) (g — )= f (s, £, g dsdt

toorog | [ o = et

Alors, d’aprés (H6) et (H7), et pour tout (z,y) € J, on a

()| < o)+ ”p”°° / / Sy y — 1) dsdt

q oo 7“ To—
” H / / 1— 1 _t)g 1||U(57t)||cd8dt

7“ 1 ro—1 U(s,t)
Ty —1t) t - t,0)|dsdt
7,1 T2 / / ) ’9(57 Y ) g<87 ) )’ S

s)"1Hy — )t t,0)|dsdt
o g, 1,0)lds
Iu(fr,y)lJr ”p”°° / / )y — ) dsdt

, “(;’” Vdsdt.

IN
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qllso v .
ot [ [T st 0 e lodsa
['(rg)
k// 1 1
)y — )™ s dsdt
wors e = leds

aT‘1 ngg*

+ )
F(Tl + 1)F(T2 + ].)

(3.26)

ott g* = sup |g(s,t,0)|.
(s,t)ed
Nous considérons la fonction 7 définie par :

T(z,y) =sup{|u(s,t)| :0<s<z, 0<t<y, 0<z<a, 0<y<b}.

soit (2*,y") € [—a, 2] x [=3,y] tel que 7(z,y) = |u(z”,y")|. si (z",y") € J,
alors, par I'inégalité (3.26), nous avons pour (z,y) € J

“b”(llplloo +9)
<

HQHoo k// $) Yy — 1)L (s, t)dsdt.

Si (z*,y*) € J alors T(x,y) = |4l

Par Lemme de Gronwall, nous avons :

a" 0" (|lpll + 9%)
r(z,y) s(mwwu-w m+U>

oo k//

s(mwwm-”wmmw+ggu 5mﬂw+mwwm)

L(ry+ 1) (re + 1) C(ry + D0 (re + 1) =R

Puisque ||uyllc < 7(2,y) pour tout (z,y) € J, nous avons
[ulloe < max([[¢]lc, R) := A.

Ceci implique que I’ensemble £ est borné. Donc d’aprés Théoréme 1.4.6, F'+G
admet un point fixe qui une est solution du probléme (3.7)-(3.9).
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3.4.2 Probléme de Darboux avec condition non locale

Nous présentons (sans démonstration) deux résultats d’existence pour le
probléme (3.10)-(3.12).

Définition 3.4.2 Une fonction u € C([—a,a] x [—3,0],IR) avec sa dérivée
mizte D3, existe et intégrable sur J est dite solution du probleme (3.10)-(3.12)

si u satisfait les équations (3.10) et (3.12) sur J et la condition (3.11) sur J.

Théoréme 3.4.2 Supposons que (H5) — (HT) et les hypothéses suivantes
sont satisfaites :

(H5') il existe k > 0 tel que
1Q(u1) — Q(us)| < kljur — uslloo, pour tout uy,uy € C(J,IR).
(H5") il existe k* > 0 tel que
| K (u1) — K (ug)| < k*||uy — us||eo, pour tout uy,us € C(J,IR).
Si

ka™ b
P(Tl + 1)F(T2 + 1)

alors le probléme (3.10)-(3.12) admet une seule solution sur [—a,a] X [—[3, b].

k+k* +

<1,

Théoréme 3.4.3 Supposons que (H1) — (H3) et les hypotheéses suivantes
sont satisfaites :
(HT') il existe d > 0 tel que
1Q(u)| < d(1 + ||ulls), pourtout u € C(J,IR).
(H7") il existe d* > 0 tel que
|K(u)| < d*(1+ ||u||le), pour tout u e C(J,IR).

Si la condition (3.25) est satisfaite, alors le probleme (14)-(3.12) admet
au moins une solution sur [—a, a) X [—3,b].



3.5 Méthode des sous et sur solutions 59

3.5 Meéthode des sous et sur solutions

Définition 3.5.1 Une fonction u € C(J,IR) avec sa dérivée mizte D3,
existe et intégrable est dite solution du probleme (3.13)-(3.14) si u satisfait
les équations (3.13) et (3.14) sur J.

Définition 3.5.2 Une fonction z € C(J,IR) est dite sous solution du pro-
bleme (3.13)-(5.14) si z satisfait
(“Doz)(@,y) < f(x,y,2(2,y)), 2(z,0) < p(x), 2(0,y) <d(y) sur J,
et z(0,0) < ¢(0).
La fonction z est dite sur solution du probleme (3.13)-(3.14)si z satisfait

(“Doz)(x,y) = fx,y, 2(2,y)), 2(2,0) = (z), 2(0,y) = ¢(y) sur J,
et z(0,0) > ¢(0).
Théoréme 3.5.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(H1) La fonction f:J x IR — IR est continue.
(H2) Il ezistev etw € C(J,IR), sous et sur solutions du probleme (3.13)-

(8.14) tel que v < w.
Alors le probleme (3.13)-(3.14) admet au moins une solutuion u tel que

v(z,y) <u(z,y) <w(z,y) pour tout (x,y) € J.

Preuve :On transforme le probléme (3.13)-(3.14) & un probléme du point
fixe. Considérons le probléme suivant :

(“‘Dou)(z,y) = g(z,y,u(z,y)), si (v,y) € J, (3.27)

u(x,O) = gp(m), u(oay) = @D(y), VIS [O,CZ], Yy e [Ovb]> (328)
9(z,y,ulz,y)) = f(z,y, Mz, y,u(z,y))),
h(x,y,u(r,y)) = max{v(z,y), min{u(z,y), w(z,y)}},

pour tout (z,y) € J. Une solution de (3.27)-(3.28) est un point fixe de
lopérateur N : C'(J,IR) — C(J,IR) défini par :

N y) = ulw y>+m / /oy“—S)“‘l(y—t)“—lg(s, tu(s,t))dsdt.
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g est une fonction continue, et d’aprés (H2) il existe M > 0 tel que

lg(x,y,u)| < M, pour tout (xz,y) € J, et uec R. (3.29)
Soit
= il + g
1 e T R )Ty 1)
et

D={ueC(J,IR): ||ul|le <n}.

Il est clair que D est un sous ensemble convexe fermé de C(J,IR) et N ap-
plique D dans D

Nous montrons que N satisfait les conditions du théoréme du point fixe de
Schauder.

e NN est continu, en effet :
Soit {u,} une suite tel que u,, — u dans D. Alors

[N (un) (@, y) = N(u)(z,y)|
1

T Y
- 1}—51”171 —t'f’Qfl s, tun(s,t)) —gls,t,u(s,t dsdt
L (r)I(r2) /0 / o =8|y — 47 gl (s,)) = g(s,t, u(s, 1))]

IN

lg(s - un(s ) = g0, wlloo -1 ra-1 g
T ()T (1) //\3: s| ly — t|"™* " dsdt.

Puisque g est une fonction continue, on a

a"b2||g(., - un(-, ) — g(, - uls ) |loo
T(r + DI (rs + 1)

[NV () =N () [|loo <

e Montrons que N est compact, en effet : N(D) est relativement compact,
c’est a dire :
(a) N(D) est borné, ceci est clair car N(D) C D et D est borné..
(b) N(D) est equicontinu, en effet :
Soit (z1,y1), (T2, y2) € J, 1 < 2, Y1 < Yo et u € D. Alors

[N (u)(w2,y2) — N(u)(z1,91)| =

Ihyl xz;yz

z1 Y1
7’1 1 _trz—l_ o ri—1
+\M // (1= 1) — (r — 5)

— 0 quand n — .
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X(y1 — )2 g(s,t,u(s,t))dsdt
1 / / I -
x ) — )" "g(s,t,u(s,t))dsdt
oot L o 0l s 1)
T by, o
) — )" "g(s,t,u(s,t))dsdt
oo (v = 1) (st s, 1)
1 yl r 1 ro—1
T Tl (2 — )" H(y2 — ) g(s, t,u(s,t))dsdt
1)(r2)

IN

|M($1,y1) M $2,y2

2 T2 _ 71 2 1 o 9
+F(T1 T 1)P(T2—|— 1)[ Y (x2 xl) + 27 (y2 y1)

T1,,T2 T1,,T2

+o Yy — oy — 2(xe — 1) (Y2 — 1))

Si (z1,91) = (22, 92) * N(u)(21,y1) — N(u)(z2, y2).

Alors, N(D) est compact.
Donc d’aprés le théoréme de Schauder 'opérateur N admet un point
fixe qui est une solution du probléme (3.27)-(3.28).

e La solution u du (3.27)-(3.28) satisfait
v(z,y) < uz,y) Sw(z,y) pour tout (z,y) € J.
On montre que

w(z,y) <w(x,y) pour tout (x,y) € J.

Supposons que u—w atteint un Maximum positif sur J pour (Z,7) € J;

(u—w)(Z,y) = max{u(z,y) —w(z,y): (z,y) € J} > 0.

On distingue les cas suivants.
Cas 1.Si (7,7) € (0,a) x [0,b] il existe (x*,y*) € (0,a) x [0,b] tel que

u(z®, y*) —w(z*,y*) <0, (3.30)
et

u(z,y) —w(x,y) >0, pour tout (z,y) € (x*,7] x [y*,b].  (3.31)
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D’aprés la définition du h
‘Dru(x,y) = f(z,y,w(z,y)) pour tout (z,y) € [z", 7] x [y*,b].

Une intégration sur [z*,z] X [y*,y| pour tout (z,y) € [z*,Z] x [y*, ]
donne

) = (e ) = atey) +ular) = o [ @m0

X f(s,t,w(s,t))dsdt. (3.32)

D’aprés (3.32) et l'utilisation du fait que w est une sur solution de
(3.13)-(3.14) on obtient

u(@,y) —u(z,y") < w(z,y) —w(@®,y). (3.33)
D’aprés (3.30), (3.31) et (3.33) on obtient une contradiction
0 <u(z,y) —w(r,y) <u@,y’) —wy") <0,

pour tout (z,y) € [z*,T] X [y*,b].
Cas 2.5i 7 = 0, alors w(0,7) < u(0,7) < w(0,7) qui est une contra-
diction. Donc

uw(z,y) <w(x,y) pour tout (x,y) € J.

D’une méthode analogique, nous pouvons montrer que u(zx,y) > v(zx,y),
pour tout (z,y) € J. Ceci montre que le probléme (3.27)-(3.28) admet
une solution wu satisfait v < u < w qui est une solution du probléme

(3.13)-(3.14).

3.6 Probléme de Darboux pour des équations
différentielles dans une algébre de Banach

Définition 3.6.1 Une fonction u € AC(J,IR) est dite solution du (3.15)-
(3.16), si
w(z,y)

(i) la fonction (x,y) — Tayutgy St absolument continue,
(ii) u satisfait les équations (3.15)-(3.16) sur J.
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On considére le probléme linéaire suivant :

DO(?EZZ%) =g(z,y), (z,y) € J,

U(ZL‘,O) = @('r); T e [0,&], U(O,y) = 1/1<y), y e [07[)]7
©(0) = ¥(0),

ou f € C(J,IR*),g € L'(J,IR).

(3.34)

Lemme 3.6.1 Le probléeme (3.34) admet une seule solution donnée par :

u(e,y) = f(e.y) (e, v) + G )); (@wy) e, (335)
pour (x,y) € J,ou

o() Y(y) p(0)

+ —

f(z,0) = f(0,y)  f(0,0)
Preuve : Soit u(z,y) une solution du probléme (3.34). Alors, d’aprés la
définition de la dérivée “Djj , on a :

ﬂ0($’y) =

08T = o)

Donc, on obtient

D) 0 = (),
alors (5.9)
u(r,y) o,
Puisque
1 2 u($7y> _ u(m,y . u(a:,()) _ u( Y U O’O)
DO 5 ) = o)~ @0 T, T 50,0
on a

N———

u(z,y) = f(z,y) (uo(x, y) + (Ipg)(z,y)

Maintenant soit u(x,y) satisfait (3.35). Il est clair que u(z,y) satisfait

CDS(;EZ?;) = g(x,y), sur J.
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Corollaire 3.6.1 Une fonction u € AC(J,IR) est solution du (3.15)-(3.16),
si et seulement si u satisfait [’équation

z,y) = [,y u(z 7y))<ﬂ(l‘,y)
T )T () / / (x—8)" 7} —t)”_lg(s,t,u(s,t))dsdt), (3.36)

pour (z,y) € J, ou

p(z) N viy)  p(0)

M) = 00,0 T Ty, o) F(0,0,9(0))

3.6.1 Existence des solutions

Théoréme 3.6.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(A1) La fonction f est continue sur J x IR,
(A2) I existe une fonction a € C(J,IR ) tel que

|f(z,y,2)—f(x,y,2)| < alx,y)|z—Z|, pourtout (z,y) € J, et z,Z € IR,

(A3) g est une fonction de Carathéodory, et il existe h € L*>(J,IRy) tel
que

l9(x,y,2)] < h(x,y), pp (v,y) €J, pour tout z € IR.

a b h*
F(rl + 1)F(T2 + 1)

alors le probléme (8.15)-(3.16) admet au moins une solution sur J,
ol

lxlloo [ llAelloo + <1, (3.37)

= ||| e
Preuve : Soient X := C(J,R), A, B : X — X deux opérateurs définis par :
Au(z,y) = f(z,y,ulx,y)); (z,y) € J, (3.38)
Bu(z,y) = p(x,y)

- // Yy — )2 (s, b u(s, 1) dsdt; (x,y) € J.
(3.39)
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Le probléme est de trouver les slutions de (3.15)-(3.16) est équivalent a
rechercher des solutions pour I’équation opérationnelle

Au(z,y) Bu(z,y) = u(z,y), (z,y)€ J. (3.40)

Nous devons montrer que les opérateurs A, B satisfont toutes les conditions
du Théoréme 1.4.5. Premiérement nous montrons que A est Lipschitzien.
Soient uy,uy € X. Alors d’apres (A2),

’AU1(1’7y) - Auz(x,y)| = |f(x7y7u1(xay>> - f(l‘,y,UQ(l’,y)”
< a(x,y)|u1(x,y) _UQ(xay)‘
< ledloo]lur = uzllos,

d’ont
[Aur — Auglloe < [|r][oollur — ual[oo-

Donc A est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz ||a||oo-
Ensuite, nous montrons que B est un opérateur compact sur X. Soit {u,}
une suite dans X. D’aprés (A3) on a

a b h*
F(T’l + 1)F(T2 + 1)

[Bunloo < lptlloo +

Alors {Bu,, : n € N} est uniformément borné dans X.
Soient (x1,11), (2,y2) € J. Alors

‘Bun<xluy1 Bun $2,1U2)| < W(ﬂﬁlayl) N(9527’92)|
Y1
/ / (o —8)" My — )21 = (z1 — )" M — )71
7’1 7“2

X g(s,t,uy(s,t) dsdt‘

1 1 —1
—_— ) — )" t, u,(s,t))dsdt
T T / / (b2 = )" g,y s, )de
1 e
- - 7’11 — )21 t,up, (s, t))dsdt
+ F(Tl)r(’f’g) / /y y2 ) 9(87 , W (87 )) S
* o / / ) )" e = )2 g (st un (s, ))dsdt
F(Tl)P(TQ) y2 gis, v, unls, S

< ‘:U’(xlayl) 952:3/2 ‘
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F(?”l—f-]_ T2+1

h 1 -1
+_ Tl — )27 dsdt
mem>LJL (92 =)
h* T . .
4+ Ty — s)t — )2 dsdt
Hmm@/rl<2 e =)
+L / /‘3/1 1"1 1 _t)rg—ldsdt
T(r)T(r2) (v:

< p(wy,y1) — (2, yo)|
h*
2 T2 _ T1 2 T1 _ T2
+ F(Tl + 1)F<7’2 + 1)[ Ys <x2 xl) + ) (y2 yl)

T1,,T2

Fo' Yy — wyy” — 2(xe — 21)" (Y2 — 11)")
- 07 qua’nd <x17y1> - (x27y2)'

Donc on déduit que {Bu,, : n € N} est équicontinu dans X. D’ou d’aprés le
théoréme d’Arzela-Ascoli B : X — X est compact. En plus,

M = BX)
1 vy
< —_— — )" Ny — 1) g(s,t t))|dsdt
< e+ mmreg | e = et s )l
= N
= e G )T (r + 1)
D’ou

M<HH(M|+ anbe )<1
o oo o .
= H T(ri+ 1) (rs + 1)

Il reste & montrer que ’ensemble
E={ue X : NAuBu]=u,0 < A< 1}

est borné. En effet soit v € &, alors pour A € (0,1) et (z,y) € J nous avons

ulw,y) = Alf(wy,ule,y))(u,y)

s)1Hy — )2 g(s, t t))dsdt ).
= ooroa | [ e gl uls, 1) dsd)

552 - 5 e 1(y2 - t)rz_l - (951 - 3)T1_1<y1 -

)21 dsdt
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D’ou
u(z, y)l < [f(z,y,u

Il
// (= 5"y — 1) (s b, us, ) ldsdt)
y

< Hf(x y, ( f(z,y,0)[ + [f(z,y,0)]]
X (\u(:z: I+ 1F // ) —t)’“?*lh(s,t)dsdt)

lergh*
< *

ou f*= sup |f(z,y,0)
(zy)eJ
Par conséquent

X aTibr2h*
/ [HNHO@ + F(r1+11)F(r2+1)]

1= flofloe [l + izt ]

lulloe < = M.

Ceci montre que ’ensemble £ est borné, donc d’aprés le Théoréme 1.4.5 on
déduit que le probléme (3.15)-(3.16) admet une solution sur J.

3.6.2 Existence des solutions extrémales
Soit ”<” une relation d’ordre sur C'(J,IR) et soit le cone K défini par
K={ueC(JR): u(z,y) >0, Y(x,y) € J}.

u < 4 si et seulement si u(x,y) < u(x,y) pour tout (z,y) € J.
Il est clair que le cone K est positif et normal dans C(J,IR) ([39]).
Siu,u€ C(J,IR) et u<u,ona

[u, 7] ={ue C(J,IR):u<u<u}.

Définition 3.6.2 Une fonction u(-,-) € C(J,IR) est dite une sous solution
du probleme (3.15) — (3.16) si

<g(@,y,u(z,y)), (v,y)€J,
w(z,0) < (), w0,y) <d(y), (z,y) € J.
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De méme une fonction u(-,-) € C(J,IR) est dite une sur solution de (3.15)-
(3.16) si

5] 2 ot a@ ), )€
u(x,0) > ¢(z), u(0,y) >¥(y), (v,y) € J.

Définition 3.6.3 Une solution uy; du probléeme (3.15)-(3.16) est dite maxi-
male (resp. u,, une solution minimale) si pour toutes solutions u de (3.15)-
(3.16), nous avons u(z,y) < up(x,y) (resp. uw(z,y) > un(x,y)), pour tout
(z,y) € J.

Introduisons les hypothéses suivantes :

(Hy) f:JxIRy = 1RY, g:J xRy — R4, ¢(y) > 0sur [0,b] et

or) . ol0)
7.0, 9(x)) = 1(0,0,9(0))

(Hj) Les fonctions f et g sont Chandrabhan,
(Hs) 11 existe une fonction h € L>®(J,IR) tel que

pour tout z € [0, al,

l9(x,y,2)| < h(z,y), pp (x,y) €J, pourtout z € IR,

(H,) Le probléme (3.15)-(3.16) posséde une sous solution u et une sur
solution @ avec u < .
Soit . 3
h* = ||k L.

Théoréme 3.6.2 On suppose que les hypothéses (A2), (Hy) — (Hy) sont sa-
tisfaites. Si

a/?“lbrgﬁ* ,
nt Ot =

lxlloo {Hltlloo + I

alors le probleme (3.15)-(3.16) admet une solution minimale et une solution
maximale positives sur J.

Preuve : Soit X = C(J,IR) et considérons un intervalle fermé [u, u] dans X
qui est défini & partir de ’hypothéses (Hy).

Considérons les opérateurs A, B : [u,u] — K définis respectivement par
(3.38) et (3.39).
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Le probléme est de trouver les solutions de (3.15)- (3.16) est équivalent a
rechercher des solutions pour I’équation opérationnelle

Au(z,y) Bu(z,y) = u(z,y), (z,y) € J. (3.41)

Nous devons montrer que les opérateurs A, B satisfont toutes les conditions
du Théoréme 1.4.11. Comme dans le Théoréme 3.6.1 on peut montrer que A
est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz ||a|| et B est un opérateur
complétement continu sur [u, u]. L’hypothése (Hy) implique que A et B sont
croissants sur [u,u]. En effet soient uy, us € [u, @] tel que u; < uy. Alors par
(Hs), on a

Aul(x>y) = f(x7yau1($7y)) < f(ﬂf,y,UQ([L',y)) = Au2($7y)7 v (l’,y) € Ja
et

Bui(z,y) = p(r,y)+ 7“1 () // $) Ty — )2 g(s, b, ui (s, t))dsdt

7“2

< plz,y)+ // V1 y — )2 g (s, t, ug(s, t))dsdt
= Bu2(x,y), V( y) € J

Donc A et B sont des opérateurs croissants sur [u, u].
L’ hypothéses (H,) implique

u(z,y) = [f(m o u(w, ) (2, )

+ ) // )y — )2 g (s, t u(s, t) dsdt)
[f(fc o 2(2, ) (2. )

+ ) // )i —t)”_lg(s,t,z(s,t))dsdt>
[f(fv ., 1)) ((x y)
n / )y — 1) g, (s, 1)) e )

7”1 7"2

IN

IN

< u(z,y),
pour tout (z,y) € J et z € [u, 1.
u(x,y) < Az(z,y)Bz(z,y) < u(z,y), ¥Y(z,y) € J etz € [u,ul.
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D’ou Az Bz € [u, u], pour tout z € [u,u]. On a pour tout u € [u, T,

M = |B(lw,u])]

< e+ o | @ = 0 et st )sar

aneh
F(T’l + 1)F(’T‘2 + 1)

M <l (e + 0 <1
o | oo oo .
= " T(r, + DD(ry + 1)

Alors les opérateurs A et B satisfont toutes les conditions du Théoréme 1.4.11
et donc I’équation opérationnelle (3.39) posséde une solution minimale et
une solution maximale sur [u,]. Ceci implique que le probléme (3.15)-(3.16)
posséde une solution minimale et une solution maximale positives sur .J.

< el +

Donc,

Théoréme 3.6.3 Supposons que les hypothéses (Al), (Hy) — (Hy) sont sa-
tisfaites. Alors le probleme(8.15)-(3.16) posséde une solution minimale et
maximale positives sur J.

Preuve : Soit X = C(J,IR). Considérons I'intervalle ordonné [u,u] dans X
et les deux opérateurs A et B définis respectivement sur [u,u] par (3.38) et
(3.39). Alors le probléme (3.15)-(3.16) est transformé en une équation opé-
rationnelle Au(x,y) Bu(z,y) = u(z,y), (x,y) € J dans l'algébre de Banach
X. L’hpothése (H;) implique que A, B : [u,u] — K. Puisque le cone K est
normale dans X, [u, W] est un ensemble de norme bornée dans X.

En suite nous montrons que A est complétement continu sur [u, u]. Le cone
K est normal dans X, donc I'intervalle ordonné [u, @] est de norme bornée.
D’ou il existe une costante ¢ > 0 tel que ||u|| < o pour tout u € [u, u]. puisque
f est continue sur 'ensemble compact J X [—p, g], elle atteint son maximum
M. Dong, pour tout sous ensemble S de [u, ] on a

JAGS)I = sup{|Aul : u € 5}
= sup{ suwp [f(z,y,u(r,y))|:ue s}
(z,y)ed
< SUP{ sup |f($,y,U)‘U€[—Q,Q]}
(z,y)ed
< M.
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Ceci montre que A(S) est uniformément borné.
La fonction f(x,y,u) est uniformément continue sur J x [—p, o|. Done, pour
chaque (z1,1), (v2,92) € J on a

’f(xlayhu) - f($2>y27u)’ — 0 quand ($1>y1) - (332,92),

pour tout u € [—p, g|. De méme pour chaque uy,us € [—0, 0]

|f<55'73/au1) - f(%@/aUQ)‘ — 0 quand Uy — Uz,

pour tout (x,y) € J. Donc pour (x1, 1), (22, y2) € J et pour tout u € S on a

|Au(ry, y1) — Au(rg, y2)| = |f(z1, 1, w(wr, y1)) — f(22, Y2, ulz2, 42))]
< |f(zy,y1, w(mr,p1)) — f(22, Y2, u(z1, 1)

+|f(x27y27u(x17y1)) - f($2,y2,u($2,y2))|
— 0 quand (z1,y1) — (72, y2)-

Ceci montre que A(S) est un ensemble equi-continu dans K. Donc d’aprés le
Théoréme d’Arzela-Ascoli A est complétement continu sur [u, @).

Ensuite on peut montrer comme dans le preuve du Théoréme 3.6.2 que B
est compact sur [u, u]. Une application du Théoréme 1.4.10 prouve que le pro-
bléme (3.15)-(3.16) posséde une solution minimale et une solution maximale
positives sur J.

3.6.3 Exemple

Considérons le propléme suivant :

cHr U(l’,y) o z wlz i (2
Po (f(x,y,u(a;,y))) = g(v,y,u(,y)), si (z,y) € [0,1] x [0,1], (3.42)
U(ZE,O) = go(x), YIS [O, 1], u((),y) — w(y)7 y € [07 1]7 (343)

ou f,g:[0,1] x [0,1] x IR — IR définies par

1
f(.I’, y7u) = €x+y+10(1 + |U|) (344)

et 1
(3.45)

90 ) = s @)
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les fonctions ¢, : [0,1] — IR sont définies par

o(x) =2 et Y(y) =ye 'Y, pour tout z,y € [0,1]. (3.46)
Nous montrons que les fonctions ¢, 1, f et g satisfont toutes les hypothéses
du Théoréme 3.6.1.
Ona f:[0,1] x[0,1] x R —1R%, g:[0,1] x [0,1] x R — IR;.

La fonction f satisfait (Al) et (A2) avec a(z,y) = ST et ||alle = ST
1
aussi,la fonction g satisfait (A3) avec h(z,y) = g et h* = =
Un calcule simple donne
ploy) = e"2?(1+2%) + e’y(1 + Jy]),
et
Itlloo < 4e.
Nous montrons que la condition (3.37) est satisfaite. En effet
oo [lllle + pr—et 5 [e+ 1
oo - < — |de
e T T T (s + 1) 10 ST(r + )I(rs + 1)
< 1,

pour quelque (r1,73) € (0,1] x (0,1]. D’ou d’aprés le Théoréme 3.6.1, le
probléme (3.42)-(3.43) admet une solution définie sur [0, 1] x [0, 1].



CHAPITRE QUATRE

PROBLEME DE DARBOUX POUR
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
HYPERBOLIQUES AVEC RETARD
INFINI

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on donne des conditions suffisantes pour l'existence et
I'unicité des solutions du probléme de Darboux pour équations différentielles
hyperbolique d’ordre fractionnaire avec retard infini.

Dans la deuxiéme section on donnera la définition axiomatique et quelques
exemples des espaces des phases B, et la troisiéme section est consacrée a
I’étude du probléme de Darboux dans le cas fonctionnel suivant :

(CDSU)($7y) = f(xayau(a:,y))7 (:r,y) € J, (4'1)
U(:L’,y) = Qb(xay)? ($7y> S j/ :] - OO,CL]X] - OO,b]\]O,CL]X]O, b]’ (42)
u(:z:,()) = @(I)v LS [O,CL], U(O,y) = ¢(y)v y e [Ovb]7 (43)

ou f:Jx B — IR" est une fonction donnée, et B est un espace de phase,
¢ :J — IR" est une fonction continue telle que :

(x,0) = ¢(x) Va € |0, a]
¢(0,y) =¢(y) Yy ecl0,b].
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On note par w4 1'element de B defini par
U(I,y)(‘g?t) =u(z + s,y +1); (s,1) € — 00,0]x] — 00, 0],

Ici Uy (., ) représente I'histoire de I'état u.

Pour la quatriéme section on va étudier ce probléme dans le cas de type
neutre suivant :

Dy (ule,y) = 9@,y uw) ) = F@ v u6y). @y €S (44)
u(z,y) = o(z,y), (v.y) e ], (4.5)
u(x,0) = ¢(x),  €[0,a], u(0,y) =(y), y €[0,0], (4.6)

ou f, ¢, p, 1 sont comme dans le probléme (4.1)-(4.3) et g : J x B — R"™ est
une fonction continue.

4.2 Espace de phase B

La notation de I’espace de phase joue un réle important dans I’étude de la
théorie qualitative et quantitative pour les équations différentielles fonction-
nelles. On utilise la définition axiomatique de ’espace de phase B introduite
par Hale et Kato dans [37]. Pour plus de détaille voir [19, 20, 38, 42, 50].

Pour tout (z,y) € J, on note E,) = [0,2] x {0} U {0} x [0,y], si
x = a,y = b nous écrivons simplement E.

Soit (B,|[(.,.)||s) 'espace des fonctions linéaires de | — oo, 0]x] — 00, 0]
dans IR™ muni de la semi norme [|(.,.)||s et qui vérifie les axiomes suivantes :

(A1) Siy:]—o00,0]x] —00,0] — IR" est une fonction continue sur J et

Yy € B,Y(z,y) € E, alors, il existe les constantes H, K, M > 0 tel
que pour tout (x,y) € J les conditions suivantes sont vérifiées :

(Z) Y(z,y) e B.

(@) |ly(z, )| < H||Yy|5-
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(@@1) [[Y@aylls < K sup [ly(s, )|+ M sup |[[yeplls.
(S,t)GJ (S,t)EE(:B’y)

(A2) Y(zy) € B est une fonction continue sur J.
(Az) L’espace B est complet.

Maintenant, nous présentons quelques exemples des espaces des phases [19,
20].

Exemple 4.2.0.1 Soit B l'ensemble de toutes les fonctions ¢ :] — 0o, 0]x] —
00, 0] — IR" qui sont continues sur [—ca,0] x [—3,0],a, 3 > 0, muni de la
semi norme swivante :

I¢lls = sup (s, DI

(S,t) € [_avo} X [_ﬁao]

Alors, nous avons H = K = M = 1.

Exemple 4.2.0.2 Soit v € IR et soit C,, l'ensemble de toutes les fonctions
continues ¢ ;] — o0, 0] x| — o0, 0] — IR™ tel que la limite  lim "+ e(s, 1)

[[(s,8)|| o0
eziste avec la norme
¢lle, = sup H|g (s, )|].

(s,t)€(—00,0]% (—00,0]
Alors, nous avons H =1 et K = M = max{e 7% 1}
Exemple 4.2.0.3 Soit o, 3,7 > 0 et soit

0 0
leller, = sup st + [ [ s, o) dsie
(s,t)€[—0,0]x[—,0] —00 J —00

est la semi norme pour 'espace C'L., des fonctions ¢ :] — 0o, 0] x] — 00, 0] —

IR" qui sont continues sur [—a, 0] x [—3,0] et mesurable sur | — oo, —a]x]| —
00, 0]U] — 00, 0]x] — 00, —f3], et tel que ||@]|c, < oo. Alors,

0 0
H=1, K:/ / Ot dsdt, M =2.
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4.3 Probléme de Darboux dans le cas fonction-
nel

Soit :
Q = {u :]—00, a] x]—00,b] — IR" tel que : u(, € Bpour (v,y) € Eetul; € C(J,IR")}.

Définition 4.3.1 Une fonction u € 2 est dite solution du probléeme (4.1)-
(4.3) si u satisfait les équations (4.1) et (4.3) sur J et la condition (4.2) sur

J'.

Lemme 4.3.1 u € AC(] — o0,a]x] — 00,b],IR") est solution du probleme
(4.1)-(4.3) si et seulement si u satisfait la condition (4.2) sur J' et u est
solution de l’équation suivante

1 o ri—1 ra—1
) = v+ s / / (=) (y—t) f(s,t,u<s,t)>dsdt(4<7a;,y>eJ.

On va donner un premier résultat concernant 1'unicité de la solution du pro-
bléme (4.1)-(4.3), en utilisant le théoréme de contraction de Banach.

Théoréme 4.3.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(H1) f:Jx B — IR" est une fonction continue.
(H2) Il existe une constante £ > 0 tel que :

1 (g, wn) = f (2, y, ua) || < llur—us||s pour tout uy, uy € Bet (z,y) € J.

Si
(Ka™b™
F(T’l + 1)F(T’2 + 1)

alors, le probleme (4.1)-(4.3) admet une seule solution sur (—oo, a] x (—o0, bl.

<1,

Preuve : Considérons l'opérateur G : 2 — ) défini par :

(Gu)(z,y) =

Ty
,u(x, y) + m\/o' A (ZE - S)rl_l(y - t>r2_1f(87 t? U(57t)>d8dt7 ([E, y) € J7
¢(x,y), (.CE,y) e J.
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Soit v(.,.) : (—00,a] x (—o0,b] — IR™ est une fonction définie par :

 oxy),  (wy) e T,
vie,y) = { wry),  (ay) €

Alors, v(z,y) = ¢ pour tout (z,y) € E. Pour tout w € C(J,IR") avec
w(z,y) = 0 pour chaque (z,y) € F, nous dénotons par w la fonction définie

par : )
_ 0, (x,y) € J',
w(z,y) =
e ={ e, e
Si u(.,.) satisfait I’équation intégrale suivante :

u(t,z) = p(x,y) + T T (o) / / =)y — 1) (st ugs ) dsdt.

nous pouvons décomposer u(.,.) comme u(z,y) = w(z,y) +v(z,y), (x,y) €
J, ce qui implique que U, = W(gy) + Vi), Pour chaque (z,y) € J et la
fonction w(., ) satisfait

w(x,y) = T () / / )Ny — )2 (8,8, W4y + V(s ) dsdt.
Soit ’ensemble
Co=A{w e C(J,IR") : w(z,y) = 0 pour (z,y) € E},
et soit ||.||(4,p) est une semi norme dans Cyy définie par :

lwll@py = sup JJweylls + sup [[w(z,y)ll = sup [[w(z,y)ll, w e Co.

(z,y)€EE (z,y)eJ (z,y)ed

Cp est un espace de Banach muni de la norme ||.||(p)-
Soit 'opérateur N : Cy — Cj défini par :

(Nw)(x,y) = T’ 7“ / / Tl 1 —t)”_lf(s,t,@(&t)—l—v(s,t))dsdt.
1 2

(4.8)
Alors, 'opérateur G admet un point fixe est équivalent & N admet un point
fixe.
Pour montrer que N admet un point fixe il suffit de montrer que N est une
contraction, en effet : si wy, ws € Cp, pour tout (z,y) € J on a :

[(Nwi)(2,y) = (Nwa)(z, )| <
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I(r / / )"y =7 f (s Wy, )+ ven) = f(s 1T,
2

IN

—m [ [a=srta-o=im,, -, lds

/ / r—8)"Hy — )2 UK
’I"l ’I"Q

X sup ||wy(s,t) — wa(s,t)||dsdt
(s, t)G[O z]x[0,y]

// )1y — )2 Ydsdt || Wy — Wal|(ap)-
7“2

Et par suite :

IKa™ b

N — (N ab) < W1 — Wal(ap)-
||( wl) ( w2)||( b) = F(T1+1)F(r2+1)” w1 w2||( )

Donc N est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach N admet un
seul point fixe qui est une solution du probléme (4.1)-(4.3).

Notre deuxiéme résultat d’existence des solutions du probléme (4.1)-(4.3)
est basé sur ’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Théoréme 4.3.2 Supposons que (H1) et l’hypothése suivante sont satis-
faites :

(H3) Il existe deux fonctions p,q € C(J,IR) telle que :

I f(z,y,w)|| < plz,y) +q(z,y)||ullz ¥V (z,y) € J et uecbB.

Alors, le probleme (4.1)-(4.3) admet au moins une solution sur (—oo,a] X
(—o0, b].
Preuve : Considérons 'opérateur N défini dans (4.8).

e N est continu, en effet : Soit w,, une suite dans Cy convergente pour
la norme ||.||oo vers une limite w, c’est a dire : lim |Jw,, — w||s = 0.
n—-+o0o

I1 faut montrer que liril [|Nw, — Nw||ee =0
Soit (z,y) € J :

1 ¢ Y ri—1 _ 4\re—1
(V) (&) — (Nw)(z,g)l| < W/ /0<a:—s> (v—1)

+ V(s ) ||dsd

X Hf(sa tawn(s,t) + Un(s,t)) - f(S, t,@(sﬂg) + U(S’t))”dsdt.
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Puisque f est continue, on a

a0 || f (s Wy + Uni) — FO ) + 000 o
|V 9) — Vo)l < o D 1)

— 0 quand n — oo.

D’ou N est continu.

e N est complétement continu : c’est a dire N(B,) est relativement com-
pact pour tout borné B,,.
Soit I’ensemble :

B, ={w € Cy : ||w]|@p < n}.
N(B,) est relativement compact si :

(¢) N(B,) est borné, en effet : Soit w € B, et (z,y) € J alors,

IVl < pom [ @ = 0 st + v s

||Z9||OO / / 7'1 1 - t)?"g—ldsdt
HqHOOn / / 7‘1 1 _t)rz—ldsdt

bl t il o
F(Tl + 1)F(7’2 =+ 1)

ou

[ @ sl + [[v(s,m)] |5

Hw(s,ﬂ') + v(s,T)HB <
< Kn+ Kl|plleo + M||9]]5 := n*.

Donc ||Nwl||o < €* et par suite N(B,)) est borné.

(1) N(B,) est équicontinue, en effet :
Soit w € By, et (x1,y1), (22,92) € J, 21 < T2, 11 < Yo :

||(NU)(1'27?J2 (Nu)(z1, 1) <

1 / / (22— )L — ) — (21 — )" L — 1)
7’1 7’2
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1 T2 Y2
Xf(87 ta u(s,t))det + T NT -\ / / (.’172 - 8)r171(y2 - t)’“2*1
L (r)T(r2) y1
><f(3 t,W(s ) + Vs )dsdt]]

y2
7“ T' ‘ / / 7‘1 1 y2 - t)m*lf(s;t;w(s,t) -+ U(s,t))detH
1 2
o 1 1
+m|\/ /O (22— 8)" Hya — ) f (8,6, W) + V(o) )dsdt|]
1

OO+ [e.9] T T
[Pllso + llgllsom (g — )"

= L(ry+ DI(r2 + 1) Pl )
—(z2 —21)" (y2 — 1) + 27y — 255’
e Sy ) - )
r(Ufo SF”((;{L'TD bz’ = 2 =)l =)
F(yvlfuf Srﬂ(ﬂofl) (@2 = o)l = (g =)
: r<'lf”i° JrH(i!jnm 205" = 2 (e =)

T1,,72

+2' Y — wy'ys’ — 2(v2 — 11)" (Y2 — 1))
Si (22,y2) = (21,51) + (Nw)(22,92) — (Nw)(z1,91), et par suite N
est équicontinu.
Alors, N est complétement continu.

Soit w € Cjy tel que w = AN (w) pour A €]0, 1].
Pour tout (z,y) € J, on a:

7“1 1 _ p\re—1
(ZB y) > F 7"1 7'2 / / t) f(S,t,U(svt))det.
Alors, d’aprés (H3) on a :

lwel < oo [ [ =0 =0

+q(s,t)||w(s7t + V(s || Bl dsdt
[pl|oca™ b7
C(ry + D0 (ry + 1)
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/ / SNy = 172 (s, Ol + v lsdsdt.
7”1 7‘2
Mais

[Ws0) + Vsl @50l + llvsnlls
K sup{w(s,t) : (5,7) € [0, s] x [0,]}
+K||pl|oo + M||¢]|5

z(z,y),

IA A

IN

5,t) € [0, s] x [0,#]} + Kl plloo + M[[6]]5-

ot z(z,y) = Ksup{w(s,1) : (5,
,y) € J nous obtenons :

et par suite, pour chaque (z

[p|oca™ b
F(Tl + 1)F(7’2 + 1)

// (x—s)" "ty — ) q(s, t)z(s, t)dsdt. (4.9)
L ()l (r2)

En utilisant I'inégalité (4.9) et la définition de z pour tout (z,y) € J on a :

lw(z,y)ll <

K ||p|!ooa”b’”2
< K o+ M

K||p||oo // ) _t)T2*1z(5,t)dsdt.

D’aprés lemme de Gronwall il existe § = d(ry, r2) tel que :

Iz )l < R+65—r— Hq““ / / )Yy — t)2 " Rdsdt,
o K plla™b
Plloca™b™
R = K||u||eo + M + .
|1 ¢]|s Tt D0+ 1)
Donc

=M.

ROK ||g|[ca™ b"
o < R+ :
Izlle < B+ 5 = P 1)
Alors, I'inégalité (4.9) devient :
7'1 br2

ol < g Drpr gy ke + M)
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Soit :
U={weCy: ||w]|@p < M+1}.

Comme Yw € OU et VYA €]0,1], on a : w # AN (w).

Donc d’aprés 'alternative non linéaire de Leray-Schauder N admet au
moins un point fixe qui est une solution du probléme (4.1)-(4.3).

4.4 Probléme de Darboux dans le cas de type
neutre
Définition 4.4.1 Une fonction u € § est dite solution du probléeme (4.4)-

(4.6) siu satisfait les équations (4.4) et (4.6) sur J et la condition (4.5) sur
J'.

Lemme 4.4.1 u € AC((—o0,a] x (—o0,b],IR") est solution du probleme
(4.4)-(4.6) si et seulement si u satisfait la condition (4.5) sur J' et u est une
solution de l’équation suivante :

U,(ZL’, y) = ILL('Z‘ y) + g T, Y, u (l’ 0 u(x 0)) (07 Y, u(O,y)) + g(oy 07 u(0,0))
)y — )2 f (s, ugs g )dsdt.
Tl T2 / / ) f(Su ,U( ,t)) S

On va donner un premier résultat concernant 1'unicité de la solution du pro-
bléme (4.4)-(4.6), en utilisant le théoréme de contraction de Banach.

Théoréme 4.4.1 Supposons que (H1), (H2) et Uhypothése suivante sont
satisfaites :

(H2') 1 existe une constante ' > 0 telle que :

Hg(‘ray7u1)_g(‘ray7u2)|| < €'||u1—u2|]3 pbour tout Uy, Uz € B et (Zﬁ,y) € J

Si
fa™ b

F(Tl + ].)F(T’Q + 1)

alors, le probleme (4.4)-(4.6) admet une seule solution sur (—oo, a] X (—o0, b.

K4l + | <1,
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Preuve : Considérons l'opérateur G : 0 — € défini par :

M(xay)+g($ay>u(ac,y)) _g(x707u(:p,0)) (-T,y) € ']7
— . _g<07 Y, U(O,y)) + g<07 07 u(U,O))
(Gu) (Q?, y) - +m fox f0y<x — s)rl_l(y — t)m_lf(& t, U(SVt))det, )
¢($»y)7 (ZE,y) S J'.

Par analogie au Théoréme 4.3.1, nous considérons 'opérateur N : Cy — Cj
défini par :

(Nw)(@,y) = 9(2,9, T(ay) + Vay) = 9(2,0,(z.0) + V(a0)
9(0, ?/7 (0) T V04) +9(0,0,W(0,0) + v(0,0))
+ / / x— )" 1 t)”_lf(s,t,ﬁ(s,t) + V(e )dsdt, (x,y) € J.
7"1 7”2

Nous montrerons que 'opérateur N est une contraction, en effet : si wy, wy €
Cy, pour tout (z,y) € J on a :

(Nwi) (2, y) = (Nw2) (z,)|| <

||g($ valzy)+vxy)) g(ZL‘ yaw2(zy>+vxy)||
+ [lg(2,0,@1, o + V@) — 9(x,0,Wy, o + Vo)l
+ Hg(o y,UJ1(0 V) +U 0,y) ) (0 yan(o,y) +U(0,y))H
+ ||g(0 0 wl(oo) —I—’U 70) (0 0 wgoo) +U(00))||
+ - T — S ri—1 _ t ro—1

G,

X ||f(37t7w1(5}t> + U(s, t)) - f(S t w2< + U(s,t) )Hdet

AK |, — Ty + l// iy — 1y
7“1 7”2
X CK @y — 1w, dsdt.

IA

et par suite :
la™ b
F(Tl + 1)F(T2 +

Donc N est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach N admet un
seul point fixe.

[(Nwy) = (Nws)||ap) < K[40 +

1)]’\@1 — Wal|(ap)-

Maintenant nous donnons un résultat de I'existence des solutions du pro-
bléme (4.4)-(4.6) basé sur l'aletarnative non linéaire de Leray-Schauder
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Théoréme 4.4.2 Supposons que (H1), (H3) et les hypothéses suivantes sont
satisfaites :

(H4) g est une fonction continue et complétement continue et pour tout
ensemble borné D dans 2, Uensemble {(z,y)) — g(z,y, Uy) U €
D} est équicontinu dans C'(J,IR™).

1
(Hb) Il existe 0 < d1 K < Z,dg >0 tel que :

g(x, y,u)|| < dillul|p + ds (x,y) € J,u € B.

Alors, le probleme (4.4)-(4.6) admet au moins une solution sur (—oo,al X
(—o0, b].

Preuve : Considérons l'opérateur N défini dans le Théoréme 4.4.1.

On a prouvé d’aprés le théoréme 4.3.2 que l'opérateur N défini dans (4.8)
est continu et complétement continu, donc d’aprés (H4) N est continu et
complétement continu.

Soit w € C tel que w = AN (w) pour 0 < A < 1. pour tout (z,y) € J,

w(z,y) = ANg(@, ¥, Wiay) + Vay) — 9(@, 0, W(,0) + V(z0))
—9(0,y,W(0,5) + v0,y)) + 9(0,0,0,0) + v(0,0))]

A rory 3 . _
+_F(T_1)F_(_T2)/o /0 (=)™ 7y = 0" (51 W) + vy sl

et

[Plloca™ b"™
F(Tl + 1)F(T’2 + ].)

lw(z, Yl = 4di[[ W) + Vylls +

1 o -1 -1 —
+ Tz —s)" — )" S, ) |[Wespy + vgs dsdt. (4.10
F(Tl)F(TQ) /0 /0 ( ) (y ) q( )H (s,t) ( ,t)”B ( )
En utilisant I'inégalité (4.10) et la définition de z pour tout (x,y) € J ona :

Ri6K||q*]|s0a™ b

<R =1L
2]l < B+ (1 — 4d, K)T(r, + 1)D(ry + 1)
ou [plloca™b
1 K|pllca™ 0"
Ri=——|8d,K
1 1— 4d1K 2t + F(Tl + 1)F(T2 + 1) 7
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et
<1 —Ad K
Alors

T1 b’I”Q

|w]lee < 4dy ||| + 8do + 4Ldy +

oo + Lllqlleo) := L*.
< o el + Llal)

Soit
U= {U) eCy: ||w||(a7b) < L*+ 1}.

Comme Yw € U et VA € (0,1), ona w # AN (w). Donc d’aprés Ialternative
non linéaire de Leray-Schauder G admet au moins un point fixe qui est une
solution du probléme (4.4)-(4.6).

4.4.1 Exemple

Considérons le probléme suivant :
et ty—(z+y) Hu(x’y) I

(“Dyu)(z,y) = 7
" c(emt¥ +em2 ) (1 A+ Jlugy )

si(z,y) € J:=10,1] x [0,1],

4.11)
u(z,0) =z, u(0,y) =9*, » €[0,1],y €[0,1], 4.12)
w(z,y) =z +y% (z,y) € J, (4.13)

oit J' = (—00,1] x (—o0,1]\(0,1] x (0,1], ¢ = m et 7 est une
constante réelle positive.
Soit

B, = {u € C((—00,0]x(—00,0],IR) : lim e y(h,n) existe dans IR}.

11, n)ll—>C>O

la norme de B, est donnée par :

Jully = sup YD [, 1))
(0,m)€(—00,0] X (—o0, 0]
Soit

B = 0,1 x {0} U {0} x [0, 1],

et u: (—00,1] x (—o0,1] — IR tel que u(, ) € B, pour (z,y) € E, alors

My, (0,n) =  lim e THvly (g,
1Om)l|—oc @ (@m) =, im (6,1)
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= @) im0y (0, ) < oo,
11(8,m)[[—o0

d’ou (s, € B,. Finallement nous prouvons que :

[ueplly = K sup{fuls, 8)] : (s,2) € [0,2]x[0, yl}+M sup{[Jugsp |5 : (5,) € B},

ou K =M=1et H=1.
Siz+60 <0, y+n <0, nous obtenons

”u(x,y)Hv = Sup{|u(87t)| : (Svt) S (_0070] X (—OO,O]}7
et siz+60 >0, y+mn > 0 alors, nous avons
||u(:r,y)||7 = sup{|u(3,t)| : (S7t) € [0,$] X [07y]}
Donc pour tout (z 460,y +n) € [0,1] x [0, 1], nous obtenons
[t@ylly = sup{lu(s, t)] : (s,t) € (=00, 0]x (=00, 0] }+sup{|u(s, ?)| : (s,t) € [0, z]x[0,y]}.
Alors
[u@ylly = sup{llueelly < (s,1) € E} 4 supflu(s, )] : (s,£) € [0,2] x [0,y]}.

(B, ||-|ly) est un espace de Banach. Nous concluons que B, est un espace de
phase.

et ty—(z+y) [

ol
f(x,y, Uy = — 2 , (z,y) €0,1] x [0, 1].
O e e ugey)
pour tout u, u € B, et (z,y) € [0,1] x [0,1] nous avons

el —ulls
c(e*t¥ + e=7Y)

(2,9, way) — (2,4, Uay)| <
1 _
< —flu—1ulp.
C

D’ou la condition (H) est satisfaite avec £ = 1. Puisque @ = b = K = 1 nous
obtenons

la™ b K B 1 1 <1
Diri + D)0(ry +1)  cl(ri+D0(re+1) 2 7

pour tout (r1,72) € (0,1] x (0,1]. et par suite, d’aprés le théoréme 4.3.1 le
probléme (4.11)-(4.13) admet une seule solution sur (—oo, 1] x (—o0, 1].



CHAPITRE CINQ

PROBLEME DE DARBOUX POUR
DES INCLUSIONS DIFFERENTIELLES

5.1 Introduction

Ce chapitre introduit quelques conditions suffisantes pour montrer 1’exis-
tence des solutions du probléme de Darboux pour des inclusions différen-
tielles, les résultats de ce chapitre sont basés sur I'alternative non linéaire de
Leray-Schauder. Dans une autre résultat on étulise le théoréme de point fixe
de Covitz- Nadler.

La deuxiéme section est consacré a I’étude du probléme de Darboux sui-
vant :

(“Dou)(z,y) € F(,y, Uay)), st (x,y) € J, (5.1)
u(x,y) = (x,y), si (v,y) € J:=[—a,a] x [=5,b]\(0,a] x (0,b], (5.2)
u(a:,O) = @(x), T e [O,G], U(O,y) = w(y)v y e [O7b]> (53)

oua,8 >0, F:JxC — P(IR) est une application multivoque a valeurs
compactes et convexes, P(IR) est la famille de sous ensembles de IR, ¢ €
C(J,IR), ¢ : [0,a] — IR, 1 : [0,b] — IR sont des fonctions absolument
continues avec ¢(z) = ¢(z,0), ¥(y) = ¢(0,y) pour tout = € [0,a], y € [0,
et C:=C([~a,0] x [-3,0],R).

Ensuite nous étudierons le probléme (5.1)-(5.3) ot le second membre est
a valeurs non convexes.
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Puis on va utiliser la méthode des sous et sur solutions pour étudier le
probléme de Darboux suivant :

(“Dou)(x,y) € F(x,y,u(x,y)), si (z,y) € J, (5:4)

u(x,O) = @(m)7 2 [O,CL], U(O,y) = ¢(y)7 y e [07 b], (55)

ou F': JxIR" — P(IR") est une application multivoque compacte, ¢, ¥ sont
comme dans le probléme (5.1)-(5.3).

5.2 Cas d’un second membre convexe

Définition 5.2.1 Une fonction u € Cqp) := C([—a,a] x [=3,b],R) tel que
sa derivé mizte Diy existe et intégrable sur J est dite solution du probléme
(5.1)-(5.3), s’il existe une fonction f € L'(J,IR) avec f(x,y) € F(x,y, U(y))
p. p (z,y) € J, tel que

(“Dou)(z,y) = f(z,y), pp (x,y) €],
et u satisfait la condition (5.3) sur J et la condition (5.2) sur J.

Théoréme 5.2.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(Hy) F:JxIR — Pg,o(IR) est une application multivoque de Cara-
théodory.
(Hy) Il existent p € C(J,IRy) et ¥ : [0,00) — (0,00) est une fonction
continue et croissante tel que :

1F(z,y,w)llp < p(z, y)¥(|u]) pour (z,y) € J et u € IR.
(Hs) Il exite | € C(J,IR;) tel que
HA(F 2.y, u), Fla,y.5)) < (e, y)lu— 5 pour tout u.7 € IR,

et
d(0,F(z,y,0)) <l(z,y), pp (z,y) € J
(Hy) Il existe M > 0 tel que
M
U(M)p*a™b"
F(T’l + 1)F(T2 + 1)

> 1, (5.6)

1tlloc +
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ot p* = sup p(x,y).
(zy)ed

Alors le probleme (5.1)-(5.3) admet au moins une solution sur [—«,al X

[_67 b]

Preuve : Soit N : C(p) — P(C(ap)) un opérateur multivoque defini par
N(u) = {h € Clap)} avec

¢(fv y) (z,y) € J,

h(z,y) =
L(r)I(ra) / / )T 1 —t)”_lf(37t)d3dt’ (z,y) € J,

ol f € Spyu.

Remarque 5.2.1
D’apres le lemme 3.2.1, Les points fives de N sont solutions du probleme(5.1)-

(5.3).

La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

Etape 1 : N est a valeurs convexes.

En effet, soient u € C(q), h1, ho € N(u) , alors ils existent fi, fo € Sp, tel
que pour( )EJona

ha( ) = (o, y) + / / YNy — 6 (s, Ddsdt, 1= 1,2
[(r)T(ra)
Soit 0 < d < 1. Alors pour tout (z,y) € J, on a
@+ (1= a)loy) = o)+ e [ [ =g —a
1 2 Y n\x,y F(TI)F r ) 0 0 Yy
x[df1(s,t) + (1 = d) fa(s, t)]dsdt,
et pour tout (z,y) € J, on a

(dhl + (1 - d)h’2)(x7y) = gb(w,y)

Comme 'ensemble Sp, est convexe (car F' est a valeurs convexes), on aura

(dhy + (1 — d)hs)(z,y) € N(u).
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Soit By, = {u € Cup) : ||l < n} un ensemble borné dans C(qp)
Etape 2 : N(B,) est uniformément borné dans Cgp).
Soit u € B,,. Alors pour tout h € N(u), il existe f € Sp,, tel que

h(z,y) = wp(r,y)+ () (ra) // s) "y — )2 f (s, t)dsdt.

D’aprés (Hs) nous avons, pour tout (z,y) € J,

bl < el + e | @ =0 s

< |u<x,y>|+m / / (2 — ) (g — 67 (s, )0 ([fuge | dsdr.

Alors .
W(n)ab"p

T(r+ 1)D(rs + 1)
D’un autre coté, pour tout (z,y) € J,
hle < 6o =
D’ow, pour tout (z,y) € [—a,a] x [, ],
|h]lco < min{ly, lo} = L.
Etape 3 : N(B,) est equicontinu sur C(g).

Soient (z1,y1), (2, 42) € J, @1 < Z2, y1 < Yo, solent u € B, et h € N(u),
alors

:gl-

[1Plloe < flutlloo +

hs, ) = hery)| = (o) = plen, )

+ _F(r )1F(r2) /O:v1 /Oyl[($2 - 3)T1—1(y2 o t)rz—l o (1'1 . S)m—l(yl . t)rg—l]f(s’ t)dsdt
+ m /xQ /yz(xz . S)m—l(y2 _ t)m_lf(S,t)det

+ m /0x1 /yz(xz . S)m—l(y2 _ t)m_lf(s,t)dsdt

+ m /xQ /0y1 (332 _ S)m—l(y2 - t)m_lf(s,t)dsdt

< p(zr, ) — (2, y2)]

* L'(ry —51?1(17(77)‘2 +1) [2y2° (2 — 21)" + 225" (y2 — 1)

T1,,T2 T1,,T2

+aTy? — wy'yy” — 2(we — 1) (Y2 — 1))
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Lorsque (z1,41) — (Z2,%2), le membre droit de la derniére inégalité tend
vers zéro. D’aprés le Théoréme d’Ascoli-Arzeld, nous pouvons conclure que
N est complétement continu.

Etape 4 : Montrons que N est s.c.s.

Comme N est complétement continu, il suffit de montrer, d’aprés le Lemme
1.3.1 que N est a graphe fermé.

Soient u,, — s, h, € N(u,) et h, — h,. On va montrer que h, € N(u,).
hyn, € N(u,) implique qu’il existe f, € Sp., tel que, pour tout (z,y) € J,

h(e,y) = u(:v,y)+m / ' / "o — SNy — 0 (s, ) dsdr,

et pour (z,y) € J, ha(z,y) = ¢(z,y).
On va prouver qu'il existe f. € Sp,,. tel que, pour tout (z,y) € J,

heley) = W’Wm/f /Oy@—S>“—1<y—t)’“z-lf*(s,t)dsdt,

et pour (z,y) € J, hi(z,y) = ¢(z,y).
Puisque F(z,y,-) est s.c.s, alors pour tout ¢ > 0, il existe ng(e) > 0 tel que
pour tout n > ng, on a

fn(x7y) € F('xv y7un(x,y)) C F(:C7y7 u*(m,y)) _'_ €B(0, 1)7 pp (l’, y) € J
comme F(.,.,.) a valeurs compactes, il existe une sous suite f,, telle que
fom Cs) = fu(s+) quand m — oo

et
f*(xay) € F(xvyau*(x,y)>a pb.p (‘Tay) € J

pour tout w € F(2,y, Us(zy)), o0 a
| frn (@, y) = fo(@,9)| < [fon(2,y) —wl+ |w = fulz,y)].

Alors
o ,9) = L) < A fa (2,9), P, o) ).

Par une relation analogue, et par échanger le role de f,, et f. on obtient

|fnm(x7y> - f*(x7y)| S Hd<F(xuy7un(x,y)>’F(xay7u*(:c,y))>
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Alors

1 rory
Py — P < ———— r—s)""" Ny =) Y S (st
ey = Pt < nnww»4,4< P = 1) o (s.1)
—  fu(s,t)|dsdt

l*”unm U*HOO/ / rl 1 _t)rgfldsdt’

oul* = sup I(z,y). D’ou
(z,y)ed

ambrl*

e = Bl NCES NS

— Uylloo — 0 quand m — oo.

D’ott N est s.c.s.

Etape 5 : Estimation a priori sur les solutions

Soit u une solution du probléme (5.1)-(5.3). Alors, il existe f € Sg,, tel que,
pour tout (z,y) € J,

1 Y r=1( _ 2=l f(g <
u(z,y)| < muwﬂ+ﬁzﬁﬁgzjl<x—$ (v — 7> £ (5, )\ dsdt

1 Y
< Iu(w,y)l+m/ /(x—s)”_l(y—t)”_lp(s,t)i/)(||u(s7t)||)dsdt

()] + 'WS”'/‘/ 7 — 8Ly — £ (s, t)dsdt

H,U” + (HuHoo)p*ale?”z
oo F(Tl + 1>F<7’2 + 1)7

IN

et pour tout (z,y) € J, [u(z,y)| = |¢(x,y)].
D’ou pour tout (x,y) € J, on a

[
il + o) a2
* F(Tl + 1)P(7’2 + 1)

Alors par la condition (5.6), il existe M tel que ||u|w # M.
Soit

U = {U < C(a,b) : HuHoo < M*},

ot M* = min{M, ||¢]c}.
L'opérateur N : U — P(C(,p)) est s.c.s et complétement continu. D’apreés
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le choix de U, il n’existe pas u € 9U tel que v € AN(u) pour un certain
A € (0,1). Donc d’aprés 'alternative non linéaire de Leray-Schauder, nous
déduisons que N a un point fixe qui est une solution du probléme (5.1)-(5.3).

Maintenant nous présentons un autre résultat d’existence des solutions
du probléme (5.1)-(5.3) utilisant le théoréme du point fixe de Bohnenblust-
Karlin ([9]).

Théoréme 5.2.2 Supposons que les hypothéses (Hy), (Hs) et I’hypothése
suivante sont satisfaites.
(Hs) il existe p € C(J,IR) tel que

|F(e.y.wllp < pleo)(ul + 1) pour (x.y) €] et pour u € IR.
Si
C(ry+ 1) (re + 1) > p*a™b™, (5.7)

alors (5.1)-(5.3) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons l'opérateur N défini dans le théoreme 5.2.1.Soit p > 0
tel que
I'(ri+ DP(re + 1) ||pl| o + p*a”™ b
['(ry + 1) (re + 1) — prambr

et considérons le sous ensemble
D, ={u€ Cup) : |lullx < p}.

Il est clair que D, est fermé, borné et convexe.

D’aprés (5.7) on a N(D,) C D,. Comme précédemment l'operateur N :
D, — P(D,) est s.c.s et complétement continu. Donc d’aprés le théoréme
1.4.8 N admet un point fixe qui est une solution du probléme (5.1)-(5.3).

5.3 Cas d’un second membre non convexe

Théoréme 5.3.1
Supposons que (Hs) et Uhypothése suivante sont satisfaites :
(Hg) F': JxIR — Py(IR), et F(-,u) : J — P,(IR) est mesurable pour
tout u € 1R.
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S *am b
a 1

<1,
F(Tl + 1)F(T2 + 1)

alors le probléeme (5.1)-(5.3) admet une seule solution sur J.

(5.8)

Remarque 5.3.1
Pour tout u € C,y, l'ensemble Sg,, est non vide, alors par (Hg), F a une
selection mesurable ([16], Theorem II1.6).

Preuve. On va montrer que N satisfait les conditions du théoréme 1.4.9. La
preuve sera donnée en deux étapes.

o N(u) € Puy(Clap) pour tout u € Cqp).

Soit (n)n>0 € N(u) tel que u, — @ dans Cqp). Alors @ € C(qp) et il existe
fn(.,.) € Sku tel que, pour tout (z,y) € J,

1 ¢ Y ri—1 _ ro—1 s s
w(ey) = H9)+ e / / (2 — ) (g — )= (s, 0)dsdr,

et pour tout (z,y) € J,

un(,y) = ¢(2,y).
En utilisant, le fait que F' est a valeurs compactes et d’aprés (H3), on peut ex-
traire une sous suite de f,(.,.) qui converge fortement vers f dans L. (J, IR),
et donc f € Sg,. Alors pour tout (z,y) € J, :

_ — ulr Y L T P YR
) — ilr9) = o) + g [ [ =0 =0 s s

et pour tout (x,y) € J, uy(x,y) — t(z,y) = ¢(x,y).
Donc, @ € N(u).
o [] existe 7 < 1 tel que
Hy(N(u), N(u)) < v|lu = |l pour tout u,u € Cqp).

Soit u, W € Ciqap) et h € N(u). Alors, il existe f(z,y) € F(z,y, u@y)) tel que
pour tout (z,y) € J

Wavy) = /w(x,y)er / ' / "o — sy y — 0y (s, dsdr,
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et pour tout (z,y) € J, h(z,y) = ¢(z,y).
L’hypothése (Hj) affirme que

Hd(F(x,y,U(%y)),F(:E,y,E(x’y))) < l(x,y)|u(x7y) - E(l‘,y)|-
Or, il existe w € F(x,y, U(z,)) tel que
|f(x,y) - w| S Z(I7y)|u(x,y) _ﬂ(x,y)|7 (C(Z,y) € J
On considére lopérateur U : J — P(IR) donné par :
Uz,y) ={w e R:|f(z,y) —w| < U(z,y)|t@y) — Uy}
Puisque l'opérateur Uy (z,y) = U(z,y) N F(x,y,U(,y)) est mesurable, (Pro-

position I1L.4 in [16]), il existe alors une sélection mesurabl f de U;. Donc,
f(‘ray) € F<$7y7ﬂ(x,y))7 et pour tout (I?y) € JJ

|f(z,y) — 7(]779)’ < l($7y)’u(ac,y) _ﬂ(:v,y)|'

On définit pour tout (z,y) € J
h(z,y) = plz,y)+ ! /”” /y( ) )21 f (s, t)dsdt
"E’ e x, — x — S — S) S s
y Y L(r)l(r2) Jo Jo /

et pour tout (z,y) € E( y) = o(z,y).
Alors pour tout (z,y) € J, ||h hllee = 0, et pour tout (x,y) € J

_ 1 oy _ o
) =R < g [ =00
7”1 7”2

- ?(st]dsdt
< 7‘1 1 _t’r'Qfll s
< oo | [ 7 1G5, Ol
—  Tsy)||dsdt
: ;/ x / o= sy — (s, 1) e
= Tr)T(r2) Jo Jo e
— ﬂ(st”det

- Hu. Hoo// )Yy — 1)L (s, t)dsdt.
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D’ou, pour tout (z,y) € [—a,a] x [—0,b]

l* a?”l b?”z

(Tl + 1)F(7’2 + 1)

Ih = Al < & [ = |-

En inversant les roles de u et @, on arrive a prouver que

l*a'l‘leQ
L(ry + D)0 (re + 1)

Hy(N(u), N(w)) <

[ = |

Donc d’apreés(5.8), N est une contraction, et par le théoréme 1.4.9 N a un
point fixe u qui est solution du probléme (5.1)-(5.3).

5.3.1 Exemple

Considérons le probléme suivant :
‘D'u(z,y) € F(x,y,Uwy)), pp(,y) € J=][0,1] x[0,1], (5.9)

u(,y) = +y% pp(r.y) € ([-11] x [-2,1)\(0,1] x (0.1],  (5.10)
u(z,0) =z, u(0,y) =y* x€[0,1], y € [0,1], (5.11)

our = (ry,re) € (0,1] x (0,1]. soit

F(ZE,y,U(x7y)) = {u € R: fl(x7y7u(l‘,y)> S U S f2(x7y7u($7y))}a

ou fi, f2 : [0,1]x[0, 1]xC([—1,0]x[-2,0], IR) — IR. Supposons que pour tout
(x,y) € J, fi(x,y,.) est s.c.i (i.e, 'ensemble {z € C([-1,0] x [-2,0],IR) :
fi(z,y,z) > p} est ouvert u € IR), et supposons que pour tout (z,y) €
J, fa(z,y,.) est s.c.s (i.e Pensemble {z € C([—1,0]x[=2,0],IR) : fo(z,y, 2) <
p} est ouvert pour tout p € IR). supposons qu’ils existent p € C(J, IR, ) et
Y* 1 [0,00) — (0,00) continue et croissante tel que

max(|f1(z,y, 2)l, |f2(z,y,2)]) < pla,y)¢" (=),

pour tout (z,y) € J et tout z € C([—1,0] x [-2,0],IR).

il est clair que F' est a valeur compactes et convexes, et il est s.c.s (voir
[22]). puisque toutes les conditions du Théoréme 1.4.9 sont satisfaites, le
probléme(5.9)-(5.11) admet une unique solution u sur [—1,1] x [—2,1].
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5.4 Meéthode des sous et sur solutions
Définition 5.4.1 Une fonction u € C(J,IR") est dite solution du probléme
(5.4)-(5.5), s’il existe une fonction f € L*(J,IR") avec f(z,y) € F(x,y,u(z,y))
tel que (“Dyu)(z,y) = f(z,y), et u satisfait I’équation (5.5) sur J.
Soit z, z € C(J,IR") tel que

z(2,y) = (212, y), 22(2,y),s - -+, 20(2,9)), (2,9) € J,

et
Z(ZE,y) - (21(x7y>722(xay)7 .- .,En(l'7y)), (ZL‘,y) € J

La notation z < Z signifié que
zilz,y) < zZi(x,y), i=1,...,n.
Introduisons les hypotheéses suivantes :
(Hy) F:JxIR" — Pge(IR") est L'-Carathéodory,
(Hy) Il existe [ € C(J,IR) tel que
Ho(F(z,y,u), Fz,y,u)) < l(z,y)|u—ul] pour tout u,we IR", pp (z,y) € J,

et
d(0, F(x,y,0)) < l(z,y), pp (z,y) € J,

(H3) Il existe v et w € C(J,R"), sous et sur solutions du prpbléme (5.4)-
(5.5) tel que v(z,y) < w(z,y) pour tout (z,y) € J.

Théoréme 5.4.1 supposons que les hypothéses (Hy) — (H,) sont satisfaites.
Alors le probleme (5.4)-(5.5) admet au moins une solution u tel que

v(z,y) <u(z,y) <w(z,y) pour tout (x,y) € J.

Preuve. On transforme le probléme (5.4)-(5.5) en un probléme du point fixe.
Considérons le probléme suivant :

(“Dhu)(z,y) € F(x,y,9(u(z,y))), si (z,y) € J, (5.12)

u(x,O) = 90(1')7 u<07y) = ¢(y>7 S [O,CL] et ye [Oab]v (5'13)
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ou g: C(J,IR") — C(J,IR") l'opérateur de truncation définie par

(gu)(z,y) = { ulz,y

c
BE
NN

A

g

&
s
A
=
8

s

Une solution de (5.12)-(5.13) est un point fixe de 'opérateur G : C(J,IR") —
P(C(J,IR")) défini par :

he C(J, R :
G(u) — h<x>y)1: M(x>y2 y
—l—m/o /0 (x—8)" Ny — )2 f(s, t)dsdt, (x,y) € J,
f € S’F7g(u) - {f € SF,g(u) : f(l',y) > f1<l’,y) sur Al et f(xay) < f2<x7y) sur A2}7
Al = {(Z’,y) €J: u(aj,y) < U('Iay) < lU(.%’,y)},
et
Ay ={(z,y) € J 1 v(z,y) S wlz,y) <ulz,y)}.

Remarque 5.4.1

(A) pour tout u € C(J,IR"), Uensemble Sgyu est non vide. En effet
(Hy) implique qu’il existe f3 € Spge), donc on pose

[ = fixa, + faxa, + faxa,,

ot x4, est la fonction charactéristic de A;; i =1,2, et

As = {(z,y) € J : v(z,y) < ula,y) < wlz,y)).

Alors, par decomposabilité, [ € S'Eg(u),
(B) d’aprés la définition de g il est clair que F(.,.,g(u)(.,.)) est une ap-
plication multivoque L*-Carathéodory & valeur compacte et conveze et

il existe o1 € C(J, IR, tel que

| F(x,y, g(u(z, y)llp < d1(2,y) pour tout u € IR™.
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posons
anbg;
= o T )
ou
(ﬁ - Sup{qﬁl(x,y) : (.Z‘,y) S J}7
et

D={ueC(J,IR"): ||lu]l < n}.

D est un sous ensemble convexe fermé de C(J,IR") et G(D) C D. Nous
montrons que D satisfait les condition du théoréme 1.4.8. La preuve est
donné en étapes suivantes :

Etape 1 : G(u) est convexe pour tout u € D.

En effet, si hy, hy appartint & G(u), alors il existe uy, us € Sy tel que
pour tout (z,y) € J on a

hi(z,y) = u(z,y) + ST () // Y1y — )2 (s, t)dsdt, i =1,2.

soit 0 < ¢ < 1. Alors pour tout (x,y) € J, on a

(€h+ (1 =)o) = plos) + i [ @ o
)

Puisque S Fg(u) €st convexe (car F' est a valeurs convexes), on a
fhl + (1 - f)hg € G(u)

Etape 2 : G(D) est borné.

Ceci est clair puisque G(D) C D et D est borné.

Etape 3 : G(D) est equicontinu.

Soit (z1,y1), (x2,y2) € J, 1 < x9 €t y; < Yo, soit u € D et h € G(u), alors
il existe z € Sp g tel pour tout (z,y) € J on a

Hh(xzalh) - h(xlayl)H
1 o oy r1—1 ro—1 r1—1
HM($27?J2) — (@1, 1) + —/ / (2 —8)" " Hya =) — (21 — )™
7’1 7’2) 0 0
X (y1 — t)r2 1]2 (s,t) dsdt

(g — 8)  Hyo — )L 2(s, t)dsdt



100 Probléme de Darboux pour des inclusions différentielles

y1
/ / ) (g — £)2 2 (s, t)dsdt
7”2 1

> yz
/ / Ty — 8)"Hyy — t)rrlz(s,t)dsdtH
[(r1)(r9)

(21, y1) — (2, vo)||
o1
+ 2 72 To — T T1 +2x7’1 _ ()
L(ry + DT (ry + 1)[ Yo' (2 1) 5 (Y2 — 1)

+r' Y — 25 Yy’ — 2(wy — 21)" (Y2 — y1)").

IN

Quand x; — x5 et y; — Y2, h(x2,¥2) — (x1,71). Comme une résultas
de I'étape 1 a 3 et d’aprés le Théoreme d’Arzeléd-Ascoli , on déduit que G :
D — P(D) est compact.

Etape 4 : Le graphe de G est fermé .

Soit u, — uy, hy, € G(uy,) et hy, — h,.

Nous montrons que h, € G(uy).

hy, € G(u,) signifie qu’il existe z, € gp,g(un) tel que, pour tout (z,y) € J,

h(z,y) = plz, y) + XEI 702// §)" My — )27 2, (s, t)dsdt.

Nous montrons qu'il existe z, € Sp o(u) tel que, pour tout (x,y) € J,

hew) = #e9) + e / / Sy — 672 2 (s, £)dsdt.

Puisque F(z,y,-) est semicontinue supérieurement, alors pour tout € > 0, il
existe ng(e) > 0 tel que pour chaque n > ng, on a

falz,y) € F(x,y,un(z,y)) C F(z,y,u.(z,y)) +B(0,1), pp (x,y) € J.

Puisque F(.,.,.) est a valeurs compactes, alors il existe une sous suite f,,
tel que
Jon (50) = fi(,1) quand m — oo

et
folz,y) € F(z,y,uw)(z,y), pp(z,y) € J

Pour chaque w € F(x,y,u.(z,y)), on a
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alors

o (,9) = Flw, )| < A fu (), Py, 9) ).

par une relation analogique, on obtient par interchanging les roles de f,, et
f«, on trouve

| frm (2, y) = fi(z, 9)]| Hy(F(z,y,un(z,y)), F(2,y, ue(z,9))

<
< U y)llun = usfoo

Alors

o) = hlell < i [ [ @ =0
—  fu(s,t)||dsdt

|unm u*||00// ml _t)”_ll(s,t)dsdt

un — U ,

ou
" = sup{l(z,y) : (z,y) € J}.
Donc
leTgl*
C(ry + DI (re + 1)
Etape 5 : La solution u de (5.12)-(5.13) satisfait

||hnm _h*Hoo

— Ui|looc = 0 quand m — .

v(z,y) <ulx,y) <w(z,y) pour tout (x,y) € J.
Nous montrons que
u(z,y) <w(x,y) pour tout (x,y) € J.
Supposons que u — w atteint un maximum positive sur J en (Z,7) € J,
(u—w)(Z,7) = max{u(z,y) —w(x,y): (z,y) € J} > 0.

on distingue les cas suivantes.

Cas 1. Si (7,7) € (0,a) x [0,0] il existe (z*,y*) € (0,a) x [0,0] tel que

u(z®,y*) —w(z*,y*) <0, (5.14)



102 Probléme de Darboux pour des inclusions différentielles

et
u(z,y) —w(x,y) >0, pour tout (z,y) € (z*,T] X [y*,b]. (5.15)

D’aprés la définition de g on a
“Dyu(z,y) € F(x,y,g(u(x,y))) pour tout (x,y) € ", 7] x [y", ],
alors il existe f € F(x,y, g(u(z,y))) tel que
‘Dyu(z,y) = f(z,y) pour tout (x,y) € [x*,T] x [y",b].

Une intégration sur [z*, x] X [y*, y] pour chaque (x,y) € [z*,Z] X [y*, b] donne

) =ula” p)=ule gVl ) = e [ e s

(5.16)
D’aprés (5.16) et 'utilisation du fait que w est une sur solution de (5.4)-(5.5)
on obtient

u(@,y) —u(z,y") < wlz,y) —w(@®,y"). (5.17)
D’apres (5.14), (5.15) et (5.17) on obtient la contradiction

0 <u(z,y)—w(x,y) <ulz*,y")—w(x*,y*) <0, pourtout (z,y) € [z*,T]x[y",b].

Cas 2. Si 7 =0, alors w(0,7) < u(0,7) < w(0,7) qui est une contradic-
tion. Donc
u(z,y) < w(x,y) pour tout (v,y) € J.

De méme, on peut montrer que u(z,y) > v(z,y), pour tout (z,y) € J.
Ceci montre que le probléme (5.12)-(5.13) admet une solution u satisfait
v <u < w qui est une solution de (5.4)-(5.5).



Conclusion et Perspective

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité
des solutions du probléme de Darboux sans retard, avec retard fini et infini.
Les résultats obtenus sont basés sur 'argument du point fixe et la méthode
des sous et sur solutions, en particulier on a utiliser le théoréme du point
fixe de Banach [35], Schaefer 38|, Burton-Kirk [10], Covitz-Nadler [18], et
I'alternative non linéaire de Leray-Schauder [35].

Nous prévoyons dans le future 1’étude qualitative de ces problémes, en
particulier, on examinera la stabilité et le comportement assymptotique des
solutions.
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