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Chapitre 1

Introdution générale

1.1 Modélisation épidémiologique

1.1.1 Le pourquoi et le omment [18℄

La dé�nition littérale du mot "épidémiologie" dont l'origine provient du gre (dé�nition las-

sique) :

epi="sur"

demo="peuple"

logos="siene"

La dé�nition modèrne de l'épidémiologie est l'étude de la distribution des états ou des évène-

ments liés à la santé dans des populations spéi�ques, et l'utilisation de ette onnaissane pour

le ontr�le des problèmes de santé .

Une maladie est dite endémique si elle persiste dans une population. Elle est dite épidémique

si elle apparait pendant une période relativement ourte dans une population (moins d'une an-

née). L'épidémiologie s'oupe aussi bien des fateurs omme les agents infetieux, le mode de

transmission, la période de latene, la période infetieuse, la suseptibilité, la vaination et la

résistane que des fateurs soiaux, ulturels, démographiques, éonomiques et géographiques liés

à ette maladie. La modélisation épidémiologique a pour but essentiel de omprendre et ontr�ler,

dans la mesure du possible, la propagation d'une maladie infetieuse transmissible. Elle onsiste en

partiulier, à onstruire un modèle mathématique qui permet de rendre ompte de la dynamique de

la maladie en question à l'éhelle marosopique, i.e. à l'éhelle de la population, à partir de don-

nées et d'hypothèses de nature mirosopique sur la population, i.e. à l'éhelle de l'individu, ainsi
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que sur l'agent pathogène. L'approhe ompartimentale est très souvent utilisée dans la onstru-

tion des modèles épidémiologiques. Elle onsiste à partitionner la population en ompartiments

disjoints dont la taille varie en fontion du temps. Chaque ompartiment regroupe les individus

qui se trouvent dans le même état vis- à-vis de la maladie. Les di�érentes onnaissanes dont on

dispose en e qui onerne la maladie sont ensuite utilisées pour déterminer les taux de transfert

entre les di�érents ompartiments. Par exemple, dans un modèle de type SEIR, la population est

divisée en quatre ompartiments, à savoir les suseptibles S, les exposés E, les infetieux I et les

immunisés R. Un individu dans le ompartiment S est suseptible, 'est-à- dire il peut ontrater

la maladie par ontat ave eux du ompartiment I. Il est alors transféré au ompartiment E

qui ontient les individus infetés mais pas enore infetieux. Après une période de latene, qui

dépend de la maladie, un individu dans le ompartiment E devient infetieux à son tour et il est

transféré au ompartiment des infetés. À la �n de sa période d'infetiosité, qui elle aussi dépend

de la forme de la maladie, l'individu rejoint le ompartiment R des individus ayant aquis une

immunité permanente ontre la maladie .

1.1.2 Un bref historique de l'épidémiologie

L'épidémiologie mathématique, depuis sa naissane au XVIIIe sièle, a pris une importane

onsidérable à partir des années 1980.En e�et,un ertain nombre de problèmes importants sont

posés pour lesquels l'épidémiologie mathématique est la seule façon d'apporter des réponses ra-

tionnelles :elle permet d'utiliser l'ensemble des onnaissanes atuelles a�n de prédire quelle sera

l'évolution d'une maladie émergente,d'étudier quelles sont les stratégies de ontr�le les plus ef-

�aes fae à une épidémie,et d'évaluer l'impate éventuel d'une attaque en utilisant des agents

biologiques.

De nos jours,l'épidémiologie mathématique fait référene à l'étude de la dynamique de la pro-

pagation des maladies infetieuses,et les outils utilisés sont eux de la théorie des systèmes dyna-

miques.La reherhe épidémiologique est par nature la disipline sienti�que dont les résultats sont

les plus rapidement utilisables pour les déisions de la santé publique.

Pour omprendre e qu'est l'épidémiologie,il faut onnaitre à quand remonte son existene est

quels sont les repères historiques que l'on a.Ainsi,l'épidémiologie est une siene qui existe depuis

l'antiquité et dont le hamps d'intérêt a évolué ave le temps.A travers quelque dates lés, elle s'est

imposée omme une disipline à part entière dans la santé publique :

6



Aux origines de l'épidémiologie :

• Hipporate(470-400 av.JV) :

C'est Hipporate qui exprima pour la première fois l'idée que l'air,l'eau et les lieux pouvaient

in�uer sur la survenue des maladies.Il étudia les aratéristiques des populations au sein

desquelles elle se développe.

• John Graunt(1620-1674) :

Il a été le premier qui a remarqué que le nombre de naissanes et de déès des hommes étaient

supérieur a elui des femmes.Il a remarqué aussi,que malgré une plus grande mortalité, les

hommes avaient une morbidité inférieure à elle des femmes. Il quanti�a pour la première

fois le taux de mortalité élevé hez les enfants, en notant que le tiers déédait avant l'âge de

inq ans. Il est à l'origine de la 1

re
table de mortalité.

• Daniel Bernoulli(1700-1782) :

Le premier des modélisateurs en épidémiologie. Célèbre pour ses travaux en hydrodynamique,

l'astronomie, la philosophie et la médeine ;C'est don naturellement qu'il s'intéressa à la

prévention de la variole (dite alors petite vérole).

A l'époque,on estimait qu'une grande partie de la population anglaise avait été infetée par

la variole et qu'un enfant qui en était atteint avait entre 20 et 30 de hanes sur 100 de mou-

rir.En un temps où la variolisation était ependant fort ontroversée ar,dans une proportion

non négligeable des as,les enfants étaient ontaminés et mouraient.Bernoulli a ompris qu'il

fallait mettre en avant e que l'on appelle aujourd'hui une approhe oût-béné�e.

Il a onstruit un modèle fondé sur des hypothèses simples.

Le modèle de Bernoulli :

Évaluant d'une part le nombre total de morts attribuables à la variole , et d'autre part le

nombre de morts qui seraient observés si l'on pratiquait la variolisation, en supposant que

elle-i tue un inoulé sur 200.Bernoulli trouva que l'espérane de vie progresserait de trois

ans (passant de 26 à 29 ans), en e�etuant une analyse de sensibilité mettant en ause l'es-

timation du risque de l'inoulation (omme on dirait aujourd'hui). La variolisation, montra-

t-il, l'emporterait de loin par son béné�e sur son risque puisqu'il faudrait qu'elle ause 1

mort sur 10 variolés (hi�re invraisemblable) pour que les deux situations soient équivalentes.

Les grands hapitres de l'épidémiologie moderne s'ouvrent au XIX

e
sièle ave des ontribu-
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tions où les sienti�ques français-en partiulier-et les britanniques jouent un r�le majeur :

naissane de l'épidémiologie linique.

L'épidémie linique :

• Pierre-Charles-Alexandre Louis (1787-1872) :

Médein, eut le ourage de ontester une pratique médiale dominante de l'époque : la sai-

gnée,souvent pratiquée grâe à des sangsues (en 1833, la Frane importait 42 millions de

sangsues pour usage médial). L'idée était à l'époque que toutes les �èvres avaient la même

origine, étant la manifestation d'une in�ammation des organes, et qu'appliquer des sangsues

était e�ae. Pour la remettre en ause, Louis établit une observation rigoureuse sur un

groupe de malades ayant tous une forme bien aratérisée de pneumonie et onlut � au

mieux � à une très faible e�aité de la pratique. Si e qu'on a appelé la � méthode numé-

rique � de Pierre Louis était révolutionnaire, pare qu'il herhait à tirer des onlusions à

partir de données numériques reueillies systématiquement au lit du malade et non à partir

d'opinions, fût-e elles des �maîtres�, il lui manquait le support de e qu'on appelle aujour-

d'hui la statistique.

L'épidemie de surveillane

• Wiliam Farr(1807-1883) :

Il était un médein épidémiologique britannique de premier plan,onsidéré omme l'un des

pionniers dans le domaine des statistique médiales.Il ontribua à établir le premier registre

des naissanes et des déès après sa nominations à l'o�e de registre général(1839).Il y déve-

loppa son intérêt pour la prodution et l'utilisation des statistiques médiales.Sa ontribution

la plus importante a été la mise en plae d'un système national d'enregistrement des auses

de déès.

• John Snow (1813-1858) :

Ses travaux sur l'épidémie de holéra à Londres (1854) � étude du nombre de as de ho-

léra et du nombre de déès selon la provenane de l'eau ont onduit Snow à inriminer les

fontaines publiques ontaminées et à faire l'hypothèse que le holéra se transmettait par de

l'eau polluée. Il émit ette hypothèse 17 ans avant l'identi�ation du germe (vibrio holorea)

en 1883 par Robert Koh
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Le XXe sièle s'ouvre sur le prix Nobel de Ross(1902), le modélisateur pilote de l'épidémio-

logie du paludisme ; .

En e�et,les fondations de l'épidémiologie mathématiques basées sur les modèles omparti-

mentaux sont l'oeuvre de Ronald Ross. En 1911, Ronald Ross donna le premier modèle

mathématique de la transmission du paludisme.Ce modèle s'érit :








x1 = mab1(1− x1)− γx1


x2 = ab2(1− x2)− µx2

(1.1)

Ave x1 représente la proportion des humains infetieux,et x2 la proportion des moustiques

infetieux.

Depuis lors, la modélisation mathématique est devenue un outil inontournable dans l'ana-

lyse de la dynamique des maladies infetieuses. En e�et, Ross utilisera le modèle i-dessus

pour montrer que pour éradiquer le paludisme, il su�t de ramener la quantité de moustiques

infetieux en dessous d'un ertain seuil.

Plus tard, Alfred Lotka (1925) et Vito Volterra (1926) proposaient indépendamment le mo-

dèle proie-prédateur qui s'érit omme :








x1 = ax− bxy


y2 = cxy − dy
(1.2)

Où x et y représentent respetivement les proies et les prédateurs.

Ce modèle proie-prédateur ou enore modèle de Lotka-Volterra, joue enore aujourd'hui un

r�le déterminant en dynamique des populations et est onsidéré omme un modèle oneptuel

de base.

En 1927, W.O. Kermak et A.G. MKendrik ont appliqué les idées de Ronald Ross pour étu-

dier la dynamique de la transmission des maladies infetieuses humaines. Plus préisément,

Kermak et Mkendrik ont appliqué les idées de Ross pour les maladies dont la dynamique

de transmission dépend de la fréquene et de l'intensité des interations entre individus sus-

eptibles (sains) et individus infetés et infetieux. Leur résultat fondamental publié en 1927
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ontinue à jouer, omme le modèle de Lotka-Volterra en dynamique des populations, un r�le

entral dans la théorie mathématique des maladies infetieuses. En notant S la population des

suseptibles, I elle des infetées et par R la population des guéris ou "removed/reovered",

le modèle de Kermak et MKendrik de base s'érit alors :






















S= −βSI

N

�= βSI

N
− γI




R= γI

(1.3)

Dans les années 1930, la démarhe du test d'hypothèse, indispensable à la reherhe des fateurs

de risque est mise au point par Neyman et Pearson. A'après la Seonde Guerre mondiale verra

naître et roître l'épidémiologie analytique ; les années 1980 verront renaître la rainte des maladies

infetieuses ; les années 1990 seront elles des promesses du déryptage du génome.Mais surtout

depuis les années 1990, la puissane des moyens de aluls et de reueil de l'information permet de

développer à un tout autre niveau les reherhes des auses génétiques et environnementales des

maladies qui avaient été initiées par les pionniers des sièles passés

L'objetif de e mémoire est d'étudier un système de type SEIR et analyser la stabilité loale

et globale des points d'équilibre sans maladie et endémique.

Le mémoire que nous présentons est rédigé omme suit :

Le premier hapitre est onsaré a quelques rappels et dé�nitions sur la notion de stabilité loale et

globale au sens de Lyapounov ,ainsi que des outils mathématiques dont nous aurons besoin.Dans

le deuxième hapitre On proède à formuler le modèle mathématique SEIR,à aluler leur points

d'équilibre,et démontrer l'existene des solutions loalement et globalement.Une attention très par-

tiulière sera aordée sur la notion du "taux de reprodution de base".On introduit une dé�nition

générale ,les méthodes de alul,ensuite on alule e nombre à travers la méthode de "la matrie

de la next génération".

Le troisième hapitre est onsaré à l'étude de la stabilité loale du point d'équilibre sans maladie

et le point endémique .On montre que le point sans maladie est loalement asymptotiquement

stable si R0<1,et instable si R0>1. Lorsque l'équilibre sans maladie est instable, 'est-à-dire la

maladie peut proliférer dans la population.Plusieurs situations peuvent se présenter, en partiu-

lier,l'apparition d'un point endémique qui est stable si R0>1 ,et instable si R0<1.
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Dans le quatrième hapitre,on étudie la stabilité globale des deux états d'équilibre suivant deux

tehniques distintes : La méthode direte de Lyapounov et l'approhe géométrique de Muldow-

ney.La méthode direte de Lyapounov est bien onnu omme l'un des outils les plus puissants pour

l'analyse de la stabilité globale.Un autre outil puissant pour régler e problème est la méthode

géométrique de Li et Muldowney en utilisant la mesure de Lozinski.

11



1.2 Théorèmes d'existene loale et globale de la solution [15℄

Considérons le problème de Cauhy suivant :







dx
dt

= f(t, x)

x(0) = x0

(1.4)

où f : I× D−→ ℜn

I⊂ ℜn
, D⊂ ℜn

un ouvert .

Théoreme 1 :

Si f(t,x) une fontion mesurable par rapport à t sur l'intervalle [t0, t0+ θ℄,(θ ≥ 0), ontinue par

rapport à x,et si f est Lipshitzienne ie : ‖ f(t, x1) − f(t, x2) ‖≤ Lf ‖ x1 − x2 ‖ ave Lf > 0 est

dite la onstante de Lipshitz

Alors pour tout t∈ [t0, t0+θ],et pour tout x ;x1,x2 ∈ Br(x0) ,telle que Br(x0) = {x ∈ X/ ‖ x− x0 ‖≤ r}
le problème de Cauhy (1) admet alors une unique solution.

Théoreme 2 Piard-Lindelöf, 1890

Considérons le Problème (1),telle que la fontion f(t,x) est ontinue sur :

S={(t, x) ∈ ℜn+1/ | t− t0 |≤ θ, ‖ x− x0 ‖≤ r},ave r>0

En plus, la dérivée partielle de f :

∂f

dt
: S −→ ℜn

est aussi ontinue.Alors ,le problème de Cauhy

(1) admet une solution unique x(t).

Dé�nition 1.2.1 Dans le problème (1.4),f est dite une fontion de arathéodory si elle est mesu-

rable par rapport à t,et ontinue par rapport à x.

Théoreme 3 Soit le problème (1),ave f :[a,b℄−→ ℜn ×ℜn
une fontion de arathéodory

Supposons qu'il existe une onstante  tel que si x(t) est une solution ,alors | x(t) |≤ c sur tout

sous intervalle de [a,b℄.Alors le problème (1) admet une solution globale x(t) sur [a,b℄.

Théoreme 4 La positivité des solutions : On onsidère le système suivant (1.4)

x(t)=(x1(t), . . . , xn(t)), f(t,x)=(f1(t, x), . . . , fn(t, x)) telle que f est dé�nie pour tout t≥ t0,x∈ ℜn
,t0 ≥

0. Si,pour tout j=1. . . n,t≥ 0 :
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fj(t, x1, ..., xj, 0, xj+1, ..., xn) ≥ 0,quelque soit x0 ∈ [0,+∞[n

alors x(t)∈ [0,+∞[n pour tout t≥ t0 ≥ 0.

Dé�nition 1.2.2 :

Matrie de Metzler : On appelle matrie de Metzler ou matrie quasi-positive ou matrie

non négative,la matrie qui a les éléments hors diagonaux positives.

A=(aij), aij ≥ 0 i 6= j

Si A est une matrie de Metzler alors les propriétés suivantes sont équivalentes

• A est asymptotiquement stable.

• A est inversible et A

−1
est dé�nie positive.

Dé�nition 1.2.3 :

M-matrie :

On dit qu'une matrie A est une M-matrie si :

• Les éléments diagonaux sont négatifs.

• Les éléments hors diagonaux sont positifs.

• A est inversible(det(A) 6= 0) et A−1
est dé�nie positive.

Dé�nition 1.2.4 : On appelle rayon spetrale d'une matrie A,la valeur maximum du mo-

dule des valeurs propres de A : ρ(A)=maxλ∈Sp(A) | λ |

1.3 Notions de stabilité

La notion de stabilité orrespond à l'idée d'un omportement qui dure dans le temps et per-

met de formaliser la question suivante :supposons que l'on initialise le système dynamique

autonome suivant 
x=f(x), en un voisin d'un point d'équilibre x0,qu'advient-il de la trajetoire

solution ?

Une manière naturelle d'aborder ette question onsisterait à résoudre l'équation di�érentielle

et à examiner le omportement des solutions.Cependant ,en général on ne sait pas résoudre

les équations di�érentielles non linéaires.

La réponse à la question néessite don une desription qualitative des trajetoires du système

sans passer néessairement par le alul e�etif de la solution.
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On onsidère le problème (1.4) ave

x :I⊂ ℜ −→ ℜn
, f :D⊂ ℜn −→ ℜn

est supposée au moins de lasse C

1

Dé�nition 1.3.1 L'état xe est appelé état d'équilibre ou point d'équilibre pour le système

(1.4) s'il véri�e f(xe)=0.

Un point d'équilibre xe est dit stable si ∀ε > 0,il existe r(ρ) > 0 tel que si

‖ x0 − xe ‖≤ r alors ‖ x(t) − xe ‖≤ ρ.Sinon le point d'équilibre est instable,où ‖ . ‖ est une

norme dé�nie dans ℜn
.

Cette dé�nition signi�e que quelque soit la boule d'existene de rayon ρ,il est toujours possible

de hoisir une ertaine boule de rayon r telle que pour toute ondition initiale omprise dans

ette sous boule,la trajetoire résultante sera en tout temps omprise dans la boule d'existene

de rayon ρ.

• Stabilité asymptotique :

le point d'équilibre xe est dit asymptotiquement stable s'il est stable et attratif.ie s'il existe

r > 0 tel que ∀x0 ∈ B(xe, r), lim
t→+∞

x(t) = xe.

• stabilité exponentielle :

l'équilibre xe est dit exponentiellement stable s'il existe deux salaires stritement positifs

k et α tels que ∀t ≥ 0,‖ x(t) ‖≤ k ‖ x0 ‖ e−αt
.

Remarque 1.3.1 Dans haune des dé�nitions préédentes,la stabilité est dé�nie de ma-

nière loale puisqu'elle est reliée à la notion de voisinage.

1.3.1 Etude de la stabilité loale pour les systèmes linéaires

Théoreme 5 On onsidère le système linéaire suivant :

dx
dt

= AX (1.5)
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Figure 1.1

ave det(A) 6= 0.

AX=0 implique que X=0 ar A est inversible et dans e as X=0 est le seul point d'équilibre

de (1.5)

• L'origine est un équilibre asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres de A sont

de partie réelle stritement négatives.

• Si A a au moins une valeur propre de partie réelle stritement positive, alors l'origine est

instable.

• Si les valeurs propres de A sont tous à partie réelle négatives,sauf une valeur propre qui a

une partie réelle nulle ,on dit que 'est un as ritique.

1.3.2 Etude de la stabilité loale pour les systèmes non linéaires

On onsidère à présent les systèmes non linéaires de type : (1.4) ave f∈ C1
, x∈ ℜn

On suppose que le système (1.4) admet un point d'équilibre xe,ie il véri�e f(xe)=0 , tel que

det Ae 6= 0 où Ae est la matrie jaobienne assoiée au système (1.4) au point xe, dé�nie

par :

Ae =
(

∂fi
∂xj

)

x=xe

On introduit la variable loale "u" tel que : u=x-xe

On e�etue un développement de Taylor d'ordre 1 de f au voisinage de xe :
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du
dt

= f(xe) + Ae(x− xe) + 0(‖ x− xe ‖) (1.6)

où 0(‖ x− xe ‖)=‖ x− xe ‖ ε(x) −→ 0 quand ‖ x− xe ‖−→ 0

On obtient ainsi un système linéaire qui approxime le système de départ non linéaire loale-

ment au voisinage du point d'équilibre xe donné par :

du
dt

= Aeu (1.7)

Théoreme 6 Si le système linéaire (1.7) est stable,alors le système non linéaire (1.4) est

loalement stable,et si le système linéaire est instable,alors le système non linéaire est instable

Théoreme 7 Soit f est de lasse C

1
.On suppose que les valeurs propres de Ae sont toutes à

partie réelle non nulles. Alors il existe un voisinage G de 0 tel que les systèmes (1.4) et (1.7)

soient topologiquement équivalents dans G.

Dé�nition 1.3.2 Un point d'équilibre du système (1.4)est dit hyperbolique, si les valeur

propres de A ont toutes une partie réelle non nulle.Dans le as ontraire,il est dit non hyper-

bolique.

1.4 Fontion de Lyapounov

L'idée diretrie des théorèmes de Lyapounov onsiste à évaluer l'évolution d'une fontion

dé�nie positive sur les trajetoires du système a�n de onlure à la stabilité des systèmes par

la déroissane de l'énergie qu'elle représente.

Dé�nition 1.4.1 Si un système est stable asymptotiquement(exponentiellement)pour n'im-

porte quelle ondition initiale dans ℜ, on dit que le point d'équilibre xe est asymptotiquement

stable au sens large.On dira aussi qu'il est globalement asymptotiquement stable.

Dé�nition 1.4.2 Soit une fontion V une fontion de lasse C

1
V :ℜn −→ ℜ .On dit que

V est une fontion de Lyapounov si elle a les propriétés suivantes :
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V(x)est dé�nit positive ie : V(x)>0 ∀x 6= 0 et V(0)=0 si et seulement si x=0

La dérivée de V est dé�nie négative ie :




V(x)<0,∀x ∈ ℜn.

Remarque 1.4.1 Un résultat fondamental de la stabilité au sens de Lyapounov a�rme que

si une fontion de Lyapounov existe pour un système donné alors e système est stable.Si

la fontion de Lyapounov est stritement déroissante,'est à dire




V(x)<0 ∀x 6= 0,alors la

stabilité est en plus globale et asymptotique.

Méthode de Castillo havez :[12℄

On onsidère le système de type :








xi = Fi(x, y)− Vi(x, y) i = 1...n


yi = gj(x, y) j = 1...m
(1.8)

Ce type de système renontré en biologie ,tel que il existe n ompartiments des infetés, et

m ompartiment des suseptibles .Soit x∈ ℜn
,et y∈ ℜm

.On note Fi la vitesse d'apparition

des nouveaux infetés,et Vi e qui provient ou sort d'un ompartiment.On peut érire alors

le système (1.8) sous la forme :








x= −Ax−�f(x, y)

y= gi(x, y)

(1.9)

Ave -A=-(f-v), f la jaobienne de F,et v la jaobienne de V au point d'équilibre sans maladie.

f=

(

∂Fi

∂xj

)

(0,y0)
v=

(

∂Vi

∂xj

)

(0,y0)

On a alors le théorème suivant :

Théoreme 8 Si A est une M-matrie ,

�

f≥0,R0<1,si de plus les deux hypothèses suivantes

sont véri�ées :

1) Fi(0,y)=Vi(0,y)=0 pour tout y≥0.

2) 
y=g(0,y) admet un unique point d'équilibre sans maladie qui est globalement asymptoti-

quement stable ie :pour toute solution sous la forme (0,y) tend vers le point (0,y0) lorsque

t tend vers l'in�ni.Alors le point d'équilibre sans maladie du système (1.9) est globalement
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asymptotiquement stable.

Dé�nition 1.4.3 :

Domaine positivement invariant :

Un domaine D ⊂ ℜn
est dit positivement invariant si quelque soit la ondition initiale

x0 ∈ D,la trajetoire orrespondante reste dans D.

Dé�nition 1.4.4 Domaine attratant : On appelle domaine attratant une région du plan

D ompate tel que toute trajetoire partant du bord de D entre à l'intérieur de D.

Dé�nition 1.4.5 Système oopératif et système ompétitif :

Le système(1.4) est dit oopératif si :

∂fi
∂xi

≥ 0, pour tout i6= j

On dit qu'il est ompétitif si :

∂fi
∂xi

≤ 0 ,pour tout i6= j

Dé�nition 1.4.6 Système dissipatif :

On dit qu'un système est dissipatif s'il est borné dans le sens où toute solution du système

qui ommene dans D, est dé�nie sur D et elle reste bornée.

Dé�nition 1.4.7 Soit A=(aij) ∈ ℜn×n
.La matrie A

[2] = (bi,j) est dé�nie par :

Pour n=2 : A

[2] = a11 + a22

Pour n=3 :A

[2] =











a11 + a22 a23 −a13

a32 a11 + a33 a12

−a31 a21 a22 + a33











L'additive matrie omposée est utilisée pour étudier les propriétés de la stabilité pour les

systèmes non linéaires.

Dé�nition 1.4.8 L'inidene :[1℄

En épidémiologie,l'inidene désigne le nombre de as nouveaux d'une maladie apparue durant

une période de temps déterminée.Une augmentation de l'inidene permet de onstater l'apparition

d'une épidémie,le nombre de nouveaux as d'une pathologie observée pendant une période donnée,

et permet aussi de mesurer la vitesse d'apparition d'une pathologie.
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Chapitre 2

Analyse d'un système de type SEIR

On onsidère le modèle épidémiologique suivant d'une maladie infetieuse ave vaination

donné dans l'artile [1℄ :



























































dS
dt

= Λ− λ(1−a)
1+α1I(t)

S(t)I(t)− λ(1−δ)a
1+α1I(t)

S(t)I(t)− (δa+ µ)S(t)

dE
dt

= λ(1−a)
1+α1I(t)

S(t)I(t) + λ(1−δ)a
1+α1I(t)

S(t)I(t)− (µ+ ε)E(t)

dI
dt

= εE(t)− (α+ β + µ)I(t)

dR
dt

= δaS(t) + βI(t)− µR(t)

(2.1)

La population totale est divisée en quatre ompartiments :

• S :désigne la densité des individus suseptibles de ontrater une maladie

• E :les exposés(qui portent la maladie mais ils n'en pas enore les signes)

• I :densité des individus infetés

• R :les réfrataires(qui ne sont plus infetés et qui ne peuvent être infetés,ils sont en générale

immunisés)

• µ : taux de mortalité naturelle

• α1 :taux d'inidene saturée non linéaire

• ε : le taux de passage de ompartiment E au ompartiment I

• β :taux de guérison

• a(0<a<1) :taux de vaination
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• δ(0 < δ < 1) :taux d'e�aité du vain

• α :taux de mortalité a ause du maladie.

• λ :taux de transmission de la maladie

• Λ :les nouveaux nés(sont supposés suseptibles)

• 1
1+α1I(t)

:désigne l'e�et du hangement du omportement des suseptibles lors de l'augmenta-

tion de leur densité,ou bien l'e�et de l'enombrement des infetés('est une fontion dérois-

sante lorsque la densité des infetés est très large).

• λ(1−a)
1+α1I(t)

:désigne le nombre des individus non vainés porteurs de la maladie.

• λ(1−δ)a
1+α1I(t)

S(t)I(t) :désigne le nombre des individus vainés mais porteurs de la maladie à ause

du non e�aité du vain(1− δ).
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Les modèles mathématiques de transmission d'une maladie infetieuse sont généralement mo-

délisés par des systèmes d'équations di�érentielles.

Le système étudié est de type proie-prédateur ave fontion de réponse de type Holling 2 où la

première équation orrespond au phénomène de ontamination :lorsqu'un individu infeté ontate

un individu sain.En e�et,la probabilité λ pour qu'un individu sain soit ontaminé par le virus est

proportionnelle à I(t) et au taux d'inidene

1
1+α1I(t)

,on obtient alors le terme

λ
1+α1I(t)

S(t)I(t).

D'une part,il y a des individus qui sont vainés mais porteurs de la maladie à ause de la non

e�aité du vain,don on introduit le terme

λ(1−δ)a
1+α1I(t)

S(t)I(t) ,et si le vain est �able les individus

sortent du stade S,pour aller diretement vers le stade R ave une proportion δaS. D'autre part,il

y a des individus qui ne sont pas vainés,ils sont représentés dans le terme

λ(1−a)
1+α1I(t)

.Ce terme

est assoié à un signe (-) qui signi�e que es individus nouvellement porteurs de la maladie sont

supprimés du stade S et entrent alors dans la atégorie des exposés.

Puisque ette maladie onsidérée(omme Choléra polio et Hépatite A�et) ne se transmet pas

aux bébés,tous les nouveaux nés viennent s'ajouter au groupe S.

Un individu donné quelque soit son état peut mourir d'autre hose que la maladie,ie de mort

naturelle.On onsidère qu'il y a un taux de mortalité �xé µ pour toutes les populations onsidérées

qui sortent du ompartiment ave un signe(-), il est proportionnel à S,E,I et R.Il peut aussi mourir

à ause de la maladie ave un taux α e que l'on voit dans l'équation(3).

Après une ertaine période,les individus porteurs de la maladie auront les signes de l'infe-

tion,ils se regroupent alors dans le stade I ave un taux de passage ε et les autres sont guéris, ils

passent du ompartiment I au ompartiment R ave un taux (−βI).

Dans le shéma i-dessous, les �èhes entre les di�érents états représentent les transitions pos-

sibles pour un individu donné, ave les taux orrespondants.
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Figure 2.1 � Shéma représentatif du modèle de type SEIR

2.1 Positivité de la solution

Observons que la population totale donnée par notre système véri�e l'équation

dN
dt

= Λ− µN(t)− αI(t) ≤ Λ− µN(t),où N=S+E+I+R.

Don on introduit le domaine biologique suivant :

∆ =
{

(S,E, I, R) : 0 ≤ S,E, I, R;S + E + I +R ≤ Λ
µ

}

Pour la positivité des solutions on utilise le théorème des barrières rappelé dans le hapitre 1 :

on a : Si S=0, . . . . . . 
S=Λ > 0 ,∀t ∈ J .

Si E=0, . . . . . . 
E= λ(1−a)
1+α1I(t)

S(t)I(t) + λ(1−δ)a
1+α1I(t)

S(t)I(t) > 0 , ∀t ∈ J

Si I=0, . . . . . . �=εE(t)>0 , ∀t ∈ J

Si R=0, . . . . . . 


R=δaS(t) + βI(t)>0 , ∀t ∈ J
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On en déduit alors que la région ∆ est positivement invariante dans ℜ4
.

2.2 Existene loale de la solution

En appliquant le théorème rappelé en hapitre (1), l'existene loale de la solution du sys-

tème(2.1) est véri�ée.

2.3 Existene globale de la solution

On a la population totale du notre système véri�e :




N=Λ− µN(t)− αI(t)

Et don




N≤ Λ− µN(t)

Ce qui implique




N+µN(t) ≤ Λ

Posons :y(t)=N(t)eµt.

On trouve : 
y=(




N+µN)eµt

Et don : 
y(t)≤ Λeµt

Ce qui implique :y(t)≤ Λ
µ
eµt + y0

Et don :N(t)≤ Λ
µ
+ y0e

−µt
.

On obtient : ‖ N(t) ‖≤ Λ
µ
, lorsque t−→ +∞

Et supt∈ℜ+ ‖ N(t) ‖≤ Λ
µ
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Don la population totale est majorée par

Λ
µ

Puisque La somme des solutions positives est bornée (on travaille dans le adrant positif), don

haque solution S,E,I et R est bornée ,d'où l'existene globale de la solution du système(2.1) .

On déduit alors que notre système (2.1) est dissipatif.

2.4 Taux de reprodution de base [6℄

Dé�nition 2.4.1 :

Etant donnée une maladie,une question fondamentale se pose :est de savoir omment elle se propage

dans la population.Cei revient à aluler le nombre moyen d'individus qu'une personne infetieuse

pourra infeter tant qu'elle sera ontagieuse,e nombre est appelé :le taux de reprodution de base

,il est noté R0.

C'est le nombre moyen d'individus infetés engendré par un seul individu infeté durant sa pé-

riode d'infetiosité dans une population totalement saine.

En réalité :

Si R0 > 1 : alors en moyenne, un individu infeté engendre plus d'individus infetés( ie la maladie

va s'installer dans la population).

A l'opposé si R0 < 1 : un individu infeté engendre en moyenne moins d'individus infetés,e qui

signi�e que la maladie va disparaitre dans la population à terme.

2.4.1 Historique :[6,8℄

Le onept de seuil a été utilisé par Ross dans [21℄.Il reevra le prix Nobel en médeine en

1902.Au début du XX

me
sièle.Ross a mené une ompagne aharnée pour faire aepter par la

ommunauté médiale,e qu'il appelé son théorème de moustique[21℄.

Ce théorème montrait que la rédution de la population anophélienne était un moyen de pré-

venir le paludisme.En 1911,Ross dans " prevention of malaria "[21℄ a�rme que l'éradiation du

paludisme est possible dans une zone,à ondition de faire baisser la densité de moustiques dans ette
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zone.Si la transmission du paludisme par les anophèles a été immédiatement aeptée,l'a�rmation

de Ross a été ombattu.Les arguments ontre Ross s'artiulaient de la façon suivante :

• Il est possible d'éradiquer omplètement les moustiques d'une zone donnée.

• Il restera toujours quelque moustiques

La fausseté de et argument est maintenant bien onnu.Mais réfuter e raisonnement néessite

des arguments quantitatifs.Ross développe un modèle de alul du nombre de nouvelles infetions

par mois omme un produit de ertains fateurs,il en déduit qu'il existe une densité ritique des

moustiques. La seonde étape est le fameux théorème du seuil de Kermak et MKendrik donné

en 1927[2℄.MKendrik était omme Ross un médein militaire,il a servi sous les ordres de Ross

qui a inité MKendrik à appliquer les mathématiques pour l'analyse des problèmes médiaux.

Kermak et MKendrik ont poursui les travaux de Ross et Hudson et ont proposé la notion

de seuil aux maladies transmissibles.

Ni Ross ni Kermak et MKendrik n'ont attahé un nom à leur onept de seuil.A partir

de 1911 Ross et Hudson ont développé une théorie des épidémies .Ross l'appella pathometry ou

théorie des ≪happening ≫. Lotka a résolu plusieurs problèmes posés par Ross en 1919 [3℄.

George MDonald introduit en 1950 la notion de reprodution :taux de reprodution de base

du paludisme.

MDonald baptisera e taux R0.La onnexion ave le onept démographique n'est pas faite.Il

faut attendre 1974 pour voir redéouvert en épidémiologie e onept par K.Dietz et H.Hetht[9℄.Le

terme de taux de reprodution de base est dé�nitivement établit dans le workshop prodeting [9℄.

Alors il faut attendre Diekman et Heesterbeak [8℄ pour avoir une dé�nition mathématique

préise[9℄.Cette dé�nition s'étendra aux systèmes de dimensions �nis quelonques.
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2.4.2 Méthodes de alul :

2.4.2.1 1

re
méthode(Anderson et May)[6,7℄

R0=β ∗ C ∗D
ave :

β :la probabilité de transmission de la maladie.

D :le nombre de ontate.

C :temps moyen de la période d'infetiosité

Exemple 2.4.1











dS
dt

= −aSI + bI

dI
dt

= aSI − bI

(2.2)

β=a =N D=1/b

R0=aN/b

R0=(taux de transmission de la maladie × le nombre de ontate) × 1/taux de guérison

2.4.2.2 2

re
méthode(Dé�nition de Bokh 1886)

[6℄ Soit F(a) la probabilité de survie d'une femme jusqu'à l'age a, β(a) le taux de naissane

d'age a.Don :

R0=
∫∞

0
F(a)β(a) da

2.4.2.3 3

me
méthode(Next generation matrix)[6℄ :

On onsidère un système dynamique de type (1.4),ave x=(x1,x2� ,xn)
t
On note les omparti-

ments de telle sorte les p premiers soient onstitués des individus "non infetés"(non porteur de la

maladie).Dans es ompartiments ,on a les suseptibles vainés qui ne peuvent pas transmettre

la maladie.Le reste des ompartiments est onstitué des "infetés".On note
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• Fi(x) :la vitesse d'apparition des nouveaux infetés dans le ompartiment "i" horizontale(d'un

individu à un autre) ;ou vertiale(de la maman à son bébé).

• V

+
i (x) :la vitesse de e que provient des autres ompartiments par toutes auses(déplaement,vieillissement,guérison� ,).

• V

−
i (x) :la vitesse de e qu'on quitte le ompartiment(déplaement,mortalité,hangement de

statut� ,) de telle sorte :

On note Xs l'état sans maladie Xs={x/ xp+1=xp+1=...=xn=0}

On fait les hypothèses suivantes :

1- x≥0 et Fi(x)≥0, V

+
i (x)≥0, V

−
i (x)(x)≥0.

2- Si xi=0 alors V

+
i (x)=0 S'il n'y a rien dans un ompartiment,rien ne peut en sortir.C'est la

propriété essentielle d'un modèle ompartimentale.

3- Si i≤p alors Fi(x)=0. Les ompartiments d'indie inférieur a "p" sont des "non infetés".Par

dé�nition,il ne peut apparaitre dans es ompartiments des infetés.

4- Si x∈Xs où 
x i=Fi(x)+V
+
i (x)-V

−
i (x),alors Fi=0 et pour i≥p,on a V

+
i (x)=0. S'il n'y a pas

des porteurs de germes dans la population,il ne peut apparaitre des nouveaux infetés.

Le système (1.4) se réérit :


x(t)=Fi(x)+V
+
i (x)-V

−
i (x)

La jaobienne autour du point d'équilibre sans maladie du système (1.4) x0 s'érit :

J(x0)=DF(x0)+D(V
+
-V

−
)(x0)

Où :

DF(x0)=





g 0

0 0





et D(V

+
-V

−
)(x0)=





v 0

J1 J2





Ave :v = dVi

dt 1<i,j<m
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et g = dFi

dt 1<i,j<m

où g≥0 est une matrie positive et v est une matrie de Metzler inversible .

Dé�nition 2.4.2 : On dé�nit R0 par : R0 = ρ(−gv−1) tel que ρ est le rayon spétrale de la

matrie -gv

−1
(hapitre (1))

Remarque 2.4.1 Soit un individu infeté introduit dans le ompartiment j, le terme (i,j) de (-v−1
)

donne son temps moyen passé dans i, le terme (i,j) de (-gv−1
) orrespond au nombre d'infetés

engendrés dans le ompartiment i par un infeté introduit dans j pendant sa période d'infetiosité.

2.4.3 Calul de taux de reprodution du modèle(2.1) :

2.4.3.1 Calul des points d'équilibre :

Proposition 2.4.1 Le système (2.1)) admet deux points d'équilibre :un point sans maladie(DFE)

donné par (S

0
,0,0,0), tel que S

0
=

Λ
δa+µ

.

Un point endémique donné par(S

∗
,E

∗
,I

∗
,R

∗
) tels que :

(S

∗
,E

∗
,I

∗
,R

∗
)=

(

Λ
R0(δa+µ)

(

1 + α1(R0−1)(δa+µ)
λ(1−δa)−α1(δa+µ)

)

, (α+β+µ)(R0−1)(δa+µ)
ε[λ(1−δa)−α1(δa+µ)]

, (R0−1)(δa+µ)
λ(1−δa)−α1(δa+µ)

, δaS∗+βI∗

µ

)

preuve 2.4.1 Pour déterminer les équilibres du système(2.1),on résout alors le système :






































S= 0




E= 0

�= 0




R= 0

(2.3)

Cei implique :











































Λ− λ(1−a)
1+α1I(t)

S(t)I(t)− λ(1−δ)a
1+α1I(t)

S(t)I(t)− (δa+ µ)S(t) = 0

λ(1−a)
1+α1I(t)

S(t)I(t) + λ(1−δ)a
1+α1I(t)

S(t)I(t)− (µ+ ε)E(t) = 0

εE(t)− (α + β + µ)I(t) = 0

δaS(t) + βI(t)− µR(t) = 0

(2.4)
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a)On a d'abord l'équilibre sans maladie(DFE) :

E0=(S
0
,0,0,0)=(

Λ
δa+µ

,0,0,0)

Il représente le nombre des suseptibles à l'absene de la maladie.

b)Ensuite l'équilibre endémique :

De la troisième équation du système (2.4),on obtient : E

∗ = α+β+µ

ε
I∗

On remplae dans la deuxième équation on trouve :

S

∗ = (µ+ε)(α+β+µ)(1+α1I
∗)

λε(1−δa)
,Don :

S

∗ = Λ(1+α1I
∗)

(δa+µ)R0

On somme la première et la deuxième équation du (2.4) on trouve :

Λ− Λ(δa+µ)(1+α1I
∗)

(δa+µ)R0
= (α+β+µ(µ+ε)

ε
I∗

On obtient alors :

I

∗ = (R0−1)(δa+µ)
λ(1−δa)−α1(δa+µ)

Don :

S

∗ = Λ
R0(δa+µ)

(

1 + α1(R0−1)(δa+µ)
λ(1−δa)−α1(δa+µ)

)

D'après la 3ème équation du système (2.4) : :

E

∗ = (α+β+µ)(R0−1)(δa+µ)
ε[λ(1−δa)−α1(δa+µ)]
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On remplae dans la 4ème équation du système (2.4),on obtient alors :

R

∗ = δaS∗+βI∗

µ

2.4.3.2 Calul du taux de reprodution

Proposition 2.4.2 Le taux de reprodution pour le système (2.1) est donné par :

R0 =
λεΛ(1−δa)

(δa+µ)(µ+ε)(α+β+µ)

preuve 2.4.2 Appliquons la méthode de next generation.On a par dé�nition R0 = ρ(−fv−1)

Soient :

F=





λ(1−a)
1+α1I

SI + λa(1−δ)
1+α1I

SI

0





-V=





(µ+ ε)E

−εE + (α + β + µ)I





Notons par f la dérivée de F ,et v la dérivée de V :

f(S0, 0, 0, 0) =





0 λ(1− a)S0 + λa(1− δ)S0

0 0





-v(S0, 0, 0, 0) =





µ+ ε 0

−ε α + β + µ





det(-v)=(µ+ ε)(α+ β + µ)

om (-v)=





α + β + µ ε

0 µ+ ε



 . . . . . . . . . (om(-v))

t
=





α + β + µ 0

ε µ+ ε





30



-v

−1
=

1
det(−v)

om(-v)

t

Don :

-v

−1 =





µ+ ε 0

ε
(µ+ε)(α+β+µ)

α + β + µ





Calulons -fv

−1
:

-fv

−1 =





ε[λ(1−a)S0+a(1−δ)λS0]
(µ+ε)(α+β+µ)

(α + β + µ) [λ(1− a)S0 + aλS0(1− δ)]

0 0





R0 = ρ(−fv−1) par dé�nition ,don R0 =
λε(1−a)S0+aε(1−δ)λS0

(µ+ε)(α+β+µ)

En remplaçant S

0
par sa valeur on aura :

R0 =
λεΛ(1−δa)

(δa+µ)(µ+ε)(α+β+µ)
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Chapitre 3

Etude de la stabilité loale

Dans e hapitre on propose une étude de la stabilité loale de points d'équilibres sans maladie

et endémique :

3.1 Etude de la stabilité loale du point d'équilibre sans ma-

ladie

Proposition 3.1.1 Le point d'équilibre sans maladie est loalement asymptotiquement stable si

R0<1, il est instable si R0>1

preuve 3.1.1 La matrie jaobienne assoiée à (2.1) au point d'équilibre sans maladie E0=(S
0
,0,0,0)

est donnée par :

J0 =

















−(δa+ µ) 0 −λ(1− a)S0 − (1− δ)aλS0 0

0 −(ε+ µ) λ(1− a)S0 + (1− δ)aλS0 0

0 ε −(α + β + µ) 0

δa 0 β −µ

















herhons les valeurs propres de J0 en faisant la rédution du Gauss.Soient R1,R2,R3,R4 les

lignes de la matrie jaobienne au point d'équilibre sans maladie,et R

′

3,R
′

4,R
′′

4 les nouvelles lignes :

R

′

3 = εR2 + (µ+ ε)R3

R

′

4 = δaR1 − (a+ µ)R4
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R

′′

4 = −(δa + µ)R
′

4 − δaR1

On obtient à la �n la nouvelle ériture de J0 :

J0 =

















−(δa+ µ) 0 −λ(1− a)S0 − (1− δ)aλS0 0

0 −(ε+ µ) λ(1− a)S0 + (1− δ)aλS0 0

0 0 Q1 0

0 0 0 µ(δa+ µ)Q1

















Ave : Q1 = −(α + β + µ)(µ+ ε) + ε [λ(1− a)S0 + λa(1− δ)S0]

En remplaçons S

0
par sa valeur on trouve :

Q1 =
λεΛ(1−δa)(R0−1)

R0(δa+µ)

Don les valeurs propres de J0 sont :

• λ1 = −(δa + µ) < 0

• λ2 = −(µ+ ε) < 0

• λ3 = Q1

• λ4 = µ(δa+ µ)Q1

On remarque que le signe de λ3 et λ4 dépend du signe de Q1.

Dans e as :

λ3 < 0 . . . si R0 − 1 < 0 ie si R0 < 1

λ3 > 0 . . . si R0 − 1 > 0 ie si R0 > 1

λ4 < 0 . . . si R0 − 1 < 0 ie si R0 < 1

λ4 > 0 . . . si R0 − 1 > 0 ie si R0 > 1

Don si R0 <1,J0 admet quatre valeurs propres négatives,don l'équilibre sans maladie est

loalement asymptotiquement stable.

Et pour R0>1,J0 admet au moins une valeur propre positive ,don e point est instable.
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3.2 Etude de la stabilité loale du point endémique

Pour étudier la stabilité du point endémique,il est préférable,en un premier temps de réduire

la dimension du système puisque les trois premières équations ne dépendent pas de R

On onsidère alors le sous système SEI :






























S=Λ− λ(1−a)
1+α1I(t)

S(t)I(t)− λ(1−δ)a
1+α1I(t)

S(t)I(t)− (δa+ µ)S(t)




E=

λ(1−a)
1+α1I(t)

S(t)I(t) + λ(1−δ)a
1+α1I(t)

S(t)I(t)− (µ+ ε)E(t)

�=εE(t)− (α + β + µ)I(t)

(3.1)

Proposition 3.2.1 Si R0>1 alors l'équilibre endémique est loalement asymptotiquement stable

pour le système (3.1),sinon il est instable.

preuve 3.2.1 Soit la matrie jaobienne du système (3.1)autour du point endémique :

J

∗ =











−(δa+ µ)− λ(1−a)
1+α1I∗

I∗ − λa(1−δ)
1+α1I∗

I∗ 0 − λ(1−a)
(1+α1I∗)2

− λa(1−δ)
(1+α1I∗)2

λ(1−a)
1+α1I∗

I∗ + λa(1−δ)
1+α1I∗

I∗ −(µ + ε) λ(1−a)
(1+α1I∗)2

+ λa(1−δ)
(1+α1I∗)2

0 ε −(α + β + µ)











J

∗ =











−Z1 0 −Z3

Z2 −(µ + ε) Z3

0 ε −(α + β + µ)











Ave :

• Z1 = (δa+ µ) + λ(1−a)
1+α1I∗

I∗ + λa(1−δ)
1+α1I∗

I∗

• Z2 =
λ(1−a)
1+α1I∗

I∗ + λa(1−δ)
1+α1I∗

I∗

• Z3 =
λ(1−a)

(1+α1I∗)2
+ λa(1−δ)

(1+α1I∗)2
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Faisons la rédution de Gauss on trouve :

J

∗ =











−Z1 0 −Z3

0 0 −(µ+ ε)Z1 Z3(Z1 − Z3)

0 0 Z4











Ave Z4 = −(α + β + µ)(µ+ ε)Z1 + εZ3(Z1 − Z2)

En remplaçant dans Z4 la valeur de I

∗
:

I

∗ = (R0−1)(δa+µ)
λ(1−δa)−α1(δa+µ)

Z4 =
−εC
K2 {λ(1− δa)(R0 − 1) + ǫΛC}

Ave :

C=[λ(1− a)− α1(δa+ µ) + α1(R0 − 1)(δa+ µ)]

K=λ(1− a)− α1(δa+ µ)

Don les valeurs propres sont :

• λ1 = −Z1<0

• λ2 = −(µ+ ε)Z1<0

• λ3 =
−εC
K2 {λ(1− δa)(R0 − 1) + ǫΛC}

Si R0>1 alors la matrie J

∗
admet trois valeurs propres à partie réelle négative.

De plus :




R=−µR+δaS+βI
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‖ R(t) ‖≤ ke−µt + δa
∫ +∞

0
‖ S(t) ‖ dt+ β

∫ +∞

0
‖ I(t) ‖ dt

Et omme ‖ S(t) ‖−→ 0 et ‖ I(t) ‖−→ 0 lorsque t −→ +∞
Don ‖ R(t) ‖−→ 0 lorsque t −→ +∞.D'où la stabilité loale du point endémique pour le

système (2.1).
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Chapitre 4

Etude de la stabilité globale

Dans e hapitre on propose une étude de la stabilité globale des points sans maladie et endé-

mique :

4.1 Etude de la stabilité globale du point sans maladie

On utilisant le théorème de Castillo havez [20℄,on étudie la stabilité globale d'équilibre sans

maladie.

On dé�nit le système (3.1) omme suit :







dX
dt

= F (X,Z)

dZ
dt

= G(X,Z)
(4.1)

Où X=S représente le nombre des individus sains(non infetés)et Z=(E,I) représente le nombre

des individus infetés.

Théoreme 9 On note l'équilibre sans maladie T

0 = (X0, 0).On onsidère les deux hypothèses sui-

vantes.

(H1) pour
dX
dt
=F(X,0),X0 est globalement asymptotiquement stable au point d'équilibre (X0,0)

(H2) G(X,Z)=BZ-
�

G(X,Z) ,

�

G(X,Z)=(�g1,�g2) où �gi>0 i=1,2 ; et B=DZG(X0,0) est une M-matrie.

le système (4.1) est globalement asymptotiquement stable au point (X

0, 0)

Appliquons e théorème à notre système :
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Lemme 4.1.1 Le point d'équilibre sans maladie du système (4.1) T0=(X0,0)est globalement asymp-

totiquement stable si les onditions (H1) et H(2) sont véri�ées,et si R0<1.

preuve 4.1.1 Considérons le système (3.1) qui se réérit sous la forme du système (4.1) ave :

X=(S),Z=(E,I),T0=(X0,0),X0=
Λ

δa+µ
.

F(X,Z)=Λ− λ(1−a)
1+α1I

SI − λa(1−δ)
1+α1I

SI − (δa+ µ)S

Don :lorsque t→ ∞, X→X0(lorsqu'il y a pas des infetés).

Don




X=F(X,0) s'érit :




X=Λ− (δa + µ)X, est globalement asymptotiquement stable au point d'équilibre (X0,0).

Le système (3.1) s'érit sous la forme :

G(X,Z)=





−(µ+ ε) λ(1− a)S0 + λa(1− δ)S0

ε −(α + β + µ)









E

I





-





λ(1− a)S0I + λa(1− δ)S0I − λSI(δa−1)
1+α1I

0





G(X,Z)=BZ-

�

G(X,Z)

telle que :

�

G(X,Z)=





λ(1− a)I(S0 − S
1+α1I

) + λa(1− δ)I(S0 − S
1+α1I

))

0





Et B=





−(µ + ε) λ(1− a)S0 + λa(1− δ)S0

ε −(α + β + µ)





Il est lair que les omposantes de

�

G(x,Z)sont tous positives,puisque S,E,I<S

0
et S

0
>

S
1+α1I

,B

est une M-matrie(d'après la dé�nition dans le hapitre 1)Don les 2 hypothèses (H1) et (H2) sont

véri�ées,don E

0
est globalement asymptotiquement stable d'après le théorème de Castillo havez .
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4.2 Etude de la stabilité globale du point endémique

4.2.1 La mesure de lozinski(la norme logarithmique)[10℄

Pour étudier la stabilité globale du point endémique,on utilise la méthode basée sur la norme

de Lozinski.Rappelons tout d'abord le prinipe de ette méthode.

Dé�nition 4.2.1 Soit le système :


x(t)= A(t)x(t) (4.2)

Soit M une matrie arrée n × n telle que ‖ Mx ‖≤‖ M ‖‖ x ‖ pour tout x∈ ℜ,et l'applia-
tion :µ : Mn×n −→ ℜ est appelé "mesure de lozinski" ,et elle est dé�nie par :

µ(M) = lim
h→0+

‖I+hM‖−1
h

On onsidère la solution x(t) du système (4.2),utilisons la norme ‖ . ‖,et soit D+ la dérivée à

droite de x(t) dé�nie par :

D+ ‖ x(t) ‖= lim
h→0+

‖x(t+h)‖−‖x(t)‖
h

D+ ‖ x(t) ‖= lim
h→0+

‖x(t)+hA(t)x(t)‖−‖x(t)‖
h

D+ ‖ x(t) ‖≤ lim
h→0+

‖x(t)‖(‖I+hA(t)‖−1)−‖x(t)‖
h

Don D+ ‖ x(t) ‖≤ µ(A(t)) ‖ x(t) ‖

d'où :

1
‖x(t)‖

D+ ‖ x(t) ‖≤ µ(A(t))

Intégrons les deux otés de 0 à t on trouve :
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‖ x(t) ‖≤‖ x(0) ‖ exp(
∫ t

0
µ(A(s))ds

don :si

∫ +∞

0
µ(A(t))dt = −∞ ,alors toute solution x(t) de (4.2)tend vers 0.

Don ,d'une manière générale une ondition su�sante pour obtenir la stabilité du système (4.2)

est que :

∃δ tel que µ(A(t)) ≤ −δ < 0 ,∀t ≥ 0

On onsidère la mesure de lozinski assoiée aux normes de L

1
,L

2
et L

∞
telle que M=[mij℄ ∈ Mn×n :

Norme ‖ x ‖ ‖ M ‖ µ(M)

L

1
∑n

j=1 | xj | maxj{
∑n

i=1mij maxj{mjj +
∑

i 6=j | mij |}
L

2
√

∑

j=1 x
2
j

√
ρ λ

L

∞
max| xj maxi{

∑

j=1 | mij |} maxi{mii +
∑

j=1i6=j
| mij |}

Théoreme 10 Considérons le système :


x= f(x) (4.3)

où f est supposée de C

1
sur son domaine de dé�nition D

(H

1
) D simplement onnexe .

(H

2
) Il existe un ompate K⊂ D.

(H

3
) Le problème (4.3)admet un unique point d'équilibre dans l'intérieur de D .

Soit x−→ P (x)





n

2



 ×





n

2





une matrie diagonale telle que P

−1
existe .

Et soit la quantité :

q= lim
t→+∞

sup supx∈K
1
t

∫ t

0
µ(B(x(s), x0))ds

tel que B=PfP
−1 + PJ [2]P−1

Ave Pf est donnée par : (Pij(x))f=
(

∂Pij(x)

∂x

)t

.f(x) = ▽pij .f(x)

J

[2]
:est la seonde matrie omposée rappelée en hapitre (1),elle doit être une matrie de Metzler.
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La quantité µ(B) est appelée la mesure de Lozinski :

µ(B) = lim
h→0+

|I+hB|−1
h

Si la quantité q<0 ,alors la stabilité globale du point d'équilibre onsidéré du système(4.3) est

véri�ée.

Remarque 4.2.1 La mesure de Lozinski est généralement utilisée pour estimer les valeurs propres

des matries.Elle est utilisée aussi dans l'étude de la stabilité globale des systèmes linéaires lorsque

ertain veteur norme est utilisé omme fontion de Lyapounov.La stratégie onsiste à onstruire

une fontion de Lyapounov,et une norme pour montrer la stabilité globale

La ondition :µ(PfP
−1 + A∂f [2]

∂x
A−1) < 0 est équivalente a dire que v(x,y)=| P (x)y | est une

fontion de Lyapounov.

Reprenons notre système : 
x=f(x),ave f au moins de C

1
sur son domaine de dé�nitionD supposé

simplement onnexe et ontenant un ompate K ⊂ D,de plus notre système admet un seul point

d'équilibre à l'intérieur de D,

et x(t,x0) une solution loale de e problème tel que x(t,0)=x0,il reste à dé�nir la quantité q

de telle sorte que q<0

l'équation variationnelle linéaire est donnée omme suit :


y(t)=

∂f(x(t,x0))
∂x

y(t),telle que ∂f(x(t,x0))
∂x

est la jaobienne de f au point x(t,x0).

Et soit la seonde équation omposée : 
w(t)=

(

∂f [2]x(t,x0)
∂x

)

w(t) tel que w(t)=(X(t), Y (t), Z(t))

et

∂f [2]

∂x
(x(t, x0))est la seonde matrie omposée.

Appliquons ette méthode à notre système (3.1), on trouve la seonde matrie omposée :
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J

[2] =











A11
λ(1−a)

(1+α1I)2
S + λa(1−δ)

(1+α1I)2
S λ(1−a)

(1+α1I)2
S + λa(1−δ)

(1+α1I)2
S

ǫ A22 0

0 λ(1−a)
(1+α1I)

I + λa(1−δ)
(1+α1I)

I A33











Ave :

A11 = −(δa + µ)− λ(1−a)
(1+α1I)

I + λa(1−δ)
(1+α1I)

I − (µ+ ε)

A22 = −(δa + µ)− λ(1−a)
(1+α1I)

I + λa(1−δ)
(1+α1I)

I − (α + β + µ)

A33 = −(µ+ ε)− (α + β + µ)

Soit le système linéaire assoié à J

[2]
:






















X=A11X +
(

λ(1−a)
(1+α1I)2

S + λa(1−δ)
(1+α1I)2

S
)

(Y + Z)




Y=εX + A22Y

�=

(

λ(1−a)
(1+α1I)

I + λa(1−δ)
(1+α1I)

I
)

Y + A33Z

(4.4)

On onsidère la fontion de Lyapounov suivante :

V(X,Y,Z,S,E,I)=| P (S,E, I).(X, Y, Z) |

telle que la matrie P=diag(1,

E
I
, E
I
) et | . | est la norme dans ℜ3

dé�nie omme :

| (X, Y, Z) |=sup{| X |, | Y | + | Z |}

V(t) =sup

{

| X(t), E
I
(| Y (t) | + | Z(t) |)

}

Calulons maintenant la dérivée à droite de V :

D+V(t) ≤ sup

{

D+ | X |, D+
E
I
(| Y | + | Z |)

}

D+ | X |≤ A11X +
(

λ(1−a)
(1+α1I)2

S + λa(1−δ)
(1+α1I)2

S
)

(Y + Z)
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D+ | Y |≤ εX + A22Y

D+ | Z |≤
(

λ(1−a)
(1+α1I)

I + λa(1−δ)
(1+α1I)

)

Y + A33Z

D+
E
I
(| Y (t) | + | Z(t) |) ≤

(

E′I−EI′

I2

)

(| Y (t) | + | Z(t) |) + E
I
D+ (| Y (t) | + | Z(t) |)

≤
(

E′

E
− I′

I

)

E
I
(| Y (t) | + | Z(t) |) + E

I
D+ | Y (t) | +E

I
D+ | Z(t) |

≤
(

E′

E
− I′

I

)

E
I
(| Y (t) | + | Z(t) |)

+E
I

[

ǫ | X(t) | −(δa + µ) | Y (t) | −λ(1−a)
1+α1I

I | Y (t) | −λa(1−δ)
1+α1I

I | Y (t) | −(α + β + µ) | Y (t) |
]

+E
I

[(

λ(1−a)
1+α1I

I + λa(1−δ)
1+α1I

I
)

| Y (t) | −(µ+ ε) | Z(t) | −(α + β + µ) | Z(t) |
]

≤
(

E′

E
− I′

I

)

E
I
(| Y (t) | + | Z(t) |) + εE

I
| X(t) | −(δa + µ)E

I
| Y (t) | −(α + β + µ)E

I
| Y (t) | −

(µ+ ε)E
I
| Z(t) | −(α + β + µ)E

I
| Z(t) |

D+
E
I
(| Y (t) | + | Z(t) |) ≤

(

E′

E
− I′

I
− (α + β + µ)

)

E
I
(| Y (t) | + | Z(t) |) + εE

I
| X(t) | −

(δa+ µ)E
I
| Y (t) | −(µ + ε)E

I
| Z(t) |

Par dé�nition on a

D+‖V (t)‖
‖V (t)‖

≤ µ(A) ≤ sup(g1, g2)

Telle que :

g1 = − (δa+ µ)− λ(1−a)
1+α1I

I − λa(1−δ)
1+α1I

I − (µ+ ε) + I
E

(

λ(1−a)
(1+α1)2

S
)

+ I
E

(

λa(1−δ)
(1+α1I)2

)

g2 =
E′

E
− I′

I
− (α+ β + µ) + εE

I
− (δa+ µ)− (µ+ ε)

En e�et :
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g1 ≤ − (δa+ µ)− λ(1−a)
1+α1I

S − λa(1−δ)
1+α1I

S − (µ+ ε) + I
E

(

λ(1−a

(1+α1I)
S
)

+ I
E

(

λa(1−δ

(1+α1I)

)

D'après la deuxième équation du système(3.1) on a :




E=

λ(1−a)
1+α1I

SI + λ(1−δ)a
1+α1I

SI − (µ+ ε)E

Don :

E′

E
= λ(1−a)

1+α1I(t)
SI
E

+ λ(1−δ)a
1+α1I

SI
E

− (µ+ ε)

On obtient alors :

g1 ≤ E′

E
− (δa + µ)

g1 ≤ E′

E
− µ

Pour g2 :

De la troisième équation du système (3.1) on a :

�=εE(t)− (α + β + µ)I(t)

Don :

I′

I
= εE

I
− (α + β + µ)

On obtient alors :

g2 =
E′

E
− (δa+ µ)− (µ+ ε)

g2 ≤ E′

E
− (δa + µ)

g2 ≤ E′

E
− µ

On a dit auparavant que la ondition : µ(PfP
−1 + A∂f [2]

∂x
A−1) < 0 est équivalent a proposer

V(.) omme fontion de Lyapounov.Don on peut trouver es résultats en utilisant ette ondition

(elle est introduite par Li et Muldowney).
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Soit la matrie : B=PfP
−1 + PJ [2]P−1.

P=diag(1,

E
I
, E
I
).

P

−1
=diag (1, I

E
, I
E
)

Pf=diag(0,
E′I−EI′

I2
, E

′I−EI′

I2
)

PfP
−1
=diag

(

0,
(

E′

I
− EI′

I2

)

I
E
,
(

E′

I
− EI′

I2

)

I
E

)

PfP
−1
=diag

(

0, E
′

E
− I′

I
, E′

E
− I′

I

)

On alule maintenant PJ

[2]
P

−1
:

PJ

[2]
P

−1 =











1 0 0

0 E
I

0

0 0 E
I





















A11
λ(1−a)

(1+α1I)2
S + λa(1−δ)

(1+α1I)2
S λ(1−a)

(1+α1I)2
S + λa(1−δ)

(1+α1I)2
S

ε A22 0

0 λ(1−a)
1+α1I

I + λa(1−δ)
1+α1I

I A33





















1 0 0

0 I
E

0

0 0 I
E











PJ

[2]
P

−1
=











A11
λ(1−a)

(1+α1I)2
S + λa(1−δ)

(1+α1I)2
S λ(1−a)

(1+α1I)2
S + λa(1−δ)

(1+α1I)2
S

E
I
ε E

I
A22 0

0 E
I

(

λ(1−a)
1+α1I

I + λa(1−δ)
1+α1I

I
)

E
I
A33





















1 0 0

0 I
E

0

0 0 I
E











Finalement on a :

B=PfP
−1
+PJ

[2]
P

−1

B=











0 0 0

0 E′

E
− I′

I
0

0 0 E′

E
− I′

I











+











A11
I
E

(

λ(1−a)
(1+α1I)2

S + λa(1−δ)
(1+α1I)2

S
)

I
E

(

λ(1−a)
(1+α1I)2

S + λa(1−δ)
(1+α1I)2

S
)

E
I
ε A22 0

0 λ(1−a)
1+α1I

I + λa(1−δ)
1+α1I

I A33
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B=











A11
I
E

(

λ(1−a)
(1+α1I)2

S + λa(1−δ)
(1+α1I)2

S
)

I
E

(

λ(1−a)
(1+α1I)2

S + λa(1−δ)
(1+α1I)2

S
)

E
I
ε E′

E
− I′

I
+ A22 0

0 λ(1−a)
1+α1I

I + λa(1−δ)
1+α1I

I E′

E
− I′

I
+ A33











On pose B=





B11 B12

B21 B22





• B11 = A11

• B12 =
(

I
E

(

λ(1−a)
(1+α1I)2

S + λa(1−δ)
(1+α1I)2

S
)

, I
E

(

λ(1−a)
(1+α1I)2

S + λa(1−δ)
(1+α1I)2

S
))

• B21=





εE
I

0





• B22=





A22 +
E′

E
− I′

I
0

λ(1−a)
(1+α1I)2

S + λa(1−δ)
(1+α1I)2

S A33 +
E′

E
− I′

I





Soit µ1 : la mesure de Lozinski dans L

1
. On a µ(B) ≤ sup (g1, g2)

Ave : g1=µ1(B11)+ | B12 | g2=µ1(B22)+ | B21 |

telles que :| B12 | et | B21 | sont des normes des matries dans L

1
.

g1=µ1(B11)+ | B12 |

g1 = −(δa + µ)− λ(1−a)
1+α1I

I − λa(1−δ)
1+α1I

I − (µ+ ε) + I
E

(

λ(1−a)
(1+α1I)2

S + λa(1−δ)
(1+α1I)2

S
)

g1 ≤ −(δa + µ)− λ(1−a)
1+α1I

I − λa(1−δ)
1+α1I

I − (µ+ ε) + I
E

(

λ(1−a)
1+α1I

S + λa(1−δ)
1+α1I

S
)

De la deuxième équation du système (3.1) on a :

E′

E
= λ(1−a)

1+α1I
SI
E

+ λa(1−δ)
1+α1I

SI
E

− (µ+ ε)

Don on obtient :
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g1 ≤ E′

E
− (δa + µ)− λ(1−a)

1+α1I
I − λa(1−δ)

1+α1I
I

g1 ≤ E′

E
− µ

Maintenant g2 :

g2 =| B21 | +µ1(B22)

| B21 |= εE
I

µ1(B22) = max
{

A22 +
E′

E
− I′

I
+ λ(1−a)

1+α1I
I + λa(1−δ)

1+α1I
I; E

′

E
− I′

I
+ A33

}

On a utilisé le faite que : µ(M) = maxj

{

mjj +
∑

i 6=j | mij |
}

µ(B22) =
E′

E
− I′

I
− (µ+ ε)− (δa+ µ)− λ(1−a)

1+α1I
I − λa(1−δ)

1+α1I
I − (α+ β + µ)

Don on obtient :

g2 =
εE
I
+ E′

E
− I′

I
− (µ+ ε)− (δa+ µ)− λ(1−a)

1+α1I
I − λa(1−δ)

1+α1I
I − (α+ β + µ)

Dans le système (3.1) on a :

�=εE − (α + β + µ)I don :

I′

I
= εE

I
− (α + β + µ)

On obtient :

g2 =
E′

E
− (µ+ ε)− (δa+ µ)− λ(1−a)

1+α1
I − λa(1−δ)

1+α1I
I

g2 ≤ E′

E
− µ
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µ(B) ≤ sup(g1, g2) ≤ E′

E
− µ

Don :

q= lim
t→+∞

supsupx∈K
1
t

∫ t

0
µ(B)ds où K⊂ int ∆

q≤ 1
t

∫ t

0
(E

′

E
− µ)ds

q≤ 1
t
[lnE − µs]t0

q≤ 1
t
(lnE(t)− µt− lnE(0)) ,E(0)6=0

q≤ 1
t
ln(E(t)

E(0)
)− µ ,la quantité ln

E(t)
E(0)

est bornée dans K

Don : q≤ −µ < 0 quand t−→ +∞ Don d'après le théorème le point endémique

(S∗, E∗, I∗, R∗) est globalement asymptotiquement stable.

4.3 Conlusion générale

Dans e mémoire,nous avons proposé une étude générale sur un modèle de type SEIR.Nous

avons onsaré une partie de notre travail à un onept entral en épidémiologie :le taux de re-

prodution de base qui est un seuil qui donne des informations sur la propagation de la maladie ;

ensuite on présente un résultat prinipal sur la stabilité globale des points d'équilibre sans maladie

et endémique.On obtient des résultats par deux méthodes di�érentes :la méthode direte de Lya-

pounov,et l'approhe géométrique du Li et Muldoney en utilisant la mesure de Lozinski.
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