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Notations

Notation
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T:]a:\:\/(x%+a:§+---+x?v)

ou OJOu ou
Du = —
u=Vu (8:61’ Oxy T Oxn
Au
p/
. Np
S
of)
0pS7
supp (u)
meas(A) = |A|
-1l
- llx
Br

)

Définition
Elément de RY
Module de z
Gradient de u
Laplacien de u
Exposent conjugué de p, ]19 + ;/ =1

Exposent critique de Sobolev

Frontiere de €2

Le bord parabolique de Qr

Support de la fonction u

Mesure de Lebesgue de A ¢ IRY

Norme dans 'espace L*(12)

Norme dans ’espace X

Boule de RY de rayon R centrée & lorigine

Boule de IRY de rayon R centrée en zy € IRY



NOTATIONS

Notation
X/
<'> >
\
Q' cc

Définition
Espace dual de X
Produit scalaire dans IRY / crochet de dualité X, X’
Différence d’ensemble
(Y sous ensemble ouvert de Q avec ¥ C
Presque partout
Partie positive de la fonction V, V't = max(V,0)
Partie negative de la fonction V', V'~ = max(—V,0)
Espace des fonctions continues sur €2
Espace des fonctions continues sur €2 a support compact
Espace des fonctions Holderiennes sur €2
Espace des fonctions de classe k dans €2
Espace des fonctions Holderiennes de classe k sur €2
Espace des fonctions de C*(2) & support compact
Espace des fonctions indéfiniment dérivable €2
Espace des fonctions de C*°(€2) a support compact
Espace des fonctions de D(£2) positives
Espace dual de C3°(2), c’est a dire espace des distributions
Espace des fonctions de classe a dans €2 par rapport a x,
et de classe § dans (0,T) par rapport a t.
{u:Q — IR |u mesurable, [, |ulP < oo}, 1 <p< o0
{u: Q — IR |u mesurable 3C tal que |u(z)| < C en
pp. €N}
Espace dual de LP(2)
Espace de Sobolev, a dérivée jusqu’a l'ordre k
dans LP(£2)
Espace de Sobolev avec trace nulle
Wh2(Q)
Wy ()



Introduction

La théorie des systemes d’équations aux dérivées partielles non linéaires a
connu récemment un tres grand avancement théorique et pratique, cette évolution
a été motivée par des applications des systemes EDP en physique, biologie, chimie
et d’autre sciences.

Notre but dans ce mémoire est de considérer une classe de systemes elliptiques
et paraboliques non linéaires couplés qui modélisent un événement d’interaction

entre deux populations biologiques.

Les termes non linéaires integrent les interactions entre les deux espéces occu-
pant un domaine commun. Les cas de concurrence (compétition), de coopération

ou relation proie-prédateur sont couvertes par le modele proposé.

Plus précisément, on considere le systéme parabolique suivant

%—alAulzfl (Ul,UQ), (.’L’,t)GQT:QX (O,T)
%—UQAUQZfz (u1,uz), (x,t) € Qr (1)
u1($7t> = gl(‘xat)? (I,t) € apQT
UQ(ZE,t) = g2(ZL‘,t), <x>t) € 8pQT

Ou 2 € RY est un domaine borné avec 92 € C%<, f; € C*(R?), et g; € C?*+1*5(Qr)
avec un certain 0 < « < 1 pour chaque i = 1,2. Ainsi que le cas stationnaire

associé

—01Auy = fi (ug,uz), = €Q,

—02Auy = fo (ur,uz), € Q,
u =0 x € 092,
Uy =0 x € 0f).




4 INTRODUCTION

L’existence d'une solution pour le systeme parabolique peut étre démontré
en utilisant la théorie des semi-groupes. Dans ce mémoire on va développer la
méthode de monotonie pour prouver l'existence des solutions positives pour les
deux systemes (elliptique et parabolique).

L’avantage de cette méthode est quelle peut étre appliquée a une classe tres
grande de systémes non linéaires une fois qu’on a un principe de comparaison.
On peut couvrir méme le cas ou 'operateur principal n’est pas linéaires (de type
p-laplacien,...,).

A Taide de cette méthode on va analyser aussi le comportement asymptotique
de la solution de systéme parabolique. L’idée consiste a utiliser un argument
d’encadrement et de passer a la limite dans le temps.

L’exemple typique qu’on va analyser en détail est le suivant :
fi(u,v) = ula — bu — cv), folu,v) =v(e — gv — du).

Il est clair que cet exemple généralise le modele logistique pour deux populations
distincts. Suivant les valeurs des parametres a,b,c,d, e et g, on va couvrir les

trois cas importants : Concurrence, coopération ou relation proie-prédateur.

Le mémoire est divisé en trois chapitres : Le premier chapitre est dédié a
présenter des outils d’analyse non linéaire nécessaire pour étudier nos systemes
et présenter d’'une maniere complete la méthode de monotonie.

Dans le chapitre deux on présente la méthode de monotonie (connue aussi
sous le nom de méthode de sous-sur solutions) dans un cadre général. Notons
que la situation est différente en comparant avec le cas d’'une équation unique.

Suivant des hypotheses naturelles sur les fonctions f; et fo, on va classifier le
probléeme en trois grandes catégories : Quasi-monotone-croissante, décroissante
ou mixte. Le but du chapitre est de démontrer 1’existence d’une solution sous la
condition d’existence d'une sous et sur solution ordonnées.

Enfin dans le dernier chapitre on applique notre étude théorique pour traiter

le systeme .



Chapitre 1
Préliminaires

Nous présentons quelques outils d’analyse non-linéaire qui seront utilisés au
cours de ce mémoire. Notons qu’on va étudier deux types de problemes "éllip-
tiques et paraboliques", nous allons donc subdiviser ce chapitre en trois parties :
Dans la premiere partie nous faisons appel a des résultats de base, comme les
notions des espaces de Lebesgue et quelques résultats de compacité d’usage im-
portant comme le théoreme de Rellich-Kondrachov.

La deuxieme partie est consacrée a présenter les outils nécessaires dans les es-
paces de Sobolev pour étudier les problemes elliptiques.

Enfin dans la derniére section nous présentons les notions et les propositions
nécessaires dans les espaces de Sobolev paraboliques pour étudier les problemes

paraboliques associés.

1.1 Quelques outils dans les espaces de Lebesgue

Dans toute la suite 2 désigne un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue

dz. Voici quelques définitions de base dans les espaces de Lebesgue :

Définition 1.1. Soit p € R avec 1 < p < 00 ; on pose
LP(Q):{f Q0 >R ;fmesurableetl\fl\Lp<oo}-

On note

Wl = [[1r@paz]
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C’est la norme dans 'espace de Lebesgue LP.

Définition 1.2. On pose

L>(Q) = { f : Q — R ;fmesurable et June constante Ctell que | f(z)| < C p.p. surQ }
On note ||f||ze = nf{C; |f(x)| < C p.p.sur Q}

Définition 1.3. Soit 1 < p < 00; on dit qu'une fonction f: 2 — R appartient
a Ly .(Q) si

loc

f1x € LP(Q) pour tout compact K C €.

Notation On désigne par Ck(Q) I'espace des fonctions de C* sur Q & support
compact, Vk € N
Clest-a-dire CF(Q) = {f €CF f(z)=0Vz € Q\ K ot K C Q est un compact et Vk € N} :

Théoréme 1.1. Soit f € L},.(Q) tel que
/fu:O YV u e Cy().

Alors f =0 p.p. sur Q

Remarque 1.1. Soit 1 < p < oo; on désigne par ¢q 'exposant conjugué de p

. 1,1
t.e. -+ -==1.
p+q

On représente maintenant I'inégalité de Young qui sera un outil puissant pour

la démonstration de l'inégalité de Holder (voir [4]) :

Théoréme 1.2. (Inégalité de Young)

Soient pet g sont deux exposants conjugués, alors on a

al? b
ab < — + — Va >0, Vb >0.
p q
Théoréme 1.3. (Inégalité de Holder)
Soient f € LP et g € L7 avec 1 < p < oo deux exposants conjugués.
Alors f.g € L' et

[ 1591 < 111120 gl
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Le théoréme suivant donne un sens & la norme || . ||z», pour la démonstration
voir [4].
Théoréme 1.4. L? est un espace vectoriel et || .|| est une norme pour tout
I <p< oo

Théoréme 1.5. (Fischer-Riesz)

LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

Pour la preuve de ce théoreme il est conseillé de voir [4]. Voici quelques
outils fondamentaux pour montrer la convergence d’une suite mesurable dans les

espaces LT :

Théoréme 1.6. (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi)
Soit {f,} une suite croissante de fonctions de L' telle que Sup / fn < 0.

Alors f,(z) converge p.p. sur € vers une limite finie notée f(x); de plus f € L!

et an—fHLl — 0.

Théoréme 1.7. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit {f,} une suite de fonctions de L'. On suppose que

a) fo(x) — f(z) p.p. sur S
b) 1l existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |f,(z)] < g(z) p.p. sur

Q.
Alors f € LY(Q) et || fn — f]lzr — 0.

Lemme 1.1. (Lemme de Fatou)

Soit {f,} une suite de fonctions de L' telle que
(1) Pour chaque n, f,(x) > 0 p.p. sur

(2) Sup/fn < 00.

Pour Tézhaque x € Q on pose f(z) = Lim inf fn(x).
Alors f € LY(Q) et

Le lemme suivant est I'une des versions de lemme de Fatou :
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Lemme 1.2. (Brézis-Lieb)(Correction de lemme de Fatou)
Pour 1 <p < oo, soit {f,} C LP(Q2) bornée telle que
fo — fp.p., alors f € LP(Q) et

n—oo

tim [ | 1@ = @) = |fula) = F@)F | dp =0

& [lfa= 11 = [1al = [17+o0(1)

On présente ici le lemme suivant qui sera trés utile pour montrer les résultats

d’existence.

Lemme 1.3. (Lemme de Vitali)

Soit © un demaine borné de RY, 1(Q) < co avec

fo — [ pp.dans Q et ||fullr < C, pour 1 < p < oo

Si Ve > 0; dn > 0 telle que

VE C Q un ensemble mesurable avec u(E) <n = / | fulPdp < e
Alors || fn, — fllz» — 0. "

Pour plus de détails sur les espaces de Lebesgue voir [4] et [7].

1.2 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Nous allons présenter dans cette section quelques définitions utiles qui seront

utilisées pour étudier les problemes elliptiques.

Définition 1.4. Soit  un ouvert de IRY, et soit 1 < p < +oo. L’espace de
Sobolev WP(Q2) est défini par

ou

8371‘

WP (Q) = {u € LP(Q); tels que € LP(Q2) pour tout i = 1...N} :

L’espace W'?(Q) est muni de la norme suivante :

N

ullyrn ey = el o) + 22
i=1

ou
3@»

Lr(Q)
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ou bien de la norme équivalente :

1
v (si 1<p<+o0)

lullwing = (lulfn@ + 1 Velfoe)
Si p = +00, la norme de I'espace W1°°(Q) est donnée par

[l 100 () = sUP [uf + sup [Vaul.
Q Q

En particulier pour p = 2, on note W = H! est un espace de Hilbert muni du

produit scalaire

N <8u ov

(u,v)le(u,v)p%—; (9:13‘1'7833'1>L2’ pour tout u,v € H'.

2 2
L2

La proposition suivante représente les proriétés fondamentales de ’espace W1?,

Et la norme associée

[un

ou
al'i

N
[ull = (||U\|i2 +
i=1

est une norme équivalente a celle de W12,

pour la preuve on renvoie le lecteur a la référence [4] :

Proposition 1.1. L’espace WP est un espace de Banach pour 1 < p < o0}
WP est réflexif pour 1 < p < 0o et séparable pour 1 < p < 0.

L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.
Voici un premier résultat de densité :

Théoréme 1.8. (Friedrichs).
Soit u € W'P(Q) avec 1 < p < oo. Alors il existe une suite {u,}, y de C5°(RY)

telle que
(1) Upjo — U dans LP(Q).
(2) Vi, = Vuy, dans (LP(w))N pour tout w cC Q.

(Nous rappelons que la notation w CC {2 signifie que w est un ouvert tel que

w C Q et w est un compact).
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Pour la démonstration il est conseillé de voir [4].

Remarque 1.2. L’espace C}(RY) est dense dans 'espace W7 (RY)

i.e CH(RN) = WP(RY).
Nous présentons maintenant un théoreme important qui affirme que si
1 <p < oo alors WHP(Q) C LP (Q), et on prend Q = RY.

Théoréme 1.9. (Inégalité de Sobolev) Soit 1 < p < oo, alors

Wir(RY) C LP"(RY) ou p* est donné par Pt = N]\%,

Et il existe une constante C' = C'(p, N) telle que
||| s < C||Vul|rr Yu € WHP(RY).
La preuve de ce théoreme se trouve dans [4].

Définition 1.5. Soit 1 < p < oo, Pespace W, ?(Q) désigne la fermeture de C1(Q)
dans W'?(Q). L’espace Wy"(Q) muni de la norme induite par W'(Q) est un

espace de Banach séparable, il est de plus réflexif si 1 < p < oo.

Remarque 1.3. D’aprés la remarque , on a
Wy P(RY) = Wiep(RY).
Mais dans le cas général i.e pour @ C RN on a
W (Q) # W(Q).

Remarque 1.4. Une fonction v € L, (Q) alors v € W,5(Q), si pour tout
K cc Q (compact) ,v € W'P(K).

Lemme 1.4. Soit u € W'(Q), 1 < p < oo, avec Supp u compact inclus dans
Q, alors u € W, P(Q).

Le corollaire suivant représente un résultat trés important dans les espaces

H.
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Corollaire 1.1. (Inégalié de Poincaré) on suppose que 2 est un ouvert borné.

Alors il existe une constante C' (dépendant de €2 et p) telle que
[lullzr < Cl[Vaul|Lr (1 < p < o0).

L’expression ||Vu||r» est une norme sur Wy () qui est équivalente & la norme
|[ul|wrr(e) ; sur Hy(Q2) I'expression / VuVuv est un produit scalaire qui induit
Q

la norme ||Vu||z2 équivalente a la norme ||u||g1.

Remarque 1.5. L’inégalié¢ de Poincaré reste valable si ) est de mesure finie, ou

bien si €2 est borné dans une direction.

Maitenant on présente le théoreme de Rellich-Kondrachov qui est un ré-
sultat tres important dans I’étude des EDP elliptiques, parce que il montre I'in-
jection entre les espaces de Sobolev Wol () et certains espaces de Lebesgues L?,
ce résultat de compacité est un outil fort dans I’étude des EDP qui nous permet

de passer d’un espace de Sobolev a un espace de Lebesgue.

Théoréme 1.10 (Rellich-Kondrachov). Soit © un domaine borné de IRY tel
que € est de classe C1,
~Sip< N alors W (Q (€2), Vge[l,p[avecp = .
~Sip=N alors WY»(Q (), Vqel[l,+oof.
~Sip>N alors WhY(Q) <= C(Q).

) — L7
) — L1
Si on remplace I'espace WP () par W, ?(€) alors les injections précédente sont
vérifiées indépendament de la régularité du domaine ).

Nous recueillons ici un théoreme qui sera d’un usage fréquent dans ce qui

suit, c’est 'inégalité de Gagliardo-Niremberg.

Théoréme 1.11. (Gagliardo-Niremberg)
Soit v € W, ?(Q), p > 1. Pour tout nombre fixé s > 1, il existe une constante C

qui dépend uniquement de N, p et s telle que :

1llza@) < ClIVlIToo Il

L+(5) (1.1)
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Ou a €1[0,1] ,p,q > 1 vérifie :

1 1\/1 1 1\
=) (o) 1

Et valable si :

4 AT _p
(1.1.2) SiN=1,q¢ [S’_"OO]?CY € [O’ p+8(p—1)}
(1.1.4) Sil<p<N,ael0.letqe [s,y2] sis< 32
N N
q € N—pp’S] 518 > N—pp
(1.1.444) Sip>N>1,q€[s,+00)eta € |0, oty ]

Il est conseillé de voir [I], [4] et [6] pour avoir plus sur les espaces de Sobolev

1.3 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

paraboliques

De méme que dans la section précedente, on va présenter dans cette section

quelques outils qui seront utilisés pour étudier les problemes paraboliques.

1.3.1 Quelque notations

Soit © un domaine borné dans RY de frontiére 99 et pour 0 < T' < oo on
note Qp = Q x (0,7] c’est le domaine cylindrique.
Et aussi soit Sy = 9 x (0,T],I' = S7 U (2 x {0}) indiquent le bord latéral et le
bord parabolique de €21 respectivement.
Nous itroduisons des espaces de fonctions de (z,t) € Qp, qui présentent une

régularité différente dans les variables d’espaces et de temps.

1.3.2 Quelques définitions et propriétés fondamentales

Définition 1.6. Soient ¢, > 1, f est une fonction définie et mesurable, elle

appartient a L9 (Qp) = L" (0,7 L1($2)) si :
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1 f 1 Lor @) = (/ £, ||Lq(Q)dt2 _ (/OT</Q|f(x,t)|qd:p>2dt>i<oo

En général pour X un espace de Banach 1 < ¢ < oo

1
q

T
rerorx s ([Tl <o
0
Définition 1.7.

On dit que f € LE(Qr) si f € L (K) tell que K CC Qr (un compact).

Remarque 1.6. Si ¢ = r ceci implique que

1

e = (15N Ewrtt) = s
D’ou L2 () = L1(Qr), de méme pour L (Qr) = L (Qr).
Définition 1.8.

Soient m,p > 1 et on considére les espaces de Banach.

VRQp) = L (0,3 () 1 27 (0,73 ()

Et
Vi (Qr) = L (0,T; L™ () N L7 (0, T; Wy ()

Et muni de la norme, pour v € V™P(Qr) on a :
10llvrr@r) = l0llz0mizm@) + 0l o (0 w2 (@)

D’autre part on a

el rsngoimy = ) 10CO gt

Et on a
(/ Vol D[l ) (/ /|Vv (z,1) |pdxdt>
(. !w:c,mpdxdt)p = |IVollzean)

3=
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Par conséquence ||v||ym.r(a,) = supess||v(.,t)||Lm @)+ ||VV||Lry), €st une norme
pour les deux espaces ci-dessus. et
Quand m = p, on a

Vit (Qr) = Vi (Qr)

Et

VPP(Qr) = VP(Qr)

La proposition suivante montre 'injection continue de V"?(Q2r) dans L(Qr) :

Proposition 1.2. Il existe une constante v qui dépend uniquement de N, p

et m telle que :

// v(x,t)|%dxdt < AP <// |Vo(z t)]’kia:dt) (%nggs/g\v(x,tﬂmdx) (1.3)

Ouq= pN;\r,m

De plus

Zfs

V][ ey < Al|0l|vmre @) (1.4)

Démonstration. On suppose que N(p —m) +mp >0

Pour g = pNim™ = p 4 21

On a

pm
| N

o opde = [ ol
= [ (1 0#5) T (o)

D’aprés I'inégalité de Holder

< (/va(a;,t)w”idx)

Et d’aprés I'inégalité de Sobolev on a :

(=) < (fer)
( /Qrv|~”—”p)NNp <y ([Ivor)

zs

E (/Q|v(x,t)]md:c>

Ceci implique
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Donc

/Q’U(l’,tﬂqu <P (/vav\p) (/Q|U(x,t)\mdx) pour 0 <t <T

On sait que v € L* (0,7; L™(R2)), d’ou

2fs

/]U|mdx < Supess/ lv(z,t)|"dx
Q Q

0<t<T

Ceci nous donne

2

0<t<T

/|v(:€,t)\qdm < AP (/ |VU]”) (Supess/ \U(x,t)|mdx> ,pour 0 <t <T
0 0 0

Et par suite, on intégre sur (0,7)1.e.

//Q |v(z, t)|Tdxdt < AP (//Q |Vv|p> (Supess/g[v(x,tﬂmda:) d’ot (1.3))

0<t<T

Pour montrer ((1.4) on réecrit (1.3]) sous la forme

. b ;
lellzsns = ] It OMuat) = ([ fotorolrasae)

Ceci est équivalent a

lollzsan) <% ([ 1VoPdad) (Supess / |v<m,t>|mdx)
Qr o<t<T JQ

P
P qN
< IVollEuar) (Sp /Q\v@,mmdx)

Et par suite

mp
P qN
V]| Lo@r) < AVl Laap) | Supess|[o(., 1)]]m @)
©@r) | =
<t<T

Onaq:p+p%<:>§+’q%:1<:>%:1—

ESHS]
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On applique I'inégalité de Young, on aura donc

anN_
P 4 1-2
(||Vv!|2q(QT)>p (%Zztogsl|v(.,t)llm(m “

vllza@r) < ; + i

p 1-2

q

Alors
V]| Lager) < My |[|[V]|

<t<T

<7 |||V

LP(Qp)+ b(;upess| lu(.,t)| |Lm(9)]

<t<T
_ P1_7p

telle que M = max{q,l q} <1

D’ou

[[v]]Lary < Al|v|lvmey) Vv € VTP (Qr)

LP(Qr)+ %’upess| (., )| zm @)

Par conséquence v € L(Qr) c-a-d V™P(Qr) — LI(r) (c’est I'injection conti-

nue de VP (Qr) dans L(Qr)), d’ou (1.4)).

]

Un résultat important pour le cas ou p = m et par 'utilisation du théoreme

c’est la proposition suivante :

Proposition 1.3. Il existe une constante v qui dépend uniquement de N et p,

telle que pour tout v € Vi (Qr) :

[Vl zr0.1:29(2)) < Y[|v]lver)

Ou les nombres ¢, > 1, sont reliés par :

Et valable si :

q€ (p,oo), relp?oo); si N=
g€ p 2], relp

q € [p,00), re{pQ oo}; si 1< N<p

(1.5)

(1.6)

(1.7)
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Démonstration.

Soit v € VJ'(Qr) et soit 7 > 1 choisi & partir du théoréme [L.11] pour s = p

Il en résulte que :

1o( Ollza@) < BIVOCO|To o [l D) o

Ceci veut dire

([ 10

1
T

<5 ([ Imetolz o >||M>dt)

< BSupessHv L,,(Q) </ [|Vu(., (Q)dt>

o<t<

On choisit ar = p, ceci nous donne

([ 1Dl antt) < aupessotolizi (1700 at)

D’ou

o<t<T

1-2
r P
lelle-ranen < 8 (SupesoC Ol ) 190l
On applique I'inégalité de Young encore une fois on obtient

< pp
(/ (., ||Lq(QT dt) <7||v||vp(QT),0u7_ﬁmax{1— }

7’ T

Ona%zN(%—%),d’oﬁ

1 1 1 1
vzﬁmax{l—N<—>,N<—>}.
p q p g
Dot (TF).

Et (1.2)), (1.1.4), (1.1.492) et (1.1.747) donnent (1.6)), (1.7]. O

La proposition suivante est valable pour les fonctions v € V?(€27) non nécés-

sairement nulles sur le bord latéral de Q.
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Proposition 1.4. Il existe une constante v qui dépend uniquement de N, p, m,

et la structure de 09, telle que pour tout v € VP(Qr) :

T

T
(0.7 L4 < 14— p 1.8
Jellomanen <1 (1+ g ) el (18)

Ou g et r satisfassent (1.6)) et ((1.7)).

Définition 1.9. (Moyennes de Steklov)

Soit v est une fonction dans L'(Qr) et pour 0 < h < T, on introduit les moyennes
de Steklov :

vp(.,t) est défini pour tout 0 < h < T par

t+h
l/ v(.,7)dr, si te€ (0,7 —h)
¢

Uy = h
0, st t>T—h
t
%/ v(.,,7)dr, si te (h,T]
vy, = t—h
0 st t<h

)

Voici le lemme suivant qui utilise les les moyennes de Steklov, et pour sa

démonstration il suffit d’utiliser les propriétés des espaces LP.
Lemme 1.5.
Soit v € L% (§2r), alors
v, — vdans LY (Qr_.), Ve € (0,T).
h—0

Sive C(0,T;L%Q)), alors

vp(.,t) — v(.,t) dans LI(Q2), Yt € (0,T —¢€), Ve € (0,T).

h—0
Et on refait les mémes démarches pour vj.

Pour plus de détails voir [5].



Chapitre 2
La méthode de monotonie

La méthode de sous et sur-solutions est un outil puissant pour établir des

résultats d’existence pour les équations différentielles. De plus, cette méthode
peut également étre appliquée a des systémes. L’'idée de base de cette méthode
est d’utiliser une sous-solution ou une sur-solution comme une itération initiale
dans un processus itératif approprié, de sorte que la suite résultante d’itérations
soit monotone et converge vers une solution de ce probleme.
Dans ce chapitre, la méthode de sous et sur-solutions et de son itération monotone
associée sont introduites pour une équation de la chaleur scalaire et un systeéme
d’équations de chaleur couplées. Similairement cette méthode peut étre appliquée
a des équations et des systemes paraboliques dans une forme plus générale et
également a des équations et des systemes elliptiques.

Nous faisons appel a un théoréme nécessaire pour la suite :
Théoréme 2.1. (Le principe du maximum :le cas elliptique )

Soit © un demaine borné de RY et v € W1H2(Q), alors si :

—Au >0 dans
U >0 dans 02

Ceci implique que u > 0 dans €.

Et de méme pour le cas parabolique :
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Théoréme 2.2. (Le principe du maximum : le cas parabolique )

Soit Q un demaine borné de RY et u € L2 (0, T; W12(Q)) N C ([0, T]; L*(Q)), si

u—Au >0, (2,t)eQx(0,T)=Qr
u(z,0) >0, (x,t) € Q x {0} (2.2)
u(z,t) >0, (x,t) € 02 x (0,T)

Alors u > 0 dans Q,.En plus si u # 0, alors u > 0 dans Q7.
Par conséquence on obtient le principe du comparaison suivant :

Théoréme 2.3. (Principe du comparaison)

Soit u,v € C*1(Qr) tels que

%_AUZ%_Ava (g;jt)EQX(O,T):QT

(2.3)
u >, (x,t) € OpQr

alors u > v dans Qp. En plus si u(xg,tg) = v(wo,ty) pour (zg,ty) € Qr, alors

u = v dans Qr.

Voir [9].

2.1 La méthode de monotonie pour les probléemes

paraboliques

Nous consiérons le probleme parabolique non-linéaire

£
|
>
S
I

f(u)v (l‘,t) € Q x (OvT) = QT (24)
g(x

(x,t), (x,t) € 0,Qr

£
—~
8

~
~

I

Ou Q2 € RY est un domaine borné, avec 9Q € C?@, f € C*(R) et g € C*+1+3(Q)
pour un certain 0 < a < 1.

Notre objectif dans ce chapitre est d’avoir des solutions classiques dans

C*Y(Qr)N C(@T)'
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2.1.1 Définition de sous et sur-solution

Définition 2.1. Une fonction u € C**(Qr) N C(Qy) est dite sur-solution du

probleme ([2.4)), si

(u), (x,t) € Qr

(2.5)
u(z,t) > g(x,t), (x,t) € 0,Qr

De méme, une fonction u € C*'(Qr) NC(Qr) est dite sous-solution du probleme

, si
Et - A’lj S f(g)a (I>t) € QT

(2.6)
u  <gla,t), (z,t)€d,Qr

u, u sont dites ordonnées si u(x,t) < u(x,t), (z,t) € Qr.

Définition 2.2. Pour toute sous et sur-solution ordonnées nous définissons le

secteur

u, ﬁ} comme un intervalle fonctionnel :
wil] = fue @y uet) < ule,) < e 1), (00 €Ty )

2.1.2 Itération et la propriété de monotonie

Il est clair que toute solution du probléme dans C?1(Q7)NC(Qr) est une
sous-solution ainsi qu'une sur-solution. Donc, des sous et sur-solutions existent
a moins que le probléme n’a pas de solution dans C*'(Qr) N C(Q)(c-a-d cest
une condition nécessaire ).

Afin d’assurer 'existence d’une solution il est nécessaire de poser plus de condi-
tions sur la fonction de réaction f. Une hypothese de base est la condition de

Lipschitz unilatéral suivante :
flur) = flug) > —clur —ug), u <ug <y < (2.7)

Ot c est une constante de Lipschitz et u, u sont des sous et sur-solution ordonnées
Si ¢ = 0, la condition précédente est vérifiée si f est monotone (croissante) dans

R.
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A partir de (2.7)) la fonction F'(u) = cu + f(u) est croissante en u pour

u < [g, a} .
On ajoute cu dans les deux cotés de la premiere équation de (2.4)), et en choisissant

une itération initiale appropriée u(® € C?*'(Qr) N C(Qr), nous construisons une

. AN el . . .
suite {u( )} a partir du processus d’itération

— Au® 4 cu® = fu* ) 4+ cultD = P(u®) (2,1) € Qp

uP(z,t) = g(a,t), (z,1) € OQr
(2.8)

Etant donné que pour chaque k£ > 1, le c6té droit de la premiere équation de
(2.8) est connu, la théorie de L? et le principe du maximum nous garantissent
que la suite {u(’“)}:O est bien définie. De la régularité des solutions des équations

de la chaleur
) e C*%(Qp), u™ € CHS(Qr), k=2,3, ...

Un choix naturel de u(© est u(® = u et u(9 = u. Notons les suites définies pour

2.8) avec u© = u et ©w® = u par

{H(k) }Z:o ’ {Q(k)}ZO:o

respectivement la suite supérieure et la suite inférieure de ([2.8]).

Le lemme suivant présente la propriété de monotonie de ces deux suites.

Lemme 2.1. Soient u, u des sous et sur-solution ordonnées du probleme ([2.4)
(k) (k)
et f satisfait ({ . Alors les suites { }k: et {u }k possedent la propriété

de monotonie :
u(r,t) = uO(z,t) < u®(z,t) < Y (z,1) (2.9)

<a* D (z,t) <a®(z,t) < u(z,t) = 7O (x,t), (x,t) € Qp, k=1,2,...

Démonstration.

Soit w(x,t) = @ (x,t) — @M (z,t) = u(z,t) —aV(z,t), (z,t) € Qp
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Alors w € C*1(Qr) N C(Qy), et vérifie

wy—Aw+cw >0, (x,t)€Qr
w > 07 (l',t) S a1?C2T

Alors d’aprés le principe du maximum w > 0 dans Q.

Ceci implique M (2, ) <O (x,1), (z,t) € Q.

De méme u(z,t) = uO(z,t) <uM(z,t), (z,t) € Q.
Maintenant soit w™® (x,t) = 7™M (x,t) — uV(z,1), (z,t) € Qr
Alors wM € C?1(Qr) N C(Qr), et il vérifie

w) — Aw® 4 cw® > F(u)—Fu) >0, (2,t) € Qr
w® > g(z,t) —g(z,t) =0, (z,t) €9Qr

Et encore par le principe du maximum w® > 0, dans Q;

Alors nous avons
u(z,t) = uO(z,t) <uW(z,t) <aWV(x,t) <aO(x,t) = ulz,t), (z,t) € Qp.
On Suppose que
uF V(1) <u®(z,t) <a®(z,t) <a*V(x,t), (z,t) € Qp, pourk > 1.
Pour certains k£ > 1 , la fonction
w (z,t) = a® (z, t) — 7V (x,1), (2,t) € Q.

Satisfait

w®) > g(z,t) —g(z,t) =0, (z,1) € 5Qr

Le principe du maximum implique w®) > 0, (x,t) € Qr
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1.€.

7+ (2, 1) < T (2, 1), (0,1) € Qs

Un raisonnement similaire donne :
u® (2,t) < u¥V(z, 1), w2, t) <a*(2,1), (2,t) € Q.

D’otu par récurrence on a (2.9) est bien démontré. O

2.1.3 Résultats d’existence

(0.0
La relation (2.9) implique que la suite supérieure {H(k)}kfo est une suite
. =
décroissante et minorée, et la suite inférieure {g(k)} est une suite croissante

et majorée donc elles convergent, d’ou les limites

lim @® (z,t) = w(z, t) et limu® (z,t) = w(z, 1), (z,t) € Qp. (2.10)

k—o0 k—o0

Existent et satisfont

u(z,t) <u(z,t) <u(e,t) <ulz,t), (z,t) € Q.

Nous allons montrer que tous les deux u, @ sont des solutions du probleme ([2.4)).

Par ailleurs, si il existe une constante ¢ < ¢ telle que
flur) = fluz) < —e(ur —ug), u <up <uy < u, (2.11)

alors la solution est aussi unique dans [u, u] :
Nous présentons un lemme trés important pour la suite de cette section, c’est le

lemme de 'estimation de Schauder.

Lemme 2.2.

Soient f € C*(Qr),g € C**1+2(Q,), pour 0 < a < 1, et ¢(z,t) < 0, non

identiquement nulle
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u est une solution du probleme

uy — Au + cu = f, (x,t) € Qr
u(z,t) =gz, t), (z,t) € 0,Qr

Alors, il exist C' > 0, tell que

lullzsanry < C ([ fllon + Il zrarss )

Pour plus de détails voir [10]. Le théoréeme suivant montre 'unicité de la

solution du probleme (2.4) :

Théoréme 2.4.

Soient u, u est une sous-solution et une sur-solution ordonnées du probleme ([2.4)

et f satisfait (2.7)), alors :

i) La suite supérieure {ﬂ(k)}oo

, converge de fagon monotone vers une solution ,

et la suite inférieure {Q(k)} converge vers une solution u, et on a

H(I, t) Z Q(I,t), (ZL‘,t) € @T'
i1) Toute solution u* € {g, 17] du probleme (2.4)) satisfait :

u(z,t) < u'(z,t) <u(z,t), (z,t) € Qp.

i4i) Si en plus, la condition (2.11)) est vérifiée, alors @ = u et est I'unique solution

dans u,ﬁ].

Démonstration.

On pose {u(k)}oo comme étant soit {H(’“)}OO ou {g(k)}oo , et u comme étant
k=0 k=0 k=0

soit u ou u repectivement.
Ona f e C*R), dou F € C*(R) ou F est définie précédemment.
)1 N . )1
Comme {u( )} converge de maniére monotone vers u, de méme F' ({u( )} )converge
k=0 k=0
de maniére monotone vers F'(u) (car F est continue ).

Comme il est indiqué plus haut, nous avons
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u(l) € C«L%(@T)? u(k) € 02-"—04,14-% (@T)’ k: = 27 37

De plus, il résulte de principe du maximum et l'estimation de Schauder

169 ot s gy < C (19l csanss gu + 18 Vllc@n) » k=23, ..

De la propriété de monotonie ([2.9)
uw<u® <, VE>0

Donc {u(k)}:;o est uniformément bornée dans C?+*1*+3 (Q,.), alors u € C?+1%% (Q,)
est une solution du probléme.
D’aprés ([2.8]) on a

u® < g0 Vk, j

Alors quand k& — oo

De méme quand j — oo

u <u d'oui)

Pour i7), si u* € |u,w| une solution du (2.4)), alors u, u* sont une sous-solution
) m’ ) v_\’

et une sur-solution (respectivement) du (2.4)), d’apres ¢) on a
u < u*.

D’autre part on considere u*,u comme une sous-solution et une sur-solution

(respectivement) du (2.4) de méme on a
u* <, cect implique le i1).
Enfin pour montrer i), il suffit de démontrer que :

u(x, t) <u(z,t), (z,t) € Qp.
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On pose w(z,t) = u(z,t) —u(z,t), (z,t) € Qp.

On prend en compte ¢ > 0, d’ou w satisfait

w o =g(z,t) —g(x,t) =0, (2,1) € FHpQr

wy — Aw = f(u) — f(w) > —¢(u— 1) >0, (z,t)€Qr

Alors par ([2.11]), le principe du maximum assure que w > 0i.e. T < u, d’ou
1i1). O

Remarque 2.1.

— Dans les conditions (2.7), (2.11)); ¢, ¢ ne sont pas nécessairement positives

En effet d’apres la démonstration précédante

wy —Aw = f(u) — f(u) > —-clu—u) =-cw, (x,t)€Qr

Il est équivalent a

(eaw)t - A (eaw) >0, (x,t)€Qr
clw =0, (x,t) € 9,Qr

On pose v = e“w, d’on par le principe du maximum v = e“w > 0, ceci implique

w>0.

—Encore une fois pour les conditions : (2.7]) et (2.11))

Quand f € C! dans {u, ﬂ}, nous pouvons prendre ces constantes

Si f est lipschitzienne continue dans [u, {L], il existe une constante k > 0

e
S5

c= —min{f/(u);ué _

et

=S

¢ = —max {f/(u);u € |u,

telle que

[f(ur) = flu2)| < kluy —usf, ui,up € [g,ﬁ] ; Ug < Uy
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donc nous pouvons prendre

I
Il
ks
al
Il
|
=~

Corollaire 2.1.

Soient u, u est une sous-solution et une sur-solution ordonnées du probléme (2.4)),

f e sur [97 a}, alors d’apres le théoreme le probleme (2.4)) a une solution

unique dans {u,ﬁ] De plus cette solution est la limite de la suite définie par

[2-8) avec u® = u ou u® = 1. Si f est lipschitzienne continue dans {u, ﬁ], on a

le méme résultat.

Si f et g sont des fonctions positives alors d’apres le principe du maximum la
fonction triviale u = 0 est une sous solution du probleme . Alors 'existence
des solutions est possible si il existe une sur-solution positive. Une condition
suffisante est :

Pour certains p > 0,

f(p) < Oa p= g(a:,t), (.Z‘,t) € a;DQT- (2'12)

Ceci implique & partir de (2.5)) que © = p est une sur-solution du probleme (2.4)).
Par l'application du théoréme [2.4 nous avons la conclusion suivante, qui est trés

utile dans les applications.
Théoreme 2.5.

Soit u est une sur-solution du probléme et f est une fonction de C! sur
0.3
Si

f(0) =20, g(z,t) 20, (z,t) € 0,Qr.

Alors il existe une unique solution du probleme ([2.4) dans [O,ﬁ}. Si ([2.12)) est

vérifiée donc pour certains p > 0, alors u = p est une sur-solution positive.

Pour établir le théoreme[2.4] I'existence d’une sous solution et une sur-solution
ordonnées est nécessaire. Dans la suite, nous allons démontrer que sous les condi-
tions (2.7)) et (2.11]) toute sous-solution et sur-solution sont ordonnées et @*), u*)

sont des sous-solution et sur-solution ordonnées pour k£ =1,2, ....
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Théoréme 2.6.

Soient u,u sont des sous-solution et sur-solution du probléme (2.4]) respective-
ment. Supposons que f vérifie (2.7) et (2.11]) pour tout u; et uy entre u et u avec
us < u; Alors

sont des sous-solution et sur-solution ordonnées du probleme (12.4)) pour

k=12, ...

Démonstration.

Soient
¢ =max{|c|, e}, w(x,t)=u(x,t)— u(z,t), (,t) € Qp.
Ou c et ¢ sont les constantes dans (2.7]) et (2.11)). On définit

c(x,t) = c*sgnw(x,t), ou sgn est la fonction signe, définie par

1 St, x>0
sgn(r) =3 0  si, x=0

-1 s, x<0

Alors
wy — Aw = f(u) = f(u) > —cw, (2,t) € Qr

Puisque ¢ est bornée dans Qr, le principe du maximum implique
w >0 dans Q.

1.€.

u(z,t) <ulz,t), (z,t) € Q.

Pour toute & = 1,2, ..., par (2.8)

ﬂgk) — Agh = _Qﬂ(k) + F(ﬂ(kfl)) — {Q (ﬂ(kfl) _ ﬂ(k)) + f(ﬂ(kfl)) _ f(ﬂ(k)):|
+f @)
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pour (z,t) € Qr. Et

pour (z,t) € Qr.
D’autre part, (2.8) et (2.9) impliquent

a® (x,t) > g(x,t), u®(2,t) < g(x,1), (2,t) € 9,Qr

Bt
(@, t) 2 uV(x, 1), (2,1) € Qr

D’ou ﬂ(’“), u®) sont des sous-solution et sur-solution ordonnées. O]

Voir [10].

2.2 Meéthode de monotonie pour les systéemes

parabolique couplés

La méthode de monotonie et sa sous-solution et sur-solution associée pour
les équations scalaires, discutée dans la section précédente, peut étre étendue a
des systemes d’équations couplés paraboliques et elliptiques. Toutefois, pour les
systémes couplés d’équations, la définition des sous-solutions et sur-solutions et la
construction de suites monotones dépendent de la propriété de quasi-monotone
des fonctions de réaction dans le systeme. Pour illustrer I'idée de base de la
méthode, nous considérons un systeme couplé de deux équations paraboliques

de la forme :

o — Auy = fy (ur,u2),
%2 — Aug = fo (uy,u),
u (z,t) = g1(z, 1),
us(z,t) = ga(a, 1),

(2.13)
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Ou Q € RY est un domaine borné avec 9 € C* f; € C*(R?), et g; €

C*r1+5(Q,) pour un certain 0 < a < 1 pour chaque i = 1,2.

2.2.1 Fonctions de réaction quasi-monotone

Soit J;, © = 1,2 des ensembles ouverts de R.

Définition 2.3. Une fonction f; = fi(u1,us), i = 1,2 est dite quasi-monotone
croissante (resp décroissante ) dans J; X Ja, si pour toute u; € J; fixée, f; est

croissante (resp décroissante) par rapport u; € J; pouri # j.

Définition 2.4. Une fonction vectorielle f = (fi, f2) est dite quasi-monotone
croissante (resp décroissante) dans J; X J3 si les fi, fo sont quasi-monotones crois-
santes (resp décroissantes). Si 'une des composantes de f est quasi-monotone
croissante et l'autre est quasi-monotone décroissante, alors f est dite quasi-
monotone mixte.

La fonction f est dite quasi-monotone dans J; x J, si elle a une des propriétés
quasi-monotone ci-dessus.

Nous disons que f est une fonction de C7, 0 < v < 1 dans J; X Jy si fi, fo € C7.
Si fi(uq,.) est contintiment différentiable dans Jy, pour toute u; € Jy et fo(., us)
est contintiment différentiable dans J;, pour toute uy € Js et, alors nous appelons
f = (f1, f2) une quasi-fonction de C* dans J; x J; .

Si f = (fi1, f2) est réguliere, alors les trois types de fonctions quasi-monotones

dans la définition précédente correspondent a

O >0, 9 >0; (uy,uy) € J X Jy

Ous — 77 Ouq
0 e}
T£§07 TﬁSO; (u1,u2) € Jy X Jo
O <0, 92 >0, (uy,up) € Jy x J.
Ouz — 20 dup = 1, U2 1 2

2.2.2 Définition de sous-solution et sur-solution

Supposons la fonction de réaction f = (f1, fo) définie dans R? possede les pro-
priétés quasi-monotone décrites en définition ([2.4)). Alors, nous pouvons étendre
la méthode de monotonie pour des équations scalaires du systéme couplés ([2.13)

en utilisant une sous-solution et une sur-solution comme des itérations initiales.
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La sous-solution et la sur-solution, notées par u = <u U > et u = <U1,U2),

1w

respectivement sont nécessaires pour satisfaire 'inégalité,
u(z,t) < g(z,t) < u(z,t); (z,t) € 9,Qr. (2.14)

Ou g = (g1, 92). L'inégalité u = (uy,us) > v = (vy,vq) signifie que u; > vy et
Ug > V9.

Semblables & des problemes scalaires la sous-solution u et la sur-solution u sont
définies par des inégalités différentielles. Cependant, la forme d’inégalités diffé-
rentielles pour u et u dépendent des différentes propriétés quasi-monotones de f.
Nous considérons toujours le cas ou f; est quasi-monotone décroissante et fy est

quasi-monotone croissante quand f est quasi-monotone mixte.

w1 2

C*'(Q7)NC(Qy) sont appelées sous -solution et sur-solution du probléme ([2.13)),

si ils vérifient

Définition 2.5. Une paire de fonctions u = (u , U ) et u = (ﬁl,ﬁ2> dans

u(e,t) < u(,t) 5 (z.t) € Qp

et I'inégalité(2.14)), et si

(ﬁl)t—Aa1—f1<a1,az>202<u )t—AU - fi <U1,§2>7 (z,t) € Qr

“

<U2)t — Auy — f (ﬂl,ﬁz) >0> (u ) —Au_— fo <g1732> :
Quand (f1, f2) est quasi-monotone croissante.

(ﬁl) —Aal—fl (ﬁl,u)ZOZ(u) —Au —f1 (’LL ,122), (ZE,t)EQT
t 2 t 1 1

-1
AN “Ns > _ _ -
(Uz)t Auy — fo (’ljlal@) >02> (Qj?)t AQ2 Ja (Ul,g2>7

(2.16)

Quand (f1, f2) est quasi-monotone décroissante.

(al)t_Aal —hi <&1,32> >0=> <u )t—Ayl —h <91,{L2>7 (z,t) € Qr

1
<E2)t — Aug — fy (171,172> > 0> <1j2>t — Agz - f2 <?v{ 732> ;

(2.17)
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Quand (f1, f2) est quasi-monotone mixte.

Remarque 2.2.

On voit d’apres cette définition que lorsque (f1, f2) est quasi-monotone crois-
sante, nous pouvons utiliser la premiere et la troisieme inégalités dans
pour déterminer u et utiliser la deuxiéme et la quatrieme inégalités dans
pour déterminer u de fagon indépendante; quand (f1, f2) est quasi-monotone
décroissante, nous pouvons utiliser la premiere et la quatrieme inégalités dans

(2.16) pour déterminer (ﬁl,u > et utiliser la deuxieme et la troisieme inégali-

2

tés dans ([2.16)) pour déterminer (gl,f@) de facon indépendante. Ainsi, quand

(f1, f2) est quasi-monotone mixte, alors |y, us,u ,u > doivent étre déterminés
~1' w2

simultanément par I’ensemble des quatre inégalités de ([2.17]).

Définition 2.6. Pour toutes sous-solution u = (u LU ) et sur-solution

ml A

u = (ul, u2) ordonnées, nous définissons le secteur fonctionnel

35] — {u — (u1,u2) € C(@Qy); ulw,t) < u(w,t) < ula,t), (v,t) € QT} .

2.2.3 Suites monotones

Supposons pour un type donné de la fonction de réaction quasi-monotone il

existe une paire de sous-solution u = (u , U ) et sur-solution
A “ v\2

u = (Ul,UQ).

Dans la discussion qui suit, nous considérons chacun des trois types de fonctions

1

de réaction du secteur

u, u] . De plus, nous supposons qu’il existe des constantes

¢, 1 = 1,2 sachant que pour tous (uj,us), (v1,vs) € [g,ﬁ], (f1, f2) satisfait la

)

condition de Lipschitz unilatéral (pour assurer I'existence des solutions )

fi(ur, ug) — fi(vi, ug) > —¢(ur —v1), v <y (2.18)

falur,us) — fa(ug,va) > —co(us — v2), vy < uy

Afin d’assurer I'unicité de la solution, nous supposons également qu’il existe une

constante ¢; < ¢;, i = 1,2, sachant que pour tous (uq,us), (v1,v2) € {u, ﬁ]
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avec (uy,uz) > (v, v2),

fi(ur,ug) — fi(vi,v2) < =€ (w1 — v1) + (ug — v2)),

(2.19)
fa(ur, ug) — fa(vr,v2) < =G ((wg —v1) + (ug —v2)),

Il est clair que s’il existe des constantes K; > 0, ¢ = 1,2 sachant que f = (f1, f2)

satisfait la condition de Lipschitz
| filur, ug) — filvr,v2)| < Ki (Jur — v1] + |ug — val),

(ulvu2)7 (’0171}2) € |:?£777’:| ) L= 17 2.
Puis les deux conditions (2.18)), (2.19) sont vérifiées pour ¢; = KZ-, ¢ = —K;. En

alors les conditions et sont

particulier, si (f1, f2) € C' dans {g,u

vérifiées.

Soit Fi(u1,uz) = cu; + fi(u1,uz), (u1,u2) € L@j,a} ;1=1,2.

Remarque 2.3. la condition est équivalente a celle F; est monotone crois-
sante en u;, pour i =1,2 .

En effet,

Pour i = 1,uqy > vy, ug > v9

Fl(u1,u2) - Fl(UhUz) = Q1(U1 - U1) + fl(U17U2) - fl(UbUQ) >0

De méme pour Fs.

A partir d’une itération initiale appropriée u(® = (ug ), ugo)) e C*Y(Qr) N
C(Q7), nous construisons une suite {u(k)}zo_o = {(ug ),uék))}k_ du processus

d’itération

)l (), e

2 )+ el = B (uf 0l V) (1) € Qr (2.20)
w2, 8) = g1(z, 1), (z,t) € 0,Qr |
(k)(a: t) = gl 1), (z,t) € 0,Qr

Il est clair que pour chaque k = 1,2, ..., le systeme ci-dessus se compose de deux

problemes linéaires découplées, et par conséquent ’existence de u(F) = (ugk), u(Qk))
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est garanti par la théorie de L? et le principe du maximum.

De plus, a partir de la régularité des solutions d’équations de la chaleur,

Ve s (Qp),u e 25 (Q), i=1,2, k=23, ...

Comme dans le cas scalaire, afin d’assurer que cette suite est monotone

et converge vers une solution du probleme , il est nécessaire de choisir une
itération initiale appropriée. Le choix de cette fonction dépend du type de la
propriété quasi-monotone de f = (f1, fa).

Alors, pour les fonctions quasi-monotone croissantes, il suffit de prendre soit
(ug ),uéo)) = <zmzl,zmb2) ou (ugo),ug0)> = (ul,u2) Désignons ces deux suites par
{ (ug ),ugk))}kzo, et {(u(lk),ugk))}k: respectivement. Le lemme suivant présente

la propriété de monotonie de ces deux suites.

Lemme 2.3. Pour f = (f1, f2) quasi-monotone croissante, les deux suites {(ng)’ ygk))}::(),

et {(u(lk), ugk))}k possedent la propriété de monotonie

u® (2, 8) < u® (3, 8) < T (3, 8) < TN (2,8), (5,1) € Qp b =0,1,2, .
(2.21)

Démonstration.

“

Soit wz(o)(a:,t) = UEO)(x, t) — ﬂz(»l)(x, t) = u;i(z,t) — El(l)(a:,t), (2,t) €Qp, i=1,2
Par (2.14), (2.15) et (2.20),

(0)

— Aw © 4 ¢ w( (ul,u2) (ul ,u20)> =0, (z,t) € Qr
w( )(m t) > gi(x,t) — gz(x t) =0, (x,t) € 0,Qr

Le principe du maximum implique wgo) > 0 dans Qr, i.e.

) (z,t) < a2, 1) = Wi, 1), (,t) € Qp (i =1,2)

De méme

u (@,t) = u” (2,1) < u(2,1), (2,t) € Qr (i =1,2)

b
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Soit w (z, 1) = <1>(x t) —ul(z,1), (2,t) € Qp, i =1,2
Alors, d’aprés et la monotonie de F;, i = 1,2

(1)
0wl 4 el > B (59, 19) < F (0 ) 20, (n,0) € Qr

2
wi (2,) = gi(w,t) — gi(w, t) = 0, (1) € 0,Qr

Encore une fois le principe du maximum donne w!” > 0 dans Q, (1=1,2)

Alors, nous avons
u (@) < o (2,t) <P (e t) <7 (x,1), (2.8) € Qp, (1= 1,2).
Supposons que

u" V() <ulP (@, t) <T@ (@, t) <V (@), (0,0) € Qp, i =1,2

2 3

Pour certains k£ > 1. Alors d’aprés (2.20) et la monotonie de F;, i = 1,2, la

fonction

w(k) (x,t) = (k) (x,t) — ﬂl(-kﬂ)(x, t), satisfait la relation

(D DY, (u o) 20, (2,0 € Qr
) =10, (z,t) € 0,Qr

D’ou
a (@, t) <a(x,t), (,t) € Qp, i =1,2

Un argument similaire donne
u (e, t) < (w 0),u V(1) <uV(@0), (20) €Qp i =12

D’ou par récurrence on a ([2.21)). O

Remarque 2.4.

Quand la fonction de réaction f = (f1, f2)est quasi-monotone décroissante, nous

.. “w A 0
choisissons (ul,u ) ou (u ,u2> comme une itération initiale (u1 ),ug ) dans le
2 1

processus d’itération (2.20]), et on obtient le processus monotone d’itération pour
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cet cas :
T A 4 eu = R (@50, u ), () € Qr
8%;:) — Ay + el = Fy (ngil),ugkfl)) , (z,t) € Qr
8%(:) - Au§ ) +21Q§k) =F (ngil)aﬂgkil)) ) (a:,t) € Qr (2 22)
ml Aw 4 e = By (0@, (20) € Qr '
ul? (z,t) = @ (2,1) = gi(x,1), (2.1) € 3,Qr
(@, t) =y (2,1) = ga(x, 1), (z,1) € 0pQr

et on note les suites correspondantes par {(ug ), ugk))}k o {(ug ), u§k>)}k_0, res-

pectivement. Le lemme suivant présente la propriété de monotonie de ces deux

suites.

Lemme 2.4. Pour f = (f1, f2) quasi-monotone décroissante, les deux suites

U(k),g(k) > , et ( ) ug) = possedent la propriété de monotonie (2.21]).
Lo=2 Mo k=0

Démonstration.

“

Soit w!” (z,t) = @ (2, t) — '\ (x, 1) = Wi(z,t) — @ (2, 1), (z,t) € Qp,
i=1,2
Par (2.14]), (2.16]) et (2.22]) et pour i = 1,

8w(0)

- Awl +Q1w§0) > B (ula 2) £y (Ug )7Ug )> =0, (z,t) € Qr
wg)(xuw Zgl(x7t)_gl(x7t)zoa (l‘,t) eapCBT

Le principe du maximum implique w§ ) > 0 dans Qr, i.e.

De méme pour © = 2 i.e

wéo) >0
dans Qr
C-a-d
a2, t) <@ (@, t) = wilw,t), (2,t) € Qp, i =1,2
De méme

u(z,t) =@, t) < ul(2,1), (x,t) €Qp, i =1,2
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Soit w!M (z,t) = <1>(xt) uM(z,1), (2,t) € Qp, i =1,2

Alors, d’aprés et (| -, et pour 2 =1

) -
awl Aw +01w(1) > I (Ub ) F <U1,U2) ; (z,t) € Qr

=a (o) o ()~ ()

filu fu) fi (gl,w)ZO

1 2
gl(IL‘,t) - gl(xat) =0, (J},t) € apQT

+

wi (a, 1)

Encore une fois le principe du maximum donne wgl) >0dansQpi=1,2

De méme pour i = 2 i.e
b >0, dans Qp, i =1,2
C-a-d, nous avons
u (2, 1) < ul (2, 1) < (@, t) < (2,0), (2,1) € Qp, i =1,2.
Supposons que

(@, t) < uP (@) <P (2 ) <a V(@ t), (1,1) € Qp, i = 1,2

— 7,

Pour certains k£ > 1. Alors, d’aprés (2.18)) et (2.22)), i = 1,2, la fonction
w® (z,t) =1 (z,t) —a* T (2, 1)

)

satisfait la relation pour ¢ = 1

S - del v 2 () R (), o e
(sz 1) . >+f (f(k 17 ék_l)) —fl (ug)’ugk 1))
( ,7(1@ 1) f (ugk),ugk)) 2 0
wi?(x, ) = gi(2,t) —gi(z,8) =0,  (x,t) € 9Qr
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Alors le principe du maximum donne w%k)(:v, t) > 0, de méme pour i = 2 i.e

a (a,t) < wP(wt), (2,1) € Qp, i = 1,2
Un argument similaire donne

u? (@, t) < ul D (@, 0), T (0, t) <T@ (@0, (0,1) € Qp, i = 1,2

U, )

D’ou par récurrence on a ([2.21)). O

Remarque 2.5.

La construction de suites monotones pour les fonctions quasi-monotones mixtes
nécessite 1'utilisation simultanée des deux sous-solution et sur-solution. Lorsque
f1 est quasi-monotone décroissante et fo est quasi-monotone croissante, le pro-

cessus monotone d’itération est donné par

a%%/k) B Aﬂgk) +Qlﬂ§k) - R (ﬂgk—n?@gk—n) , (2,0) € Qr
i na) e = B (@58, (@) € Qn
o A+ e = B (7Y, (2,0 € Qr (229
2 nuf) e = B (w8, (@) € Qn
uf (@, 1) = 7(2,1) = g1, ), (,1) € 0,Qr
ugk)(x,t) = ugk)(ac, t) = ga(x, ), (z,t) € 0,Qr
Bt
(2, 08") = (u,w,) (5 087) = (i, s). (2.21)

L’idée de cette construction est d’obtenir la propriété de monotonie des suites

présentées dans le lemme suivant.

Lemme 2.5. Pour f = (f1, f2) quasi-monotone mixte, les deux suites {(@’“,@”)}Z‘i{)

et {(ng),ﬂgk))}:o:o données par (2.23) et (2.24)) possedent la propriété monotone
[@2.21).
Démonstration.

Soit w”(z,t) = @ (z,t) — 7 (x, ) = us(x, t) — @\ (2, 1), (2,t) € Qp, i =1,2

[ %
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Par (2.17), [2.23) et [2.24)

awl - Aw1 + C1w1 "> R (Ub 2) - (ﬂgo)’ugo)) =0, (z,1) €Qr

w(o> - _(0)

agﬁ - Awé ) +Q2w§ ) > Fy (U1,U2) — F (ugo)jugO)) =0, (z,1) €Qr
w” (2,) > gi(2,t) — gi(,t) = 0, (1) € 0,Qr
W (z,t) > golz,t) — golz, ) = 0, (z,t) € 0,Qr

Le principe du maximum implique wfo) > 0 dans Qr, i.e.

7 (1) < @0 (@, 1) = W, t), (0,t) € Qp, i = 1,2

De méme
U(»’Uat):@z(o)(l’ t) < f)(:c,t), (2,t) € Qp, i =1,2

S@m@%awzuﬁmt> u(@.1), (2,1) € Qp, i =1,2
Alors, d’aprés ([2.23] , - et la monotonie de F;, i = 1,2

(1)
8w1 — Aw1 +clw§1) =F (u§ ) ugo)) - F (ugo),ug ))
=F <U1, ) Fl( az)
2 ~1’
= (Ul - @j1> +h (U1,U2> - h (Ul u > + fi (ul,g2> - h (yl,fm) >0,

812%1) — Awél) + Q2w§1) Iy (ug ),*(0)) F (ugo), ug )) ,
= F2 ({Ll,ag) - F2 <1j1,92) s

= Co ({62 —%) + fo (51752) 2 <U1, ) + f2 (Uh 2) f2 <U1 %) > 0,
(z,t) € Qr

w§1)<£€,t) = gl(xvt) - gl(xvt) =0,
wél)(x7t) - 92<x7t) - gZ(xvt) =0,
(x,t) € 0,Qr.
En utilisant le principe du maximum donne w > 0, dans Qp, i = 1,2

Alors, nous avons

WV (1) < uM (@) < TV (2, t) <T@ t), (2,t) € Qp, i = 1,2.
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Supposons que
u e t) < (@) <7 (@) <T@ t), (00) € Qi = 1,2

Pour certains k > 1. Alors, d’aprés (2.23)), (2.24) et la monotonie de Fj, i = 1,2,
la fonction

w(k) (x,t) = Ek) (x,t) — ﬂgkﬂ)(as, t), satisfait la relation

algi L Aw + clw(k) > [ (*(k_l) gék_l)) — F (ugk),ué ))
e (0 ) 5 g, (10,0 (000 4
fﬂﬁ@ufn)—f(ﬁﬂuy)
>0, (z,t) € Qr
0 Aul®) 1 egulf) > By (a0, a8 — y (a0, )
. (ng—n f(k>+f ( (5=1) gk 1)) _ (ﬂgk—l)’ﬂgk)>+
o (00, ) — g, (a0
>0, (z,t) € Qr
wgk)(x,t) = gi(z,t) — g1z, t) =0, (z,t) € 0,Qr
wi (,t) = gao(,t) — gl t) = 0

D’ou par 'utilisation de principe du maximum
a (e, t) <uP(@,0), (2,6) € Qr, i =1,2
Un argument similaire donne

a2, t) < Y (@, 1), w2 t) < (@)1, (2,8) € Qi = 1,2

1 1

D’ou par récurrence on a ([2.21)). O

Le lemme suivant montre que la construction ci-dessus des suites monotones
donne une suite de sous-solution et sur-solution ordonnées pour le probleme

@-13).
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Lemme 2.6.

Soient (u , U ), (ul, UQ) est une sous-solution et une sur-solution ordonnées du
w172

probleme (2.13)), et (f1, f2) quasi-monotone et satisfait (2.18]). D’ou, pour chaque

(f1, f2) quasi-monotone, les itérations correspondantes {(ggk),ggk))}:;o,

(k) (k) _ ,
et {(u1 , Us )}k:o’ k =1,2,..., donné par lemmes sont une sous et
sur-solution ordonnées.
Démonstration.
Considérons d’abord le cas ou f = (f1, f2) est une fonction quasi-monotone

croissante. Alors par et-, nous avons pour k = 1,2, .

—(k)
w2 Al = —eul? + R (@), Y)

k (k— k k (k
= @ - §>+f< DoY) — a@ u ) + A ) -
k
(ul 7u2 )}—i_f(ul 7ué))
(=,

>f1(U1 >U2 ) t) € Qr

aaa%k) _ Aﬂék) _ _Cﬁ(k) ol (41@—1)7@9_1))
= le@ " —w") + L@V w ) - KEEYEY) + p@ Y, ) -
(ul aﬂgk )} + f2(ﬂ1 aﬂék))
f<u1 7U2 )a (z,t) € Qr
(@, 1) = gi(x,1), (2.t) € 0,Qr
@y (x,t) = ga(w.1), (2.t) € 0,Qr

ce qui montre que (Hgk),ﬂgk)) est une sur-solution du notre probléme. La preuve

de la sous-solution est similaire.

pour le cas quasi monotone décroissante. De méme, d’aprés ([2.18} et- nous

avons pour £ = 1,2, ... Nous commencons par (u§ ), ugk))

(k)
8%@ — Aﬂgk) = —clug )+ Fi ( (k- ”,@’“‘”)
__(k— _ k k— k k
= [a@™ —u )+f((1( D)= h@", w0 + @, u ) -
fl(ﬂl ,@2 )} +fl(ﬂ1 aﬂék))

> [, w?), (e.t) € Qr
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)
NG
Uy

5 ) =l
= [gz(u(k_l) —ut?) + fo(@ 5
fo@”, uf? )}+f2( ),ug )
< @, ul”), (z,t) € Qr
o\ (z, 1) = (2, 1), (x,1) € 0,Qr
ul (2, 1) = ga(w, 1), (2,1) € 3,Qr

_(k— k _(k— k
D) = fo@ ) + p@l ) u) -

Et aprés pour (ggk),ﬂgk)), on aura

(k)
o Al = —cou® 4 By (0 @)
k—1 kl k—1 k) —(k-1) (k) —(k—1
= [ @Y — i) + AV w ) - A7) + A, m ) -

fiw”, )} +f1(u1 )
< fl(ul y U ( )>7 (.T,t) € QT

ot Aﬂgk) = _QQU; Unt F (Ulk Y 77 )
= @™ - 4U+f<k”¥
£?, w0 + fou, w?)
> o, @), (z,t) € Qr
@gk)(l"at) = gi(z,t), (x,t) € 0,Qr
@y (,t) = ga(w,1), (2,1) € ,Qr

D) = £ ad) + o a) -

ce qui montre que (ug ) alf )) et (ugk), ulf )) sont des sous et sur-solutions du notre

probléme pour chaque itération k.

Et enfin pour le dernier cas c’est le cas ou f = (f1, f2) est une fonction quasi-
monotone mixte. Alors par ([2.18)) et, nous avons pour £ = 1,2,... tout

d’abord, nous commencons par (a\" ), uék))

e

i Au = el + B (70, ufY)
(k—1
Uy

= la@™ - @) + @
A@" us)] + A@EE,uw?)
> fi(@", uy”), (1) € Qr

) fl(ul auzk 1))+f1(u1 auék 1))
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T Am) = _@5@ + By (a0, 7
= [e@ ™ —a") + @, 7Y - p@E Y wY) + p@ Y, wY) -
f2(ugk),u2 )] +f2(u1 uﬂék))
> L@, @), (z,t) € Qr
W (@,t) = gi(x,1), (2,1) € 0,Qr
z,t) = gao(x,t), (z,t) € 0,Qr

Et aprés pour (ggk), @ék)), NOUS aurons

(k)
o Au = el + B (w7 Y)

ot
= [a@™ —uf) + A7) - A7) + A7) -
fl(uﬁ’“’7u2 >} + fu(ut”, us)
<f1(u1 vﬂék)>7 (l‘,t) GQT
(k)
o~ Au = —c2u<’f> + By (0, uf )
k— k— k— k— (k—
— [eouf ™) — )+f(( D) — ol ) + o, ul)-

f2(Q1 aﬂz )} + f2(ﬂ1 aﬂék))
< fo(u”, u?), (w.t) € Qr
ugk)(x,t) = g1(z,t), (z,t) € 0,Qr
uy (2,1) = ga(a, 1), (0.1) € ,Qr

Et de méme il résulte que (ﬂgk), o )) et (ug ), ugk)) sont des sous et sur-solutions

de notre probléeme pour chaque itération k. O

2.2.4 Résultats d’existence

Les lemmes 2.3 a 2.5 impliquent que, pour chacun des trois types des fonctions
quasi-monotones, la suite correspondante obtenue a partir de ([2.20),(2.22) et
(2.21]) converge de fagon monotone. La méme chose est vraie pour la suite donnée

par ([2.23)). Définir

lim u(k)(x,t) =u;(x,t) et limg(ik)(x,t) = w(z,t), (z,t) € Qp, i =1,2. (2.25)

k—00 k—o00
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En suivant le méme raisonnement que dans la démonstration du théoreme [2.4]

nous allons montrer que sous les conditions ([2.18)), (2.19)
ui(z,t) = u(z,t) = w(x,t), (v,t) € Qp,i=1,2.

Et u = (u,us) est 'unique solution de probléme ([2.13)), pour chacun des trois
types de fonctions de réaction quasi-monotones.
Nous allons montrer maintenant 'unicité de la solution de probleme ([2.13])

pour le cas quasi-monotone croissante :

Théoréme 2.7.

Soient (u LU ),(ul, u2> est une sous-solution et une sur-solution ordonnées du
~1 2

probleme ([2.13)), et soit (f1, f2) quasi-monotone croissante dans {y, ﬁ] et vérifiant
les conditions (2.18) et (2.19)). Alors le probleme (2.13) a une solution unique

u = (uy,us) dans {g,ﬂ .

. k) (k)\ (k) —(k)\ . .
De plus, les suites {(Q& ),Qg ))}kzo’ et {(ug ), u(2 ))}k:O, obtenues a partir de (2.20))
avec

o) = (u,u,) et @) = (i),

convergent de fagon monotone vers (uq, us) et vérifient la relation

<H17g2> S <Q§k)7ug€)) S (ubuQ) S (ﬂgk)7ﬂék)) S (ahaQ) ) dans@T, k= 1727
(2.26)

Démonstration.

e}

On pose {u(k)}

converge de fagon monotone dans une certaine limite (uq, us)

étre soit {ﬂ(k)}oo ou {g(k)}zozo. Par le lemme cette suite

quand k — oo, la propriété de continuité et de monotonie de F; implique que
Fi(ugk),ugk)) converge de fagon monotone vers Fj(uy,us), pour ¢ = 1,2. De la

régularité des solutions d’équations de la chaleur,

ugl) € C‘“’%@T),uﬁk) € CH Q) k=2,3,..,i=12.
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k k—1 k—1
[ui ] perarrg@n < C (llgllzransgian + 1l lleon + U8V leo@n ) k=2,3, ...

Ou ¢ = 1,2, C > 0 est une constante dépendant uniquement de «, 2, T, et f;

mais indépendante de k. De la propriété de monotonie [2.21} {ul(-k)}:io est uni-

formément bornée dans C***!*%(Q,). Donc, u; € C**4*3(Qy), i = 1,2 est

une solution du probleme (2.13). Et (2.26) résulte de la propriété de monotonie

[@-21).

Maintenant, nous montrons que
w(x,t) =u;(x,t), (z,t) € Qp, i =1,2. (2.27)

Soit wy(z,t) = w;(z,t) — u(z,t), (v,t) € Qp, i =1,2.

Puis, a partir de la propriété de monotonie [2.21, on a
wi(x,t) <0, (z,t) € Qp, i =1,2. (2.28)
Par (2.13)) et la condition (2.19), w; € C*1(Qr) N C(Q) , i = 1,2. satisfait

% — Aw; = fi (uy,us) — fi (U1, 2)
2 € (W —w) + (U2 — uy)) = —C;(w1 + w2), (z,1) € Qr,
wi(z,t) = gi(x,t) — gi(z,t) =0, (z,t) € 0,Qr.
Donc wy + wq vérifie la relation

(9(11)1 + w2>

ot — A(wl + w2) > —(El +62)(w1 + U)Q), (x,t) € QT

(’U)l + wz)(ﬂﬁ,t) = 0, (l’,t) - 8pQT.

Le principe du maximum garantit que (wy + wq)(z,t) > 0, (z,t) € Qp

Ceci et (2.28) conduisent a (2.27)).
De (2.27)), pour montrer ['unicité de la solution du probleme (2.13) dans

{g, ﬁ], il suffit de vérifier que toute solution u* € [QML, ﬂ] satisfait la relation

u(z, t) <u(z,t) <u(w,t), (x,1) € Qp.
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Cela peut étre prouvé par le méme argument que dans la démonstration du

théoreme [2.4}41). O
Maintenant nous allons discuter sur le cas quasi-monotone décroissante .

Théoréme 2.8.

Soient (u

U ),(ul, u2) est une sous-solution et une sur-solution ordonnées du
1792

probléeme (12.13), et soit (f1, f2) quasi-monotone décroissante dans {g, {L:| et vé-
rifiant les conditions ([2.18) et (2.19)). Alors le probleme (2.13) a une solution

unique u = (uy, uz) dans {g, ﬁ] :
De plus, les suites {(aﬁ’“) , ggk)) }:io’ et {(ggk) , ng))}:(), obtenues a partir de (2.22)
avec

) = (i, ) et ) = ()

“

convergent de fagon monotone vers (uy,us) et vérifient la relation ([2.26]).

Démonstration.

On pose {u(k)}zozo étre soit {U(k)}oo ou {g(’“)}:;o. D’aprés le lemme cette

suite converge de fagon monotone vers une certaine limite (uy, us)
quand k — oo, la propriété de continuité et de monotonicité de F; implique que
Fi(ugk),uék)) converge de fagon monotone vers Fj(uy,us), pour ¢ = 1,2. De la

régularité des solutions d’équations de la chaleur,
uz(l) € CO{’%(@T%U’EI{:) € CQJFQJJF%(@T)? k = 27 37 (RS 1= 17 2.

De plus, il résulte du l'estimation de Schauder

k k—1 k—1
[ufl| 2sanrg @ < C (|lgllerarsgien + [ lcowp + 115 llco@r ) » k=23, ...

Ou i = 1,2, C > 0 est une constante dépendant uniquement de «, 2, T, et f;
1 s . (k)

mais indépendante de k. De la proErlete de monotonie 1 {ul }k:O est

uniformément bornée dans C?***5 (Q;) . Donc, u; € C*T*42(Q,), i = 1,2 est

une solution du probleme (2.13). Et (2.26) résulte de la propriété de monotonie
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227 .

Maintenant, nous montrons que
Qz(‘r’t) :ﬂl(l‘at>a (I7t) E@T: L= 172 (229)

Soit w;(z,t) = w;(z,t) — u;(x,t), (x,t) € Qp, i = 1,2.
Puis, a partir de la propriété de monotonie (2.21)), on a

wi(x,t) <0, (z,t) € Qp, i =1,2. (2.30)

Par (2.22)) et les conditions (2.19) et (2.18), w; € C*1(Qr) N C(Qr), i = 1,2.
On a
% —Awy = fi(uy,T2) — fi(T, uy)

1W1 — CLW2

—C
S — Awy, = fz(ﬂl,ﬂg) - f1(u1>ﬂz)

v

—Cow1 — CoWs3

D’ou pour w = wy + we et 01 = 09 = ¢ on aura

%ﬁ’ — Aw > —(¢1 + G)wi — (€1 + &)wy = — (¢ +G)w, (2,t) € Qr
U)ZO, (I‘,t) EaQT

Le principe du maximum garantit que (w; + wo)(z,t) > 0, (x,t) € Q.
Ceci et (2.30]) conduisent a (2.29)) .
De (2.29)), pour montrer I'unicité de la solution du probleme (2.13]) dans

{u, ﬁ], il suffit de vérifier que toute solution u* €

u, ﬂ] satisfait la relation

u(z,t) <u(x,t) <u(x,t), (x,t) € Qp.

Cela peut étre prouvé par le méme argument que dans la démonstration du
théoreme [2.4}47). O

Le théoréme suivant représente le dernier cas c’est a dire le cas ou la fonction
f = (f1, f2) est une fonction quasi-monotone mixte, et pour la démonstration de

ce théoreme, il est conseillé de voir [10].
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Théoréme 2.9.

Soient (u , U ),(ul,u2> est une sous-solution et une sur-solution ordonnées du
A \/\2

1
probleme ([2.13)), et soit (fi, f2) quasi-monotone mixte dans [g, ﬁ] et vérifier les
conditions (2.18]) et (2.19). Alors le probleme ([2.13) a une solution unique
u = (uy,us) dans {g,ﬁ} :

: ) (k)% (k) —(k)\ > \ .
De plus, les suites {(gﬁ ) ))}kzo’ et {(ug ) ))}k:O, obtenues a partir de (2.23)
avec

o) = (u, ) et @08) = (i),

convergent de fagon monotone vers (uq,uz) et vérifient la relation ([2.26)).






Chapitre 3

Applications

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un systeme de deux équations aux dérivées
partielles décrivant deux especes de population en interaction. Chaque espece
ayant une diffusion a partir de 'emplacement de plus de concentration vers de
plus faible concentration, et ils interagissent les uns avec les autres dans un
modele proie-prédateur, compétition ou relation de coopération . Nous insistons
sur la situation dans laquelle 'espece doit avoir une concentration nulle sur le
bord de 'environnement. Ceux-ci sont connus comme les équations de réaction-
diffusion avec condition de Dirichlet homogene. Nous considérons la possibilité
d’équilibre de coexistence positive pour le cas de proie-prédateur dans la sous-
section [3.3.1] espeéces en compétition dans la sous-section [3.3.2] et especes en
coopération dans la sous-section [3.3.3] Ils sont alors des systemes d’équations

aux dérivées partielles elliptiques de la forme :

—o1Au = u(a; + hi(u,v)) = fi(u,v),
r €
—03Av = v(ag + ha(u,v)) = fa(u,v), (3.1)

u=v=>0 r € 0f2
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Dans ce chapitre, nous supposons toujours que {2 est un domaine borné dans
RN, N > 2.

Les constantes a1, as sont respectivement les taux de croissance des especes dont
la concentration de population a la position x sont indiquées par u = u(z) etv =
v(x). Les parametres oy et 0o sont des constantes dites coefficient de diffusion
positifs. Les fonctions de réaction fi(u,v), fo(u,v) correspondent aux interactions
entre les populations et dépendent des effectifs des deux populations.

Dans ce chapitre les fonctions hq et hy sont exprimées par les expressions
hi(u,v) = —=bu+ k1(v), ho(u, v) = —gv + ko(u). Les signes des fonctions k; (v) et
k2(u) rendent compte de ce caractere favorable ou non a la croissance. Plusieurs

cas sont possibles :

1. (+,—) ou (—,+) : une population a un effet positif sur la croissance de
I’autre mais on a 'effet inverse dans 'autre sens. Il s’agit par exemple des

relations proie-prédateur ou encore hote-parasite.

2. (—,—) : chaque population exerce un effet négatif sur la croissance de

I'autre. C’est le cas de la compétition interspécifique.

3. (+,+) : chaque population favorise la croissance de l'autre population.

C’est le cas du mutualisme ou encore de la symbiose.

Nous allons étudier ces parametres afin que les états de coexistence soient
possibles. Nous allons utiliser la méthode de monotonie étudiée au chapitre pré-

cédent. Nous considérons le systéme parabolique associé au systeme (3.1]) :

ur — o1 Au = uay + hy(u,v)),
(x,t) € Q =Q x (0,00)
vy — 09 Av = v(ag + ha(u,v)),

(3.2)
u(z,0) = ¢1(x), e
v(x,0) = go(x), x €}
u=1v=0, x € 00 x (0,00)

Nous commencons par I’étude de 'existence et 'unicité de la solution de probleme

B2).
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3.2 Existence et unicité de probleme parabo-
lique
Nous considérons les expressions des fonctions hq et ho comme

hy(u,v) = —bu + av et hy(u,v) = —gv + Bu

et a; = a et ay = e, alors (3.2)) devient

uy — o1 Au = u(a — bu + av) = fi(u,v),
(z,t) € Q
v — 02 Av = v(e — gv + fu) = fo(u,v),
(3.3)
u(x,0) = g1(x), x €
v(x,0) = ga(x), zeQ
u=v=0, (x,t) € 02 x (0, 00)

Ou a,b, e, g, 01 et 09 sont des constantes strictement positives.

Et nous identifions ces paramétres :

1. a,e : representent les taux de croissance des especes dont la concentra-
tion de population a la position z et a l'instant ¢ sont indiquées par
u=u(x,t)etv=uv(z,t).

2. o0; : pour i = 1,2 sont des constantes dites coefficient de diffusion positifs.

3. Pour b, g : sont des constantes représentent l'interaction entre deux indivi-
dus de méme espece. Il est clair ici que la croissance des deux especes est
une croissance logistique avec des capacités limites Ky = ¢, Ky = § de u et

v respectivement
4. Et si:
(a) cas 01 :a = —¢,f = d, on obtient un modele proie-prédateur, d’ou
¢ rend compte de l'efficacité des prédateurs dans leurs attaques, et

d = dc telle que d est appelé couramment le rendement de conversion
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de la biomasse proie en biomasse prédateur.

(b) cas 02 :a = —c¢, 5 = —d, d’ou on a un modele de compétition, donc ¢
et d caractérisent la force de compétition exercée par une population

sur 'autre

(c) cas 03 : a = ¢, f = d, dans ce cas on a un modele de coopération (par
exemple le modéle de mutialisme ), et de méme c et d caractérisent

Ieffet positif de chaque espece sur I'autre

Ot ¢ et d sont des constantes strictement positives.

Nous utilisons la méthode de monotonie pour montrer I'existence et 'unicité de

la solution dans les trois cas précédents, tout d’abord il faut voir les signes de

% et %, ol fi, fo € C*(Ry x R,) dans les trois cas possibles.

—cas 01 : = —c, B =d,

% = —cu < 0,YVu > 0 et % = dv > 0,Vv > 0., dou f; est quasi-
monotone décroissante par rapport a v et fy est quasi-monotone croissante
par a rapport u, donc nous sommes dans le cas quasi-monotone mixte.
cas 02 : a = —c, f = —d,

% = —cu < 0,Vu > 0 et % = —dv < 0,Vv > 0., dou f; est quasi-
monotone décroissante par rapport a v et fo est aussi quasi-monotone dé-
croissante par a rapport u, donc nous sommes dans le cas quasi-monotone
décroissant.

cas 03 :aa=c¢, B =d,

% =cu>0,Vu>0et % =dv >0, Vv >0, dou f; est quasi-monotone

croissante par rapport a v et de méme f5 est quasi-monotone croissante par

a rapport u, donc nous sommes dans le cas quasi-monotone croissant, .

Et aprés on cherche les sous et les sur-solutions du probleme (3.3]) dans les trois

cas possibles.

Pour la sous-solution on pose (u, ’U) = (0,0) pour les trois cas et suivant des

conditions sur f; et fo pour chaque cas, d’autre part pour la sur-solution on

cherche une sur-solution sous forme des constantes i.e.

({L, 5) = (p1, p2), telleque p; >0 ,1=1,2.
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1. Pour le premier cas : (i.e. F' = (f1, f2) est quasi-monotone mixte), et par
"utilisation de ([2.17))
(QMJJ, g) = (0,0), (ﬁ, 5) = (p1, p2) sont une sous-solution et une sur-solution
du probléme (respectivement ), ssi
pL> 5, p2 > ; (e+d%), et 0 < gi(x) <p;,i=1,2,2€Q
On peut choisir par exemple (27,5) = (%,% (e + d%)), alors on applique
le théoreme pour o; = 09, donc le probleme admet une solution

unique dans

(o). (@7)].

2. La méme démarche peut étre appliquée pour le deuxiéme cas i.e ' =
(f1, f2) est quasi-monotone décroissante, nous utilisons
<9, g) = (0,0), (ﬁ, 5) = (p1, p2) sont une sous-solution et une sur-solution
du probléme (respectivement ), ssi
f1(0,p2) >0, f2(p1,0) > 0et g;(x) >0, i = 1,2, z € Q, ceci est bien vérifié
car f1(0,p2) = fo(p1,0) = 0. et g;(z) >0, i =1,2, z € Q.
D’autre part il suffit que

f1<p170)7f2(07p2) S 07 et gl(x) S Pis i = 1727 VS Qa

Ceci implique qu'il faut choisir p; > ¢ et py > 5.
Alors sous ces conditions et par I'application de théoréeme [2.§ pour

01 = 0y le probleme (3.3) admet une solution unique dans [(u, v) , (ﬁ, T))} i

3. Finalement pour le dernier cas (F' = (fi, f2) est quasi-monotone croissante
).
Alors d’aprés (2.15) (QML,E) = (0,0) est une sous-solution du probleme

(3.3) ssi

et cecl est bien clair.

De méme (27, 5) = (p1, p2) telle que p; > 0, i = 1,2 est une sur-solution du
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probleme (i3.3)) ssi
filp1, p2) < Oet gi(x) < pi, i = 1,2

on a
filpi,p2) <0
0

fa(p1, p2) <
Ceci implique
pi(a—bp1+cp2) <0
pa(e — gpa +dp1) <0

Pour p; > 0,7 =1,2, alors on a

a—bpy +cpy <0
e—gpa+dpr <0

Il suffit de résoudre le systeme

a—0bpy +cpy =0
e+dpr —gp2=0

Ceci donne p; = %(a +cpa) et pg = sz‘ig, existent ssi gb — cd # 0.
1 bet+ad
Et p1 =3 (a + c—gbfcd)

Alors pour (pq, p2) < (% (a + cgit‘zg) , l;:‘zg) les inégalités précédentes sont

bien vérifiées, on prend par exemple (p1, py) = (%, g)

D’ou (y,g) = (0,0), (ﬂ,ﬁ) = (%,g), pour gb > cd et g;(x) < p;, i =1,2
sont une sous et une sur-solution du probléme ([3.3)) (respectivement ). On
applique le théoreme pour o, = 09, et par conséquence le probleme a

une solution unique dans [(u, v) , (ﬁ, 6)} .

Maintenant nous cherchons a montrer la positivité de la solution stationnaire du

probléme (3.3) (c’est une solution du probléme elliptique associé au probléme

(3.3)) )pour chaque cas parmi les trois cas pécédents .
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3.3 Existence d’une solution de coexistence

On sait qu’une solution stationnaire du probléme ({3.3) est une solution du
probleme elliptique (3.1]).
On discute suivant les trois cas possible pour les deux fonctions f; et fs.
Remarque 3.1.
Soit A; la valeur propre principale associée a la fonction propre

w € C*(Q) N C(Q) telle que le couple (A, w) vérifie

—Aw = \w, x €N
w=0, x€d

Et w > 0 dans (2.

3.3.1 La positivité de la solution de coexistence pour le

cas proie-prédateur

Dans ce cas la fonction F' = (f1, f2) est une fonction quasi-monotone mixte,

et on a le probleme elliptique associé au probleme ((3.3))

—01Au = u(a — bu — cv) = fi(u,v),
x e
—03Av = v(e — gv + du) = fo(u,v), (3.5)
u=v=0 x € 0f)

Le théoréme suivant concernant la coexistance des deux espaces (proie-prédateur)peut
étre facilement déduite par la méthode des sous-et sur-solutions pour un systeme

des équations elliptiques.
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Théoreme 3.1. Sous les hypotheses :

a > 0'1)\1,6 > 09\

cd < gb (3.6)
a > gi,l,gcbd(/\l + ;Ti)

le probleme (3.5 a une solution (u,v) avec chaque composante strictement po-
sitive dans (2.

Et A\; est la valeur propre définie dans (3.4)).

Démonstration. 1. Tout d’abord on cherche une sur-solution du probleme

(3.5) sous forme des constantes, on pose (ﬁ, 5) = (11,72) > (0,0), donc
d’aprés (2.17)) on a

—o NG > (ag> ,
x €
~022A0 > fo (4, 0)
u,v > 0, x € 00
donc
fi (72, Q) <0,
f2 (ﬁ, 5) <0
C-a-d

Puisque (ﬂ, 5) > (0,0), alors

a—bu—cv<0,

e —gv+du <0,

On remarque que u= % > ( vérifie I'inégalité pour v > 0, alors la deuxiéme
donne v > ; (e + f%)

ol 1
On peut prendre (u,v) - (%, ! (e + fg))
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2. Maintenant on cherche une sous-solution du probléme sous la forme

<g,g> = (01w, dow), 6; > 0 pour i = 1,2.
On sait d’aprés (2.17) que (y,y) vérifie

~o18u < fi (7).
x e
—03Av < f (gy) ;
u,v <0, x € 0f)
D’ou
—o1Au = 010, (—Aw) < dyw (a — byw — £ (e + 2d))
D’aprés on aura Aoy < a — bdw — § (e + %d)

Pour 6; << 1,\ 07 <a— § (e + %d)
D’ou il faut
c a
CL>)\10'1+* (€+d>
g b
Eta>a( —%) >)\101+%>)\101

pour gb > cd ... (cl) et a > o1 ... (2), il faut que a > g‘;l_gfd ()\1 + %‘:g) .. (€3)

pour v on a
—03Av < f (u,v)

Par la méme démarche on trouve
)\10'2 S € — 9(5211) + d51w

pour §; << 1, i = 1,2 il faut que \joy < e, ... (¢4), donc sous les hypotheses
(c1),(c2), (c3) et (c4) et pour 6; << 1,7=1,2 <ZWL,Q> = (61w, Jow) > (0,0)
est une sous-solution du probléme .

Et on ajoute cette condition (y1,72) > (01, d2)||w||s pour assurer l'ordre de

sous et sur-solution, alors on applique le théoréme pour g7 = 0y (pour

assurer 'unicité de la solution ), et par conséquence le probleme (3.5) admet

une solution unique strictement positive dans [(u, v) ) (u, v)
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3.3.2 La positivité de la solution de coexistence pour le
cas compétition

Dans ce cas la fonction F' = (f1, f2) est une fonction quasi-monotone décrois-

sante, et on a le probléeme elliptique associé au probleme (3.3)

—01Au = u(a — bu — ev) = fi(u,v),
x e
—03Av = v(e — gv — du) = fo(u,v), (3.7)
u=v=20 x € 002

Par la méthode des sous-et sur-solutions pour un systeéme des équations ellip-

tiques on peut déduire la coexistance des deux espaces en compétition.

Théoreme 3.2. On suppose qu’il existe k; et ks deux constantes strictement
positives, sachant que
ki > %,
e > o9 + dky,

T (3.8)
ke > 2,

a > 0'1/\1 + Ckg,

sont vérifiées, alors le probléme ({3.7) a une solution strictement positive dans €.

Démonstration. 1. D’abord on cherche (27,3), d’aprés (2.16]) (ﬁ,g) vérifie

—o A0 > (a@
x e
—0Av < fo (ﬁ,y> ;
uw>0, x € 0f)
v <0, x € 02

telles que on cherche u sous forme constante i.e. u = k1 > 0, et v = ryw

telle que w définie par (3.4).
Donc fi(ky,mow) < 0 ceci implique ky(a — bky — crow) < 0
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Pour k1 > 0, alors a — bk — crow < 0, pour 1y << 1 il faut choisir
ky > ¢ .. (c1)

Et —02Av < fo(u, v)

Ceci est équivalent a oore(—Aw) < rew(e — grow — dky)

Donc, pour 7y << 1, 09X\ < e — dky

Alors il faut prendre oo\ + dk; < e... (¢2)

2. En suite on cherche <g,5>, d’aprés ([2.16)) (QJJ, 5) vérifie

—01Au < fi (Q,B) ,
x e
—oy AT > £y (M)
u <0, x € 02
v >0, x € 0f2

telles que u = rw, 71 >0 et v =ky = cst >0
D’ou

—O‘lAlmL < f (g,@) =u (a — bg — 05>
—01A(rw) < ryw(a — briw — cko)

Dou Moy < a — briw — cke
Pour r << 1, 0n a \jo; < a — cky
Donc

a > )\10’1 + Ck’g (63)

Et 0 = —02AV > f, <1v{, 5) = ko(e — mw — gko)

Puisque ky > 0, alors e — riw — gks < 0

pour r; << 1, on a kg > g,... (cq) .

Donc suivant les conditions (c1), (¢2), (c3) et (cq) : (r1w, ky) et (row, ky) sont
des sous et sur-solutions du probleme .

De plus on ajoute la condition (ky, ko) > (r1,72)||w||e pour assurer I'ordre
des sous et sur-solutions. On applique le théoreme pour o1 = oy (

pour assurer ['unicité de la solution ), et par conséquence le probleme (3.7))
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admet une solution unique strictement positive dans Ku, v> , (ﬁ, 5)} .

]

3.3.3 La positivité de la solution de coexistence pour le

cas coopératif

Maintenant nous avons la fonction F' = (fi, f2) est une fonction quasi-

monotone croissante, et on a le probleme elliptique associé au probleme (3.3))

—o1Au = u(a — bu + cv) = fi(u,v),
r e
—03Av = v(e — gv + du) = fo(u,v), (3.9)
u=v=>0 x € 0f)

La méthode des sous-et sur-solutions nous permet de conclure la coexistance des

deux especes en coopération pour un systeme d’équations elliptiques.

Théoréeme 3.3. On suppose que

a > 0'1)\1,6 > O'Q)\l,
et, (3.10)
cd < bg.

Alors le probleme (3.9) a une solution strictement positive dans (2.

Démonstration. 1. On cherche tout d’abord une sous-solution du probleme

(3.9) sous la forme <g,g> = (pw, pow), p; > 0 pour i = 1,2.

On sait d’aprés (2.15) que <2f’3> vérifie

—o1Au < fy (yy) :
x €
—03Av < fs (yy) ;
u,v <0, x € 02
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Ceci implique

orpAw < ppw(a — bpyw + cpow),
oot iw < pow(e — guow + dpyw),

C-a-d
o1 A1 < a — bpyw + cppw,

091 < e — guow + dpqw,

Alors pour p; << 1, pour i = 1,2, il faut que o1\ < a ... (¢1)

et 0'2)\1 <e.. (CQ).

2. Maintenant on cherche une sur-solution du probleme (3.9) sous la forme

“ o

(u,v) = (01,6,) ,0; >0, i=1,2., alors d’apres (2.15) (u,v) vérifie

0=—0 AU > f (aa)
x € Q)

0= —02A0> fo (ﬁi)
u,v > 0, x € 00

Donc il faut résoudre le systéme des deux inéquations suivantes

f1(61,09)
f2<917 92)

IN

Y

0
0,

IN

Et d’aprés la preuve dans le cas parabollique (3)), il suffit de prendre

(ﬂ, 5)) < (% (a + cg‘?:‘ég) ,%) ceci est possible ssi ¢d < gb ... (¢3). Alors
sous les conditions (¢1), (¢2) et (e3) (w, pow) et (61,02) sont des sous et
sur-soltuions du probleme (3.9)).

Et pour assurer que les sous et sur-solutions sont ordonnées on ajoute la

condition (01, 02) > (1, po)||w]|oe-
On applique le théoréme pour g1 = o9 (pour assurer l'unicité de la
solution ), et par conséquence le probleme (3.9)) admet une solution unique

strictement positive dans KQML, g) , (ﬂ, 5)] .



64 CHAPITRE 3. APPLICATIONS

3.4 Le comportement asymptotique

Nous allons ensuite discuter sur un résultat de stabilité pour le cas des espéces

en compétition et nous considérons le systeme ([3.2)) avec les conditions initiales :
u(x,0) = ug(x), v(x,0) =vo(x), pourx € Q. (3.11)

Nous supposons que les fonctions h; ont des dérivées partielles qui possédent
la propriété de continuité holdérienne dans des ensembles compacts, ¢ = 1,2;

ai,as,01 et oo sont des constantes strictement positives.

(3.12)
De plus
hi(0,0) =0, i =1,2; (3.13)
e B <0, 0= 1,2 pour, (0,0) > (0.0). |

Sous des conditions appropriées, nous allons prouver la stabilité locale des états
stationnaires par la méthode de monotonie pour le probléeme parabolique corres-

pondant .

Théoreme 3.4. Stabilité asymptotique
On considére le probleme (3.2)), (3.11)), sous les hypothese (3.12)), (3.13)) et
01 = 09, G; > O-i)\h 1= 1,2 (314)

Supposons que (u,v) = (1 (z), uz(x)) est une solution stationnaire de (3.2)) avec
chaque ©; € C***(Q), w; > 0 dans €, 2% < 0 dans 92, pour i = 1,2
et |

Uz(l’)%(ﬂl(w)a% T i lf)gffj( 1(2), 2 ()
SUP | = —gp— — <anf —— T — < 00
et [y () 2 (o), o) | et |1y (0) 2 (i (1), o)

(3.15)
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Pour chaque 1 < 4,5 <2, i # j alors uy(x),us(x) est asymptotiquement stable
Ici asymptotiquement stable signifie que si (u,v) = (uy(z,t),uz(x,t)) est une
solution du (3.2), avec u; € C2rel+s (Q X [O,TD ., T >0,i=1,2 alors

u;i(z,t) — u;(x) uniformément quand ¢ — oo, ¢ = 1,2, dans €, a condition que
(ur(z,0),ua(x,0)) = (uo(x),vo(x)) et ses premicres dérivées partielles sont assez

proches de celle de ;(z) respectivement pour tout x € Q, i = 1, 2.

Démonstration. 1. Pour notre modéle de compétition 7.e on considere le pro-

bléme (B3) , (B11) pour a = —¢, 8 = —d
L’hypothese (3.15)) dans ce cas implique qu'’il existe des constantes pi, pa

assez proches de 1, avec p; < 1 < po sachant que pour tout x € €2,

_ Ohj ; — _ . o _
wi(w) maz [F(sw(x), ()] ) [, it (571 (), 7a(7))
0< —— <inf— S
— - 0h; ; — — = L _
) i, [y (5T (@), Tale))| T | mag [ (6 ), T ()
€ < 0O
(3.16)
C-a-d
pouri=1,57 =2
0< ﬂl(x)g <in ﬂl(m)é —€ <00

() g  senta(r)c
pouri=2,5=1

uy(r)c . us(x)g

0< - <in = —€6 <00

w1 (z) b %ém(m) d !
ou €; est un nombre assez petit.
On pose

() g
G(z) = = Vx e,
@) =Zma ™

tell que

pour 1 <a<pyet (l—p1)>(a—1)infG(x)
e

Nous allons construire des sous et sur-solutions v;, w; appropriées.
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Définir
wy(,1) = p(a, )a(z) = (1+ (@ = 1 — &4lix(w) e ™) Tp(2),

O €4 et m sont des constantes positives avec €, vérifie eymazts(x) < a—1.
N

D’autre part, on définit

vi(z,1) = gz, () = (1- (1= Bx) e ™) W (x)

Ou f(z) =1— (a—1)infG(z) + ea(a — 1) + e3(av — 1)uy (), €2 et €3 sont
€N

des constantes assez petites vérifiant :

€2 + e3mazty (x) < ¢ < infG(x).
e e

On remarque que p; < f(x) < 1 car nous avons choisi
(1—p1) > (a1 — 1)infG(x), et €2 + egmazty (z) < infG(x).
€N z€eQ

e
Nous avons

T2 Awa+ws [e + ha(vy, wa)]|— 22 = oy (Aplly + pAT + 2VpVz)+ws [e + ho(vi, w)]+

me~™ (

a—1— 6452) Uy
On a O'QAﬂQp = —PU2 [6 + hg(ﬂl,ﬂg)] = —W2 [6 + hQ(ﬁl,ﬂg)]
D’ou

g Awy +ws [e + ho(vy, wa)| — % = wy [ha(v1, we) — ho(Us,Us)] +€7Mt/\m,s4

= pU2 [g(ﬂg — wg) + d(ﬂl — ’Ul)] + GimtAm764

= Pz [gua(estia + 1 — @)e™™ + duje ™ (1 — B(x))] + e ™ Ay,

= pﬂge_mt l_gUQ(Q —-1- 64@2) -+ dﬁl (CY — 1)(anG(l') — €9 — 63“1)‘| -+ €_mtAm7€4
z€eQ

= ple™™ [~ glz(a — 1 — e4Tiz) + diiy (1 = B — (o = V)esthy)| + e ™Ay,

Ou Am’€4 == m(a —-1- E4ﬂ2)ﬂ2 - ﬂ20'264Aﬂ2 — 20'264 Z?:1<ﬂ2$i)2,

et B=1—(a—1)infG(z)+ ey(ar — 1).
z€Q

(3.17)
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Et on a

[Py [—g (—equze™™) — desz(a — 1)uze ™™ + e ™ [m(a — 1 — €472 Ug — U064 ATy

< e ™Meyly |0 [gus — dla — )2 + a — 1 — €4l + Uz (e — gy — duy)|

< e Meuy K, tell que Ky > 0.

Avec €3 = ¢4 = m, |p(x,t)| < 6, ou d > 1. Dans un voisinage U de 0f2

dans 2 nous avons :

—209€4 Z(ﬂgm)Qeimt + 64ﬂ2€7th1 < O,
i=1
Car uy(x) = 0, pour z € 99, Vt > 0.
On a

A

—gla—Duy+d(1 —puy = —gla—1)us + duy ((oz — 1)infG(x) — ea(a — 1))

e

< —gla— 1)y +duy (o — 1)G(x) — e2(a — 1))

Par définition de G(z), on a G(z) = ﬂz(z)%, d’on

A

—g(Oé — 1)@2 -+ d(l — ﬁ)ﬂl S —g(CY — 1)@2 + g(Oé - 1)@2 — EQ(Oé — 1)dﬂ1
= —e(a—1)duy <0, ¥(z,t) € Q x [0,00)

Par conséquence, nous avons oo Awg + ws [e + ha (v, wy)] — % <0
i1.e
8w2

o o9 Awy > wy [e 4+ ho(vy, )], Y(z,t) € U x [0, 00).

Pour z € Q \ U,deux termes dans (3.17) vérifient
p(, )i [—gua(or — 1) + duy (1 = B)m | e < p(x, t)ipe ™™ [—€x(a — 1)diiy]
On a p(x,t) = 1+ (o — 1 — equa(x)) e™™ > 1, car egmartiz(z) < a — 1,

z€Q
alors —p(x,t) < —1, donc on aura

p(z, t)s [—gﬂz(a — 1)+ duy (1 — B)ﬂl} e < —e(a—1)e ™y = —ege™ Ky,
telle que 0 < n < duyup et Ky = (o — 1)n.

Pour le reste des termes dans (3.17)), on a
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Ip(, t)uge ™ [gequs — dez(ov — 1)ud] + e ™A, ., |

< e ™ |p(x, t)ug [gesus — des(a — 1)@3] +m(a — 1 — eqTip) |
< e ™ |—p(x, t)uades(a — 1)us +m(a — 1)

me ™ (a — 1)y < me ™ (a — 1)|[1s]|

I/\ IN

“mt [, pour m < €3 << 1.

*2 —
2 € 2|| II’

(3.18)
D’ou

o2 Awytws [€ + ha(v1, w)]| =22 = pliy [g(Wy — ws) + d(T — v1)]+e7™ Ay,

= Py [gua(e4Tla + 1 — a)e™™ + dure ™ (1 — f(x))] + e ™ Ape,
< —€2€_th2 + %e_th2 = —%26_th2 < 0.

Pour tout (x,t) € Q x [0, 00), alors wq(z,t) est une sur-solution .
Pour vy, nous avons

o1Av; + vy [a + hy(vy, ws)] — 8”1 = 01 [qAU; + ure”™AB + 2Vu V| +
qﬂl [a + hl(Ul, UJQ)] — mﬂl(l — B)eimt

Et puisque 1A% q = —quy (ay + hy (1, u2))
Alors
8111

OlA"Ul + U1 [(1 + hl(Ul,wg)] — E = qu1 [hl(vl, WQ) hl(ﬂl,ﬂz)] +

g™ [—m(l — B)ur + wores(a — 1)Auy + 201e3(a — 1) Z Uiz;) ]
i=1

= quy [—(bvy + cwy) + (b + Ug)] + € ™ ey

= quy [0 (1 — q) + cz(1 — p)] + e ™1, 0,

= quy { s — 1 — esTz)e™™ + buye ™ (1 — § — eg(ov — 1)@1)}—1—6_"“1_[7”763
Ou I, = —m(1 — B)uy + worez(a — 1) AUy + 20163(c — 1) S0 (T 4, )2

(3.19)
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D’ou par le choix ¢, = m = €3, on a

’qﬂl [CE4U%6 — bes(a — )3 _mt} + e ™ [—m(1 — B)u; + uyores(a — l)Aﬂl]‘

IA
gl

e ey ‘q [cﬂg — bt (o — 1)} -1+ B(x))‘
e ey Hcﬂ% — bt (o — 1)’ +1-— B(x)}
€ mt€4K3,

IN
gl

IA
£l

pour €3 << 1, telle que K3 > 0 et pour tout x € €.

Pour U un voisinage de 0f) dans €2 on a
20’163 o — 1 Z ulxz —ure 7mt€4K3 > O, vt > 0.
=1

Car @ (z) = 0, Yo € 052

De plus on a

—c(a—1)up+b(1—B)u, = —c(a—1)uy+ by [(a —1)infG(x) — ex(a — 1)
Et d’aprés on a <

sy < by (mfG(x) — €1>

e

Donc

—c(a — Dy + b(1 — Buy > — (o — DbwyinfG(z) + eyt b(a — 1)

B e

bt (o — 1) [zn fG(z) — EQ]

z€Q
= (61 — 62)@16(@ — 1) >0,V e Q,t>0,
(3.20)

Par conséquence, nous avons : o1 Avy + vq]a + hy(vy, we)] — % >0

1.e
a;tl — 01Av; < vila + hy(vy, we)], V(x,t) € ﬁ x [0, 00)

Pour z € Q '\ (m], d’aprés (3.20))
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g(z, )™ [~ctip(a — 1) + (1 — B)ba

(z,t)ue ™ (61 — &) (o — 1)by

q
> 0(e; —e)(a—1)e™™ = (e — e3)e ™Ky,

telle que 0 < 0 < bg(x, t)ut, Ky = (a—1)0 > 0.
Pour les autres termes dans (3.19)), nous avons pour €3 << 1

quie™ [ce;@% — bes(a — 1)@%} + e ™y (o — 1) [m <62 + e3uy — infG(:r;))
x€eQ)

n
+0163Aﬂ1 + 20'163 Z(U1$1)2] ‘
i=1
S Eleimt
xeQ)

q(z, 1) [alulb <zn FG(x) — 61> ~ bes(a — 1)uf] +mla—1) (e + €5ty — 1)

Car on sait que infG(z) > €, ceci implique que —infG(x) < —e;
€ EASY)

Pour €3,¢4 << 1, nous aurons

Ule—mt

e

q(z,t) [e4u1b (mfG(m) - 61> — bes(a — 1)uf] +m(a—1) (e + €3t — €)

S 1e*mtm(a — 1)’62 — 61‘ S HﬁlHe*mtm(Oz — 1)(61 — 62)

1
O(e; — e2)e ™ (a—1) = 5(61 —e)e ™Ky,

AN
Y~

.. .. 9 s ’ . ..
1.e il faut choisir m < S € d’aprés (3.18) il faut choisir m de telle sorte

< i { 0 €21 }
m < min —, ——
2| || 2| [

que

D’ou

o1Avy + vy [a 4 hy(vi, we)] — 88%1

> q(x, t)uy [—cﬂg (@ — 1 — egz) e ™ + buge™™ (1 — B —e3(a — 1)@1)} + € Ly .
1 1
> (61 — €2)€_th4 — 5(61 — 62)6_th4 = 5(61 — €2)€_th4 > 0,
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Pour tout (z,t) € 2 x [0, 00), Alors

882;1 — 01Av; < wifay + hy(vi, we)], pourtout (z,t) € 2 x [0,00).

Et v, est une sous-solution.

2. Pour le cas général c’est a dire : nous considérons le probleme (3.2), (3.11]),
sous les hypotheses (3.12), (3.13]) et

a; > oA, 1=1,2 (321)

I’idée de la preuve
(a) On considére I'hypothese (3.16]).

(b) Nous définissons la fonction G par

w(w) min |52 (sw(2), 7 (2)
G(r) = — T — , pour x € €.
w (x) mag, |52 (st (x), Ta())|

(c¢) Nous construisons des sous et sur-solutions v;, w; appropriées avec les
mémes hypotheses sur vy et wsy, et nous allons montrer que v; et wo
sont des sous et sur-solution respectivement .

Pour plus de détails voir [3].

Etant donné que toutes les premieres dérivées partielles de h; et hy ont
le méme signe, on peut intervertir le role des wy, hy avec s, ho, respec-
tivement, et construire des sous et sur-solutions vy, w; exactement de la
méme maniére que précédemment. Ici vy, w; sont de la forme vy(z,t) =
q(z, ) (x), wy = p(x, t)u(z) avec q(x,t), p(x,t) analogue a q(x,t), p(z,1)
respectivement (q(z,t) — 17, p(z,t) — 17, quand t — oo, Yz € Q).

Finalement nous avons v;(z,t) — u;(x) par le bas et w;(x,t) — u;(x)
en haut, quand ¢ — oo de maniére uniforme pour z € Q,i = 1,2.

Lorsque les conditions initiales u;(z,0) et leurs dérivées partielles sont
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proches de celle de u;(x) dans le sens décrit dans le théoréme, nous avons

Alors on obtient

vi(w,t) <y, t) < wi(w,t), V(z,t) € Q x [0, 00),

Donc u;(x,t) — w;(z), quand ¢ — oo et uniformément pour tout z €
Q, i = 1,2, ceci implique que (u;(z),Us(x)) est une solution stationnaire
asymptotiquement stable.

]

Remarque 3.2. La méme démarche peut étre appliquée pour les deux autres
types de l'interaction entre deux especes (proie-prédateur et le coopération .)

(voir [3])
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3.5 Simulations numériques

Cette partie est consacrée a la réalisation d’une simulation numérique des

solutions du systéme parabolique (3.3]) en dimension 1 , donc nous aurons :

U — 01Uy = u(a — bu + aw) = fi(u,v),
(z,t) € Qr = (0,7) x (0,7

Uy — 09U = v(e — gu + fu) = fou,v),

u(z,0) = ug(x), z € (0,7)
v(z,0) = vo(x), x € (0,m)
u=uv=0, (x,t) € {0,7} x (0,T)

(3.22)

Telle que T est une constante strictement positive.

I1 existe une fonction spéciale dans le Matlab appelée pdepe function (Par-
tial differential equation of type Parabolic equation c-a-d équation différentielles
partielles de type parabolique ) qui permet d’évaluer numériquement les solutions
des équations différentielles partielles et de construire leur graphes. Le package
pdepe est composé d’un fichier pdex.m ce fichier est disponible a I'url suivante :
http://www.mathworks.com/help/matlabouhttp://blanchard.ep.wisc.edu.
On revoie le lecteur pour plus de détails sur l'utilisation du package pdepe a
(voir []]).

Et nous allons tracer les graphes pour chaques valeurs de « et 3 c¢’est a dire pour

les trois modeles précédents :


http://www.mathworks.com/help/matlab
http://blanchard.ep.wisc.edu
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3.5.1 Modele proie-prédateur

Comme nous avons vue précédemment pour cette sous-section a = —¢, 5 = d,
et on prend le systeme (3.22)) avec ug(x) = z,vo(x) = 7 — x, pour x € (0,7), et
on discute suivant les valeurs de o;, i = 1, 2. :

1. a> O'1>\1,6 > 0'2/\17

c-a-d nous choisissons o; < 1, 1 = 1,2, parce que A\; > a.

uixt) (k)

Densité de u
Densité de v

0 o
Tempst Espace x Tempst Espace x

35

Densité de u
Densité de v

5
Espace x Espace x

figure (c) figure (d)

FIGURE 3.1 — Coexistance des proies et des prédateurs de densités u(x,t),v(z,t)
(respectivement) en dim2, dim3 pour: a=1,b=1,¢=0.1,d =0.05,e =1,9 =
1,0’1 =0.1et 09 = 0.1.

Les figures (a),(c) dans Figure (3.1)) montrent la convergence de u(z,t) en
dimension 2 et en dimension 3 (pour le mieux de comprendre, ici j’ai tracé
u(.,t) en fonction de x pour chaque valeur de parametre t).

De méme les figures (b),(d) dans Figure (3.1) montrent la convergence de
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v(x,t) en dimension 2 et en dimension 3.

Nous remarquons ici que les deux populations proies-prédateurs coexistent
avec des densités u(x) et U(z) quand ¢ est assez grand.

Telles que u(x) et T(x) sont les solutions stationnaires du systeéme
ayant la forme d’un parabole voir figure(c),figure(d) : Figure (3.1J).

2. pour a < g1\, e < 091

Pour ce cas il faut juste choisir o1 > a, 05 > e car A\ > a.

ulxt) vix,t)

Densité de u
Densité de v

oy .
Tempst Espace x Tempst Espace x

35

Densité de u
Densité de v

15
Espace x Espace x

figure (c) figure (d)

FIGURE 3.2 — Exclusion des proies et des prédateurs de densités u,v (respecti-
vement) : poura =1,0=1,¢=0.1,d =0.05,e = 1,9 = 1,01 = 1.3 et 09 = 1.3.

Nous voyons bien ici, quand ¢ est assez grand wu(z,t) tend vers 0 dans
les figures : (a),(c) dans Figure (3.2)), la méme chose pour v(z,t) dans les
figures : (b),(d) dans Figure (3.2]).

Ceci implique que les deux espéces proies-prédateurs vont vers 'extinction
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a long terme.

3.5.2 Modele de compétition

Pour cette sous-section on a o = —¢,5 = —d. On considére (3.22)) avec

up(x) = vo(x) =z, pour x € (0,7), donc on obtient pour :

1. a> 0'1)\1,6 > 0'2)\1,

c-a-d nous choisissons o; < 1,7 =1, 2.

ulxt)

Densité de u

Tempst Espace x

Densité de u

L L L L L n
0 05 1 15 2 25 3 35
Espace x

figure (c)

Densité de v

Densité de v

vix.t)

Tempst Espace x

Espace x

figure (d)

FIGURE 3.3 — Coexistance des compétiteurs u(x,t),v(z,t) en dim2, dim3 pour :
a=1,b=1,c=01,d=05,e=1,g=1,00 =0.2¢et 0o =0.2.

Les figures (a),(c) dans Figure (3.3) montrent la convergence de u(z,t) en

dimension 2 et en dimension 3 .

De méme les figures (b),(d) dans Figure (3.3) montrent la convergence de

v(x,t) en dimension 2 et en dimension 3.
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Nous remarquons ici que la compétition est faible dans le sens ou les deux

parametres de compétition sont plus petits que I'unité ¢ < 1,d < 1, et

les deux populations coexistent avec des densités u(x) et v(x) quand t est

assez grand.

Telles que u(x) et T(x) sont les solutions stationnaires du systeme ((3.22))

ayant la forme d’un parabole voir figure(c),figure(d) : Figure (3.3]).

2. pour a < g1, e < OaA.

Pour ce cas il faut juste choisir o1 > a,00 > € .

u(xt)

Densité de u

Temps t Espace x

Densité de u

Espace x

figure (c)

FIGURE 3.4 — Exclusion des compétiteurs u, v :

0.b,e=1,g=1,00=15et 0, =1.5

Densité de v

vixh

Temps t Espace x

Densité de v

Espace x

figure (d)

poura =1,0=1,¢c=0.1,d =

11 est clair ici, quand t est assez grand u(z,t) tend vers 0 dans les figures :

(a),(c) dans Figure (3.4)), de méme pour v(z,t) dans les figures : (b),(d)

dans Figure ((3.4]).
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Ceci implique que les deux espéces ne peuvent pas vivre ensemble si leurs

diffusion sont grands quand t tend vers I'infini.

3.5.3 Modéle de coopération (mutualisme)
Donc, pour ce dernier cas o = ¢, = d et nous considérons a nouveau le
systeme (3.22)) avec ug(z) = vo(x) = 71—z, pour = € (0, 7), donc on obtient pour

1. a> 0'1)\1,6 > O'2>\17
c-a-d nous choisissons o; < 1,7 =1, 2.

v(xt)

ux)

Densité de u
Densité de v

-~ o own

o
o

Go

0 o
Tempst Espace x Tempst Espace x

25

Densité de u
~
Densité de v

o

0.5

Espace x Espace x

figure (c) figure (d)

FIGURE 3.5 — Les deux populations de densités u(z,t),v(x,t) coexistent pour :
a=1,b=1,c=01,d=03,e=1,9g=1,00 =0.1 et 05 =0.1.

Les figures (a),(c) dans Figure (3.5) montrent la convergence de u(x,t) en
dimension 2 et en dimension 3.

De méme les figures (b),(d) dans Figure (3.5) montrent la convergence de
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v(x,t) en dimension 2 et en dimension 3.

Nous remarquons ici que le mutualisme est faible dans le sens ou les deux
parametres de mutualisme sont plus petits que I'unité ¢ < 1,d < 1, et les
deux populations coexistent avec des densités u(x) et T(x) a long terme.
Telles que u(x) et T(x) sont les solutions stationnaires du systéme
ayant la forme d’un parabole voir figure(c),figure(d) : Figure (3.5)).

2. pour a < g1, e < OaA.

Pour ce cas il faut juste choisir o1 > a, 0, > €.

v(xt)

ux)

15

Densité de u
Densité de v

0 o
Tempst Espace x Tempst Espace x

Densité de u
Densité de v

Espace x Espace x

figure (c) figure (d)

FIGURE 3.6 — Exclusion des deux populations de densités u,v : pour a = 1,b =
1,c=01,d=05,e=1,g=1,00=14et 05 =14

Nous voyons bien ici, quand t est assez grand u(z,t) tend vers 0 dans les
figures : (a),(c) dans Figure (3.6, de méme pour v(z,t) dans les figures :
(b),(d) dans Figure (3.6
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Ceci implique que les deux espéces ne peuvent pas vivre ensemble si leurs

diffusion sont grands quand t tend vers I'infini.

3.6 Conclusion

Dans ce travail nous avons utilisé la méthode de monotonie, pour montrer :

— L’existence et 'unicité de la solution du probleme parabolique.

— L’existence et I'unicité de la solution du probleme elliptique associé.

— La convergence de la solution du probléme parabolique vers la solution

stationnaire (la solution du probléme elliptique associé ).

Dans un intervalle bien choisi (ici nous avons choisi 'intervalle dont les bornes
sont une sous et une sur-solution du probleme parabolique, pour assurer 1'unicité
des solutions ). Et nous avons indiqué trois cas pour la propriété quasi-monotone
(ceci dépend de I'expression de la fonction de l'interaction ), et suivant chaque

propriété nous avons traité un modele biologique :

1. Pour le cas quasi-monotone croissante : nous avons étudié le modele proie-

prédateur.

2. Maintenant pour le cas quasi-monotone décroissante : nous avons étudié le

modele de compétition.

3. finalement pour le cas quasi-monotone mixte : nous avons étudié le modele

de coopefation (par exemple le mutualisme).
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Résumé:

Dans ce mémoire on s'intéresse aux problemes elliptiques et paraboliques non-linéaires qui
modélisent trois phénomenes biologiques: relation proie-prédateur, compétition et
coopération. L'objectif étant d'obtenir des résultats d'existence, d'unicité et de comportement
asymptotique des solutions par |'utilisation de la méthode de sous et sur-solutions.

Mots Clés:
Problemes elliptiques et paraboliques non-linéaires, sous solution, sur solution, quasi-
monotone, solution stationnaire.

Abstract:

In this work, we are interested to nonlinear elliptic and parabolic problems that model three
biological models: prey -predator relationship, competition and cooperation. The objective is to
obtain results of existence, uniqueness and asymptotic behavior of solutions by using the
method of of upper-lower solutions.

Keywords:

Nonlinear elliptic and parabolic problems, lower solution, upper solution, quasimonotone,
stationary solution.
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