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abstract

The objective of this thesis is the modeling and studying mathematics in epidemiology, the ba-
sic reproduction number Ry is derived, and related to it, the existence of an endemic equilibrium,
the stability of the disease free and endemic equilibrium are studied. More precisely : If Ry is less
or equal than one, the disease free equilibrium is globally asymptotically stable.. Finally, for Ry
greater than one, the endemic equilibrium is globally asymptotically stable whenever the rate of

disease transmission is proportional to the rate of disease recovery.



résume

Les modeles mathématiques dans I'épidémiologie jouent un role trés important pour éradi-
quer les maladies infectieuses. Dans cette these , on va donner quelques modeles en épidémiolo-
gies en particulier, le modeéle SIR avec I’age d’infection, le modele SIR non linéaire et ainsi qu'une
version non-linéaire du modele SEIR. On remarque que tous ces modeles sont basés sur le taux
de reproduction de base Ry, ce taux va donner le comportement asymptotique des solutions as-
sociés. En effet, Si Ry < 1, alors le point sans maladie (DFE) converge dans ce cas, et si Ry > 1 la

maladie persiste et les solutions convergent vers le point endémique.
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Introduction

Cette these est consacrée a I’étude de plusieurs modeles mathématiques pour une population
humaine atteinte d'une maladie infectieuse donnée. Les modeles de maladies infectieuses ont
d’abord été utilisés pour comprendre la dynamique temporelle d'une épidémie, puis pour appli-
quer une stratégie thérapeutique ou de lutte contre les maladies infectieuses. Les modéles mathé-
matiques sont de plus en plus fréquemment utilisés en médecine, et méme en biologie dans des
domaines d’application de plus en plus variés. Formalisant des phénomenes biologiques com-
plexes, ils permettent d’évaluer des hypothéses en fournissant des éléments de compréhension

ou de prédiction.

Un modéle mathématique représente par des équations une vision "simplifiée" de la réalité,
en particulier la modélisation en épidémiologie est a la croisée des chemins de I'épidémiologie ,
la médecine, le biologie, et les mathématiques. La motivation principale, au départ fut d’étudier
la contagion interhumaine, selon la pathologie étudiée et sa complexité on utilise un nombre plus
au moins élevé de variables et d’équations. les maladies transmissibles, le paradigme central est

celui de la contagion interhumaine.

De nos jours, on demande aux modeles d’étre d’autant plus réalistes, ce qui les ameénent a
étre de plus en plus complexes afin de répondre a des questions de plus en plus complexes, ceci
est le résultat de la complexification des questions abordées, et a 'augmentation en nombre et
en précision des données récoltés. Le but de cette these est de présenter de nouveaux modeles
qui apportent une amélioration poussée dans un certain sens. Ces modeles déja existants dans la
littérature, afin d’obtenir des résultats qui rapprochent encore plus de la réalité.

L'épidémiologie théorique des maladies transmissibles est devenue une discipline a part en-
tiere, distincte de la démographie théorique et de I'écologie théorique, et un terrain fertile en ap-

plications et en problemes pour les mathématiques.



TABLE DES MATIERES

On attribue les premiers résultats modernes en dynamique de population a Fibonnacci (18°"¢
siecle) qui traite la croissance d’'une population de lapins. Les premiers bribes de modélisation en
épidémiologie sont quant a eux dus a Bernoulli ([3],[13]) 1766, mais les bases solides de I'épidé-
miologie mathématiques ont pour point de départ I'oeuvre de sir Ronald Ross, qui en 1911 dans

([50]) donna le premier modele mathématique de la transmission de la maladie

X1 =mabyx2(1—x1) —yx,

Xo =boa(l —x2) — uxo
x1 représente la proportion des humaines infectieux et x, est celle des moustiques infectieux.
Il a aboutit au résultat surprenant et inattendu, il affirma qu’il n’était pas nécessaire d’exter-
miner tous les moustiques pour éradiquer I’épidémie ; mais il suffisait d’eux réduire la quantité
de moustiques infectieux en deca d’'un certain seuil critique. En s’inspirant des idées de Ross,
W.O. Kermack et A.G. McKendrick ont étudié les maladies infectieuses tout en donnant un atten-
tion particuliére a la dynamique de transmission, qui dépend de la fréquence et de I'intensité des
interactions entre individus susceptibles et infectés, leur résultat fondateur ([35]) parut en 1927

continue a avoir un role primordial dans la théorie des maladies infectieuses. Voici le modele :

4= -pst,

{ dl— gL _yf M
at — N—Th
@@=l

— §:population de susceptibles

— I : population des infectés

— R:population des guéris.

la population totale étant N = S+ I + R.

C’est donc Kermack et Mckendrick qui ont donné toute son importance a la notion de seuil
introduite ultérieurement par Ross.

Le but ultime de I’épidémiologie consiste a comprendre la dynamique d’'une maladie infec-

tieuse afin de poser les stratégies convenables permettant d’éradiquer ou, du moins réduire I'im-
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pact de la pathologie sur la santé publique.

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques modeles classiques les plus connus dans
I'épidémiologie on citera le modele SIR, SEIR, SIS . Dans le deuxieme chapitre, nous présentons le
modele SIR linéaire avec I’dge d’infection a , nous utilisons le principe de la trajectoire totale pour
prouver la stabilité globale de I'équilibre sans maladie et I'équilibre endémique avec la fonction
de Lyapunov bien choisit pour le modele SIR.

Dans le troisieme chapitre, nous nous concentrons essentiellement sur le modele SIR avec
I’age d’infection mais en rajoute la fonction d’incidence non linéaire , nous utilisons le méme prin-
cipe pour prouver que I’équilibre est globalement asymptotiquement stable.

Dans le dernier, nous allons ajouter une nouvelle classe, celle "des individus exposés". Elles
sont des densités infectées mais pas infectieuses. Nous avons étudié la stabilité globale d’équilibre

sans maladie(DFE) et I’équilibre endémique par la méthode classique "Fonction de Lyapunov".

11



Chapitre 1
Modélisation en épidémiologie

L'épidémiologie moderne s'intéresse a des facteurs aussi nombreux que variés tels que le mode
de transmission, la période infectieuse et de latence, c’est aussi 'étude de 1'état de santé des
populations, de leurs variations et de leurs causes. L'idée commune a presque tous les modeles
épidémiologiques, consiste a partitionner la population en différent compartiments disjoints, ot
chaque compartiment regroupe une certaine classe de la population, susceptibles, infectés, ayant
le méme état vis-a-vis de la maladie. Le but essentiel de tous les modeles proposés, est de com-
prendre et par la suite controler dans la mesure du possible I’évolution du chaque maladie. Nous
commencons par donner la définition du nombre de base Ry, nombre qui, on le verra par la suite
est essentiel pour assimiler I’évolution de toute maladie infectieuse.

Une maladie est dite endémique si elle persiste dans une population. Elle est dite épidémique
si elle apparait pendant une période relativement courte dans une population (moins d'une an-
née par exemple). Lépidémiologie s’occupe aussi bien des facteurs comme les agents infectieux,
le mode de transmission, la période de latence, la période infectieuse, la susceptibilité, la vaccina-
tion et la résistance que des facteurs sociaux, culturels, démographiques, économiques et géogra-

phiques.

Définition 1.0.1. Le nombre de reproduction de base Ry est un concept clé en épidémiologie et sans
conteste une des idées importantes que les mathématiques ont apporté a la théorie des épidémies.
Cette quantité, est le nombre moyen de cas secondaires, engendré par un individu infectieux typique
durant sa période d’infectiosité, quand il est introduit dans une population constituée entierement

de susceptibles.

12



En épidémiologie la premiére note qui anticipe la notion de R, est due a Theophil Lotz (1980) (Ni-
chiura, Dietz, Eichner 2006). Il se trouve que R est un seuil. A savoir que si Ry < 1 alors le point
sans maladie est globalement stable, sinon le point endémique est globalement stable. C’est Ross
qui décrit le premier modele différentiel et donne les conditions de seuil. Intuitivement, une ma-
ladie peut proliférer dans une population si en moyenne un individu infectieux en infecte plus
qu'un. Ceci permet de définir le taux de reproduction de base Ry comme étant le nombre moyen
d’infections causées quand un individu infectieux typique est introduit dans une population com-
pletement susceptible durant toute sa période d’infectiosité. Il est implicitement supposé que I'in-
dividu se mélange a la population hote exactement de la méme facon que la population se mélan-
gerait. Pour une treés large classe de modéles épidémiologiques, il est prouvé dans [12] que I'équi-
libre sans maladie est localement asymptotiquement stable si Ry < 1 et instable si Ry > 1. Lorsque
I’équilibre sans maladie est instable, c’est-a-dire la maladie peut proliférer dans la population,
plusieurs situations peuvent se présenter. La plus simple consiste en 'apparition d’'un équilibre
endémique globalement stable. Il est aussi possible que plusieurs équilibres endémiques, ou des
oscillations périodiques, apparaissent. D’autres phénomenes beaucoup plus complexes peuvent

se manifester.

1.0.1 Premier modele mathématiques en épidémiologie : Daniel Bernoulli, [45]

Lintervention des modeles en I'épidémiologie a eu lieu le 30 avril 1760, dans un mémoire de
I’Académie de Sciences de Paris . D. Bernoulli y présente un modele et ses calculs concernant I'épi-
démie de variole, créant une ébauche a ce qu’on appelle de nos jours les "bio-mathématiques".

Les recherches de Bernoulli est fondée sur le principe de prouver si l'inoculation de la maladie
est plus avantageuse que risquable pour la population cible de cette épidémie. La variole présente
malheureusement un cauchemar qui menace la paix humaine puis-quelle pose un probleme de
la maniere d’éradication volontaire par I’étre humain.

D.Bernoulli proposé les estimations suivantes :

— un individu infecté pour la premiere fois par la variole a une probabilité p de mourir et une

probabilité 1 — p de rester en vie, et cela, ne dépend pas de son age.

— un individu a une probabilité g d’étre infecté dans I'année, et cela indépendamment de

13



Chapitrel. Modélisation en épidémiologie

son age (i.e. la probabilité qu'un individu soit infecté pendant le petit intervalle de temps
daentrel'agea etl’age a+ daest g.da);
— lorsqu’un individu reste en vie apres son infection par la variole, son organisme est capable

de défendre et résister cette infection, donc il est immunisé pendant toute sa vie.

En considérant alors m(a) la mortalité naturelle a I'dge a, alors la probabilité qu'un individu meurt
dans un petit intervalle de temps da entre 1'age a et 'age a + da est m(a)da. En proposant un
groupe de Py individus nés la méme année, notons S(a) le nombre d’individus qui sont viables a
I’age a et qui ne sont pas infectés (qui ont donc une probabilité d’étre infectés), R(a) le nombre
d’individus qui sont aussi viables a I'age a et immunisés. N(a) = S(a) + R(a) le nombre total d’in-

dividus qui sont encore en vie a I’age a. Soit le modele suivant,

% =—-qS(a) —m(a)S(a),

= q1-pS@-m@Rr@,

avec q(1— p)S(a) le nombre d’individus qui reste en vie et qui ont acquis le caractere d’étre immu-

nisés. Donc la population totale vérifiée I'équation suivant

N N (a)N(a) (1.1)
—=- —m(a)N(a). .
da pq

ATaide des valeurs de N(a) contenues dans le tableau de Halley([19], [45]) et avec la formule

(1.1), ¢ca va nous donner la chance de calculer le nombre des individus S(a) qui restent encore en
vie a I’age a sans avoir été infectés. On conclu alors facilement alors facilement le nombre d’in-
dividus qui restent encore en vie a I’age a qui sont infectés par la variole et qui ont survécu par
I'équation suivante : R(a) = P(a) — S(a). Enfin, déterminons pour chaque age a le nombre des vic-
times du cette maladie fatal entre 'age a et I'age a + 1. Théoriquement, ca représente l'intégrale
pq f;ﬂ S(t)dt par la formule du trapeze, nous avons pq(S(a) + S(a + 1)) = 2 est une bonne ap-

proximation . En général , déduisant que sur les 1300 nouveau-nés, 101 sont destinés a mourir de

la variole.

D’apres le modele de Bernoulli on peut prouver que la fraction d’'individus qui a I’age a est

encore susceptible d’attraper la variole est,

14



S(a) 1
N(a) (1-pleda+p’

Ensuite Bernoulli a pris en charge le cas ou la variole serait inoculée de maniere gentille non
funeste a toute la population dés la naissance. Le foyer infectieux de la variole serait anéanti et la

question qui se pose et de connaitre quel serait le succes en espérance de vie.

1.0.2 Le modele endémique SIS

Par les modeles de la maladie d’aspect infectieux, on présente le modele SIS qui est le plus
simple qui n’attribue pas a 'immunité . Ainsi les personnes cibles d’'infection peuvent redevenir
susceptibles aprés rétablissement. C’est un modele endémique parce qu'il se peut que la maladie
persiste.

Le modele écrit comme suit

%:MN—,B%—/,LS+0¢I,
(1.2)
dl = B3 — (u+ 1,
avec N = S+ I est la population totale. Les parametres 3, u, et @ sont respectivement le parametre
de transmission, le taux de natalité supposé égal au taux de mortalité et le taux de perte d’infec-
tiosité, et supposé aussi que la population totale est constante c’est-a-dire il y a une équivalence

entre les naissances et les décés . Nous définissons le taux de reproduction de base comme suit,

En divisant les équations par N et posons i(f) = I(£)/N et s(t) = S(¢)/N =1-i(¢), nous obte-
nons
di

—-=Bill-D—(@+mwi. (1.3)

La solution générale de I'équation (1.3),

o+ @) (Ro-1)1t

- our Ry #1,
i(f) = Ro(el(u+a)(Ro—l)t_1)/(R0_1)+1/ZO p 0 (1.4)

——— pour Ry=1.
Br+1/, PO O

15



Chapitrel. Modélisation en épidémiologie

D’aprés (1.4) , nous avons le théoréeme suivant.

Théoreme 1.0.1. La solution i(t) de l'équation ((1.3)) converge vers 0 quand t — +o0o si Ry < 1 et

tend vers 1 — 1/ R0 lorsque t — +00 si Ry > 1.

0
Ce théoréme explique que pour une maladie , quelle que soit initialement la fraction infectée
positive, celle-ci approche une valeur constante endémique sile nombre de contacts est superieur

a 1. Sinon, la maladie tend a disparaitre.

1.0.3 Modele endémique SIR

Jusqu’a maintenant la chose qui nous intéresse est une seule épidémie. Dans la définition
d'une épidémie, I'intervalle du temps est généralement quelques semaines a quelques mois, pen-
dant ce laps du temps les variations démographiques de la densité des susceptibles sont négli-
geables. C’est pour cela, la démographie de 'hote n’est pas mentionnée dans le modele précédent.
Si maintenant, nous jetons un oeil sur ce qui intéresse les épidémies récurrentes a titre d’exemple
on va prendre en charge tout ce qui est en relation avec la démographie de la population hote. Tout
d’abord, nous restons sur 'idée de considérer que la taille de la population hote est constante,
nous notons une compensation des mortalités par des naissances, impliquant une égalité entre
les deux compensées par des naissances, nous supposons que le taux de natalité égale au taux
de mortalité. Renferment qu’il existe une influence claire de la population totale sur I'infectiosité
mais le vis versa n’est pas réalisé (comme la maladie rougeole).

Soit le modele SIR endémique de base suivant,
48 = uN - B3 — S,

% =gl—ul—-uR,
ou N = S+ I+ R est la taille totale de la population. L'arrivée des nouveaux nés dans la classe des
susceptibles au taux N etles déces dans les classes aux taux uS, uI et uR définit la différence entre

le modele SIR endémique et SIR épidémique. Le taux de natalité est égal au taux de mortalité, ainsi

16



la taille N de la population est constante.

5] - 1)) —— [R®)

T
En obtenant a partir de la division les équations du systeme (1.5) par N et en posant § = %,
i= % etr= %, le systéme suivant
d .
a1 = H—ps—psi,
1 (1.7)

%zﬁsi—(g%u)i,

Lensemble M = {(s,i) s =0;i = 0; s+1i < 1} est invariant, le taux de reproduction de base associé

aest Ry =

, en effet cette quantité est le produit du taux de contact par la période moyenne

).

d’infection ajustée par les déces

(g+w

Théoreme 1.0.2. Soit (s(t),i(t)) la solution de (1.0.3) dans M. Si Ry <1 ou s(0) = 0, alors toute
solution qui commence dans M converge vers l'équilibre sans maladie (1;0). Si Ry > 1, alors toute

1 Ry—1
solution avec i(0) > 0 converge vers l'équilibre endémique (s*,i*) = (R—, %
0

).

1.0.4 Le modele SEIR

Lorsque l'infection touche un individu susceptible, un intervalle du temps est indispensable
avant que les signes et les symptomes s’installent et installant avec eux le terme contagion entre les
individus susceptibles. Nous avons pris|’aide des individus ayant été infectés par le germe(pathogene)
de la maladie mais qui sont des porteurs sains c’est a dire n’ayant pas le pouvoir de transmission
. En définissant qu'il existe une période qui prend le nom de latence pendant le quelle le déve-
loppants des pathogenes responsables de I'infection est quiescent ou potentiel. Durant ce laps du
temps les infectés sont dis latents ou exposés c’est a dire les symptomes ne sont pas apparents,
donc ne peuvent pas transmettre la maladie a d’autre individu c’est pourquoi nous ajoutons un
nouveau classe d’'individus exposés "E" dans lequel nous plagons tous les individus qui ont pro-

babilité éventuelle d’étre infectés a un taux a. Le systeme d’équations différentielles est :

17



Chapitrel. Modélisation en épidémiologie

s = _Bs1,
dE = BSI - aF,
1 (1.8)
% =aE-ul,
@ =Hl,

la population totale vérifiée I’équation suivant,

N=S8(t)+E(t) + I(t) + R(1).

Le taux de reproduction de base associé a (1.8),

N
Ro=PN.
7

Si Ry < 1 alors le point sans maladie (DFE) est globalement asymptotiquement stable, sinon , le
point endémique est globalement stable. On peut également ajouter un tel compartiment d’indi-

vidus exposés aux autres modeles pour obtenir des modéles SEIRS, SEIS et SEL.

18



Chapitre 2

Stabilité globale d'un modele SIR avec age

d’infection

Nous présentons dans ce chapitre un modele "SIR" structuré en age d’infection, qui joue un
role important dans la transmission des maladies infectieuses.
Soit le modele SIR suivant

as 0o .

0. 0 . )
—i(t,a)+ —i(t,a) =-vi(a)i(t,a),

ot oa
) % = [CWla) - vy)ilt,yda—vR(D), 2.1)

i(t,0)=S(1) f° Bla)i(t,a)da,

S(0) = S, (0,.) = ip € Ly(0; +00).

La population totale est divisée en trois compartiments : la densité des susceptibles S, la den-
sité des infectés I, la densité des réfractaires R . L'age d’infection a = 0 est le temps depuis que
I'infection a commencé, et i(¢, a) est la densité des infectés a I'instant ¢ et qui ont I’age d’'infection

a.

Si on donne deux valeurs 0 < a; < ay < oo, alors le nombre des individus qui ont I’age d’infec-

ap
f i(t,a)da.
ay
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Chapitre2. Stabilité globale d'un modele SIR avec age d’infection

Dans le modele (2.1) , A est un parametre qui représente une contribution positive qui entre
dans S(7), et u le taux de mortalité. La fonction f(a) peut étre interprétée comme étant la proba-

bilité d’étre infectieux avec ’age d’infection a, alors la quantité :
(e .0]
f Bla)i(t,a)da,
0

représente le nombre d’individus contagieux. On a aussi v;(a) est le taux de quitter le com-
partiment des individus infectés et qui pourront devenir réfractaire. La probabilité d’étre toujours

infecté est donnée par

vig)= el Vi@,

En intégrant par la méthode des caractéristiques le modele (2.1), nous avons

St-a)J(t—a)via)e 14, t>a=0,
i(t, Ll) = . v(a) B (2-2)
igla—1 e M 0<t<a.
via—1)

On a besoin de la remarque suivante.

Remarque 2.0.1. Supposons que la fonction a — f(a) soit bornée et uniformément continue de

[0;00) — [0;00) et vi(a) € LY (0;00) est satisfaite
vi(a)=u pourtout a=0.
Pour le modele (2.1), le nombre de reproduction basique Ry ([1], [5], [57], [12]) est défini par
A (o0}
Ry = —f Bla)v(a)da.
w Jo
Le systéme comporte deux points d’équilibre. L'équilibre sans maladie (DFE)
_ - A
(SF) 0)) avec SF = ﬁ)

qui existe toujours. Si Ry > 1 alors il existe un autre point d’équilibre endémique

Sk, ip(a),

20



2.1 Existence et unicité des solutions

est défini par

. Sp
E - ROJ
et
ip(a) =v(a)ig(0),
avec

ip(0)=A—v,SE.

Le systeme (2.1) a été étudié par PMagal et al. ([40]). Plus précisément, dans [40] ils étudient
la persistance uniforme du systeme et la stabilité globale de I’équilibre endémique. La principale

question abordée dans leur travaux concerne la stabilité globale de I'équilibre endémique .

2.1 Existence et unicité des solutions

Dans cette section, on va montrer I’existence des solutions non négatives pour le systeme (2.1).
Nous utilisons une version du théoreme de Banach-Picard ([47]) dans un espace de Banach appro-

prié.

Théoréme 2.1.1. Supposons que (S, ip) € R™ x L. (R"), alors il existe une solution positive faible

unique (S,i) € CL(R") x CR*; LY (R")) du probleme (2.1).

Démonstration. Posons E = C([0, T]; L} (R")) avec T > 0 a choisir par la suite. Soit E, I'ensemble de
toutes les fonctions continues non négatives sur [0, T], a valeurs dans LY(R*). La norme associée
est défini comme

[nll = sup ||n(t;-)||L1(|Ra+)-
tel0,T]

Nous considérons d’abord I'opérateur suivant
A: Ci([0,T]) — C.([0,T])
I Bl@m(t,a)da — S,
défini par

(2.3)

S'(1)=A—uS() —-S) [5° Blaym(t,a)da,
S(0) = So,
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Chapitre2. Stabilité globale d'un modele SIR avec age d’infection

nous introduisons I'opérateur I' comme suit

F . E+ - E+

m — i,

avec
Litt,a)+ Lit,a) = -v(@)i(t, a),

1 (1,00 = A(fy° Bl@ym(t,a)da) [;° B(@)i(t,a)da, (2.4)

l(O) Cl) = iO(a)r
d’apres le théoreme A.0.1 'opérateur I' est bien définit. Pour montrer I'existence et I'unicité des

solutions, il suffit de prouver que I" est une contraction.

Soit i1 (¢, a) et i»(¢, a) des solutions associées respectivement a m, (¢, a) et my(t, a) alors i(t, a) =

i1(t, a) — io(t, a) satisfait

Litt,a)+Zit,a) = -vi(@)i(t, a),

i(£,0)= A(fg° Bl@m(t,a)da) [y° B(a)ir(t,a)da— A( [y Bl@ma(t,@da) [;° B(@i(t, a)da.

Donc |i(t, a)| satisfait,

Llitt, @)+ Zlit, @) = -vi(@li(t, a)l,

1 1i,0)] = |A(fg° Bl@mi(t, @) da) - A( fy° Bl@)ma(t, a)da)| [;° B(@)ir (¢, a)da (2.5)

+A([s° Bl@ma(t,wda) [3° B@)i(t, a)dal.

Intégrons I’équation de (2.5) par rapport a I’age d’'infection "a",

ifoomr,anda |i(r,0)|—foow(am(t,anda
dat Jo 0

IA

|A(f0 ,B(a)ml(t,a)da)—A(fO ,B(a)mg(t,a)da”fo B(a)i(t,a)da

+

A(fo ﬂ(a)mg(t,a)da)fo B(a)i(t,a)dal. (2.6)

D’autre part, posons A(foooﬂ(a)mi(t, a)da) =S;,i=1,2avec S(t) = S1 (1) — So () satisfait
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2.1 Existence et unicité des solutions

S'(1)=-pS) - S(1) f5° Bl@ymi(t,a)da— S:(1) 5 Pla)m(t,a)da,

donc

IS(OI" < =S = 1S J5° Bl@ymy(t, @da+1S:(0)] [~ B(@)m(t, @)lda,

ainsi,

A o0
1S()1" < —plS(B)] + ﬁllﬁlloofo |m(t,a)lda,

I'intégration des deux cOtés de la derniere inégalité, nous donne

IS = M TlIml|E, 2.7)

A
avec A = ﬁII,BIIOO.

Par conséquent (2.6) devient,

Efo li(t,@)lda, =< |1S(OIPlleo [y |ll(t;a)|da+;”,6||oof() li(t,a)lda.

D’apreés le théoréme A.0.1 et 2.7 nous avons,

d [ N A 0
—f li(t,a)lda < ||BlloA1TIIml||ge 0t||i1;0||1+_||ﬁ||oof li(t,a)lda,
dt Jo H 0

avec Ag = [|(A —vj)4]|. Par I'inégalité de Gronwall(voir annexe), nous obtenons

o0
f li(t, @)lda < My TeM (@M = 1) mll,
0

A1]li1,0 MIBlloo
avec M; = —IHHA i etM:—”ﬁ|| i

Choisissons T assez petit de telle sorte que 'opérateur I' devienne une contraction . Comme
d’habitude, nous pouvons itérer 'opérateur sur [T,271],[2T,3T],... puisque la condition sur T ne
dépend pas de I'itération. Par conséquent, nous avons prouvé I’existence et I'unicité de solution

du probleme (2.1). |
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Chapitre2. Stabilité globale d'un modele SIR avec age d’infection

2.2 Stabilité globale de 'équilibre sans maladie

Cette section est consacrée a prouver la stabilité globale de I'équilibre sans maladie "(DFE)"
Ey = (%,0) quand Ry < 1.

Tout d’abord , nous commencgons par montrer la stabilité locale de I'équilibre sans maladie.

Proposition 2.2.1. Supposons que Ry < 1. Alors l'équilibre sans maladie Ey est localement asymp-

totiquement stable.

Démonstration. ['équation caractéristique du systéme (2.1) est de la forme suivante
A oo
A+wad- —f e "By (@)da) =0,
uJo

avec

p1(a) = ,B(a)e_foa"l(s)ds.

Ainsi, la racine de I’équation caractéristique A = —p, les autres racines sont des solutions de
A [ _
1= —f e MB(a)da. 2.8)
u Jo

D’apres (2.8), il n'est pas difficile de montrer que, si Ry < 1, I’équilibre sans maladie est localement
asymptotiquement stable. En outre, si Ry = 1, le complexe A avec Re(A) > 0 ne peut pas étre la

solution de (2.8). Nous supposons que Re(A) = 0, en identifiant les parties réelles, nous obtenons
A [e.@]
—f Bi1(a)(1 —cos(Im(A)a))da =0,
pJo
nous déduisons que cos(Im(A)a) = 1, Ya € R", ce qui est une contradiction. ]

Théoreme 2.2.1. Supposons que Ry < 1. Alors l'équilibre sans maladie(DFE) Ey est globalement

asymptotiquement stable pour le systeme (2.1).
Démonstration. En observant que le probléme suivant,

¢'(@ =vi(@p@)-4p@, a>0,
(2.9)

$(0) = Ry,
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2.2 Stabilité globale de I'équilibre sans maladie

admet une solution unique positive,

‘P(“) — %‘[ ﬁ(a)e—fg(vl(f)dfdo-,

. . A S 0o .
nous construisons une fonction de Lyapunov L = L+ L, avec L} = S—ﬁ —ln(x) etl, = fo P(a)i(t,a)da.

u
drL m
d_tl - (1—%)(A—pS(t)—S(t)foooﬁ(a)i(t,a)dd),
(2.10)
A
_ __F A — _ Ay oo j
= p(l S(t))(“ S(1)) = (8(1) ”)fo pla)i(t,a)da,
et
sz . 00 4/ . (o 0]
— - P0)i(1,0)+ [y ¢ (@i(t,ada- [y vi(@$(a)da,
(2.11)

= ¢(0)i(t,0) - %f(f"ﬁ(a)i(t, a)da.

En additionnant (2.10) et (2.11), nous avons

A
AL _ V(A _§H) = (1-Ry)i
dt—u(l S(t))(“ S(6))— (1 - Ro)i(z,0) <0.

Notons que, pour Ry < 1, % = 0 implique que S(¥) = %, en utilisant I’équation de S dans le

modele (2.1), nous avons i(¢,0) =0.

Par le théoreme Lyapunov-LaSalle([37], [38], voir annexe), nous concluons l'attractivité glo-

bale de I'équilibre sans maladie.

Nous définissons les estimations suivantes,

a=supfaeR", B(a) >0},

A (e, 0)
lim —f Bla)e e “da>1, (2.12)
r—00 0
A o0
limsup— | Blo)e " Ddo < oo, (2.13)

a—oco M Ja

et
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Chapitre2. Stabilité globale d'un modele SIR avec age d’infection

—(u-nr)a
limsup plaje

< oo. 2.14
o’ [P Bl@)e Eodg -7 @14

Nous donnons le résultat concernant la stabilité exponentielle de I’équilibre sans maladie,

Théoreme 2.2.2. Supposons que (2.12)-(2.14) sont vérifiées. Alors l'équilibre sans maladie (%, 0) est

exponentiellement stable si Ry < 1.

Démonstration. Tout d’abord, a partir de (2.12), il n’est pas difficile de montrer qu’il existe une

constante ry > 0 telle que

A o0
—f Bla)e " “da=1.
wJo

Nous considérons la fonction positive ¥ défini par

w(a) = éf Blo)e Dy,
HJa

d’apres (2.13), nous avons que ¥ (a) est bornée. Notons que v est différentiable et vérifiez le pro-

bleme suivant

{ V(@) =roy(@-2p@, a>0,

(2.15)
w(0) =1.
Multiplions I’équation de i dans le probleme (2.1) par y et intégrons de (0,00), alors
d (e, 0) (0, 0] o0
E[ i(t,a)t//(a)da:f i(t,a)w'(a)da+i(t,O)w(O)—f vi(@wy(a)i(t,a)da,
0 0 0
en utilisant la bornitude de S, nous trouvons
d 00 A 00 . 00 .
%fo i(t,a)w(ada = (S(t)- ﬁ)fo B@i(t,a)+ [y roy(@i(t,a)da
(2.16)

< -rnfyilt,@y(a)da,

par le lemme de Gronwall, nous avons

f i(t,a)y(@das< Ae™ ™,
0

avec A= ;" ig(@y(a)da.
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2.3 Stabilité globale de I'équilibre endémique

D’autre part, d’apres (2.14), il existe une constante 8 positive telle que f(a) < Oy (a) pour tout

a>0,donc

A AN
SO == = -pIS)——|+0—e LA,
H poooH

De cela, nous déduisons, d’apres intégration,

A A A A —(u-
IS() = =1 (1Sog=—| - ———)e M+ ————¢ &
I I

p = (g —1o) p = (= 1o)

’Si I-L#H_r(b

et

A A -
1IS(t) ——|=<[Sg— —le M+ Ate ™™, si u=pu-—rp.
% %

2.3 Stabilité globale de I’équilibre endémique

Dans cette section, on va étudier la stabilité globale du point endémique, pour cela on a besoin

de montrer la persistance uniforme des solutions.

Soit le modeéle suivant

S'(t)=A-S()J(t) — uS(1),
(0:+0,)i(t,a)=—-(u+y(a)i(t,a),
3 2.17)

i(¢,0)=S(0J(1),

J@) = [y Ba)i(t,)da.

Posons vj(a) = u+y(a), avec les conditions initiales
S0 =S  i0,a=ia),

nous définissons la probabilité d’étre toujours infecté a I'dge a par I1(a) avec

I1'(a)

Y((Z) = m,
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et

M(a) = e Jo Y94ds,

par son interprétation I1 a les propriétés suivantes

I1(0)=1 etIl estdécroissante. (2.18)
On peut réécrire le modele (2.17),

S'=A-S]-uS, S0)=S,
J) = [P B@i(t,da,

_ (2.19)
S(t—a)J(t—a)ll(a)e H4, tr>a=0,
i(t,a)=1 . _.. I(a)
i(a—te M , 0<t<a.
II(a—1)

Apres (2.2), remarquons que

00 ¢ ~
1= [ ithada= [ erm@si-ar-adaret [ @m0
0 0 0 I1(a)

da,
grace a (2.18),
o] t oo _ 5
I(t)sf i(t,a)da:f e'““H(a)S(t—a)](t—a)da+e'““f i(a)yda:=I(1).
0 0 0

Alors,
S+T'=A-uS+D, SO)+I0)=8+1,

apres intégration on obtient,
- ~ = _u A _ut
SH+IM=SHO+I1)=(S+De* +;(l—e Bh.

Comme S et I sont des fonctions positives, alors les deux sont bornées de plus J () < ||Blloo ()

est aussi bornée.

Nous avons les estimations suivantes.
Théoreme 2.3.1. Les solutions du probleme (2.19) sont bornées.

S(H+1(1) smax{§+||i||,%}, J(0) smax{§+||i||,%},
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pourtoutt =0, et

. A A
lim sup (S(¢) + I(¢)) < —, limsup J(¢) < IIﬁlloo;.

t—o0 )% t—o00

Théoreme 2.3.2. Les hotes(les susceptibles) persistent uniformément

Soo = A
T s

Démonstration. On définit

Soozlimtinf S(D), J°° =lim sup J(1).
—00

t—o00

Nous utilisons le procédé de fluctuation([52], voir annexe) pour (2.17) : il existe une suite (#x)
telle que S(fx) — S €t S'(£x) — 0. En utilisant la premiére équation de S dans le modele (2.17),

nous avons

0= A= SeoJ™ — S0,

en déduisant,

o0 2 u )
p+J®
en utilisant I’estimation de J°° dans le théoreme 2.3.1, d’ou le résultat . ]

2.3.1 Attracteur global et persistance uniforme

Dans le but de traiter la persistance globale, nous nous placons dans un cadre fonctionnel

approprié, pour cela nous introduisons I’espace suivant,

X=RxL'R,),

etsoit X, =R* x LL (R,).

Pour les solutions (S, /) de (2.17) , nous définissons le semi-flot comme suit

@(t, (S, 1) = (S(1),i(t,.)), (2.20)

avec
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S(t—a)](t—a)ll(a)e H4, tr>a=0,

i(t,a) = B (2.21)
i(a—t)e"“M, 0<t<a.
I[Ia—1)
et
J(t) :f Bla)i(t,a)da, (2.22)
0

Lemme 2.3.1 ([52]). ® est un semi-flot continu dans X.

Théoréme 2.3.3. Si D = [;°Tl(a)da < oo, le semi-flot ® a un attracteur compact des ensembles

bornés dans X.

Démonstration. Pour montrer I'existence d'un attracteur global pour @, nous utilisons le théo-
reme 2.33 dans ([52], voir annexe) , nous vérifions que le semi-flot est un point de dissipatif, éven-
tuellement borné, et asymptotiquement régulier .

Les deux premiéres propriétés sont vérifiées grace au théoreme 2.3.1 et la définition du semi-

flot dans (2.20) et (2.21). Pour montrer la régularité asymptotique, nous appliquons le théoreme

2.46 ([52], voir annexe).
Soit
o(t,(S,1) = 0,w(r,.), (2.23)
avec
S(t—a)Jo(t—a)e " 11(a), t>a=0,
w(t,a)=4 . (7)) (2.24)
ila—t)e Mt , 0<t<a,
(a—1)
et
w(t,(S,1) = (S(D),v(t,.), (2.25)
avec

(2.26)

S(t—a)J1(t—a)e *11(a), t>a=0,
v(t,a) =
0, 0<t<a,

ou S(¢) et J(t) sont des solutions de (2.17) et

(1) = [y Blae Hl(a)da,

L) =e ' [Cia)fla+ t)H(aJr 2

Il(a)

da.

Soit C un sous-ensemble fermé borné de données initiales dans X.
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. i A
c=sup{S, +lill}, c:max{c,ﬁ},

Puisque I1(a) est une fonction décroissante, alors

T2(8) < e M1Bllool 1711

Soit
'
e, S, )l < e‘“f||i"||1+f0 S(t—a)J2(t— a)e” " I(a)da,
< C‘fot]z(s)e_“(t_s)l'[(t—s)ds,
< e M +]BlleoeD),

alors O(t, (S,1)) — 0 quand t — co uniformément pour (S, i) dans C et diam 0(t,C) — 0 quand

f — oo.

A présent, on va montrer que ®(C) a fermeture compacte , nous utilisons le critére de Fréchet-
Kolmogorov([52], voir annexe). Les conditions (i), (i7), (i v) sont aisément vérifiées, reste a montrer

que (iii) I'est aussi; a savoir

Ki=fI"Stt-a-mI(t—a-he M@ PT(a+ h)
-S(t—a)]1(t—a)e *Il(a)|lda

+ [l 1S(t—a- Wi (t—a—he M PT(a+h)da,
-0 h—0,

Par un calcul direct, nous avons

K <lIBlIE Sy "1S(t—a—h) - S(t—a)le*da
+e M —a—-h) -1 (t-a)le " da
HIBIE i1 - e e raqq

+HIBIIE [ "M@ - Ti(a + e M da

(2.27)

Il est clair que les deux derniers termes convergent vers 0, quand & — 0. Pour le premier terme

de (2.27) , par la premiéere équation de (2.17),

IS ()| < A+ ST+ uS<A+eu+1p118),
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le théoreme des accroissements finis implique que le premier terme de (2.27) converge vers 0
quand & — 0, uniformément dans C.

Considérons le deuxieme terme de (2.27), apres un changement de variable
t—h
5f L (s+h) - Ji(s)|e ¥sth=tda, (2.28)
0

avec

s ~
]1(3):f0 B(s—r)S(r)J(r)dr,

ol1 B(s) = B(s)I(s)e ™, fe LY (R*), alors

A

s ~ ~
i(s+h) = Ji(s)] < h(6||ﬁ||)2+f0 |(B(s+h—r)—B(s—r)EBlldr

IA

h(5||ﬁ||)2+62||ﬁ||f0 (BUr+ ) - Br)ldr

converge vers 0 lorsque h — 0. Par suite (2.28) converge aussi vers 0 quand /& — 0 uniformément

dans C. n

2.3.2 Trajectoires totales

Nous décrivons la trajectoire totale du systéme (2.1). Soit ¢ trajectoire totale avec ¢ () = (S(1),i(t,.))

oug(t+r)=>0(t,¢(r)), t=0, r e R. Posons
S;=8+r), L@®=Jt+r), i(t,a=ilt+ra),

avec
Sr:A_Sr]r_uSry ST(O):S(r)!

I-(0) = 57 B@)i,(t,a)da,

_ (2.29)
S,(t+r—a)],(t+r—a)ll(a)e H4, t>a=0,
ir(t,a) =4 . (@)
i(r,a—t)e M , 0<t<a,
II(a-1)
pours=r,avect=s—r,
S'(s)=A—-S]—usS,
S(s—a)J(s—a)ll(a)e H4, s—r>az=0, (2.30)
i(s,a)=4 . I1
i(r,a—(s—r))e‘“(s_”¢, O<s-r<a.
I(a—(s—r1))
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J(s)

oo B@i(s,a)da,

Supposons que r — —oo. Alors, pour tout s € R,

S'()=A-SJ—-uS,
J($) = [P B@S(s— a)J(s— a)l(@)e Hda, (2.31)
i(s,a)=S(s—a)J(s—a)l(a)e "4,

Le lemme suivant fournit certaines estimations utiles de la trajectoire totale.

Lemme 2.3.2. Pour tout (S,i) € A,

ph
S+ [Ci@da<?, §=—FL
’ g p+BILS

Jo B@u@das|IBllg,

i(a) < 1Bl M@e ™ e, a=0.

Démonstration. Soit

I(t):f i(t,a)dasf S(t—a)J(t—a)e *da=:1(t).
0 0

Apres un changement de variable dans I'intégrale (2.32), nous avons

t
I(r) = f S(s)J(s)e ™M =9ds, teR.

(e.0]

Comme S et J sont continues, et I est différentiable ,
I'o)=SwJ)—pl, reR,

cela implique

S +T'(t)=A— (S +I(1),
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Pourt>r,

t
S(8) +I(1) = (S(r) + I(r))e H=" +[ Ae HU=9 g

r

nous avons que S et I sont bornées, alors nous pouvons prendre r — —co,

S(H+1I(t) =

>
=|>

Comme I(f) < I (1), nous obtenons

SH+I <2, =<2,
O+I1) =y, J©) IIﬁII” reR (2.33)
i(t,@) < IBII)*e (@),
et aussi
t t
SU)E]‘AEW”ﬁ%mpG:[_Kﬂdﬂd&
r r
Alors, quand r — —oo,
pl
S(z———,
U+ ||,3||ﬁ
|
2.3.3 Persistance uniforme de la maladie
Nous définissons la fonction de la persistance comme suit,
p . X - R+
pS,0) = [ Bl@ila)da.
Donc,
p(@(t, X)) = fo p@it,ada=]J(t).
Nous intégrons I’équation de S dans (2.17) ,
_ t t t
S(n) = Se_’”exp(—f J(s)ds) + Af e_“(t_r)exp(—f J(s)ds)dr. (2.34)
0 0 r

En particulier, g est non nulle sur R, et A > 0. Par (2.34) , S(#) > 0 pour tout ¢ >0 et

t
](I)Zfo B@S(t—a)](t—a)e " T(@)da+ ] (1),
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2.3 Stabilité globale de I'équilibre endémique

ol

- B ©_ Illa+1)
T
Jt)=e fo i(a) @ da.

Il n y a pas de maladie si J(t) est nulle pour tout ¢ = 0 parce que J(t) et I(t) sont nulles pour
tout ¢ = 0 (par I'inégalité de Gronwall). Cela peut se produire méme si i (a) n’est pas nulle presque
partout, par exemple S’il ya b > 0 tel que S(a) = 0 pour tout a < b et i(a) = 0 pour tout a = b.

Afin d’éviter ce cas nous supposons que [;° J(£)dt > 0. Nous changeons I'ordre d’intégration,

ona

f i(@Z(a)da>0, (2.35)
0

ol

o II(a+ 1)
>(a) = p t dt,
(a) fo e mpla+1) @

dans ce qui suit, nous utilisons I'invariance par translation de la solution

: pour r = 0, nous
définissons

Jr(0=J+r), J(&)=]Jt+r), S()=St+r), t+r=0,

alors

t
Jr(2) =f Bl@e H(a)S(t— )] (t— ayda+ ], (1). (2.36)
0

Lemme 2.3.3. Si (2.35) est vérifiée. 1l existe un ty de telle sorte que J(t) > 0 pour tout t = ty. Sinon,

pour [;° i(@)Z(a)da =0, alors J(t) = 0 pour tous t = t.

Théoreme 2.3.4. Si Ry > 1 et (2.35) est vérifiée, alors

li{ninf](t) > u(Ry—1).

Démonstration.

D’apres le théoreme 2.3.2, il existe r > 0,€ > 0 tel que

s
S,()>—F
u+Jj®+e

Par (2.36) et comme J,(£) > 0, alors

7} t
Jr () < HT;H fo Blae M Ti(a)],(t - a)da.
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Nous appliquons la transformée de Laplace a cette équation qui convertit la convolution en un

produit. I ] est a noter que

j\r(/l):f e_/“]r(t)d[<00,
0

pour chaque A > 0 car J, est bornée, alors

~ H N )
Jr(A) = “wafrw fo Bla)e " B(a)l(a)da,

soit encore,

A
o 0o _ua
1> m‘[o ,B(a)e ﬁ(a)l'[(a)da

Cette inégalité est vérifiée indépendamment du choix de € et A > 0, ce qui permet de passer a

lalimitee— 0,1 —0

I

ce qui donne I'estimation voulue. [

Pour faire la transition de la persistance faible a la persistance forte, nous avons besoin de
vérifier 'hypothése (H1) dans le théoréme 5.2([52], voir annexe). Le lemme suivant confirme 1'hy-

pothese (H1) du théoréme 5.2.
Lemme 2.3.4. Si (2.35) est vérifiée alors ] est positive partout surR.
Démonstration. Rappelons que pour tout re R,
o0
J (@) :f Ba)S(t—a)](t-a)e " (a)da,
0

par un changement de variables,
t
J(1) =f B(t—0)S(0)J(0)e " °TI(t-0)do,
—00

a partir de cette équation et 'hypothese (2.35) on déduit que la fonction J n’est pas identique-

ment nulle. D’autre part, supposons qu’il existe r > 0 tel que J(#) =0 pourtout t < r:
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2.3 Stabilité globale de I'équilibre endémique

A t
](t)sllﬂll;f J(o)do

Linégalité de Gronwall conduita J(#) = 0 pour tout ¢ € R, cela contredit clairement J () # 0 pour
certains t. Donc il existe une suite ¢, — —oo lorsque n — oo avec J(t,) > 0. Soit J,(t) = J(t + t5),

d’apres le théoreme 2.3.2 , avec 6 =infg S > 0,
t ~
Tn(1) 2[ 51t —a)fla)e " (a)da+ J,(t)
0

avec J,(0) = J,(0) = J(t,) > 0 et J,, est continue en 0. Par le corollaire B.6. ([52], voir annexe),
Jn(t) > 0 pour t > b avec un b = 0 qui ne dépend pas de J. Autrement dit , /(¢) > 0 pour tout

t>t, +b. Comme t,, — —oo, lorsque n — oo, J(t) >0 pour tout ¢ € R.

[
Théoréme 2.3.5. Soit Ry>1etD = [y Il(a)da < oco. Alors il existee > 0 tel que
ligiglf](t) =€, ligci)gfl(t) =€
pour toutes les solutions avec des données initiales satisfaisant a (2.35).
Démonstration. D’apres le théoréme 5.2 dans ([52], voir annexe), ® est p—uniformément forte-

ment persistant. Nous avons

t
I(1) Zf S(t—a)J(t—a)e "T(a)da=0
0

nous appliquons le lemme de Fatou-Lebesgue ([52])
[e.@]
litminfl(t) > Soo]oof e MM(a)da
D’ot le résultat.

2.3.4 Existence et stabilité globale de I'équilibre endémique

Dans cette section nous abordons principalement la question de la stabilité globale de I’équi-

libre endémique.
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L'équilibre endémique est un point fixe pour le semi-flot @,

D(1,(S*,i*) =(S*,i*) aveci® #0,

apres la définition de @,

. S*I'Il(@e "¢, t>a=0,
" (a)= @)
7k _ —ut a
i"(a—1te faop 4>t= 0.
Il est clair que si i * réalise le premier cas, alors le deuxiéme cas est aussi satisfait. En effet, par

la définition de i* (a) et pour ¢ < a < 2t, nous obtenons

i*(a-1) =S*J*'l(a- e D,

et ainsi, )
a
¥ = ¥ -t Tut )
i"(a) i“(a—1t)e Ma—o
I1
= S*]*e‘“(“‘”l'[(a—t)e‘“t—(a) ,
II(a—1)

= S*J*e Mil(a),

et donc le point endémique vérifié le systeme suivant,

0=A-uS*—S*J*,
J* = [5° Bla)i*(a)da,

par un calcul direct, nous avons

Théoreme 2.3.6. Si Ry > 1 alors il existe un point d'équilibre endémique unique tel que,

=1

S =L, J*=[FB@i*(@da=pR-1),
i*(a)=S*J*I(a)e H4,

(2.37)

Théoréme 2.3.7. Supposons que Ry >1 et D = [ Tl(a)da < oco. Alors l'équilibre endémique attire
toutes les solutions dont les données initiales satisfont (2.35) et elles sont localement asymptotique-

ment stable.
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2.3 Stabilité globale de I'équilibre endémique

Démonstration. Nous utilisons la fonction non négative suivante, qui est bien connue pour les

fonctions de Lyapunov dans les systemes Volterra-Lotka [18],
gy =y-1-In(y),

Il est noter que g : R} :— R* est continue et concave . De plus, g a un minimum en 1, avec

g(1)=0.

Soit p: R — Ay, (1) = (S(1),i(t,.)) est la trajectoire totale dans A, . D’aprés les théoremes 2.3.2

et2.3.1, S(t), J(t) sont bornées loin de 0. En outre, d’apres le lemme 2.3.2, nous avons des bornes

supérieures pour S(#), J(#) . Ainsi il existe g telque 0 < g(y) < g pour y = Ss(f) ,etpour y = ’l(t(g)) pour

fLa) _ 11-a0) 649 obtenons 0 < g(y) < § pour y = % pour tout £ € R.

tout £ €R. De plus, 77 = =5

Définissons,
()= @, w(t,a) = M, (2.38)
S* i*(a)
avec T(0) =T, w(0, a) = w(a), , et
T'=8&-T]-uT,
J(O) = [° Ba)i* (@w(t,a)da, (2.39)
_Tt-a)(t—a)
w(t,a) = %
Nous considérons la fonction de Lyapunov suivante,
V(1) = Vi(p(1) + Vi(p(1), avec Vi(¢p(1) = g(T (1))
Vip(0) = [ y(@g(w(t,a)da,
ouy(a = [y Bla)i*(a)da, avec
Y@ =7, y'(@)=-B@i*(a). (2.40)

Calculons la dérivée de V; par rapport a ¢,

Ay — a- e

dr ° T(1)
= (I—L)(A—T]— T)
- T 'S H
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Nous avons de l’equatlon = J* + u, nous trouvons
Ly = Q=g =TT (T - 1)
dr ° T(t) H ’
= a-—yrva-ns-Er-n2 2.41
( T ))] ( )] ( ) (2.41)

A ce stade nous avons du lemme suivant suivant

Lemme 2.3.5. (/52]) Supposons quey : Ry — R, est continue ety,y' € L'(R,), et aussi V;o¢p est

continue, nous avons

d o0
EVI y(O)g(W(t,O)HfO Y (@) g(w(t,a)da,

d’apres le lemme 2.3.5, la dérivée de V;,

% i = Y(O)(W(t,O)—l—ln(W(t,O)))+f Y (@) (w(t,a) —1-In(w(t, a))da,
0

= (0)(T(t])]()—l—ln(w(t,O))+f Y (a@)(w(t,a)—1-In(w(t,a))da,
0

par (2.40), la formule % Vi devient alors

d o0
EVi =T J)-J" = J In(w(t,0) —fo Bla)i*(a)(w(t,a) —1—In(w(t, a)))da, (2.42)

par (2.39) et (2.37), nous avons

4y =TI - J0) + f " p@i* @D aq, (2.43)
dt 0 w(t,0)
en combinant (2.41) et (2.43),
%V+,u(T—1)2 = foooﬁ(a)i*(a)(l—%Hn(%))du,
= foooﬁ(a)i*(a)(—g(%)+1n(w(;’+?;m)da,
) _foooﬁ(“)i*(“)(g(%)+g(w$$§)m)_ W(L’(%m Hhda
d’apres (2.39),
f Bl@)i* (@) w“(cz)g)m )da:]xzzg)—]*:o.
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2.4 Analyse numérique

Alors

d T | 00 B w(t,a)T(t)
EVHJ(T—I) = ](g(T) fo Bla)i” (a)g( w(t.0) )da<0,

supposons que %VO([) = 0. Alors T(#) =1 pour tout ¢ € R. Par (2.39),

0—A J

donc J = J* et w(t,a) =1 par (2.39), on déduit par (2.38),

o) =(S*,i"(a),VtER,

Par le théoreme 2.53 ([52], voir annexe), I'attracteur global A; est le singleton dont le seul
élément est I’équilibre endémique (S*,i*(a)). Notons que la preuve précédente ne prouve pas
que I'équilibre endémique est localement stable. En effet, comme conséquence du théoréme 5.7

dans([52], voir annexe), nous avons que I'équilibre endémique est localement stable.

2.4 Analyse numérique

Nous présentons deux exemples pour illustrer le modele (2.1). Nous allons prendre le jour pour
unité de temps et nous tracons les solutions du modele (2.1) depuis zéro a 140 jours. De plus, nous

supposons que u = p(a) =0.1.

2.4.1 Exemplel

Dans le premier exemple, nous simulons la population susceptible et la population infectée.
Dans ce cas Ry < 1 et les solutions convergent vers I’équilibre sans maladie (%, 0). Nous supposons
que la densité des susceptibles dans I’état initial est S(0) = 2000, et la distribution initiale des in-
fectés est i(0, a) = 1000, et A = 15000, f(a) = 0,00000001, @(a) = 0.1. Pour ces parametres Ry < 1, et

|'épidémie disparait apres environ 20 jours.

2.4.2 Exemple 2

Dans le deuxieme exemple, nous supposons que Ry > 1, de sorte que les solutions convergent

vers I'équilibre endémique. Les populations épidémiques présentent des oscillations, avec les po-
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Chapitre2. Stabilité globale d'un modele SIR avec age d’infection

pulations infectées atteignant des valeurs trés faibles, comme la population converge vers |’état
d’équilibre. Nous supposons que la population susceptible initiale S(0) = 133, et la distribution
initiale des infectés i (0, @) = 50(a+2)e~*4(@*2) et A = 350. Nous utilisons la forme de la fonction de

transmission f(a) dans la premiére courbe de la figure 2

0 si 0<a=<5.0,
pla) =
0,66667(A —5.0)2e706(A=5.00 & 4>50

Dans la deuxieme courbe de la figure 3, nous reprenons les mémes parametres utilisés dans la
premiere courbe de la figure, nous changeons la fonction de transmission f(a) qui prend la forme
suivante

Bla) = ae™ .
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FIGURE 2.2 — La densité des infectés

FIGURE 2.3 — La densité des susceptibles converge vers %, et la densité des infectés converge vers

Z€ro, pour Ry < 1.
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FIGURE 2.7 — La densité des infectés

FIGURE 2.8 — La densité des susceptibles converge vers S*, et la densité des infectés converge vers

i*(a), pour Ry > 1.
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Chapitre 3

Stabilité globale d'un modele épidémique SIR
avec fonction d’incidence non linéaire et age

d’infection

Ce chapitre est le développement de notre article ([54]).

Dans la modélisation mathématique tres souvent une forme bilinéaire du taux d’incidence(les
nouveaux cas infectés) est utilisée, telle que, 5SI ou ,6%, ou Sreprésente les individus susceptibles
et I les individus infectés (N est la taille totale de la population ) ; cela se fait pour caractériser le
fait que le nombre de contacts entre infectieux et susceptibles est proportionnel au produit des

deux sous-populations.

De nombreux auteurs ont estimé que la fonctionnelle bilinéaire n’est pas réaliste, et ont sug-
géré que la transmission de I'infection devrait plutot avoir une forme non linéaire, en particulier
lorsque I'on considere le fait que la probabilité d’infection est influencée par la taille de la popu-
lation susceptible et infectée. Grosso modo le nombre d’individus infectieux peut augmenter le

risque d’infection et les personnes susceptibles seraient amener a éviter tout contact avec eux.

En 1973, Capasso et al [10] ont utilisé comme fonction d’incidence non linéaire de la forme

S()I1(1)
ﬁl+0¢](t)’

pour modéliser la propagation du choléra a Bari. Le cas d'une fonction d’'incidence non
linéaire sous sa forme la plus générale f (S, I) a été introduit par Feng et Thieme [16], [17]. Koro-
beinikov et al [28] ont formulé une variété de modeles avec la fonction d’'incidence de la forme
f(S(1))G(I(1)) et Korobeinikov [29] , [27] a obtenu des résultats plus généraux pour les modeles

SIR et SIRS avec la fonction d’incidence f(S(t), I(1)).
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Huang et al. ([22] ) ont analysé le systeme suivant,

§'(t) = u—F(S®)G(i(t - 1)) — uS(1),

L (O =FES)G(t—1) - (u+0)i(t), 3.1

r'()=oi(t)—ur(o),

ol l'incidence a pris la forme F(S)G(I), sous '’hypothése que F est non décroissante et G est
concave et non décroissante. La stabilité globale des équilibres sans maladie(DFE) a également été
établie en construisant des fonctions de Lyapunov appropriées. Dernierement Huang et al([23])
ont considéré comme taux d’'incidence non linéaire la forme générale suivante f(S(¢), I[(f —1)).

Beretta et al ([2]) ont étudié un modele SIR a retard, tout en considérant les maladies a trans-
mission verticale. Par la suite, différents modeles épidémiologiques, ont été proposés et étudiés,
(71, [22], [24], [42], [43], [44], [56] .

Dans le contexte des modeles avec 1'age d’infection, Thieme et al ([60]) ont proposé et analysé
un modele avec I'age d’infection a. Depuis, de nombreux chercheurs ont développé et étudié des
modeles structurés en age ([6], [7], [8], [11], [40], [59]).

Néanmoins, en modélisant la transmission d'une maladie infectieuse, il estimportant de consi-
dérer 'age d’infection et I'incidence non linéaire pour de meilleurs résultats.

Dans cette section, nous proposons une classe générale de modele SIR avec I’age d’infection

suivant,

S'(t)=A-uS(t)—i(t,0), t=0,
Litt,a)+Lit,a) = —(u+y@)ilt,a),

[(1,0) = f(S(0),J(D),

. )of((),()) (3.2)
J(t) = [y Blai(t,a)da,

R'(0) = [Cy(@i(t,a)da— pR(1),

i(0,a) =iy(a).

Avec f € Cgy(R*,R*), ot Cpy(R*,R*) est 'ensemble des fonctions bornées et uniformément
continues de R™ dans R, iy € L} (R*), y € L°(R*). Les parametres A et u sont positifs.
Dans le modele (3.2), la population est décomposée en trois classes : la premiére classe représente

des individus susceptibles (S), la deuxiéme classe des personnes infectées I et la derniere classe
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des individus retirés (R). L'age de I'infection a = 0, est le temps écoulé depuis que I'infection a
commencé, et i(z,a) est la densité des infectés par rapport a I’age de 'infection. La fonction f(a)
peut étre interprétée comme étant la probabilité d’étre infectieux (capable de transmettre la ma-
ladie). Dans le modele (3.2) le parametre A est le flux entrant dans la classe des susceptibles S, et
est le taux de mortalité des individus susceptibles. Enfin y; (a) est le taux de sortie des personnes

infectées avec un age de l'infection a.

Posons,

N=S+1+R,

avec I(1) = fg’o i(t,a)da. On déduit que N satisfait I'équation différentielle suivante :
N'(t)=A-uN(),

et par la suite N(#) converge vers % quand ¢ — oo.

La densité des retirés vérifie I'équation suivante
R(5)=N(1)-S(0) - 1(2),

par conséquent, cette classe est omise.

Tous les modeles mentionnés plus haut, peuvent étre considérés comme cas particulier de
notre systeme (3.2). Si ’on suppose par exemple que p + y(a) = u; avec y; est une constante posi-

tive et f(S(2),J(#)) = F(S(1))G(J(1)) et
pa) =1¢,00) (@),

pour certains 7 = 0. Puis en mettant I(f) = f(;x’ i(t,a)da, alors on dérive le systeme d’équations

différentielles a retard suivant :

S' (1) = A—uS(t) - F(S(1)Gle M I(t 1)),
I'(t)=FS)Gle™MTI(t—1))— u I(1).

Soit la fonction D(a) := e~ Jo W+Y(©0)d0 qyec D e LI(RT) .

Nous avons les hypothéses suivantes sur la fonction f:Si J = 0, f(S,.) est strictement croissante
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et age d’'infection

pour S > 0, f(.,J]) est strictement croissante pour J > 0. En outre f(0,/) = f(S,0) = 0 pour tout

S,7=0.

0
La fonction a—j]C(S, 0) est continue positive pour tout S € K.

La fonction f est supposée continue et localement lipschitzienne par rapporta Seta J avecla

constante lipschitzienne L > 0, c’est-a-dire pour tout C > 0 il existe un L > 0 tel que
|f(S2,J2) = f(S1,JOI = LUS2 = S1l+ 12— 1D, (3.3)

quand 0=<8,,8,/,J1=C.

Pour le modele (3.2), Ry le nombre des individus infectés secondaires produits par un seul

individu infecté durant la période d’infectiosité est définie par ([12])

_of A
RO = Da_](ﬁ)o)v (34)
avec
D= f Bl@D(a)da, et D(a)=e ko WwroNdo, (3.5)
0

Le systeme (3.2) a toujours un équilibre sans maladie E (%, 0) et peut également admettre un équi-

libre endémique unique E*(S*,i*(a)) quand Ry > 1 ou1 (S§%, i* (a) satisfont

A=pS*+i*(0), t=0,
i*(0) = f(S*,J%),
] (3.6)

i*(a)=i"(0)D(a), VYa>0

J*=i*(0)D.
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3.1 Existence et unicité des solutions

3.1 Existence et unicité des solutions

Dans cette section, nous montrons qu'’il existe une solution unique pour le systeme (3.2). Nous

considérons le probleme suivant

Li(t,a)+Zi(t,a) = —(u+y(@)ilt,a),
i(£,0)= f(R(D), [;° B@i(t,@)da), (3.7)
i(0,.) = ip(.) € L} (R™),

avec R une fonction continue bornée donnée.

Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Supposons que (3.3) est satisfaite. Alors pour tout T > 0, il existe une solution faible

unique i€ C([0, T]; LYRY)) du probleme (3.7). En outre i(t,a) =0 dés que iy(a) = 0.

Théoréme 3.1.1. Supposons (Sy, ip) € R* xLL (R*). Il existe une solution positive faible unique (S, i) €

C!(R") x C(R™; LY (R™)) du probleme (3.2).

Démonstration. Tout d’abord, nous définissons M := M(1 + [1Blleo) avec M := max{So + |lioll1, %}.
Nous posons f(S, D = f(h(S), h())) et h(S) = min{S*, M3}, o1 St = max{S, 0} est la partie positive de
S. Il est a noter que la fonction f est continue et globalement Lipschitzienne.

Pour démontrer I'existence des solutions positives de (3.2), nous utilisons le théoréme du point
fixe de Banach-Picard ([47], voir annexe) dans un espace de Banach approprié. Nous posons E =
C([0, T1; LY (R*)) avec T > 0 a choisir par la suite. Soit E; '’ensemble des fonctions continues non

négatives sur [0, T, a valeurs dans LY(R"). La norme associée est définie comme suit

lln|l= sup [[n(t, )R-
tel0,T]

Plus précisément soit m € E., nous définissons les deux opérateurs suivants

B:E,—C([0,T)),

est définie par B(m(t,.)) = S(1), avec S est la solution du probleme suivant,

S'(1)= A-uS— F(S(), fo Bl@m(t,a)da), 3.8)
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et
F:E+_’E+

m(t,a)— i(t,a),

avec i est défini comme étant

0 . 0 . B )
&l(t,a)+%z(t,a)— (u+y@)i(t, a),

\ i(t,00= f(B(m(z,.), [s° B@i(t,a)da), (3.9)

l(o) a) = i()(d),

Selonlelemme 3.1.1,1'opérateur I est bien défini. Pour prouver I'existence et1'unicité des solu-
tions du probleme (3.2) avec la fonction modifiée f , il suffit de montrer que I" est une contraction.
Soit i1 (t, a) et i»(t, a) sont deux solutions (3.9) associées respectivement a m (t, a) et my(t, a), nous

avons mis J,(t) = f(;’oﬁ(a)in(t, a)da avec n=1,2,donc i(t,a) = i1 (t,a) — i»(t, a) satisfait

0. 0 . _ )
El(t,a)+£l(t,a)— (u+y@)i(t,a),

\ i(£,0)= f(B(m(t,.), J1(D) = f(B(ma(t,.), J2(1),

i(0,a) =0.

et donc |i(t, a)|(au sens distribution) satisfait,

Llitt, @)+ Zli(t,a)l = —(u+y@)lit, a)l,

S 1i(8,0) = | f(B(mi(,)), 1(1) = f(B(ma(t,.), J2(D)],

120, a)| = 0.

En raison de (3.3), nous obtenons

li(t,0)] = LIB(mi(t,.)) - B(ma(t,.))l

+

L|f B(a)i(t,a)dal,
0
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ainsi

(6,0 < L{181(6) — Sy(0) +f0 B@li(t,a\da), (3.10)
avec S1(t) = B(my(t,.)), et So(t) = B(mgy(t,.)). D’autre part, notons que S(f) = Sy (¢) — Sa(t) satisfait

{ S'(t) = —uS() - f(S1(0), [3° Blaymy (¢, a)da) + f(S2(0), [5° Bl@)ma(t, a)da),
S(0)=0.

Donc |S(t)| satisfait,

SO = —pSOI=I1f(S1(0), f5° Blaymy (t,a)da) - f(S2(1), [5° Bla)ymi(t, @)da)|
+ |FS2(0), [5° Blaymi(t,a)da) — f(S2(D), [5° Bla)ma(t, a)da)|,

En utilisant encore une fois (3.3), nous avons

NOIE

IA

—pIS|+ LIS()| + L f5° Bla)|m(t,a)|da,
LIS+ Ll Bllsoliml| g,

IN

par un calcul direct, nous obtenons
1S()] < (e = D)1 BlloolIml | (3.11)
En intégrant par rapport a I’age d’infection a, la deuxiéme équation de (3.2), devient alors
d o]
— i(t,a)lda<1i(t,0)],
dtfo li(t,a)l [i(¢,0)]
selon (3.10), nous avons
d o0 (o0}
—f it alda < L(SWI+ ||ﬂ||oof li(t, a)|da),
dt Jo 0
d’apres (3.11) et le lemme de Gronwall,
lillg < (€M = 1) (e PleT —1)[|m]| .
Choisissons T de telle sorte que

(T —1)(eMPll=T 1) <1,
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nous obtenons que I'opérateur I est une contraction dans I’espace de Banach E, .
Nous définissons M (t) = S(t) + I(¢), avec I(¢) = f(;’o i(t,a)da et (S,i) sont des solutions du pro-
bléme (3.2) avec la fonction modifiée f. Nous intégrons par rapport 2 I'age I’équation associée a i

dans (3.2), et en additionnant les équations différentielles, nous obtenons
M'(t) < A— uM(0).
Par un calcul direct, nous trouvons

M(t) < M := max{M(0), %},

et
. A
limsup M(¢) < —.
t—o0 H©
Enfin,
) A
limsup J(£) < [|(@)|lco—
t—oo U
et

S()+J(1) < M:= M1 +||Blloo)s

Par conséquent (S, i) est'unique solution du probleme (3.2). En outre, par le fait que la donnée
initiale Sy est non-négative, alors 'opérateur B est trivialement non-négatif, donc selon le lemme
3.1.1 la solution de (3.2) est non-négative a condition que la donnée initiale iy est non-négative.

Posons liminf;_., S(#) = S etlimsup,_, ., J(¢) = J*. En utilisantla méthode de fluctuation([52],

voir annexe), il existe une suite (¢) telle que S'(#x) — 0 et lim;, oo S(£x) = Soo, alors

OEA_,USoo_f(Soo)]OO))

par (3.3), nous obtenons

donc,




3.1 Existence et unicité des solutions

Parla méthode des caractéristiques, la solution (S, i) du probléme (3.2) peut étre réécrite comme

suit
fSt-a),Jt—a)e ™F(a), t>a=0,
i(t,a) = (3.12)
. _.. Fla)
igla—te mF(a—t)’ a>t=0.
avec

(@)= el do,

Par un calcul simple, nous avons

S'()=A—uS(®) - f(S(),J(1),
(3.13)
J(0) = [y B@fS(t-a),J(t—a)l (@e Hda+ J»(0),

avec

da.

[ . Fla+D
sz:e*“‘fo Bla+ t)iy(a) @

Posons liminf; .o, S(f) = S« et limsup,_ . J(#) = J°, alors nous avons les estimations sui-

vantes.

Lemme 3.1.2. La solution (S, ]) de probleme (3.13) satisfait

A A
TP <||Blloo—, et T < Sy < —.
U

I
A

Avecl .= ——
+L

Démonstration. En utilisant la méthode de fluctuation ([52]), [57], voir annexe), il existe une suite

(tr) telle que S'(tx) — 0 et limy, oo S(£%) = Seo, ainsi
k

0= A—l,tsoo_f(soo,]oo)r

comme conséquence de (3.3), nous obtenons
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et alors,

Soo =

=L

D’autre part, J(f) < ||,6||oof(§’°i(t, a)da < IIﬁIIOO%. Le lemme est prouvé. ]

3.2 Attracteur global et compacité

Dans cette section nous prouvons 'existence d'un attracteur global compact pour des solu-

tions du systeme (3.2), il n’est pas difficile de montrer I'existence d'un semi flot continu
D(t,(So,i0(.))) = (S(),i(t,.)), (3.14)

avec (S, 7) sont des solutions du probléeme (3.13).
Posons X = R* x L!(R*) et soit X; = R* xLL (R*), nous allons montrer I'existence d’un attracteur

compact des ensembles bornés de X.
Théoreme 3.2.1. Le semi-flot ® a un attracteur compact A des ensembles bornés de X .

Démonstration. D’apres le lemme 3.1.2, le semi-flot ® est un point dissipatif et éventuellement
borné. Nous utilisons le théoreme 2.33 ([52], voir annexe) pour prouver le théoreme précédent .
Nous avons seulement besoin de montrer que ® est asymptotiquement régulier.

Pour cela, nous appliquons le théoreme 2.46. ([52], voir annexe). Nous définissons
01(¢,(So,10(.))) = (0, w(t,.),
par

f(St-a), 2(t—a)e " F (a), t>a,

w(t,a) = (3.15)
I (a)

icla—teH'———— a
o ) Fa-n

> 1,

05 (¢, (So, ig(@))) = (S(1), v(t,.)) avec

(f(S(t=a),J(t— @) - f(S(t—a), Ja(t— @))e M F (@), t>a,
y(t, a) = (3.16)

0, a>t,
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ou
Fla+1t)
F(a)

J2(8) = e_”tf Bla+t)ig(a) da. (3.17)
0

D’apreés (3.12) nous avons
@(2, (So, lo (@) = ©1(%, (So, i0(a))) + O2(2, (So, io(a)).

Soit C un ensemble fermé borné de données initiales dans X et soit

My =sup{So + lipll1, (So, i) € C}, et
(3.18)

M:= max{Ml,%}.

D’apres (3.3) et le fait que f(S,0) = 0 nous obtenons

f(Stt—a), )2(t—a)) < L2 (t - a),

+1)

(a)

comme [ est décroissante, nous avons <1 pour tout ¢ =0, a = 0, en remplagant dans

(3.17) nous obtenons

J2(5) < e |Blloollioll,
(3.19)
< Me Bl
D’autre part, d’apres (3.15),
012, (So, i)l = Nlw(Dll,
t [e0]
= fof(S(t—a),Jz(t—a))e‘““F(a)da+e_“tft io(a—t)F'(E;cj)t)da,
en utilisant (3.3) et f(S,0) =0,
: ! —ua _ur [, F (@
11018, (So, il <= L[| L(t—a)e *F(a)da+e™* iola—1) da,
0 t Fla-1)

puisque / est une fonction décroissante,

t [oe)
1101 (¢, (So, i)l = Lf Jz(t—a)e‘”“F(a)da+e_“tf iola—t)da,
0

t
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par un changement de variable,

t
101(%,(So, i)l < Le“”[ J2(8)e! F (t—s)ds+e M ligll;.
0

D’apres (3.18) et (3.19) nous trouvons

A

11©1(2,(So, io))ll1 < e“”‘M(l+L||ﬁ(a)||oof0 [ (a)da),

donc

©1(t,(So,1p)) — 0, quand t — oo, uniformément pour (Sy, ip(.)) € C,

et donc diam O (¢, C) — 0, quand t — oo. Notre prochain objectif est de prouver que 0, (¢, C) est a
fermeture compacte. Pour prouver cette propriété, nous avons besoin de vérifier toutes les condi-
tions de théoréme de Fréchet-Kolmogorov([52],[15], voir annexe), les affirmations (i), (i7) et (iv)

sont facilement vérifiées, il reste a prouver (iii), a savoir,

JEM(F(S=a=h), J(t—a- W) - f(S(t—a-h), Jo(t —a—h))e H@D [ (a+ h)
—(f(Stt-a),J(t-@) - f(St-a), J2(t — @))e "I (a)|da (3.20)

+ L f(Stt—a),J(t—a) - f(S(t— @), J2(t— @)|e " F (a)da,

tend vers 0 quand & — 0 uniformément pour les données initiales de C. Il n’est pas difficile d’ob-

Server que

t
f . |F(St-a),J(t—a) - f(S(t—a), 2(t— @) |e " F (a)da,
tend vers 0 quand & — 0 uniformément pour les données initiales de C. Nous avons défini

t—h
K := f |(f(S(t—a—h),](t—a—h))—f(S(t—a—h),]g(t—a—h)))e'“(“+h)F(a+h)
0

- (f(St-a,Jt-a)-f(Stt—a), .t - a))e *F (a)|da,
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nous avons

t—h
K 5f |f(Stt—a-h),J(t—a-m)e "W (a+Wda- f(S(t—a),J(t—a))e " F (a)|da
0

+

t—h
f |£(Stt—a—-h), Jo(t—a-m)e "™ W (a+ hyda- f(S(t-a), J.(t— a))e M F (a)|da,
0

IA

K+ K5,

avec
t—h

Iq::f |£(Stt—a-h),J(t—a-m)e " P (a+hda- f(St-a),J(t-a)e "F (a)|da,
0

et

t—-h
Kg::f |£(Stt—a—-h), Jo(t—a-m)e "W (a+ Wda- f(S(t-a), J(t— a))e F (@)|da.
0

nous nous concentrons sur Kj,

t—h
K sf |f(Stt—a-h),J(t—a-n)-f(S(t—a),J(t—a))e **F (a)|da
0

t—h
+ f f(Stt—a-n),Jj(t—a-m)|e " P (a+hda-e F (a)|da.
0

Par I'hypotheése (3.3) et le théoreme 3.1.1, nous obtenons

Ki < Li"|Stt—a-h)-Stt-a)|e e (@da+ [ |J(t—a-h) - J(t-a)|e F (@da}

+ FOLIB@looMD ()" e Hath — emha| - (@yda+ [ " e M@ D[ (a+ h) - I (@)|da).
(3.21)

On peut facilement prouver que le troisieme et le quatrieme termes de (3.21) convergent vers
0 quand h tend vers 0, uniformément pour toutes les données initiales dans C. Par (3.13), nous

avons 'estimation suivante
ISl < A+uS+ (S, ]) < A+ uM+ f(M,]|BlleoM).

Par conséquent, le théoréme des valeurs intermédiaires implique que le premier terme de (3.21)
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converge vers 0 quand & — 0, uniformément pour des valeurs initiales dans C. Par un changement

de variable, le deuxiéme terme de (3.21) devient
r—h
K3 := Lf |J(s+h)—J(s)le PSP (- s— hydss.
0

notons que,
|J(s+ ) =J©)| =|h(s+h) = ()| + |[J(s+ h) = T2(5)],
alors

t-h t=h
K; sf |J1(s+h)— ] (s)|e‘““‘~“h)m—s—h)ds+f J2(s+h) = J2(s)|e PSP F(t— s — hds.
0 0

Nous remarquons que la fonction J; devient apres un changement de variable,

t ~
]1(t)=f0 Bt—r)f(S(r),J(r)dr, (3.22)

avec ,B(t) = B(OF (t)e M, ol ,B e LY (R*) N L°(R*). Par un calcul simple, nous obtenons

S ~ ~
|11+ h) = 1(9)| <11 Blloof (M, 1| Bllcc M) L+ f (M, ||ﬁ||ooM)f0 |B(s+h—1)—P(s—r)ldr.

Cela converge vers 0 quand & — 0 pour tout s = 0 et pour les données initiales dans C. D’apres la

définition de J, dans (3.17) et un changement de variable,

- h) .
|2(s+h) = Ja(s)] < e Mt |,6(a+s+h)—ﬁ(a+s)l%lo(d)dd

F(a+s+h) _F(a+s)
F (a) F(a)

+ 1Blloo J5~ | lio(@)da.

En utilisant le fait que B(a) est bornée et uniformément continue nous pouvons prouver que ces
dernieéres intégrales vont a 0 quand # tend vers 0, de maniere uniforme pour tout s = 0 et pour
toutes les données initiales en C. Comme J,(f) < J(¢) pour tout ¢ = 0, nous pouvons prouver que
K5 converge vers 0 uniformément pour toutes les données initiales en C, en utilisant le méme

argument que ci-dessus. Cela prouve le théoreme. [
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3.2.1 Trajectoires totales

Dans cette section, nous décrivons les trajectoires totales de notre systéme, qui sont des so-
lutions de (3.2) définies pour tout ¢ € R. Ces solutions jouent un role important pour prouver la
stabilité globales des équilibres. Nous considérons ¢ la trajectoire totale de ® , ¢(1) = (S(1), i(z,.)).
Donc ¢(r + 1) = ®(,¢(r)), £ =0, € R. Nous définissons S, (1) = S(t+r1), J,(£) = J(t+71), I, (D) (t,a) =

i(t+r, a). Ensuite (S,(1),i,(t,.)) =®(t,(S(r),i(r,.))). D’apres (3.14),

S’r = A_/JSr _f(Sr;]r); S,(0) =S(r),

e ME(a)f(S(t—a),] (t—a), t>a,

il’(t) a) =
i(r,a— t)e“”ﬂ, t<a,
Fa—1)
et
7 () =f0 B(@i,(t, a)da
pour £ =0,

S'(t+r)=A—uS(t+r)—f(SE+7r),J(t+71)),

e MF(afSt+r—a),J(t+r—a), t>a,
i(t+ra)=
F (a)

i(rra—t)e W ———
F(a-1)

r<a,

J(&t+7) =f Bla)i(t+r,a)da.
0

Pours=r,avect=s-r,
S'(s) = A—uS(s) — f(S(s),J(s)),

et (afSs—a),J(s—a), s—r>a,
i(s,a)=
F (a)

; —(c— —pls—nry___ 7
= Py

, S—r<a,

J(s)

IS Blai(s,a)da

= [ B@e ™ (@f(S(s-a),J(s-a)da

F (a)

+ fsofrﬂ(a)i(r»a—(S—r))e_”(s_r)m a
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Pour tout r e R, s = 1. Si r — —o0, alors pour tout s € R,

S'(s) = A—uS(s) — f(S(s), J(s)),
J(s) = [;° B@e M F (@) f(S(s—a),](s—a)da, (3.23)
i(s,a)=e " (a)f(S(s—a),]J(s—a)), a=0.

Le lemme suivant fournit certaines estimations de la trajectoires totales qui s’avéreront utiles pour

la suite.

Lemme 3.2.1. Pour tout (Sy, ip) € A, nous avons
0o A A . .
So+ fo ig(a)da < w et Sp = T ou L est la constante de Lipschitz,
o Bl@yio(@da<|lBllooty, et

io(a) = f(11Blleoy)e F (@), az0.

Démonstration. Nous avons [ (a) < 1 pour tout a = 0, alors
I(t)= fooo i(t,a)da< fooo e " f(S(s—a),J(s—a)da=:1(1).

D’aprés un changement de variable, la fonction I(t) devient

I(t) = f_; e "I £(S(s), J(9)ds,
et satisfait les équations suivantes

I'(0) = f(S(0),J(0) - pl(t), teR.
Par I'équation de S dans (3.23), nous obtenons

S'(O+T ()= A—u(S) +1(1).

Pour tout £ > r, et apres un calcul direct,

¢
SO+ I(1) = (S(r) + I(r)e *=D +Af e HI=3) g ¢

r
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Lorsque r — —oo,

= A
S +1(t)=—, teRr.
7

ol I < I, par conséquent

A A
SO +1(1) = — et J(B) =||Plloo—)
p It

et

A A
i(t) a) = f(_) ||ﬁ||oo_)e_ﬂalj(a)) a= 0) Vt € IR-
u u
Nous utilisons I'équation de S dans (3.23). Par le fait que J est bornée et avec (3.3), nous avons,

$'(0) = A-pS®)~ f(S@),11Blleot),

> A—puS(t) - LS(t).

Enfin, par un calcul simple, nous obtenons

A
S(t) = VieR. (3.24)
pu+L

3.3 Stabilité globale de I’équilibre sans maladie

Cette section est consacrée a prouver la stabilité globale de 1'équilibre sans maladie (DFE)

(%, 0). Nous supposons que la fonction f(S, J) est concave par rapport a J.
Nous observons que le systéme (3.2) a toujours un équilibre sans maladie (%, 0).

Rappelons que [ (a) = e~ /o 1(9ds

Théoréme 3.3.1. Soit [ € L'(R"). Si Ry < 1. 'équilibre sans maladie (%,0) est globalement asymp-

totiquement stable .

Démonstration. Nous définissons la fonction ¢ comme suit

_of A [ —po — [T y©)dE
¢la) = 6](,11’0)[61 Plo)e e do.
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qui est la solution du probleme suivant

! _ af A
¢ (a)=(u+yl@)dpla) - ,B(a)a—](ﬁ,o), a>0

(3.25)

$(0) = Ro.

Pour (Sy, ip) € A, nous construisons une fonction de Lyapunov V (Sy, ip) = V1 (So, i) + V2(So, i) avec

s fGLD A

Vi(So, io) = So - f lim dn-2,
A J=0 fn,n u

et

V2(So, io) :fo Pa@)ipg(a)da.

Soit y : R — Aune ®—trajectoire totale, y(¢) = (S(1),i(t,.)), S(0) = Sp et i(0, a) = ip(a), avec (S(t),i(t, a))

sont des solutions du probléme (3.23).

A
d _ . ﬁ) )
%Vl(ﬂ((t)) = hm/qwf(S(t),]))(A uS() — f(S(),J (1))
f&n f&n
= p-lim/_gr ———)(2 = 8()) = £(S(), J(1) (1 —lim g+ ————).
pL=limy—o- a5 (= S(0) = L@ JO) L~ limy o g,
Nous avons,
Va(x() = [ ¢o@i(t,a)da,
de I'expression de i dans (3.23), nous avons
V2(x(0) = [o pr1(@é(t-a)da,
avec
&) = f(S(0),J(1), et p1(a)=p(a)e” F (a). (3.26)

En suivant les mémes arguments que dans la preuve du lemme 9.18 dans ([52]) nous pouvons

montrer que V, est absolument continue et que

d
%Vz()((l‘)) = $1(0)¢() + [° ¢} (@) (t - a)da.
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D’apres (3.26) nous avons

d o )
V(1) = O (S0, J0) + [5°(¢/ (@) - pp(@) -y (@p(@) e F (@ f (S(¢ - @), ]t~ @) da,

a partir de (3.23) et (3.25) nous obtenons,

d lo'e) / . (o] ]
EVz(x(t)) = PO F(SO), TN+ [y ¢ (@i(t,@da— [y (u+y(@)i(t,a)p(a)da,

Of
Rof(S(2),](1) 3

(% A0) [ Bla)i(t, a)da.

En additionnant ﬂ et &, alors

G

d
—Vx@®) = pd-lim;_
(x () p(l—limj_ g+ 7SO0

dt ) (5 = S(0) = (1= Ro) f(S(8), J (1))
A A
&N ardo

S(p), J() lim_ o+ —
+  f(8(0),J(0)lim;_ 0.0 37

J(2).

Nous observons que les deux premiers termes de cette équation ci-dessus sont négatifs. Nous af-

firmons que, le troisiéeme terme est également négatif. En effet, la concavité du f par rapport a J

assure que
of
N S]a—](S,O)-
ou
of A
fGoD o A AT
S, D1 Sy = f(S, ,0
I ])1 LS ]0]( ,0) f( ])%(SO) ]6]( )
)
of a
=700
0
= Y psn-12Les,0)<0
50 —=(S,0) oJ
o]
Notons que, ; V(x(t)) = 0 implique que S(¢) = = . Nous substituons ceci dans I'équation de S,

nous obtenons J(¢) = 0 et donc i(¢,.) = 0, . Ainsi le plus grand ensemble invariant avec la pro-
priété que % V(x(r) =0est {%, 0} (principe d’invariance de LaSalle). Par le fait que A est compact,

w(So, ip) et a(Sp, ip) sont non-vides, compacts, invariants et attirent y(#) quand ¢ — +oo, respecti-
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vement. Comme V (y(#)) est une fonction décroissante de ¢, V est constante dans les ensembles

w(Sy, ip) et a(Sy, ip), et donc w(x) = a(x) = {(%,0)}. Par conséquent . lir£1 x(H) = (%,0) et
Yoo
. ) A
lim V(x(5))= lim V(y(1)=V(—,0).
t——00 t—+00 /J

Comme a(x) = {(%,0)}, alors V(x(1) < V(%,O) pour tout ¢ € R, et comme V atteint sa valeur mi-
nimale en (%,0), nous concluons que y(t) = (%,0) pour tout ¢ € R. En particulier (Sy, ip(.)) = (%,0).
Par conséquent, I'attracteur A, est le singleton formé par 1'équilibre sans maladie (%,0). D’apres
le théoreme 2.39 ([52],voir annexe), ’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement

stable. n

3.4 Stabilité exponentielle de I'’équilibre sans maladie
Avant de démontrer la stabilité exponentielle de I’équilibre sans maladie, nous introduisons ce

qui suit :

a=sup{acR"’, B(a) >0},

et supposons que

lim %(%,0) fo - Bla)e Mr (@)e *da>1, (3.27)
elh—na roo
lizrlsogp @ fa Blo)e W (0)do < oo, (3.28)
et
limsup — Qe (@ (3.29)

<
il [CB@)e W (@)do

pour tout r > 0.

Théoréme 3.4.1. Supposons que (3.27)-(3.29) sont vérifiées, alors I'équilibre sans maladie (%, 0) est

exponentiellement stable lorsque Ry < 1.

Démonstration.
Comme Ry < 1 et (3.27) est satisfaite, il n’est pas difficile de montrer qu’il existe une constante

ro > 0 telle que
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g(é,O)f Bla)e " F (a)e"da=1.
o] u " Jo

Nous considérons la fonction positive y définie par

af A foo —(u—ro) (0~ )F(U)
=—(—,0 HZ1oRe=4 — (g,
v(a) a](ﬂ ) ) Blo)e @ o

Nous montrons d’abord que v est bornée. En Effet,

_ Of A e(,u—ro)a
V@ = =0

[ Blo)e W9 (g)do,

(u—ro)a
< g(A e

o] ¥ F(a)

de ce qui précede et de (3.28), la bornitude de v est atteinte. En outre, par le fait que y est dérivable

[2° Blo)e W9 F(g)doa,

et elle résout le probléme suivant

0
v'(a) = —ﬁ(a)a—];(%,o) —(ro-p-y@vw(a, a=0,

(3.30)
p(0)=1,

multiplions I’équation de i dans le probléme (3.2) par ¥ et intégrons, nous obtenons

d oo, o0 . -
%fo i(tt,ay@da = - [; {az(t,aH(u+y(a))1(t,a)}1//(a),

par l'intégration par partie, nous trouvons

d o0 . . lo'o) / .
Efo it,a)y(@da < i(t,00y(0)+ [y ' (@ - (p+y@yali(t,a)da,

d’apres (3.30), nous avons

d )
It ay@da < fS®,)1) —J(t)a—ﬁ(%,m —ro [i(t, )y (@)da.

A

Puisque la fonction f est croissante par rapporta S, et S(¢) < %, alors

0
_f(A 0)—rof6>°i(t,a)u/(a)da.

d .. A
Efo i(t,a)y(ada <= f(p,](t))—](t)a] 0
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La concavité de f(S, J) par rapport a J conduit a,
d oo, % ;
%fo it,ay(ada < -rofy i(t,a)y(a)da,

donc,

f i(r,a)w(a)dase"off io(@vy(a)da.
0 0

D’autre part, d’apres (3.29), observons qu'’il existe une constante positive 0 telle que f(a) < 0w (a),
ainsi,

J(t) <0Ae !, (3.31)

avec A= [y ig(@w(a)da.

Par ailleurs, en utilisant (3.12) et la bornitude de S(¢) dans le théoréme 3.1.1 nous obtenons,
o0
I(t) := f i(t,a)da,
0

! o0
I(r) = f e_WF(a)f(S(t—a),](t_a))da+e—ptf io(a)F(a+ 3
‘ 0 F (@)

da,

©  [(a+1)

t
< foe‘”“F(a)f(M,](t—a))da+e"”fo io(a) @ da,

D’apres (3.3) et le fait que f (M, 0) =0, nous avons

& Fla+t)

t
I(t) < Lf e‘”“F(a)](t—a)da+e_”tf io(a) da,
0 0 F (a)

par (3.31) et le fait que F est une fonction décroissante,

A

t [ele]
I(t) < LAH[ F(a)e_““e_r"”_“)da+e“”f iv(a)da,
0 0

IA

t
LABe'rotf F(a)e”# 0% g+ e F ]|,
0

Comme F (a) <1 pour tout a = 0, alors par un calcul simple, nous obtenons
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LAO
I =< - u(e‘“t—e""t)+e_’”||io||1, si p# ro,
-

et
_ [e,0]
I(t) < (LAH[ F(@da+|ligll)e ™™, si p=ro,
0
a partir de S et 'équation (3.2), en utilisant (3.3) et (3.31), nous avons
A A _
1S(6) — —|' < —u|S(t) — —| + Lo Ae™ "0,
u u

nous intégrons cette inéquation différentielle, pour obtenir

A Lo
1IS()——l<e M +——(eT™ =), siu#r,
H K—=To
et
A A A
1IS() ——| < |Sg— —le M +LO—te ™™, sipu=r.
H H H
ce qui acheve la démonstration. [

3.5 Stabilité globale de I’équilibre endémique

Dans cette section, nous assurons d’abord I'existence de I'équilibre endémique et nous établis-
sons la persistance forte de la solution du probleme (3.2), puis nous étudierons enfin la stabilité

globale d'un point endémique.

3.5.1 Existence deI'équilibre endémique

A
f(ﬁ)])

Lemme 3.5.1. Soitlim;_ g+ ——
TEW))

> 1 pour S € [0, %). Alors, si Ry > 1, le systéme a au moins un état

d’équilibre positif.
Démonstration. Un équilibre endémique est un point fixe pour le semi-flot ®,

O(t,(S*,i") =(8%i"), avec i* #0, Vt=0.
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D’apres (3.12) et (3.14) nous avons,

f(S*, Je *f(a), t>a=0,
i*(a)=
F (a)

. —l' _ﬂt ,
Hlaz e Fla-1)

a>t=0.

et
A—puS* - f(8*,J) =0,

(3.32)
J* = [5° Ba)i*(a)da.
D’apres la définition de i*(a), et pour t < a < 2¢, nous avons
F(a)
i*(a) = i*(a-te M ———,
F(a—1)
= f(S*,J"e M D (a—pe M f @ ,
F(a—1)
= f(§%, e M (a),
ainsi, et par récurrence ,ona:
i“(a)=f(S*,J)e [ (a) Vt=0,Va=0. (3.33)
En combinant les équations de (3.32) et (3.33), nous obtenons
A=puS* + f(S*,]%),
(3.34)
Df(s*,J*)=7J%,
avec
D:= f Bla)e " F (a)da. (3.35)
0

Ces égalités définissent une ligne droite g; d'une pente négative et une courbe g, respective-

ment sur le plan SJ.

Léquation D f(S,]) — ] =0 définit également une fonction S = h(J) ( Par le théoreme des fonc-

tion implicites (A.0.6)), la fonction h(J) est continue pout tout J > 0, car la dérivée of (;g’] ) est stric-

tement positive .
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Si S« =h0) < %, alors il existe au moins un point d’intersection entre la ligne g; et la courbe

qz.
La fonction f (S, J) croit de facon monotone par rapport a ses deux variables et S, = h(0) < % si
A A

—f(u’]) af(u,o)

li ) lim D D Ry>1
T N e A VR

3.5.2 Persistance uniforme

Nous cherchons a démontrer la persistance uniforme des solutions, pour cela nous appliquons
le théoreme 5.2 ([52], [20], [41], [58], voir annexe) .
Nous faisons d’abord les hypothéses suivantes sur I'incidence f.

Nous supposons qu'il existe un point endémique vérifiant (3.6) tel que, pour tout S > 0,

X f(S,x)

J* f(8,J%)

<1 pour x<J*,

(3.36)
5,1 <X pour x> J*.

879 J

Il existe € et 1) tels que pour tout S € [% —€, % + €] nous avons

1<

(S n) - f(S,J2)

3.37
I I (3:37

pouttout0< J; < Jo =n.
Enfin, nous supposons que

f io(@Il(a)da >0, (3.38)
0

avec

T(a) = f e M Bla+ e Ja Y@ gy
0

Remarque 3.5.1. Si fooo io(@Il(a)da =0, alors par la formulation de Volterra de la solution , (3.13)-

(3.22)-(3.17) et L'inégalité de Gronwall , nous pouvons montrer que J(t) = 0 pour tout t = 0.

Nous définissons la fonction de persistance p : X — R* comme suit
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p(So,io):f0 Bla)ip(a)da.

alors

p(@(¢,x) = fo Bl@)i(t,ada:=J(1).
Le lemme suivant vérifie 'hypothese (H1) dans le théoreme 5.2.([52], voir annexe) .
Lemme 3.5.2. Sous l'hypothese (3.36), (3.38), la fonction ] est positive dans R.

Démonstration. Tout d’abord, rappelons que pour tout t € R

J) = [°B@f(S(t—a),](t—a)e " (a)da,

par un changement de variable,

J@) = [1  Bt—0)f(S(0),J(0)e *I=OF (t-0)do,

a partir de cette équation et I'hypothese (3.38) on déduit que la fonction J n’est pas identiquement
nulle. D’autre part, supposons qu’il existe r < 0 tel que J(¢) = 0 pour tout ¢ < r. Partant de S(t) < %

et en utilisant la monotonie de f par rapport a S nous avons,

JWO) = Bl fy £, T(s)ds,

par (3.3) et f(%,O) =0,

J@©) = LBl [} J(9)ds, t=T.

Linégalité de Gronwall conduit a J(¢) = 0 pour tout ¢ € R. Cela contredit clairement le fait que
J(t) # 0 pour certains t. Dong, il existe une suite ¢, — —oo quand n — oo avec J(t,) > 0. Notons
In(t) :=J(t+ t,), et S, (f) := S(t + t,) par (3.23), (3.24) et la monotonie de f par rapport a S, avec

0 =infgr S(¢) >0,

Tn(0) [t Bt =0)f(Sn(0), Jn(0))e PI=F (¢t - 0)do,

[f o B(t=0)f(8,Jn(0))e M= [ (t-0)doa,
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avec, J,(0) := J(t,) > 0. Nous supposons qu'il existe r > 0 tel que J,(r) = 0 et J,(t) > 0 pour tout
te[0,r). Alors,

0=Jn(r)= f B(r—0)fB,Ju(0)e " (r-0)do,

donc J,(0) = 0 pour tout o € (0, 1), cela est une contradiction. J,(t) > 0 pour tout ¢ > 0 et comme

t, — —oo quand n — oo, J(t) > 0 pour tout £ € R. Cela acheve la démonstration. [

Nous sommes préts a prouver la persistance uniforme de la maladie.

Théoréme 3.5.1. Soit [ (a) = e Jo v@da o e LYRY) et supposons que (3.36), (3.37), (3.38) sont
vérifiées. Alors il existe e > 0 tel que

liminfJ(t) > €,
t—o00

pour toutes les solutions non négatives de (3.2) si Ry > 1.

Démonstration. Nous utilisons le théoréeme 5.2 ([52], voir annexe), supposons par contradiction

qu'il existe € arbitrairement petit tel que

limsup J(#) <e.

t—o0

En utilisant la premiere équation du probleme (3.2) , nous avons

, A
A
= A—I.I,S(t) _f(_)e))
U
par un calcul direct, nous obtenons
A-FE e A-fde
S() = (S~ ————)e M+ ——F—,
H H

nous avons

A
liminfS() = — -y (e),
t—oo 'u
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L)
avec w(€) = % D’autre part, nous avons

. A
limsup S(f) < —,
I

t—oo

supposons qu’il existe T > 0 tel que,
A
|S(¢) - ;I <yl(e), Vi=T.

Nous introduisons le probleme auxiliaire suivante

11(t,a) + ia(t,a) = —(u+y(@)i(t, ),
i(t,00= f(; ~w(©,J 1),
Ji0) = [5° Ba)i(t,a)da,

i(0,a) = iy(a).

(3.39)

Par la monotonie de la fonction f par rapporta S et /, nous déduisons que (pour ¢ grand et a l’aide

d’un principe de comparaison)

i(t,)<i(t.,

et ainsi

J(<J()<e.

Puisque Ry > 1, choisissons € petit tel qu’il existe A > 0 avec
fE-v@©,0 oo
—r - f Bl@e i (@e *da=1.
0

D’un autre c6té, nous définissons le probleme suivant

fEG-vye,9
¢'(a) = (u+ya+Adp(a) - fﬁ(a), az=0,

$(0) = 1.

qui a pour unique solution

A - o0
¢(a) = Wf ﬁ(a)e—f;’(u+y(£)+/le)d£da.
€ a
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Nous analysons la dérivée suivante,

d . -
%fo ¢(a)i(t,a)da

et donc

ifoo (@)i(t,a)da=
dt Jo (P ’ B

— 5@ (ia(t, @) + (u+y(@)i(t,a))da,

HO)i(1,0)+ [P (@i(t,@da— [;°(u+y(@)p@i(t,a)da,

A 3 fG-we,e o
f(ﬁ—w(E),](t))—f](t)ﬂle fo d@i(t,@da.  (3.41)

En vue de (3.37) et J(#) < e pour ¢ grand , nous avons,

A
f(ﬁ—u/(e),e) _

A -
f(ﬁ—w(e),](l‘))z J(1).

De ce qui précede et de (3.41) nous pouvons conclure que,

d
dat

donc,

f P(a)i(t,a)da = /lef G(a)i(t,a)da,
0 0

fooo¢(a)f(t, a)da= emfooowa)io(a)da,

d’apres (3.40) et la bornitude de la fonction ¢ , nous obtenons

limsup I(?) := 1imsupf i(t,a)da = oo,
0

t—o00 t—o0

Ce qui est en contradiction avec la bornitude de (). [

Soit Xy I’ensemble défini par

Xo = {(So, io()) € X4 fo io(@T(@da=0},

avec I1 est définie dans (3.38). Par le théoreme 5.7([52], voir annexe), nous avons le résultat suivant

Théoréme 3.5.2. Il existe un attracteur compact Ay qui attire toutes les solutions avec les conditions

initiales appartenant a X4\ Xy, de plus Ay est p— uniformément positif, c’est-a-dire, il existe und >0
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tel que,
f Bla)ig(a)da =06 pour tout (Sy, ip) € Ay. (3.42)
0
3.5.3 Stabilité globale et unicité du point d’équilibre endémique

Dans cette section, nous établissons la stabilité globale de 1'équilibre endémique (S*,i*) du
systeme (3.23). Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, nous avons besoin de I'esti-
mation suivante, qui garantit que toutes les solutions de (3.23) avec les conditions initiales satis-

faisant (3.38), sont bornées loin de 0.

Proposition 3.5.1. Il existe § > 0 tel que, pour tout (Sy, ip) € Ay,
io(a)=6F (@e M, a=0.

Démonstration. Comme A; est invariant, alors il existe une trajectoire totale ¥ : R — A, W(¢#) =

(S8(p),i(t,.)) avec S(0) = Sy et i(0,a) = iy(a). Par (3.42),

J (1) =f Ba)i(t,a)da =6,
0

et

i(t,a)= f(S(t—a),J(t—a)F (a)e H°.

Selon le lemme 3.2.1,

i(t,a)=6F (e ™, teR, a=0,

- A
avec 0 := f(m,(ﬂ |

Corollaire 3.5.1. Les estimations suivantes sont vérifiées

itta) 6
i*(@) ~ f(S$*, 7%

0o 7 = a
f Mdm(a)zL, avec dm(a):ﬁ(a)e—_F(a)da,
o *{a) F(8%,79
et
(S(), (1) = f(——,0)
150, =f p+L"""
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pour tout t € R et D est défini dans (3.35).

Théoreme 3.5.3. Sous les hypotheses du théoréme 3.5.2, le probleme (3.23) a un équilibre endé-

mique positif unique (S*,i*) qui est globalement asymptotiquement stable dans X, \ Xp.

Démonstration.

Soit ¥ : R — A; une ®— trajectoire totale, W () = (S(1),i(¢,.)), S(0) = Sp et i(0,a) = ip(a), avec

(8(1),i(t, a)) estla solution du probleme (3.23). Nous définissons H(y) = y—In(y) -1, et

ﬁ(a)e‘f“’F (0) do.

¢(a) :f(S*,]*)f dm(o), avec dm(o) = (3.43)

Notons que fg’o dm(o) = 1, (D est défini dans (3.35)). Pour (Sy, iy) € A1, nous considérons la fonc-
tion de Lyapunov suivante V (Sy, ig) = V1(So, i) + V2(So, ip) avec

50 [(8%T)

V1(So,i0) = So — J g P

’

et

%i(a) Yda.

Va(So, i0) = Jy <,b(6l)H(l @

Tout d’abord, d’apres I’équation de S dans (3.23),

d S*, * S*, J*
L ywiey =pa - LT g s+ - LSS )))f(S*,]*)—(l—

_ f(8*J)
S(p),J(1)).
dt f(S@),J*) S0, T (S0, ()

(s, J*
(3.44)
Nous définissons V, (W (¢)) comme suit,

i(t,a)
i*(a)

V2 (¥(1) =f0 p(a)H( )da,

a partir de 'expression de i et i * dans (3.23), (3.33) respectivement, nous avons

LY @) = [ o@i(t-ada,

avec
f(S(t),](t)))

0= HI=5se 75
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Par le lemme 2.3.5, nous avons que V, est absolument continue et

d 00
EVZ(\P(U) = P00+ [y ¢ (a)é(t—a)da,
(3.45)
f(S8@,J(1) 00 4/ fS(t-a),J(t-a)
OOHl——— H da.
En utilisant la définition de H,
H(f(S(t),](t))) _ _f(S(t),](t))+f(S(t),](t))_
f(8*,J*) f(8*,J*) f(S8*,J*) ’
(3.46)
_f(S(t),](t)) B f(s@,J%) N f(S@),J(1) B
f(S@®,J*) f(8*,J%) f(8*,7J%)
En combinant (3.43), (3.44), (3.45) et (3.46) nous avons
d f(s 79 @, 7 f(s* 79
— V¥t = 1- S*—-S(t S* T (h — 1
i/ @) = = DS = SO+ FS I T~ Fsm g Y
(3.47)

f(S@),J(1)
f(S(H),T*)

fSt-a),](t-a)
f(8*,J%)

+f(St T H ) — [ H )dm(a).

Puisque la fonction f est croissante par rapport a S, le premier terme est négatif. La fonction
1
1-——-In(x)
X

est toujours négative pour tout x > 0, alors le deuxieme terme est aussi négatif. Le troisieme terme

de (3.47) est négatif. En effet, nous avons

- H(M) _fooo H(f(S(t— a),J(t— a))

d .

Puis, en utilisant le fait que H est convexe, et par I'inégalité de Jensen ([34], [57], voir annexe) nous

obtenons

- H(f(S(t),](t))) H( © f(S(t—a),J(t—a))

- d .
70,79 0 £S89 mia)

Par I'expression de dmi(a) et J(¢t) dans (3.23), nous obtenons

S )
BPRICON/C) N

J(1) )
F(8@),7%)

- (3.48)
Df(S*,J*)

76



3.5 Stabilité globale de I’équilibre endémique

a partir de cela et de (3.34), nous obtenons

J(1)

- (f(S(t),](t)) p

< -H
F(8@),7%) )-Hl

)

t
pourles tou Y := % < 1; puis, selon I'hypothese (3.36), nous avons

J(@®)  f(S(0),](2)
< <1
J* f(Ss@®,J*)

Par conséquent, a partir de H(1) =0 et H décroissante en (0, 1), il découle que

J(t)
]*

FS(D, T(0)
H(—————),
)>HE ST

H(

etdonc X <0.

Pour les autres valeurs de ¢, ou Y > 1, de nouveau de (3.36), nous avons

J(1) _ f(S®),]1)
> >
I fS®,J)

)

et ainsi, (H est croissante sur (1,00))

J(1)
]*

FS(D, T(0)
H(—————).
)>HE ST

H(
, s L. av
Par conséquent, le troisieme terme est négatif et alors n <0.
d o . o . .
Notons que aV(\P(t)) = 0 implique que S(#) = S*. Soit M Le plus grand ensemble invariant avec
d
la propriété %V(‘P(z‘)) =0de X; \ Xp.

Nous avons

H(

f(S ,](t))) :f H(f(S(t—a);](t—a)))dm(a) (3.49)
0

F8*,J) f(8*,7%)

En utilisant I’équation de S dans (3.23) nous obtenons

A—uS* = f(S*,J(1),
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et age d’'infection

a partir de ceci, et de la premiére équation de (3.34) nous avons

FS5 @)= f(S", T,

substituons ce résultat dans (3.49), afin d’obtenir

f pSU-@Ju-a)
0

f(8*,7J%)
par (3.23) et (3.33) nous concluons que i(t, a) = i*(a) pour tout t € R.
En suivant les mémes arguments que dans la preuve du théoreme 3.3.1 nous concluons la sta-
bilité globale de I’équilibre endémique . L'unicité est une conséquence directe du fait que % V() =

0 implique seulement le point S = S*. [
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Chapitre 4

Modele épidémiologique SEIR avec fonction

incidence non-linéaire

Le résultat principal de ce chapitre est une généralisation des résultats obtenus dans [55].

Ce chapitre présente un modele SEIR non linéaire avec I’dge d’infection, nous avons introduit
une nouvelle classe individus celle "des exposés". Celle-ci représente la densité des infectés non
infectieux. En effet, il existe une période dite période de latence pendant laquelle le développe-

ment des organismes responsables de la maladie est purement interne.

Rost et al. [51] et McCluskey [42], proposent le modele suivant

S'(t) = A—BS(D) [ k(@)i(t,a)da—dS(t)
E'(t) = BS(D) [$° k(@)i(t, ) da— (u+ d)E(D)

Litt,a)+ Zi(t,a)=—(d+5+1)i(t,a),

R'(t)=rI(t)—dR(1).

avec les conditions aux bords

i(£,0) = uE(1).

Les auteurs dans [51] ont analysé ce modéle. Ils ont prouvé la stabilité globale de I'équilibre sans
maladie (DFE), et la stabilité globale de I’équilibre endémique.
Dans notre systeme, nous reprenons les mémes densités (S, I, E, R) mais avec une fonction

d’incidence non linéaire, nous montrons que la stabilité globale de I'équilibre endémique en uti-
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Chapitre4. Modele épidémiologique SEIR avec fonction incidence non-linéaire

lisant le principe des trajectoires totales avec une fonction Lyapunov bien choisie.

Soit le modele SEIR structuré en age avec une fonction incidence non linéaire générale,

S'(t) = A—uS() - f(S(), J(1), t=0,
E'(0) = f(SW,J(1) - (u+ a)E(n),
1 2itt,a)+ Zi(t,a) = -(u+y(@)it,a), 4.1)

R'(t)= [;°y(@)i(t,a)da— pR(1),

) = [y Bla)i(t,a)da.

Les conditions aux bords et initiales sont

i(t,0)=aE(r), t>0,

3 S(0) :S() >0,

i(0,.) =io(.),

La maladie divise la population (V) en quatre parties la densité des susceptibles(S), la densité des

infectés([) , la densité des exposés (E) et la derniere densité des réfractaires(R), avec
N(t)=S8(t)+ E(t) + I(r) + R(1). (4.2)

La population totale satisfait,

N'(t)=A—-uN().
Il est évident que N(f) converge vers %, quand ¢ — oco. Nous désignons

F(a)=e Jorodo (4.3)

Nous avons les estimations suivantes sur la fonction f : Si J =0, f(S,.) est non décroissante
pour $ >0, f(.,]) est non décroissante pour J > 0. En outre f(0, /) = f(S,0) =0 pour tout S,/ = 0.

0
La fonction a—]]C(S, 0) est continue positive pour tout S € K ou K est un ensemble compact.
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La fonction f est supposée continue et localement lipschitzienne par rapport a S et a J avec la

constante lipschitzienne L > 0, c’est-a-dire pour tout C > 0 il existe un L > 0 tel que

[ f(S2,J2) = f(S1,JDI = L(S2 = S1l+1]2— 11D, (4.4)

quand 0=<8,,8, 1 <C.

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

aE(t—a)e ™ f (a), t>a=0,

i(t,a) =

(4.5)
igla—te Mt Fla) , a>1t=0.
F(a—1)
On peut réécrire le modele (4.1) comme suit,
S'(0)=A-uS® - f(S®,](1),
{ E'(0)=f(S(,](1) - (u+ @) E(2), (4.6)
J()=a [5° Bl@e " F (a)E(t- a)da,
avec les conditions initiales,
S(0) = So,
(4.7)

E(r) =¢(t), pour t=<0.

Nous désignons par

Chr:={¢p:(-00,0] = R, ¢(s) e™’ est bornée et uniformément continue dans (—o0, 01},

avec 0 < A < p+inf(y).

Soit Cp est un espace de Banach muni de la norme

bl = sup [p(s)e™].

s<0
Nous définissons,
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Chapitre4. Modele épidémiologique SEIR avec fonction incidence non-linéaire

Et: CA i [R+,
0 — E(0)=E(+0),

ouf <0.

Nous nous intéressons aux solutions non négatives, nous posons Y I’ensemble des fonctions
non-négatives en Ch ,

Y:={peCpr:¢(@)=0 pour 0 <0}.

Nous supposons que (Sp, ¢) € R" x Y, alors d’apres ([19]) nous avons I'existence et I'unicité des

solutions positives et continues aux problémes (4.6)-(4.7) dans R* x Y.

Proposition 4.0.1. Il existe une constante M > 0 telle pour toute solution de (4.1)-(4.7), il existe un

T >0 tel que,
S(t)=M, E(t) =M, ||E¢l| =M, et](t) =M pourtout t=T. (4.8)
De plus,
A <liminfS(?), 4.9
—o0o
A
avec .= ——.
u+L
Démonstration.

Tout d’abord, par un calcul direct, nous obtenons

. A
limsup N(f) < —,
U

t—o0

apres (4.2) nous avons,

limsup(S() + E(1)) < %

t—o0

Par conséquent, il existe T > tel que pourtout t =T,

A A A
S(ty==, I(t)<— et E() ==,
p It p
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et

t

1E¢ll sup E;(6) = sup E(u)e™e™®

6<0 ust

IA

- _ar A
maxfe”*'||¢ll, Ke* e ™, =},
7
ol K = supy-,<7 E(u), et par suite

Jjt < a f Bla)ette e A (—a)da,
0

allpll

— | E{I.
/.1+inf()/)—A” ol

Donc, nous pouvons choisir une constante M treés grande telle que (4.8) soit satisfait. Par rap-
port a I'estimation (4.9), nous posons liminf; .., S(#) = S et limsup,_,, J() = J°°, en utilisant la
méthode de fluctuation ([52]), ([57], voir annexe), il existe une suite (¢;) de telle sorte que S'(#x) — 0
etlimy, oo S(x) = Seo, ainsi

0= A_Nsoo_f(soo;]oo)r

grace a (4.4) , nous obtenons

0= A — [1So0 — LSoo,

alors,
A
Seo =
pu+L
|
Pour le modele (4.1), le taux de reproduction de base Ry ([12]) est défini par
0
Ro= —— f(— O)f Bla)e e~ i V(@0 g4, (4.10)
7} u+ad J u

Le modele (4.6) a deux points d’équilibre, le point "sans maladie" qui existe toujours et le point

"endémique" qui existe si et seulement si Ry > 1.
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Chapitre4. Modele épidémiologique SEIR avec fonction incidence non-linéaire

4.1 Attracteur global compact

Cette section est consacrée a prouver l’existence d’'un attracteur global compact pour les solu-

tions de (4.1), nous choisissons I'espace X =R* x Y.

Il n’est pas difficile de montrer I'existence d'un semi-flot continu
(1, (So, ) = (S(1), E¢ (1)), (4.11)

avec (S, E;) sont des solutions du probléme (4.6)-(4.7).
Théoreme 4.1.1. Le semi-flot ® a un attracteur compact A des ensembles bornés dans X.

Démonstration. D’apres la Proposition 4.0.1, le semi-flot ® est un point de dissipatif. Nous cher-
chons a montrer que ® est éventuellement borné et la régularité asymptotique de ® pour appli-
quer le théoréeme 2.33([52], voir annexe). Ces deux propriétés sont vérifiées en utilisant les mémes

idées que dans la preuve du théoreme 6.1([51]). n

Le reste de cette section est consacrée a décrire certaines estimations pour les trajectoires to-
tales bornées de notre systeme, qui sont des solutions de (4.1) - (4.7) définies pour tout t € R. Ces

solutions jouent un réle important pour prouver la stabilité globale des équilibres.

4.1.1 Trajectoires totales

Nous considérons ¢ une ®-trajectoire totale, ¢(t) = (S(¢), E¢(.)), ou p(t + 1) = D(¢,¢(r)), t =0,

r € R. Alors, par un calcul direct, nous avons, pour tout ¢ € R,

S'(1) = A— pS(1) — F(S(0), J(1)),

\ E'@)=f(S®),]J@®) - (u+a)E(D), (4.12)

J(t) =a [y B@e " F (@E(t-a)da.

Le lemme suivant fournit certaines estimations utiles sur des trajectoires totales.
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4.1 Attracteur global compact

Lemme 4.1.1. Pour tout (S, ) € A, nous avons

S(H+E(t) <

=I>

A
, et S(t)=——, Lestlaconstante de Lipschitz,
u+L

al

et J(1) < —=1Bll,
I i

pour tout t € R.

Démonstration.

Tout d’abord, en additionnant la premiere et la deuxieme équation du systéeme (4.12), nous
trouvons

S'(1) + E'(1) = A — u(S(1) + E(1)), (4.13)

en intégrant (4.13) pour t > r,
t r A t r
(S(H+Em)et* < (S(r)+E(r)e* +p(e“ —eMh),

quand r — —0oo nous avons

A
S(H+E(@) =< ;, pour tout f€R,

et aussi

oo A
J(t) :fo Bl@e "F (a)aE(t—a)da < C;—ZII,BII.

D’apres la premiere équation du systéme (4.12), et en appliquant la bornitude de J et (4.4),

nous avons
, aA
S = A—uS(t)—f(S(t),Fllﬁll),
> A—puS(r)-LS(1).
Il en découle alors que
A
S() = VieR. (4.14)

pu+L
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Chapitre4. Modele épidémiologique SEIR avec fonction incidence non-linéaire

4.2 Stabilité globale de I’équilibre "sans maladie"

Cette section est consacrée a prouver la stabilité globale de I'équilibre sans maladie (%, 0).

Tout au long de cette section, nous supposons que la fonction f (S, J) est concave par rapport
alj.

Nous remarquons que le systeme (4.1) admet toujours un point d’équilibre sans maladie(DFE)

A
(3,0).

Théoreme 4.2.1. Si Ry < 1. Alors l'équilibre sans maladie (%, 0) est globalement asymptotiquement

stable.

Démonstration. Nous définissons la fonction

of
v(a) = a—(— 0)[ Blo)e M F (o)do.

Pour (Sy, ¢) € A, nous construisons la fonction de Lyapunov associée au modele (4.12) V (Sp, ) =

V1(So, P) + V2(Sp, P) + ¢p(0) avec

S0 fso ; f(ﬁ,])d A
) = - 1m 77—_,
1(S0, ) = So s I T p

et

V2(So, P) =f0 v(a)p(-a)da,

Soit ¥ : R — A ®—trajectoire totale , W (t) = (S(¢), E;), S(0) = Sp et Ey = ¢, avec (S(?), E;) sont des

solutions du probleme (4.12).

d )
— V(Y (t = (1-limj_go+ A—uS(t S, J(t
ZVI(Y0) = ( lmjof(s()]))( uS() - £(S(0), J(D))
1-1; FGD ) - F(S), J(e)(1-Ti fGe)
= —lim;_ g+ ——— t 0, J())(1-lim;_¢r ——),
HA =iy o Ze— ) (= S0) = FS@, (1 ~limyor 22
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4.2 Stabilité globale de I'équilibre "sans maladie"

et

iV(‘I’(I)) = o0 ()iE(f— )d
dt * = Jo V@ vaa

o d
- o w(a)%E(t— a)da,

= YOE®D+ [Py (@E(t-ada

o

= Ro(u+a)E(r) - a]

(5 20) [5° Blae M (@E(t - a)da.

En ajoutant V], V;, et E'(¢), nous avons

Ly 1-1i rit)
— t — — _
¥y = pl=limy—o 25

o )( —-S(8)) — (1= Ro)(u+ @)E(1)

f&n  of&0

S(o), J(1) lim_ o+ — ).
+  f(S8@),J () lim;_q SO 37 J(1)

Observons que les deux premiers termes de cette équation ci-dessus sont négatifs. Nous af-

firmons que, le troisieme terme est également négatif. En effet, la concavité de f par rapporta J

assure que
of
(S, ) < Ja(s, 0).
Ainsi
of
F(S(),J (1) hm fG ) —](t)g(é 0 = f(S( ](t))ﬁ—](t)g(é 0)
ot f(S(8),)) o] u ’ of o u'
—](sm ,0)
d
a]; A0 of
= —(f(S(t),](t))—](t)—(S(t),O))50
of aJ
a—](sm ,0)

Notons que , %V(‘P(t)) = 0 implique que S(¢) = % Nous substituons ceci dans I’équation
de S, nous obtenons J(¢) = 0. En utilisant (4.12) nous obtenons facilement E(f) = 0. Ainsi le plus
grand ensemble invariant avec la propriété %V(\I’(I)) =0 est {%,O}Ge principe de LaSalle). Par
le Théoréme 2.53([52], voir annexe), nous obtenons que 'attracteur A est le singleton qui contient
seulement I’équilibre sans maladie. Pour la stabilité locale du point sans maladie directement par

le théoréeme 2.33([52], voir annexe).
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Chapitre4. Modele épidémiologique SEIR avec fonction incidence non-linéaire

4.3 Existence del’équilibre endémique et persistance uniforme

Tout d’abord, nous assurons l'existence de I'équilibre positif et puis nous établissons que la
persistance uniforme des solutions du probleme (4.12).
A
f( )
fS,n

moins un point d'équilibre endémique positif.

Lemme 4.3.1. Soitlim;_ o+ > 1 pour S € [0, %). Dong, si Ry > 1, le systeme (4.6) admet au

Démonstration. Un équilibre endémique est un point fixe du semi-flot ®,
®(t,(S*,E*)) =(S*,E"), avec E* #0, Vt=0.

avec S*, E* satisfont
A—uS*—=f(S8*,J") =0,

{ (U+a)E* = f(S*,]"), (4.15)

J*=aE* [;° B(@e *F (a)da.

En combinant les équations de (4.15), nous obtenons,

A=uS™+ f(S*,J9),

Df(S*,J*) =7,

avec
a

D:= f Bla)e " F (a)da. (4.16)
0

U+a
Ces égalités définissent une ligne droite g; d'une pente négative et une courbe ¢, respectivement
sur le plan SJ.
L'équation
Df(S,N-J=0

définit également une fonction S = h(J) ( Par le théoreme des fonction implicites (A.0.6)), la fonc-

tion h(J) est continue pout tout J > 0, car la dérivée % est strictement positive .

Si S, =h(0) < %, alors il existe au moins un point d’intersection entre la ligne ¢, etla courbe ¢»
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4.3 Existence de I'équilibre endémique et persistance uniforme

La fonction f (S, J) croit de facon monotone par rapport a ses deux variables et S, = h(0) < % si

G _fED_0f(5,0)
lim = lim D =D =Rp>1.
j—o0t f(S,]) J-ot J o]

D’apreés la preuve d’existence de I’équilibre endémique, notre prochaine but est de prouver la
persistance uniforme des solutions, il suffit d'utiliser le Théoréme 5.2([52]).
A cet effet, nous commencons par émettre les hypothéses suivantes sur I'incidence f.

Nous supposons qu'’il existe un équilibre positif (S*, J*) vérifiant (4.15) tel que pour tout S > 0,

i< f(S,x)
J* (57T

<1 pour x<]J*,
(4.17)

fSx)  x .
< —f(S,]*) < IC pour x> J".

Il existe €, tel que pour tout S € [S° —¢, S? + €] nous avons

) _ [(5,7)
L

(4.18)

pour tout0 < J; < J».

Finalement, nous supposons qu'’il existe a < 0 tel que

¢(a) >0, (4.19)

Remarque 4.3.1. Si la fonction [ est différentiable et concave par rapport a J alors (4.17) et (4.18)

sont clairement vérifiées.

Nous définissons la fonction de la persistance p : R* x Y, — R* par

p(So,$) = E(0),

donc,

p(®(t,x)) = E(1).

Le lemme suivant confirme I’hypothése (H1) dans le théoreme 5.2 ([52], voir annexe).
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Chapitre4. Modele épidémiologique SEIR avec fonction incidence non-linéaire

Lemme 4.3.2. Selon I'hypotheése (4.19) , la fonction p est positive pour tout t € R.

Démonstration. Tout d’abord, nous supposons qu'’il existe r € R tel que E(t) = 0 pour tout ¢ < r.

Pour ¢ > r et apres un changement de variable nous obtenons

t
(E(et+ Y = W' f(S(1),a f B(t—o)e """ (t—0)E(0)do),

t
M If(S(0), f plt—0)e V[ (t-0)E(0)do),

En utilisant 'hypothese (4.4) et le lemme (4.1.1) nous avons,

A t
(E()et+ oy < Laﬁe(’”“)t f B(t—o)e """ (t—0)E(0)do,
r
par le théoreme de Fubini, nous trouvons

E(l«)e(ﬂﬂx)t < La%llﬁllfrt e(u+a)0 frg e_”(t_U)E(U)dO'dH

< La%llﬁllfrteWE(a) ff edodo,

alors, par un calcul direct , nous obtenons

A t
E(¥) SLﬁllﬁllf E(o)do

Nous utilisons le lemme de Gronwall et 'hypothése E(r) = 0, nous concluons que E(f) = 0
pour tout ¢ > r; cela est une contradiction avec (4.19). Supposons qu’il existe une suite t, telle
que t, — oo et E(t;) > 0. Nous posons E,(t) = E(t+ t,) et S,(t) = S(t + t,). Alors , nous pouvons

aisément montrer que

t A 0
Ep(t)e* 9t = E.(0)+ f eh+al p(— f BO —-0)e *ODE, (0)do)do,
0 U+L J-oo

comme E, (0) = E(t,) >0 alors E,(#) >0 pour tout ¢ = 0. Enfin, ¢, — —oo quand n — oo alors

E(t)>0, VieR.
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4.3 Existence de I'équilibre endémique et persistance uniforme

Appliquons le théoreme 5.2. dans ([52], voir annexe) pour prouver que ® est p— uniformément

fortement persistant.
Théoreme 4.3.1. Nous supposons que (4.17), (4.18), (4.19) sont vérifiées. Donc il existen tel que
liminfE(f) > 7,
t—o0
pour toutes les solutions non-négatives du systeme (4.6) a condition que Ry > 1.
Démonstration. Nous supposons par I'absurde que
lim E(t) =0,
t—oo

et par suite

tlim J(t):= tlimf af(a)e "MF (a)E(t—a)da=0.
—00 —0o0 Jo

Par la premiere équation de S dans (4.6) et pour ¢ trés grand nous obtenons

S'()

v

A
A_HS(I) _f(ﬁ’])y

IV

A
A—puS() - f(—=e),
U

par un calcul simple , nous avons

A-f2e) A-fde
S(t) = (So— ————)e 4 ——F
U K
et alors
o A
liminfS(#) = — —w(e),
t—o00 |2
f&e
avec Y (e) = .

Nous avons aussi
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) A
limsup S(¢) < —,
U

t—o0

par conséquent, nous pouvons supposer que
A

IS()——I<w(e), t=T.
u

Pour Ry > 1, alors pour € trés petit et t* treés grand nous avons

fS®—yle),e) v

i+ e af(a)e " F (a)da>1.

Nous utilisons I'’équation de E(t),

E'(1) FS@), () - (p+ @) E(1),

v

FE=v(©,J(0) = (p+a)E(),

D’apres I’hypothese (4.18) et le fait que J(#) < € pour ¢ grand, nous avons

A fE—we,e)
G =v©,J0) =2 ————J),

donc

, fEG-we,e)
Ew® =z —————JO) - (u+a)EQ),

A
f(ﬁ_W(e))e) t*

> ———— [y abl@e "I (@E(-ada-(p+EQ).

Si E(f) — quand ¢ — 0, alors n(t) — 0 lorsque t — oo, avec n(t) la solution de

(1) f(%_w(e)’e)ft*
n'(t) = —m

af(a)e " F (a)n(t—a)da— (u+ a)n(1),
0

avec la condition initiale ny = Ej. Par le théoreme des valeurs intermédiaires pour les intégrales

nous avons pour tout ¢, I'existence de ¢, tel que

A
f(ﬁ—w(e),e)

t* t*
- f ap(@e "I (a)n(t—a)da= n(rf)f B@e *F (a)da,
0 0

92



4.4 Stabilité globale et unicité de I'équilibre endémique

etr—t* <¢<t. Posons

t
w(t)=n(t)+ (u+ a)f n(o)do,
¢
nous calculons la dérivée de w par rapport a ¢, nous obtenons

FE—we),e
iw(t) — (”—

t*
af B@e " F (@da)n(&) =0.
dt 0

Par conséquent, w(?) tend vers I'infini ou approche d’une limite positive quand ¢ — oo . D’autre
part, par la définition de w, lim;_., n(t) = 0 implique lim;_., w(f) = 0, ce qui est une contradic-

tion. [

Soit Xy le sous-ensemble de X définie par
Xo =1{(So,¢) € X;¢p(a) =0, pour tout a <0},

D’aprés Théoreme 5.7([52], voir annexe) nous avons le théoreme suivant

Théoreme 4.3.2. Il existe un attracteur compact Ay qui attire toutes les solutions avec la condition

initiale dans X \ Xy. De plus Ay est p— uniformément positif, i.e., il existe 6 > 0 tel que,

E(t) =6, VIeR, et Y(Sy,¢p) €A;. (4.20)

4.4 Stabilité globale et unicité de I'équilibre endémique

Dans cette section, nous discutons de la stabilité globale de I'équilibre endémique E* du sys-
teme (4.12).
Tout d’abord, nous avons besoin de I'estimation suivante qui garantit que toutes les solutions

du probleme (4.12) avec les conditions initiales satisfaisant (4.19), sont bornées loin de 0.

Corollaire 4.4.1. Il existe 5 > 0 tel que, pour tout (So, ¢) € Ay,
w —_
J(1) := af Blae " F(@E(t—a)da=0,
0

et

A -
f(8@),J(0) Ef(mﬁ), (4.21)

93



Chapitre4. Modele épidémiologique SEIR avec fonction incidence non-linéaire

pour tout te R, et§ :=ba [y° fla)e " F (a)da.

Démonstration.
Comme A; est invariant, il existe une trajectoire totale ¥ : R — Ay, W (¢) = (S(¢), E;) avec S(0) =

So et Eg(a) = ¢p(a) pour a < 0. Par (4.20), pour tout ¢ € R nous avons,
J(1) := af Bl@e *F(a)E(t—a)da= 6af Blae *F (a)da,
0 0

D’apres le lemme 4.1.1 , nous obtenons facilement (4.21). [

Théoréeme 4.4.1. Sous les hypotheses du théoreme 4.3.2 , I'équilibre endémique (S*, E*) est unique

et globalement asymptotiquement stable dans A, .

Démonstration.
Soit ¥ : R — A; une ®—trajectoire totale W (£) = (S(1), E;(.)), S(0) = Sg et Ey(.) = ¢p, avec (S(1), E¢(.)

est solution du probleme (4.12). Nous définissons g(x) = x — In(x) — 1, et

oo —uo
w(a = f(S*,J) f dm(o), avec dm(c) = wda. (4.22)

avec D:= [7° B(o)e [ (0)do.
Notons que [y~ dm(o) =1.
Pour (Sp, ) € A;, Considérons la fonction de Lyapunov suivante V(Sg, ¢) = V1(So, ) + Va(So, ) +

E*V3(Sp, ¢) avec
S f(S* J* ) .

V; S, :S * _S )
1(S0, ) = So— Jg @) dn
et
Va(So, ) = Jg- w CPE*
0
V3(SO»(P):8'(¢E(,*) ’
nous calculons la dérivée de V) par rapporta ¢
d ACHY I F(8*5J%) . f(8%,7)
—V¥Y®)=pu——) " -S()N+(1 - —)f(S S(0), J(1).
T, 1 (P (1) = pu( GO — (1) +( RGO )f( J) =01 SO )f( (1), (1)

(4.23)
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4.4 Stabilité globale et unicité de I'équilibre endémique

Puis la dérivée de V5, nous obtenons

d
—V2(¥(9) ( 2 gl ( 9

dt

' (a)da,

(4.24)

( ( a)

f(S*, *

)+ Jo 8l ' (a)da,

Enfin, la dérivée de V3,

*

E*Vj(1)=(1-

_ 4.2
) [SOJ0) = (u+ @ EW), (4.25)

en additionnant V{, V; et E*V; nous obtenons

VI¥(r) = 1- S*—S(t S*, T (1
(W (1) u( f(S(t) IS ——)( () + f(S*,T)( 750,77

)

NS
S, J(1))A -
FS@), J(0)( S0, ]*)

(4.26)

E(t E(t
f(S*])( () nE(*)—1)+(1—

+

(+ QEMA - Ly 4 o g B
pra E() 70 8§ s

W' (a)da.

D’apres (u+ a)E* = f(S*,]*), alors 'équation (4.26) devient

(85T f(S*TJ9)
VI(¥Y(r) = 1—-—)(S* =S+ f(S(D), J(¢t
(Y (1) u( £, — ) (D) + f(S(),J( ))f(S(t) G

a)

+/°8 W' (@da

f(S*J) () E*

S 790 - S* In S(1),J(1)).
+ f(S5 T f(S(t),]* ACHY! (t)f(()]())

En ajoutant et en soustrayant le terme

f(8(0),J(1)

S*, TH(1
FS I e T

+1),

et en utilisant la définition de la fonction g nous obtenons
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f(8*,7%)
f8@®,7%)

( a) £(S0),1(1)
da+ f(S*,J) gl 2
W @da+ f(8", 8l emm

Vi) = pl- )(S*—S(t))+f0 8( )

CFSOJW®) B EfS@,I@) FS*T)
S*, 1 -1 - - 2],
S T T T Rore g few g T
a partir de cela et du fait que
W JSOI0) W) T
75,7 7S5 T FSmTM
nous avons,
£(5%,7%) ( a) £, 1)

Vi) = pd- )(S*=S(1) + [y~ & W (a)da+ f(S*,J*)g( )

f8@,7%) F(8@),7%)

l’i*f(S(t),](l‘))_l*?*f(S(l‘),](lf))Jrl O RENICTN

+  f(8*,J9(1

+2),

par conséquent, en raison de la définition de v,

/ FS*T) | on I
Vi(¥() = 1-——7)(S§" =S¢ S*,
(Y(0) p( f(S(t),]*))( )+ (S TNeCTa—

F(8(),J(1)
f8@,7%)

E(t a)

)= fo& ydm(a)da)

E* f(S(1),J(t S*J*
f(()]()))+g(f( J")

— F(SY T £80,7%
FS TN ) 8 w0

)}

Comme la fonction f est non-décroissante par rapport a S, le premier terme est négatif. Nous
posons

=gl ydm(a),

ICONION foo Lu-a
S0, Jo & E

par la convexité de g, et par I'inégalité de Jensen([34], [57], voir annexe) nous obtenons

gl

S(),J(t X E(t—-a
f(()]()))_ (fo ( )dm( ),

f8@,7%) E*

d’apres la définition de dm(a) et ],

fSW,J@), I
)-8(=)

8 5w, m ) T8 )

J(1)

Nous considérons le temps t ol Z := ? <1
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4.4 Stabilité globale et unicité de I'équilibre endémique

par 'hypothese (4.17) nous obtenons

fS®W,J@) _J®
SO A

Ainsi, a partir de g(1) =0, g est décroissante sur (0, 1), et f est non-décroissante par rapport a

J nous obtenons,
f(S8@®,J(1)
f(Ss@®,J%)

J(1)
) < gl T ),

g

*etdonc X <0.

Pour les autres valeurs de ¢, i.e. Z > 1, a nouveau a partir de (4.17), nous avons

fSW,J@) _J®
fsm, g~ g

et ainsi (g est croissante dans (1,00))

FSW,I0)._ J0)
8 5w, ) =85

i av
Par conséquent, nous obtenons que N <0.

d
Notons que 17 V(¥(1)) = 0 implique que S(¢) = S*, pour tout £ € R et

(f(S(t),](l‘))E* _
FS(0),JE®) ’

donc

F(S* J@NE™ = f(S*, TE(®). (4.27)

En utilisant 'équation de S dans (4.12) nous obtenons

A—uS* = f(S%,J®), (4.28)

d’apres (4.28) et (4.15) nous avons

FS5 1) = f(S", T,
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alors J(t) = J* pour tout € R. En substituant ce résultat dans (4.27), nous trouvons
E(t) = E*, pourtout f€R.

En utilisant le théoréme 2.53([52], voir annexe), nous concluons que A; = {E *}, il est a noter
que que le théoreme précédent n'utilise pas que I'équilibre endémique est localement stable, en
effet, par le théoreme 5.7([52], voir annexe), nous obtenons la stabilité locale de I"équilibre en-
démique. Lunicité est une conséquence directe du fait que % V(y (1)) = 0 implique seulement le

point S = S*. [
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Annexe A

Généralités sur les systemes dynamiques

La modélisation épidémiologique conduit a I’analyse des systemes dynamiques. Ces systemes
pouvant étre différentiels, discrets ou a dérivées partielles. Les systemes différentiels étudiés dans
cette thése sont non linéaires. Nous allons présenter la plupart des résultats qui ont été utilisés
dans ce travail. Ces résultats sont classiques, ainsi les notions de systeme dynamique, de stabilité
des solutions d'un systeme dynamiqFue.

Définition A.0.1 (Flot). Le flot, coulée ou encore courant est un concept utilisé en géométrie diffé-
rentielle. 1l est associé a la notion de champ de vecteurs, c’est-a-dire a une application f, qui, a un
point x d’'un ouvert Q) d'un espace de Banach E, associe un vecteur de E. Un tel champ définit une
équation différentielle du type ®'(t) = f(®(1)). Si la fonction f est localement lipschitzienne, pour
chaque point x de U, il existe un intervalle réel maximal et une fonction ay, définie sur l'intervalle
maximal, la solution avec la condition dite de Cauchy a(0) = x. Vue comme une fonction de deux

variables, t et x, U'application a est appelée le flot du champ f de vecteurs.

Définition A.0.2. Un flot sur R" est une application continue

O:RxR" —R"

(t,x) = @(¢, x),
vérifiant :
1. @y =idyg,
2. ;005 =, ¢, pourt,seR.
Définition A.0.3 (Semi-flot associé a EDO). On appelle le semi-flot de I'équation différentielle x' (1) =
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ChapitreA. Généralités sur les systémes dynamiques

f(x(1)) a un instant t, Uapplication (ty, xo) — R" : ®(t, (ty, xo)), avec ®;(xy) vérifie I'équation sui-

vante :
Lo, (x0) = (@ (x0)),

(D[() (xO) = Xo-

Définition A.0.4 (Ensemble limite ). Soit x un point dont la courbe intégrale maximale est définie
sur R. L'ensemble w-limite de x, noté w(x) est l'intersection des adhérences des sections finissantes

de l'image de la courbe intégrale maximale vérifiant la condition de Cauchy ®(0, x) = x.
W(X) = Ng=oP(s, x)s = 1.

Cet ensemble est encore invariant par le flot, il correspond a la zone limite parcourue par la trajec-

toire si t devient trés grand.

La méme définition s’applique dans le cas ot t devient tres petit, on parle d’ensemble a -limite.
a(x) =N<oP(s,x)s=1.

Définition A.0.5 (Fonction contractante). fest dite contractante (ou une contraction) s'il existe une

constante k telle que,

[1f(x1) = f(x)Il = kllxy — x2ll, ke (0,1).

Définition A.0.6 (Théoréme de point fixe). Toute application contractante d’'un espace de Banach

dans lui méme admet un unique point fixe.

Définition A.0.7 (Bassin d’attraction d’'un point d’équilibre). Soit x* est un point d’équilibre du
systeme x'(t) = f(x(1)).

— On appelle bassin d’attraction d’'un point x* l'ensemble des éléments x € X tels que pour

tout t € R*, ®(t, x) soit défini et que
lim @,(x) = x*.
t—o0

— On appelle bassin de répulsion d’'un point x*, l'ensemble des éléments x € X tels que pour
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tout t € R*, ®(t, x) soit défini et que
lim ®;(x)=x".
t——00

Soit X espace de phases associé a ®(t, x) tel que ®(z,x) :R* x X — X,

Définition A.0.8 (Trajectoire, orbite). — La fonction ¢ : R — X est appelée une trajectoire to-
tale (de ®), si p(t+ 1) = O(t,p(r)), pour tout t e R* et r e R.
— Llorbite associée a une trajectoire totale est définie par : {®(t, xp), t € R}.
— Lorbite d'un point x de K est dite périodique si x n'est pas un point d’équilibre et s’il existe
T e R" tel que ®(t+ T, x) = ®(t, x) pour tout t = 0. On dit alors que T est la période de l'orbite
périodique considérée.
— Si® est induite par la solution de x'(t) = f(x), la trajectoire totale est la solution x sur R avec

x(to) = Xxo.

Définition A.0.9 (Ensemble absorbant). Supposons que le systeme x'(t) = f(x(t)) admet des solu-
tions de classe C' et que K est un ouvert deR. Un sous ensemble D de K est dit absorbant si tout sous
ensemble borné D, de K satisfait ®(t, D1) c D pour tout temps t suffisamment grand. De méme, D
est dit absorbant lorsque pour toute condition initiale xy, il existe T = 0 tel que ®;(xo) € D pour tout

t>T.

Définition A.0.10 (Ensemble invariant). Un sous ensemble D de K est dit positivement (respective-
ment négativement) invariant a l'équation x'(t) = f(x(t) si ®(t, D) € D pour tout t > 0 (respective-

ment t <0). D est un ensemble invariant si seulement si ®(x, D) = D pour tout t.

Définition A.0.11 (Point fixe). Un point x* est appelé un point fixe du semi-flot @ , si ®(x*) = x*

pour tout t € R*,

Définition A.0.12 (Attracteur compact). Soit (X,d) un espace métrique et ® :R* x X — X le semi-
flot associé au systeme x'(t) = f(x(1)). K est appelé un attracteur de M, si K est invariant et attire M.

K est appelée un attracteur compact de M si K en plus est compact .

Définition A.0.13 (compacité). Soit @ : R* x X — X une application, M c X. Lapplication ® est
appelée asymptotiquement compacte sur M , si pour tout les suites (t;) dans R*, (t;) — oo quand

i — 00, et (x;) dans M , (D(t;, x;)) admet une sous suite convergente .
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Définition A.0.14 (Dissipatif, asymptotiquement régulier, éventuellement borné). Soit ® : J x

X — X un semi-flot continu.

— ® est appelé un point dissipatif s'il existe un sous ensemble B de X qui attire tout les points

dans X.

— ® est appelé asymptotiquement régulier si ® est asymptotiquement compact sur chaque

ensemble positivement invariant borné fermé.

— © est appelé éventuellement borné sur un ensemble M c X si ®(J, x M), J, = J N [r,00), est

borné pourr € J,.

A.0.1 Théoreme d’existence de solution faible
Soit le modele suivant

Ln(t,x)+Zn(t,x)+d(x,S())n(t,x) =0, 20, xz0,
n(t,0) = f¢° B(x, S())n(t, x)dx, (A.1)
n(,.) =no€ L; (R).

Nous définissons la solution faible ( au sens de distribution) comme suit :

Définition A.0.15. Une fonction n € L}OC([W) satisfait I'équation de renouvellement (A.1) au sens
faible si [;° B(x,S(0)|n(t,x)|dx € L} (R") er pour toutes fonctions test ¢ € C} ([0, T] x [0,00]) sa-

loc

chant quew(T,x)=0,0na:

— [ [ nt,x {%w(t, 0+ 2yt x) - dx, SOyt x)}dxdt
= [ o0y (0, x)dx + [y} w(t,0) [° B(x, S())n(t, x)dxdt.

Théoreme A.0.1. Soit M > 0 tel que B(.,.),d(.,.) < M, S(t) =0, ng € L*(0,00) N L' (0,00). Alors il
existe une solution unique et faible n € C(R*, L [R")) du probleme (A.1), et en plus n(t, x) = 0 quand

nog=0, et

[e,@] [e,0]
f In(t,x)| < e”(B‘d’*”“’tf |no(x)| dx.
0 0

Démonstration.

Tout d’abord, nous choisissons la solution dans I’espace :

E=C([0,T1,L'([R")) V¥YT>o0,
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avec la norme associée a E est

llullg = sup llu(t,)llp g+, VU€eE,
tel0,T]

nous définissons I'opérateur suivant

F . E+ — E+
m —_— n’
avec n est la solution du probleme (A.1).
Nous montrons que I'opérateur est contractant.
Soit n; et ny des solutions associées respectivement a m; et my , posons n = n; —np et m =
nmy —moy.
Nous obtenons le systeme suivant,
Ln(t,x)+Ln(t,x) +d(x, S()n(t,x) =0,

n(t,0) = [;° B(x, S(1)m(t,x)dx,
n(0,x) =0.

Donc |n(t, x)| satisfait,

Lin(t,x)|+ L n(t, 0| +dx, S0) In(t,x)] =0, (1)
In(£,0)| = | f5° B(x, S()) m(t, x)dx
n0,x)=0.

En intégrant I'’équation (1) par rapport a x alors,

L [ |n(t,x) dx

- Jo~d(x, S n(t, x)dx + |n(t,0)],
In(t,0)].

IA

En intégrant cette derniere inégalité par rapporta ¢,

[Pnt,0ldx < [flin(s0)ds,
JEIB(x, S()m(s, x)dx| ds,
MT||m||E.

IA

IA

Il suffit alors de choisir T petit, de telle sorte que M T < 1 et par suite 'opérateur I' est contractant.

Le théoréme du Banach assure l'existence d'un point fixe unique sur [0, T], nous appliquons la
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méme procédure entre les intervalles [kT, (k+ 1) T] puisque la condition sur T ne dépend pas de
I'itération, nous avons une solution globale n positive pour chaque m positive .

En intégrant I'’équation (1) , nous avons

L [*|n(t,x)|dx—|n(t,0)]

— [o7d(x,S(1) In(t,x)|dx,

In(t,0)| — [~ d(x,S(1) In(t, x)| dx,

Joo B(x, S n(t, x)ldx - [;°d(x,S(1) In(t,x)|dx,
Jo7 [B(x, S(8) — d(x, S()] In(t, x)| dx,

A f57In(t, )| dx,

IA

IA

IA

IA

avec A= ||(B—d)+]l.

Par le lemme de Gronwall, nous obtenons

fln(t,x)lsemf |ng(x)| dx.
0

0

A.0.2 Lanotion de persistance

Soit X un ensemble non vide et p : X — R* et soit / un ensemble de temps.

Définition A.0.16 (la persistance faible). Le semi-flot ®: ] x X — X est appelé p- faiblement per-
sistant, si

limsupp(®(£,x)) >0 VxeX,p(x)>0.

t—o0

Définition A.0.17 (la persistance forte). Le semi-flot ®: ] x X — X est appelé p-fortement persis-
tant, si

li{ninfp(CD(t, x)>0 VxeX,p(x)>0.

Définition A.0.18 (p-uniformément faiblement persistant). Le semi-flot®: ] x X — X est appelé

p-uniformément faiblement persistant, s'il existee tel que

limsup p(®(¢,x)) > VxeX,p(x)>0.

t—o00

Définition A.0.19 (p-uniformément fortement persistante). Le semi-flot®: ] x X — X est appelé
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p-fortement uniformément persistant, s'il existee > 0 tel que
1itrninfp((l>(t,x)) >e¢ VxeX,p(x)>0.
—00

Définition A.0.20. Le semi-flot ®: J x X — X est appelé p— fortement dissipatif, s'il existe ¢ > 0 tel
que

limsup p(®(t,x)) >c VxeX,p(x)>0.

t—o00

Définition A.0.21 (p-faiblement dissipatif). Le semi-flot ® : ] x X — X est appelé p- faiblement

dissipatif, s'il existe c > 0 tel que

li;ninfp(CD(t, x))>c VxeX,p(x)>0.

A.0.3 Théoremes les plus utilisés dans cette these

Théoreme A.0.2 (Inégalité de Jensen). Soient H:R — R convexe et f,g : Q — R mesurables , avec

Q est ouvert deR" .
Nous supposons :

g=0p.p.surQ, [gx)dx=1, fg et H(f)g € L'(Q), nous avons

H( fQ fgdx) < fQ H(f(x)g(x)dx.

Théoreme A.0.3 (Inégalité de Gronwall). Soit f, g, k sont des fonctions continues a valeurs positives

tels que:

t
f(t)sg(t)+f k(o) f(o)do, Ytela,bl,
a

alors

t t
f) =g +f g(a)k(a)exp(f k(t)dt)do, VYtela,b].

Théoreme A.0.4 (Méthode de fluctuation, [52]). Soit f : [b,00) — R est une fonction bornée et diffé-

rentielle. Alors il existe des suites (ty), (si) telles que

fG1) = foor  f(5K)—0
k— oo
f) — fl(tr) —0
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Théoreme A.0.5 (Corollaire B.6, [52]). Soient w, g des fonctions non-négatives et localement inté-
grables

t
w(t) 2[ k(o)w(t—-o)do + g(t).
0

Supposons que k est une fonction strictement positive, alors il existe une constante b > 0 qui ne
dépend que k , telle que w(t) > 0 pour tout t > b avec fot_b g(s)ds.

En particulier, si g est continue a0 et g(0) >0, alors w(t) > 0 pour tout t > b.

Théoréme A.0.6 (Théoréeme des fonctions implicites "version local"). Soit U un ouvert deR" xR"
, f : U — R"™ une fonction de classe C* (k = 1), soit (x*,y*) € U tel que f(x*,y*) = c si Dy f(x*,y*)
est inversible, alors il existe un ouvert V de U et une fonctiony : V — V unique de classe C*, telle

que f(x,y(x)) =cVxeV.

Théoreme A.0.7 (théoreme 2.33,[52]). les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Il existe un attracteur compact des ensembles bornés .
2. ® est un point dissipatif, asymptotiquement régulier, et éventuellement borné sur chaque en-

semble borné dans X.

Théoreme A.0.8 (Théoreme 2.39 [52]). Soit® un semi-flot continu, et A est un sous ensemble com-
pact positivement invariant de X qui attire tous les sous ensembles compacts de voisinage de lui-

méme(i.e. un attracteur local des ensembles compacts). Alors A est stable.

Théoréme A.0.9 (Théoreme 2.46 [52]). Soit X un sous ensemble fermé de l'espace de Banach E, |
un ensemble de temps et @ : ] x X — X un semi-flot continu. Alors ® est asymptotiquement régulier

sily a des applications ¥V,0: ] x X — X telles que
D(t,x) =00, x)+¥Y(t, x),

et les affirmations suivantes sont vérifiées pour n'importe quel ensemble C borné fermé :
1. liminf;_ o diam ®,(C) =0,

2. ilyaquelquerctel que Y (C) a fermeture compacte pour toutt€ J, t = rc.

le résultat suivant prend le réle du théoreme de Lasalle.
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Théoreme A.0.10 (Théoreme 2.53 [52]). Soit®: R, x X — X un semi-flot continu, A un ensemble
invariant et compact dans X, et soit V : A — R fonction continue. Supposons que; pour toute trajec-
toire totale p : R — X telle que V(p(1))' <0 ou V(¢p(1))', <0 surR . En outre, supposons que Ac A, V
est constante sur A et que p(R) < A pour n'importe quelle ®—trajectoire totale avec V (p(1)) =0 .

Alors A= A.

Théoreme A.0.11 (Théoremes 5.1;5.2 [52]). Soit X un espace métrique. Supposons que @ : R, x
X — X un semi-flot continu, p : X — R, est une fonction continue et non nulle.
Nous supposons
(HO) ® a un attracteur compact A des ensembles bornés.
(H1) il n'y a pas de trajectoire totale ¢ : ] — A telle que p(¢p(0)) =0 et p(p(—1)) > et p(¢p(t)) >0
pourr,tej.
Nous posons,

Xo={xe X;VxteJ:p(®@(t,x)) =0},

1. SiXy=9,alors p(x) >0 pour tout x € A et il existen > 0 tel queliminf;_., p(D(¢, x)) =n pour

toutx e X.

2. Si Xog # @, et pod est continue et O est p-uniformément faiblement persistant, alors @ est

p-uniformément fortement persistant.

Théoréme A.0.12 (Théoreme 5.7 [52]). Supposons que Xo # @ , @ : Ry x X — X est p— uniformé-
ment fortement persistant , p(®) est continue, et

(H1) il n’y a pas de trajectoire totale ¢ : ] — A telle que p(¢p(0)) =0 et p(p(—1)) > et p(Pp(£)) >0
pour quelquer, te J.

Alors Uattracteur A est l'union disjointe

A=AgUCUA;

de trois ensembles Ay, C et A;. Ay et A sont des ensembles compacts et nous avons les affirmations

suivantes.

a. Ap = An Xy est l'attracteur compact de sous ensembles de Xy, c’est-a-dire, tout sous ensemble

compact K de Xy a un voisinage dans Xy qui est attiré par Ay.
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b. A; est p— uniformément positif et Ay est Uattracteur compact de voisinage des ensembles com-

pacts dans X \X, et ® est p—uniformément positif. En particulier, A, est stable.

c. Sixe X \Aj et est une trajectoire totale, alors ¢(t) — Ay pour t — —oo.

Si x € X\Ay et ¢ est une trajectoire totale, alors ¢p(t) — A; pour t — +oo0.

En particulier, 'ensemble C contient ces points x € A tel qu'il existe une trajectoire totale ¢(t) avec

P(—1) — Ap et p(t) — A lorsque t — co.

Théoréme A.0.13 (Le critere de Fréchet-Kolmogorov [52]). Soit K est un sous ensemble de LP (R.),
1 < p <oo. Alors K a fermeture compacte si seulement si les conditions suivantes sont vérifiées
i) supex oo |f(a)|pda <00,
i) lim;—co [°| f(@)|" — 0 uniformément dans f € K,
iii) limp—o [3°|f(a+h) - f(@)|” da — 0 uniformément dans f € K,

iv) limy,_o fJ'| f(@)|” da— 0 uniformément dans f € K.

A.1 Notion de stabilité et point d’équilibre

Soit I’équation différentielle

d
== f), (A2)

oll f:Q c R" — R" est une fonction de classe €. Soit x* un point d’équilibre de I'équation (A.2).

Définition A.1.1 (Stabilité d’'un point d’équilibre). Soit x* = 0 un point d’équilibre du systeme
(A.2). On dit que x* est un point d’équilibre stable pour (A.2). ou que le systeme (A.2) est
stable en x0 si pour tout € positif, il existe un nombre réel positif 6 tel que pour tout x € X avec
[|x(0) — x*|| < &, la solution ®(t, xg) = x(t)

Side plus il existe oy tel que0 <5y <6 et
[]x(0) — x*|| < §p = lim = x¥,
t—o0

x* est dit asymptotiquement stable.

Le systeme est dit instable en x* s'il n'est pas stable en x*.
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Définition A.1.2 (Point d’équilibre attractif). — Lepoint d’équilibre x* est dit attractif (on dira
aussi que le systeme (A.2) est attractifen x* ) s'il existe un voisinage D ‘de x™ tel que pour toute
condition initiale x commencgant dans D, la solution correspondante ®(x) du systeme (A.2)

est définie pour tout t = 0 et tend vers x* lorsque t tend vers linfini. En d’'autres termes,
lim ®,(x) = x*
t—o0

pour toute condition initiale x € D ;
— le point x* est dit globalement attractif silim;_.., ®;(x) = x* pour toute condition initiale

xe X.

Définition A.1.3. (/14]) Léquilibre x* de (A.2) est dit asymptotiquement stable s'il est stable, et glo-

bale attractive .

Définition A.1.4 (équilibre globalement asymptotiquement stable). Soit x* un point d'équilibre
du systeme (A.2). Ce systeme est dit globalement asymptotiquement stable en x* dans X s’il est a la

fois stable, attractif et son basin d’attraction est X tout entier.

Cas d’un systeme linéaire
Considérons le systeme linéaire
dx

— = Ax, A3
ar " (A3)

ol A est une matrice carrée d’ordre n. Soient Ay,---, A (avec s = 1,..., n) les valeurs propres de la

matrice A et x* le point d’équilibre du systeme linéaire (A.3).

Théoreme A.1.1. (/9))
(i) Siles valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement positives alors l'équi-
libre x* est stable.
(ii) Siles valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives alors l'équi-

libre x* est instable.

Considérons le systeme (A.2), on note par Jp(x*) := %(x*), la matrice jacobienne de f évaluée
au point x*.
Le systeme linéaire

X = Ax, (A.4)
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ou A = Jp(x*) s’appelle le linéarisé ou I'approximation linéaire du systeme non linéaire (A.2) en
x*
L'étude de la stabilité de I'origine pour le linéarisé permet dans certains cas de caractériser la sta-

bilité de I'équilibre x* de (A.2). Plus précisément on a.

Théoreme A.1.2. (/9])
1. Si x = 0 est stable (cest a dire si toutes les valeurs propres sont de partie réelle strictement
négative) pour (A.4) alors x* lUest pour (A.2).
2. Six =0 estinstable (c’est a dire qu'il existe au moins une valeur propre de partie réelle stric-
tement positive) pour (A.4) alors x* est instable pour (A.2).

3. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x* pour (A.2).

A.2 Stabilité des équilibres au sens de Lyapunov

Définition A.2.1. Soient Q un ouvert deR" contenant0, et soit V : Q — R une fonction de classe ch,

1. V est dite définie positive si :
(i) V(0)=0,et

(ii) V(u) >0 pourueQ\{0}.
2. V estdite définie négative, si —V est définie positive.

3. V est dite semi-définie positive si :
(i) V(0)=0,et

(ii) V(u) =0 pour tout u € Q2.

4. V est dite semi-définie négative si —V est semi-définie positive.

Théoreme A.2.1 (Stabilité au sens de Lyapunov ). Soit x(t) solution de x = f(x)

et soit V' une fonction de classe C' définie positive sur Q un voisinage de x* =0 (sans perte

de généralité on prend l'équilibre exactement l'origine)

(i) Si ‘2—‘: est semi-définie négative alors x* est stable.
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(ii) Si % est définie négative alors x* est asymptotiquement stable.

Dans le cas (i) V(x) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (ii) V' (x) est dite fonction

de Lyapunov stricte.

Théoréeme A.2.2 (Théoréeme d’invariance de LaSalle,[19]). SoitQ un sous ensemble deR", suppo-
sons que Q) est un ouvert positivement invariant pour le systeme (A.2) en x*. Soit V : Q — R une
fonction de classe C' pour le systeme (A.2) en x* telle que :

— V<=0surQ.

— Soit E={x € Q: V(x) =0} et L est le plus grand ensemble invariant par ® et contenu dans E.
Alors, toute solution bornée commengant dans E tend vers l'ensemble L lorsque le temps tend vers
U'infini. Ce théoreme est un outils trés important pour l'analyse des systemes; a la différence de Lya-
punov, il n'exige ni de la fonction V d’étre définie positive, ni de sa dérivée V d’étre négative. Cepen-
dant, il fournit seulement des informations sur Uattractivité du systeme considéré au point d'équi-
libre x*. Par exemple, il ne peut étre utilisé pour prouver que les solutions tendent vers un point
d’équilibre que lorsque l'ensemble L est réduit a ce point d'équilibre. Il n'indique pas si ce point
d’équilibre est stable ou pas. Lorsqu’on veut établir la stabilité asymptotique d’'un point d'équilibre

x* deQ, on utilise le corollaire suivant qui est une conséquence du principe d’invariance de LaSalle.

Corollaire A.2.1 (Lasalle, [37]). SupposonsQ c R" est un ouvert connexe tel que x* € Q0 .

Soit V une fonction définie positive et de classe C' telle que V < 0 surU. Soit E = {x € Q: V(x) = 0}
supposons que L le plus grand ensemble positivement invariant contenu dans E est réduit au point
x*. Alors x* est un point d'équilibre asymptotiquement stable pour le systeme (A.2).

Si ces conditions sont satisfaites pour U = Q side plus V est propre surQ), c'est adire silim V (x) =
+o00 lorsque ||x|| — oo, alors toutes les trajectoires sont bornées pour tout t = 0 . x* est un point

d’équilibre globalement stable pour le systeme (A.2).

Corollaire A.2.2. Sous les hypothéses du théoreme précédent, si 'ensemble L est réduit au point x*
, alors x* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systeme (A.2) défini

sur ).
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