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Résumé :
L�objectif de cette thèse est l�étude de l�existence des solutions pour cer-

taines classes des problèmes aux limites quasilinéaires. En utilisant la mé-
thode de sous et sur solutions avec une technique itérative monotone pour
construire les solutions minimales et maximales. Cette méthode est liée au
principe de maximum et aux résultats de comparaison.
Il bien connue qu�elle est un outil puissant pour obtenir des résultats des

existences et localisation des solutions pour les problèmes aux limites.
Mots clés : Problème aux limites, problème impulsif, p-laplacien, la mé-

thode de sous et sur solutions, principe de comparaison, les conditions de
Nagumo-Wintner.
Abstract :

The subject of this thesis is studied the existence of solutions for some quasi-
linear elliptic boundary value problems. By using the upper-lower method
with monotone iterative technique, we constructed the minimal and the maxi-
mal solutions. This method is connected with the maximum principle and
the comparison results.
It is well know that this method is a powerful tool to obtain the existence

results and the localization of solutions for boundary value problems.
Keywords : Boundary value problem, impulsive problem, p-laplacian,

Upper and lower method, comparison principle, Nagumo�Wintner condi-
tions.
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Introduction

En 1890, Picard a introduit une méthode importante dans l�étude de
l�existence des solutions pour des problèmes aux limites nonlinéaires. La mé-
thode est dite des sous et sur solutions (voir [76], [77]). Dans la théorie des
EDO, cette méthode est liée au principe du maximum et aux résultats de
comparaison. Elle permet d�obtenir des résultats d�existence et la localisa-
tion d�une solution d�un problème aux limites en présence d�un couple de
fonctions, appelées sous solution et sur solution, bien ordonnées. Par une
technique itérative, il est possible de construire les solutions minimales et
maximales entre la sous et la sur solution .
Dans cette thèse, on s�intéresse à la construction des solutions pour cer-

taines classes de problèmes aux limites quasilinéaires faisant intervenir l�opé-
rateur p-laplacien dans des intervalles bornés ou non bornés donnés par

� ('p(u0))0 = f(t; u; u0); t 2 I; (1)

avec la condition aux limites suivante

u(0)� au0(0) = L(u); (2)

où 'p(y) = jyj
p�2 y; y 2 R; p > 1; f : I � R2 ! R est une fonction continue,

L : C1(I)! R est une fonctionnelle croissante et a est un réel positif:
L�opérateur p-laplacien joue un rôle important dans certaines applica-

tions en physique tels que la mécanique non-Newtienne, l�élasticité non li-
néaires,...etc.
Il est bien connu que la méthode de sous et sur solutions est devenue, par

sa simplicité, un outil puissant pour montrer l�existence des solutions pour
les problèmes du type (1)-(2).(voir [74], [75]).
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Les problèmes que l�on va considérer dans cette thèse sont classés comme
suit :
Les problèmes aux limites dans des domaines non bornés : Les

problèmes aux limites dans des intervalles semi in�nis ont de nombreuses
applications dans des problèmes de physiques. Par exemple, dans l�étude des
solutions radiales des équations elliptiques non linéaires, l�élasticité linéaire,
l�écoulements des �uides, l�écoulement instable de gaz à travers un milieu
semi-in�ni poreux et dans la détermination du potentiel électrique dans un
atome neutre isolé, (voir [5],[6],[13]).

L�existence des solutions de ce type des problèmes a été étudié par plu-
sieurs auteurs en utilisant des di¤érentes méthodes, citons par exemple : la
méthode de sous et sur solutions, les méthodes variationelles, les théorèmes
du point �xe ( voir [6], [9], [13], [26], [47], [48], [59], [60]). Une grande partie
de la théorie des problèmes aux limites dans les intervalles in�nis ont été
présentés dans [5].

Les problèmes impulsifs : Ce sont des systèmes dynamiques avec des
trajectoires discontinues. Elles apparaissent naturellement en médecine, bio-
logie, l�écologie, la dynamique des populations, la mécanique, voir ([17] , [25],
[45]).

D�autre part, les équations di¤érentielles ordinaires avec des conditions
aux limites intégrales ont d�abord été étudiées par M. Picone [35] en 1908. Il
a étudié les relations qui existent entre les équations intégrales et certaines
équations di¤érentielles d�ordre n avec des conditions aux limites intégrales .
Cette thèse est constituée de quatre chapitres :
Dans le premier chapitre, en utilisant la méthode de sous et sur solutions

et une technique itérative, on construit des solutions minimales et maximales
pour le problème aux limites suivant :�

�('p(u0))0 = f(x; u); x 2 ]0;+1[ ;
u(0)� au0(0) = L(u);

Le second chapitre est consacré à la construction des solutions extrémales
du problème aux limites suivant :�

�('p(u0))0 = f(x; u; u0); x 2 ]0;+1[ ;
u(0)� au0(0) = L(u);

4



Le troisième chapitre est consacré à la construction des solutions pour le
système aux limites suivant :8>><>>:

�('p(u0))0 = f1(x; u; v); x 2 ]0;+1[ ;
�('q(v0))0 = f2(x; u; v); x 2 ]0;+1[ ;
u(0)� au0(0) = L1(u);
v(0)� bv0(0) = L2(v);

(3)

où 's(y) = jyjs�2 y; y 2 R; p; q > 1; p 6= q; fi : I � R2 ! R sont deux
fonctions continues, Li : C1(I) ! R sont deux fonctionnelles croissantes, a
et b sont deux réels positifs :
Dans le dernier chapitre, on énonce et on montre l�existence des solutions

minimales et maximales pour un problème quasilinéaire elliptique impulsif
avec des conditions aux limites non locales suivant :8>>>><>>>>:

�('p(u0))0 = f(t; u; u0); t 6= tk; 0; 1; t 2 ]0; 1[ ;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) = u
0(t�k ) +Nk(u

0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) =
1R
0

h1(x)u(x)dx; u(1) + bu
0(1) =

1R
0

h2(x)u(x)dx;

où 'p(y) = jyjp�2 y; y 2 R, p > 1; J = [0; 1], t0 = 0 < t1 < :: < tm <
tm+1 = 1; avec m est un entier positif �xé, f : J � R2 ! R, a et b sont
deux réels positifs, hi : J ! R+ sont deux fonctions continues (i = 1; 2),
Ik et Nk : R ! R sont des fonctions continues croissantes pour chaque
k = 1; ::;m:
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Chapitre 1

Existence des solutions
minimales et maximales pour
un problème aux limites
quasilinéaire avec une condition
nonlocale dans R+

1.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est la construction des solutions minimales et
maximales pour le problème aux limites suivant�

�('p(u0))0 = f(x; u); x 2 I;
u(0)� au0(0) = L(u); (1.1)

où 'p(y) = jyjp�2 y; y 2 R; p > 1; I = ]0;+1[ ; f : I � R ! R est une
fonction continue, L : C1(I)! R est une fonctionnelle croissante et a est un
réel positif.
Les problèmes aux limites dans les domaines non bornés intervient dans

les études des solutions radiales pour des problèmes quasilinéaires elliptiques
et dans certain problèmes physiques (voir [5], [6] et [13]).
L�existence des solutions pour les problèmes aux limites nonlinéaires dans

la demi droite R+ a été étudiée par plusieurs auteurs en utilisant di¤érentes
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méthodes citons par exemple : la méthode des sous et sur solutions, les théo-
ries du point �xé et le degré topologique (voir [16], [33], [74] et [75]).
La méthode utilisée dans ce chapitre pour montrer l�existence des solu-

tions du problème (1:1) est la méthode de sous et sur solutions, et par une
technique itérative, on montre l�existence des solutions minimales et maxi-
males entre la sous et la sur solution. Les résultats de ce chapitre se trouvent
dans [30].
Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la deuxième section, on in-

troduit quelques dé�nitions et lemmes qui sont utiles pour la suite. Dans la
troisième section, on présente et on montre notre résultat. Finalement, on
donne un exemple d�application.

1.2 Préliminaires

On considère le problème aux limites suivant8<:
�('p(u0))0 +M'p(u) = F (x); x 2 (0; r) ;
u(0)� au0(0) = a0;
u(r) = b0;

(1.2)

où F : [0; r] ! R est une fonction continue, r > 0 et a; a0,b0 et M sont des
nombres réels tels que a � 0 et M > 0:

Dé�nition 1.1 On dit que u est une solution du problème(1:2) si :
(i) u 2 C1([0; r]) et 'p(u0) 2 C1(0; r):
(ii)u satisfait le problème (1:2) :

Dé�nition 1.2 On dit que � est une sous solution du problème (1:2) si :
(i) � 2 C1([0; r]) et 'p(�0) 2 C1(0; r):

(ii)

8<:
�('p(�0))0 +M'p(�) � F (x); x 2 (0; r) ;
�(0)� a�0(0) � a0;
�(r) � b0:

Dé�nition 1.3 On dit que � est une sur solution du problème (1:2) si :
(i) � 2 C1([0; r]) et 'p(�0) 2 C1(0; r):

(ii)

8<:
�('p(�0))0 +M'p(�) � F (x); x 2 (0; r) ;
�(0)� a�0(0) � a0;
�(r) � b0:
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Lemme 1.1 (Principe de comparaison faible)
Soient u1 et u2 deux fonctions tels que ui 2 C1([0; r]), 'p(u0i) 2 C1(0; r); i =
1; 2; et8<:
�('p(u01))0 +M'p(u1)� F (x) � �('p(u02))0 +M'p(u2)� F (x); x 2 (0; r) ;
u1(0)� au01(0) � u2(0)� au02(0);
u1(r) � u2(r);

(1.3)
alors u1(x) � u2(x); pour tout x 2 [0; r] :

Preuve: Supposons qu�il existe x� 2 [0; r] telle que
u1(x

�)� u2(x�) = max
0�x�r

(u1(x)� u2(x)) = " > 0:

Comme (u1 � u2) 2 C1 ([0; r]) ; on a
(u1 � u2)0(x�) = 0;

Cas 1 : Si x� = 0, on obtient la contradiction suivante

0 < u1(0)� u2(0) � a (u01(0)� u02(0)) � 0:
D�une façon similaire, on montre pour le cas où x� = r:
Cas 2 : Si x� 2 (0; r), on a

'p(u
0
2(x

�)) = 'p(u
0
1(x

�)):

Puisque 'p est une fonction strictement croissante, on obtient

� ('p(u01))0(x�) + ('p(u02))0(x�) = lim
x!x�

�'p(u01)(x) + 'p(u02)(x)
x� x� � 0: (1.4)

Mais en ce point, on a

�('p(u01))0(x�)+('p(u02))0(x�)�M'p(u2(x�))+M'p(u1(x�)) � F (x�)�F (x�) = 0:
C�est à dire

�('p(u01))0(x�) + ('p(u02))0(x�) �M
�
'p(u2(x

�))� 'p(u1(x�))
�
:

Comme u1(x�) > u2(x�) et 'p est strictement croissante, il résulte que

�('p(u01))0(x�) + ('p(u02))0(x�) < 0:
Ce qui contredit(1:4).

On a le résultat suivant

Lemme 1.2 Le problème(1.2) admet une unique solution.
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Preuve: On pose par dé�nition �(x) = �L1 et �(x) = L2; où L1 et L2
sont des nombres réels strictement positifs.
La fonction � est une sous solution du problème (1.2) si :8<:

�('p(�0))0 +M'p(�) � F (x); x 2 (0; r) ;
�(0)� a�0(0) � a0;
�(r) � b0:

C�est-à-dire 8<: �MLp�11 � F (x); x 2 (0; r) ;
�L1 � a0;
�L1 � b0:

Si on choisit

L1 � max

0B@
������
max
x2[0;r]

�F (x)

M

������
2�p
p�1
0@ max
x2[0;r]

�F (x)

M

1A ;�a0;�b0; 0
1CA ;

on obtient que � est une sous solution du problème (1.2).
D�une façon similaire, si on choisit

L2 � max

0B@
0@ max
x2[0;r]

F (x)

M

1A
1

p�1

; a0; b0; 0

1CA ;
on obtient que � est une sur solution du problème (1.2).
Comme � et � sont la sous et la sur solution du problème (1.2), alors d�après
le Théorème 2:1 dans [16], il résulte que ce problème admet au moins une
solution .
Maintenant, on suppose que le problème (1.2) admet deux solutions u1

et u2; alors d�après le Lemme 1.4, on a u1 � u2 et u1 � u2:

Notation 1.1 Soit A un sous ensemble de R; on note par C1loc(A) l�espace
des fonctions qui sont C1(K) pour chaque compact K de A:

Dé�nition 1.4 On dit que u est une solution du problème(1:1) si :
(i) u 2 C1loc(I) et 'p(u0) 2 C1loc(I);

(ii):

�
�('p(u0))0 = f(x; u); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
u(0)� au0(0) = L(u);
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Dé�nition 1.5 On dit que u est une sous solution du problème (1:1) si :
(i) u 2 C1loc(I) et 'p(u0) 2 C1loc(I):

(ii)

�
�('p(u0))0 � f(x; u); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
u(0)� au0(0) � L(u):

Dé�nition 1.6 On dit que u est une sur solution du problème (1:1) si :
(i) u 2 C1loc(I) et 'p(u0) 2 C1loc(I):

(ii)

�
�('p(u0))0 � f(x; u); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
u(0)� au0(0) � L(u):

1.3 Résultat Principal

Dans cette section, on énonce et on montre le résultat principal de ce
chapitre.
Pour la nonlinéarité de f , on suppose que la condition suivante est satis-

faite.
(H) L�application u 7! f(x; u) +M'p(u) est croissante, pour tout x 2 I:

On suppose l�existence d�une sous solution u et d�une sur solution u tels que

u(x) � u(x), pour tout x 2 I:

On a le résultat suivant :

Théorème 1.2 Soient u et u la sous et la sur solutions respectivement du
problème (1:1) telles que u(x) � u(x), pour tout x 2 I: Supposons que la
condition (H) est satisfaite, alors le problème (1:1) admet une solution mi-
nimale u� et une solution maximale u� telle que pour toute solution u du
problème(1:1) avec u � u � u dans I, on a :

u(x) � u�(x) � u(x) � u�(x) � u(x); pour tout x 2 I:

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.
On considère le problème aux limites suivant8<:

�('p(u0n))0 +M'p(un) = f(x; Un�1) +M'p(Un�1); x 2 In;
un(0)� au0n(0) = L(Un�1);
un(n) = u

(0)(n);
(1.5)
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où la suite de fonction (Un)n2N est dé�nie par U0 = u(0), où u(0) soit la sur
solution u ou bien la sous solution u et

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(0)(x), x 2 InIn;

(1.6)

où In = (0; n), pour tout n 2 N�.
Étape 1 : Pour tout n 2 N�; le problème (1.5) admet une unique solution
un telle que un 2 C1(In) et 'p(u0n) 2 C1(In):
Preuve :
i) Pour n = 1, on a8<:

�('p(u01))0 +M'p(u1) = f(x; u(0)) +M'p(u(0)); x 2 In;
u1(0)� au01(0) = L(u(0));
u1(1) = u

(0)(1):
(1.7)

Comme les fonctions f et 'p sont continues et u
(0) 2 C1(I), alors d�après

le Lemme 1.2 le problème 1.5 admet une unique solution u1 telle que u1 2
C1(I1) et 'p(u

0
1) 2 C1(I1):

ii) Supposons pour n > 1 �xé, le problème (1:5) admet une unique solution
telle que un 2 C1(In) et 'p(u0n) 2 C1(In);
et montrons que le problème suivant8<:
�('p(u0n+1))0 +M'p(un+1) = f(x; Un) +M'p(Un); x 2 In+1;
un+1(0)� au0n+1(0) = L(Un);
un+1(n+ 1) = u

(0)(n+ 1);
(1.8)

admet une unique solution telle que un+1 2 C1(In+1) et 'p(u0n+1) 2 C1(In+1):

Puisque u(0) 2 C1(I), un 2 C1(In) et un(n) = u(0)(n); alors par (1:6) on
a la fonction Un est continue sur I:
Maintenant, comme f; 'p et Un sont continues sur I, donc d�après le

Lemme 1.2 le problème (1:8) admet une unique solution telle que un+1 2
C1(In+1) et 'p(u

0
n+1) 2 C1(In+1):�

D�après l�étape 1, pour chaque n 2 N�; le problème (1.5) admet une solution
unique un si u(0) = u et une solution unique unsi u

(0) = u.
Maintenant, on construit les suites

�
Un
�
n�1 et (Un)n�1 de la manière suivante

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(x), x 2 InIn;
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et

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(x), x 2 InIn:

Étape 2 : 8 n 2 N�; on a

u � U1 � ::: � Un � Un+1 � Un+1 � Un � ::: � U1 � u dans I: (1.9)

Preuve : En utilisant le Lemme 1.4, il n�est pas di¢ cile de montrer que
u � Un � u et u � Un � u, pour tout n 2 N�.
Maintenant, on montre que

8n 2 N�, Un � Un+1 et Un+1 � Un:

Soit n 2 N�, on distingue trois cas
Cas 1 : Si x 2 InIn+1, on a

u(x) � u(x) = Un+1(x) = Un(x) � u(x):

Cas 2 : Si x 2 In+1nIn, on a

u(x) � un+1(x) = Un+1(x) � u(x) = Un(x):

Cas 3 : Si x 2 In : Pour ce cas, on a Un+1 = un+1 et Un = un:
i) Pour n = 1, on a :

�('p(u02))0+('p(u01))0+M'p(u2)�'p(u1) = f(x; u1)+M'p(u1)�f(x; u)�M'p(u); dans I1:

D�après l�hypothèse (H) et comme u1 � u ; on a

f(x; u1) +M'p(u1) � f(x; u) +M'p(u); dans I1:

Ce qui entraîne que

� ('p(u02))0 +M'p(u2) � �('p(u01))0 +M'p(u1); dans I1: (1.10)

D�autre part, on a

u2(0)� au02(0) = L(u1);

� L(u)

� u1(0)� au01(0); (1.11)

13



et
u2(1) � u(1) = u1(1): (1.12)

D�après (1:10), (1:11), (1:12) et le Lemme 1.4, on obtient

u2(x) � u1(x), x 2 I1:

ii) Supposons pour k > 1 �xé, on a

Uk(x) � Uk�1(x), x 2 Ik�1: (1.13)

et montrons que
Uk+1(x) � Uk(x), x 2 Ik:

Soit x 2 Ik, on a

�('p(U
0
k+1))

0 +M'p(Uk1) + ('p(U
0
k))

0 �M'p(Uk) = f(x; Uk) +M'p(Uk)

�f(x; Uk�1)�M'p(Uk�1);

D�après (1:13) et le deuxième cas, on a

Uk(x) � Uk�1(x), x 2 Ik:

Alors d�après l�hypothèse (H), on a

f(x; Uk) +M'p(Uk) � f(x; Uk�1) +M'p(Uk�1), dans Ik:

Ce qui entraîne que

� ('p(U
0
k+1))

0 +M'p(Uk+1) � ('p(U
0
k))

0 +M'p(Uk); dans Ik: (1.14)

D�autre part, on a

Uk+1(0)� aU
0
k+1(0) = L(Uk);

� L(Uk�1)

� Uk(0)� aU
0
k(0); (1.15)

et
Uk+1(k) � u(k) = Uk(k): (1.16)
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D�après (1:14), (1:15), (1:16) et le Lemme 1.4, on obtient

Uk+1(x) � Uk(x), x 2 Ik:

Par conséquent il résulte que

8n 2 N�; Un+1(x) � Un(x), 8x 2 In:

D�après les Cas 1, Cas 2 et Cas 3, on obtient

8n 2 N�; Un+1 � Un dans I:

Par un raisonnement similaire, on montre que

8n 2 N�; Un+1 � Undans I:

Maintenant, on va montrer que

8n 2 N�; Un � Un dans I:

Soit n 2 N�, on a�
Un(x) = u(x) � u(x) = Un(x), si x 2 InIn;
Un(x) = un(x) � un(x) = Un(x), si x 2 In;

Ainsi
8n 2 N�; Un � Un dans I:

La preuve de l�Étape 2 est terminée:�
Maintenant soit A = [0; b] avec b > 0, alors il existe un entier l tel que

A � I l.
Pour k � l + 1; la restriction de la suite

�
Uk
�
k�l+1 sur I l satisfait :8<:

�('p(U
0
k))

0 +M'p(Uk) = f(x; Uk�1) +M'p(Uk�1); x 2 Il;
Uk(0)� aU

0
k(0) = L(Uk�1);

Uk(l) = uk(l):

(1.17)

Étape 3 : Il existe une constante positive Cl, tel que


U 0k



0
:= max

x2[0;l]

���U 0k(x)��� � Cl; pour tout k � l + 1:
15



Preuve : Soit k 2 N� tel que k � l + 1:
Puisque u � Un � u; 8n 2 N� et les fonctions f et 'p sont continues,

alors par la première équation du problème (1:17) ; il en déduit que la suite

des fonctions
��
'p(U

0
k)
�0�

k2N�
est uniformément bornée dans Il. Ce qui

implique que la suite
�
'p(U

0
k)
�
k2N�

est uniformément bornée dans Il et alors

la suite
�
U
0
k

�
k�l+1

l�est aussi.

Autrement dit,

9 eCl > 0; 8k 2 N� tel que k � l + 1;8x 2 Il; ���U 0k(x)��� � eCl: (1.18)

Maintenant, si x = 0; alors par le théorème des valeurs intermédiaires, il
existe �k;l 2]0; l2 [ tel que�

'p(U
0
k)
�
(0) =

�
'p(U

0
k)
�
(
l

2
)� l

2
('p(U

0
k))

0(�k;l):

Alors ����'p(U 0k)� (0)��� =

�����'p(U 0k)� ( l2)� l

2
('p(U

0
k))

0(�k;l)

����
�

�����'p(U 0k)� ( l2)
����+ l

2

���('p(U 0k))0(�k;l)���
�

� eCl�p�1 + l

2
dl:

Si on pose par dé�nition bCl = �� eCl�p�1 + l
2
dl

� 1
p�1

alors on obtient���U 0k(0)��� � bCl: (1.19)

D�une manière similaire si x = l, on montre que

9C l > 0; 8k 2 N� tel que k � l + 1;
���U 0k(1)��� � C l: (1.20)

Si on pose par dé�nitionCl := maxf eCl; bCl; C lg; donc d�après (1:18) ; (1:18)
et (1:20) ; on obtient

8k 2 N� tel que k � l + 1;8x 2 I l;
���U 0k(x)��� � Cl: (1.21)
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Étape 4 : La suite (Uk)k�l+1 converge vers la solution maximale du
problème(1:1) :
Preuve : D�après l�Étape 3, la suite (Uk)k�l+1 est uniformément bornée

dans C1([0; l]).
Soit " > 0 et t; s 2 [0; l] tels que t < s; alors pour chaque k � l + 1; on a

���'p(U 0k(s))� 'p(U 0k(t))��� =

������
sZ
t

f(x; Uk�1(x))dx+M
�
'p(Uk�1)� 'p(Uk)

�
dx

������
�

sZ
t

���f(x; Uk�1(x))��+M ��'p(Uk�1)� 'p(Uk)��� dx
� Mf js� tj+ 2M 0M js� tj ;
� (Mf + 2M

0M) js� tj ;

avec
Mf := maxfjf(x; u)j ; x 2 [0; l]; u � u � ug;

et
M 0 = max

x2I
f
��'p(u)�� ; u � u � ug:

Si on choist js� tj � "

Mf + 2M 0M + 1
; on obtient

���'p(U 0k(s))� 'p(U 0k(t))��� < ":
Ce qui entraîne que la suite ('p(U

0
k))k�l+1 est équicontinue sur [0; l].

Puisque l�application '�1p est un homéomorphisme croissant de R dans R; on
déduit que���U 0k(s)� U 0k(t)��� = ���'�1p �'p(U 0k(s))�� '�1p �'p(U 0k(t))���� < ";
c�est-à-dire, la suite (U

0
k)k�l+1 est équicontinue sur [0; l]. Par suite d�après le

théorème d�Ascoli-Arzèla, il existe une sous suite (Ukj)kj2N de (Uk)k�l+1 qui
converge dans C1([0; l]).
Posons

u = lim
kj!+1

Ukj ,
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alors
u0 = lim

kj!+1
U
0
kj
:

D�après l�Étape 2, la suite (Uk)k�l+1 est décroissante et minorée, alors sa
limite ponctuelle existe et on note par u�. Donc on a u = u� et de plus, cette
suite converge dans C1(I l) vers u�:
Soit x 2 (0; l); on a

�'p(U
0
k(x)) = �'p(U

0
k(0))+

xZ
0

�
f(s; Uk�1(s)) +M

�
'p(Uk�1)� 'p(Uk)

��
ds

Si on fait tendre k vers +1; on obtient

f(s; Uk�1) +M
�
'p(Uk�1)� 'p(Uk)

�
�!
k!+1

f(s; u�):

De plus on a

9K > 0; 8k � l + 1;8s 2 [0; l];
��f(s; Uk�1)�� � K:

Alors, le théorème de convergence dominée de Lebesgue implique que :

�'p(u�0(x)) = �'p(u�0(0)) +
xZ
0

f(s; u�(s))ds:

Ce qui donne
� ('p(u�0))0 = f(x; u�);8x 2 (0; l): (1.22)

D�autre part, on a
u�(0)� au�0(0) = L(u�): (1.23)

Donc d�après (1:22) et (1:23) ; on obtient que u� est une solution du problème
(1:17):
Comme A est un domaine borné quelconque de I, alors u� 2 C1loc(I) est

une solution du problème (1:1).
Maintenant, montrons que u� est une solution maximale du problème (1:1)
C�est à dire montrons que si u est une autre solution du problème (1:1) telle
que u � u � u dans I, alors u � u� dans I:
Si u est une solution du problème (1:1), alors d�après l�Étape 2, on a

8n 2 N; u � Un;
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Par passage à la limite, quand n! +1; on obtient

u � lim
n!+1

Un = u
�;

Ce qui entraîne que u� est une solution maximale du problème (1:1):�
Étape 5 : la suite (Un)n2N converge vers la solution minimale du problème(1:1):
La preuve est similaire à celle de l�Étape 3.
La preuve de notre résultat principal est terminée.

1.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d�application.
On considère le problème aux limites suivant8>><>>: �('p(u0))0 = x(1� e

u(x)� �
x2 ); x 2 I;

u(0)� au0(0) =
�R
0

u(x)

x+ 1
dx;

(1.24)

où I = ]0;+1[ et �; a; � sont des nombres réels positifs tels que

� � e et a � �� 1:

On pose par dé�nition que u(x) = � et u(x) = �(x+ 1), pour tout x 2 I.
Pour tout x 2 I, on a

0 = �('p(u0))0 � x(1� e
u(x)� �
x2 );

et

u(0)� au0(0) = � �
�Z
0

u(x)

x+ 1
dx = � ln(�+ 1):

Alors 8>><>>: �('p(u0))0 � x(1� e
u(x)� �
x2 ); x 2 I;

u(0)� au0(0) �
�R
0

u(x)

x+ 1
dx:
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D�une façon similaire, pour tout x 2 I; on a

�('p(u0))0 = 0 � x(1� e
u(x)� �
x2 );

et

u(0)� au0(0) = �(1� a) �
�Z
0

u(x)

x+ 1
dx = ��:

Donc 8>><>>: �('p(u0))0 � x(1� e
u(x)� �
x2 ); x 2 I;

u(0)� au0(0) �
�R
0

u(x)

x+ 1
dx:

Alors u et u sont une sous et une sur solution respectivement du problème
(1:24) :
Il est clair que les conditions du Théorème 1:2 sont satisfaites et par suite le
problème (1:24) admet une solution minimale u� et une solution maximale
u� telles que :

� � u� � u� � �(x+ 1); pour tout x 2 I:
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Chapitre 2

Existence des solutions
minimales et maximales pour
un problème aux limites
quasilinéaire avec une non
linéarité dépendante de la
première dérivée.

2.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est l�étude de l�existence des solutions extrémales
pour un problème quasilinéaire elliptique du second ordre dans un domaine
non borné avec une condition non locale. Plus précisément, on considère le
problème aux limites suivant�

�('p(u0))0 = f(x; u; u0); x 2 I;
u(0)� au0(0) = L(u); (2.1)

où 'p(y) = jyjp�2 y; y 2 R; p > 1; I = ]0;+1[ ; f : I � R2 ! R est une
fonction continue, L : C1(I)! R est une fonctionnelle croissante et a est un
nombre positif:
Les problèmes aux limites dans les domaines non bornés interviennent

dans l�étude des solutions radiales d�équations elliptiques non linéaires et
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dans divers phénomènes physiques. Par exemple, la physique des plasmas,
l�écoulement instable de gaz dans un milieu semi-in�ni, les semi-conducteurs,
la théorie des �uides non-Newtoniens et dans la détermination du potentiel
électrique des atomes neutres isolés, (voir [[1]- [6]], [13], [37], [47], [49], [51],
[67] et [89]).
Les problèmes avec des conditions aux limites non locales dans les do-

maines non bornés ont été étudiés par plusieurs auteurs en utilisant la mé-
thode des sous et sur solutions, les techniques itératives, la théorie du degré
topologique et les théorèmes de point �xe (voir [42], [[52]- [61]], [[101]- [103]]).
Il est bien connu que la méthode des sous et sur solutions associée avec

une technique itérative a été utilisée pour montrer l�existence des solutions
minimales et maximales pour les problèmes aux limites non linéaires dans
des domaines non bornés par plusieurs auteurs. (voir [34], [46], [[70]- [71]],
[72] et [[74]- [75]]).
Le but de ce travail est de montrer que cette technique est valable pour

les problèmes de type (2.1). À notre connaissance, c�est le premier travail
qui utilise la méthode des sous et sur solutions avec la technique itérative
pour montrer l�existence des solutions minimales et maximales pour les pro-
blèmes aux limites quasilinéaires de type (2.1). Les résultats de ce chapitre
se trouvent dans [29].
Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la deuxième section, on intro-

duit quelques dé�nitions. Dans la troisième section, on présente et on montre
notre résultat principal. Finalement, dans la dernière section, on donne un
exemple d�application.

2.2 Préliminaires

Dé�nition 2.1 On dit que u est une solution du problème (2:1) si
(i) u 2 C1loc(I) et 'p(u0) 2 C1loc(I):

(ii)

�
�('p(u0))0 = f(x; u; u0); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
u(0)� au0(0) = L(u);

Dé�nition 2.2 On dit que u est une sous solution du problème(2:1) si
(i) u 2 C1loc(I) et 'p(u0) 2 C1loc(I):

(ii)

�
�('p(u0))0 � f(x; u; u0); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
u(0)� au0(0) � L(u):
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Dé�nition 2.3 On dit que u est une sur solution du problème(2:1) si
(i) u 2 C1loc(I) et 'p(u0) 2 C1loc(I):

(ii)

�
�('p(u0))0 � f(x; u; u0); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
u(0)� au0(0) � L(u):

Maintenant, on dé�nit les conditions de Nagumo-Wintner.

Dé�nition 2.4 On dit que f : I�R2 ! R satisfait la condition de Nagumo-
Wintner relativement à u et u; s�il existe un C � 0 et des fonctions Q 2 Lp(I)
et 	 : [0;+1)! (0;+1) continues, telles que :

jf(x; u; v)j � 	(jvj)
�
Q(x) + C jvj

1
p�1

�
; (2.2)

pour tout (x; u; v) 2 D; avec

D =
�
(x; u; v) 2 I � R2 : u(x) � u(x) � u(x)

	
;

et
+1Z
0

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds = +1: (2.3)

2.3 Résultat Principal

Dans cette section, on énonce et on montre notre résultat principal.
Pour la nonlinéarité f , on suppose que la condition suivante est satisfaite.

(H) Il existe un nombre réel positif M tel que l�application
u 7! f(x; u; v) +M'p(u) est croissante, pour tout x 2 I et v 2 R:

On a le résultat suivant

Théorème 2.1 Soient u et u la sous et la sur solutions respectivement du
problème (2:1) telles que u(x) � u(x), pour tout x 2 I: Supposons que la
condition (H) et les conditions de Nagumo-Wintner relativement à u et u
sont satisfaites, alors le problème (2:1) admet une solution minimale u� et
une solution maximale u� telles que pour toute solution u du problème (2:1)
avec u � u � u dans I, on a

u(x) � u�(x) � u(x) � u�(x) � u(x); pour tout x 2 I:
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Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.
Considérons le problème auxiliaire suivant8<:

�('p(u0n))0 = f(x; un; u0n); x 2 In;
un(0)� au0n(0) = L(un);
un(n) = u(n);

(Pn)

où In =]0; n[, pour tout n 2 N�.
D�après le Théorème 4 dans [16]; le problème (Pn) admet une solution

minimale un et une solution maximale un telles que

u(x) � un(x) � un(x) � u(x) pour tout x 2 [0; n]

On construit les suites
�
Un
�
n�1 et (Un)n�1 de la façon suivante :

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(x), x 2 InIn;

et

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(x), x 2 InIn:

Étape 1 : 8 n 2 N�; on a

u � U1 � ::: � Un � Un+1 � Un+1 � Un � ::: � U1 � u dans I: (2.4)

Preuve : Il n�est pas di¢ cile de montrer que, pour tout n 2 N�, on a

u � Un � u et u � Un � u; dans I:

Maintenant, on montre que

8n 2 N�, Un+1 � Un et Un+1 � Un; dans I:

Soit n 2 N�, on distingue trois cas
Cas 1 : Si x 2 InIn+1, on a

u(x) � u(x) = Un+1(x) = Un(x) � u(x):

Cas 2 : Si x 2 In+1nIn, on a

u(x) � un+1(x) = Un+1(x) � u(x) = Un(x):
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Cas 3 : Si x 2 In; on a Un+1 = un+1
Comme la fonction un+1 satisfait la première équation du problème (Pn+1)

et In+1 contient In, on a

�('p(u0n+1))0 = f(x; un+1; u0n+1); x 2 In:

D�autre part, on a�
un+1(0)� au0n+1(0) = L(un+1);
un+1(n) � u(n):

Ce qui entraîne que un+1 est une sous solution du problème (Pn) et par
conséquent, on obtient un+1 � un dans In:
Ainsi

Un+1 � Un dans I:
D�une manière similaire, on montre que Un � Un+1 dans I.
Maintenant on va montrer que

8n 2 N�; Un � Un dans I:

Soit n 2 N�, on a�
Un(x) = u(x) � u(x) = Un(x), si x 2 InIn;
Un(x) = un(x) � un(x) = Un(x), si x 2 In;

Ainsi
8n 2 N�; Un � Un dans I:

La preuve de l�Étape 1 est terminée.�
Maintenant soit A = [0; b] avec b > 0, alors il existe un entier l tel que

A � I l.
Pour k � l + 1; la restriction de la suite

�
Uk
�
k�l+1.sur I l satisfait :8<:

�('p(Uk)0)0 = f(x; Uk; U
0
k), x 2 Il;

Uk(0)� aU
0
k(0) = L(Uk);

Uk(l) � u(l):

Étape 2 : Il existe une constante positive Kl , tel que


U 0k



0
:= max

x2[0;l]

���U 0k(x)��� � Kl; pour tout k � l + 1:
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Preuve : Posons
S = 2maxfkuk0 ; kuk0g;

et
�l = max fju(l)� u(0)j ; ju(l)� u(0)jg ;

Prenons Kl � max fku0k0 ; ku0k0 ; �lg tel que
'p(Kl)Z
'p(�l)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds > kQkp S

p�1
p + CS

p�1
p : (2.5)

Puisque u(x) � Uk(x) � u(x), pour tout x dans I l, on a
u(l)� u(0) � Uk(l)� Uk(0) � u(l)� u(0):

Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe x1 2 (0; l) telle que

Uk(l)� Uk(0) = lU
0
k(x1);

Ce qui entraîne que ���U 0k(x1)��� � �l:
Posons par dé�nition

L =
���U 0k(x1)��� :

Raisonnons par l�absurde et supposons qu�il existe ex 2 [0; l] telle que���U 0k(ex)��� > Kl:

Alors par la continuité de U
0
k, on peut trouver une constante x2 2 [0; l] que

véri�e l�une des situations suivantes :
(i)U

0
k(x1) = L;U

0
k(x2) = Kl et L � U

0
k(x) � Kl; pour tout x 2 (x1; x2):

(ii)U
0
k(x1) = L;U

0
k(x2) = Kl et L � U

0
k(x) � Kl; pour tout x 2 (x2; x1):

(iii)U
0
k(x1) = �L;U

0
k(x2) = �Kl et �Kl � U

0
k(x) � �L; pour tout x 2 (x1; x2):

(iv)U
0
k(x1) = �L;U

0
k(x2) = �Kl et �Kl � U

0
k(x) � �L; pour tout x 2 (x2; x1):

Considérons le cas (i). Les autres cas peuvent être démontrés d�une façon si-
milaire.
Puisque Uk est une solution du problème (Pl) et par les conditions de Nagumo-
Wintner, alors pour tout x 2 (x1; x2), on a

('p(U
0
k)(x))

0 �
���f(x; Uk; U 0k)���

� 	(
���U 0k���)(Q(x) + C ���U 0k��� 1

p�1
): (2.6)
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Comme L � �l et l�application 'p est croissante, on a

'p(Kl)Z
'p(�l)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds �

'p(Kl)Z
'p(L)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds: (2.7)

Donc si on pose s = 'p
�
U
0
k

�
(x); on obtient

'p(Kl)Z
'p(L)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds =

x2Z
x1

�
'p(U

0
k(x))

� 1
p

	(U
0
k(x))

('p

�
U
0
k

�
(x))0dx (2.8)

Alors d�après (2:6); (2:7) et (2:8), on a

'p(Kl)Z
'p(L)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds =

x2Z
x1

�
'p(U

0
k(x))

� 1
p

	(U
0
k(x))

('p

�
U
0
k

�
(x))0dx

�
x2Z
x1

�
'p(U

0
k(x))

� 1
p
(Q(x) + C

���U 0k��� 1
p�1
)dx: (2.9)
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D�après (2:7); (2:9) et en utilisant l�inégalité de Hölder, on a

'p(Kl)Z
'p(�l)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds �

x2Z
x1

�
'p(U

0
k(x))

� 1
p
Q(x)dx+ C

x2Z
x1

�
'p(U

0
k(x))

� 1
p
���U 0k��� 1

p�1
dx

�
x2Z
x1

�
U
0
k(x)

� p�1
p
Q(x)dx+ C

x2Z
x1

�
U
0
k(x)

� p�1
p
dx:

� kQkp

0@ x2Z
x1

��
U
0
k(x)

� p�1
p

� p
p�1

dx

1A
p�1
p

+C

0@ x2Z
x1

��
U
0
k(x)

� p�1
p

� p
p�1

dx

1A
p�1
p

� kQkp

0@ x2Z
x1

U
0
k(x)dx

1A
p�1
p

+ C

0@ x2Z
x1

U
0
k(x)dx

1A
p�1
p

� kQkp
�
Uk(x2)� Uk(x1)

� p�1
p + C

�
Uk(x2)� Uk(x1)

� p�1
p

� kQkp S
p�1
p + CS

p�1
p :

Ce qui est en contradiction avec (2:5).

Par conséquent, on a




U 0k



0
� Kl, pour tout k � l + 1:

Étape 3 : La suite (Uk)k�l+1 converge vers la solution maximale du problème
( 2:1):

Preuve : D�après l�Étape 2, on a



U 0k




0
� Kl pour tout k � l+ 1, alors la

suite (Uk)k�l+1 est uniformément bornée dans C1([0; l]).
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Soit " > 0 et t; s 2 [0; l] tels que t < s; alors pour chaque k � l + 1; on a���'p(U 0k+1(s))� 'p(U 0k+1(t))��� =

������
sZ
t

f(x; Uk+1(x); U
0
k+1(x))dx

������
�

sZ
t

���f(x; Uk+1(x); U 0k+1(x))��� dx
� M(f) js� tj ;

où
M(f) = maxfjf(x; y; z)j ; x 2 I l; u � y � u et jzj � Klg:

Si on choisit js� tj � "

M(f) + 1
; on obtient���'p(U 0k+1(s))� 'p(U 0k+1(t))��� < ":

Ce qui entraîne que la suite
�
'p(U

0
k)
�
k�l+1

est équicontinue sur [0; l].

Maintenant, puisque l�application '�1p est un homéomorphisme croissant de
R dans R; on déduit que���U 0k(s)� U 0k(t)��� = ���'�1p �'p(U 0k(s))�� '�1p �'p(U 0k(t))���� < ";
La suite (U

0
k)k�l+1 est alors équicontinue sur [0; l]. Donc d�après le théorème

d�Ascoli-Arzèla, il existe une sous suite (Ukj)kj2N de (Uk)k�l+1 qui converge
dans C1([0; l]).
Posons

u = lim
kj!+1

Ukj ,

et
u0 = lim

kj!+1
U
0
kj
:

Or d�après l�Étape 1, la suite (Uk)k�l+1 est décroissante et minorée, donc
elle converge vers u�, et par unicité de la limite, on a u = u�. En plus, cette
suite converge dans C1(I l) vers u�:
Soit x 2 (0; l); on a

�'p(U
0
k+1(x)) = �'p(U

0
k+1(0)) +

xZ
0

f(s; Uk+1(s); U
0
k+1(s))ds
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Si on fait tendre k vers +1; on obtient

f(s; Uk+1; U
0
k+1) �!

k!+1
f(s; u�; u�0):

De plus on a

9K > 0; 8k � l + 1;8s 2 [0; l];
���f(s; Uk+1; U 0k+1)��� � K:

Alors d�après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

�'p(u�0(x)) = �'p(u�0(0)) +
xZ
0

f(s; u�(s); u�0(s))ds:

Ce qui donne
� ('p(u�0))0 = f(x; u�; u�0);8x 2 (0; l): (2.10)

D�autre part, on a
u�(0)� au�0(0) = L(u�): (2.11)

Alors d�après (2:10) et (2:11) ; on obtient que u� est une solution du problème
(Pl):
Comme A est un domaine borné quelconque de I, il résulte que u� 2 C1loc(I)
est une solution du problème (2:1).
Maintenant, on va montrer que u� est une solution maximale pour le

problème (2:1) c�est à dire que si u est une autre solution du problème (2:1)
tel que u � u � u dans I, alors u � u� dans I:
Puisque u est une solution du problème (2:1), alors d�après la première étape,
on a

8n 2 N; u � Un;

alors par passage à la limite quand n vers +1; on obtient

u � lim
n!+1

Un = u
�;

C�est-à-dire u� est une solution maximale du problème (2:1):
Étape 4 : la suite (Un)n2N converge vers la solution minimale du problème
(2:1):
Preuve : La preuve est similaire à celle de l�Étape 3.
La preuve de notre résultat principal est terminée.
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2.4 Application

Dans cette section on donne un exemple d�application.
Considérons le problème aux limites suivant8>>><>>>:

�('p(u0))0 =
ju0(x)j

p�1
p

(x2 + 1)
1
p

�
g(x+ u(x))� g(x) ju0(x)j

1
p�1

�
; x 2 I;

u(0)� au0(0) =
1R
0

e�xu(x)dx;

(2.12)

où I = ]0;+1[ ; g : R! R+ est une fonction décroissante et a 2 R+ tels que

a � 1 + 3e�1:

On pose par dé�nition que u(x) = x+ 1, 8x 2 I.
Pour tout x 2 I, on a

ju0(x)j
p�1
p

(x2 + 1)
1
p

�
g(x+ u(x))� g(x) ju0(x)j

1
p�1
�
= g(2x+ 1)� g (x) :

Comme la fonction g est décroissante, on a

g(2x)� g (x) � 0; pour tout x 2 I

Ce qui entraîne que

�('p(u0))0 = 0 �
ju0(x)j

p�1
p

(x2 + 1)
1
p

�
g(x+ u(x))� g(x) ju0(x)j

1
p�1
�
; pour tout x 2 I

(2.13)
D�autre part, on a

u(0)� au0(0) = 1� a �
1Z
0

(x+ 1)e�xdx = 2� 3e�1: (2.14)

D�après (2:13) et (2:14) ;il résulte que u est une sur solution du problème
(2:12).
D�autre part, la fonction identiquement nulle est une sous solution du pro-
blème (2:12) :
Posons

f(x; u; u0) =
ju0(x)j

p�1
p

(x2 + 1)
1
p

�
g(x+ u(x))� g(x) ju0(x)j

1
p�1
�
:
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La fonction f satisfait les hypothèses du théorème 2:1 et par suite, le problème
(2:12) admet une solution minimale u� et une solution maximale u� telles
que :

0 � u�(x) � u�(x) � x+ 1; pour tout x 2 I:
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Chapitre 3

Existence de solutions pour un
système d�équations
quasilinéaires dans un domaine
non borné

3.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est la construction des solutions pour le système
suivant : 8>><>>:

�('p(u0))0 = f1(x; u; v); x 2 I;
�('q(v0))0 = f2(x; u; v); x 2 I;
u(0)� a1u0(0) = L1(u);
v(0)� a2v0(0) = L2(v);

(3.1)

où 's(y) = jyj
s�2 y; y 2 R; p; q > 1; p 6= q; I = ]0;+1[ ; fi : I �R2 ! R sont

des fonctions continues, Li : C1(I) ! R sont des fonctionnelles continues et
croissantes; (i = 1; 2) ; a1 et a2 sont des réels positifs.:
En utilisant la méthode de sous et sur solutions, on montre l�existence des

solutions du système(3:1). La dé�nition de la sous et la sur solutions dépend
de la monotonie des fonctions f1 et f2 (voir [75]). Ainsi, on peut classer le
système(3:1) en trois types :
Type I : Systèmes quasimonotones croissants : f1 est croissante par

rapport à v et f2 est croissante par rapport à u:
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Type II : Systèmes quasimonotones décroissants : f1 est décroissante par
rapport à v et f2 est décroissante par rapport à u:
Type III : Systèmes quasimonotones mixtes : f1 est croissante par rapport
à v et f2 est décroissante par rapport à u:

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la deuxième section, on intro-
duit les dé�nitions d�un couple des sous et sur solutions. Dans la troisième
section, on présente et on montre nos résultats principaux. Finalement, dans
la dernière section, on donne des exemples d�applications.

3.2 Préliminaires

Considérons le problème aux limites suivant8<:
�('p(u0))0 +M'p(u) = F (x); x 2 (0; r) ;
u(0)� au0(0) = a0;
u(r) = b0;

(3.2)

où F : [0; r]! R est une fonction continue, r > 0 et M , a, a0 et b0 sont des
nombres réels tels que a � 0 et M > 0:

Lemme 3.1 (Principe de comparaison faible)
Soient u1 et u2 deux fonctions tels que ui 2 C1([0; r]), 'p(u0i) 2 C1(0; r); i =
1; 2; et8<:
�('p(u01))0 +M'p(u1)� F (x) � �('p(u02))0 +M'p(u2)� F (x); x 2 (0; r) ;
u1(0)� au01(0) � u2(0)� au02(0);
u1(r) � u2(r);

(3.3)
alors u1(x) � u2(x); pour tout x 2 [0; r] :

Preuve: La preuve est similaire à celle du Lemme 1.4 du Chapitre 1, alors
on omettre la preuve.

Lemme 3.2 Le problème(3.2) admet une unique solution.

Preuve: La preuve est similaire à celle du Lemme 1.2 du Chapitre 1, alors
on omettre la preuve.
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3.3 Résultats principaux

Dans cette section, on donne et on montre nos résultats principaux.
Pour les nonlinéarités f1 et f2, on suppose que les conditions suivantes

sont satisfaites.
(H1) Il existe une constante positive M1 telle que

u 7! f1(x; u; v) +M1'p(u) est croissante, pou tout x 2 I; et tout v 2 R:
(H2) Il existe une constante positive M2 telle que

v 7! f2(x; u; v) +M2'q(v) est croissante, pour tout x 2 I; et tout u 2 R:
De plus, on suppose l�existence des couples de sous et sur solutions (u; u) ; (v; v)

tels que
u(x) � u(x) et v(x) � v(x); pour tout x 2 I

On note par � la relation d�ordre dé�nie sur C1(I)� C1(I) par

(u1; v1) � (u2; v2),
�
u1 (x) � v1 (x) ;
u2 (x) � v2 (x)

; pour tout x 2 I: :

Notation 3.1 Soit A un sous ensemble de R; on note par C1loc(A) l�espace
des fonctions qui sont C1(K) pour chaque compact K de A:

Notation 3.2 Dans ce chapitre on note par E l�espace suivant

E := C1loc(I)� C1loc(I)

et E l�espace suivant
E := C1loc(I)� C1loc(I)

Dé�nition 3.1 On dit que (u; v) est une solution du système (3:1) si
(i) (u; v) 2 E et ('p(u

0); 'q(v
0)) 2 E;

(ii)

8>><>>:
�('p(u0))0 = f1(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
�('q(v0))0 = f2(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
u(0)� a1u0(0) = L1(u);
v(0)� a2v0(0) = L2(v);

3.3.1 Le système quasimonotone croissant

Dans cette section, on suppose que l�hypothèse suivante est satisfaite.
(H3) la fonction f1 est croissante par rapport à v et f2 est croissante par
rapport à u:
Tout d�abord, on donne la dé�nition des couples des sous et sur solutions
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Dé�nition 3.2 On dit que (u; u) ; (v; v) sont des couples des sous et sur
solutions pour (3:1) si
(i) (u; u) ; (v; v) 2 E2 et ('p(u0); 'p(u0)); ('q(v0); 'q(v0)) 2 E2;

(ii)

8>>>>>><>>>>>>:

�('p(u0))0 � f1(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
�('p(u0))0 � f1(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
�('q(v0))0 � f2(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
�('q(v0))0 � f2(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
u(0)� a1u0(0) � L1(u); u(0)� a1u0(0) � L1(u);
v(0)� a2v0(0) � L2(v); v(0)� a2v0(0) � L2(v):

On a le résultat suivant

Théorème 3.3 Supposons que les conditions (Hi)i=1;2;3 sont satisfaites. Soient
(u; u) et (v; v) deux couples de sous et sur solutions du système(3:1) telles
que (u; v) � (u; v) ; pour tout x 2 I. Alors le système (3:1) admet une solu-
tion minimale (u�; v�) et une solution maximale (u�; v�) telles que pour toute
solution (u; v) du système (3:1) avec (u; v) � (u; v) � (u; v), on a

(u; v) � (u�; v�) � (u; v) � (u�; v�) � (u; v) dans I:

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.
On considère les problèmes aux limites suivant8<:

�('p(u0n))0 +M1'p(un) = f1(x; Un�1; Vn�1) +M1'p(Un�1); x 2 In;
un(0)� a1u0n(0) = L1(Un�1);
un(n) = u

(0)(n);
(3.4)

et 8<:
�('q(v0n))0 +M2'q(vn) = f2(x; Un�1; Vn�1) +M2'q(Vn�1); x 2 In;
vn(0)� a2v0n(0) = L2(Vn�1);
vn(n) = v

(0)(n);
(3.5)

où les suites des fonctions (Un)n2N et (Vn)n2N sont de�nés par�
U0 = u

(0); où u(0)soit la sur solution u ou la sous solution u;
V0 = v

(0); où v(0)soit la sur solution v ou la sous solution v;

et

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(0)(x), x 2 InIn;

(3.6)
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Vn(x) =

�
vn(x), x 2 In;
v(0)(x), x 2 InIn;

(3.7)

où In = (0; n), pour tout n 2 N�.
Étape1 : Pour tout n 2 N�, le problème (3:4) admet une unique solution
un 2 C1(In) et 'p(u0n) 2 C1(In):
Preuve :
i) Pour n = 1, on a8<:
�('p(u01))0 +M'p(u1) = f(x; u(0); v(0)) +M'p(u(0)); x 2 In;
u1(0)� au01(0) = L(u(0));
u1(1) = u

(0)(1):
(3.8)

Comme les fonctions f et 'p sont continues et
�
u(0); v(0)

�
2
�
C1(I)

�2
, alors

d�après le Lemme 3.2 le problème 3.4 admet une unique solution u1 telle que
u1 2 C1(I1) et 'p(u01) 2 C1(I1):
ii) Supposons pour n > 1 �xé, le problème (3:4) admet une unique solution

telle que un 2 C1(In) et 'p(u0n) 2 C1(In);
et montrons que le problème suivant8<:
�('p(u0n+1))0 +M'p(un+1) = f(x; Un; Vn) +M'p(Un); x 2 In+1;
un+1(0)� au0n+1(0) = L(Un);
un+1(n+ 1) = u

(0)(n+ 1);
(3.9)

admet une unique solution telle que un+1 2 C1(In+1) et 'p(u0n+1) 2 C1(In+1):

Puisque
�
u(0); v(0)

�
2
�
C1(I)

�2
, (un; vn) 2

�
C1(In)

�2
et un(n) = u(0)(n)

et vn(n) = v(0)(n) alors d�après (3:6) et (3:7), les foncions Un et Vn sont
continues sur I:
Maintenant, comme f; 'p, Un et Vn sont continues sur I, donc d�après

le Lemme 3.2 le problème (3:9) admet une solution unique telle que un+1 2
C1(In+1) et 'p(u

0
n+1) 2 C1(In+1):�

Étape 2 : Pour tout n 2 N�, le problème (3:5) admet une solution unique
vn 2 C1(In) et 'q(v0n) 2 C1(In):

Preuve : La preuve est similaire à celle de l�Étape 1.�
D�après les étape 1 et 2, pour chaque n 2 N�; le problème (3.4) admet
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une solution unique un si u(0) = u et une solution unique unsi u
(0) = u et

le problème (3.5) admet une solution unique vn si v(0) = v et une solution
unique vnsi v

(0) = v,
Maintenant, on construit les suites

�
Un
�
n�1, (Un)n�1 ;

�
V n
�
n�1 et (vn)n�1

dans la manière suivante

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(x), x 2 InIn;

;

U n(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(x), x 2 InIn:

et

V n(x) =

�
vn(x), x 2 In;
v(x), x 2 InIn;

V n(x) =

�
vn(x), x 2 In;
v(x), x 2 InIn:

Étape 3 : Pour chaque n 2 N�; on a�
u � U1 � ::: � Un � Un+1 � Un+1 � Un � ::: � U1 � u dans I;
v � V 1 � ::: � V n � V n+1 � V n+1 � V n � ::: � V 1 � v dans I:

Preuve : Il n�est pas di¢ cile de voir que�
u � Un � u et u � Un � u dans I:
v � V n � v et v � V n � v dans I:

Maintenant, on montre que, 8n 2 N�; on a�
Un � Un+1 et Un+1 � Un;
V n � V n+1 et V n+1 � V n:

Soit n 2 N�, on distingue trois cas
Cas 1 : Si x 2 InIn+1, on a�

u(x) � u(x) = Un+1(x) = Un(x) � u(x);
v(x) � v(x) = V n+1(x) = V n(x) � v(x):

Cas 2 : Si x 2 In+1nIn, on a�
u(x) � un+1(x) = Un+1(x) � u(x) = Un(x);
v(x) � vn+1(x) = V n+1(x) � v(x) = V n(x):
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Cas 3 : Si x 2 In; on a Un+1 = un+1 et V n+1 = vn+1:
i) Pour n = 1, on a

�('p(u02))0 + ('p(u01))0 +M1'p(u2)� 'p(u1) = f1(x; u1; v1) +M1'p(u1)

�f1(x; u; v)�M1'p(u); dans I1:

Comme la fonction f1 est croissante par rapport à v et v1 � v, alors

f1(x; u1; v1) +M1'p(u1) � f1(x; u1; v) +M1'p(u1); dans I1:

D�après l�hypothèse (H1) et comme u1 � u ; alors

f1(x; u1; v) +M1'p(u1) � f1(x; u; v) +M1'p(u); dans I1:

Ce qui entraîne que

� ('p(u02))0 +M1'p(u2) � �('p(u01))0 +M1'p(u1); dans I1: (3.10)

D�autre part, on a

u2(0)� a1u02(0) = L1(u1);

� L1(u)

� u1(0)� a1u01(0): (3.11)

et
u2(1) � u(1) = u1(1): (3.12)

D�après (3:10), (3:11), (3:12) et le Lemme 3.1, on a

u2(x) � u1(x), x 2 I1:

D�une façon similaire, on montre que

v2(x) � v1(x), x 2 I1:

ii) Supposons pour k > 1 �xé, on a

Uk(x) � Uk�1(x) et V k(x) � V k�1(x); x 2 Ik�1: (3.13)

et montrons que

Uk+1(x) � Uk(x) et V k+1(x) � V k(x), x 2 Ik:
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Soit x 2 Ik, on a

�('p(U
0
k+1))

0 +M1'p(Uk1) + ('p(U
0
k))

0 �M1'p(Uk) = f1(x; Uk; V k) +M1'p(Uk)

�f1(x; Uk�1; V k�1)
�M1'p(Uk�1);

D�après (3:13) et le deuxième cas, on a

Uk(x) � Uk�1(x) et V k(x) � V k�1(x), x 2 Ik:

Comme la fonction f1 est croissante par rapport à v et V k � V k�1, on a

f1(x; Uk; V k) +M1'p(Uk) � f1(x; Uk; V k�1) +M1'p(Uk)

D�après l�hypothèse (H1), on a

f1(x; Uk; V k�1) +M1'p(Uk) � f1(x; Uk�1; V k�1)�M1'p(Uk�1), dans Ik:

Ce qui entraîne que

� ('p(U
0
k+1))

0 +M1'p(Uk+1) � ('p(U
0
k))

0 +M1'p(Uk); dans Ik: (3.14)

D�autre part, on a

Uk+1(0)� a1U
0
k+1(0) = L1(Uk);

� L1(Uk�1)

� Uk(0)� a1U
0
k(0); (3.15)

et
Uk+1(k) � u(k) = Uk(k): (3.16)

D�après (3:14), (3:15), (3:16) et le Lemme 3.1, on a

Uk+1(x) � Uk(x), x 2 Ik:

Par conséquent, on a

8n 2 N�; Un+1(x) � Un(x), 8x 2 In:
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D�une façon similaire, on montre que

8n 2 N�; V n+1(x) � V n(x), 8x 2 In:

D�après les Cas 1, Cas 2 et Cas 3, il résulte que

8n 2 N�; Un+1 � Un et V n+1 � V n dans I:

Par un raisonnement similaire, on montre que

8n 2 N�; Un+1 � Un et V n+1 � V ndans I:

Maintenant on va montrer que

8n 2 N�; Un � Un et V n � V n dans I:

Soit n 2 N�, on a�
Un(x) = u(x) � u(x) = Un(x), si x 2 InIn;
Un(x) = un(x) � un(x) = Un(x), si x 2 In;

et �
V n(x) = v(x) � v(x) = V n(x), si x 2 InIn;
V n(x) = vn(x) � vn(x) = V n(x), si x 2 In;

alors, on obtient
Un � Un et V n � V n dans I:

La preuve de l�Étape 3 est terminée.�
Soit A = [0; b] avec b > 0,alors il existe un entier naturel l tel que A � I l.
Pour k � l + 1; les restrictions de

�
Uk
�
k�l+1 et

�
V k
�
k�l+1 sur Il satisfaient8<:

�('p(U
0
k))

0 +M1'p(Uk) = f1(x; Uk�1; V k�1) +M1'p(Uk�1); x 2 Il;
Uk(0)� a1U

0
k(0) = L1(Uk�1);

Uk(l) = uk(l);
(3.17)8<:

�('q(V
0
k))

0 +M2'q(Uk) = f2(x; Uk�1; V k�1) +M2'q(Uk�1); x 2 Il;
V k(0)� a2V

0
k(0) = L2(V k�1);

V k(l) = vk(l);
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Étape 4 : la suite (Uk; V k)k�l+1 converge vers la solution maximale du
système(3:1):
Preuve : Premièrement il n�est pas di¢ cile de montrer que les suites

(Uk)k�l+1et
�
V k
�
k�l+1 sont uniformément bornées dans C

1([0; l]) c�est à dire


U 0k



0
� Kl et




V 0k



0
� K 0

l pour tout k � l + 1;

Maintenant soit " > 0 et t; s 2 [0; l] tels que t < s; alors pour chaque k � l+1;
on a���'p(U 0k(s))� 'p(U 0k(t))��� =

������
sZ
t

f1(x; Uk�1(x); V k�1(x))dx+M1

�
'p(Uk�1)� 'p(Uk)

�������
�

sZ
t

���f1(x; Uk�1(x); V k�1(x))��+M1

��'p(Uk�1)� 'p(Uk)��� dx
� Mf1 js� tj+ 2M1Mp js� tj ;

où
Mp = max

x2Il
f
��'p(u(x))�� ; ��'p(u(x))��g:

Si on choisit js� tj � "

Mf1 + 2M1Mp + 1
; on obtient���'p(U 0k(s))� 'p(U 0k(t))��� < ":

Ce qui implique que la suite ('p(U
0
k))k�l+1 est équicontinue sur [0; l].

Puisque l�application '�1p est un homéomorphisme croissant de R dans R; on
déduit que���U 0k(s)� U 0k(t)��� = ���'�1p �'p(U 0k(s))�� '�1p �'p(U 0k(t))���� < ";
c�est-à-dire, la suite (U

0
k)k�l+1 est équicontinue sur [0; l].

Par un raisonnement similaire, on montre que���V 0k(s)� V 0k(t)��� = ���'�1q �'q(V 0k(s))�� '�1q �'q(V 0k(t))���� < ";
C�est à dire la suite (V

0
k)k�l+1 est équicontinue sur [0; l].
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D�après le théorème d�Ascoli-Arzèla, il existe une sous suite (Ukj)kj2N de
(Uk)k�l+1 et une sous suite (V kj)kj2N de (V k)k�l+1 qui convergent dansC

1([0; l]).
Posons

u = lim
kj!+1

Ukj et v = lim
kj!+1

V kj

alors
u0 = lim

kj!+1
U
0
kj
et v0 = lim

kj!+1
V
0
kj

D�autre part, les suites (Uk)k�l+1 et (V k)k�l+1 sont décroissantes et minorées,
donc les limites ponctuelles existent et on les notent par u et v. Ainsi on a
u = u� et v = v�. De plus la suite (Uk; V k)k�l+1converge dans C1(I l)�C1l (I)
vers (u�; v�) et de plus il n�est pas di¢ cile de montrer que (u�; v�) 2 E est
une solution du système (3:1).
Maintenant, montrons que (u�; v�) est une solution maximale du problème
(3:1) c�est à dire montrons que si (u; v) est une autre solution du problème
(3:1) telle que (u; v) � (u; v) � (u; v), alors

(u; v) � (u�; v�) � (u; v) � (u�; v�) � (u; v) dans I:

Si (u; v) est une sous solution du problème (3:1), alors d�après l�Étape
2, on a

8n 2 N; u � Un et v � V n
Par passage à la limite, quand n! +1; on obtient

u � lim
n!+1

Un = u
� et v � lim

n!+1
V n = v

�:

C�est à dire (u�; v�) est une solution maximale du problème (3:1):�

Étape 5 : La suite (Un; V n)n2N converge vers la solution minimale du sys-
tème (3:1):
Preuve : La démonstration est similaire à celle de l�Étape 4.
Ce qui achève la preuve de notre résultat.

3.3.2 Le système quasimonotone décroissant

Dans cette section, on suppose que l�hypothèse suivante est satisfaite.
(H4) la fonction f1 est décroissante par rapport à v et f2 est décroissante par
rapport à u:
Dans ce cas, la dé�nition des couples des sous et sur solution est
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Dé�nition 3.3 On dit que (u; u) ; (v; v) sont des couples des sous et sur
solutions pour (3:1) si
(i) (u; u) ; (v; v) 2 E2 et ('p(u0); 'p(u0)); ('q(v0); 'q(v0)) 2 E2;

(ii)

8>>>>>><>>>>>>:

�('p(u0))0 � f1(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
�('p(u0))0 � f1(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
�('q(v0))0 � f2(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
�('q(v0))0 � f2(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
u(0)� a1u0(0) � L1(u); u(0)� a1u0(0) � L1(u);
v(0)� a2v0(0) � L2(v); v(0)� a2v0(0) � L2(v):

On a le résultat suivant

Théorème 3.4 Supposons que les conditions (Hi)i=1;2;4 sont satisfaites. Soient
(u; u) et (v; v) des couples de sous et sur solutions du système(3:1) telles que
(u; v) � (u; v) ; pour tout x 2 I. Alors le système (3:1) admet une solution
maximale-minimale (u�; v�) et une solution minimale-maximale (u�; v�) telles
que pour toute solution (u; v) du système (3:1) avec (u; v) � (u; v) � (u; v),
on a

(u; v) � (u�; v�) � (u; v) � (u�; v�) � (u; v) dans I:

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.
On considère les problèmes aux limites suivant8<:

�('p(u0n))0 +M1'p(un) = f1(x; Un�1; Vn�1) +M1'p(Un�1); x 2 In;
un(0)� a1u0n(0) = L1(Un�1);
un(n) = u

(0)(n);
(3.18)

et 8<:
�('q(v0n))0 +M2'q(vn) = f2(x; Un�1; Vn�1) +M2'q(Vn�1); x 2 In;
vn(0)� a2v0n(0) = L2(Vn�1);
vn(n) = v

(0)(n);
(3.19)

où les suites des fonctions (Un)n2N et (Vn)n2N sont dé�nies par�
U0 = u

(0); où u(0)soit la sur solution u ou bien la sous solution u;
V0 = v

(0); où v(0)soit la sur solution v ou bien la sous solution v;

et

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(0)(x), x 2 InIn;

(3.20)
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Vn(x) =

�
vn(x), x 2 In;
v(0)(x), x 2 InIn;

(3.21)

où In = (0; n), pour tout n 2 N�.
Étape1 : Pour tout n 2 N�, le problème (3:18) admet une solution unique
un 2 C1(In) et 'p(u0n) 2 C1(In):
Preuve :
i) Pour n = 1, on a8<:
�('p(u01))0 +M'p(u1) = f(x; u(0); v(0)) +M'p(u(0)); x 2 In;
u1(0)� au01(0) = L(u(0));
u1(1) = u

(0)(1):
(3.22)

Comme les fonctions f et 'p sont continues et
�
u(0); v(0)

�
2
�
C1(I)

�2
, alors

d�après le Lemme 3.2 le problème 3.18 admet une solution unique u1 telle
que u1 2 C1(I1) et 'p(u01) 2 C1(I1):
ii) Supposons pour n > 1 �xé, le problème (3:18) admet une solution

unique telle que un 2 C1(In) et 'p(u0n) 2 C1(In);
et montrons que le problème suivant8<:
�('p(u0n+1))0 +M'p(un+1) = f(x; Un; Vn) +M'p(Un); x 2 In+1;
un+1(0)� au0n+1(0) = L(Un);
un+1(n+ 1) = u

(0)(n+ 1);
(3.23)

admet une solution unique telle que un+1 2 C1(In+1) et 'p(u0n+1) 2 C1(In+1):

Puisque
�
u(0); v(0)

�
2
�
C1(I)

�2
, (un; vn) 2

�
C1(In)

�2
et un(n) = u(0)(n) et

vn(n) = v
(0)(n) alors par (3:20) et (3:21), les foncions Un et Vn sont continues

sur I:
Maintenant, comme f; 'p, Un et Vn sont continues sur I, donc d�après le

Lemme 3.2 le problème (3:23) admet une solution unique telle que un+1 2
C1(In+1) et 'p(u

0
n+1) 2 C1(In+1):�

Étape 2 : Pour tout n 2 N�, le problème (3:19) admet une solution unique
vn 2 C1(In) et 'q(v0n) 2 C1(In):

Preuve : La preuve est similaire à celle de l�étape 1.�
D�après les étape 1 et 2, pour chaque n 2 N�; le problème (3.18) admet
une solution unique un si u(0) = u et une solution unique unsi u

(0) = u,
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et le problème (3.19) admet une solution unique vn si v(0) = v et une
solution unique vnsi v

(0) = v,
Maintenant, considérons les problèmes aux limites suivants8<:

�('p(u0n))0 +M1'p(un) = f1(x; Un�1; V n�1) +M1'p(Un�1); x 2 In;
un(0)� a1u0n(0) = L1(Un�1);
un(n) = u

(0)(n);
(3.24)

�('q(v0n))0 +M2'q(vn) = f2(x; Un�1; V n�1) +M2'q(V n�1); x 2 In;
vn(0)� a2v0n(0) = L2(V n�1);
vn(n) = v

(0)(n);8<: �('p(u0n))0 +M1'p(un) = f1(x; Un�1; V n�1) +M1'p(Un�1); x 2 In;
un(0)� a1u0n(0) = L1(Un�1);
un(n) = u

(0)(n);
(3.25)

et8<:
�('q(v0n))0 +M2'q(vn) = f2(x; Un�1; V n�1) +M2'q(V n�1); x 2 In;
vn(0)� a2v0n(0) = L2(V n�1);
vn(n) = v

(0)(n);

où les suites
�
Un; Un

�
n�1 et

�
V n; V n

�
n�1 sont dé�nies de la manière sui-

vante

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(x), x 2 InIn;

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(x), x 2 InIn:

et

V n(x) =

�
vn(x), x 2 In;
v(x), x 2 InIn;

;

V n(x) =

�
vn(x), x 2 In;
v(x), x 2 InIn:

Étape 3 : Pour chaque n 2 N�; on a�
u � U1 � ::: � Un � Un+1 � Un+1 � Un � ::: � U1 � u dans I;
v � V 1 � ::: � V n � V n+1 � V n+1 � V n � ::: � V 1 � v dans I:
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Preuve : La preuve est similaire à celle de l�Étape 3 du Théorème 3.3 �
Le reste de la preuve est similaire à celle du Théorème 3.3 .

3.3.3 Le système quasimonotone mixte

Dans cette section, on suppose que l�hypothèse suivante est satisfaite.
(H5) la fonction f1 est croissante par rapport à v et f2 est décroissante par
rapport à u:
Dans ce cas, la dé�nition des couples des sous et sur solution est

Dé�nition 3.4 On dit que (u; u) ; (v; v) sont des couples des sous et sur
solutions pour (3:1) si
(i) (u; u) ; (v; v) 2 E2 et ('p(u0); 'p(u0)); ('q(v0); 'q(v0)) 2 E2;

(ii)

8>>>>>><>>>>>>:

�('p(u0))0 � f1(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
�('p(u0))0 � f1(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
�('q(v0))0 � f2(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
�('q(v0))0 � f2(x; u; v); x 2 (0; b); pour chaque b > 0;
u(0)� a1u0(0) � L1(u); u(0)� a1u0(0) � L1(u);
v(0)� a2v0(0) � L2(v); v(0)� a2v0(0) � L2(v):

Considérons les problèmes aux limites suivants8<:
�('p(u0n+2))0 +M1'p(un+2) = f1(x; Un; Vn) +M1'p(Un); x 2 In;
un+2(0)� a1u0n+2(0) = L1(Un);
un+2(n) = u

(0)(n);
(3.26)

et8<:
�('q(v0n+2))0 +M2'q(vn+2) = f2(x; Un+1; Vn) +M2'q(Vn); x 2 In;
vn+2(0)� a2v0n+2(0) = L2(Vn);
vn+2(n) = v

(0)(n);
(3.27)

où In =]0; n[, pour tout n 2 N� et (u(0); v(0)) 2 C1(R)� C1(R)
Les suites des fonctions (Un)n2N et (Vn)n2N sont dé�nies par�

U0 = u
(0); où u(0)soit la sur solution u ou bien la sous solution u;

V0 = v
(0); où v(0)soit la sur solution v ou bien la sous solution v;

et

Un(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(0)(x), x 2 InIn;

;
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Vn(x) =

�
vn(x), x 2 In;
v(0)(x), x 2 InIn;

Lemme 3.1 Pour tout n 2 N�, le problème (3:26) admet une solution unique
un 2 C1(In) et 'p(u0n) 2 C1(In):

Preuve: La preuve est similaire à celle de l�étape 1 du Théorème 3.3 .

Lemme 3.2 Pour tout n 2 N�, le problème (3:27) admet une solution
unique vn 2 C1(In) et 'q(v0n) 2 C1(In):

Preuve: La preuve est similaire à celle de l�étape 2 du Théorème 3.3 .

D�après le lemme 3.1 et le lemme 3.2, pour chaque n 2 N�; le problème
(3.26) admet une solution unique un si u(0) = u et une solution unique unsi
u(0) = u,et le problème (3.27) admet une solution unique vn si v(0) = v et
une solution unique vnsi v

(0) = v,
Maintenant, on pose que W0 = u, W1 = u, Z0 = v et Z1 = v, on construit
les suites(Wn)n�1 et (Zn)n�1 comme suit

Wn(x) =

�
un(x), x 2 In;
u(x), x 2 InIn:

; Zn(x) =

�
vn(x), x 2 In;
v(x), x 2 InIn:

:

Lemme 3.3 Pour tout n 2 N�; on a�
u = W1 � W3 � ::: � W2n+1 � W2n � ::: � W2 � W0 = u dans I;
v = Z1 � Z3 � ::: � Z2n+1 � Z2n � ::: � Z2 � Z0 = v dans I:

Preuve : La preuve est similaire à celle de l�étape 3 du Théorème 3.3
..�
D�après l�étape précédent , les suites (W2n; Z2n)n2N et (W2n+1; Z2n+1)n2Nsont
monotones et bornées. Par conséquent on pose par dé�nition

lim
n!+1

(W2n; Z2n) = (u��; v��)
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et
lim

n!+1
(W2n+1; Z2n+1) = (u

��; v��)

On a le résultat suivant

Théorème 3.5 Supposons que les conditions (Hi)i=1;2;5 sont satisfaites. Soient
(u; u) et (v; v) deux couples de sous et sur solutions du système(3:1) telles
que (u; v) � (u; v) ; pour tout x 2 I. Alors les suites (W2n; Z2n)n2N et
(W2n+1; Z2n+1)n2N convergent vers (u��; v��) et (u

��; v��) qui sont quasi-solutions
pour le système (3:1).

Preuve: La preuve est similaire à celle du Théorème 3.3

3.4 Applications

Dans cette section, on donne quelques exemples d�applications
Exemple 1
Considérons le système suivant :8>>>>>><>>>>>>:

�('p(u0))0 = f1(x; u; v); x 2 I;
�('q(v0))0 = f2(x; u; v); x 2 I;

u(0)� a1u0(0) =
�1R
0

u(s)

s+ 1
ds;

v(0)� a2v0(0) =
�2R
0

v(s)

s+ 1
ds;

(3.28)

où a1, a2,�1 et �2 sont des réels positifs tels que

1� ai � �i; i = 1; 2:

et (
f1(t; u; v) =

v3

t+1
� k(t+ 1)u; k > 1;

f2(t; u; v) =
u3

t+1
� k(t+ 1)v; k > 1: (3.29)

Tout d�abord , il n�est pas di¢ cile de véri�er que ce système est quasimono-
tone croissant:
On pose par dé�nition u � v = 0 et u(t) = v(t) = t+ 1 pour tout t 2 I:

Il est clair que (u; v) est un couple de sous solutions pour le système (3.28) ;

49



et par des calculs simples on trouve�
f1(t; u; v) � �('p(u0))0 = 0;
f2(t; u; v) � �('p(v0))0 = 0;

(3.30)

et �
u(0)� a1u0(0) = 1� a1 � L1(u) = �1;
v(0)� a2v0(0) = 1� a2 � L2(v) = �2:

(3.31)

Ainsi (u; u) et (v; v) sont des couples des sous et sur solutions du système
(3:1) : Le théorème 3:3 implique qu�il existe une solution minimal (u�; v�) et
une solution maximal.(u�; v�) telles que

(0; 0) � (u�; v�) � (u�; v�) � (t+ 1; t+ 1) , pour tout t 2 I:

Exemple 2
Considérons le système suivant8>>>>>><>>>>>>:

�('p(u0))0 = f1(x; u; v); x 2 I;
�('q(v0))0 = f2(x; u; v); x 2 I;

u(0)� a1u0(0) =
�1R
0

u(s)

s+ 1
ds;

v(0)� a2v0(0) =
�2R
0

v(s)

s+ 1
ds;

(3.32)

où �
f1(t; u; v) = v

3(e�u
2 � 1);

f2(t; u; v) = u
3(e�v

2 � 1); (3.33)8>><>>:
L1(u) =

�1R
0

u(s)

s+ 1
ds;

L2(v) =
�2R
0

v(s)

s
ds;

(3.34)

et a1, a2,�1 et �2 sont des réels positifs tels que

1� ai � �i; i = 1; 2:

Tout d�abord , il n�est pas di¢ cile de véri�er que le système (3.32)est quasi-
monotone décroissant:
Il est clair que (u; v) = (0; 0) est un couple de sous solutions pour le

système (3:32) ;
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Maintenant, on pose que u(t) = v(t) = �(t+ 1) avec t 2 I et � > 0.
Par des calculs simples, on a�

f1(t; u; v) � �('p(u0))0 = 0;
f2(t; u; v) � �('p(v0))0 = 0;

(3.35)

et �
u(0)� a1u0(0) = �(1� a1) � L1(u) = ��1;
v(0)� a2v0(0) = �(1� a2) � L2(v) = ��2:

(3.36)

Ainsi (u; u) et (v; v) sont des couples des sous et sur solutions du système
(3.32) : Le théorème 3:4 implique qu�il existe une solution minimale -maximale(u�; v�)
et une solution maximale-minimale.(u�; v�) telles que

(0; 0) � (u�; v�) � (u�; v�) � (�(t+ 1); �(t+ 1)) , pour tout t 2 I:

Exemple 3
Considérons le système suivant8>>>>>><>>>>>>:

�('p(u0))0 = f1(x; u; v); x 2 I;
�('q(v0))0 = f2(x; u; v); x 2 I;

u(0)� a1u0(0) =
�1R
0

u(s)

s+ 1
ds;

v(0)� a2v0(0) =
�2R
0

v(s)

s+ 1
ds;

(3.37)

où �
f1(t; u; v) =

v3

t+1
� k(t+ 1)u; avec k > 1;

f2(t; u; v) = u
3(e�v

2 � 1);
(3.38)8>>>><>>>>:

L1(u) =

�1
2R
0

u(s)

s+ 1
ds;

L2(v) =

�2
2R
0

v(s)

s+ 1
ds:

(3.39)

et a1, a2,�1 et �2 sont des réels positifs tels que

1� ai � �i; i = 1; 2:

Tout d�abord, il n�est pas di¢ cile de véri�er que le système (3.32)est quasi-
monotone mixte.
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Maintenant, on pose par dé�nition que u � v = 0 et u(t) = v(t) = �(t + 1)
avec t 2 I et � > 0.
Par des calculs simples, on a�

f1(t; u; v) � �('p(u0))0 = 0;
f2(t; u; v) � �('p(u0))0 = 0;

(3.40)

et �
u(0)� a1u0(0) � L1(u) = 0;
v(0)� a2v0(0) � L2(v) = 0:

(3.41)

D�autre part, on a �
f1(t; u; v) � �('p(u0))0 = 0;
f2(t; u; v) � �('p(v0))0 = 0;

(3.42)

et �
u(0)� a1u0(0) = �(t+ 1) � L1(u) = �1�

2
;

v(0)� a2v0(0) = �(t+ 1) � L2(v) = �2�
2
:

(3.43)

Ainsi (u; u) et (v; v) sont des couples des sous et sur solutions du système
(3.37) et par suite d�après le théorème 3:5, ce système admet au moins une
quasi-solution.
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Chapitre 4

Existence des solutions
minimales et maximales pour
un problème impulsif

Ce chapitre est le développement de l�article [28].

4.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est la construction des solutions minimales et
maximales pour le problème quasilinéaire aux limites suivant :

8>>>><>>>>:
�('p(u0))0 = f(t; u; u0); t 2 J 0 := Jn ft0; ::; tm+1g ;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) = u
0(t�k ) +Nk(u

0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) =
1R
0

h1(x)u(x) dx; u(1) + bu
0(1) =

1R
0

h2(x)u(x) dx;

(4.1)

où 'p(y) = jyj
p�2 y; y 2 R, p > 1; J = [0; 1], t0 = 0 < t1 < :: < tm < tm+1 =

1; avec m est une constante positive, f : J�R2 ! R, a et b sont des nombres
positifs, hi : J ! R+ sont des fonctions continues (i = 1; 2), Ik et Nk : R! R
sont des fonctions continues et croissantes pour chaque k = 1; ::;m, et u(t+k )
et u(t�k ) représentent la limite à droite et la limite à gauche de u(t) au point
t = tk.
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Les équations di¤érentielles ordinaires avec des conditions aux limites
intégrales ont été étudiées par la première fois par M. Picone [35].en 1908. Il
a étudié les relations qui existent entre les équations intégrales et certaines
équations di¤érentielles d�ordre n avec des conditions aux limites intégrales.
En 1911, E. Hilb [22] a considéré le problème aux limites suivant8>>>><>>>>:

d2 ef
dx2

+ eq (x) ef = �eg (x) ; x 2 (0; 1) ;
e� ef (0)� e�ef 0 (0) = � 1R

0

ef (z)K (z) dz;
h2 ef (1)� h1 ef 0 (1) = 0;

(4.2)

où eq : [0; 1] ! R, eg : [0; 1] ! R et K : [0; 1] ! R son des fonctions et e�, e�;
h2 et h1 sont des constantes réelles.
En utilisant le problème suivant :8>><>>:

d2 ef
dx2

+ eq (x) ef = K (x)� eg (x) ; x 2 (0; 1) ;ef (0) = e�; ef 0 (0) = e�;
h2 ef (1)� h1 ef 0 (1) = 0;

(4.3)

il a trouvé la fonction de Green pour le problème (1.1.2), et il a montré que le
spectre est discret. L�importance de ce travail est que la présence de l�intégrale
dans la première condition aux limites dans (1.1.2) induit la condition aux
limites dans l�équation di¤érentielle dans (1.1.3).
En 1912, R.Von Mises [48] a étudié le problème aux limites suivant8><>:

d
dx

�
1
c(x)

dZ
dx

�
= (�a (x) + b (x))Z;

x2R
x1

A (x)Z (x) dx = 0;
x2R
x1

B (x)Z (x) dx = 0;
(4.4)

où c; a, b, A et B sont des fonctions continues et � est un paramètre.
Il s�intéresse à ce problème car il intervient dans certains problèmes d�hydrody-
namique (voir [43]).
En particulier l�application hydrodynamique est

a (x) = x + b�, b (x) = c (x) = 1; � =
v

�2�

p
�1; A (x) = exp (x), B (x) =

exp (�x) ; x1 = 0, x2 = b�,
où b� et b� sont des constantes, v est la vitesse, � est le coe¢ cient de la
tonacité.
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Les équations di¤érentielles avec des conditions aux limites intégrales ont été
étudiés par DJ Tamarkin, [46], W. M. Whyburn, N. Cior¼anescu [15]. Voir
[52] et [27].
les équations di¤érentielles avec des conditions aux limites intégrales in-

terviennent dans les problèmes hydrodynamiques, ( voir [13] et [43] ), les
sciences médicales,(voir [12], [33] et [44]), les problèmes de semi-conducteurs
[24], les processus de Markov [20], les problèmes de conduction thermique
[11], la théorie de la di¤usion des ions dans les canaux (voir [30], [38] et [54]
) et l�écoulement de l�eau souterraine [19].
Il est bien connu que la méthode des sous et sur solution associée à une

technique itérative a été utilisée pour construire les solutions pour les pro-
blèmes aux limites non linéaires par plusieurs auteurs (voir [8], [14], [16], [18],
[23], [29] et [47]).
Le but de ce chapitre est de montrer que cette méthode est applicable

pour étudier l�existence des solutions pour le problème (1:1:1) : Les résultats
de ce chapitre se trouvent dans [28].
Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la deuxième section, on donne

quelques dé�nitions et des résultats de comparaison qui seront utiles pour la
suite. Dans la troisième section, on présente et on montre le résultat principal
de ce chapitre. Dans la dernière section, on présente un exemple d�application.

4.2 Préliminaires

Dans cette section, on donne quelques notations, dé�nitions et des résul-
tats préliminaires qui sont importantes dans la suite de notre travail.
Tout d�abord, on dé�nit l�espace PC (J;R) par

PC (J;R) =

8<:
u : J ! R; u(t) est continue au point t 6= tk,
continue à gauche de t = tk et ses limites à droite
u(t+k ) au t = tk existent, k = 1; ::;m:

9=; ;
et l�espace PC1 (J;R) par

PC1 (J;R) =

8<:
u : J ! R; u(t) et u0(t) sont continues au t 6= tk,
continues à gauche de t = tk et leur limites à droite
u(t+k ) et u

0(t+k ) au t = tk existent, k = 1; ::;m:

9=; :
Pour tout u 2 PC1 (J;R), on pose par dé�nition

kukPC1(J;R) = maxfkukPC(J;R) ; ku0kPC(J;R) ;
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où
kukPC(J;R) = sup

t2J
ju(t)j et ku0kPC(J;R) = sup

t2J
ju0(t)j :

PC1 (J;R) est un espace de Banach muni de la norme kukPC1(J;R).
Maintenant, considérons le problème aux limites suivant8>><>>:

�('p(u0))0 +M'p(u) = H(t; u0); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) = u
0(t�k ) +Nk(u

0(tk)); k = 1; 2; ::;m;
u(0)� au0(0) = a0; u(1) + bu0(1) = b0;

(4.5)

où H : J � R ! R est une fonction, a0 et b0 sont des nombres positives et
M > 0:
On suppose que les fonctions H; Ik et Nk; k = 1; ::;m satisfont les condi-

tions suivantes
(H1) H : J � R! R est continue au t 6= tk; lim

(s;v)!(t;v0)
s<t

H(s; v) = H(t; v0),

et lim
(s;v)!(t;v0)

s>t

H(s; v) existe pour chaque t = tk; k = 1; ::;m:

(H2) Ik et Nk : R ! R sont continues et croissantes pour chaque k =
1; ::;m:

Lemme 4.1 (Principe de comparaison faible)
Supposons que les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites et soient u1 et
u2 sachant que ui 2 PC1 (J;R), 'p(u0i) 2 PC1 (J;R) ; i = 1; 2; et8>><>>:
F1
�
t; u1; u

0
1; ('p(u

0
1))

0� � F2 �t; u2; u02; ('p(u02))0� ; t 2 J 0;
u1(t

+
k )� u1(t�k )� Ik(u1(tk)) = u2(t+k )� u2(t�k )� Ik(u2(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u01(t
+
k )� u01(t�k )�Nk(u01(tk)) � u02(t+k )� u02(t�k )�Nk(u02(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u1(0)� au01(0) � u2(0)� au02(0); u1(1) + bu01(1) � u2(1) + bu02(1);

où
F1
�
t; u1; u

0
1; ('p(u

0
1))

0� = �('p(u01))0 +M'p(u1)�H(t; u01);
et

F2
�
t; u2; u

0
2; ('p(u

0
2))

0� = �('p(u02))0 +M'p(u2)�H(t; u02):
Alors u1(t) � u2(t); pour tout t 2 J:

Remarque 4.1 La preuve de ce lemme est une généralisation du lemme 3:2
dans [18].
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Preuve: Supposons qu�il existe t� 2 [0; 1] tel que

u1(t
�)� u2(t�) = sup

0�t�1
(u1(t)� u2(t)) = " > 0:

Cas 1 : Si t� = 0, on obtient la contradiction

0 < u1(0)� u2(0) � a (u01(0)� u02(0)) � 0:

Un raisonnement similaire est valable si on prend t� = 1:
Cas 2 : Si t� 2 J 0; alors puisque (u1 � u2) 2 PC1 (J;R) ; on a

(u1 � u2)0(t�) = 0;

ce qui entraîne que
'p(u

0
2(t

�)) = 'p(u
0
1(t

�)):

Comme 'p est strictement croissante, on obtient

� ('p(u01))0(t�) + ('p(u02))0(t�) = lim
t!t�

�'p(u01)(t) + 'p(u02)(t)
t� t� � 0: (4.6)

D�autre part, on a

�('p(u01))0(t�) +M'p(u1(t�)) + ('p(u02))0(t�)�M'p(u2(t�))
� H(t�; u01(t�))�H(t�; u02(t�)) = 0:

ce qui donne

�('p(u01))0(t�) + ('p(u02))0(t�) �M'p(u2(t�))�M'p(u1(t�)):

Puisque u1(t�) > u2(t�) et la fonction 'p est strictement croissante, on obtient

�('p(u01))0(t�) + ('p(u02))0(t�) < 0:

Ce qui est en contradiction avec (4:6) :
Cas 3 : S�il existe t� 2 J tel que u1(t�) � u2(t�) = "; alors d�après les cas 1
et 2, on a t� = tk pour certain k = 1; 2; ::;m, et

u01(tk) � u02(tk): (4.7)

Comme les fonctions Ik et Nk sont croissantes, on a

u1(t
+
k )� u2(t+k ) = "; (4.8)
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et
u01(t

+
k ) � u02(t+k ): (4.9)

D�autre part, par la dé�nition de ", et comme (u1 � u2) est décroissante à
droite de tk, on a

u01(t
+
k ) � u02(t+k ): (4.10)

Alors d�après (1.2.4) et (1.2.5), on a

u02(t
+
k ) = u

0
1(t

+
k ): (4.11)

Comme 'p est strictement croissante, on a

� ('p(u01))0(t+k ) + ('p(u02))0(t+k ) = lim
t
>!t+k

�'p(u01)(t) + 'p(u02)(t)
t� t+k

� 0: (4.12)

D�autre part, par (1.2.6), on a

�('p(u01))0(t+k ) +M'p(u1(t+k )) + ('p(u02))0(t+k )�M'p(u2(t+k ))
� H(tk; u01(t+k ))�H(tk; u02(t+k )) = 0:

Ce qui donne

� ('p(u01))0(t+k ) + ('p(u02))0(t+k ) �M'p(u2(t+k ))�M'p(u1(t+k )): (4.13)

D�après (1.2.3), on a u1(t+k ) > u2(t
+
k ) et puisque la fonction 'p est strictement

croissante, on obtient

� ('p(u01))0(t+k ) + ('p(u02))0(t+k ) < 0: (4.14)

Ce qui est en contradiction avec (1.2.7).
Cas 4 : Si u1(t)� u2(t) < " pout tout t 2 J
Alors,

u1(t
+
k )� u2(t+k ) = "; pour certain k = 1; 2; ::;m:

On pose

sup [u1(t)� u2(t), tk�1 < t � tk] = "k > 0, k = 1; 2; ::;m+ 1:

On a donc les deux possibilités suivantes
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i) u1(et)� u2(et) = "k; pour certain et 2 (tk�1; tk] : D�après le deuxième cas,et 62 (tk�1; tk). Par contre, si et = t�k donc u02(tk) � u01(tk) et u02(t+k ) � u01(t+k ): En
utilisant les arguments utilisés dans le cas 3, on montre que c�est impossible.
ii) u1(t+k�1)� u2(t+k�1) = "k.

On a,
u1(t

�
k�1)� u2(t�k�1) � u1(t+k�1)� u2(t+k�1):

Ce qui donne que u2(tk�1) < u1(tk�1): En utilisant un raisonnement similaire
au Cas 4, on obtient une contradiction.
Finalement, on obtient

sup [u1(t)� u2(t), t1 < t � t2] = "2 > 0: (4.15)

et u1(t+1 )� u2(t+2 ) > 0:
D�où

sup [u1(t)� u2(t), 0 < t � t1] = "1 > 0:
Puisque u1(t)� u2(t) < "1 pour t 2 (0; t1) d�après le deuxième cas. Alors, on
a

u1(t1)� u2(t1) = "1; et u02(t1) � u01(t1):
Ainsi u02(t

+
1 ) � u01(t

+
1 ): Mais cette inégalité et (1.2.10) encore donnent une

contradiction comme dans le Cas 2. Par conséquent u2(t) � u1(t) dans J:
La démonstration du lemme1:4 est terminée.

Dé�nition 4.1 On dit que u est une solution du problème(1.2.1) si
i) u 2 PC1 (J;R) et 'p(u0) 2 PC1 (J;R) :
ii) u satisfait le problème (1.2.1).

Dé�nition 4.2 On dit que u est une sous solution du problème (1.2.1) si
i) u 2 PC1 (J;R) et 'p(u0) 2 PC1 (J;R) :

ii)

8>><>>:
�('p(u0))0 � H(t; u0)�M'p(u); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) � u0(t�k ) +Nk(u0(tk)); k = 1; 2; ::;m;
u(0)� au0(0) � a0; u(1) + bu0(1) � b0:

Dé�nition 4.3 On dit que u est une sur solution du problème (1.2.1) si
i) u 2 PC1 (J;R) et 'p(u0) 2 PC1 (J;R) :

ii)

8>><>>:
�('p(u0))0 � H(t; u0)�M'p(u); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) � u0(t�k ) +Nk(u0(tk)); k = 1; 2; ::;m;
u(0)� au0(0) � a0; u(1) + bu0(1) � b0:
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De plus si H est une fonction bornée, on a le résultat suivant

Théorème 4.1 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites
et il existe u et u une sous et une sur solution respectivement du problème
(1.2.1) tels que u(t) � u(t) pour tout t 2 J . Alors le problème (1.2.1) admet
une unique solution u 2 PC1 (J;R) avec 'p(u0) 2 PC1 (J;R) sachant que

u(t) � u(t) � u(t), pour tout t 2 J:

Preuve: En utilisant une preuve similaire à celle du théorème2:2 dans [36],
on montre que le problème (1.2.1) admet au moins une solution et d�après le
lemme4:1, on obtient que cette solution est unique.

Dé�nition 4.4 On dit que u est une solution du problème (1.1.1) si
i) u 2 PC1 (J;R) et 'p(u0) 2 PC1 (J;R) :
ii) u satisfait le problème (1.1.1):

Dé�nition 4.5 On dit que u est une sous solution du problème (1.1.1) si
i) u 2 PC1 (J;R) et 'p(u0) 2 PC1 (J;R) :

ii)

8>>>><>>>>:
�('p(u0))0 � f(t; u; u0); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) � u0(t�k ) +Nk(u0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) �
1R
0

h1(x)u(x)dx; u(1) + bu
0(1) �

1R
0

h2(x)u(x)dx:

Dé�nition 4.6 On dit que u est une sur solution du problème (1.1.1) si
i) u 2 PC1 (J;R) et 'p(u0) 2 PC1 (J;R) :

ii)

8>>>><>>>>:
�('p(u0))0 � f(t; u; u0); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) � u0(t�k ) +Nk(u0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) �
1R
0

h1(x)u(x)dx; u(1) + bu
0(1) �

1R
0

h2(x)u(x)dx:

Maintenant, on dé�nit les conditions de Nagumo-Wintner .

Dé�nition 4.7 On dit que la fonction f : J � R2 ! R satisfait aux condi-
tions de Nagumo-Wintner relativement aux couples u et u; s�il existe une
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constante C � 0 et des fonctions Q 2 Lp(J) et 	 : [0;+1) ! (0;+1)
continues, telles que

jf(t; u; v)j � 	(jvj)
�
Q(t) + C jvj

1
p�1

�
; (4.16)

pour tout (t; u; v) 2 D; avec

D =
�
(t; u; v) 2 J � R2 : u(t) � u(t) � u(t)

	
;

et
+1Z
0

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds = +1: (4.17)

On a le résultat suivant

Lemme 4.2 Supposons que les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites, et
que la fonction f : J �R2 ! R satisfait aux conditions de Nagumo-Wintner
dans D: Alors il existe une constante K > 0; telle que pour toute solution u
du problème (1.1.1) véri�ant u(t) � u(t) � u(t); pour tout t 2 J; u satisfait
ku0kPC(J;R) � K:

Preuve: Raisonnons par l�absurde, supposons qu�il existe s 2 [0; 1] telle
que ju0(s)j > K.
On distingue les deux cas suivants
Cas A : Il existe un k0 2 f0; 1; ::;mg tel que s 2 (tk; tk+1].
Cas B : Il existe un k0 2 f0; 1; ::;mg tel que s = t+k0 :

Supposons que le premier cas A à lieu. Pour les autres cas , la preuve est
similaire.

Puisque u(t) � u(t) � u(t); pour tout t 2 J , on a

min
t2[t+k0 ;t

�
k0+1
]
ju0(t)j =Mk0.

Prenons K > maxfMk0 ; ku0kPC(J;R) ; ku0kPC(J;R)g telle que

'p(K)Z
'p(Mk0

)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds > kQkp eS p�1

p + C eS 1
p : (4.18)
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Il existe s1; s2 2 [t+k0 ; t
�
k0+1

] tels que ju0(s1)j =Mk0 et ju0(s2)j = K.
Sans perte de généralité, on suppose que s1 < s2, alors on a les deux cas
suivantes
(i) u0(s1) = Mk0 ; u

0(s2) = K et Mk0 � u0(t) � K, pour tout t 2 (s1; s2),
(ii) u0(s1) = � Mk0 ; u

0(s2) = �K et �K � u0(t) � �Mk0, pour tout
t 2 (s1; s2).
Supposons que le cas (i) est satisfait. L�autre cas se démontre par d�une façon
similaire.
Puisque u est une solution du problème (1.1.1) et par la condition de

Nagumo-Wintner (1.2.11), on a

('p(u
0))0(t) � 	(u0(t))

�
Q(t) + C (u0(t))

1
p�1
�
; 8t 2 (s1; s2): (4.19)

Maintenant si on pose s = 'p(u
0(t)) dans (1.2.13), on obtient

'p(K)Z
'p(Mk0

)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds =

s2Z
s1

�
'p(u

0(t))
� 1
p

	(u0(t))

�
'p(u

0(t))
�0
dt: (4.20)

Alors par (1.2.15), on a

'p(K)Z
'p(Mk0

)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds =

s2Z
s0

�
'p(u

0(t))
� 1
p

	(u0(t))

�
'p(u

0(t))
�0
dt;
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et par (1.2.14), on a

'p(K)R
'p(Mk0

)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds �

s2R
s1

�
'p(u

0(t))
� 1
p

	(u0(t))
	(u0(t))

�
Q(t) + C (u0(t))

1
p�1

�
dt

=
s2R
s1

�
'p(u

0(t))
� 1
p

�
Q(t) + C (u0(t))

1
p�1

�
dt

=
s2R
s1

(u0(t))
p�1
p Q(t) dt+ C

s2R
s1

(u0(t))
p�1
p (u0(t))

1
p�1 dt

� kQkp

 
s2R
s1

�
(u0(t))

p�1
p

� p
p�1

dt

! p�1
p

+

+C

 
s2R
s1

�
(u0(t))

1
p

�p
dt

! 1
p
 
s2R
s1

(1)
p

p�1 dt

! p�1
p

= kQkp (u(s2)� u(s1))
p�1
p + (u(s2)� u(s1))

1
p (s2 � s1)

� kQkp eS p�1
p + C eS 1

p ;

Ce qui est en contradiction avec (1.2.13).

4.3 Résultat principal

Dans cette section, on énonce et on montre notre résultat principal.
On suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites.
(H3) f : J�R2 ! R est une fonction continue pour t 6= tk; k = 1; 2; ::;m;

lim
(s;u;v)!(t;u0;v0)

s<t

f(s; u; v) = f (t; u0; v0) et lim
(s;u;v)!(t;u0;v0)

s>t

f(s; u; v) existe

pour t = tk; k = 1; ::;m:

(H4) Il existe une constante positiveM telle que u 7! f(t; u; v)+M'p(u)
est croissante, pour tout t 2 J et v 2 R:

De plus, on suppose l�existence d�une sous et d�une sur solutions u et u
avec

u(t) � u(t); pour tout t 2 J:
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On a le résultat suivant

Théorème 4.2 Soient u et u la sous et la sur solution respectivement du
problème (1.1.1) telles que u � u dans J: Supposons que les conditions (H3),
(H4) et les conditions de Nagumo-Wintner relativement à u et u sont sa-
tisfaites. Alors le problème (1.1.1) admet une solution minimale u� et une
solution maximale u� telles que pour toute solution u du problème (1.1.1)
avec u � u � u dans J , on a

u � u� � u � u� � u dans J:

Pour la preuve de ce résultat, on a besoin d�un lemme préliminaire.
Soient w;w 2 PC1 (J;R) �xées telles que
i) 'p(w

0); 'p(w
0) 2 PC1 (J;R) :

ii) u � w � w � u dans J:
Pour tout v 2 R, on dé�nit la fonction � par

�(v) = maxf�K;minfv;Kgg, pour tout v 2 R;

où K la constante dé�nie dans la preuve du lemme1:5. Alors la fonction �
est continue et bornée. En plus, on a �(v) = v, pour tout v tel que jvj � K
et j�(v)j � K; pour tout v 2 R:
Considérons les problèmes aux limites suivants8>>>><>>>>:
�('p(u0))0 +M'p(u) = f(t; w; �(u0)) +M'p(w), t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) = u
0(t�k ) +Nk(u

0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) =
1R
0

h1(x)w(x) dx; u(1) + bu
0(1) =

1R
0

h2(x)w(x) dx;

(4.21)
et 8>>>><>>>>:

�('p(u0))0 +M'p(u) = f(t; w; �(u0)) +M'p(w), t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) = u
0(t�k ) +Nk(u

0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) =
1R
0

h1(x)w(x) dx; u(1) + bu
0(1) =

1R
0

h2(x)w(x) dx:

(4.22)
On a le résultat suivant
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Lemme 4.3 Soient w et w la sous et la sur solutions respectivement du
problème (1.1.1). Supposons que les conditions (H3) et (H4) et les conditions
de Nagumo-Wintner relativement à u et u sont satisfaites. Alors il existe une
unique solution eu du (1.3.1) et bu du (1.3.2) sachant que

u � w � eu � bu � w � u dans J:
Preuve: La preuve est similaire à celle du lemme 5 dans [16].

Preuve: du Théorème 1:4
La preuve du théorème 1:4 est donnée en plusieurs étapes.
On pose u0 = u; u0 = u et on dé�nit les suites (un)n2N; (un)n2N par

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�('p(u0n+1))0 +M'p(un+1) = f(t; un; �(u0n+1)) +M'p(un); t 2 J 0;
un+1(t

+
k ) = un+1(t

�
k ) + Ik(un+1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0n+1(t
+
k ) = u

0
n+1(t

�
k ) +Nk(u

0
n+1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

un+1(0)� au0n+1(0) =
1R
0

h1(x)un(x) dx;

un+1(1) + bu
0
n+1(1) =

1R
0

h2(x)un(x) dx;

(Pn+1)

et8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�('p(u0n+1))0 +M'p(un+1) = f(t; un; �(u0n+1)) +M'p(un); t 2 J 0;
un+1(t

+
k ) = un+1(t

�
k ) + Ik(un+1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0n+1(t
+
k ) = u

0
n+1(t

�
k ) +Nk(u

0
n+1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

un+1(0)� au0n+1(0) =
1R
0

h1(x)un(x) dx;

un+1(1) + bu
0
n+1(1) =

1R
0

h2(x)un(x) dx:

(Qn+1)

Étape 1 : Pour tout n 2 N; on a

u � u1 � ::: � un � un+1 � un+1 � un � ::: � u1 � u dans J:

Preuve
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i) Pour n = 0; on a

8>>>><>>>>:
�('p(u01))0 +M'p(u1) = f(t; u; �(u01)) +M'p(u), t 2 J 0;
u1(t

+
k ) = u1(t

�
k ) + Ik(u1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u01(t
+
k ) = u

0
1(t

�
k ) +Nk(u

0
1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u1(0)� au01(0) =
1R
0

h1(x)u(x) dx; u1(1) + b
0u1(1) =

1R
0

h2(x)u(x) dx;

(P1)

et

8>>>><>>>>:
�('p(u01))0 +M'p(u1) = f(t; u; �(u01)) +M'p(u), t 2 J 0;
u1(t

+
k ) = u1(t

�
k ) + Ik(u1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u01(t
+
k ) = u

0
1(t

�
k ) +Nk(u

0
1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u1(0)� au01(0) =
1R
0

h1(x)u(x) dx; u1(1) + bu
0
1(1) =

1R
0

h2(x)u(x) dx:

(Q1)

Puisque u et u sont la sous et la sur solutions du problème (1.1.1), alors
d�après le lemme 1:6, on obtient

u � u1 � u1 � u dans J:

ii) Supposons pour n > 1 �xé, on a

u � un�1 � un � un � un�1 � u dans J;

et montrons que

u � un � un+1 � un+1 � un � u dans J:

Sot t 2 J 0, on a

� ('p(u0n))0 +M'p(un) = f(t; un�1; �(u0n)) +M'p(un�1): (4.23)

Comme un � un�1 et en utilisant l�hypothèse (H3); on obtient

f(t; un�1; �(u
0
n)) +M'p(un�1) � f(t; un; �(u0n)) +M'p(un): (4.24)

D�après (1.3.3) et (1.3.4); on a

8t 2 J 0, � ('p(u0n))0 � f(t; un; �(u0n)):
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Maintenant on utilise une preuve similaire à celle du lemme 1:5, on
montre que ku0nkPC(J;R) � K: Ainsi �(u0n) = u0n et on obtient

8t 2 J 0; � ('p(u0n))0 � f(t; un; u0n): (4.25)

D�autre part, on a

un(t
+
k ) = un(t

�
k ) + Ik(un(tk)); k = 1; 2; ::;m; (4.26)

u0n(t
+
k ) = u

0
n(t

�
k ) +Nk(u

0
n(tk)); k = 1; 2; ::;m; (4.27)

et

un(0)� au0n(0) �
1Z
0

h1(x)un(x) dx; (4.28)

un(1) + bu
0
n(1) �

1Z
0

h2(x)un(x) dx: (4.29)

D�après (1.3.5), (4.26), (1.3), (1.3.6) et (1.3.7), il résulte que un est
une sur solution du problème (1.1.1): D�une façon similaire, on peut
montrer que un est une sous solution du problème (1.1.1): Donc d�après
le lemme1:6, il existe une unique solution un+1 du (Pn+1) et un+1 du
(Qn+1) telle que

u � un � un+1 � un+1 � un � u dans J:

Ainsi, on a

8n 2 N; u � un � un+1 � un+1 � un � u dans J:

Étape 2 : La suite (un)n�1 converge vers la solution maximale du
(1.1.1).
Preuve : D�après l�Étape 1 et le fait que ku0nkPC(J;R) � K; pour tout
n 2 N; alors la suite (u0n)n2N est uniformément bornée dans PC1 (J;R) :
Soient J1 = [0; t1] ; J2 = (t1; t2] ; ..., Jm = (tm�1; tm] ; Jm+1 = (tm; 1] :

Ainsi J =
k=m+1S
k=1

Jk:
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Maintenant soit " > 0 et t; s 2 J1 sachant que t < s; alors pour chaque
n 2 N; on a

��'p(u0n+1(s))� 'p(u0n+1(t))�� =

������
sZ
t

�
f(� ; un(�); �(u

0
n+1(�)))

+M
�
'p(un (�))� 'p(un+1 (�))

� � d�
������

�
sZ
t

���� f(� ; un(�); �(u
0
n+1(�)))

+M
�
'p(un (�))� 'p(un+1(�)

� ���� d�
� (M1(f) + 2MM2) js� tj ;

où

M1(f) = sup fjf(t; u; v)j ; t 2 J; u � u � u et jvj � Kg ;

et
M2 = max

���'p(u)�� ; u � u � u	 :
Si on pose par dé�nition K1 =M1(f) + 2MM2, on a��'p(u0n+1(s))� 'p(u0n+1(t))�� � K1 js� tj :

Si on choisitjs� tj � "

K1 + 1
; on obtient

��'p(u0n+1(s))� 'p(u0n+1(t))�� < ":
C�est à dire la suite

�
'p(u

0
n)
�
n2N est équicontinue sur J1.

Maintenant comme l�application '�1p est un homéomorphisme croissant
de R dans R; on déduit que��u0n+1(s)� u0n+1(t)�� = ��'�1p �'p(u0n+1(s))�� '�1p �'p(u0n+1(t))��� < ";
c�est à dire la suite (u0n)n2N est équicontinue sur J1:
D�après le théorème d�Ascoli -Arzéla, il existe une sous suite (u(1)n )n2N
de (un)n2N qui converges dans C1 (J1) :
Maintenant considérons la sous suite (u(1)n )n2N dé�nie sur l�intervalle
J2. Dans cet intervalle, la sous suite (u(1)n )n2N est uniformément bornée
et équicontinue. Alors elle admet une sous suite (u(2)n )n2N qui converge
uniformément dans l�intervalle(t1; t2] :
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On continue cette procédure dans les intervalles(t2; t3] ; ::; (tm; tm+1], il
en résulte que la suite (un)n2N a une sous suite (u(m+1)n )n2N qui converge
uniformément dans l�intervalle J:
Soit

u(m+1) = lim
n!+1

u(m+1)n :

donc �
u(m+1)

�0
= lim

n!+1

�
u(m+1)n

�0
:

Mais d�après l�Étape 1 la suite (un)n2N est décroissante et bornée, alors
sa limite ponctuelle existe et notée par u�. Ainsi, on obtient u(m+1) = u�.
De plus, cette suite converge vers u�:
Soit k 2 f0; ::;mg �xé; et t; s 2 (tk; tk+1) ; on a

�'p(u0n+1(s)) = 'p(u0n+1(t)) +
sZ
t

�
f(� ; un(�); �(u

0
n+1(�)))

+M
�
'p(un)� 'p(un+1)

� � d� :
Si on fait tendre n vers+1; on obtient

bf(� ; un(�); �(u0n+1(�))) �!
n!+1

f(� ; u�(�); �((u�)0 (�)));

où

bf(� ; un(�); �(u0n+1(�))) = f(� ; un(�); �(u0n+1(�)))+M �
'p(un(�))� 'p(un+1(�))

�
:

De plus, il existe un nombre strictement positif K3 tel que pour tout n
dans N et � dans J , on a��f(� ; un(�); �(u0n+1(�))) +M �

'p(un)� 'p(un+1)
��� � K3:

Alors le théorème de convergence dominée de Lebesgue entraîne que

�'p((u�)
0 (s))) = 'p((u

�)0 (t))) +

sZ
t

f(� ; u�(�); �((u�)0 (�))))d� :

Ainsi, on obtient

8 t 2 (tk; tk+1) ; � ('p((u�)
0))0 = f(t; u�; �(u�

0
)): (4.30)

69



Donc, pour chaque k = 1; ::;m; on a

8 t 2 (tk; tk+1) ; � ('p((u�)
0))0 = f(t; u�; �(u�

0
)):

Par suite
8 t 2 J 0; � ('p((u�)

0))0 = f(t; u�; �(u�
0
)): (4.31)

De plus, d�après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on
a 8>><>>:

u�(0)� au�0(0) =
1R
0

h1(x)u
�(x) dx;

u�(1) + bu�0(1) =
1R
0

h2(x)u
�(x) dx:

(4.32)

D�autre part, puisque les fonctions Ik et Nk sont continues, on a

u�(t+k ) = u
�(t�k ) + Ik(u

�(tk)); k = 1; 2; ::;m; (4.33)

et
u�0(t+k ) = u

�0(t�k ) +Nk(u
�0(tk)); k = 1; 2; ::;m: (4.34)

D�après (1.3.9), (1.3.10), (4.33) et (1.3), on obtient que u� est une
solution du problème suivant8>>>><>>>>:
�('p(u�0))0 = f(t; u�; �(u�0)); t 2 J 0;
u�(t+k ) = u

�(t�k ) + Ik(u
�(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u�0(t+k ) = u
�0(t�k ) +Nk(u

�0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u�(0)� au�0(0) =
1R
0

h1(x)u
�(x) dx; u�(1) + bu�0(1) =

1R
0

h2(x)u
�(x) dx:

En utilisant une preuve similaire à celle du lemme 1:5, on montre que

(u�)0


PC(J;R) � K: Ainsi �(u�0) = u�0 et par conséquent u� est une

solution du (1.1.1).
Maintenant, on montre que si u est une autre solution du (1.1.1) sachant
que u � u � u dans J , alors u � u� dans J:
Puisque u est une solution du (1.1.1), et d�après l�Étape 1, on a

8n 2 N; u � un:

En fait tendre n vers +1; on obtient

u � lim
n!+1

un = u
�;
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ce qui implique que u�est une solution maximale du problème (1.1.1):
Étape 3 : La suite (un)n2N converge vers la solution minimale du
(1.1.1).
Preuve : la preuve est similaire à celle de l�Étape 2.
Ce qui achève la démonstration de notre résultat principal.

4.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d�application.
On considère le problème aux limites suivant8>>>>><>>>>>:

�('p(u0))0 = g(t)uk(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1

�
; t 2 J 0 = [0; 1]nf1

2
g;

u(1
2

+
) = u(1

2

�
) + 1

2
;

u0(1
2

+
) = u0(1

2

�
) + 1;

u(0) =
1R
0

u(t) sin t dt; u(1) =
1R
0

u (t) cos t dt;

(4.35)

où p > 1, k = 2l + 1; l 2 N et g : J ! R est une fonction dé�nie par

g(t) =

8<:
�t� 1; si t 2

�
0; 1

2

�
;

sin(t� 1
2
)

1
2
� t

; si t 2
�
1
2
; 1
�
:

La fonction g est continue pour t 6= 1

2
, g(1

2

�
) = �3

2
et g(1

2

+
) = �1:

On pose par dé�nition

f(t; u; u0) = g(t)uk(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1
�
: (4.36)

Soit

u(t) =

�
�t� 1; si t 2

�
0; 1

2

�
;

�1; si t 2
�
1
2
; 1
�
;

et

u(t) =

�
1; si t 2

�
0; 1

2

�
;

1 + t; si t 2
�
1
2
; 1
�
:

Pour tout t 2 J , on a
u(t) � u(t):
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Il est facile de véri�er que

0 = �('p(u0))0 � g(t)uk(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1
�
= 2(�t� 1)k+1; 8 t 2

�
0;
1

2

�
;

et

0 = �('p(u0))0 � g(t)uk(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1
�
=
sin(t� 1

2
)

1
2
� t

(�1)k; 8 t 2
�
1

2
; 1

�
:

Ainsi
� ('p(u0))0 � f(t; u; u0); pour tout t 2 J 0: (4.37)

De plus, on a �
u(1

2

+
) = �1 = u(1

2

�
) + 1

2
;

u0(1
2

+
) = 0 = u0(1

2

�
) + 1;

(4.38)

et 8>><>>:
u(0) = �1 � cos 1� 5

2
cos 1

2
+ sin 1

2
+ 1 =

1R
0

u(t) sin t dt;

u(1) = �1 � cos 1
2
� sin 1 + 5

2
sin 1

2
� 1 =

1R
0

u(t) cos t dt:

(4.39)

D�après (1.4.3), (4.38) et (4.39), la fonction u est une sous solution du (1.4.1).
D�autre part, on a

�('p(u0))0 = 0 � �t = g(t)uk(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1
�
; pour tout t 2

�
0;
1

2

�
;

et

�('p(u0))0 � 2
sin(t� 1

2
)

1
2
� t

(t+1)k = g(t)uk(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1
�
; pour tout t 2

�
0;
1

2

�
Ainsi

� ('p(u0))0 � f(t; u; u0); pour tout t 2 J 0: (4.40)

De plus, on a �
u(1

2

+
) = 3

2
= u(1

2

�
) + 1

2
;

u0(1
2

+
) = 1 = u0(1

2

�
) + 1;

(4.41)
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et8>><>>:
u(0) = 1 � sin 1� 2 cos 1 + 1

2
cos 1

2
� sin 1

2
+ 1 =

1R
0

u(t) sin t dt;

u(1) = 2 � cos 1 + 2 sin 1� cos 1
2
� 1

2
sin 1

2
=

1R
0

u(t) cos t dt:

(4.42)

D�après (1.4.8), (4.41) et (4.42), la fonction u est une sur solution du
problème (1.4.1).
D�autre part, il n�est pas di¢ cile de montrer que la fonction f dé�nie par

(1.4.2) véri�e les hypothèses du Théorème 1:4. Par conséquent le problème
(1.4.1) a une solution minimale u� et une solution maximale u� telles que

u(t) � u�(t) � u�(t) � u(t); pour tout t 2 J:
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1.1 Introduction :

This work is concerned with the construction of the minimal and the
maximal solutions of the following quasilinear impulsive di¤erential equation
with integral boundary conditions

8>>>><>>>>:
�('p(u0))0 = f(t; u; u0); t 2 J 0 = Jn ft0; ::; tm+1g ;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) = u
0(t�k ) +Nk(u

0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) =
1R
0

h1(x)u(x)dx; u(1) + bu
0(1) =

1R
0

h2(x)u(x)dx;

(1.1.1)

where 'p(y) = jyjp�2 y; y 2 R; p > 1; J = [0; 1]; t0 = 0 < t1 < :: < tm <
tm+1 = 1, where m is a �xed positive integer, f : J � R2 ! R; a and b are
positive real numbers, hi : J ! R+ are continuous functions (i = 1; 2) ; Ik and
Nk : R! R are continuous and nondecreasing functions for each k = 1; ::;m,
and u(t+k ) and u(t

�
k ) represent the right-hand limit and left-hand limit of u(t)

at t = tk.

Dynamical systems with discontinuous trajectories or, in other terms,
impulsive di¤erential equations, were considered at the beginning of the de-
velopment of nonlinear mechanics (see [32]) and the �rst mathematical study
of this subject was initiated by V. D. Milman and A. D. Myshkis [31]. Later,
numerous works of many mathematicians were devoted to study impulsive
di¤erential equations, see for example the books [6], [17], [28], [37] and [45]
and the papers [2], [4], [3], [5], [10], [18], [21], [23], [29], [34], [36], [39], [40], [41]
and [49]. Impulsive di¤erential equations arise naturally in medicine, biology,
ecology, population dynamics, mechanics, engineering and chaos theory ; see,
for example, [17], [25] and [45] and the references cited therein.

On the other hand, ordinary di¤erential equations with integral boundary
conditions were �rst considered by M. Picone [35] in 1908. He investigated
relationships that exist between integral equations and certain special nth-
order di¤erential equations with integral boundary conditions.

In 1911, E. Hilb [22] considered the following problem

2



8>>>><>>>>:
d2 ef
dx2

+ eq (x) ef = �eg (x) ; x 2 (0; 1) ;
e� ef (0)� e� ef 0 (0) = � 1R

0

ef (z)K (z) dz;
h2 ef (1)� h1 ef 0 (1) = 0;

(1.1.2)

where eq : [0; 1] ! R, eg : [0; 1] ! R and K : [0; 1] ! R are smooth functions
and e�, e�; h2 and h1 are real constants.
By using the following problem8>><>>:

d2 ef
dx2

+ eq (x) ef = K (x)� eg (x) ; x 2 (0; 1) ;ef (0) = e�; ef 0 (0) = e�;
h2 ef (1)� h1 ef 0 (1) = 0;

(1.1.3)

he derived the Green function for the problem (1.1.2), showed that the spec-
trum is discrete, and derived a nonself-adjoint eigenfunction expansion. The
importance of this work is that the presence of the integral in the �rst boun-
dary conditions in (1.1.2) induces the boundary term in the di¤erential equa-
tion in (1.1.3).
In 1912, R.Von Mises [48] studied the following problem8><>:

d
dx

�
1
c(x)

dZ
dx

�
= (�a (x) + b (x))Z;

x2R
x1

A (x)Z (x) dx = 0;
x2R
x1

B (x)Z (x) dx = 0;
(1.1.4)

where c; a, b, A and B are continuous functions and � is a parameter. He
is interested in this problem because of its occurrence in certain problems
of hydrodynamics (see [43]). His special case of hydrodynamic application

had a (x) = x + b�, b (x) = c (x) = 1; � =
v

�2�

p
�1; A (x) = exp (x),

B (x) = exp (�x) ; x1 = 0, x2 = b�, where b� and b� are a constants, v is
the speed, � is the tenacity coe¢ cient. R. Von Mises obtained existence and
oscillations theorems for problem (1.1.4) by using sturm�s method of passage
to the limit from an algebraic system. After this work di¤erential equations
with integral boundary conditions were studied by D. J. Tamarkin [46], W.
M. Whyburn, N. Cior¼anescu [15] and many others. The reader can consult
the survey paper of W. M. Whyburn [52] for details and references up to
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1942 or A. M. Krall [27] for more historical informations and references up
to 1975.
Problems with integral boundary conditions arise naturally in hydrody-

namics problems ( see [13] and [43] ), medical sciences (see [12], [33] and
[44]), semiconductor problems [24], Markov processes [20], thermal conduc-
tion problems [11], theory of ion di¤usion in channels (see [30], [38] and [54]
) and underground water �ow [19].
It is well know that the method of upper and lower solutions coupled with

monotone iterative technique has been used to prove existence of solutions
of nonlinear boundary value problems by various authors (see [8], [14], [16],
[18], [23], [29] and [47]).
The purpose of this work is to show that it can be applied successfully

to problems with integral boundary conditions of type (1.1.1). Our results
improve and generalize those obtained in [16], [18] and [29].
The plan of this paper is as follows : In section 2, we give some preliminary

results that will be used throughout the paper. In section 3, we state and
prove our main result. Finally in section 4, we give an example to illustrate
our results.

1.2 Preliminaries

In this section, we give some de�nitions and preliminary results that
will be used in the remainder of this paper.
Let

PC (J;R) =

8<:
u : J ! R; u(t) is continuous at t 6= tk;
left continuous at t = tk and its right hand limit
u(t+k ) at t = tk exists, k = 1; ::;m:

9=; ;
and

PC1 (J;R) =

8<:
u : J ! R; u(t) and u0(t) are continuous at t 6= tk;
left continuous at t = tk and their right hand limits
u(t+k ) and u

0(t+k ) at t = tkexists, k = 1; ::;m:

9=; :
For each u 2 PC1 (J;R), let

kukPC1(J;R) = maxfkukPC(J;R) ; ku0kPC(J;R)g;

where

4



kukPC(J;R) = sup
t2J
ju(t)j and ku0kPC(J;R) = sup

t2J
ju0(t)j :

Then PC1 (J;R) is a real Banach space with the norm kukPC1(J;R). We
consider the following boundary value problem8>><>>:

�('p(u0))0 +M'p(u) = H(t; u0); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) = u
0(t�k ) +Nk(u

0(tk)); k = 1; 2; ::;m;
u(0)� au0(0) = a0; u(1) + bu0(1) = b0;

(1.2.1)

where H : J�R! R is a function, a0 and b0 are a real numbers andM > 0:
We assume that H; Ik and Nk; k = 1; ::;m satis�es the following condi-

tions
(H1) H : J � R! Ris continuous at t 6= tk; lim

(s;v)!(t;v0)
s<t

H(s; v) = H(t; v0),

and lim
(s;v)!(t;v0)

s>t

H(s; v) exist for t = tk; k = 1; ::;m:

(H2) Ik and Nk : R ! R are continuous and nondecreasing for each
k = 1; ::;m:

Lemme 1.4 (Weak comparison principle)
Assume that the conditions (H1) and (H2) are satis�ed and let u1 and u2 be
such that ui 2 PC1 (J;R), 'p(u01i (J;R) ; i = 1; 2; and8>><>>:
F1
�
t; u1; u

0
1; ('p(u

00
1

�
� F2

�
t; u2; u

0
2; ('p(u

0
2))

0� ; t 2 J 0;
u1(t

+
k )� u1(t�k )� Ik(u1(tk)) = u2(t+k )� u2(t�k )� Ik(u2(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u01(t
+
k )� u01(t�k )�Nk(u01(tk)) � u02(t+k )� u02(t�k )�Nk(u02(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u1(0)� au01(0) � u2(0)� au02(0); u1(1) + bu01(1) � u2(1) + bu02(1);

where

F1
�
t; u1; u

0
1; ('p(u

00
1

�
= �('p(u01))0 +M'p(u1)�H(t; u01);

and
F2
�
t; u2; u

0
2; ('p(u

00
2

�
= �('p(u02))0 +M'p(u2)�H(t; u02):

Then u1(t) � u2(t); for all t 2 J:
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Preuve: Assume that there exists t� 2 [0; 1] such that

u1(t
�)� u2(t�) = sup

0�t�1
(u1(t)� u2(t)) = " > 0:

Case 1 : If t� = 0, we obtain the contradiction

0 < u1(0)� u2(0) � a (u01(0)� u02(0)) � 0:

A similar argument holds if t� = 1:
Case 2 : If t� 2 J 0; then since (u1 � u2) 2 PC1 (J;R) ; we have

(u1 � u2)0�) = 0;

which implies that
'p(u

0�
2 )) = 'p(u

0
1(t

�)):

Since 'p is strictly increasing, we obtain

�('p(u01))0�) + ('p(u02))0�) = lim
t!t�

�'p(u01)(t) + 'p(u02)(t)
t� t� � 0:

But at this point, we have

�('p(u01))0�) +M'p(u1(t�)) + ('p(u02))0�)�M'p(u2(t�))
� H(t�; u0�1 ))�H(t�; u02(t�)) = 0:

Which means that

�('p(u01))0�) + ('p(u02))0�) �M'p(u2(t�))�M'p(u1(t�)):

Since u1(t�) > u2(t�) and the function 'p is strictly increasing, then it follows
that

�('p(u01))0�) + ('p(u02))0�) < 0:
Which is a contradiction.
Case 3 : If there is a t� 2 J such that u1(t�) � u2(t�) = "; then by Case1
and Case2, we have t� = tk for some k = 1; 2; ::;m, and

u01(tk) � u02(tk): (1.2.2)

Since the functions Ik and Nk are nondecreasing, one has

u1(t
+
k )� u2(t+k ) = "; (1.2.3)
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and
u01(t

+
k ) � u02(t+k ): (1.2.4)

On the other hand by the de�nition of ", (u1 � u2) is nonincreasing in the
right of tk, then we have

u01(t
+
k ) � u02(t+k ): (1.2.5)

Then by (1.2.4) and (1.2.5), it follows that

u02(t
+
k ) = u

0
1(t

+
k ): (1.2.6)

Since 'p is strictly increasing, we obtain

� ('p(u01))0(t+k ) + ('p(u02))0(t+k ) = lim
t
>!t+k

�'p(u01)(t) + 'p(u02)(t)
t� t+k

� 0: (1.2.7)

On the other hand by (1.2.6), it follows that

�('p(u01))0(t+k ) +M'p(u1(t+k )) + ('p(u02))0(t+k )�M'p(u2(t+k ))
� H(tk; u01(t+k ))�H(tk; u02(t+k )) = 0:

Which means that

� ('p(u01))0(t+k ) + ('p(u02))0(t+k ) �M'p(u2(t+k ))�M'p(u1(t+k )): (1.2.8)

By (1.2.3), we have u1(t+k ) > u2(t
+
k ) and since the function 'p is strictly

increasing, then it follows that

� ('p(u01))0(t+k ) + ('p(u02))0(t+k ) < 0: (1.2.9)

Which is a contradiction with (1.2.7).
Case 4 : If u1(t)� u2(t) < " for all t 2 J: Then we have

u1(t
+
k )� u2(t+k ) = "; for some k = 1; 2; ::;m:

We put

sup [u1(t)� u2(t); tk�1 < t � tk] = "k > 0; k = 1; 2; ::;m+ 1:

We have the following two possibilities
i) u1(et) � u2(et) = "k; for some et 2 (tk�1; tk] : By Case 2 et 62 (tk�1; tk).
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However, if et = t�k then u02(tk) � u01(tk) and u02(t+k ) � u01(t+k ): Now repeating
the arguments used in Case 3 shows that this is impossible.
ii) u1(t+k�1)� u2(t+k�1) = "k.
Hence,

u1(t
�
k�1)� u2(t�k�1) � u1(t+k�1)� u2(t+k�1)

We get u2(tk�1) < u1(tk�1): Repeating the same procedure we employed so
far in Case 4 inductively, either we get a contradiction on the way or we
have �nally

sup [u1(t)� u2(t); t1 < t � t2] = "2 > 0: (1.2.10)

and u1(t+1 )� u2(t+2 ) > 0: Hence

sup [u1(t)� u2(t); 0 < t � t1] = "1 > 0:

Since u1(t)� u2(t) < "1 for t 2 (0; t1) by Case 2. So, we get

u1(t1)� u2(t1) = "1; and u02(t1) � u01(t1):

and thus u02(t
+
1 ) � u01(t+1 ): However, this and (1.2.10) imply again a contra-

diction as in the Case 2. Thus u2(t) � u1(t) on J:
The proof of Lemma 1.4 is complete. �

The proof of this Lemma is a generalization to that of Lemma 3.2 in [18].

Dé�nition 1.8 We say that u is a solution of (1.2.1) if
i) u 2 PC1 (J;R) and 'p(u01 (J;R) :
ii) u satis�es (1.2.1).

Dé�nition 1.9 We say that u is a lower solution of (1.2.1) if
i) u 2 PC1 (J;R) and 'p(u01 (J;R) :

ii)

8>><>>:
�('p(u0))0 � H(t; u0)�M'p(u); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) � u0(t�k ) +Nk(u0(tk)); k = 1; 2; ::;m;
u(0)� au0(0) � a0; u(1) + bu0(1) � b0:

Dé�nition 1.10 We say that u is an upper solution of (1.2.1) if
i) u 2 PC1 (J;R) and 'p(u01 (J;R) :

ii)

8>><>>:
�('p(u0))0 � H(t; u0)�M'p(u); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) � u0(t�k ) +Nk(u0(tk)); k = 1; 2; ::;m;
u(0)� au0(0) � a0; u(1) + bu0(1) � b0:
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Now, if moreover H is a bounded function, then we have the following
result

Théorème 1.3 Suppose (H1) and (H2) hold and there exists u and u lower
and upper solutions respectively for the problem (1.2.1) such that u(t) �
u(t) for all t 2 J . Then the problem (1.2.1) admits a unique solution u 2
PC1 (J;R) with 'p(u01 (J;R) such that

u(t) � u(t) � u(t), for all t 2 J:

Preuve: Using a proof similar to that of Theorem 2.2 in [36], we can prove
that the problem (1.2.1) admits at least one solution and by Lemma 1.4, it
follows that this problem admits a unique solution. �

Dé�nition 1.11 We say that u is a solution of (1.1.1) if
i) u 2 PC1 (J;R) and 'p(u

01 (J;R) :
ii) u satis�es (1.1.1):

Dé�nition 1.12 We say that u is a lower solution of (1.1.1) if
i) u 2 PC1 (J;R) and 'p(u

01 (J;R) :

ii)

8>>>><>>>>:
�('p(u0))0 � f(t; u; u0); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) � u0(t�k ) +Nk(u0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) �
1R
0

h1(x)u(x)dx; u(1) + bu
0(1) �

1R
0

h2(x)u(x)dx:

Dé�nition 1.13 We say that u is an upper solution of (1.1.1) if
i) u 2 PC1 (J;R) and 'p(u01 (J;R) :

ii)

8>>>><>>>>:
�('p(u0))0 � f(t; u; u0); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) � u0(t�k ) +Nk(u0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) �
1R
0

h1(x)u(x)dx; u(1) + bu
0(1) �

1R
0

h2(x)u(x)dx:

Now, we de�ne the Nagumo-Wintner condition.
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Dé�nition 1.14 We say that the function f : J � R2 ! R satis�es a
Nagumo-Wintner condition relative to the pair u and u; if there exist C � 0
and a functions Q 2 Lp(J) and 	 : [0;+1) ! (0;+1) continuous, such
that

jf(t; u; v)j � 	(jvj)
�
Q(t) + C jvj

1
p�1

�
; (1.2.11)

for all (t; u; v) 2 D; where

D =
�
(t; u; v) 2 J � R2 : u(t) � u(t) � u(t)

	
;

and
+1Z
0

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds = +1: (1.2.12)

We have the following result

Lemme 1.5 Assume that the conditions (H1) and (H2) are satis�ed and
f : J � R2 ! R satis�es Nagumo-Wintner conditions (1.2.11) and (1.2.12)
in D: Then there exists a constant K > 0; such that every solution of problem
(1.1.1) verifying u(t) � u(t) � u(t); for all t 2 J; satis�es ku0kPC(J;R) � K:

Preuve: Suppose to the contrary that there exists s 2 [0; 1] such that
ju0(s)j > K. Then we have the following two cases
Case A : There exists k0 2 f0; 1; ::;mg such that s 2 (tk; tk+1].
Case B : There exists k0 2 f0; 1; ::;mg such that s = t+k0 :
We only consider Case B. A similar argument holds for Case A:
Since u(t) � u(t) � u(t); for all t 2 J , we have

min
t2[t+k0 ;t

�
k0+1
]
ju0(t)j =Mk0 :

Take K > maxfMk0 ; ku0kPC(J;R) ; ku0kPC(J;R)g such that

'p(K)Z
'p(Mk0

)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds > kQkp eS p�1

p + C eS 1
p : (1.2.13)

There exists s1; s2 2 [t+k0 ; t
�
k0+1

] such that ju0(s1)j =Mk0 and ju0(s2)j = K.
Without loss of generality, we assume that s1 < s2, then we have the

following two cases
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(i) u0(s1) = Mk0 ; u
0(s2) = K and Mk0 � u0(t) � K, for all t 2 (s1; s2),

(ii) u0(s1) = � Mk0 ; u
0(s2) = �K and �K � u0(t) � �Mk0, for all

t 2 (s1; s2).
Assume that the case (i) holds. The other can be handled in a similar

way.
Since u is a solution of the problem (1.1.1) and by Nagumo-Wintner

condition (1.2.11), we have

('p(u
0))0(t) � 	(u0(t))

�
Q(t) + C (u0(t))

1
p�1
�
; for all t 2 (s1; s2): (1.2.14)

Now if we put s = 'p(u
0(t)) in (1.2.13), we obtain

'p(K)Z
'p(Mk0

)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds =

s2Z
s1

�
'p(u

0(t))
� 1
p

	(u0(t))

�
'p(u

0(t))
�0
dt: (1.2.15)

Then by (1.2.15), it follows that

'p(K)Z
'p(Mk0

)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds =

s2Z
s0

�
'p(u

0(t))
� 1
p

	(u0(t))

�
'p(u

0(t))
�0
dt;

and by (1.2.14), we have

'p(K)R
'p(Mk0

)

s
1
p

	(jsj
1

p�1 )
ds �

s2R
s1

�
'p(u

0(t))
� 1
p

	(u0(t))
	(u0(t))

�
Q(t) + C (u0(t))

1
p�1

�
dt

=
s2R
s1

�
'p(u

0(t))
� 1
p

�
Q(t) + C (u0(t))

1
p�1

�
dt

=
s2R
s1

(u0(t))
p�1
p Q(t)dt+ C

s2R
s1

(u0(t))
p�1
p (u0(t))

1
p�1 dt

� kQkp

 
s2R
s1

�
(u0(t))

p�1
p

� p
p�1
dt

! p�1
p

+

+C

 
s2R
s1

�
(u0(t))

1
p

�p
dt

! 1
p
 
s2R
s1

(1)
p

p�1 dt

! p�1
p

= kQkp (u(s2)� u(s1))
p�1
p + (u(s2)� u(s1))

1
p (s2 � s1)

� kQkp eS p�1
p + C eS 1

p ;
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which is a contradiction with (1.2.13). �

1.3 Main results

In this section, we state and prove our main result. On the nonlinearity
f , we shall impose the following conditions
(H3) f : J � R2 ! R is continuous for t 6= tk; k = 1; 2; ::;m;

lim
(s;u;v)!(t;u0;v0)

s<t

f(s; u; v) = f (t; u0; v0) and lim
(s;u;v)!(t;u0;v0)

s>t

f(s; u; v) exist

for t = tk; k = 1; ::;m:
(H4) There exists a positive real number M such that u ! f(t; u; v) +
M'p(u) is increasing, for all t 2 J and v 2 R:

Also, we will assume the existence of an ordered pair of lower and upper
solutions u and u satisfying

u(t) � u(t); for all t 2 J:

The main result of this work is

Théorème 1.4 Let u and u be a lower and upper solution respectively for
problem (1.1.1) such that u � u in J: Assume that the conditions (H3) and
(H4) are satis�ed and the Nagumo-Wintner conditions relative to u and u
holds. Then the problem (1.1.1) has a maximal solution u� and a minimal
solution u� such that for every solution u of (1.1.1) with u � u � u in J , we
have

u � u� � u � u� � u in J:

For the proof of this theorem, we need a preliminary lemma
Let w;w 2 PC1 (J;R) be �xed such that
i) 'p(w

0); 'p(w
01 (J;R) :

ii) u � w � w � u in J:
For all v 2 R, we de�ne the function � by

�(v) = maxf�K;minfv;Kgg, for all v 2 R;

whereK is the constant de�ned in the proof of Lemma 1.5. Then the function
� is continuous and bounded. In fact, we have �(v) = v, for all v such that
jvj � K and j�(v)j � K; for all v 2 R:
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We consider the following problems8>>>><>>>>:
�('p(u0))0 +M'p(u) = f(t; w; �(u0)) +M'p(w); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) = u
0(t�k ) +Nk(u

0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) =
1R
0

h1(x)w(x)dx; u(1) + bu
0(1) =

1R
0

h2(x)w(x)dx;

(1.3.1)
and 8>>>><>>>>:

�('p(u0))0 +M'p(u) = f(t; w; �(u0)) +M'p(w); t 2 J 0;
u(t+k ) = u(t

�
k ) + Ik(u(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0(t+k ) = u
0(t�k ) +Nk(u

0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u(0)� au0(0) =
1R
0

h1(x)w(x)dx; u(1) + bu
0(1) =

1R
0

h2(x)w(x)dx:

(1.3.2)

Lemme 1.6 Let w and w be a lower and upper solutions respectively for
problem (1.1.1). Assume that the conditions (H3) and (H4) are satis�ed and
the Nagumo-Wintner conditions relative to u and u holds. Then there exists
a unique solution eu and bu of (1.3.1) and (1.3.2) such that

u � w � eu � bu � w � u 2 J:
Preuve: The proof of this lemma is similar to that of Lemma 5 in [16]. So,
it is omitted. �

Preuve: of Theorem 1.4 : The proof will be given in several steps.
We take u0 = u; u0 = u and de�ne the sequences (un)n2N; (un)n2N by

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�('p(u0n+1))0 +M'p(un+1) = f(t; un; �(u0n+1)) +M'p(un); t 2 J 0;
un+1(t

+
k ) = un+1(t

�
k ) + Ik(un+1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0n+1(t
+
k ) = u

0
n+1(t

�
k ) +Nk(u

0
n+1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

un+1(0)� au0n+1(0) =
1R
0

h1(x)un(x)dx;

un+1(1) + bu
0
n+1(1) =

1R
0

h2(x)un(x)dx;

(Pn+1)
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and

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�('p(u0n+1))0 +M'p(un+1) = f(t; un; �(u0n+1)) +M'p(un); t 2 J 0;
un+1(t

+
k ) = un+1(t

�
k ) + Ik(un+1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0n+1(t
+
k ) = u

0
n+1(t

�
k ) +Nk(u

0
n+1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

un+1(0)� au0n+1(0) =
1R
0

h1(x)un(x)dx;

un+1(1) + bu
0
n+1(1) =

1R
0

h2(x)un(x)dx:

(Qn+1)

Step 1 : For each n 2 N; we have

u � u1 � ::: � un � un+1 � un+1 � un � ::: � u1 � u in J:

Proof
i) For n = 0; we have

8>>>><>>>>:
�('p(u01))0 +M'p(u1) = f(t; u; �(u01)) +M'p(u); t 2 J 0;
u1(t

+
k ) = u1(t

�
k ) + Ik(u1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u01(t
+
k ) = u

0
1(t

�
k ) +Nk(u

0
1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u1(0)� au01(0) =
1R
0

h1(x)u(x)dx; u1(1) + b
0u1(1) =

1R
0

h2(x)u(x)dx;

(P1)

and

8>>>><>>>>:
�('p(u01))0 +M'p(u1) = f(t; u; �(u01)) +M'p(u); t 2 J 0;
u1(t

+
k ) = u1(t

�
k ) + Ik(u1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u01(t
+
k ) = u

0
1(t

�
k ) +Nk(u

0
1(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u1(0)� au01(0) =
1R
0

h1(x)u(x)dx; u1(1) + bu
0
1(1) =

1R
0

h2(x)u(x)dx:

(Q1)

Since u and u are lower and upper solutions of problem (1.1.1), then
by Lemma 1.6, it follows that

u � u1 � u1 � u in J:
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ii) Assume for �xed n > 1, we have

u � un�1 � un � un � un�1 � u in J;

and we show that

u � un � un+1 � un+1 � un � u in J:

Let t 2 J 0, we have

� ('p(u0n))0 +M'p(un) = f(t; un�1; �(u0n)) +M'p(un�1): (1.3.3)

Since un � un�1 and using the hypothesis (H3); we obtain

f(t; un�1; �(u
0
n)) +M'p(un�1) � f(t; un; �(u0n)) +M'p(un): (1.3.4)

Then by (1.3.3) and (1.3.4); it follows that

8t 2 J 0;�('p(u0n))0 � f(t; un; �(u0n)):

Now by using a proof similar to that of Lemma 1.5, we can prove that
ku0nkPC(J;R) � K: Hence �(u0n) = u0n and we obtain

8t 2 J 0;�('p(u0n))0 � f(t; un; u0n): (1.3.5)

On the other hand, we have�
un(t

+
k ) = un(t

�
k ) + Ik(un(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u0n(t
+
k ) = u

0
n(t

�
k ) +Nk(u

0
n(tk)); k = 1; 2; ::;m:

and

un(0)� au0n(0) =

1Z
0

h1(x)un�1(x)dx

�
1Z
0

h1(x)un(x)dx:

That is

un(0)� au0n(0) �
1Z
0

h1(x)un(x)dx; (1.3.6)
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and

un(1) + bu
0
n(1) =

1Z
0

h2(x)un�1(x)dx

�
1Z
0

h2(x)un(x)dx:

That is

un(1) + bu
0
n(1) �

1Z
0

h2(x)un(x)dx: (1.3.7)

Then by (1.3.5), (1.3), (1.3.6) and (1.3.7), it follows that un is an upper
solution of (1.1.1): Similarly, we can prove that un is a lower solution
of (1.1.1): Then by Lemma 1.6, there exists a unique solution un+1 and
un+1of (Pn+1) and (Qn+1) such that

u � un � un+1 � un+1 � un � u in J:

Hence, we have

8n 2 N; u � un � un+1 � un+1 � un � u in J:

Step 2 : The sequence (un)n�1 converge to a maximal solution of
(1.1.1).

Proof : By Step 1 and since ku0nkPC(J;R) � K; for all n 2 N; it follows
that the sequence (u0n)n2N is uniformly bounded in PC

1 (J;R) :
Let J1 = [0; t1] ; J2 = (t1; t2] ; ..., Jm = (tm�1; tm] ; Jm+1 = (tm; 1] : Then

J =
k=m+1S
k=1

Jk:

Now let " > 0, and t; s 2 J1 such that t < s; then for each n 2 N; we have

��'p(u0n+1(s))� 'p(u0n+1(t))�� =

������
sZ
t

�
f(� ; un(�); �(u

0
n+1(�)))

+M
�
'p(un (�))� 'p(un+1 (�))

� � d�
������

�
sZ
t

���� f(� ; un(�); �(u
0
n+1(�)))

+M
�
'p(un (�))� 'p(un+1(�)

� ���� d�
� (M1(f) + 2MM2) js� tj ;
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where

M1(f) = sup fjf(t; u; v)j ; t 2 J; u � u � u and jvj � Kg ;

and
M2 = max

���'p(u)�� ; u � u � u	 :
If we put K1 =M1(f) + 2MM2, one has��'p(u0n+1(s))� 'p(u0n+1(t))�� � K1 js� tj :

Then if we choose
js� tj � "

K1 + 1
;

we obtain ��'p(u0n+1(s))� 'p(u0n+1(t))�� < ":
Therefore the sequence

�
'p(u

0
n)
�
n2N is equicontinuous on J1.

Now since the mapping '�1p is an increasing homeomorphism from R onto
R; we deduce from��u0n+1(s)� u0n+1(t)�� = ��'�1p �'p(u0n+1(s))�� '�1p �'p(u0n+1(t))��� < ";
that the sequence (u0n)n2N is equicontinuous on J1:
Hence by the Arzéla-Ascoli theorem, there exists a subsequence (u(1)n )n2N

of (un)n2N which converges in C1 (J1) :
Consider the subsequence (u(1)n )n2N on the interval J2. On this interval

the subsequence (u(1)n )n2N is uniformly bounded and equicontinuous. So, it
has a subsequence (u(2)n )n2N uniformly convergent on the interval (t1; t2]
Continuing this process for the intervals (t2; t3] ; ::; (tm; tm+1], we see that

the sequence (un)n2N has a subsequence (u(m+1)n )n2N which will converge uni-
formly on the interval J:
Let

u(m+1) = lim
n!+1

u(m+1)n :

Then �
u(m+1)

�0
= lim

n!+1

�
u(m+1)n

�0
:

But by Step 1, the sequence (un)n2N is decreasing and bounded from below,
then the pointwise limit of this sequence exists and it is denoted by u�. Hence,
we have u(m+1) = u� and moreover, the whole sequence converges to u�:
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Let k 2 f0; ::;mg �xed; and t; s 2 (tk; tk+1) ; we have

�'p(u0n+1(s)) = �'p(u0n+1(t)) +
sZ
t

�
f(� ; un(�); �(u

0
n+1(�)))

+M
�
'p(un)� 'p(un+1)

� � d� :
Now, as n! +1; we obtain

bf(� ; un(�); �(u0n+1(�))) �!
n!+1

f(� ; u�(�); �((u�)0 (�)));

where

bf(� ; un(�); �(u0n+1(�))) = f(� ; un(�); �(u0n+1(�)))+M �
'p(un(�))� 'p(un+1(�))

�
:

Also, there exists a strictly positive number K3 such that for all n in N and
� in J , we have��f(� ; un(�); �(u0n+1(�))) +M �

'p(un)� 'p(un+1)
��� � K3:

Hence, the dominated convergence theorem of Lebesgue implies that

�'p((u�)
0 (s))) = �'p((u�)

0 (t))) +

sZ
t

f(� ; u�(�); �((u�)0 (�))))d� :

Thus, we obtain

8t 2 (tk; tk+1) ;�('p((u�)
0))0�; �(u�

0
)): (1.3.8)

Then, for each k = 1; ::;m; we have

8t 2 (tk; tk+1) ;�('p((u�)
0))0�; �(u�

0
)):

That is
8t 2 J 0;�('p((u�)

0))0�; �(u�
0
)): (1.3.9)

Also, by the dominated convergence theorem of Lebesgue, we have8>><>>:
u�(0)� au�0(0) =

1R
0

h1(x)u
�(x)dx;

u�(1) + bu�0(1) =
1R
0

h2(x)u
�(x)dx:

(1.3.10)
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On the other hand since the functions Ik and Nk are continuous, one has�
u�(t+k ) = u

�(t�k ) + Ik(u
�(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u�0(t+k ) = u
�0(t�k ) +Nk(u

�0(tk)); k = 1; 2; ::;m:

By (1.3.9),(1.3.10) and (1.3), it follows that u� is a solution of the following
problem8>>>><>>>>:

�('p(u�0))0�; �(u�0)); t 2 J 0;
u�(t+k ) = u

�(t�k ) + Ik(u
�(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u�0(t+k ) = u
�0(t�k ) +Nk(u

�0(tk)); k = 1; 2; ::;m;

u�(0)� au�0(0) =
1R
0

h1(x)u
�(x)dx; u�(1) + bu�0(1) =

1R
0

h2(x)u
�(x)dx:

Now using a proof similar to that of Lemma 1.5, we prove that


(u�)0



PC(J;R) �
K: Hence �(u�0) = u�0 and consequently u� is a solution of (1.1.1).
Now, we proved that if u is another solution of (1.1.1) such that u � u � u

in J , then u � u� in J: Since u is a lower solution of (1.1.1), then by Step1,
we have

8n 2 N; u � un:
Letting n �! +1; we obtain

u � lim
n!+1

un = u
�;

which means that u� is a maximal solution of problem (1.1.1):
Step 3 : The sequence (un)n2N converges to minimal solution of (1.1.1).
Proof : The proof is similar to that of Step 2, so it is omitted.
The proof of our result is complete. �

1.4 Application

In this section, we apply the previous result to the following problem8>>>>><>>>>>:

�('p(u0))0k(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1

�
; t 2 J 0 = [0; 1]nf1

2
g;

u(1
2

+
) = u(1

2

�
) + 1

2
;

u0(1
2

+
) = u0(1

2

�
) + 1;

u(0) =
1R
0

u(t) sin tdt; u(1) =
1R
0

u (t) cos tdt;

(1.4.1)
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where p > 1, k = 2l + 1; l 2 N and g : J ! R is a function de�ned by

g(t) =

8<:
�t� 1; if t 2

�
0; 1

2

�
;

sin(t� 1
2
)

1
2
� t

; if t 2
�
1
2
; 1
�
:

The function g is continuous for t 6= 1

2
, g(1

2

�
) = �3

2
and g(1

2

+
) = �1:

We put by de�nition

f(t; u; u0k(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1
�
: (1.4.2)

Let

u(t) =

�
�t� 1; if t 2

�
0; 1

2

�
;

�1; if t 2
�
1
2
; 1
�
;

and

u(t) =

�
1; if t 2

�
0; 1

2

�
;

1 + t; if t 2
�
1
2
; 1
�
:

We have
u(t) � u(t); for all t 2 J:

It is easy to check that

0 = �('p(u0))0 � g(t)uk(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1
�
= 2(�t� 1)k+1; 8t 2

�
0;
1

2

�
;

and

0 = �('p(u0))0 � g(t)uk(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1
�
=
sin(t� 1

2
)

1
2
� t

(�1)k; 8t 2
�
1

2
; 1

�
:

That is
� ('p(u0))0 � f(t; u; u0); for all t 2 J 0: (1.4.3)

Also, we have

u(
1

2

+

) = �1 = u(1
2

�
) +

1

2
; (1.4.4)

u0(
1

2

+

) = 0 = u0(
1

2

�
) + 1; (1.4.5)
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u(0) = �1 � cos 1� 5
2
cos

1

2
+ sin

1

2
+ 1 =

1Z
0

u(t) sin tdt; (1.4.6)

and

u(1) = �1 � cos 1
2
� sin 1 + 5

2
sin
1

2
� 1 =

1Z
0

u(t) cos tdt: (1.4.7)

Then by (1.4.3), (1.4.4), (1.4.5), (1.4.6) and (1.4.7), it follows that u is a
lower solution of problem (1.4.1).
On the other hand, we have

�('p(u0))0 = 0 � �t = g(t)uk(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1
�
; for all t 2

�
0;
1

2

�
;

and

�('p(u0))0 � 2
sin(t� 1

2
)

1
2
� t

(t+1)k = g(t)uk(t)
�
1 + ju0(t)j

1
p�1
�
; for all t 2

�
0;
1

2

�
That is

� ('p(u0))0 � f(t; u; u0); for all t 2 J 0: (1.4.8)

Also, we have

u(
1

2

+

) =
3

2
= u(

1

2

�
) +

1

2
; (1.4.9)

u0(
1

2

+

) = 1 = u0(
1

2

�
) + 1; (1.4.10)

u(0) = 1 � sin 1� 2 cos 1 + 1
2
cos

1

2
� sin 1

2
+ 1 =

1Z
0

u(t) sin t dt; (1.4.11)
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and

u(1) = 2 � cos 1 + 2 sin 1� cos 1
2
� 1
2
sin
1

2
=

1Z
0

u(t) cos t dt: (1.4.12)

Then by (1.4.8), (1.4.9), (1.4.10), (1.4.11) and (1.4.12), it follows that u is a
upper solution of problem (1.4.1).
On the other hand, it is not di¢ cult to prove that the function f de�ned

by (1.4.2) satis�es the hypothesis of Theorem 1.4 and consequently, it follows
that the problem (1.4.1) has a minimal and a maximal solutions.
Acknowledgment : The authors would like to thank the referee for his
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