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Résumé :

L’objectif de cette these est I’étude de 'existence des solutions pour cer-
taines classes des problémes aux limites quasilinéaires. En utilisant la mé-
thode de sous et sur solutions avec une technique itérative monotone pour
construire les solutions minimales et maximales. Cette méthode est liée au
principe de maximum et aux résultats de comparaison.

Il bien connue qu’elle est un outil puissant pour obtenir des résultats des
existences et localisation des solutions pour les problemes aux limites.

Mots clés : Probléme aux limites, probléme impulsif, p-laplacien, la mé-
thode de sous et sur solutions, principe de comparaison, les conditions de
Nagumo-Wintner.

Abstract :

The subject of this thesis is studied the existence of solutions for some quasi-
linear elliptic boundary value problems. By using the upper-lower method
with monotone iterative technique, we constructed the minimal and the maxi-
mal solutions. This method is connected with the maximum principle and
the comparison results.

It is well know that this method is a powerful tool to obtain the existence
results and the localization of solutions for boundary value problems.

Keywords : Boundary value problem, impulsive problem, p-laplacian,
Upper and lower method, comparison principle, Nagumo-Wintner condi-
tions.
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Introduction

En 1890, Picard a introduit une méthode importante dans ’étude de
I’existence des solutions pour des problémes aux limites nonlinéaires. La mé-
thode est dite des sous et sur solutions (voir [76], [77]). Dans la théorie des
EDO, cette méthode est liée au principe du maximum et aux résultats de
comparaison. Elle permet d’obtenir des résultats d’existence et la localisa-
tion d’une solution d’un probléme aux limites en présence d’'un couple de
fonctions, appelées sous solution et sur solution, bien ordonnées. Par une
technique itérative, il est possible de construire les solutions minimales et
maximales entre la sous et la sur solution .

Dans cette thése, on s’intéresse & la construction des solutions pour cer-
taines classes de problémes aux limites quasilinéaires faisant intervenir ’opé-
rateur p-laplacien dans des intervalles bornés ou non bornés donnés par

- (@p(u/)), = f(tau’ u/)7t el (1)

avec la condition aux limites suivante
u(0) — au'(0) = L(u), (2)

ot ,(y) = P2y, y e R, p>1,f:1xR2— R est une fonction continue,
L : CY(I) — R est une fonctionnelle croissante et a est un réel positif.
L’opérateur p-laplacien joue un role important dans certaines applica-
tions en physique tels que la mécanique non-Newtienne, 1’élasticité non li-
néaires,...etc.
Il est bien connu que la méthode de sous et sur solutions est devenue, par
sa simplicité, un outil puissant pour montrer ’existence des solutions pour

les problémes du type (I))-(2).(voir [74], [75]).
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Les problemes que I’on va considérer dans cette thése sont classés comme
suit :

Les problémes aux limites dans des domaines non bornés : Les
problémes aux limites dans des intervalles semi infinis ont de nombreuses
applications dans des problémes de physiques. Par exemple, dans I’étude des
solutions radiales des équations elliptiques non linéaires, 1’élasticité linéaire,
I’écoulements des fluides, ’écoulement instable de gaz & travers un milieu
semi-infini poreux et dans la détermination du potentiel électrique dans un
atome neutre isolé, (voir [5],[6],[13]).

L’existence des solutions de ce type des problémes a été étudié par plu-
sieurs auteurs en utilisant des différentes méthodes, citons par exemple : la
méthode de sous et sur solutions, les méthodes variationelles, les théorémes
du point fixe ( voir [6], [9], [13], [26], [47], [48], [59], [60]). Une grande partie
de la théorie des problémes aux limites dans les intervalles infinis ont été
présentés dans [5.

Les problémes impulsifs : Ce sont des systémes dynamiques avec des
trajectoires discontinues. Elles apparaissent naturellement en médecine, bio-
logie, 1’écologie, la dynamique des populations, la mécanique, voir ([17] , [25],
[45]).

D’autre part, les équations différentielles ordinaires avec des conditions
aux limites intégrales ont d’abord été étudiées par M. Picone [35] en 1908. 11
a étudié les relations qui existent entre les équations intégrales et certaines
équations différentielles d’ordre n avec des conditions aux limites intégrales .

Cette these est constituée de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, en utilisant la méthode de sous et sur solutions
et une technique itérative, on construit des solutions minimales et maximales
pour le probléme aux limites suivant :

{ —(pp () = f(x,u), x €]0,400],
u(0) — au/(0) = L(u),

Le second chapitre est consacré a la construction des solutions extrémales
du probléme aux limites suivant :

{ _(90p<u/)), = f(:(],u,u'), S ]07 +OO[7
u(0) — au'(0) = L(u),
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Le troisiéme chapitre est consacré a la construction des solutions pour le
systéme aux limites suivant :

w(0) — art'(0) = Ly (u), (3)
)

ot ¢, (y) = [y"*y, y € R, p.g > L,p # q, fi : I x R? — R sont deux
fonctions continues, L; : C*'(I) — R sont deux fonctionnelles croissantes, a
et b sont deux réels positifs .

Dans le dernier chapitre, on énonce et on montre I’existence des solutions
minimales et maximales pour un probléme quasilinéaire elliptique impulsif
avec des conditions aux limites non locales suivant :

—(pp (W) = f(t,u,0), £ 4, 0,1, ¢ € ]0 1,
u(ty) = ulty) + Iu(u(te)), k=1,2,.
(t+)—u(tk)+Nk( '(t)), k 1,2,.., 1

u(0) — av/( fhl(m x)dz, u(l) +bu/'(1) = thQ(a:)u(m)dx,

ot p,(y) = |y\p_2y, yeR p>1,J=[01],t=0<1t <. <ty <
tmi1 = 1, avec m est un entier positif fixé, f : J x R? — R, a et b sont
deux réels positifs, h; : J — R, sont deux fonctions continues (i = 1,2),

I et N, : R — R sont des fonctions continues croissantes pour chaque
k=1,...m






Chapitre 1

Existence des solutions
minimales et maximales pour
un probléme aux limites
quasilinéaire avec une condition
nonlocale dans R™

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est la construction des solutions minimales et
maximales pour le probléme aux limites suivant

_( p(ul)), = f(.f,U), rel,
{ u(Oﬁ — a(0) = L(u), (1.1)

ot p,(y) = P 2y, y € R,p>1,1=1]0,+00[, f: I xR — R est une
fonction continue, L : C*(I) — R est une fonctionnelle croissante et a est un
réel positif.

Les problémes aux limites dans les domaines non bornés intervient dans
les études des solutions radiales pour des problémes quasilinéaires elliptiques
et dans certain problémes physiques (voir [5], [6] et [13]).

L’existence des solutions pour les problémes aux limites nonlinéaires dans
la demi droite R™ a été étudiée par plusieurs auteurs en utilisant différentes
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méthodes citons par exemple : la méthode des sous et sur solutions, les théo-
ries du point fixé et le degré topologique (voir [16], [33], [74] et [75]).

La méthode utilisée dans ce chapitre pour montrer I’existence des solu-
tions du probléme ((1.1)) est la méthode de sous et sur solutions, et par une
technique itérative, on montre I'existence des solutions minimales et maxi-
males entre la sous et la sur solution. Les résultats de ce chapitre se trouvent
dans [30].

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la deuxiéme section, on in-
troduit quelques définitions et lemmes qui sont utiles pour la suite. Dans la
troisieme section, on présente et on montre notre résultat. Finalement, on
donne un exemple d’application.

1.2 Préliminaires
On considére le probléeme aux limites suivant

—(pp(u)) + M, (u) = F(x), z € (0,r),
uEOS — Zu’(O) = ay, (1.2)

ou F: [0,7] — R est une fonction continue, r > 0 et a, ag,by et M sont des
nombres réels tels que a > 0 et M > 0.

Définition 1.1 On dit que u est une solution du probléme(1.2) si :
(1) ue C'([0,r]) et ,(u') € C'(0,7).
(13)u satisfait le probléeme ((1.2]) .

Définition 1.2 On dit que « est une sous solution du probléme (1.2) si :
(1) a € C'([0,7]) et p (/) € C(0,7).

—(pp(a)) + Mo, (a) < F(z), © € (0,7),
(17) ¢ a(0) — ad/(0) < aq,

a(r) < b.

Définition 1.3 On dit que B est une sur solution du probléeme (1.2) si :
(i) B € CH[0,7]) et p,(8) € CH(0,7).

—(¢p(8) + Mg, (8) = F(z), x € (0,1),
(i1) § B(0) —aB'(0) > ao,

5(7“) > by.



Lemme 1.1 (Principe de comparaison faible)
Soient uy et uy deux fonctions tels que u; € C*([0,7]), ¢,(uj) € C*(0,7),i
1,2, et

—(pp(u1)) + M, (ur) = F(x) < =(p,(us)) + Mp,(uz) — F(x), € (0,r),
u1(0) = auy (0) < up(0) — aus(0),
u (r) < ua(r),

alors uy () < us(x), pour tout x € [0,r].

Preuve: Supposons qu'il existe z* € [0, r] telle que

ur(x*) — ug(z™) = JMax (u1(x) —ug(x)) =€ > 0.

Comme (u; —ug) € C*([0,7]), on a
(1 = u2)'(z7) = 0,
Cas 1 : Si z* = 0, on obtient la contradiction suivante
0 < u1(0) —ug(0) < a(uf(0) —uy(0)) <0.

D’une fagon similaire, on montre pour le cas ou z* = r.
Cas 2:Siz* € (0,r), on a

pp(us(27)) = @ (uy (7).

Puisque ¢, est une fonction strictement croissante, on obtient

e ) (@) + (o () (o) = lim Lol T £p{2)(0)

T—x* r — x*

>0. (14)
Mais en ce point, on a
— (0, (1)) (27) + (0, (1)) (27) = Mg, (uz(27)) + Mg, (ur (7)) < F(2")—F(z7) = 0.
C’est a dire

—(p(u1))'(27) + (0, (u2)) (27) < M (9, (u2(2")) — 0, (ur(27))) -
Comme uy (%) > up(x*) et ¢, est strictement croissante, il résulte que

—(0,(u1))' (%) + (g, (1)) (2") < 0.
Ce qui contredit(|1.4). m
On a le résultat suivant

Lemme 1.2 Le pmbléme admet une unique solution.



Preuve: On pose par définition a(z) = —L; et f(x) = Lo, o Ly et Lo
sont des nombres réels strictement positifs.
La fonction « est une sous solution du probléme (1.2)) si :

—(pp(a)) + Mp,(a) < F(z), € (0,r),

C’est-a-dire
~MIT < F@), w € (0,1),

Si on choisit

2—p
_F p—1 _F
o = v

M M

Ll 2 max >_a07_b070 9

on obtient que « est une sous solution du probléme (|1.2)).
D’une fagon similaire, si on choisit

max F'(x) =
z€[0,r]

M 7a07b070 )

Lo > max

on obtient que [ est une sur solution du probléme (|1.2)).
Comme « et 3 sont la sous et la sur solution du probléme , alors d’apres
le Théoréme 2.1 dans [16], il résulte que ce probléme admet au moins une
solution .

Maintenant, on suppose que le probléeme ([1.2)) admet deux solutions u,
et ug, alors d’aprés le Lemme [1.4] on a u; < us et ug > uy. M

Notation 1.1 Soit A un sous ensemble de R, on note par C} (A) l’espace
des fonctions qui sont C*(K) pour chaque compact K de A.

Définition 1.4 On dit que u est une solution du p'robléme St :

(Z) (AS Clloc<[) et @p(u,) € Clloc<[>’

(id) —(p,(v))" = f(z,u), v € (0,b), pour chaque b >0,
"1 u(0) —au/(0) = L(u),
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Définition 1.5 On dit que u est une sous solution du probléme (1.1]) si :

() u e Cloc(_> et QOP( ) € Cloc( )
(id) { —(p, ()" < f(z,u),r € (0,b), pour chaque b >0,
u(0) — aw/(0) < L(u).

Définition 1.6 On dit que u est une sur solution du probléme (1.1]) si :

() u e Cloc(_> et Sop( ) € Cloc( )
(id) { —(p,(@))" > f(z,w),r € (0,b), pour chaque b >0,
u(0) — aw'(0) > L(u).

1.3 Reésultat Principal

Dans cette section, on énonce et on montre le résultat principal de ce
chapitre.

Pour la nonlinéarité de f, on suppose que la condition suivante est satis-
faite.

(H) L’application u + f(x,u) + My, (u) est croissante, pour tout = € I.
On suppose l'existence d’une sous solution u et d’une sur solution u tels que

u(x) < u(z), pour tout x € 1.
On a le résultat suivant :

Théoréme 1.2 Soient u et u la sous et la sur solutions respectivement du
probléme telles que u(z) < u(x), pour tout x € I. Supposons que la
condition (H) est satisfaite, alors le probléme admet une solution mi-
nimale u, et une solution mazrimale u* telle que pour toute solution u du
pmbléme avec u < u <7 dans I, on a :

w(r) < u.(r) < u(z) <u*(x) <u(x), pour toutx € 1.

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.
On considére le probléme aux limites suivant

( p( )) + Mgpp(un) - f(l’, Un—l) + M@p(Un—l)a WS Im
unE )) au )(( )) L(Up-1), (1.5)

11



ou la suite de fonction (Up,)nen est définie par Uy = u(o), ot u® soit la sur
solution u ou bien la sous solution u et

up(z), T € 1,,

Un(z) = { w0 (2), z € I\, (16)

ou I, = (0,n), pour tout n € N*.
Etape 1 : Pour tout n € N*, le probléme (1.5) admet une unique solution
u, telle que u,, € C1(I,) et <pp( ) e CcM(I )

Preuve :

i) Pour n =1, on a

—(QOP(UII)) + MSOp(Ul) = f(CL’,U(O)) + MQOP(U(O)>, T e ]nu
uy(0) — auy (0) = L), (1.7)
up(1) = u®(1).

Comme les fonctions f et <pp sont continues et ul®) € C*(I), alors d’aprés
le Lemme [I.2] le probléme [I.5] admet une unique solution u; telle que u; €
CU(T,) et (1) € CH()).

ii) Supposons pour n > 1 fixé, le probléme admet une unique solution
telle que u, € CH(I,,) et @, (ul,) € CH(I,,),

et montrons que le probléme suivant

_(Qpp( In+1))/ + M@p(un-‘rl) = f([E, Un) + M90p<Un>a T € ]n+17
tn4+1(0) — a1, (0) = L(Uy), (1.8)
Unsa(n 4+ 1) = ul(n +1),

admet une unique solution telle que ;1 € C'(In41) et @, (ul, 1) € CH(Ini1).

Puisque u® € CY(I), u,, € C*(1,)) et u,(n) = u®(n), alors par on
a la fonction U,, est continue sur I.

Maintenant, comme f, gop et U, sont continues sur I, donc d’aprés le
Lemme le probléme admet une unique solution telle que u, 1 €
C'(Int1) et @, (upiq) € CF ( n+1) O
D’apres I’étape 1, pour chaque n € N*, le probléme admet une solution
unique 7, si u(®) =% et une solution unique w,si u(®) = w.

Maintenant, on construit les suites (U")n>1 et (U,),>; de la maniére suivante

— [ (), v €1,
Un() = { u(x), v € I\I,,

12



et _
)= { ) S
Etape 2:VneN* ona
u<U; <..<U,<U, ;1 <U,1 <U,<...<U;<udans . (1.9)

Preuve : En utilisant le Lemme [T.4] il n’est pas difficile de montrer que
u<U,<uetu<U, <7, pour tout n € N*.
Maintenant, on montre que

vn € N*a Un S Un—i—l et QnJrl S Q

n*

Soit n € N*, on distingue trois cas
Cas1:Sixz € I\l,1,0na

u(z) <U(x) = Uppr(2) = Un(z) < 7().
Cas 2:Six €I, \I,,ona
u(x) < Upyr (2) = Unpa(z) < T(x) = Up().

Cas 3:Sizxel,:Pourcecas,onal, s =U,1 et U, =1u,.
i) Pour n =1, 0on a :

— (0, (13))'+ (0, (1)) +Mepy, (W) =0, () = f(w,Un)+Mep,, ()= f (2, %)= Mep, (w), dans 1.

D’aprés ’hypothése (H) et comme uw; < , on a
flx, ) + Mo, () < f(z,7) + My, (u),dans ;.
Ce qui entraine que
— (gop(ﬂé))' + Mo, (uy) < —(sﬁp(ﬂ'l))' + M, (1), dans 1. (1.10)

D’autre part, on a

g
[\
—
(=)
~—
I
Q
£
o~
—~
o
~—
I
~

IAIA

u1(0) — awy(0), (1.11)



et
(1) < u(1) = u(1). (1.12)

D’apres (1.10), (L.11)), (L.12)) et le Lemme [1.4] on obtient

ﬂg(l’) S Hl(x), x € 71.
i) Supposons pour k£ > 1 fixé, on a
Up(z) < Up_1(z), x € Tj_1. (1.13)

et montrons que

Soit x € I}, on a

(2 (Ts1)) + M, (Usa) + (0, (UL)) — M, (Uy) = f(x,Ux) + M, (Uy)

—f(2,Ur-1) = Mg, (Uy1),
D’apres et le deuxieme cas, on a
Up(x) < Up_1(x), x € I}
Alors d’apres 'hypothese (H), on a
f(@,Up) + Mg, (Uy) < f(z,Up—1) + Mg, (Ug_1), dans I.
Ce qui entraine que

— (0, (Tp)) + Mg, (Upr) < (0,(T) + Mg, (Uy), dans I,.  (1.14)

D’autre part, on a

Ui (0) —alUy 4 (0) = L(TUy),
< L(Ux.y)
< TUk(0) — al(0), (1.15)
et
Upi1(k) <a(k) = Ug(k). (1.16)



D’apres (1.14)), (L.15)), (1.16]) et le Lemme [1.4] on obtient

Upir(z) < Up(), x € I}
Par conséquent il résulte que
Vn € N*, Upii(2) < Uy(x), Vo € I,.
D’apres les Cas 1, Cas 2 et Cas 3, on obtient

Vn e N*, U, <U, dans I.

Par un raisonnement similaire, on montre que
vn e N, U, ., <U,dans I.
Maintenant, on va montrer que
Vn € N, U, <U, dans I.

Soit n € N*, on a

{Qn(:z):g(x) ( )= Up(x),siz e I\l,,
U, (r) = u,(z) <Up(x) = Un(2), st a € I,

Ainsi B B
Vne N, U, <U, dans I.

La preuve de I'Etape 2 est terminée.[]
Maintenant soit A = [0,b] avec b > 0, alors il existe un entier [ tel que
AC 71.

Pour £ > [ + 1, la restriction de la suite (Uk) sur I; satisfait :

k>1+1

—<30p( )) + M(p (Uk) = f([L’,Uk_l) + M(pp(Uk_l), T € Il,
U(0) — alU,(0) = L(Uy_1), (1.17)
Ur(l) = wp(1).

Etape 3 : Il existe une constante positive Cj, tel que

—
g

= max ‘U;(x)‘ < (y, pour tout k > [+ 1.
0 zel0]

15



Preuve : Soit k EN* tel que k£ > 1+ 1.

Puisque u < U,, < u, Vn € N* et les fonctions f et ¢, sont continues,
alors par la premiére équation du probléme (|1.17)), il en déduit que la suite

_ I
des fonctions ((gop(U ;C)) ) est uniformément bornée dans ;. Ce qui
keN*

implique que la suite ((pp (U;)) est uniformément bornée dans [; et alors
kEN*
la suite (U;@) I'est aussi.
k>1+1
Autrement dit,

3C; > 0, Vk € N* tel que k > [+ 1,Vz € I,

U;(x)( <G, (1.18)

Maintenant, si x = 0, alors par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe 0, €]0, [ tel que

(2T) 0) = (s,

e

T0) (5) (6,01 (0.

Alors
(@) o] = |
< |(2@) )]+ 5 @)

< (@) v ha

(6,T) ()~ 5@, T) Ou)

_1

o~ ~ p,1 p—1
Si on pose par définition C; = ((C’l> + édl> alors on obtient

(U;(O)) <G (1.19)
D’une manieére similaire si x = [, on montre que

3C, > 0, Vk € N* tel que k > 1 + 1, ’U;u)‘ <C. (1.20)

Si on pose par définition C; := max{@, C, O}, donc d’apreés (T.18)), (T.18)
et (1.20) , on obtient

VE € N* tel que k > 1+ 1,Vz € T, )U;(x)\ <a. (1.21)
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Etape 4 : La suite (Ug)r>141 converge vers la solution maximale du

probleme(|1.1)) .

Preuve : D’aprés I’Etape 3, la suite (Uk) k>1+1 est uniformément bornée
dans C*([0,1]).
Soit € > 0 et t,s € [0,1] tels que t < s, alors pour chaque k > 1+ 1, on a

e Tu(s) = T = | [ £ Tua@)da + M (2,(Tes) = 2,(T)) o

S

J UG Tsa] + M e, Tia) = 0, @)

t

IN

< Myls—t|+2M'M|s—t],
< (Mp+2M'M)|s —t|,
avec
My = max{|f(z,u)|,z € [0,1],u <u <7},
et
M = n;g;c{‘@p(u)} yu<u <7u}.
Si on choist |s — t| < c , on obtient

My +2M'M +1

mmw—mmmka

Ce qui entraine que la suite (gop(U;C)) k>1+1 est équicontinue sur [0, [].
Puisque l'application ¢, I est un homéomorphisme croissant de R dans R, on
déduit que

Ti(s) = T(t)| =

e (2,TL)) = 0" (2T <,

c’est-a-dire, la suite (U,)r>111 est équicontinue sur [0,1]. Par suite d’aprés le
théoréme d’ Ascoli-Arzéla, il existe une sous suite (Ukj) kjen de (Up)k>111 qui
converge dans C*([0,1]).

Posons

u= lim Uy,
kj—+o00 J

17



alors

v = lim Uk
kj—+o0

D’apres I’Etape 2, la suite (Uk)kZH—l est décroissante et minorée, alors sa
limite ponctuelle existe et on note par u*. Donc on a u = u* et de plus, cette
suite converge dans C*(I;) vers u*.

Soit x € (0,1), on a

o, (Th(2)) = —, (T4(0 +/ F(5,T1()) + M (,Tx 1) — 0,(Tx)) ds

Si on fait tendre k vers +o0o, on obtient

F(5,Up1) +M (0,(Ui—1) — 0, (Ur)) — f(s,u).

k—-+o00

De plus on a
3K >0, Vk > 1+ 1,Vs € [0,1],]f(s,Up-1)| < K.

Alors, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue implique que :

(" (2)) = — gy (u / F(su

Ce qui donne
— (g, (u™)) = f(z,u"),Yz € (0,1). (1.22)
D’autre part, on a
u*(0) — au*(0) = L(u*). (1.23)

Donc d’apres et , on obtient que u* est une solution du probléme
(11.17)).

Comme A est un domaine borné quelconque de I, alors u* € C}
une solution du probleme ([L.1)).
Maintenant, montrons que u* est une solution maximale du probléme ({1.1])
C’est a dire montrons que si u est une autre solution du probléme telle
que u < u < u dans 1, alors u < u* dans 1.
Si u est une solution du probléme , alors d’apres 'Etape 2, on a

(I) est

VneN, u<U,,

18



Par passage a la limite, quand n — 400, on obtient

uw< lim U, =u",
n—-+00

Ce qui entraine que u* est une solution maximale du probléme .D
Etape 5 : lasuite (U n)nen COnverge vers la solution minimale du probléme.
La preuve est similaire & celle de ’Etape 3.

La preuve de notre résultat principal est terminée. m

1.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d’application.
On considére le probléeme aux limites suivant

u(z) — A
—(p,(u)) = x(la—ue(x) v ), xel, (1.24)
) - au'(0) = [ 2,

ou I =10,400| et A\, a,@ sont des nombres réels positifs tels que
a>eeta>a—1.

On pose par définition que u(x) = A et u(z) = A(x + 1), pour tout = € 1.
Pour tout x € I, on a

u(z) — A
0= (@p(ul))l < .1'(1 — € x? )7
et -
uw(0) —ar/(0) = A < / ff)ld:c =An(a+1)
Alors




D’une fagon similaire, pour tout « € I, on a

et B
7(0) — a'(0) = A(1 — a) > / fig}ldw .
Donc
u(x) — A
—(i0p(@)) >x(1;_6 v? ), zel,
u(0) — at'( LO[;L+ .

Alors u et w sont une sous et une sur solution respectivement du probléme
(11.24) .

Il est clair que les conditions du Théoréme sont satisfaites et par suite le
probléeme admet une solution minimale u, et une solution maximale
u* telles que :

A <u, <u* < Ax+1), pour tout x € I.
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Chapitre 2

Existence des solutions
minimales et maximales pour
un probléme aux limites
quasilinéaire avec une non
linéarité dépendante de la
premiére dérivée.

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est I’étude de I’existence des solutions extrémales
pour un probléme quasilinéaire elliptique du second ordre dans un domaine
non borné avec une condition non locale. Plus précisément, on considére le
probléme aux limites suivant

—(p, () = f(z,u,u'), v €1,
{ u(Oﬁ —ad(0) = Liu), (2.1)

ot p,(y) = Py, y e R, p>1,1=1]0,400[, f:1xR?— R est une
fonction continue, L : C*(I) — R est une fonctionnelle croissante et a est un
nombre positif.

Les problémes aux limites dans les domaines non bornés interviennent
dans I’étude des solutions radiales d’équations elliptiques non linéaires et
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dans divers phénomeénes physiques. Par exemple, la physique des plasmas,
I’écoulement instable de gaz dans un milieu semi-infini, les semi-conducteurs,
la théorie des fluides non-Newtoniens et dans la détermination du potentiel
électrique des atomes neutres isolés, (voir [[1]- [6]], [13], [37], [47], [49], [51],
[67] et [89]).

Les problémes avec des conditions aux limites non locales dans les do-
maines non bornés ont été étudiés par plusieurs auteurs en utilisant la mé-
thode des sous et sur solutions, les techniques itératives, la théorie du degré
topologique et les théorémes de point fixe (voir [42], [[52]- [61]], [[101]- [103]]).

Il est bien connu que la méthode des sous et sur solutions associée avec
une technique itérative a été utilisée pour montrer ’existence des solutions
minimales et maximales pour les problémes aux limites non linéaires dans
des domaines non bornés par plusieurs auteurs. (voir [34], [46], [[70]- [71]],
[72] et [[74]- [75]]).

Le but de ce travail est de montrer que cette technique est valable pour
les problémes de type . A notre connaissance, c’est le premier travail
qui utilise la méthode des sous et sur solutions avec la technique itérative
pour montrer I'existence des solutions minimales et maximales pour les pro-
bleémes aux limites quasilinéaires de type ([2.1)). Les résultats de ce chapitre
se trouvent dans [29].

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la deuxiéme section, on intro-
duit quelques définitions. Dans la troisiéme section, on présente et on montre
notre résultat principal. Finalement, dans la derniére section, on donne un
exemple d’application.

2.2 Préliminaires

Définition 2.1 On dit que u est une solution du probléme (2.1) si
(i) u e CL(T) et g, () € CL(1).
(i) —(p,(v))" = f(z,u,u’), x €(0,b), pour chaque b >0,

u(0) - an!(0) = L(u),

Définition 2.2 On dit que u est une sous solution du probléme(2.1) si
(i) u € Cipe(I) et (W) € Cpp(I).
(Z’l) _(Sop(gl))/ S f(xaua Ql)7 S (07 b)’ pour chaque b > Oa

u(0) — au'(0) < L(u).
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Définition 2.3 On dit que u est une sur solution du probléeme(2.1)) si
(i) @€ CpelI) et (W) € Cppe(I).
(ZZ) _(Qpp(ﬂ,))l Z f(fL‘,ﬂ, E,)7 LS (07 b)7 pour Chaque b > 07

u(0) — aw'(0) > L(a).

Maintenant, on définit les conditions de Nagumo-Wintner.

Définition 2.4 On dit que f : I x R? — R satisfait la condition de Nagumo-

Wintner relativement a u et, s’il existe un C' > 0 et des fonctions QQ € LP(I)
et U :[0,4+00) — (0,400) continues, telles que :

f(u,0) < W(lol) (Q(@) + C lol77) (2:2)
pour tout (x,u,v) € D, avec
D ={(z,u,v) € I x R*: u(z) <u(z) <u(z)},

et

+oo 1

8—p1ds = +00. (2.3)
0/ W (|s[)

2.3 Reésultat Principal

Dans cette section, on énonce et on montre notre résultat principal.
Pour la nonlinéarité f, on suppose que la condition suivante est satisfaite.
(H) 1l existe un nombre réel positif M tel que 'application
u v f(x,u,v) + My,(u) est croissante, pour tout x € I et v € R.
On a le résultat suivant

Théoréme 2.1 Soient u et U la sous et la sur solutions respectivement du
probléme telles que u(z) < 7(x), pour tout x € 1. Supposons que la
condition (H) et les conditions de Nagumo-Wintner relativement a u et u
sont satisfaites, alors le probléme (2.1) admet une solution minimale u, et
une solution maximale u* telles que pour toute solution u du probléeme (12.1))
avec u < u <7 dans I, on a

u(x) < uy(x) <ulx) <u*(r) <u(z), pour tout x € 1.
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Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.
Considérons le probléme auxiliaire suivant

—(pp(u,)) = f(z,un,uy,), T € I,
un(n) = u(n),

ou I,, =]0,n|, pour tout n € N*.

D’apres le Théoréme 4 dans [16], le probleme (P,) admet une solution
minimale u,, et une solution maximale u,, telles que
u(z) < wu,(z) <u,(r) < u(zr) pour tout x € [0,n]

On construit les suites (U”)n>1 et (U,),>, de la facon suivante :

— | an(x), x € 1,
Un(z) = { u(x), v € I\I,,

et ( 7
u,(z), v € I,,
Unle) = { i?w)?’x e I\,
Etape 1 : Vn e N*, ona
w<U, <..<U,<U, 1 <U1 <U,<..<U;<udansI. (24)
Preuve : Il n’est pas difficile de montrer que, pour tout n € N*, on a
u<U,<Tetu<U, <7u dans I.
Maintenant, on montre que

Vn € N*, Un—l—l <U, et U, <U,, dans 1.

Soit n € N*, on distingue trois cas
Cas1:Sizxel\[,;q,0na

u(z) <u(r) = Uppa(z) = Un(z) < u(2).
Cas 2:Sizx €I, \I,,ona

W) < U1 (2) = Upga(2) < (2) = Un().



Cas 3:Sizxel,,onalU, =Tnii
Comme la fonction 1,1 satisfait la premiére équation du probléme (P,41)
et 1,1 contient /,, on a

(80P< n+1>>/ = f<x7ﬂn+17ﬂ;1+1)7 S [n

D’autre part, on a

{(l) ) = L)

Ce qui entraine que %, est une sous solution du probléme (P,) et par
conséquent, on obtient u, ; < u, dans 1,.
Ainsi
Un-l—l < U, dans I.
D’une maniére similaire, on montre que U,, < U,,,; dans I.
Maintenant on va montrer que

Vn € N, U, <U, dans I.
Soit n € N*, on a

{ U (@) = u(z) <ulz) = U, (), sz e I\,
U, (z) =u,(z) <Tp(z) = Uy(x), si x € I,

Ainsi
Vne N U, < U, dans 1.

La preuve de 'Etape 1 est terminée.(]

Maintenant soit A = [0,b] avec b > 0, alors il existe un entier [ tel que
AC 71.
Pour £ > [ + 1, la restriction de la suite (Uk) psieq-SUT 1, satisfait :

(0,0 = @ T T,), v € I
U4(0) — a7 (0) = L(T).
U(l) < a(l).

Etape 2 : Il existe une constante positive K , tel que

HU’“H = ma}z{] )U;(x)’ < Kj, pour tout k > [+ 1.
z€[0
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Preuve : Posons
S = 2max{|[@l|,, ||lull,}

et
n, = max {[u(l) —u(0)[, [a(l) — u(0)[},

Prenons K; > max {||@'||,, |||, m;} tel que

w0, (K1) 1

/ — s> QI S +Cs"T (2.5)
wp(m) \1/(’5’;) 1>

p\'1l

Puisque u(z) < Uy(x) < u(z), pour tout = dans I;, on a
u(l) —a(0) < Uk(l) = Ux(0) < u(l) — u(0).
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x; € (0,1) telle que
Ui(l) = Uw(0) = 1T (1),

Ce qui entraine que

‘Uk (z1)] <.
Posons par définition
—
L= ’Uk(:vl)‘ .
Raisonnons par 1’absurde et supposons qu’il existe T € [0,] telle que
‘U;(f)‘ > K.
Alors par la continuité de U;, on peut trouver une constante xz € [0,1] que
vérifie l'une des situations suivantes :
()U(x1) = L, Uy (x9) = K; et L < Up(z) < K;, pour tout z € (x1,x2).
(iU (21) = L, Uy(22) = K, et L < U, (x) < K;, pour tout & € (z3, 1)
(zu)U;(xl) = —L,U;(Ig) =—-K et —-K; < U;(x) < —L, pour tout = € (x1,x2).
(i0)U, (1) = —L,Up(x3) = —K; et —K; < U(z) < —L, pour tout = € (z2, 7).
Considérons le cas (7). Les autres cas peuvent étre démontrés d’une fagon si-

milaire.
Puisque Uy, est une solution du probléme (P)) et par les conditions de Nagumo-
Wintner, alors pour tout = € (z1,x2), on a

(@T@) < |f@T:T))

< w7, AR (2.6




Comme L < 7, et I'application , est croissante, on a

Alors d’apres ([2.6)), (2.7)) et (2.8), on a

(2.8)



D’apres (2.7)), (2.9) et en utilisant I'inégalité de Holder, on a

©p (K1)

/ \y(’z’iil)ds < j(@p(U;(iﬂ)));Q(x)dx+C/2<90p(U;€(:U))>1 'plld
wp(m) 1 e

< [([Ow)” ewr o [ [Tin) "

< el / ((U;@))T)p&dx ,,

c f((v;@))p”l)”pldx ,,

< lel, /Uk +C /QU;(x)da:

< ||Q||p (Uk($2) — Uk(xl))pf'%l +C (Uk(:@) —Uk(:pl))%l

< QIS +Csv.

Ce qui est en contradiction avec ({2.5)).

Par conséquent, on a

HU;HO < K, pour tout £ > [ + 1.

Etape 3 : La suite (Uk)kzlﬂ converge vers la solution maximale du probléme
(2.

Preuve : D’apres 'Etape 2, on a HU%H < K, pour tout k > [+ 1, alors la
0

suite (Uy)r>1+1 est uniformément bornée dans C([0,1]).
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Soit € > 0 et t,s € [0,] tels que t < s, alors pour chaque k > [+ 1, on a

) = 6, Tn)] = | [ 10,0000 Ty

< /S‘f(xaﬁk-&-l(w)?vgc—i—l(x)) dx

< M(f)]s —t],

ol
M(f) =max{|f(z,y,2)|,z € [,u<y<Tuet |z| <K}

Si on choisit |s — t| < , on obtient

M(f)+1

('OP(U;C—H(S)) - %(U;H(t))’ <e.

Ce qui entraine que la suite (gop (U;))k z est équicontinue sur [0, ].
>1+1

Maintenant, puisque l'application ¢, I est un homéomorphisme croissant de
R dans R, on déduit que

T(s) = Tu(t)] =

e (2T = 0" (2T <,

La suite (U k>1+1 est alors équicontinue sur [0, !]. Donc d’aprés le théoreme
d’ Ascoli-Arzéla, il existe une sous suite (Uy,)r,en de (Ug)k>i41 qui converge
dans C'([0,1]).

Posons
kj—+oo
et
. —
u'= lim U,.
kj—+oco0 7

Or d’apres I’Etape 1, la suite (Uk)kzlﬂ est décroissante et minorée, donc
elle converge vers u*, et par unicité de la limite, on a v = u*. En plus, cette
suite converge dans C*(I;) vers u*.

Soit x € (0,1), on a

T
/

oy (Ths (1)) = — ) (T (0)) + / F(5, Ten(s), Do (5))ds
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Si on fait tendre k vers 4+o00, on obtient

f(S,Uk+1,U;€+1) E— f(S,U*,U*/).

k—4o00

De plus on a
3K >0, Yk 2141, € [0,1], | /(5. Tk, U | < K.

Alors d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

—pp(u(2)) = =, (u™(0)) +/f(87U*(S),U*’(S))dS-

Ce qui donne
— (g (™)) = f(z,u",u”),Ya € (0,1). (2.10)

D’autre part, on a
u*(0) — au*(0) = L(u*). (2.11)

Alors d’apres et , on obtient que u* est une solution du probléme
().

Comme A est un domaine borné quelconque de 1, il résulte que u* € C} (1)
est une solution du probléme .

Maintenant, on va montrer que u* est une solution maximale pour le
probléme c’est & dire que si u est une autre solution du probléme
tel que u < u < w dans 1, alors u < u* dans I.

Puisque u est une solution du probléme , alors d’apres la premiére étape,
on a
VneNu<U,,

alors par passage a la limite quand n vers +o0o0, on obtient

w< lim U, =u",
n—-+0o

C’est-a-dire u* est une solution maximale du probléme ({2.1).
Etape 4 : la suite (U,,),,oy converge vers la solution minimale du probleme

(2.1).

Preuve : La preuve est similaire a celle de 'Etape 3.
La preuve de notre résultat principal est terminée. m
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2.4 Application

Dans cette section on donne un exemple d’application.
Considérons le probléme aux limites suivant

' (2)] 7 o
—(p, () = I (gt ula)) — g(a) [/ (@)[ 7T, w e ],

u(0) — au'(0) = Ofle_xu(:v)d:v,

ou I =10,+00[,g: R — R, est une fonction décroissante et a € RT tels que
a<1l+3e L
On pose par définition que w(x) =z + 1, Vo € 1.

Pour tout x € I, on a

[ () B iy
ey (o + ) — g @I = g2 +1) — 0.

Comme la fonction g est décroissante, on a

p—1
| P

g(2z) — g () <0, pour tout = € [

Ce qui entraine que

v @(2))7 _ VRN
—(p,(@)) =02 % (g(a: +u(x)) —g(z) |u (x)|P—1> , pour tout x € T
(x24+1)%
(2.13)
D’autre part, on a
1
u(0) —au'(0)=1—a > /(m +1)e “dr =2 — 3e . (2.14)
0

D’apres (2.13) et (2.14) ,il résulte que @ est une sur solution du probléme
(2.12)).
D’autre part, la fonction identiquement nulle est une sous solution du pro-

bleme (2.12) .

Posons

/()| 7

flaw ) = (224 1)

(g + u(@)) - gla) Ju'(@)|77)

B =
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La fonction f satisfait les hypothéses du théoréeme|2.1/et par suite, le probléeme
admet une solution minimale u, et une solution maximale u* telles
que :

0 < u.(z) <u*(r) <z +1, pour tout x € I.
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Chapitre 3

Existence de solutions pour un
systéme d’équations
quasilinéaires dans un domaine
non borné

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est la construction des solutions pour le systéme
suivant :

_ESOPEu’))))/ — ;1((33',% U)), xr € ?
_ qU’ '~ (), e
u(ogi —a1u/(0) = Lq(u), (3.1)
v(0) — azv'(0) = Ly (v),

oo, (y)=|y" 2y, y R, pg>1,p+#q I =]0,400[, fi : T x R2 — R sont
des fonctions continues, L; : C*(I) — R sont des fonctionnelles continues et
croissantes, (i = 1,2), a; et as sont des réels positifs..

En utilisant la méthode de sous et sur solutions, on montre ’existence des
solutions du systéme. La définition de la sous et la sur solutions dépend
de la monotonie des fonctions f; et fo (voir [75]). Ainsi, on peut classer le
systéme en trois types :

Type I : Systémes quasimonotones croissants : f, est croissante par
rapport & v et fy est croissante par rapport a wu.
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Type II : Systémes quasimonotones décroissants : f, est décroissante par
rapport a v et fy est décroissante par rapport a u.

Type III : Systemes quasimonotones mixtes : fi est croissante par rapport
a v et fy est décroissante par rapport a wu.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la deuxiéme section, on intro-
duit les définitions d’un couple des sous et sur solutions. Dans la troisiéme
section, on présente et on montre nos résultats principaux. Finalement, dans
la derniére section, on donne des exemples d’applications.

3.2 Préliminaires

Considérons le probléme aux limites suivant

—(pp(u)) + M, (u) = F(x), x € (0,r),
uEOS - Zu’(O) = ay, (3.2)

ou F': [0,7] — R est une fonction continue, r > 0 et M, a, ay et by sont des
nombres réels tels que a > 0 et M > 0.

Lemme 3.1 (Principe de comparaison faible)
Soient uy et uy deux fonctions tels que u; € C'([0,7]), ¢, (uj) € CH(0,7),i =
1,2, et

—(pp(u1))" + Mg, (ur) — F(x) < =(p,(us)) + Mp,(uz) — F(x), x € (0,7),
u1(0) — auf (0) < ug(0) — auy(0),
u (r) < ua(r),
(3.3)

alors uy(x) < ug(x), pour tout x € [0,7].

Preuve: La preuve est similaire & celle du Lemme du Chapitre 1, alors
on omettre la preuve. m

Lemme 3.2 Le pmbléme admet une unique solution.

Preuve: La preuve est similaire a celle du Lemme [1.2] du Chapitre 1, alors
on omettre la preuve. m
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3.3 Reésultats principaux

Dans cette section, on donne et on montre nos résultats principaux.
Pour les nonlinéarités f; et fy, on suppose que les conditions suivantes

sont satisfaites.
(Hy) 1l existe une constante positive M; telle que

u i fi(x,u,v) + Mip,(u) est croissante, pou tout = € I, et tout v € R.
(Hs) 1 existe une constante positive M, telle que
v fo(x,u,v) + Myp,(v) est croissante, pour tout = € I, et tout u € R.
De plus, on suppose I’existence des couples de sous et sur solutions (u, @) , (v, V)
tels que
u(r) <u(z) et v(z) <v(z), pour tout x € T

On note par =< la relation d’ordre définie sur C*(I) x C'(I) par

uy (v) <oy (),

, pour tout x € I..
up (z) S vy () 7 P

(u1,v1) < (ug,v9) & {

Notation 3.1 Soit A un sous ensemble de R, on note par Cl (A) l’espace

loc
des fonctions qui sont C*(K) pour chaque compact K de A.

Notation 3.2 Dans ce chapitre on note par E [’espace suivant
E = Clloc(]) X Clloc(l)

et E Uespace suivant B 3 B
E = Olloc<j> X Clloc<[)

Définition 3.1 On dit que (u,v) est une solution du systéme (3.1)) si
(i) (1.0) € F et (5, ,(t") € E.

—(p,(v)" = fi(w,u,v), x € (0,b), pour chaque b > 0,
(i) —(p, (V)" = fa(z,u,v), x € (0,b), pour chaque b >0,

u(0) — a1/ (0) = Ly (u),
v(0) — agv’(0) = La(v),

€
S

3.3.1 Le systéme quasimonotone croissant

Dans cette section, on suppose que 'hypothése suivante est satisfaite.
(H3) la fonction f; est croissante par rapport & v et f, est croissante par
rapport a u.

Tout d’abord, on donne la définition des couples des sous et sur solutions
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Définition 3.2 On dit que (u,u),(v,v) sont des couples des sous et sur

solutions pour (3.1)) si

(i) (), (1,0) € B et (0,(), 0, (@), (0, (¥'), 0, (7)) € E,
([ —(p,()) < fi(w,u,v), z € (0,b), pour chaque b > 0,
—(pp (@) = fi(z,w,v), x €(0,b), pour chaque b > 0,
(i) 4 —(p, () < fa(z,u,v), v € (0,b), pour chaque b >0,
—(0,(®") > fa(z,w,v), © € (0,b), pour chaque b >0,

u(0) — a12/(0) < L (u), u(0) — a;w'(0) = Ly (u),

[ 2(0) — a20'(0) < La(v), 9(0) — azv'(0) > La(0).

On a le résultat suivant

Théoréme 3.3 Supposons que les conditions (H;)i—1.2.3 sont satisfaites. Soient
(u,u) et (v,0) deuz couples de sous et sur solutions du systeme(3.1)) telles
que (u,v) = (D), pour tout v € I. Alors le systéme admet une solu-
tion minimale (u., vy) et une solution mazximale (u*,v*) telles que pour toute
solution (u,v) du systéme (3.1) avec (u,v) = (u,v) = (@,7), on a

(u,0) 2 (e, v0) X (u,0) 2 (u,0%) 2 (4, 7) dans T.

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.
On considére les problémes aux limites suivant

_(gop(uiz))/ + Ml(pp(”“) = f1<1‘, Unfly v’nfl) + Ml@p(Unfl)a MRS [ny
UnEO) — ayup(0) = Ly(Up-),

(3.4)
et

—(pg (V) + Map,(vn) = faz, U1, V1) + Mo, (Vi 1), @ € I,
U, (0) — agv!, (0) = Lo(Vi—1),

(3.5)
ot les suites des fonctions (U, )nen €t (Vy,)nen sont definés par
Uy = ¢, ot u®s0it la sur solution @ ou la sous solution w,
Vo = v oit v@soit la sur solution 7 ou la sous solution v,
et _
Un (), T € In,



] vp(2), x € I,
Valz) = { vO(@), z € NI, (37)
ou I, = (0,n), pour tout n € N*.
Etapel : Pour tout n € N*, le probléme admet une unique solution
u, € CU(I,) et p,(u) € CV(L,),
Preuve :
i) Pourn =1, on a

—(pp(ur))’ +M90p(ul) = f(2,u,0) + Mg, (u®), z € I,
u1(0) —aul( )= L), (3.8)

Comme les fonctions f et ¢, sont continues et (u®,v() € (C* (7))2, alors
d’apres le Lemme le probléme admet une unique solution u; telle que
uy € CHIy) et ¢, (uy) € CH(Iy).

ii) Supposons pour n > 1 fixé, le probléme admet une unique solution
telle que u, € C*(I,,) et o, (u,) € C*(1,),

et montrons que le probléme suivant

(Sop( n+1))/ + Mgop(unJrl) = f((E, Um Vn) + M()Op(UTL)7 T < In+1,
Un11(0) — auy, 44 (0) = L(U,),
s (n+ 1) = u (n 4 1),
(3.9)
admet une unique solution telle que u, 41 € C*(Tn11) €t ¢, (ul 1) € C*(L41).

Puisque (u,0©) € (CY(I )) : (un,vn) e (CY(I, ))2 et u,(n) = u®(n)
et v,(n) = U(O)(n) alors d’apres (3.6) et (3.7), les foncions U, et V,, sont
continues sur /.

Maintenant, comme f, gp, U, et V, sont continues sur I, donc d’aprés
le Lemme le probléme (3.9) admet une solution unique telle que u, 11 €
Cl([n+1) et (Pp(u;Hl) cC! ( n+1) O
Etape 2 : Pour tout n € N*, le probléme admet une solution unique
v, € C1(L,) ot ,(v]) € CV(L,).

Preuve : La preuve est similaire a celle de 'Etape 1.0
D’apres les étape 1 et 2, pour chaque n € N* le probleme (3.4) admet
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une solution unique %, si v = 7 et une solution unique u,,sl u® =y et
le probleéme (3.5) admet une solution unique 7, si v(®) = T et une solution
unique v, si v\ = v,

Maintenant, on construit les suites (U”)nzv (Un)ps1 s (V”)n21 et (V)1
dans la maniére suivante

— B Un(z), x € T,
Un(z) = {ﬂ(m),mel\fn, )

_f u(2), e,
Unlz) = { u(r), z € I\I,.
et
— B Tn(2), v € I,
Vale) = { W), @ € I\,
_ v (@), x el
Valz) = { v(z), z € I\I,.
Etape 3 : Pour chaque n € N*, on a
u<U <..<U,<U,; <Un1 <U, < ... <U; < dans
vV, <. <V, <V, <V, <V, <..<V,<vdans I.
Preuve : Il n’est pas difficile de voir que
uSQngﬂetggﬁngﬂdansI
ygzngﬂetygvngﬂdansf

Maintenant, on montre que, Vn € N*, on a

zn S gn—&-l et Qn+1 S Qn)

Soit n € N*, on distingue trois cas
Cas1:Sixel\l,1,ona

{ 10 2 50) = Torste) ~Tul) < 0.
v(r) <v(x) =Vun(z) =V .

2
&
IAIA
S~
—~
Ny

Cas 2:Sizx €I, \I,,ona

{ u(w) < Upia(2)

-7
u(2) < Tpya(2) =V

1) <u
va(2) < (z) = Vala).
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Cas3:Sizxel,,onal, ;1 =0, et Vo1 =0,
i) Pour n =1, on a

— (0, (W) + (9, (W))) + Mg, (U2) — (W) = fi(@, U1, 01) + Mig,(ur)
—fi(z,w,v) — Myp,(u), dans I.

Comme la fonction f; est croissante par rapport a v et v; < v, alors
fi(@, 7w, 01) + Mg, (un) < filz, 1, 0) + Mg, (ur), dans 1.
D’apres 'hypothese (H;) et comme u; < @ , alors
fi(@, 7, 0) + My, (1) < fi(z,w,0) + Mg, (), dans 1.
Ce qui entraine que
— (0, (@) + Mig, () < ~(o, (@) + Mip,(m).dans I, (3.10)

D’autre part, on a

U(0) — a1y(0) = La(w),
< Li(u)
< W (0) — ayi, (0). (3.11)
et
(1) < (1) = (1). (3.12)

D’apres (3.10), (3-11), (3-12) et le Lemme 3.1} on a

Uo(z) < Uy (), v € 1.
D’une fagon similaire, on montre que
Ty(z) < Ty(2), x € I4.
ii) Supposons pour k > 1 fixé, on a
Up(x) < Up_1(x) et Vi(x) < Vi1(2),2 € Tp_1. (3.13)
et montrons que

Upii(z) < Up(x) et Vi (z) < Vi(z), v € I,
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Soit x € I, on a

(2, (Tp)) + Mg, (Una) + (0,(T) = Myg,(Th) = fulx,Ux, Vi) + Mg, (Ty)
—fl(x,Uk—hvk—ﬁ
—M190p(Uk71),

D’apres et le deuxiéme cas, on a
Up(r) < Up_1(7) et Vi(z) < Viy(2), z € I
Comme la fonction f; est croissante par rapport a v et Vi, < Vi_q, on a
iz, U, Vi) + My, (Ug) < fi(2, Uy, Vi-1) + Mg, (Uy)
D’aprés 'hypothése (H;), on a
fi(@,Ug, Vie1) + Mg, (Uy) < fi(@, Up-1, V1) — My, (Uy_1), dans Iy
Ce qui entraine que
— (Th)) + Mgy (Tisr) < (9,(TL)Y + Mg, (T), dans L. (3.14)

D’autre part, on a

Upi1(0) — a1l 1 (0) = Li(T),
< Li(Ug1)
< Tk(0) — a1T(0), (3.15)
et
Upia (k) <a(k) = Ug(k). (3.16)

D’apres (3.14), (3-15), (3-16) et le Lemme 3.1} on a

Uk+1<$) < Uk(a:), T e Tk
Par conséquent, on a
Vn € N*, Upi(x) < Uy(2), Vo € 1,.
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D’une fagon similaire, on montre que
Vn € N*, V,1(z) <V, (2), Vo € 1,
D’apres les Cas 1, Cas 2 et Cas 3, il résulte que

VneN*, Uy <U,etV,1 <V, dans I.

Par un raisonnement similaire, on montre que

VneN, U, <U,etV, , <V, dans I.

Maintenant on va montrer que

VneN U, <U,etV, <V, dansI.

X n —
Soit n € N*, on a

{ U, (z) = u(x) <u(x) = Uy(x), si z € I\I,,

{ V.. (2) =v(z) <0(x) = Vu(z), siz € I\I,,
v _ :

alors, on obtient N B B
U,<U,etV,K <V, dans I.

La preuve de 'Etape 3 est terminée.[] B
Soit A = [0, b] avec b > 0,alors il existe un entier naturel [ tel que A C I;.

Pour k£ > [ + 1, les restrictions de (Uk) et (Vk) sur I; satisfaient

k>1+1 k>1+1

—(2, () + Mrg(Ux) = fi(2, U, Vies) + Mrg,(Ugn), @ € I,
Uk;(O) — (IlUk(O) = Ll(Uk_l),

:(%(V;))f M2<Pq(Uk)_: Jo(@,Up—1,Viea) + Mo, (Uy—r), x € I,
Vi(0) = asV3(0) = La(Vi),
V(1) = vk (),
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Etape 4 : la suite (Uk,Vk)kZH,l converge vers la solution maximale du

systéme((3.1)).
Preuve : Premiérement il n’est pas difficile de montrer que les suites
(Uk)k>i41€t (Vk)k>l+1 sont uniformément bornées dans C*([0,]) c’est a dire

—
7

< K et HV;H < K] pour tout k > 1+ 1,
0 0

Maintenant soit € > O et ¢, s € [0,] tels que ¢t < s, alors pour chaque k > [+1,
on a

e 0u(s) = 2, Tlt)| = | [ Al Tis(a). Via@de + My (5,Tcr) = ,(T0)

S

< / (|1, Tis (2), Vo (@) + M |, (T i) — 0,(T0)]) dix
< thfl |s —t| +2M M, |s —t],

ou

M, = max{|¢,(u(x))|, ¢, (u(z))|}.

z€l;

Si on choisit |s — t| < c btient
1 On cnoisit |s — , 011 obtlen
= Mj, + 2M M, + 1

0, (U(5)) — sap(U;(t))\ <e.

Ce qui implique que la suite (gop(U;)) k>1+1 est équicontinue sur [0, (].
Puisque l'application ¢, ! est un homéomorphisme croissant de R dans R, on
déduit que

Ti(s) -~ Tt)| =

' (2,TL)) = 0" (2 T))| <,

N . . -/ , . .
c’est-a-dire, la suite (U}, )g>;+1 est équicontinue sur [0, [].
Par un raisonnement similaire, on montre que

7o) = Vi0)] = | (@ Tan) — e (@) | <

Cest & dire la suite (V},)r=141 est équicontinue sur [0, ).
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D’aprées le théoreme d’Ascoli-Arzéla, il existe une sous suite (Ukj) ken de
(Uk)k>141 et une sous suite (Vi ), en de (Vi )k>i41 qui convergent dans C* ([0, 1]).
Posons

u= lim U etv= lim V.
kj—-+o0 J kj—-+o00 J
alors
. — . —
v'= lim U, etv' = lim V.
kj—+oco kj—+4o0 Y

D’autre part, les suites (Ug)p>141 et (Vi)g>141 sont décroissantes et minorées,
donc les limites ponctuelles existent et on les notent par u et v. Ainsi on a
u = u* et v = v*. De plus la suite (U, V)r>i1converge dans C1(1;) x CHI)
vers (u*,v*) et de plus il n’est pas difficile de montrer que (u*,v*) € E est
une solution du systeme (|3.1)).

Maintenant, montrons que (u*,v*) est une solution maximale du probléme
(3.1) c’est a dire montrons que si (u,v) est une autre solution du probléme

B.1) telle que (. v) < (u,0) < (7,7), alors
(u,v) 2 (U, vs) =2 (u,v) X (u*,0") < (w,7) dans 1.

Si (u,v) est une sous solution du probléme 1' alors d’apres P'Etape
2, 0n a
VneN, u<U,etv<V,

Par passage a la limite, quand n — 400, on obtient

u< lim U,=uv"etv< lim V, =v".
n—-+o0o n—-+o0o

C’est a dire (u*,v*) est une solution maximale du probléme (3.1).00

Etape 5 : La suite (U s Yo ) hen converge vers la solution minimale du sys-
teme (3.1)).

Preuve : La démonstration est similaire a celle de I'Etape 4.

Ce qui achéve la preuve de notre résultat. m

3.3.2 Le systéme quasimonotone décroissant

Dans cette section, on suppose que 'hypothése suivante est satisfaite.
(H,) la fonction f; est décroissante par rapport a v et f est décroissante par
rapport a u.

Dans ce cas, la définition des couples des sous et sur solution est
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Définition 3.3 On dit que (u,u),(v,v) sont des couples des sous et sur
solutions pour (3.1) sz’

(1) (w,7), (v,7) € E et (p,(w), 0,(@)), (,(t)), ,(7)) € E?,
—(p, ()" < filw,u,7), x €(0,b), pour chaque b > 0,
—(p,@)) > fi(z,u,v),x € (0,b), pour chaque b > 0,

(i) 4 —(p, ()" < fa(z,w,v), v € (0,b), pour chaque b >0,
—(0,(®") > fa(z,u,),x € (0,b), pour chaque b > 0,
u(0) — a;u’(0) < Ly(u),w(0) — a7’ (0) > Ly (),

[ 0(0) = agv/(0) < Ly(v),9(0) — av'(0) = Ly(D).

On a le résultat suivant

Théoréme 3.4 Supposons que les conditions (H;)i=1.2.4 sont satisfaites. Soient
(u,u) et (v,0) des couples de sous et sur solutions du systeme(3.1)) telles que
(u,v) < (w,v), pour tout x € I. Alors le systéme admet une solution
mazximale-minimale (u*, v,) et une solution minimale-mazximale (u., v*) telles
que pour toute solution (u,v) du systéme avec (u,v) < (u,v) = (u,0),
on a

(u,v) = (uy,v,) = (u,v) < (u*,0v*) < (W, 0) dans I.

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.
On considére les problémes aux limites suivant

_<90 ( )) + Ml(pp(un> = fl(x7 Unfla anl) + M190p(Un71), MRS [n7
ung ) alu ( ) Ll(Un—1)7

(3.18)
et

( q( )) +M290q(vn) f2($aUn71>Vn71) +M2S0q(vn71)7 HARS [na
v, (0) — a v}, (0) = Lo(Vy—1),

vn(n) = v (n),

ou les suites des fonctions (U, )nen €t (Vy)nen sont définies par

(3.19)

{ U = 19, ou u@soit la sur solution @ ou bien la sous solution u,

Vo = 0@ ot v@soit la sur solution T ou bien la sous solution v,
et _
] up(x), x € 1,



Vn($) _ { Unﬂ(;?)v z € In, _ (3.21)

ou I, = (0,n), pour tout n € N*.
Etapel : Pour tout n € N*, le probléme admet une solution unique
u € OV(T,) et g, (u) € OV(T,).

Preuve :

i) Pour n =1, on a

_((pp<ull)> + M@p(ul) = f(xa U(O)’ U(O)) + Mspp(u(O))? x € In,
ur(0) — aui (0) = L(u®), (3.22)

Comme les fonctions f et ¢, sont continues et (u(o),v(o)) e (C! (7))2, alors
d’apres le Lemme [3.2] le probléme [3.18 admet une solution unique u; telle
que u; € C*(I4) et @, (u}) € C*(11).

ii) Supposons pour n > 1 fixé, le probléme (3 admet une solution
unique telle que u,, € C*(I,) et gop( ) € CHI,),

et montrons que le probléme suivant

_(Sop(u;l—i-l))/ + M@p(unJrl) = f(xa Una Vn) + M(pp(Un): T e [n+17
Up+1(0) — au;LH (0) = L(Un),
Upp1(n+1) =u®(n+ 1),
(3.23)
admet une solution unique telle que u, 41 € C*(Ini1) et g, (ul 1) € C*(Ly41).

Puisque (u,0®) € (C’l( )) (tn, vy) € (Cl(Tn))2 et u,(n) = u®(n) et
vn(n) = v (n) alors par et (3.21)), les foncions U, et V,, sont continues
sur /.

Maintenant, comme f, go, U, et V,, sont continues sur I, donc d’apres le
Lemme le probleme (|3 admet une solution unique telle que u,.; €
Cl([n+1> et Qpp(u;z—&-l) S C ( n+1) O
Etape 2 : Pour tout n € N*, le probléme admet une solution unique
v € CU,) et (1)) € OV(L,).

Preuve : La preuve est similaire a celle de ’étape 1.[1
D’apres les étape 1 et 2, pour chaque n € N* le probléme (3.18) admet

une solution unique @, si u(®) = et une solution unique Uu,,sl u© = u,
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et le probleme (3.19) admet une solution unique o, si v = T et une

solution unique v,,si v® = v,
Maintenant, considérons les problémes aux limites suivants

et

ou les suites (Un; Qn)n

fi(z, U1,V 1)+M190p(Un 1), * € I,

— (4, (@) + Mlspp( n) =
n(0) — a1, (0) = Li(Up-a),
() = u® (),

(3.24)
q(ggl)), + M290q<yn) = fQ(I7 Uﬂszn—l) + Mqu(zn—l% LS Ina
0) — a0, (0) = Lao(V, 1),

_(@p( )) + Ml@p( ) fl(x7gnfl’v71—1) + Mlgpp(gnfl)7 S -[n,

,,(0) = a1, (0) = L (U, ),
u,(n) = u(n),

(3.25)
— (g ()" + Magpy(vn) = fo(x, U,y Vinea) + M290q<vn71)7 x € I,

et (Zn, Vn)n>1 sont définies de la maniére sui-

>1
vante
— B Uy (x), x € 1,,
Un(z) = { u(x), v € I\I,,
S (x), zel,,
Un(z) = { w(x), v € I\I,.
et

w(1), z € 1,,
(z), z € I\I,,, ’

v, (x), @ € I,
Val@) = { (), x € I\I,.

I@

Etape 3 : Pour chaque n € N*, on a

u<U; <..<U,<U,1 <Upp
v<V, <. <V, <V, ., <V,

|/\ I/\
|/\ I/\

<U,
v<V <V,
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Preuve : La preuve est similaire a celle de 'Etape 3 du Théoréme [l
Le reste de la preuve est similaire a celle du Théoréme .

3.3.3 Le systéme quasimonotone mixte

Dans cette section, on suppose que 'hypothése suivante est satisfaite.
(Hs) la fonction f; est croissante par rapport & v et fy est décroissante par
rapport a u.

Dans ce cas, la définition des couples des sous et sur solution est

Définition 3.4 On dit que (u,u),(v,v) sont des couples des sous et sur
solutions pour (3.1)) si

( _(Qpp(gl))l < fl('rv@»y)a LS (O’b)
—(p,(@))" > fi(x,u,v), x € (0,b), pour chaque b > 0
(i4) —(p, () < falw,7,v), x € (0,b), pour chaque b >0
—(p, (@) > fa(z,u,v), x € (0,b), pour chaque b >0
u(0)= 2! (0) < Ly (), 5(0) — gt (0) > L (),
[ 2(0) — a2v'(0) < La(v),(0) — ax?’(0) > L2(D).

Considérons les problémes aux limites suivants

(Spp( n+2)>/ + Ml(pp(unJrZ) = fl(xv Um Vn) + Mlgop(Un)v T e In?
un42(0) — ayuy, 5(0) = L1 (Uy),
tns2(n) = ul(n),
(3.26)
et

(@q( n+2)) + MQ(pq(Un+2) =
Unt2(0) — azvn+2(0) Ly(V2),
Uns2(n) = v(n),

ot I, =]0,n[, pour tout n € N* et (u®,v®) € C1(R) x C(R)
Les suites des fonctions (Up,)nen €t (Vi)nen sont définies par

('I Un+17 V ) + M2¢q<v”)7 HAS Ina

(3.27)

Up = 19, ot u@soit la sur solution @ ou bien la sous solution w,
Vo = v ot v(@soit la sur solution T ou bien la sous solution v,



Lemme 3.1 Pour tout n € N*, le probléme (13.26)) admet une solution unique
u, € CH(I,) et g (uy,) € C'(1,).

Preuve: La preuve est similaire a celle de 'étape 1 du Théoreme (3.3 .
]

Lemme 3.2 Pour tout n € N, le probléme (3.27) admet une solution
unique v, € C'(I,,) et @, (v),) € C'(I,,).

Preuve: La preuve est similaire a celle de I’étape 2 du Théoreme (3.3 .
[ ]

D’apres le lemme 3.1 et le lemme 3.2}, pour chaque n € N*| le probléme
(3.26) admet une solution unique @, si u’) = @ et une solution unique w,,si
u©) = w.et le probleme admet une solution unique 7, si v(© = T et
une solution unique v,,si 00 =y,

Maintenant, on pose que Wy = u, Wi = u, Zy = v et Z; = v, on construit
les suites(W,,),, et (Z,),~, comme suit

] up(z), € 1,, | vp(2), x € 1,,
Wa(z) = { ),z e I\, 2@ = { (@), z € N\,

Lemme 3.3 Pour tout n € N*, on a

UZW1§W3§...§W2n+1SWQTLS...SWQSWOZEdGTLSY,
221§23§...§Zgn+1SZQn§...SZQSZOZU(Z(LTLST.

SAN

Preuve : La preuve est similaire a celle de I’étape 3 du Théoréme 3.3
O
D’apres 'étape précédent , les suites (Wan, Zon),, ey €60 (Want1, Z2nt1),,ens0nt
monotones et bornées. Par conséquent on pose par définition
lim (Wan, Zap) = (Uss, Vss)

n—-+o0o
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et

lim (W2n+17 ZZn+1) = (U**,U**)
n—-4-o00

On a le résultat suivant

Théoréme 3.5 Supposons que les conditions (H;)i—1 25 sont satisfaites. Soient
(u,w) et (v,v) deux couples de sous et sur solutions du systéme(3.1]) telles
que (u,v) = (u,v), pour tout x € I. Alors les suites (Wan, Zon) pen €t
(Wang1, Zons1) pey cOnvErgent vers (U, Vi) et (U™, v*™*) qui sont quasi-solutions
pour le systéeme (3.1]).

Preuve: La preuve est similaire a celle du Théoréme m

3.4 Applications

Dans cette section, on donne quelques exemples d’applications
Exemple 1

Considérons le systéme suivant :

[ —(p,(u)) = filz,u,v), z €1,

—(pg (V) = fz(ﬂf&}b,v), z€l,

u(0) — are/(0) = b[ Suf)l ds, (3.28)
x v(0) — ag0(0) = ;f ;f)l ds,

ol a1, as,a; et aip sont des réels positifs tels que
1—CLiZOéZ', 221,2

et
’U3 .
{ Fultyu,v) = 25— k(4 Duk > 1, (329)

fa(t, u,v) = ;_% —k(t+1v; k> 1.

Tout d’abord , il n’est pas difficile de vérifier que ce systéme est quasimono-
tone croissant.

On pose par définition u = v = 0 et w(t) = v(t) =t + 1 pour tout t € 1.
Il est clair que (u,v) est un couple de sous solutions pour le systéme (3.28]),

49



et par des calculs simples on trouve

{ fi(t,u,v)
u,v

< —(p,(@)) =0,
e g v 0 (3.30)

{ (0) — @ (0) = 1 —ay > Ly (a) = a, (3:31)

U(O) - CLQE/(O) =1- (45} Z LQ(E) = (9.

Ainsi (u,w) et (v,7) sont des couples des sous et sur solutions du systéme
(3.1) . Le théoréeme implique qu’il existe une solution minimal (u,,v,) et
une solution maximal.(u*, v*) telles que

(0,0) < (uy,v4) < (u*,0*) X (t+1,t+ 1), pour tout t € 1.

Exemple 2

Considérons le systéme suivant

(

—(p, () = fi(x,u,v), v €1,
_(Spq(vl»l = f2($:ﬁ67 U)7 rel,
u(0) — au/(0) = of :—(l——S)ldS’ (3.32)
v(0) — ag?'(0) = :fQ ;f)l ds,
ot filt,u,v) = v3(e*“2 - 1),
{ falt,u,v) = ud(e " — 1), (3.33)
L) = | 2
O o(s) (3.34)
Ly(v) = of Tds,

et ay, as,aq et ao sont des réels positifs tels que
]_—CLiZOéZ', 221,2

Tout d’abord , il n’est pas difficile de vérifier que le systéme ([B.32)est quasi-
monotone décroissant.
Il est clair que (u,v) = (0,0) est un couple de sous solutions pour le

systéme (3.32) ,
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Maintenant, on pose que %(t) = v(t) = A\(t + 1) avec t € I et A\ > 0.
Par des calculs simples, on a

fit,u,v)

u, v

e g (3.35)

(O -aT(0 ~ 1 —a) 2 L@ e (3.36)

5(0) - G/QE/(O) = /\(1 - ag) Z LQ(@) = /\042.
Ainsi (u, @) et (v,7) sont des couples des sous et sur solutions du systéme

([B:32) . Le théoréme[3.4]implique qu'’il existe une solution minimale -maximale(u,, v*)
et une solution maximale-minimale.(u*, v,) telles que

(0,0) < (s, v4) = (u*,0*) < (ANt + 1), A\(t+ 1)), pour tout t € I.

Exemple 3

Considérons le systeme suivant

[ —(p,(W)) = fi(z,u,v), z €1,

_(Spq(vl)), = f2($:1?’v)> rel,

u(0) — ayu/(0) = g‘ S“f)l ds, (3.37)
k v(0) — av'(0) = :ﬁ ::—S)l ds,

ou

fi(t,u,v) = t”—s — k(t+ 1)u; avec k > 1,
{ fa(t,u,v) = u§1<e‘”2 —1), (3.38)
2 us)
Ly(u) = d
1 (u) bf L -
L) = | (+>1d

et a1, as,aq et an sont des réels positifs tels que
1—CLiZOéi, Z:1,2

Tout d’abord, il n’est pas difficile de vérifier que le systéme ([B.32)est quasi-
monotone mixte.

o1



Maintenant, on pose par définition que u = v = 0 et u(t) = v(t) = A(t + 1)

avect € I et A > 0.
Par des calculs simples, on a

{ filt,w,v) > —(p, () =0,
fa(t,u,0) = —(p,(w)) =0,
et
{ u(0) — a1/ (0) < Ly(u) =0,
v(0) — a0’ (0) < Ly(v) = 0.
D’autre part, on a
{ fl(t7ﬂav) < _((pp( /)>, =0,
fa(t,u,0) < —(p,(¥") =0,

{ (0) — a ' (0) = At + 1) > Ly(n)
1(0) — axv’(0) = A(t + 1) > Lo(7)

a1

= 4=,
o\

= ="

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Ainsi (u,w) et (v,7) sont des couples des sous et sur solutions du systéme
B37) et par suite d’apres le théoréme , ce systéeme admet au moins une

quasi-solution.
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Chapitre 4

Existence des solutions
minimales et maximales pour
un probléme impulsif

Ce chapitre est le développement de I’article [28].

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est la construction des solutions minimales et
maximales pour le probléme quasilinéaire aux limites suivant :

—(p, ()" = f(t,u,u’), 1)5 e J = J\{to, -, tms1},
t

uw(ty) = u(ty) + L(u(ty)), k=1,2,..,m
u' () :u(tk)+Nk( "(ty)), k=1,2,..,m, 1 (4.1)
u(0) — av/( fhl(x ) dz, u(l) + b/ (1) = [ ho(z)u(x) de,

0

ot @, (y) = WP Py, yeR,p>1,J=[0,1],to =0 <ty < .. <ty <tmis =
1, avec m est une constante positive, f : J x R?> — R, a et b sont des nombres
positifs, h; : J — R, sont des fonctions continues (i = 1,2), [y et Ny : R - R
sont des fonctions continues et croissantes pour chaque k = 1,..,m, et u(t;)
et u(t, ) représentent la limite & droite et la limite & gauche de u(t) au point
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Les équations différentielles ordinaires avec des conditions aux limites
intégrales ont été étudiées par la premiére fois par M. Picone [35].en 1908. Il
a étudié les relations qui existent entre les équations intégrales et certaines
équations différentielles d’ordre n avec des conditions aux limites intégrales.

En 1911, E. Hilb [22] a considéré le probléme aux limites suivant

f—f+q<>f=—§<x>,xe<o,1>,

BFO)—af (0)=—[f(

_ 0
haf (1) = haf' (1) =0,
oug:[0,1] >R, §:[0,1 = Ret K :[0,1] — R son des fonctions et 3, &,
ho et h; sont des constantes réelles.
En utilisant le probléme suivant :

i) F= K@) -§(), e (0,1),

F(0)=a, f(0)=p,
hof (1) = f' (1) = 0,
il a trouvé la fonction de Green pour le probléme , et il a montré que le
spectre est discret. L’importance de ce travail est que la présence de 'intégrale
dans la premiére condition aux limites dans induit la condition aux
limites dans 1'équation différentielle dans (1.1.3)).
En 1912, R.Von Mises [48] a étudié le probléme aux limites suivant

di <c(1x)dm> (Aa(z) +b(2)) Z,
fA ) dx =0, fB Z (z) dx =0,

1

—_

(4.2)

(4.3)

(4.4)

ouc, a, b, A et B sont des fonctions continues et A est un paramétre.
Il s’intéresse a ce probleme car il intervient dans certains problemes d’hydrody-
namique (voir [43]).

En particulier ’application hydrodynamique est
a(x) = x—i—B, b(z) =c(z) =1, A = %\/—_1; A(x) = exp(x), B(z) =
exp (—z); 11 =0, 2 = @,
ou a et @ sont des constantes, v est la vitesse, v est le coefficient de la
tonacité.
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Les équations différentielles avec des conditions aux limites intégrales ont été
étudiés par DJ Tamarkin, [46], W. M. Whyburn, N. Ciordnescu [I5]. Voir
[52] et [27].

les équations différentielles avec des conditions aux limites intégrales in-
terviennent dans les problémes hydrodynamiques, ( voir [13] et [43] ), les
sciences médicales, (voir [12], [33] et [44]), les problémes de semi-conducteurs
[24], les processus de Markov [20], les problémes de conduction thermique
[11], la théorie de la diffusion des ions dans les canaux (voir [30], [38] et [54]
) et ’écoulement de I’eau souterraine [19).

Il est bien connu que la méthode des sous et sur solution associée a une
technique itérative a été utilisée pour construire les solutions pour les pro-
blémes aux limites non linéaires par plusieurs auteurs (voir [§], [14], [16], [18],
[23], [29] et [47T]).

Le but de ce chapitre est de montrer que cette méthode est applicable
pour étudier ’existence des solutions pour le probléme . Les résultats
de ce chapitre se trouvent dans [28].

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la deuxiéme section, on donne
quelques définitions et des résultats de comparaison qui seront utiles pour la
suite. Dans la troisiéme section, on présente et on montre le résultat principal
de ce chapitre. Dans la derniére section, on présente un exemple d’application.

4.2 Préliminaires

Dans cette section, on donne quelques notations, définitions et des résul-
tats préliminaires qui sont importantes dans la suite de notre travail.

Tout d’abord, on définit 1’espace PC (J,R) par

u:J — R, u(t) est continue au point t # iy,
PC (J,R) = ¢ continue & gauche de t = t;, et ses limites & droite ,
u(t)) au t = t;, existent, k = 1,..,m.

et espace PC' (J,R) par

u:J — R, u(t) et ' (t) sont continues au t # ty,
PC' (J,R) = { continues & gauche de t = t;, et leur limites & droite
u(ty) et /() au t = 4 existent, k =1,..,m.

Pour tout v € PC' (J,R), on pose par définition

HUHP01(J,R) = maX{H“HPC(J,R) ) HU,HPC(J,R) )
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ol
[ull pocrmy = sup [u(®)] et [[v|| pogmy = sup /()] -
ted ted

PC" (J,R) est un espace de Banach muni de la norme [ull per gy
Maintenant, considérons le probléme aux limites suivant

—(pp (W) + Mep,(u) = H(t, W), t € J,
u(td) = u(ty) + I(u(ty), k=1,2,..,m
() = d(t) + Np(W(t)), k=1,2,..,m
u(0) — aw'(0) = ag, u(1) + bu'(1) = by,

(4.5)

ou H : J xR — R est une fonction, ag et by sont des nombres positives et
M > 0.

On suppose que les fonctions H, I}, et Ny, k =1, .., m satisfont les condi-
tions suivantes

(Hy) H:J xR — R est continue au t # tk,( )hrr(lt )H(s,v) = H(t,vp),

s,v)—(t,vo
s<t
et lim H(s,v) existe pour chaque t = t, k =1,..,m

(8,v)—(t,v0)
s>t

(Hy) I et N : R — R sont continues et croissantes pour chaque k =
1,...,m.

Lemme 4.1 (Principe de comparaison faible)
Supposons que les conditions (H;) et (Hy) sont satisfaites et soient uy et
uy sachant que u; € PC* (J,R), ¢, (uj) € PC* (J,R), i=1,2, et

Fl (t u17u1> (90 (u ))/) < F2 (t>u2’ul27 (@p(ué)),) ) le Jla
ur(t) — w(ty) — Le(ur () = ualt) — wa(ty) — Lelua(te)), & =1,2,.,m
u (8 ) - uy(ty,) — Ni(uy(tr)) = Uz(t+) —us(ty,) — Ni(up(te)), k=1,2,..,m
u1(0 ) auy (0) < uz(0) — auy(0), ua(1 )+bu1( ) < us(1) + bus(1),
Fy (tv u17u/17 (QOp(u/l))/) = _(Qop(u/l))/ + Mgop(ul) - H(t7 ull)v
et
Fy (t,uz, us, (9, (1)) = —(0,(ua)) + Mg, (uz) — H(t, uy).
Alors uy(t) < ug(t), pour tout t € J.

Remarque 4.1 La preuve de ce lemme est une généralisation du lemme 3.2
dans [18].
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Preuve: Supposons qu'il existe t* € [0, 1] tel que

ur (t°) — ue(t™) = os<251(u1(t) —us(t)) =¢ > 0.

Cas 1 : Si t* = 0, on obtient la contradiction
0 < u1(0) —ug(0) < a(uf(0) —uy(0)) <0.

Un raisonnement similaire est valable si on prend t* = 1.
Cas 2 : Si t* € J', alors puisque (u; — us) € PC*(J,R), on a

(ur — u2)'(t") =0,
ce qui entraine que
op(un(t)) = @, (uy (1))
Comme ¢, est strictement croissante, on obtient

— (2, (uh)) (%) + (0, (uh))' (") = lim —ep(u) (1) + 9p(ua) (1)

t—t* t—t*

D’autre part, on a

—(pp (1)) () + My (ur (%)) + (9, (u3)) (t7) — M, (ua(t?))
< H(#,ul(t9)) — H(t*, uy(t*)) = 0.

ce qui donne

—(p (1)) (%) + (0, (u3))' (1) < Mgy (us(t7)) = Mepy, (un (7).

> 0.

(4.6)

Puisque u; (t*) > uy(t*) et la fonction ¢, est strictement croissante, on obtient

— (0, (u1))(£) + (10, (u3))'(£7) < 0.

Ce qui est en contradiction avec (4.6]) .

Cas 3 : S'il existe t* € J tel que u;(t*) — us(t*) = ¢, alors d’apres les cas 1

et 2, on a t* = t;, pour certain k =1,2,..,m, et

ui (te) = uh(ty).
Comme les fonctions I et N}, sont croissantes, on a

ul(tg) - u2(tl:r) =&
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et
uy () > uh(th). (4.9)

D’autre part, par la définition de €, et comme (u; — uy) est décroissante a
droite de t;, on a
Wt < uh(t)). (4.10)

Alors d’apres (1.2.4]) et (1.2.5)), on a

() = (8). (4.11)

Comme ¢, est strictement croissante, on a

_ (Wp(u’l))’(t;) + (Wp(“;))’(t;) _ Elg _SOp(ui)it)_—i;;p(u’Q)(t)

>0. (4.12)

D’autre part, par , 0Nl &

— (i (1)) (8) + Msop(ul(t+)) (i (1)) (8) = Mooy (ua(ty))
< H(t, uy (1) — H (b, up(t)) = 0.

Ce qui donne
= (p(u)) (60) + (0, (ua)) (8) < Mepy(ua(t)) — My (wr(tf)).  (4.13)

D’apreés (1.2.3), on a uy () > ua(t;) et puisque la fonction ¢, est strictement
croissante, on obtient

= (i () (t7) + (9, (u5))'(£7) < 0. (4.14)

Ce qui est en contradiction avec (1.2.7)).
Cas 4 : Si uy(t) — us(t) < e pout tout t € J
Alors,
ui () — ua(t)) = €, pour certain k =1,2,..,m
On pose
sup [ug () —ua(t), tpm1 <t <ty =¢er, >0, k=1,2,..,m+ 1.

On a donc les deux possibilités suivantes
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i) uy () — us(t) = e, pour certain t € (tp_1, 1] . D’apres le deuxiéme cas,
t & (ty_1,tx). Par contre, si t = ¢, donc u(ty) < ) (ty) et uh(t)) < ) (t)). En
utilisant les arguments utilisés dans le cas 3, on montre que c’est impossible.
i) un (tf_,) — ua(ti_,) = ex.
On a,

ui(ty_y) = ua(ty_y) < wi(ti_y) — ua(ti_y):
Ce qui donne que ug(tg—1) < uq(tg—1). En utilisant un raisonnement similaire

au Cas 4, on obtient une contradiction.
Finalement, on obtient

sup [U1<t) — Ug(t), t1 <t < tg] =9 > 0. (415)

et ui (1) — ua(ty) > 0.
D’ou

sup [ug () —ua(t), 0 <t <t1] =1 > 0.
Puisque u (t) — ug(t) < 1 pour t € (0,¢;) d’apres le deuxiéme cas. Alors, on
a

Ul(tl) - Ug(tl) = &1, et Ué(tl) S Ull(tl)
Ainsi u)(t]) < wj(t]). Mais cette inégalité et ((1.2.10)) encore donnent une
contradiction comme dans le Cas 2. Par conséquent us(t) > us(t) dans J.
La démonstration du lemmédI.4] est terminée. m

Définition 4.1 On dit que u est une solution du probléme st
i) ue PC' (J,R) et p,(u') € PC* (J,R).
it) u satisfait le probleme (1.2.1)).

Définition 4.2 On dit que u est une sous solution du probléme st
i) ue PC' (J,R) et p,(u) € PC’1 (J,R).

(o, () < Ht,) — Mg, (u), te T

i ] ) = ulte) + Fufu B S
() > (1) + N/ (B), k= 1,2,0om,
w(0) = a'(0) < ao, u(1)+ b (1) < by

Définition 4.3 On dit que u est une sur solution du probléeme st
i) u € PC' (J,R) et @, (U) € PC’l (J,R).
—(wp( u)) = H(t,u') — Me,(u), t € J',
ii) z(tk) —u_(tkz—i-]k( (_ )), k: =1,2,..,m
() <u(ty) + Np(@(ty)), k=1,2,..,m,
w(0) — aw’'(0 ) > ag, u(l) +bu'(1) = bo.

\R‘

29



De plus si H est une fonction bornée, on a le résultat suivant

Théoréme 4.1 Supposons que les hypothéses (H,) et (Hy) sont satisfaites
et il existe u et uw une sous et une sur solution respectivement du probléme

tels que u(t) < u(t) pour toutt € J. Alors le probléme admet
une unique solution u € PC' (J,R) avec ¢,(u') € PC' (J,R) sachant que

u(t) < wu(t) <u(t), pour tout t € J.

Preuve: En utilisant une preuve similaire a celle du théoreme2.2 dans [36],
on montre que le probléme ([1.2.1)) admet au moins une solution et d’apres le
lemmé4.1], on obtient que cette solution est unique. ®

Définition 4.4 On dit que u est une solution du probléme st
i) u€ PC'(J,R) et ¢,(u') € PC*(J,R).
it) u satisfait le probléme (1.1.1)).

Définition 4.5 On dit que u est une sous solution du probléme st
i) u € PC'(J,R) et ¢, (u') € PC*(J,R).
—WAM)<f@uu)t€ﬂ

u(ty) = ulty) + In(u(ty)), k:LZwm,
i) H@ﬂZH@)l (()%k SUCTI
u(0) — av/( of u(z)dz, u( + bu'( of

Définition 4.6 On dit que u est une sur solution du probléme si
i) ue PC' (J,R) et p, (@) € PC* (J,R).
@A))>fﬁuu)t€ﬂ
i) ﬂ’(t;i) < ﬂ’(t;) + M(ﬂ’(tk)), k=12,
1

u(0) — au'(0) > fhl u(x)dz, u(l) +bu' (1) > [ hy

Maintenant, on définit les conditions de Nagumo- Wintner .

Définition 4.7 On dit que la fonction f : J x R?> — R satisfait aux condi-
tions de Nagumo-Wintner relativement aux couples u et u, sl existe une
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constante C > 0 et des fonctions @ € LP(J) et ¥ : [0,400) — (0, +00)
continues, telles que

£t w,v)| < (l) (Q) +Clof7 ), (4.16)
pour tout (t,u,v) € D, avec
D ={(t,u,v) € I x R* s u(t) < u(t) <u(t)},

et

+oo 1

/ S —ds = +oo. (4.17)
v(

|s[7-T)
On a le résultat suivant

Lemme 4.2 Supposons que les conditions (H;) et (Hy) sont satisfaites, et
que la fonction f : J x R? — R satisfait auz conditions de Nagumo- Wintner
dans D. Alors il existe une constante K > 0, telle que pour toute solution u
du probléme vérifiant u(t) < u(t) < u(t), pour tout t € J, u satisfait
||u/||PC(J,R) < K.

Preuve: Raisonnons par P'absurde, supposons qu’il existe s € [0,1] telle
que |[u'(s)| > K.
On distingue les deux cas suivants

Cas A : Il existe un kg € {0,1,..,m} tel que s € (tg, try1].

Cas B : Il existe un kg € {0,1,..,m} tel que s =t} .
Supposons que le premier cas A a lieu. Pour les autres cas , la preuve est
similaire.

Puisque u(t) < u(t) < u(t), pour tout t € J, on a

min |/ (t)] = My,.

te[tzo ,t;O_H]

Prenons K > max{My,, [[t'|| po(sg) : W | posr)} telle que

o (K) 1
/ s> |Q|, 8§ + O3, (4.18)
W([s[7-1)
op(Miq)
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Il existe s1, 55 € [ty ] tels que [u/(s1)| = My, et [u/(s2)] = K.
Sans perte de généralité, on suppose que s; < sg, alors on a les deux cas
suivantes

(i) W/ (s1) = Mpy,, ' (s2) = K et My, < u'(t) < K, pour tout t € (s1, S2),

(i) w'(s1) = — My, ' (s2) = =K et —K < u/(t) < —My,, pour tout
t e (81, 82).
Supposons que le cas (7) est satisfait. L’autre cas se démontre par d’une fagon
similaire.

Puisque u est une solution du probléme et par la condition de
Nagumo-Wintner , on a

(e, () (1) < W (1) (Q) + C(W()77 ), W€ (s1,5).  (4.19)

Maintenant si on pose s = ¢, (u'(t)) dans (1.2.13), on obtient

ep(K) L 5 .
. (1\{) \1;(|S|p11)d8_51/ 0) (p(u'(1)))" dt. (4.20)

Alors par ((1.2.15)), on a

‘Pp(K) L 52 1
@(A{) \I’QS”’L)d _80/ U(u(t)) (0p(u/ (1)) dt,
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et par (1.2.14), on a

o, (K) 3% 52 (Spp(u’@)))% / I %
e Sy ) (90 C o)) &

52

= [ (e )7 (QU) +C ) ) at

s2 p—1

= [ @) Q) dt+ 0 [ ()T W)7 dt

S1 S1

hSA

p—1

|@uﬁcmeVzw>p+

S1

IN

p—1

+C(T0w@»3pﬁ)p(7mwi<ﬁ)p

= 11Qll, (uls2) = u(s2) 7 + (u(s2) — u(s1))
< llQl, 8% +C5,

hSA

(82— s1)

Ce qui est en contradiction avec ((1.2.13). =

4.3 Reésultat principal

Dans cette section, on énonce et on montre notre résultat principal.
On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites.
(H3) f:JxR?— R est une fonction continue pour t # t, k = 1,2, ..,m,

lim f(s,u,v) = f(t, up,vo) et lim f(s,u,v) existe
(s,u,v):;(f,uo,vo) (s,u,v):;(f,uo,vo)

pourt =t k=1,..,m.

(Hy) Il existe une constante positive M telle que u — f(t,u,v) + Mg, (u)
est croissante, pour tout t € J et v € R.
De plus, on suppose 'existence d'une sous et d’une sur solutions u et w
avec

u(t) <u(t), pour tout t € J.
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On a le résultat suivant

Théoréme 4.2 Soient u et u la sous et la sur solution respectivement du
probléme telles que uw < u dans J. Supposons que les conditions (H3),
(Hy) et les conditions de Nagumo-Wintner relativement & u et u sont sa-
tisfaites. Alors le probléme admet une solution minimale u, et une
solution maximale u* telles que pour toute solution u du probléme
avec u < u <u dans J, on a

u<u, <u<u" <u dans J.

Pour la preuve de ce résultat, on a besoin d’un lemme préliminaire.
Soient w,w € PC* (J,R) fixées telles que

i) 0, (), 0, (W) € PO (.R).

i) u <w <w < 7w dans J.
Pour tout v € R, on définit la fonction ¢ par

d(v) = max{— K, min{v, K'}}, pour tout v € R,

ou K la constante définie dans la preuve du lemmdlI.5 Alors la fonction §
est continue et bornée. En plus, on a §(v) = v, pour tout v tel que |v| < K
et |§(v)| < K, pour tout v € R.

Considérons les problémes aux limites suivants

—(p, (W) + Mepp(u) = f(t,w,0(u)) + Msop( w), te J,
u(tf) = ulty) + L(uty)), k=1,2,..
u(tf) = u'(t,;) + Nk(u’(tk)), k=1, 2, m,

u(0) — av/( fhl r)w(x) de, u(l) +bu/'(1) = [ he(z)w(z) de,

0
(4.21)
et

—(pp (W) + Mgy, (u) = f(t,w,6()) + Mg, (w), t € J',
u/(t—k‘r) = Ul(t_) + Nk(u/(tk))7 k= 1727 - M )

u(0) — au'( fhl r)w(zx) dr, u(l) +bu/(1) = bth(:c)w(x) dw.
(4.92)

On a le résultat suivant
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Lemme 4 3 Soient w et w la sous et la sur solutions respectivement du
probléme . Supposons que les conditions (Hs) et (Hy) et les conditions
de Nagumo- Wmtner relativement a u et w sont satisfaites. Alors il existe une

unique solution u du et u du sachant que

u<w<u<u<w<udans J.
Preuve: La preuve est similaire a celle du lemme 5 dans [16]. m

Preuve: du Théoréme [T.4]
La preuve du théoréme [I.4] est donnée en plusieurs étapes.
On pose uy = u, Uy = u et on définit les suites (u,)nen, (Un)nen par

(= (1)) + Moy (Unia) = f(E, 0, 0(T41)) + Mo, (4n), L€ T,

Un+1(t7§) Uni1 () + Te(Unra (Br)), k=1,2,..,m,
1(tl-€‘r) n+1(tk)+Nk( n+1(t/€>)ﬂ k:1727 , M,
Un41(0) — a4 (0) fh1 (z) d, (Prt1)
0

1

Wi (1) + B, (1) = [ ho(a), (x) da.

\ 0

et

(= (p(Un 1)) + Moy (u,41) = f(t, 1, 6(u ))+M90p( n) tEJ,

—n+1( )= () + Te(u n+1(tk3)7 k= Ti
—n—&-l(tl-c‘r) n+1(tk) +Nk( n+1(tl€>)’ k= ">ma
U 1(0) — aul, 4 (0 f hi(z)u, (x) dz, (Qny1)

1

Uy (1) + by (1) = [ ho(2)u,, () do.

\ 0

Etape 1 : Pour tout n € N, on a
u<u <. <u, <, SUpy KU, << Uy <udans

Preuve
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i) Pour n =0, on a

et

Puisque u et @ sont la sous et la sur solutions du probléme (1.1.1)), alors
d’apres le lemme (1.6, on obtient

u < u; <u; <udans J.
ii) Supposons pour n > 1 fixé, on a

u<u, ; <u, <U, <U,—; < udans J,

et montrons que

Sot t € J', on a
— (0 (W)) + Mg, (Un) = f(t,Un-1,0(,)) + Mgy (Un—1).  (4.23)
Comme @, < W, et en utilisant ’hypotheése (Hj), on obtient
[t -1, 6(w,)) + Mo, (Un-1) > f(t,Un,0(u,)) + Mo, (U,). (4.24)

D’apres (1.3.3]) et (1.3.4), on a

Vte J, — (,(u,)) > f(t, U, 8(u,)).
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Maintenant on utilise une preuve similaire a celle du lemme (1.5, on

montre que |[U;, || pojpy < K. Ainsi 6(w;,) =, et on obtient

vie S, —(ep(m,)) = f(t,un,Uy).
D’autre part, on a
Un(tF) = un(ty) + L(wn(ty)), k=1,2,..,m,

W, (ty) = W, (1) + Nu(@, (tr)), k=1,2,..,m,
et

U, (0) — aw, (0) > /hl(m)ﬂn(x) dx,

Ta(1) + b7 (1) > / o ()T (x) da.

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

D’apres (1.3.5), (4.26), (1.3), (1.3.6) et (1.3.7)), il résulte que @, est

une sur solution du probléme ((1.1.1). D’une facon similaire, on peut
montrer que u,, est une sous solution du probléme (|1.1.1f). Donc d’apres
le lemm, il existe une unique solution %1 du (Pp41) et u,,, du

(Qn+1) telle que
U< U, S Uy < Upgy < U, < udans J.
Ainsi, on a

u<u, <, ; <Upp < U, <udans J

Etape 2 : La suite (@,),>1 converge vers la solution maximale du

([T.1.1).

Preuve : D’aprés I’ Etape 1 et le fait que ||, || por) < K, pour tout

n € N, alors la suite (%, ),en est uniformément bornée dans PC! (J,R) .

Soient Jl = [O,tl], J2 = (tl,tg], ceey Jm = (tmfl,tm], Jm+1 = (tm,l] .
k=m+1
Ainsi J = |J Ji.
k=1
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Maintenant soit € > 0 et ¢, s € J; sachant que ¢ < s, alors pour chaque
n € N, on a

(@i (5)) = 2y T ()] = / Coanlirim oy St )

(Spp(un (1) “p (Uny1 (T

/ (omndma)
+M Qop Uy (7)) — Cp (unJrl( ))

< (M1( )+ 2M Ms) |s — t|,
ou
My (f) =sup{|f(t,u,v)], t€J u<u<Tuet [v]| <K},

et
MQZmaX{}gpp(u)L ggugﬂ}.

Si on pose par définition K = M;(f) + 2M M, on a

|0 (@ 11(9)) — @, (T 1 ()] < Ko |s — 1]

Si on choisit|s — t| < on obtient

K, +1
(@11 (5)) = (s (1))] < .

C’est a dire la suite (Sop(ﬂ;%))neN est équicontinue sur J;.
Maintenant comme Papplication ¢, ! est un homéomorphisme croissant
de R dans R, on déduit que

0, 1(5) = U 1 (8)] = |05 (0, (U1 (3))) — @, (0, (@, 1 (1))] <&,

c’est a dire la suite (), )nen est équicontinue sur Ji.

D’aprés le théoréme d’Ascoli -Arzéla, il existe une sous suite (7(M),cx
de (Uy)nen qui converges dans C* (Jy).

Maintenant considérons la sous suite ("), cy définie sur I'intervalle
Jo. Dans cet intervalle, la sous suite (7{!),cn est uniformément bornée

et équicontinue. Alors elle admet une sous suite (7?), ey qui converge
uniformément dans U'intervalle(t;, to] .
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On continue cette procédure dans les intervalles(ts, t3] , .., (tm, tm1], il
en résulte que la suite (%, )nern a une sous suite (7(™*+1), oy qui converge
uniformément dans l'intervalle J.
Soit

m+1) _

lim (™Y

n—-+00

donc , ,
(m+1)Y\ _ 1 —(m+1)
() = tim_ (@)’

Mais d’apres I'Etape 1 la suite (7, )nen est décroissante et bornée, alors
sa limite ponctuelle existe et notée par u*. Ainsi, on obtient u(™*+Y = y*.
De plus, cette suite converge vers u*.

Soit k € {0,..,m} fixé, et t,s € (tx,tg11), on a

—<Pp(ﬂ;z+1(5)) = gDp(ﬂ;l“(t)) + / ( +J;\(47’(ZZ((;);)5—(%:(15(2>1))) ) o

Si on fait tendre n vers+oo, on obtient

F (1), 6@, (7)) — f(r,u(r), 8((w?) (7)),

n—-+4o0o

ou

~

F(7. (1), 0(t,41(7))) = £(7, 00 (7), (T, 11 (7)) +M (0, (Wn(7)) = 0, (Tns1(7))) -

De plus, il existe un nombre strictement positif K3 tel que pour tout n
dans N et 7 dans J, on a

|F(7.0(7),0(, 11 (7)) + M (0,(T) — ¢, (Tns1)) | < K.

Alors le théoréme de convergence dominée de Lebesgue entraine que
—op (W) (5))) = @, () (1)) + / Fru* (1), 6((u) (7)))dr.
t

Ainsi, on obtient

!

Ve (e tin), — (p((w))) = f(t,u",0(u")). (4.30)
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Donc, pour chaque £k =1,..,m, on a

Vi€ (ttin), — (g ((w?))) = ft.u*,6(u”)).

Par suite

Vte J, — (gpp((u*)/))' = f(t,u*, 6(u)). (4.31)

De plus, d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on
a

J
0 (4.32)
!

D’autre part, puisque les fonctions I, et N, sont continues, on a
w () = wr(ty) + (u(t)), k=1,2,..,m, (4.33)
et
u’(t)) = u(ty) + Ne(u”(t)), k=1,2,..,m. (4.34)
D’apres (1.3.9), (1.3.10), (4.33) et (1.3)), on obtient que u* est une

solution du probléme suivant

—(p,(u”))" = f(t,u*,6(u")), t € J,
wr(t)) = u(ty) + L(u* (), k=1,2,...m,
u*’(tZ) =u*(t;) + Np(u”(tx)), k=1,2,..,m,
1 1

u*(0) — au* (0) = bfhl(x)u*(x) dr, u*(1) 4+ bu*(1) = bfhg(x)u*(a:) d.

En utilisant une preuve similaire & celle du lemme [1.5] on montre que
| ()’ }PC(JR < K. Ainsi 6(u”) = u* et par conséquent u* est une
solution du .

Maintenant, on montre que si u est une autre solution du sachant
que u < u < u dans J, alors u < u* dans J.

Puisque u est une solution du , et d’apres 'Etape 1, on a

Vn e N, u<u,.
En fait tendre n vers +o00, on obtient

uw< lim wu, =u",
n—-+o0o
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ce qui implique que u*est une solution maximale du probléme (|1.1.1)).
Etape 3 : La suite (,),en converge vers la solution minimale du
(1.1.1)).

Preuve : la preuve est similaire a celle de I'Etape 2.

Ce qui achéve la démonstration de notre résultat principal.

4.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d’application.
On considére le probléme aux limites suivant

(eut)) = gty (1) (14 @77 ), € T = [0,1\{3},

% )+1 (435)
)

oup>1,k=2[+1,l€Net g:J— R est une fonction définie par

—t—1, sitel0,1];
9(t) —1( 2) site]l].
I_
1 - 3
La fonction g est continue pour t # 5> 9(3 ) = 5 et g(%+) = —1.
On pose par définition
F(t ) = g(Out(e) (1+ [/ (077 (4.36)
Soit
—t—1, site0,1];
uft) = -1 sMG}l 1]
’ 29 )
et

Pour tout t € J, on a
u(t) <a(t).
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Il est facile de vérifier que

0= (g, () < g0y (t) (1 4+ |/ ()[7T) =2~ — 1), Wt € {o, %] |
et
0= (e, ) < o) (1 W) - Py vee | 5]
Ainsi
— (g, () < f(t,u,u’), pour tout t € J'. (4.37)
De plus, on a
i) =-1=u})+1i
{ w3 =0=w()+1, (4:3%)

et

u(0) =—1<cosl—3coss+sing+1= [ut)sintdt,

/
0 (4.39)
!

u(l)=—-1<cos3 —sinl+ 3sing —1

5 5 u(t) cost dt.

D’apres ((1.4.3)), (4.38)) et (4.39)), la fonction u est une sous solution du ((1.4.1)).
D’autre part, on a

—(ip, (@) =0 > —t = g(t)T* () (1 + \a'(t)\p%) . pour tout t € [0, 1} ;

2
et
t—1 1 1
(@) 2 2 ) = (0w 0) (1+ WO L pour out 1 € [0,
1_
Ainsi
— (g, (@) > f(t,u, '), pour tout t € .J'. (4.40)
De plus, on a
ﬂ(%+):%:ﬂ%_)+%’ 4.41
=1ty 9 (1 ()
Wiz )=1=u(3 )+1,



et

1
u(0) =1>sinl —2cosl+ jcoss —sing +1= [u(t)sint dt,
= (4.42)
u(l)=2>cosl+2sinl —coss — isini = [u(t) cost dt.
0

D’apres , et , la fonction @ est une sur solution du
probléme .
D’autre part, il n’est pas difficile de montrer que la fonction f définie par
1.4.2)) vérifie les hypothéses du Théoréme . Par conséquent le probleme
1.4.1)) a une solution minimale u, et une solution maximale u* telles que

u(t) < wu,(t) <u*(t) <u(t), pour tout t € J.
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1.1 Introduction :

This work is concerned with the construction of the minimal and the
maximal solutions of the following quasilinear impulsive differential equation
with integral boundary conditions

—(p, () = f(t,u,u), t € J = J\ {to, e tma1}
u(ty) = u(ty) + In(u(ty)), k =1, 2 .

u'(t)) —u(tk>+Nk<u’( D)k =1,2,.m, 1 (1.1.1)
u(0) — au'( fhl(x w(z)dx, u(l )+ /(1) = thz(:r:)u(x)dx,

where ¢, (y) = WP Py y e Rp > 1,0 =[0,1tg =0 <t < .. <ty <
tmi1 = 1, where m is a fixed positive integer, f : J x R?> — R, a and b are
positive real numbers, h; : J — R, are continuous functions (i = 1,2), I}, and
N : R — R are continuous and nondecreasing functions for each k =1, .., m,
and u(t;) and u(t; ) represent the right-hand limit and left-hand limit of u( )

Dynamical systems with discontinuous trajectories or, in other terms,
impulsive differential equations, were considered at the beginning of the de-
velopment of nonlinear mechanics (see [32]) and the first mathematical study
of this subject was initiated by V. D. Milman and A. D. Myshkis [31]. Later,
numerous works of many mathematicians were devoted to study impulsive
differential equations, see for example the books [6], [17], [28], [37] and [45]
and the papers [2], [4], [3], [5], [10], [18], [21], [23], [29], [34], [36], [39], [40], [41]
and [49]. Impulsive differential equations arise naturally in medicine, biology,
ecology, population dynamics, mechanics, engineering and chaos theory ; see,
for example, [I7], [25] and [45] and the references cited therein.

On the other hand, ordinary differential equations with integral boundary
conditions were first considered by M. Picone [35] in 1908. He investigated
relationships that exist between integral equations and certain special nth-
order differential equations with integral boundary conditions.

In 1911, E. Hilb [22] considered the following problem
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d2f+q~<x>f= G().re0,1),

a?
BFO)—af (0)=~[/(z (1.1.2)

_ 0

haf (1) = haf' (1) =0,

where ¢ : [0,1] = R, g:[0,1] — R and K : [0,1] — R are smooth functions
and 3, a, hy and h; are real constants.

By using the following problem

2f _

g2 T ) [ =K (z)=g(z),z € (0,1),

F(0)=a,f (0) =5,

hof (1) = haf' (1) = 0,

he derived the Green function for the problem (1.1.2)), showed that the spec-
trum is discrete, and derived a nonself-adjoint elgenfunctlon expansion. The
importance of this Work is that the presence of the integral in the first boun-
dary conditions in | induces the boundary term in the differential equa-
tion in ((1.1.3)).

In 1912, R.Von Mises [48] studied the following problem

(1.1.3)

£ (H%) =@ +b@) 2
[A(2) Z(z)de =0, [ B(x)Z () dx =0,

1

(1.1.4)

where ¢, a, b, A and B are continuous functions and A is a parameter. He
is interested in this problem because of its occurrence in certain problems
of hydrodynamics (see [43]). His special case of hydrodynamic application

had a(z) = =+ B, b(z) = c(z) = 1, A = %\/—_1; A(z) = exp(x),

B(z) = exp(—z); r1 = 0, x5 = @, where @ and 3 are a constants, v is
the speed, v is the tenacity coefficient. R. Von Mises obtained existence and
oscillations theorems for problem by using sturm’s method of passage
to the limit from an algebraic system. After this work differential equations
with integral boundary conditions were studied by D. J. Tamarkin [46], W
M. Whyburn, N. Ciordnescu [15] and many others. The reader can consult
the survey paper of W. M. Whyburn [52] for details and references up to

3



1942 or A. M. Krall [27] for more historical informations and references up
to 1975.

Problems with integral boundary conditions arise naturally in hydrody-
namics problems ( see [I3] and [43] ), medical sciences (see [12], [33] and
[44]), semiconductor problems [24], Markov processes [20], thermal conduc-
tion problems [I1], theory of ion diffusion in channels (see [30], [38] and [54]
) and underground water flow [19].

It is well know that the method of upper and lower solutions coupled with
monotone iterative technique has been used to prove existence of solutions
of nonlinear boundary value problems by various authors (see [8], [14], [16],
[18], [23], [29] and [47]).

The purpose of this work is to show that it can be applied successfully
to problems with integral boundary conditions of type . Our results
improve and generalize those obtained in [16], [I8] and [29].

The plan of this paper is as follows : In section 2, we give some preliminary
results that will be used throughout the paper. In section 3, we state and
prove our main result. Finally in section 4, we give an example to illustrate
our results.

1.2 Preliminaries

In this section, we give some definitions and preliminary results that
will be used in the remainder of this paper.
Let

u:J — R,u(t) is continuous at t # ty,
PC (J,R) = ¢ left continuous at t = t; and its right hand limit
u(t]) at t =ty exists, k = 1,..,m.

and

u:J — R u(t) and u'(t) are continuous at t # ty,
PC* (J,R) = { left continuous at t = t; and their right hand limits
u(ty) and ' (t]) at ¢ = tpexists, k = 1,..,m.

For each u € PC* (J,R), let

HUHPcl(J,R) = maX{HUHPC(J,R) ; HUIHPC(J,R)}7

where



PC(JR) — Necem) = ()]
[ sup [u(t)| and [Ju]] y = sup [u/(t)]
ted ted

Then PC! (J,R) is a real Banach space with the norm [ull por (g m)- We
consider the following boundary value problem

—(pp (W) + Mg, (u) = H(t,u),t € .J,
u(td) = u(ty) + TeCulti)), k = 1,2, . m,
() = (t;) + Ni(u' (t)), k = .
u(0) — av'(0) = ag, u(1) + bu'(1) = by,

(1.2.1)

where H : J xR — R is a function, ay and by are a real numbers and M > 0.
We assume that H, I, and N, k = 1,..,m satisfies the following condi-
tions

(Hy) H:J xR — Ris continuous at t # tk,( )hn? )H(s,v) = H(t,v),
s,v)—(t,v0

s<t
and lim H(s,v) exist fort =t3, k=1,..,m

(8,0)—(t,v0)
s>t

(Hy) I and N : R — R are continuous and nondecreasing for each

kE=1,...m

Lemme 1.4 (Weak comparison principle)
Assume that the conditions (H;) and (Hy) are satisfied and let u; and us be
such that u; € PC* (J,R), ¢,(ut (J;R), i = 1,2, and

F (75 uy, uy, (SO (v] ) < Fy (t Uz, Uy, (Sﬁp(%)) ) telJ,

ul(tk) - ul(t;Z) Ip(ur(ty)) = ua(ty)) — ua(ty) — In(ua(ts)), k = 1,2,..,m,
ui () —uy(ty) — Ne(uy(te)) = ua(t)) — ua(ty) — Ni(ua(te)), k= 1,2,..,m,
ul(O) — au(0) < uz(0) — auy(0), ur (1) + bui (1) < ua(1) + bus(l),
where
Fl (tvul,u/h (Qop(u/ll) = (Spp( )) + Mgop(ul) H(tvull)a
and

Fy (t uz, i, (9, (1) = —(0, (1)) + My, (un) — H(t,u).
Then uy(t) < uy(t), for allt € J.



Preuve: Assume that there exists t* € [0, 1] such that

ur(t*) — uo(t™) = Os<1:1<)1(u1(t) —us(t)) =€ > 0.

Case 1 : If t* = 0, we obtain the contradiction
0 < u1(0) — uz(0) < a(uf(0) —uy(0)) <0.

A similar argument holds if t* = 1.
Case 2 : If t* € J', then since (u; — uy) € PC' (J,R), we have

(u1 —ug)™) =0,

which implies that
ep(us)) = @y (uy(t7)).

Since ¢, is strictly increasing, we obtain

—(,(uh))*) + (0, (uh))™) = lim
But at this point, we have

—(pp(u1))"™) + M, (ur (7)) + (9, (u5))"™) = Mg, (us(t7))
< H(t7ur) — H(17, up(t7)) =

Which means that

—(0,(u1))") + (@ (u3))™) < Moo, (ua(t")) — Mg, (ua (t7)).

Since uy (t*) > uy(t*) and the function ¢, is strictly increasing, then it follows

that
—(pp(u1))™) + (@, (us))™) < 0.

Which is a contradiction.

Case 3 : If there is a t* € J such that wu;(t*) — ua(t*) = ¢, then by Casel

and Case2, we have t* = ¢, for some k =1,2,..,m, and
ui (te) = uy(ty).
Since the functions I, and N} are nondecreasing, one has

ur(ty) —us(tf) =,

6

(1.2.2)

(1.2.3)



and
() = uhty). (1.2.4)

On the other hand by the definition of €, (u; — u2) is nonincreasing in the
right of ¢;, then we have

Wt < e, (1.25)
Then by (1.2.4) and (1.2.5)), it follows that
uy(ty) = ui(t). (1.2.6)

Since ¢, is strictly increasing, we obtain

— (i, (W) (1) + (g, (1)) (t) = lim —p(u1) () + @, (up) (¢)

>0. (127
b — > 0. (1.2.7)

On the other hand by (1.2.6)), it follows that

—(p () (8) + Mooy (ua (L N ( ( 2))'(8) = M, (ua(£]))
< H(te, uy (1) — H (b, up(t))) =

Which means that
— (i (W) (8) + (i, (u3)) (1)) < Mo, (us(ty)) — M, (ui(ty)).  (1.2.8)

By (1.2.3), we have ui(t) > uy(t;) and since the function ¢, is strictly
increasing, then it follows that

= (i, () (t7) + (0, (u5))'(£7) < 0. (1.2.9)

Which is a contradiction with (1.2.7)).
Case 4 : If uy(t) — us(t) < ¢ for all t € J. Then we have

ur(tf) —uz(ty) =€, for some k=1,2,..,m

We put
sup [ug(t) — ug(t), tp_1 <t <tx] =ex >0,k =1,2,..,m+ 1.

We have the following two possibilities N
i) ui(t) — ua(t) = &y, for some t € (t,_1,t,]. By Case 2 t & (t;_1,t1).

7



However, if ¢ =t then uy(ty) < uj(t,) and uh(t;}) < ) (7). Now repeating
the arguments used in Case 3 shows that this is impossible.
i) ui(t)_,) — ua(ti_y) = e
Hence,
ui(ty_q) = ua(ty_y) < walty_y) —ua(tf,)

We get us(tr—1) < ui(tr—1). Repeating the same procedure we employed so
far in Case 4 inductively, either we get a contradiction on the way or we
have finally

sup [ug (t) — ua(t), t1 <t <ty] =3 > 0. (1.2.10)

and uy (1) — ua(t3) > 0. Hence
sup [ug(t) —ua(t),0 <t <t =¢; > 0.
Since uy(t) — ug(t) < ey for t € (0,t1) by Case 2. So, we get
uy(t1) — uz(ty) = e1, and uy(t) < uj(ty).

and thus ub(t]) < uf(t]). However, this and (1.2.10) imply again a contra-
diction as in the Case 2. Thus uy(t) > uy(t) on J.
The proof of Lemma [I.4] is complete. O

The proof of this Lemma is a generalization to that of Lemma 3.2 in [I8].

Définition 1.8 We say that u is a solution of if
i) uw e PC' (J,R) and p,(u" (J,R).
i) u satisfies .

Définition 1.9 We say that u is a lower solution of if
i) u € PC'(J,R) and ¢,(u" (J,R).

t
oy 4 =) + L) K= 1.2 m,
W) > u'(ty,) + Ni(W' (te)), k=1
u(0) — aw'(0) < ap,u(l) +bu'(1) <

Définition 1.10 We say that u is an upper solution of if
i) uwe PC' (J,R) and ¢, (" (J,R).
(@)Y = H(1,7) — Mo, (u),t € J'
”) ﬂ,(tZ) = ﬂ(tQ + [k(ﬂ(tk))’ k=
wW(ty) <u(ty) + Ne(@(t)), k= 1,2,..,m,
u(0) — a@'(0) > ag,u(l) + bu'(1) > b

8



Now, if moreover H is a bounded function, then we have the following
result

Théoréme 1.3 Suppose (H;) and (H,) hold and there exists u and u lower
and upper solutions respectively for the problem such that u(t) <
u(t) for all t € J. Then the problem admits a unique solution u €
PC* (J,R) with p,(u* (J,R) such that

u(t) < wu(t) <u(t), for allt € J.

Preuve: Using a proof similar to that of Theorem 2.2 in [36], we can prove
that the problem (1 admits at least one solution and by Lemma [1.4} it
follows that this problem admits a unique solution. 0

Définition 1.11 We say that u is a solution of if
i) u€ PC'(J,R) and ¢, (u" (J,R).
i) u satisfies :

Définition 1.12 We say that u is a lower solution of if
i) u € PC'(J,R) and ¢, (u" (J,R).
—(fp(g’))’ < flt,u, ), t € J',
u(ty) = u(t; )+Ik( (), e =

i) u(t+)zu( k) T Ne(W (t)), k
1

)
u(0) — av/( { (@)u(z)de, u ( ) +0u/ (1) < [ hy

0

1,2
= m’

Définition 1.13 We say that u is an upper solution of if
i) uwe PC' (J,R) and ¢, (@ (J,R).
—(p, (@) = f(t,u, W), t € J’
u(ty) =u(ty) + In(u(te)), k = m,
i) § W(ty) < E’(7512) + Nk(u (tr)), k 1,2,..,m,
(z)u(z)

u(0) — aw'(0) > fhl z)u(z)de,u(l) + o' (1) > [ hy d.

—_

[e=]

Now, we define the Nagumo-Wintner condition.

9



Définition 1.14 We say that the function f : J x R?> — R satisfies a
Nagumo-Wintner condition relative to the pair w and w, if there exist C' > 0
and a functions @ € LP(J) and ¥ : [0,+00) — (0,400) continuous, such
that X

£t )] < (o) (Q) +C ol 7). (1.2.11)

for all (t,u,v) € D, where
D = {(t,u,v) € J x R* : u(t) < u(t) <u(t)},

and

/ — 2 ds=+oo. (1.2.12)
U]

We have the following result

Lemme 1.5 Assume that the conditions (H;) and (Hy) are satisfied and
f:J xR? — R satisfies Nagumo- Wintner conditions and
in D. Then there exists a constant K > 0, such that every solution of problem
verifying u(t) < u(t) <u(t), for all t € J, satisfies |U|| po sy < K-

Preuve: Suppose to the contrary that there exists s € [0,1] such that
|u/(s)| > K. Then we have the following two cases

Case A : There exists ky € {0,1,..,m} such that s € (t, tx11].

Case B : There exists ko € {0,1,..,m} such that s = t,jo.

We only consider Case B. A similar argument holds for Case A.

Since u(t) < u(t) < u(t), for all t € J, we have

min [u'(t)] = My,.

+
te[th o1

Take K > max{ My, ||Q/||PC(J,R) ; “a,HPC(J,R)} such that

#p(K) )
/ — > —ds > Q| 5" + 5. (1.2.13)
U(]s>1)
op(Mgg)

There exists s1, s € [t , . 1] such that [u'(s1)] = My, and |u/(s2)| = K.
Without loss of generality, we assume that s; < s, then we have the
following two cases

10



(i) ¥/ (s1) = My, u'(s2) = K and My, < u/(t) < K, for all t € (s1, $2),
(i) u'(s1) = — My, v/ (s2) = —K and —K < u/(t) < —Mj,, for all
te (81, 82).
Assume that the case (i) holds. The other can be handled in a similar
way.
Since u is a solution of the problem (1.1.1) and by Nagumo-Wintner

condition (|1.2.11]), we have

(@, () (t) < W(u/(t)) <Q(t) +C (u’(t))ril> , for all t € (s1,2). (1.2.14)
Now if we put s = ¢, (u'()) in (1.2.13]), we obtain

0, (K) 1 52 1
s [l
wl TN / W) PO (1.215)
Then by , it follows that
o, (K) 1 2 1
sl
M{ TR / w(u(py) D)
and by , we have
w0 s 2 (gl O (o))
o < S v @0 o)
= ()7 (@) +C (' (0)77 )
= [ Qudt+ 0 f (@) @) d
< i, (7 ((u’<t>>”5)pfldt) oy
+C (T((u'a))i)pdt)p (}2(1)151 dt) '
= @l (u(s2) = u(s2)T + (u(s2) — us)? (s2 = 1)
< |Ql,S% +CS,

11



which is a contradiction with (|1.2.13]). U

1.3 Main results

In this section, we state and prove our main result. On the nonlinearity
f, we shall impose the following conditions
(H3) f:J x R? — R is continuous for t # t, k = 1,2,..,m,

lim f(s,u,v) = f(t,up,v9) and lim f(s,u,v) exist
(s,u,v):;(zﬁ,uo,vo s,u,v):;(f,uo,vo)

fort =t,, k=1,..,m.
(H,) There exists a positive real number M such that w — f(t,u,v) +
M, (u) is increasing, for all t € J and v € R.
Also, we will assume the existence of an ordered pair of lower and upper
solutions u and u satisfying

u(t) <a(t), for all t € J.

The main result of this work is

Théoréme 1.4 Let u and u be a lower and upper solution respectively for
problem such that uw < @ in J. Assume that the conditions (Hs) and
(Hy) are satisfied and the Nagumo- Wintner conditions relative to u and @
holds. Then the problem has a maximal solution u* and a minimal
solution u, such that for every solution u of with u < u <uin J, we
have

u<u, <u<u <uwinJ.

For the proof of this theorem, we need a preliminary lemma
Let w,w € PC* (J,R) be fixed such that

i) gp(w), g, (@ (J,R).
Hu<w<w<uin J
For all v € R, we define the function § by

d(v) = max{— K, min{v, K}}, for all v € R,

where K is the constant defined in the proof of Lemmal[I.5 Then the function
d is continuous and bounded. In fact, we have d(v) = v, for all v such that
lv| < K and |0(v)| < K, for all v € R.

12



We consider the following problems

_(@p(u/)), + M@p(u) = f<t7m’ 5(“’)) + M@p(m)ﬂf € J,a
(1) = u'(t;) ¥ Nk<u'<tk>>, 2w

w(0) — au/( fhl ) w(x)dz, u(l) + bu'(1) = [ he(x)w(z)dz,

0
(1.3.1)
and

—(p,(u) + Mp,(u) = f(t,w,0(u')) + My, (w),t € J,
u(ty) = u(ty) + I(u(te), k= 1,2,..,m
u'(ty) = U'(ti) + Nk(u'(tk)% k=1,2,.,m 1

u(0) — au'( fh1 x)w(z)dr,u(l) + bu'(1) = thQ(x)w(x)dx.
(1.3.2)

Lemme 1.6 Let w and w be a lower and upper solutions respectively for

problem . Assume that the conditions (H3) and (Hy) are satisfied and
the Nagumo- Wintner conditions relative to uw and w holds. Then there exists

a unique solution u and u of and such that

u<w<u<u<w<uecl

Preuve: The proof of this lemma is similar to that of Lemma 5 in [16]. So,
it is omitted. O

Preuve: of Theorem : The proof will be given in several steps.
We take uy = u, up = u and define the sequences (u,,)nen, (Un)nen by

(= (pp(Un41)) + Moy (tni) = f(t T ( 1)) + Moy (), t € ',
Un+1(tZ) = Unt1(t),) + Ik(un+1(tk))7 =1,2,..,m,
l(t;:> n+1(tk> +Nk< n+1(tk)>=k y ooy 1T,
T (0) — ) (0 f (2T (), (Pus)
Upy1(1) + 0w, 4 (1) = flh2 (), (

\ 0
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( —(pp(uniq)) + Mo
tk) + I (u n+1(tk))7 ey m,
)+Nk( n+1<tk>>7k ,m,

f hl )dl‘,

1

i (1) + bady 3 (1) = [ ho(w)u, (2)da.

\ 0

*ts

Step 1 : For each n € N, we have

N
IA
VAN
gl
IA
S
B
<

Proof
i) For n = 0, we have

( n+1) ( » U ( )) M@p(@n%t € Jla

(Qn+1)

— (0, (W)) + My (ur) = f(t,u,6(w)) + M, (u),t € J',

Hl(t;l_) - H,l(tl;) + Ik(ﬂll(tk))7 k= 17 27 U

Ell(tz):Hl(tl;)—i_ljvk(ﬂl(tk))Jk:17277m7 .

(0) — amy (0) = thl(x)ﬂ(fﬁ)d%ul(l) + V(1) = thz(iv)ﬂ(fﬁ)diﬁ,
and

(o, () + Mo, (u;) = f(t,u,6(u))) + Mo, (u),t € J,
Hl(t:) = Ql(t]:) + Ii(wy (te)), k = 1,2, ..,m,
uy () Zﬂ’l(t;)JrlNk(ﬂ’l(tk)),k: 1,2,..,m, 1
u(0) — au; (0) = af ha(2)u(z)dz, uy (1) + buy (1) = { ha(x)u(z)dx

(Q1)

Since u and u are lower and upper solutions of problem (|1.1.1)), then

by Lemma [1.6], it follows that

u<u <u <uin J.



ii) Assume for fixed n > 1, we have

Qggnflggngﬂngﬂn—l Sﬂll’lj,

and we show that

Let t € J', we have
— (pp(@,) + My () = f(t,Un-1,6(0)) + Mepy(n1). (1.3.3)
Since w,, < U,_1 and using the hypothesis (Hs), we obtain
[t Un,0(u,)) + Mo, (Un1) > f(t,Tp, () + M, (@,). (1.3.4)
Then by (1.3.3) and ([1.3.4)), it follows that

vt e J, —(p, (@) > f(t, U, 6(u,)).

Now by using a proof similar to that of Lemma [1.5 we can prove that
1%, || posry < K. Hence 6(;,) =, and we obtain

vte J, —(e,(@,)) > f(t,Un,Ty,). (1.3.5)
On the other hand, we have
U, (t) =, (1) + Ne(W, (1), k=1,2,..,m.
and
1
Un(0) — aw,(0) = /hl(x)un_l(x)dx
0
1
> / ()70 ()
0
That is ,
U, (0) — aw, (0) > /hl(x)ﬂn(:ﬁ)dw, (1.3.6)
0



and

u,(1) +bul, (1) = ho(2)tp—1(x)dx

/ ho(x)u

Un(1) + bu, (1) > /hg(x)ﬂn(:v)d:n. (1.3.7)

Then by (1.3.5)), (1.3), (1.3.6) and (1.3.7), it follows that 7, is an upper

solution of (1.1.1)). Similarly, we can prove that u, is a lower solution
of (1.1.1). Then by Lemma[1.6] there exists a unique solution %, and
U, 110f (Ppy1) and (Qu41) such that

o
= =

v

That is

Hence, we have

VneNu<u, <u, ; <U <U, <uin J

Step 2 : The sequence (uy),>1 converge to a maximal solution of
([T1.1).
Proof : By Step 1 and since [0, || po( ) < K, for all n € N, it follows
that the sequence (u},)nen is uniformly bounded in PC* (J,R).
Let Jl [O,tl] J2 (tl,tg] cery Jm = (tm_l,t ], Jm+1 = ( ,1] . Then

Now let ¢ > 0, and ¢, s € J; such that ¢t < s, then for each n € N, we have

y [( (), 8@ ()
|m%m>mmmn=/(m<<m)wdgmﬁf

7 Tn(7), 6T 11 (7))
S/MM%%ﬂ>wmm»

Mi(f) +2MMs) |s —t|,

dr

IA
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where
Mi(f) =sup{|f(t,u,v)|,t € Ju<u<uand |v] <K},

and
My = max { |, (w)| u < u < 7}

If we put K7 = M;(f) + 2M M,, one has

|0 (@ 11(9)) = @, (T 1 ()] < Ko |s — 1]

Then if we choose

s —t| < ——
K +1

we obtain
|2, (@, 1 (5)) — 0, (W1 ()] < e,

Therefore the sequence (¢, (ﬂn))neN
Now since the mapping ¢, ! is an increasing homeomorphism from R onto
R, we deduce from

is equicontinuous on Jj.

‘un+1 — Ty )‘ = ‘90;1 (()Op(ﬂanrl(S))) - 90; (‘P;;( Upyq )))‘ <¢g,

that the sequence (@), ),en is equicontinuous on J;.

Hence by the Arzéla-Ascoli theorem, there exists a subsequence (7)), cn
of (uy,)nen which converges in C* ().

Consider the subsequence (ui{!),cy on the interval J,. On this interval
the subsequence (M), ey is uniformly bounded and equicontinuous. So, it
has a subsequence (7?),cn uniformly convergent on the interval (¢, 2o

Continuing this process for the intervals (¢, t3], .., (tm, tmi1], We see that
the sequence (T, )nen has a subsequence (™)), oy which will converge uni-

formly on the interval J.

Let
™) = lim u(m+1)
n—-+oo
Then , ,
(m+1\" — (m+1)
(ut D) = Tim (@)

But by Step 1, the sequence (@, ),y is decreasing and bounded from below,
then the pointwise limit of this sequence exists and it is denoted by u*. Hence,
we have u(™*+Y = y* and moreover, the whole sequence converges to u*.
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Let k € {0,..,m} fixed, and ¢, s € (g, txs1), we have

S

T = =) + [ (T D) g

Spp un+1))

Now, as n — +00, we obtain

F (1), 6@ (7)) — [ u(7), 8((w?) (7)),

n—-4o0o

where

~

F(T (1), 0(t,41 (7)) = F(7, 00 (7), (T, 11 (7)) +M (0, (Un(7)) = ) (Uns1(7))) -

Also, there exists a strictly positive number K3 such that for all n in N and
7 in J, we have

|F (7 0(7), 6(t, (7)) + M (9, (W) — @, (Tn41))| < K.

Hence, the dominated convergence theorem of Lebesgue implies that

o, (W) (5))) = — g ((u /fTu ) (7))))dr.

Thus, we obtain

!

Wt € (th, thrn) , — (2, ((u™)))™, 6(u")). (1.3.8)

Then, for each k =1, ..,m, we have

!

Wt € (th: th)  — (2, (™))™, 6(u")).

That is
vt e J', —(gop((u*)'))’*,é(u*’)). (1.3.9)
Also, by the dominated convergence theorem of Lebesgue, we have
/ 1
u*(0) — au* (0) = [ hy(x)u*(z)dz,
q (1.3.10)
u*(1) + bu*(1) = [ ho(z)u*(z)dx
0



On the other hand since the functions I, and NV, are continuous, one has
wr(th) = u(ty) + L(u*(ty)), k=1,2,..,m,
u?(tF) = u(ty) + Ne(u”(tr), k=1,2,..,m.

By ((1.3.9),(1.3.10) and ((1.3)), it follows that u* is a solution of the following

problem

—(pp(u™))™, 0(u)), t € J',

wr(tF) = u(ty) + L(u*(t), k= 1,2,..,m,

u*’(tz) =u*(t;) + Ne(u”(te)),k =1,2,..,m,
1

u*(0) — au*' (0) = thl(x)u*(x)dm,u*(l) +bu¥(1) = Oflhg(x)u*(z)dx.

Now using a proof similar to that of Lemma , we prove that H (u*)’

K. Hence §(u*) = u* and consequently u* is a solution of (1.1.1)).

Now, we proved that if u is another solution of ((1.1.1]) such that u < u <7
in J, then v < u* in J. Since u is a lower solution of ([1.1.1]), then by Step1,
we have

|PC’(J,R) <

Vn € N,u <1,.
Letting n — 400, we obtain

u< lim u, =u",
n—-+o0o

which means that «* is a maximal solution of problem (|1.1.1)).

Step 3 : The sequence (u,,),,.y converges to minimal solution of .
Proof : The proof is similar to that of Step 2, so it is omitted.
The proof of our result is complete. O

1.4 Application

In this section, we apply the previous result to the following problem
1
() 0) (1+ (0] 7t e 7 = [0, 1N},

(1.4.1)




where p > 1, k=2l+1,l € Nand g : J — R is a function defined by

—t—1, if t € [0,3];
g(t) ={ sin(t—3)

- , iftelln].
2

- 3
The function ¢ is continuous for ¢ # > 9(3 ) = ) and g(%+) =—1
We put by definition

St () (14 [/ (0)]77) (1.4.2)
Let ¢ )
o —t—l, ift e 0,5 ;
u(t) _{ 1, if ¢ eﬁ,d;
and ; [ 1}
I O ift e [0,3];
“(t)—{ 1+¢, ifte]i].
We have

u(t) <u(t), forallt € J.
It is easy to check that

e}
|
|
—~
aS)
S
—~
=
~—
~
|
<
—~
~
~—
=
ol
—~
~
~—
/N
—_
+
=
—~
~
~—
]
J
N———
I
[\
—~
|
~
|
—_
~—
E
+
=
<
~
m
| ———|
=
|
—_ 1

s—t
That is
— (@) < f(t,u, '), forall t € J'. (1.4.3)
Also, we have
1t 1~ 1
Zy=—1=u(= - 1.4.4
/ 1+ / 17
u(; )=0=u(5 )+1, (1.4.5)



1

5 1 1

u(0) =—1<cosl— 5083 + sin 5 +1= /g(t) sin tdt, (1.4.6)
0

and

£
—~

—_
~—

I

1
1 5) 1
—1 < cos . sinl + §Sin§ —-1= /g(t) cos tdt. (1.4.7)
0

Then by (1.4.3), (1.4.4), (1.4.5), (1.4.6) and (1.4.7)), it follows that u is a
lower solution of problem ((1.4.1)).
On the other hand, we have

—(ip, (@) = 0 > —t = g(t)u" (1) (1 + ya'(t)\p%) forallt e [0, 1} :

2
and
t— 1 1 1
—(p,(@)) > 2° 1( 2) (t+1)F = g(t)a®(t) <1 + |ﬂ’(t)|f'll) , forall t € [0, 5}
-
That is
— (@) > f(t,u, @), forallt € J'. (1.4.8)
Also, we have
1+ 3 1~ 1
uz )=5=1(5 )+ 14.
17 1
u(z )=1=7(z )+1, (1.4.10)
2 2
1
_ : 1 1 1 o
u(0)=1>sinl —2cosl+ 5085 —sing +1= /u(t) sint dt, (1.4.11)

0
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and

1
1 1 1
u(l)=2>cosl+2sinl — cos 5 — §sin§ = /ﬂ(t) cost dt.  (1.4.12)
0

Then by (1.4.8), (1.4.9), (1.4.10), (L.4.11) and (1.4.12)), it follows that u is a
upper solution of problem (|1.4. ]L)
On the other hand, it is not difficult to prove that the function f defined
by ((1.4.2)) satisfies the hypothesis of Theorem ﬂ and consequently, it follows
that the problem has a minimal and a maximal solutions.
Acknowledgment : The authors would like to thank the referee for his
(or her) valuable suggestions.
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