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Introduction

L’objectif de ce travail est d’étudier ’existence des solutions pour certaines classes d’équations
différentielles avec des conditions aux limites nonlocales dans les échelles de temps.

La théorie des échelles de temps a été intoduite par Stéphan Hilger dans sa thése de doctorat
en 1988. Cette théorie permet d’unifier I’analyse continue et ’analyse discréte.

Elle a connu un essor considérable au cours de ses derniéres années pour expliquer plusieurs
phénomeénes discrets notamment en économie, en biologie et surtout en informatique qui fait ap-
pel aux ensembles discrets et donc, les équations aux différences qui sont abondamment utilisées
pour faire avancer cette science. Elle est trés utile pour décrire des phénomeénes saisonniers.
Par exemple, ce pourrait étre pour I’étude d’une population d’insectes qui aprés un certain
temps disparait, pour réapparaitre ultérieurement aprés avoir été pendant un certain temps
sous forme de larve.

Les équations dynamiques dans les échelles de temps on été étudiées par plusieurs auteurs
en utilisant le théoréme du point fixe de Leray-Schauder, la méthode des sous et sur solutions,
la théorie du degré de Mawhin et les théorémes des points fixes dans les cones (voir [3], [4], [8],
[9], [15], [19], [25] et [28])...

Il est bien connu que la méthode de sous et sur solutions couplée avec la technique itérative
dans les échelles de temps a été utilisée par plusieurs auteurs pour montrer 'existence des
solutions pour des problémes aux limites non linéaires (voir [7, Chapitre 6], [18], [22], [23,
Chapitre 4], [24] et [29])...

Cette these est divisée en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on introduit quelques définitions et notations concernant la théorie

des échelles de temps.



Le deuxiéme chapitre est consacré a l’existence des solutions minimales et maximales pour

le probléme aux limites suivant:

— (2, () = f(t,u7), t € [a,b]7
u(a) - agu(a) = [T gi(s)u(s) As, (1)
w(02(b)) + arul (0 (0)) = [ ga(s)u (s) As,

ot p,(u) = |u\p_2 u, w € R, p > 1, [a,b] est un intervalle d’'une échelle de temps T', f :

[a,b]; x R — R est une function continue, g; : [a,0?(b)], — R4 sont deux fonctions continues

T
pour i = 1,2 et ag et a1 sont deux nombres réels positifs. Les résultats de ce chapitre se trouvent
dans [13].

Dans le troisiéme chapitre on étudie 'existence des solutions minimales et maximales pour

le probléme aux limites suivant:

—(pp(u)? = f(t,u,u), t € [a,b]p
cru(a) — cou®(a) = Ly (u), (2)
diu(o?(b)) + dau? (o (b)) = La(u),

o p,(u) = lulP"2u, avec p > 1, f : [a,b]; x R? — R une fonction continue, L; :
C ([a, aQ(b)]T) — R sont continues et croissantes pour i = 1,2, a € T}, b € T* et ¢;,d; € Ry,
tels que: ¢1 + ca # 0 et dy + dg # 0.

Les résultats de ce chapitre améliorent et généralisent ceux qui ont été obtenu dans [4] et
[12].

Enfin dans le dernier chapitre, on étudie I'existence des solutions pour le systéme d’équations
différentielles quasilinéaires avec des conditions aux limites nonlocales dans les échelles de temps

suivant



[ —(pp ()2 = f(t,u,07), t € [a,b]y,
—<saq<vA>> = g(t,u”,0%), t € [a,b]p,
cru(a) — cu(a) = La(u), 5
csu(o? (b >> + eau?(0(b) = La(w),
¢v(a) — P (a) = La(v),
cgv<a2< >> + 4P (o (b)) = La(v),

ol p,(u) = ]u|p72u, p>1,q9>1 ¢,¢i € Ry, pouri =1,....4, f : [a,b]p x R2 — R, et

g :[a,bl; x R* — R sont deux fonctions continues et L; : C([a,0?(b)] ) — R sont continues

T

et croissantes.pour i =1, ..., 4.

Les résultats de ce chapitre généralisent ceux qui ont été obtenu dans [11].



Chapitre 1

La théorie des échelles de temps

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et résultats concernant la théorie des échelles

de temps. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [6], [7] et [20].

1.1 Les échelles de temps

Définition 1.1 Une échelle de temps est une partie non vide fermée de R.

Exemple 1.1 Les ensembles suivants sont des échelles de temps: R, 7Z,N, [0,1]U[2, 3], [0, 1]JUN.
Par contre les ensembles suivants Q,R \ Q, C, (0, 1) ne sont pas des échelles de temps.
On note une échelle de temps par le symbole T

1.2 Les opérateurs de sauts

Définition 1.2 Soit T une échelle de temps. Pour tout t € T, on définit ['opérateur de saut
supérieur o : T — T par

o(t):=inf{seT :s>t}.

Définition 1.3 Soit T une échelle de temps. Pour tout t € T, on définit ['opérateur de saut
inférieur p: T — T par

p(t) :==sup{seT:s<t}.



Remarque 1.1 Dans ces définitions, on pose inf & = sup T, c’est-a-dire o(t) =t si T admet

un mazximum t.

Remarque 1 On pose sup ® = inf T, c’est-a-dire p(t) =t si T admet un minimun t.

1.3 La classification des points dans une échelle de temps 7.
Définition 1.4 Un point t de T est dit dispersé a droite si o(t) > t.

Définition 1.5 Un point t de T est dit dispersé a gauche si p(t) < t.

Définition 1.6 Un point t de T est dit isolé si il est o la fois dispersé a droite et a gauche.
Définition 1.7 Un point t de T est dit dense a droite sit < supT et o(t) =t.

Définition 1.8 Un point t de T est dit dense a gauche si t > infT et p(t) = t.

Définition 1.9 Un point t de T est dit dense si il est & la fois dense & droite et a gauche.

Définition 1.10 La fonction de granulation p est définie par

w T —1]0,4+00),

t — u(t)=o(t)—t.
Définition 1.11 L’ensemble T*est défini par

- T\ (p(supT),supT], si supT < oo,

T st sup T = oo.
Définition 1.12 L’ensemble Ty est défini par

T\ (inf T,o(inf T')], si inf T > oo,
T st inf T = oo.

T, =



Définition 1.13 On définit la fonction f° par

7 TR,

to— f7t) = flo(d)).
Exemple 1.2 Ftudions les deux cas des échelles de temps T =R et T = 7.
i) Si T'= R, alors pour tout t € R, on a
o(t) =inf{s € R: s >t} = inf(¢, +00) = t,

et

p(t) =sup{s € R:s <t} =sup(—oo,t) =1t.
Par conséquent tout point ¢ de R est un point dense et on a
wu(t) = 0.
ii) Si T = Z, alors pour tout t € Z on a
o(t)=inf{s€Z:s>t}=inf{t+1,t+2,...} =t+1,

et

p(t)y =sup{s€Z:s<t}=sup{.,.t—2,t -1} =t—1.

Par conséquent tout point ¢ de Z est un point isolé et on a

wu(t) = 1.

1.4 Delta différentiabilité
Soit f : T'— R une fonction.

Définition 1.14 On dit que f admet une delta-dérivée en un point t € T* et on la note f2(t)



st pour chaque € > 0, il existe un voisinage U de t tel que

Fo() = £(5) = FAW)(o(t) —5)| < clo(t) 5|, Vs € U.
Définition 1.15 On dit que f est delta-différentiable dans T® si f2(t) existe pour tout t € T*.
Exemple 1.3 Soit la fonction f: T — R définie par f(t) = a ou o € R.

Pour cet exemple f2(t) = 0, en effet pour chaque € > 0 on a

|F(o(t) = f(s) = AW (o(t) = )| = [a—a—0(c(t) - s)
= 0

< ¢elo(t)—s|,VseT.

Exemple 1.4 Soit la fonction f: T — R définie par f(t) =t.

Pour cet exemple fA(t) =1, en effet pour chaque € > 0 on a

[f(0(t) = f(s) = FAW)(a(t) = 5)] = elo(t) —s—(o(t) — )]
=0

< ¢elo(t)—s|,VseT.

Théoréme 1.1 [6/Soit f : T — R une fonction et soit t € T*. Alors on a les propriétés
sutvantes
(i) Si f est delta-différentiable en t, alors f est continue en t.

(i) Si [ est continue en t et t est dispersé a droite, alors f est delta-différentiable en t et
Ay _ fle@®)—f#)
Rl ="

(iii) Si t est dense a droite , alors f est différentiable en t si et seulement si limg_; LO=/(s)

t—s

existe et finie.

(t)=f(s)
t—s :

(iv) Si f est delta-différentiable en t alors f(o(t)) = f(t) + u(t) f2(t).

Dans ce cas f2(t) = lim, !

10



Théoréme 1.2 [6/Soient f,g : T — R deux fonctions delta-différentiables en t € T", alors
on a

(i) f + g est delta-différentiable en t et on a
(f +9)2() = f2(1) + ¢>(1).
(ii) Pour tout o € R, af est delta-différentiable en t et on a
(af)2(t) = af2(2).
(iii) Si fg est delta-différentiable en t alors on a

(f92(1) = [A(0)g(t) + flo(t)g™ ()
= f(t)g>(t) + [2(t)g(a(t)).

(iv) Si f(t)f(o(t)) # 0, alors est delta-différentiable en t et on a

I ()
(f) 0=~ Fofe)

(v) Sig(t)g(o(t)) # 0, alors g est delta-différentiable en t et on a

AL A0 - F0eA )
<g> 0= 0g)

Définition 1.16 Soit f : T — R une fonction, f est dite deux foix delta-différentiables si f*

est delta-différentiable sur T = (T*)" avec une dérivée fA% = (f&)A: T — R,

Définition 1.17 Soient f et g deux fonctions delta-différentiables et supposons f est delta-

différentiable, alors

(f9)22 = (fRg+f7g™)"

= AR+ ()70 + (f)2™ + (f7)7g52.

11



Remarque 1.2 La fonction (fg)> est delta-différentiable si f et g sont delta-différentiables.

1) Pour une fonction f : Z — R on a

o) =
= ft+1)—f(t),VteT,

d’ou

fRe@) = fA1)
u(t)
= A+ - fA1)

= Jt+2)—f+1) = fE+1)+f(?)
= ft+2)=2fC+ 1)+ f(D)

2) L’opérateur o n’est pas continu en général, en effet

Remarque 1.3 Soit T' ’échelle de temps définie par:

T:{ﬁm%;;n%neN}UmJ}

2(7";-1)

Si on pose uy, = sin( ), alors on a

o (up) = Ups1 = sin( — 0#1=0(0),

)
2(n+2)
donc o est discontinu au point 0.

Théoréme 1.3 [7] (Théoréme de la moyenne)
Soit g : [a,blr — R une fonction continue et supposons que g est delta-différentiable sur

[a,b)r. Alors il existe &, 7 € [a,b)rtel que

Définition 1.18 Soient T' une échelle de temps et g : [a,blr — R une fonction. La fonction

G : T" — R est appelée primitive de g si G2 (t) = g(t) pour tout t € T*. Dans ce cas on définit

12



lintégrale de g par
[2)

/g(s)As = G(t2) — G(t1), pourty,te € T.

t1

Théoréme 1.4 Soit f : [a,b]l; — R une fonction tel que [a,bl; = {ty : k=0,1,...,n}, alors

b n—1
JECINED ST
. k=0

Définition 1.19 Soit T une échelle de temps, la fonction g : T — R est rd-continue si elle

est continue en tout point dense a droite et sa limite existe en tout point dense & gauche.
Remarque 1.4 Toute fonction continue est rd-continue.
Le résultat suivant est du & Stéphan Hilger (voir [20]) et on peut le trouver dans [6] et [7].

Proposition 2 Soient T une échelle de temps et g, h sont deuz fonctions de T dans R tel que

hA(t) = g(t) alors on a les propriétés suivantes
t

(i) Si g est rd-continue, alors g a une primitive h : t — /g(T)Ar = h(t) — h(s), pour

s,tefT.
t

¢
(ii) Si g est rd-continue, alors /g(r)Ar < / lg(r)| Ar.

s

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Theoreme 2.8 dans [14].

Théoréme 1.5 [1]] Soit T une échelle de temps et supposons que
(i) Pour tout n € N, la fonction gy, : [s,t]; — R est rd-continue;
(1) imy,— o0 Gn = g sur [s,t]p et g est rd-continue sur [s,t],;
(1) 1l existe une fonction rd-continue g tel que |gn| < |g| sur [s,t]; pour tout n € N.

Alors
t

lim [ gn(r)Ar = /g(r)Ar.

n—-+o0o
s

13



Chapitre 2

Existence des solutions minimales et
maximales pour un probléme
quasilineaire elliptique avec des
conditions aux limites nonlocales

dans les échelles de temps.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a la construction des solutions minimales et maximales pour le

probléme aux limites suivant:

— (g ()™ = f(t,u), t € [a b,
u(a) - agu(a) = [7® gi(s)u(s) As, (2.1)
w(02(b)) + arul (0 (0)) = [ gas)u (s) As,

ot p,(u) = |u\p_2 u, w € R, p > 1, [a,b] est un intervalle d’'une échelle de temps T', f :
[a,b]; x R — R est une function continue, g; : [a, O’Q(b)]T — R, sont des fonctions continues,

1= 0,1 et ag et a1 sont deux nombres réels positifs.

14



Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section, on donne quelques résultats
préliminaires. Dans la deuxiéme section, on énonce et on montre le résultat principal de ce
chapitre et dans la derniére section, on donne un exemple d’application. Les résultats de ce

chapitre se trouvent dans [13].

Notation 3 Dans ce chapitre on note par D l’ensemble suivant:

D= {g € Cl([a,az(b)]T) : (gop(gA))A est rd-continue sur [a,b]T}.

2.2 Reésultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques resultats préliminaires qui seront utiles pour la suite.

On consideére le probléme aux limites suivant:

~(p,(uP)A = ~h(t,u%), t € la, b,
u(a) — agu®(a) = ¢, (2.2)
u(a?(b)) + azu®(o(b)) = d,

ot h : [a,b]; x R — R est une fonction continue et strictement croissante par rapport a la

seconde variable, as et ag sont des nombres réels positifs et ¢ et d sont des nombres réels.

Lemme 2.1 (Principe de comparaison faible).

Soient uy,us deux fonctions tels que u; € D pour i = 1,2, et

ui(a) — aguf(a) < ug(a) — agus(a), (2.3)
ur(0?(b)) + agu (o(b)) < ua(o?(b)) + agu' (o(b)),
alors uy (t) < ua(t), Vt € [a,02(b)]

T

Preuve: Supposons qu’il existe tg € [a, 02(b)]T tel que

w(to) := ua(to) — ui(to) = min {w(t) :a <t < o?(b)} <0,

15



et
w(t) > w(ty), Vt € (tg, o2 (b)]r. (2.4)

On distingue les cas suivants
Cas 1:

i) Si tgp = a et a = o(a), on obtient la contradiction suivante
0 > ug(a) — ui(a) > az(ub (a) — ud(a)) = 0.

ii) Sitp = a et a < o(a), on distingue deux sous-cas
1) Si w?(to) > 0, alors d’aprés (2.3) on a w(a) > 0 ce qui contredit la définition de tg.
2) Si w?(tp) < 0, alors w(a) > w(o(a)) ce qui contredit aussi la définition de to.
Cas 2:

i) Si tg = 02(b) et 0%(b) = o(b), on obtient la contradiction
0> up(0?(b)) — ur(0”(b) = —az(uz'(0(b)) — ut(o(b))) = 0.

ii) Si tg = 0%(b) et 0?(b) > o (b), on distingue deux sous-cas
1) Si w?(o(b)) > 0, alors on a w(c?(b)) > w(c(b)), mais ceci contredit la définition de .
2) Si w?(o(b)) < 0, alors d’aprés (2.3), on a w(o?(b)) > 0 ce qui contredit la définition de
to.

Cas 3: Sitg € (a,07%(b)),, on distingue quatre sous-cas:

e

Sous-cas 1: p(tg) = to = o(to).

i) Si w®(tg) > 0, alors tlLr%wA(t) = w?(ty), ce qui entraine l'existence d’un réel § > 0 tel
que w?(t) > 0 sur (tg — 6, o], ce qui veut dire que w est croissante sur (ty — d,to]. Mais ceci
contredit la définition de tg.

i) Si w?(tg) < 0, alors th—{%wAa) = w?(tg) < 0, ce qui entraine I'existence d’'un réel § > 0
tel que w(t) < 0 sur [tg,tp + §), ce qui veut dire que w est décroissante sur [to,tg + §). Mais

ceci contredit la définition de tg.

iii) Si w? (o) = 0, alors uf(tg) = u4 (to) et par suite wp(uf(tg)) = (gop(uQA(to)).

16



Comme ¢, est croissante, on obtient

o (ud uA
(08 )2 ) + () (1) = Jim —222 (tt))_tfp( te)

Mais en ce point, on a
—(pp(u5) ™ (t0) + hlto, u) + (p,(us))™ (to) — h(to, uf) > 0.
C’est-a-dire que

—(i2p ()2 (t0) + (2, (uf))™ (to) > h(to, uf) — R(to,ug).

Comme ua(tg) < ui(to) et T est une fonction strictement croissante par rapport a la seconde

variable, on obtient

~(pp(u2) 2 (t0) + (pp(ut))* (to) > 0.

Ce qui est en contradiction avec (2.5).

Sous-cas 2: p(tg) =tg < o(to).

i) Si w(to) > 0, alors tlir;l_wA(t) = w?(tg), ce qui entraine 'existence d’un réel § > 0 tel
que w?(t) > 0 sur (tg — (5,t0],0 ce qui veut dire que w est croissante sur (o — 0,tp]. Mais ceci
contredit la définition de tg.

i) Si w?(ty) < 0, alors on a w? (tg) < w(ty). Mais ¢a contredit la définition de to.

Sous-cas 3: p(tg) < to = o(to)-

i) Si w?(tg) < 0, alors tli_)I%wA(t) = w?(ty) < 0, ce qui entraine I'existence d'un réel § > 0
tel que w™(t) < 0 sur [tg,tg + &), ce qui veut dire que w est décroissante sur [tg,tg + ¢). Mais
ceci contredit la définition de tg.

i) Si w?(tp) > 0, alors on a

ug (to) > uf(to).

Alors

p(uf (t0)) = wp(uf’ (to))-

17



D’autre part, comme p(tg) est un point dispersé a droite, on a

(to) — w(p(to))

w(plte)) = =g — S <0,
d’ou
w3 (pto)) < ui (p(to))-
Ce qui entraine que
2p(u5 (p(t0))) < @, (uf (p(t0)))- (2:6)

Alors on a

pp(ut) (to) — @, (ut) (p(to))

() (olt0) = N
- 0, (us) (to) — @, (us) (p(to))
to — p(to)
= (p,(u5)*(p(to)).

C’est-a-dire que

o, (uf(p(to))) < ¢, (us'(p(to))),

et comme la fonction A est croissante par rapport & la deuxiéme variable, on obtient:

—, (U5 (p(t0))) + h(p(to), ug (to)) < —p,(uf (p(to))) + R((p(to)), ug (to))-

Ce qui est en contradiction avec (2.3).
Sous-cas 4: p(ty) < to < o(tp).
i) Si w?(tg) <0, alors w’ (tg) < w(tg), ce qui contredit la définition de .
i) Si w?(tg) > 0, alors on a

us (to) > uf (o).

Ce qui entraine que:

p(uf (o)) > @p(uf (to)).
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D’autre part, on a:

C’est-a-dire:

Alors on a:

Par suite, on a:

pp(ut (to)) — @p(ut (p(t0)))

(ep(ui)®(p(to)) = fo = (o)
_ (5 (o)) — @, (ug (p(t0)))

to — p(to)

= (p,(u5))*(p(to)).

C’est-a-dire:

(pp(ur)) 2 (p(t0)) < (2p(uz))>(p(to)-

Comme h est une fonction strictement croissante par rapport a la deuxiéme variable, on obtient:

~(p(uf)) 2 (p(to)) + Rt ur(to)) > —(2,(u))™ (p(to)) + R(t, uz(to)).

Ce qui est en contradiction avec (2.3). m
Remarque 2.1 La preuve du Lemme 2.1 est une généralisation du Lemme 3.4 dans [1].

Définition 2.1 : On dit que o € D est une sous solution de (2.2) si:
~(pp(a®) < ~h(t.a%), t € [a.bly.
ala) — aza(a) < c,
a(a?(b)) + aza®(o(b)) < d.
Définition 2.2 : On dit que § € D est une sur solution de (2.2) si:
[~ (2,(8%)" 2 =h(t,8%), t € [o,blr,

B(a) — azB>(a) > ¢,

B(o?(b)) + azB? (o (b)) > d.
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On a le résultat suivant.

Théoréme 2.1 : Supposons que « et [3 sont des sous et sur solutions du probléme (2.2) tel
que a(t) < B(t), pour tout t € |a, 02(b)]T. Alors le probleme (2.2) admet une unique solution

u € D tel que
a(t) < wu(t) < B(t), pour tout t € [a,aQ(b)]T.

Preuve: La preuve est similaire a celle du Théoréme 3.1 dans [1], on peut montrer que le
probléme (2.2) admet au moins une solution et a 1’aide du Lemme 2.1 il résulte que ce probléme
admet une unique solution. m

Maintenant, on considére le probléme suivant

— (pp(u)® = f(t,u7), t € [a, b,
u(a) — aouA(a) = faa2(b) g1(s)u(s)As, (2.7)
u(o®(0) + aru (o) = [T gals)u(s)As,

ou f : [a,b]; x R — R est une fonction continue, g; : [a,02(b)],, — Ry sont des fonctions

continues (i = 0,1) et ag et a; sont deux nombres réels positifs.
Définition 2.3 On dit que u est une solution de (2.7) si:

i)ueD.
ii) u satisfait (2.7).

Définition 2.4 On dit que u est une sous solution de (2.7) si:
i)ueD.
— (pp(u® )) < f(tw ) [ b,
i) $ w(a) — agu®(a) < f u(s)As,
w(o?(5)) + a1t (o (b)) < f o ga(s)u(s)As.
Définition 2.5 On dit que u est une sur solution de (2.7) si:
i)ueD.
~ (@) = f(t.7%), t € [a. b,
ii) 4 u(a) — agi(a) > [T gi(syu(s)As,
@(02(b)) + arw® (a(b)) > [T ¥ ga(s)u(s) As.
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2.3 Résultat principal

Dans cette section, on énonce et on montre le résultat principal de ce chapitre.

Sur la fonction f, on impose la condition suivante:

(H) 1l existe une fonction continue h : R — R strictement croissante tel que: s — f(¢,s) +
h(s) est croissante pour tout ¢ € [a, b] ;..

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant:

Théoréme 2.2 Supposons que l'hypothése (H) est satisfaite et soient u et u des sous et sur
solutions respectivement du probléme (2.7) tel que u < sur [a, 02(b)]T, alors le probléme (2.7)
admet une solution maximale u* et une solution minimale uy tel que pour chaque solution u de

(2.7) avec u < u < W sur [a,aQ(b)]T, on a
u<u, <u<u <u,te [a,a2(b)}T.

Pour la démonstration de ce théoréme, on a besoin d’un résultat préliminaire:
Soient w, w € D, tel queu <w <w <w,te [a, 02(6)]T.

On consideére les problémes aux limites suivants:

—(,(uR)A + h(u?) = f(t,w") + h(w?), t € [a, by,
u(a) — agu®(a) = [7°® gy (s)w(s)As, (2.8)

a

w(02(b)) + arul (o(b)) = [ ga(s)w(s)As,

a

(0, (@A) + h(u?) = f(t,0”) + hw?), t € [a, by,
ua) — agul(a) = [ Y gy (s)w(s)As, (2.9)
u(e* (b)) + aru (o () = 7V ga()w(s)As.

Lemme 2.2 Soient w et W des sous et sur solutions respectivement du probléme (2.7) et sup-

posons que la condition (H) est satisfaite. Alors il existe deux solutions uniques u et u de (2.8)

et (2.9) respectivement tel que

21



Preuve: La preuve est donnée en deux étapes.
Etape 1: w est une sous solution de (2.2).

Soit t € [a,b]p, on a

—(ppw) A +h(w?) < f(t,w”)+ h(w?),

< f(t,@w%) + h(w?).

C’est-a-dire

vt € [a, by, — (9, (w™)> + h(w’) < f(t,@7) + h(@”).

D’autre part, on a

o2(b)
w(a) - agu(a) < / g1(s)w(s)As,

C’est-a-dire

o2 ()
w(a) — agu® (a) < / 01(s)(3)As.

D’une maniére analogue, on a

o2(b)
w(o? (b)) + arw® (0(b)) < / o2(5)T(5) As.

Alors d’aprés (2.10), (2.11) et (2.12), il résulte que w est une sous solution de (2.2).

Etape 2: W est une sur solution de (2.2).

Soit t € [a,b],, on a

—(p,(@))2 +h(@?) > f(t,w0")+ h(@),

> f(t,@w?) + h(w?).

C’est-a-dire

vt € [a, by, — (g, (@)™ +h(w’) > f(t,@7) + h(w”).

22

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)



D’autre part, on a

0
B(a) — g (a) > / 01(s)(s) A, (2.14)

et
o2()
B(02(B) + @ (0 (b)) > / g5(5)T0(5) A, (2.15)

Alors d’aprés (2.13), (2.14) et (2.15), il résulte que W est une sur solution de (2.2).

D’aprés les Etapes 1 et 2 et puisque la fonction u +— f(t, u)-+h(u) est continue et strictement
croissante, alors d’aprés le Théoréme 2.1, le probléme (2.8) admet une unique solution tel que
w < u<w.

D une maniére analogue on montre que le probléme (2.9) admet une unique solution tel que

w < u < W et en utilisant une preuve similaire a celle du Lemme 2.1, on a u < U sur [a, 02(b)]T.

Preuve: du Théoréme 2.2
La preuve est donnée en plusieures étapes.

On pose ug = u, Uy = u et définissons les suites (u,,)neN, (Un)nen comme suit

([ (0 (U ))A + h(uZ ) = F(tug) + h(u), ¢ € [a, By,

Uy (a) — agul, (@) = [T g1 (s)u, (s)As, (2.16)
| w41 (0%(0) + a1ty (0(0)) = [T ga(s)u, (5)As,
et
~(p(Tn1)®)A + h(Tg,) = F(4,75) + h(Tg), t € [a, By,
Unt1(a) — aptiyq(a) = faUQ(b) g1(8)tn(s)As, (2.17)
| Tu1(02(0) + ariyy (0(0) = [ ga(s)an(s) As.

Etape 1: Pour tout n € N, on a
< U1 < Tp <7 dans [a,07(b)]

T

Raisonnons par recurrence.

23



i) Pour n =0, on a

—(0p(uy)*)™ + h(ug) = f(t,u”) + h(u?), t € [a,b],
uy(a) — agu (@) = [ gu(s)u(s)As, (2.18)
uy (02(0)) + aruf (o(0)) = [T ga(s)uls)As,

et
(@)™ + h(wg) = f(t,77) + h(a), t € [a,b],
w1(a) — agu(a) = [T gu(s)a(s)As, (2.19)
W (0*(0) + aru (o (b)) = [T gals)u(s)As.

Puisque u et @ sont des sous et sur solutions de (2.18), alors d’aprés le Lemme 2.2, on a

usur [a, 02(1))]T .

&
I
&
=]
I
&
5
IA
&l
IA
|
o=
I

ii) Supposons pour n > 1, on a

et montrons que

Soit t € [a, b],, on a
—(pp(@a) ) + h(wy) = f(t,u5_1) + h(a] ). (2.20)
Puisque @,_1 > U, et en utilisant ’hypothese (H), on obtient
fug ) + h(ug ) = f(t07) + h(ug). (2.21)
Alors, d’aprés (2.20) et (2.21), on obtient

vt € [a,b]p, — (pp(@n)*)2 > f(t,77). (2.22)
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D’autre part, on a

Tn(a) — agus(a) =

C’est-a-dire

TUp(a) — agu> (a) > / i 91(8)Tn(s)As, (2.23)

et

v
q
[V
=
Q
[\&)
—
V)
N~—
gl
3
—~
Va)
N~—
>
»

C’est-a-dire
o?(b)

Tn(02(b)) + ar@ (o (b)) > 92(8)Tn(5)As. (2.24)

S~

Alors, d’aprés (2.22),(2.23) et (2.24), il résulte que @, est une sur solution de (2.17).
D’une maniére analogue, on peut montrer que u,, est une sous solution de (2.17) et par suite

d’aprés le Lemme 2.2, il existe une unique solution u, ; et @,y de (2.16) et (2.17) tel que
U< Uy SUyig S Upy1 < Uy ST, Sur [a, 02(b)]T.
Par suite, il résulte que

4 >~ Wy < Upiq < ﬂn—&—l <, < u, sur [CL, J2<b)]T .

Etape 2: Il existe une constante positive C; indépendante de n € N, tel que

HHT%HO = te[g,lc?(}lf)}T !Hﬁ (t)| < (4, pour tout n € N.

En effet: soient n € N et ¢ € [a,0(b)];. Puisque %, est continue sur [a, 02(b)]T et T4 est

n
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continue sur [a,o(b)), alors d’aprés le Théoreme 1.3, il existe &, 7, € [a, 02(b))T tel que

Alors, on a

~op(Up)(t) = —@p(TRy1)(Tn) +/(f(8>UZ(8)) + h(@(s)) — h(ug 1(s)))As

Tn

. (un+1 (62(0)) — Unta (a)>

a?(b) —a

IN

+ / (F(5,T5(5)) + h(@(5)) — h(TZ., () As

Tn

i (FF0) ~u(@) £ K

IN

ou:

K = (My(f) +2M5(h)) (o(b) — a) ,
Mi(f) == max {|f(t,u)| : t € [a,b];, u <u<7u},

et

Alors, si on pose

— 1

Crim= ——— o, (@(0*(1)) — u(a) + (M1(f) + 2Ma(h)) (0 (b) — a)

(0%(b) — a)

on obtient

Vn € Na vt € [CL,O’ (b)]Ta Qop(ﬂ7%+1)(t) < a

Ce qui entraine que

~_1
Vn € N, Vt € [a,0 D)y, @aq(t) <CF 7",
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D’une maniére similaire, on obtient

W¥n € N, Vi € [a,0 (0)]7, @4 (t) 2 Ca,

Gy = (U@l_)so (u(6*®)) — 1 (a)) + (ma(f) + 2ma(h)) (o(b) — a)
mi(f) =min{f(t,u) : t € [a,b];, u <u <7},
et

Ce qui entraine que

2-p
p—1

Vn €N, Vt € [a,0 b))y, T2y (t) > )6; .

Maintenant si on pose par définition

Cy

1 1
C1 := max <C’1”1, ' max |HA (t)|> ,

tela,o(b)]p

alors d’aprés (2.25) et (2.27), on obtient

Vn e N, Vt € [a,0 (b)],, te[magb(ﬂ ‘Hﬁ )| < Cy.
a,0(b)]p

Etape 3: Il existe une constante positive C3 indépendante de n € N, tel que

HQAHO = te[g,lc?(}b{)}T !gﬁ (t)] < Cs, pour tout n € N,

La preuve est similaire & celle de I’Etape 2.

Etape 4: La suite (74 )nen est équicontinue sur [a, o(b)] .

Soient € > 0 et t, s € [a,0(b)] tel que t < s, alors pour chaque n € N, on a

| op(@ns1)(5) — 0, (@) ()] < (Mi(f) +2Ma(h) |s — 1] .
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Si on pose K := Mi(f) + 2Ms(h), on a

[ (T@ne1)(s) = (@) (D] < K ls ).

Alors, si on choisit |s — t| < , on obtient

K +1
|0p(@211)(5) — (@) (1) < e.

Par conséquent, la suite ((pp(ﬂﬁﬂ))ne]\r est équicontinue sur [a, o(b)] .

Or, comme 'application ¢, 1 est un homeomorphisme croissant de R dans R, on déduit que

@ (s) = T (D] = |y (0@ () — 90 (0p (@) (1))

c’est-a-dire la suite (T4 ),en est équicontinue sur [a, o(b)].

Etape 5: La suite (u) est équicontinue sur [a, o (b))

La preuve est similaire & celle de I’Etape 4.

Etape 6: La suite (uy,)nen converge vers une solution maximale de (2.7).

D’aprés les Etapes 1, 2 et 4 la suite de fonctions (U, )nen est uniformément bornée sur
C'([a,0? (b)]T) et (U4 )nen est équicontinue sur [a, o (b)],, alors d’aprés le Théoréme d’Arzéla-

Ascoli il existe une sous-suite (Ty;) de (Un)nen qui converge dans C*([a, o(b)] ).

Soit
uw:= lim =1u,,.
nj—+00 J
Alors
v = lim = Eﬁ
nj—+00 J

Or d’aprés 'Etape 1 la suite (U, )pen est décroissante et minorée, donc elle converge vers une
fonction qu’on note par u* et par unicité de la limite, on a u = u* et la suite (U )nen converge

dans C'([a, o?(b)]

r) vers u*.

Soit t € [a, b, on a

—p(Tn1) (1) = —, (W) (a) +/ (f (7, w5(7)) + W@y (7)) = h(@44(7))) AT,
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Maintenant, si on fait tendre n vers +o00, on obtient

(f(r,ug (7)) + k(7 (7)) — h(u7 41 (7)) — (f(7,u™ (7)),
D’autre part on a

K> > 0, ¥n € N, V7 € [a, 8]y, [(f(7,35(7)) + h(T5 (7)) — h(@g 1 (7)))] < Ko.

Alors d’aprés le Théoréme 1.5, on a

0, (uB)(t) = (™) (a) + / £(ru* (7)) A,

Ainsi, on obtient

Ve 0 by, — (g, (u™) = f(t.u*).
De méme d’aprés le Théoréme 1.5, on a
a?(b)
u*(a) — agu*®(a) = / g1(s)u*(s)As,

et
o2()
W (02(0)) + aru (o (b)) = / a2 () As.

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Alors, d’apreés (2.28),(2.29) et (2.30), il résulte que u* est une solution du probléme aux limites

suivant
~(pp(u)? = f(t,u7), t € [a, by,
u(a) — agu®(a) = faa2(b) g1(s)u(s)As,
w(@®(®)) + aru® (0 (8)) = 7 ga(s)u(s)As.

(2.31)

Maintenant, on montre que si u est une autre solution de (2.7) tel que u < u < @ sur [a, 0?(b)] 7

alors u < u* sur [a,0?(b)] .

Comme u est une sous solution de (2.7), alors d’aprés 'Etape 1, on a

Vn eN, u<u,.
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Si on fait tendre n — +o00, on obtient

vw< lim u, =u*.
n—+o0o
C’est-a-dire u* est une solution maximale du (2.7).
Etape 7: La suite (u,,)nen converge vers une solution minimale u, du probléme (2.7).
La preuve est similaire & celle de I’Etape 6.

La preuve de notre résultat est terminée. m

2.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d’application.

On considére le probléme aux limites suivant:

—(p(uB)A = A (u?)F — (u7)*2 + M, t € [0,10]r,
a2(10)
u(0) =0, u(o?(10)) = [ gals)us)s

0

(2.32)

ou k1 > 0, ka > k1, A1 et M, sont des nombres réels positifs, ga(s) = ks, o k est un
parameétre réel positif.

Cas 1: SiT =R, on a

—(pp(u)) = Auf —uh2 + M, t € [0,10],
10
u(0) =0, u(10) = /gl(s)u(s)ds.

0

(2.33)

1
Proposition 4 Supposons que 0 < k < 50’ alors le probléeme (2.33) admet une solution maz-

imale u* et une solution minimale u.,.

Preuve: On pose (u,u) = (®1, P2), ou ®1(t) = 0 pour tout ¢ € [0,10] et Po(¢) = L, pour tout
t €[0,10].

Tout d’abord, il n’est pas difficile de vérifier que ®; est une sous solution de (2.33).
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Maintenant, ®5 est une sur solution de (2.33) si on a

—(pp(D2))' (1) = M @5 (1) — @5*(t) + M, ¢ € [0, 10],
10

By (0) =L >0, B3 (10) = L > / 02(5)®s (s) ds.
0

C’est-a-dire
0> ML — Lk L M. te [0, 10],
®y(0) =L >0, $2(10) = L > 50kL.

Comme kg > ki, alors si on choisit L suffisament grand et k& < %, on obtient ®9 est une sur

solution de (2.33) et par conséquent d’aprés le Théoreme 2.2, il résulte que le probléme (2.33)
admet une solution maximale ©* et une solution minimale u,. =

Cas 2: SiT =N, on a

—(L,zap(uA))A (t) = MuPr (t+1) —ub2 (t + 1)+ M, t € [0,10]y,

11 (2.34)
u(0) = 0, u(12) = 3 ga(s)u(s).
s=0
. 12¢712 1 .
Proposition 5 Supposons que M > 3 et o < k< 56’ alors le probléme (2.34) admet

E i2e~t
i=0

une solution mazimale u* et une solution minimale u,.

Preuve: On pose (u,u) = (®3, Do) ot $3(t) = te™t, pour tout t € [0,12]y et P2 (t) = L, pour
tout t € [0, 12]y.

®3 est une sous solution du probléme (2.34) si on a

~(pp (@) (1) < MK (£ 1) — B2 (14 1) + M, £ € [0, 10,
11

03(0) <0, 3(12) < ga(s)Ps(s).
s=0
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C’est-a-dire

(0 (@52 () < Ay (t+ 1) e+ — (¢ 4 1)R2 ekt 1 M7t € [0, 10]y,
¢3(0) =0 S 07
11
03(12) = 12712 < kY i%e™,
i=0
ou
(2p(®5)2 () = 0, (D3 (t+2) — D3 (t+ 1)) — 0, (D3 (¢ + 1) — D3 (2)).
Comme
—(pp(PENA (1) — M (t+ 1) e™MEFD 4 (1 4 1)%2 e7R2(FD < 3 vt € [0, 10].
12¢712
Alors si on choisit M > 3 et k > - on obtient ®3 est une sous solution du probléme
Zﬂe*i
i=0
(2.34).

De méme @5 est une sur solution de (2.34) si on a

—(pp(P))A (1) > M PH (t + 1) — P52 (t + 1) + M, V[0, 10],
11

®5(0) <0, ®3(12) > D ga(s)P3(s).
s=0

C’est-a-dire

0> \NLF — LF2 4 M, t €[0,10]y,

11 11
(0)=L>0, ®(12) =L > ga(s)L =kL> i = 66kL.
s=0 =0

1

Puisque k2 > k1, alors si on choisit L suffisament grand et k < &,

on obtient ®9 est une sur
solution de (2.34) et par conséquent d’aprés le Théoréme 2.2, il résulte que le probléme (2.34)

admet une solution maximale u* et une solution minimale u,. =
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Chapitre 3

Existence des solutions extrémales
pour certaines problémes
quasilineaires avec des conditions
aux limites nonlocales et avec une
nonlinéarité dépendant de la
premieére dérivée dans les échelles de

temps.

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est la construction des solutions minimales et maximales pour le probléme

aux limites suivant
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—(pp(u)® = f(t,u,u®), t € [a, by,
cru(a) — cou®(a) = Ly (u), (3.1)
diu(a?(b)) + dau(o (b)) = La(u),
ot p,(u) = luP"2u, avec p > 1, f : [a,b]; x R2 — R est une fonction continue, L; :

C([a,0?(b)]
tels que: ¢1 +co #0 et dy + ds # 0.

) — R sont continues et croissantes pour (i = 1,2), a € Ty, b € T et ¢;,d; € Ry

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section, on donne quelques résultats
préliminaires. Dans la deuxiéme section, on énonce et on montre le résultat principal de ce

chapitre et dans la derniére section, on donne un exemple d’application.

Notation 6 Dans ce chapitre on note par D [’ensemble suivant

D= {g € Cl([a,UQ(b)]T) : (gop(gA))A est rd-continue sur |a, b]T}.

3.2 Reésultats préliminaires

Dans cette section on donne quelques résultats préliminaires qui seront utiles pour la suite.

On consideére le probléme aux limites suivant:

~(pp(ut)A = F(t,u®) = h(t,u), t € [a,b];
cru(a) — cou®(a) = A, (3.2)
diu(a?(b)) + deu” (o (b)) = B,

ot F : [a,b]p; x R — R est une fonction continue strictement décroissante par rapport a la
seconde variable, h [a,b]; x R — R est une fonction continue et strictement croissante par

rapport & la deuxieéme variable et A et B deux constantes réels.

Lemme 3.1 (Principe de comparaison faible).
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Soient uy, ug deux fonctions tels que u; € D pour i = 1,2, et

—(p(uf)A = F(t,uf) + h(t,u1) < (i, (us)™ = F(t,uf) + h(t,up), t € [a, ],
cru(a) — couf(a) < crug(a) — coub(a), (3.3)

diuy(0?(0)) + daug (0(b)) < diua(0? (D)) + daug* (o (b)),

alors

uy(t) < ug(t), Vt € [a, Uz(b)]T.

Preuve: Supposons qu'il existe ¢y € [a, 02(b)]T tel que
w(to) := ua(to) — ui(to) = min {w(t) :a <t < o?(b)} <0,

et
w(t) > w(to),pour tout t € (tg, o (b)]7. (3.4)

On distingue quatre cas
Cas 1:

i) Sitp = a et a = o(a), on obtient la contradiction:
0> c1(ug(a) — ui(a)) > ca(ub (a) — ud(a)) = 0.

ii) Sitg = a et a < o(a), on distingue deux sous-cas
Si w(tg) > 0, alors d’aprés (3.3) on obtient w(a) > 0 ce qui contredit la définition de #g.
Si w?(tg) < 0, alors w(a) > w(o(a)) ce qui contredit la définition de .
Cas 2:

i) Si tg = 02(b) et o%(b) = o(b), on obtient la contradiction:
0 > di(uz(0?(b)) — ur(0?(b))) = —da(uf' (o(b)) — uf (o (b)) = 0.

ii) Si tg = 2(b) et o%(b) > o(b), on distingue deux sous-cas
Si w?(o(b
Si w? (o (b

)) > 0, alors on a w(c?(b)) > w(c (b)) ce qui contredit la définition de to.
)

) <0, alors d’aprés (3.3) on obtient w(o?(b)) > 0 ce qui contredit la définition
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de to.

Cas 3: Sitg € (a, 02(1))) on distingue quatre sous-cas

e

Sous-cas 1: p(tg) = to = o(to).

i) Si w®(tg) > 0, alors tlir%wA(t) = w®(tg), ce qui entraine I’existence d’un réel § > 0 tel
que w?(t) > 0 sur (tg — 6, tg], alors w est croissante sur (to — 0, to] ce qui contredit la définition
de tg.

i) Si w?(tg) < 0, alors tlir%wA(t) = w?(tp) < 0 ce qui entraine I'existence d’un réel § > 0
tel que w(t) < 0 sur [to,tg + §), c’est-a-dire que, w est décroissante sur [tg,to + §) ce qui
contredit la définition de tg.

iii) Si w?(tp) = 0, alors u?(tg) = us (to) et ainsi gop(ulA(to)) = (cpp(uf(tg)).

Puisque ¢, est croissante, on obtient

— uA uA
(o802 (10) + () t0) = Jimg DT L)

<0. (3.5)
Mais en ce point on a
_((Pp(UZA))A(tO) — F(to, uj') +B(t07 ug) + (%(%A))A(to) + F(to,uf) — ?L(to,uif) > 0.

C’est-a-dire

—(i2p(u5)) 2 (o) + (9, (uf)) (t0) = hlto, ug) — h(to, ug).

Puisque u§(to) < uf(to) et la fonction T est strictement croissante par rapport a la deuxiéme

variable, on obtient

— 0, (U5 (0))™ + @, (uf (t0)) ™ > 0.

Ce qui est en contradiction avec (3.5).

Sous-cas 2: p(ty) =ty < o(tp).

i) Si w?(tg) > 0, alors il existe un réel § > 0 tel que w(t) > 0 sur (ty — 6, ], ce qui signifie
que w est strictement croissante sur (ty — J,tg]. Mais ¢a contredit la définition de .

i) Si w?(tp) <0, alors on a w?(ty) < w(ty) ce qui contredit la définition de .

Sous-cas 3: p(tg) < to = o(to).

i) Si w?(tg) < 0, alors il existe un réel § > 0 tel que w™(t) < 0 sur [to, tp + ), ce qui signifie
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que w est strictement décroissante sur [to,to + ). Mais ¢a contredit la définition de .
i) Si w?(tp) > 0, alors on a

uf (to) < ug(to).

Ce qui entraine que

p(uf (o)) < p(uf (to))-

D’autre part, on a

C’est-a-dire

Ce qui entraine que

Par suite on a

pp(uf (to)) — ¢y (ut (p(t0)))

(o) olte)) = p
_ 0, (us (o)) — @, (us (p(to)))

to — p(to)

= (¢,(ug))*(p(to))-

Ce qui signifie que

(2p(ur)) > (p(to)) < (2 (ug)> (p(to)).

Puisque la fonction h est strictement croissante par rapport a la seconde variable et F' est

strictement décroissante par rapport a la seconde variable, on obtient

—(, ()2 (p(to)) — Flp(to), ud) + hip(to), us (p(to)))

< —(pp(uf)(p(to)) — Flp(to), us) + h(p(to), uf (p(to)))-

Ce qui est en contradiction avec (3.3).

Sous-cas 4: p(tp) < to < o(to).

37



i) Si w?(ty) <0, alors w?(tg) < w(ty). Ceci contredit la définition de to.
i) Si w?(tg) > 0, alors on a

ut (to) < uj'(to)-

Ce qui entraine que

p(uf (o)) < p(uf (to))-

D’autre part, on a

C’est-a-dire

Ce qui entraine que

Par suite, on a

pp(uf (to)) — ¢y (ut (p(t0)))

(o) olte)) = p
_ 0, (us (o)) — @, (us (p(to)))

to — p(to)

= (¢,(ug))*(p(to))-

C’est-a-dire

(2p(ur)) > (p(to)) < (2 (ug)> (p(to)).

Puisque la fonction h est strictement croissante par rapport a la seconde variable et F' est

strictement décroissante par rapport a la seconde variable, on obtient

—(, ()2 (p(to)) — Flp(to), ud) + hip(to), us (p(to)))

> —(i2p(ug))* (plt0)) = F(p(to), u") + hlp(to), u (p(to)))-
Ce qui est en contradiction avec (3.3). m

Définition 3.1 On dit que v est une sous solution de (5.2) si:
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i) e D.
—(py ()2 < F(t,a®) = h(t,a), t € [a,b];
i) ¢ ciofa) — caa™(a) < A,
dia(o2(b)) + daa®(o(b)) < B.
Définition 3.2 On dit que [ est une sur solution de (3.2) si:
i) BeD.
—(p(B*)A > F(t, 5A> —h(t, B), t € [a,bly
i) § c1B(a) —caf®(a) >
d1B(0%(b)) + dzﬁA(o(b)) > B.

Maintenant, si on suppose de plus F' est une fonction bornée, alors on a le résultat suivant:

Théoréme 3.1 Supposons que o et 8 sont les sous et sur solutions de probléme(3.2) tel que

a < 8 sur [a,aQ(b)]T. Alors le probléme (3.2) admet une unique solution u € D tel que:
a<u<fsur [a,aQ(b)]T.

Preuve: En utilisant une preuve similaire a celle du Théoréme 3.1 dans [4] on montre que
le probléme (3.2) admet au moins une solution et d’aprés le Lemme 3.1, il résulte que cette

solution est unique. m

3.3 Reésultat principal

On consideére le probléme aux limites suivant

—(pp(u)? = f(t,u,u), t € [a, by,
cru(a) — cu®(a) = La(u), (3.6)
dlu(a (b)) + dQ’U, (U(b)) = Lg(u),

ot p,(u) = luP"2u, avec p > 1, f : [a,b]; x R2 — R est une fonction continue, L; :
C([a,az(b)]T) — R sont continues et croissantes pour i = 1,2, a € T},b € T* et ¢;,d; € Ry

tels que: ¢1 +co #0 et di + ds # 0.
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Définition 3.3 On dit que u est une sous solution de (3.6) si:
i)ueD.
—(p,(W)A < f(t,u,u?), t € [a,b]p,
i) § cru(a) — cau(a) < Li(w),

diu(o? (b)) + dy u®(o(b)) < La(u).

Définition 3.4 On dit que u est une sur solution de (3.6) si:

i)ueD.

~(pp(@)* = f(t,w,u?), t € [a,bly,
i) $ c1t(a) — ot (a) > Lyi(7),

dii(o?(b)) + dou™ (o(b)) > Lo(u)

Maintenant, on définit la condition de Nagumo-Bernestein

Définition 3.5 (Condition de Nagumo-Bernstein,).
On dit que f : [a, b, X R? — R satisfait la condition de Nagumo-Bernstein relativement aux

valeurs w et w si il existe Q : [a,blp — Ry et U : [a,b];, — Ry deux fonctions continues tel que:
Ftuv)] < Q@) + W @) o, (37)

pour tout (t,u,v) € D" ot D' = {(t,u,v) € [a,0%(b)], x R? : u(t) < u(t) <u(t)}.
On a le résultat suivant:

Lemme 3.2 Si f : [a,b]; x R — R satisfait la condition de Nagumo-Bernestein (3.7), alors il
existe une constante K > 0, tel que pour toute solution u de (3.6) vérifiant u(t) < u(t) < u(t),

pour tout t € [a, 02(1))] on a HuAHO < K.

T’

Preuve: Puisque u est continue sur [a, 02(b)] - et u® est continue sur [a, o (b))r , alors d’aprés

le Théoreme 1.3, il existe &, 7 € [a, o(b)]r tel que

u? () < <u? (),

U (02(b)) —u(a)
a?(b) — a
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Alors, on a

t

—pp(uB)(t) = —sop(UA)(T)+/f(87u0(8)»uA(S))AS

w(@®) —ul@\ [ . .
< %( S >+/f<s,u<s>,u (5)2s

g

- (Ug(b)l_a)p—l |0p (u (0?(b)) = u(a))| + /f(S,UU(S),uA (s))As
1 2 . / Y A
< el () —ul@)] simete ) [ (5760 ()] 29
! 2 ) t A p—1
< W ‘wp (u (a (b)) — u(a))‘ + signe(t — T)/(Q(s) + U (s) }u (s)! )As
) <a<b>1—> [y (u () = w(@)] + (2(0) = a) (1Qllo + ¥l [[u>[5)-

Par suite, si on suppose (o(b) — a) |¥||, < 1, on obtient

ey (1 (02(0) — u (@) + (o)) — a) [ @l

A p—1 m
Ho < 1—(o(b) —a) ¥,

Maintenant si on pose par définition

1 <a<b>1—> [y (u(0*(®)) —u(@)] +(@(t) — ) Qg
s 1= (o(t) —a) [ 0[], ’

on obtient

HUAHO < K.

Maintenant, on suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites.

(Hy) Il existe h : R — R une fonction continue est strictement croissante tel que: s ——

f(t,s,z) + h(s) est croissante pour tout ¢ € [a,b], et pour tout z € R.

(Hy) La fonction z — f(t, s, z) est décroissante pour tout t € [a, bl et pour tout s € R.
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Théoréme 3.2 Soient u et w la sous et la sur solution respectivement du probléme (3.6) tel

que: u < u dans [a, UQ(b)] et supposons que les hypothéses (H;), (Hz) et la condition de

T 9
Nagumo-Bernestein relativement aur valeurs u et u sont satisfaites. Alors le probléme (3.6)
admet une solution mazximale u* et une solution minimale u, tel que pour chaque u < u < u

dans [a,0%(b)] ., on a

u<u, <u<u <u, sur [CL,O’Q(b)]

T

Pour la preuve de ce théoréme, on a besoin d’un lemme préliminaire.
Soient w et w € D tel que v < w < w < U dans [a,az(b)]T.

Pour tout v € R, on pose par définition §(v) = max{—K,min{v, K}}, ou K est une
constante définie dans la preuve du Lemme 3.2. Alors la fonction § est continue, bornée et

croissante.

On consideére les problémes aux limites suivants:

—(pp(u™)? + h(u) = f(t,,6(u?)) + h(w), t € [a,b]
cru(a) — cu®(a) = L1(w), (3.8)
diu(o?(b)) + dau?(o(b)) = Lo(w),

et
—(p (W) + h(u) = f(t,w,6(u?)) + h(w), t € [a,b]y,

cu(a )—czu (a) = Li(w), (3.9)

diu(o?(b)) + dau? (o(b)) = La(w).

Lemme 3.3 Soient w et W la sous et la sur solution respectivement du probléme (3.6) et
supposons que les hypothéses (Hy), (Hz) et la condition de Nagumo-Bernestein relativement
aux valeurs u et W sont satisfaites, alors il existe une unique solution u et u de (3.8) et (3.9)
respectivement tel que

vu<w<u<u<w<u, dans [a,aQ(b)]T.
Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.

Etape 1: w est une sous solution de (3.8).
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Soit t € [a, b, on a

VAN
=
8
E
g
+
=
&

—(p,(w™))? + h(w)

VAN
=
&
&
+r
+
=
S

C’est-a-dire

Vt € a, b, — (pp(w™)™ + h(w) < f(t, W, w™) + h(w)

Puisque w est une sous solution de (3.6) et u < w < u sur [a,0%(b)]., alors en utilisant une

T

preuve similaire & celle du Lemme 3.2, on montre que HQA Ho < K. Par suite on a 5(@A) = wh

et par conséquent
vt € [a,0]p, — (pp(w)® + h(w) < f(t,,6(w?)) + h(w). (3.10)

D’autre part, on a

cw(a) — cow™(a) < Li(w),
< Li(w)
C’est-a-dire
cw(a) — cow?(a) < Ly (). (3.11)
De méme, on a
diw(a?(b)) + dow® (o (b)) < Lo(w). (3.12)

Alors d’aprés (3.10),(3.11) et (3.12), il résulte que w est une sous solution de (3.8).
Etape 2: w est une sur solution de (3.8).

Soit t € [a,b],, on a
~(pp(@™)2 + h(w) = f(t, W, @) + h(w).

En utilisant une preuve similaire & celle du Lemme 3.2, on montre que H@AH o < K. Par suite
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on a 6(w?) = w™, donc
Vt € [a,bly, — (0, (@) + k(@) > f(t,w,5(w™)) + h(w). (3.13)

D’autre part on a

aW(a) — 5 W(a) > Ly (). (3.14)

et
i@ (0% (b)) + dow™ (o (b)) > Lo(w). (3.15)

Alors d’aprés (3.13),(3.14) et (3.15), il suit que w est une sur solution de (3.8).

D’aprés les Etapes 1 et 2 et comme (t,u®) — f(t,w,5(u?)) + h(W) est une fonction
continue, bornée et strictement décroissante par rapport a la seconde variable et h : u —— h(u)
est une fonction continue et strictement croissante, alors d’aprés le Théoréme 3.1 le probléme
(3.8) admet une unique solution u de (3.8) tel que w < & < w sur [a,02(b)] ..

D’une fagon similaire, on montre qu’il existe une unique solution @ de (3.9) tel que w < u < w
sur [a, 02(b)]T.

Finalement en utilisant une preuve similaire & celle du lemme 3.1, on montre que u < @ sur

[a, 02(b)]T . n

Preuve: du Théoréme3.2: La preuve est donnée en plusieurs étapes:

On pose ug = u , Gy =« et on définit les suites (u,,)nen €t (U )nen par:

—(pp (Ul ))A + h(uld ) = ft,u,, 6(uhy ) + hiw,), t € [a,b]p,
1y, 41 (a) — C2E§+1(‘I) = Li(u,), (3.16)

ditty 41 (0%(b)) + dauyy (0(b)) = La(u,,),

_((pp(ﬁreJrl))A + h(Un+1) = f(t,Un, 5(ﬂﬁ+1)) + h(un), t € [a, b]T7
c1ln+1(a) — Cﬂﬁﬂ(a) = L1 (un), (3.17)

A1t 1(02(0)) + dai2,, (o(5)) = Lo(aiy).
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Etape 1: Raisonons par recurrence et montrons que pour tout n € N, on a

i) Pour n =0, on a

—(pp(uf)® + hl(wy) = f(t, ug,6(ut)) + hlup), t € [a,bly,
c1uy (@) — cauf(a) = Li(up), (3.18)
diu (0%(b)) + dauf (o(b)) = La(uy),

—(pp (W)™ + h(w) = f(t, U, 8(ut)) + h(uo), t € [a, bl
a1ty (a) — 5 (a) = L (t), (3.19)
di1 (02(b)) + do (0(b)) = La (o).

Comme u et u sont des sous et sur solutions du probléme (3.6), alors d’aprés le Lemme 3.3, on
obtient

u<ug<u <up <u < U

ii) Supposons pour n > 0 fixé, on a

=
IA
E
IA
=
IA
S
3
IA
S
3
L
IA
<

et montrons que

U< Uy < Upyq < Uppl < Up S U

Soit t € [a, b}, on a
— (TR ))™ + h(Tn) = f(t, Tn—1,6(Ty)) + h(Tn-1), (3.20)
et comme W, _1 > Ty, alors d’aprés 'hypothese (Hp), on obtient

F( U1, 6(TR)) + P(Tn-1) 2 f(t,n, 6(T7)) + h(Tn)- (3.21)
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Donc d’aprés (3.20) et (3.21), il résulte que

Vt € [a,blp, — (9,(T@n)> > f(t,Tn, 8(T5)).

Maintenant en utilisant un raisonnement similaire & celui du Lemme 3.2, on montrer que

H@%HO < K alors 6(T4) = @5, et par suite on obtient

vt € [a,bly, — (0 (@) = f(t, T, T7)- (3.22)
D’autre part, on a
a1in(a) — ATUn(a) = Li(Tp_1), (3.23)
Z Ll(ﬂn)-
et
AT, (02(D)) 4+ d5Tn(o(b) = Lo(Tn_1), (3.24)

D’aprés (3.22), (3.23) et (3.24), il résulte que U, est une sur solution de (3.6) et d’une maniére
analogue on montre que u,, est une sous solution de (3.6), alors d’aprés le Théoréme 3.1, il

existe une unique solution u,,, | et %, de (3.16) et (3.17) respectivement tel que
u < U, Uy SUprr <Up ST

Alors on a

VneN, u<Upp1 <Up < Uy < Uy

Etape 2: Montrons que la suite (%, )nen converge vers une solution maximale de (3.6).
D’aprés 'Etape 1 et puisque HHﬁHO < K, Vn € N, alors la suite (U, )nen est uniformément

bornée sur C, ([a, 02(b)]T) .
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Maintenant, soit 1 > 0 et t,s € [a,o(b)] tel que t < s, alors pour chaque n € N, on a

S

| 0p (i1 (9) = @p(U (1) = /(f(T’un(T) 8(ps1 (7)) + h(@n (7)) = h(Tpy (1)) A7),

IN

/ (7,7 (r), 5 1 (1) + B () — (R, () A
< () + 2200 s — .
M (f) =max {|f(¢t,s,2)] : t € [a,aQ(b)]T, u<u<uet 2| <K},

et

Si on pose par définition

Ky = Mi(f) + 2Ma(h),

on obtient

| (@1 () — (@ (8)] < K fs —¢].

on obtient

Par suite, si on choisit |s — t| < K +1’

o1 (5)) = |y (Tsa ()] < e1.

Alors la suite (Lpp(ﬂﬁ))neN est équicontinue sur [a, o (b)], et comme ¢! est un homeomor-

phisme de R dans R, on a

[T () — T2 (1)] = |y (0p (@2())) — 05 (0 (@A D))

Par conséquent la suite (@5), ., est équicontinue sur [a,c(b)];, donc d’aprés le théoréme

neN
d’Arzéla-Ascoli, il existe une sous suite (T, )n,;en de (Tn)nen qui converge dans C* ([a, 0% (b)] T) .
Soit

u= lim ,;.
Nj—+co
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Alors

u® = lim ﬂﬁ_ .
n; J
j—+oo

Mais d’aprés 'Etape 1, la suite (ay)nen est décroissante et bornée alors elle est convergente
vers une fonction u*. Par unicité de la limite on a u = u* et la suite (@y),en converge vers u*
dans C* ([a, O'z(b)]T) .

Soit ¢ € [a,0(b)]r, on a

—op (1 (1) = =, (U1 () + / (f (7 tn(7), 6(UR1 (7)) + h(TWn (7)) = WUy (7)) AT,
Comme

lim (f (7, @n(7), (41 (7)) + 1(@n (7)) = h(@n41(7))) = f (7,0 (), 8(u*(7)).

n—-+00

Alors
3K, > 0,¥n € N7 € [a,0(b)] 7 ¢ | (F(7,8n(7), (@51 (7)) + (T (7)) — h(Tns1(7)))| < Ka.

Par suite d’aprés le Théoreme 1.5, on obtient:

S

—pp(w(t) = —pp (P (s)) + / (f(ru*(7),6(u(7)) + h(w*(7)) = h(u™2(7))) A,

t

et par conséquent pour tout ¢ € [a, 02(b)]T , on obtient

—(pp ()2 (t) = f(t,u* (1), 6(u™ (1)), (3.25)
De méme, on a
cru*(a) — cau®(a) = Ly(u*), (3.26)
et
diu* (0% (b)) + dou*® (o(b)) = Lo(u). (3.27)
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Maintenant en utilisant une preuve similaire a celle du Lemme 3.2, on montre que Hu*A Ho <K,
et par suite 6(u*>(t)) = u*>(t) c’est-a-dire que u* est une solution de (3.6).

Maintenant, on montre que si u est une autre solution de (3.6) tel que: u < u < @ sur
la, 02(b)]T, alors: u < u* sur [a,b] .

Puisque u est une sous solution de (3.6), alors d’aprés ’Etape 1, on obtient
VneN: u<u,.
On fait tendre n — 400, on obtient

v< lim w, =u*.
n—+00
C’est a dire u* est une solulion maximale pour le probléeme (3.6).
Etape 3: La suite (u,)nen converge vers une solution minimale u, de (3.6).

Preuve: La preuve est similaire a celle de ’Etape 2. m

3.4 Application

Dans cette section on donne un exemple d’application.

On consideére le probléme aux limites suivant

—(pp () = Aubr — uF2 = du [uBP 4 g(8), t € [0,10]r,
a2(10)
u(0) — agu®(0) = 0, u(c%(10)) + a1u®(c(10)) = / g2(s)u(s)As,
0

(3.28)

ot ks > k1 > 0, A\ et Ay sont des paramétres réels positifs et g : [0,0%(10)]r — R, et
2(10)

g2 : [0,0%(10)]7 — R, deux fonctions continues avec / g2(s)As < 1.

0
Cas 1: SiT =R, on a
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-1
+9(t), t € [0,10],

1| P

—(ﬁﬂp(ul))/ = \uFt — uk2 4+ Nouft |u

u(0) — agu (0) = 0, 0 (3.29)

u(10) + ayu' (10) = /gg(s)u(s)ds,

0

ol go est une fonction réelle positive.

Proposition 7 Le probléme (3.29) admet une solution maximale u* et une solution minimale

Uy -

Preuve: On pose (u,u) = (0, L), ou L est une constante positive plus grande que 1.
10

Tout d’abord puisque /gl(s)ds <lona
0

L> /gl(s)Lds.
0

Maintenant u et @ sont des sous et sur solutions de (3.29), si on a

0 < g(t), vt € [0,10],
0> M\ LR — LF2 4 g(t).

C’est-a-dire
g(t) > 0, ¥t € [0, 10],

LF2 > X\ LF 4 g(2).

Si on choisit L suffisament grand, on obtient que u et @ sont des sous et sur solutions de (3.29)
et pour que la fonction fdéﬁnie par j?(t, u,v) = \urt —uf2 — Auht ‘uA}p_l + g(t) satisfait la
condition de Nagumo-Bernstein il faut choisir \g < ﬁ.

Par suite d’aprés le Théoreme 3.2, il résulte que le probleme (3.29) admet une solution

maximale u* et une solution minimale u,. ®
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Cas 2: SiT =7,o0n a

(o)A = Mubt — b — gl [uB P 4 g(0), ¢ € [0, 10],
u(0) — apAu(0) =0,

N (3.30)
u(12) + a1 Au(11) = ga(s)u(s),
s=0

ol g1 est une fonction réelle positive.

Théoréme 3.3 Le probléeme (3.30) admet une solution mazximale u* et une solution minimale

U .

Preuve: On pose (u,u) = (0,L), ou L est une constante positive.

11
Tout d’abord, puisque Zgg(s) <1l,ona
s=0
11
L>Y gas)L.
s=0

Maintenant, u et @ sont des sous et sur solutions de (3.30), si on a

0 < g(t), pour tout t € [0,10]z,
0> A\ LM — L*2 1 g(t) pour tout t € [0,10]z

C’est-a-dire
g(t) > 0, pour tout t € [0,10]z,

LF2 > X\ L* + ¢(t), pour tout t € [0,10]z.

Si on choisit L suffisament grand, on obtient que u et @ sont des sous et sur solutions de (3.30)
et pour que la fonction fsatisfait la condition de Nagumo-Bernstein il faut choisir Ay < ﬁ
Par suite d’aprés le Théoreme 3.2, il résulte que le probléeme (3.30) admet une solution

maximale ©* et une solution minimale u,. =
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Chapitre 4

Existence de solutions pour certaines
classes de systémes d’équations
différentielles quasilinéaires avec des
conditions aux limites nonlocales

dans les échelles de temps.

4.1 Introduction:

Dans ce chapitre, on s’intérésse a ’existence des solutions pour le probléme aux limites suivant
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ot @, (u) = |u\p*2 u,p>1,q>1,c,c, € Ry, pour tout i = 1,2,3,4, f:[a,blp x R2 — R, et
g : [a,b]; x R* — R sont deux fonctions continues et L; : C([a,0?(b)] ) — R continues et
croissantes pour tout ¢ = 1,2, 3, 4.

La définition de la sous solution et la sur solution et la construction des suites dépend de
la monotonie des deux fonctions f et g, alors d’aprés C. V. Pao (voir [27]) on peut classer le
systéme (4.1) suivant la monotonie des deux fonctions f et g en trois types:

Type 1: Systéme quasimonotone croissant: f est croissante par rapport a v et g est
croissante par rapport & u.

Type 2: Systéme quasimonotone décroissant: f est décroissante par rapport a v et g est
décroissante par rapport a wu.

Type 3: Systéme quasimonotone mixte: f est croissante par rapport & v et g est décroissante
par rapport & u or vise versa.

Dans ce chapitre, on montre I’existence des solutions minimales et maximales si le systéme
(4.1) est de Type 1. Si le systéme (4.1) est de Type 2, on montre l'existence des solutions
maximales-minimales et minimales-maximales. Par contre si le systéme (4.1) est de Type 3,
on montre ’existence d’au moins une quasi-solution.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section on donne quelques résultats
préliminaires. Dans la deuxiéme section on énonce et on montre les résultats principaux de ce

chapitre et dans la derniére section on donne des exemples d’applications.

4.2 Reésultats préliminaires:

On consideére le probléme suivant

~

_<90p(uA))A = —h(t,ud), te [a7 b}T,
aru(a) — apu®(a) = ¢, (4.2)

azu(o?(b)) + agu® (o (b)) = d,

ou h : [a,b]; x R — R est une fonction continue et strictement croissante par rapport a la
seconde variable, ay, ag, ag et a4 sont des nombres réels positifs et ¢ et d sont des nombres

réels.
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Dans ce chapitre, on note par D = {g € C*([a,0?(b)],) : (gop(gA))A est rd-continue sur

[CL, b]T}

Lemme 4.1 (Principe de conparaison faible).

Soient u1,us deuz fonctions tel que u; € D pouri=1,2, et

~(pp(uf)® +h(t,uf) < (0 () +h(t,uf). t € a. by,
arug(a) — aouf(a) < ajuz(a) — asud (a), (4.3)

azu(0?(0)) + agut (o(b)) < aguz(0?(b)) + aaud' (o (b)),

alors u1(t) < ua(t), pour tout t € [a,0?(b)] .

Preuve: La preuve est similaire a celle du Lemme 2.1 du Chapitre 2. m

Définition 4.1 : On dit que o € D est une sous solution de (4.2) si
4 A ~

- (@p(aA)) S _h(ta aa)’ te [aa b]T ’

ayafa) — aza®(a) < c,

aza(a?(b)) + asa® (o (b)) < d.

Définition 4.2 : On dit que f € D est une sur solution de (4.2) si
A N g

- (@p(ﬁA)) > _h(th )) le [avb]T7

a18(a) — azf®(a) > ¢,

| a38(0°(b) + s (0 (b)) > d.

On a le résultat suivant.

Théoréme 4.1 : Supposons que « et [3 sont des sous et sur solutions du probléme (4.2) tel
que a(t) < B(t), pour tout t € |a, aQ(b)]T. Alors le probléeme (4.2) admet une solution unique
u € D tel que

a(t) <u(t) < B(t), pour tout t € [a,aQ(b)]T.

Preuve: La preuve est similaire a celle du Théoréme 3.1 dans [1], on peut montrer que le
probléme (4.2) admet au moins une solution et d’aprés le Lemme 4.1 il résulte que le probléme

(4.2) admet une unique solution. m
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4.3 Reésultats principaux

On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites

(Hy) 3h; : R — R une fonction continue et croissante tel que u —— f(¢,u,v) + hi(u) et
croissante pour tout ¢ € [a,b]r et u € R.

(Hy) 3hy : R — R une fonction continue et croissante tel que v — g(t,u,v) + ha(v) et

croissante pour tout ¢t € [a, b7 et v € R.
4.3.1 Existence des solutions extrémales pour les systémes quasimonotones
croissants.

Dans cette section, on suppose que I’hpothése suivante est satisfaite

(Hs) f est croissante par rapport a v et g est croissante par raport a u.

Définition 4.3 On dit que (u,v) est une solution de (4.1) si:
i) (u,v) € D%
i1) (u,v) satisfait (4.1).

Définition 4.4 On dit que (u,v) est une sous solution de (4.1), si:

i) (u,v) € D2
—(pp ()2 < f(t,u,07), t € [a,bly,
—(pg(*)? < g(t,u”,0%), t € [a,b]p,
cru(a) — cg'ua) < Ly (u),

\

Définition 4.5 On dit que (
i) (u,v) € D%

el

) est une sur solution de (4.1), si:

Sl

)
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Théoréme 4.2 :Supposons que les hypothéses (H;)i=1 23 sont satisfaites et soient (u,v) et
(u,v) la sous et la sur solution respectivement de (4.1) tel que u < u et v < v sur [a, 02(b)]T,
alors le systéme (4.1) admet une solution maximale (u*,v*) et une solution minimale (U, vy)

tel que pour chaque solution (u,v) de (4.1) avecu <u<uetv<v<7v ona

u<u, <u<u <uetv<v, <v<v*<vU sur [a,aZ(b)]T.

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.

On pose ug = u, vy = v et on définit les suites (u,)nen €t (v, )nen par

—(pp (U ))™ + ha(ud, ) = f(t,uf,v7) + h1(uf), t € [a,b]p,
Cl@nﬂ(a) - CQQ$+1(CL) = L1(u,),

c31y,41(02(0)) + caunty, (0(b) = La(w,),

_(@q(gﬁ-i-l))A + h2(yg+1) = g(tvg'rawygb) + h2(9?z)7 te [CL, b]T )
g (a) — Clzﬂﬁﬂ(a) = L3(v,),

ngn—l—l(ol(b)) + Cﬁlyﬁﬂ-l(a(b)) = L4(yn>'

De méme, on pose Uy = U, Tgp = U et on définit les suites (U )nen €t (Up)nen par

— (@ (U5 1))2 + b1 (Ung1) = f(£,u5,03) + ha (), t € [a,b];,
c1lny1(a) — CQHS-H(G) = Ly1(ty),

csTin41(0°(0) + a1 (0/(b)) = La(Tn),
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et
— (g (TR )2 + ha(T5 1) = g(t,u5,75) + ha(V5), t € [a,b];,
A Unt1(a) — cynyy(a) = La(vn),

cg€n+1(02(b)) + ciﬁrﬁrl (o(b)) = La(vn),

Etape 1: Raisonnns par recurrence et montrons que pour tout n € N, on a

u < u,

<wmetv <y

Preuve:

1) Pour n =0, on a: u = ug, alors u < ug < w et v =1y, alors v <y, <V

2) Supposons pour n > 1 fixtonau < u, <uet

]
IN
(S

n < U et montrons que u < U, 11 < U

et v <V, ST

On a
—(oplunt))® + ha(ug ) + (0, (W)™ = ha(u?)
> f(taunﬂvn) + hl(@%) - f(t>@07ya) - hl(ua)
> f(tvuruv ) + hl(@g> - f(uﬂo-?QU) - hl(ga) > 0.
Alors

~(p(uny1))™ + h(ug 1) = — (9, () + ha (). (4.4)

D’autre part on a
(e1Un11(a) = caupyy(a) — (crula) — c2u(a))

= L1(u,) — L1(u) > 0.
Alors

C1tty 1 (a) — cauptyi (a) > cru(a) — cou®(a). (4.5)

De méme on a

catt 41 (07 (D) + ety (0(b)) = czu(o®(h)) + cau® (o (b)). (4.6)
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En conclusion d’aprés (4.4), (4.5), (4.6) et en utilisant le Lemme 4.1, on obtient
u < U, sur [a,a2(b)]T.

D’une facon similaire, on montre que
Upyy <Tsur [a,0(D)]

et

En conclusion

Etape 2: Pour tout n € N, on a
Uy < Upyy €60, < Vg sur [a,0%(b)] .

Preuve: La preuve est similaire & celle de I’Etape 1.

Etape 3: Pour tout n € N, on a

Preuve: La preuve est similaire a celle de I’Etape 1.

Etape 4: 1l existe deux constantes C et C} indépendantes de n tels que
HHSHO < Cf et HESHO < C4, pour tout n € N.

1) Soient n € N et t € [a,0(b)] .

Puisque @, est continue sur [a, 02(6)]T et w5 est continue sur [a,02(b)),., alors d’aprés le

T

Théoreme 1.3, il existe &,,, T € [a,az(b))T tel que




Alors, on a

ep)(t) = —¢p(n1)(Tn) +/(f(8,u7‘§(8)7v%(8)) + ha (7 (s)) — ha(ug 4 (s)))As
<Un+1 (02(5))n— Un+1 (a)>
P a?(b) —a
< ¢

1 — /
< 02(0) — )" ¢, (T (o?(b)) —u(a)) + K
K' = (M{(f) + 2M3(h)) (o(b) — a),
M{(f) :=max {f(t,u,v) : t € [a,b]p, u<u<uetv<v<T},
et

Alors si on pose

on obtient
—~

Vi € N, Vi € [a,0 (O], ¢p(T2)(1) < G

Ce qui entraine que
1

Vn € N, Vt € [a,0 (b)), Wh (t) <CP". (4.7)

D’une maniére similaire on a

—~/

Vn €N, Vt € [a,0 ()], ¢,(Un1)(t) > Ca, (4.8)
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ou
—y 1

G =y (w(0*) ~ 7 (@) + () + 2 () (o (8) ).

(0%(b) —a)

m’(f) == min{|f(t,u,v)|: t € [a,b]p, u<u<Tuetv<v <D},

et

Alors d’aprés (4.8), on obtient

iz
¥n €N, Vt € [a,0 b))y, T (L) > ]cg’ N

Maintenant si on pose

—~1
Co

L Bl
C] := max <Ci”_1, " max  [a® (t)‘) :

tG[a,a(b)]T
alors d’aprés (4.7) et (4.9), on obtient
Vn eN, VYt e [a,0(b)]y, max ’UA (t)] < Cf.

D’une fagon similaire on montre que

Vn eN, Vt € [a,0 (b)], te[ma(%ﬂ o5 (t)| < C4.
a,0(b)]

Etape 5: Il existe deux constantes positives C4 et C} indépendantes de n € N, tels que

Hyﬁ”o <} et HQSHO < C} pour tout n € N.

Preuve: La preuve est similaire a celle de 'Etape 4.

Etape 6: Les suites de fonctions (75 ),en et (U5 )nen sont équicontinues sur [a, o (b)] -

Soient € > 0 et t, s € [a,0(b)] tel que t < s, alors pour chaque n € N, on a

| op(@ns1)(5) — 0, (@) (O] < (Mi(f) +2M3(h) |s — 1] .
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Si on pose par définition:

K} = Mi(f) + 2M3(h),

on a

| (Tns1)(5) = (@ ) ()] < K s —¢].

Par suite, si on choisit:
€

R a—
|s =1l K +1

on obtient:

‘SOp(Hv%H)(S) - S%(@%H)(t)} <e.

Par conséquent, la suite (gop(ﬂﬁﬂ))neN est équicontinue sur [a, o(b)] .
Or comme l'application ¢, 1 est un homeomorphisme croissante de R dans R on déduit de
Pégalite
[ (s) = ()] = oy (0p(Tns1)(5) = 9, (2p(Tntn) (1))

que la suite (75)nen est équicontinue sur [a, o(b)] .

D’une fagon similaire on montre que (v4),en est équicontinue sur [a, o (b)] .

Etape 7: les suites (gﬁ)neN et (Q’%)neN sont équicontinues sur [a, o (b)], .

Preuve: La preuve est similaire & celle de ’Etape 6, alors on omettre la preuve.

Etape 8: La suite (U, Uy )nen converge vers la solution maximale de (4.1).

D’aprés les Etapes 1, 2 et 6, on a (Up)nen €t (Un)nen sont uniformément bornées sur
C([a,0?(b)] ;) et (W5 ) nen, (T5)nen sont équicontinues sur [a, o (b)]4, alors d’aprés le Théoréme

d’Ascoli-Arzéla, il existe deux sous-suites (uy,) de (Tn)nen €t (Un;) de (Un)nen qui convergent

1 2
dans C},([a,0 (b)]T)
Soient
u:= lim =u, ev:= lim =7,,.
n;—+o00 7 nj—+oo 7
Alors
ud = lim = ﬂﬁ et v2:= lim = E,%.
nj—+00 J nj—-+00 J

Mais, d’aprés 'Etape 1, les suites (@y, )nen €t (Tp)nen sont décroissantes et majorées, donc les

limites de ces suites existent et on les notes par u* et v* respectivement.
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Par unicité de la limite on a u = u* et v = v* et de plus les suites (Uy)nen €t (Un)nen

convergent dans C},([a,o?(b)],.) vers u* et v* respectivement.

7)
Soit t € [a, b]p, on a:

~p(Tn1) (1) = ¢, (1) (a) +/ (f (7,15 (7), 73 (7)) + ha (W (7)) — ha (U 44 (7))) AT,

et

~04(T1) () = ¢g(Tpe1) (@) +/ (9(7,w3(7), U (7)) + ha(V5(7)) = ha (V511 (7)) AT.

D’autre part, on a

lim (f(7,a(7),07(7)) + h(ug (7)) — h(u741(7))) = (f (7, w7 (1), 07 (7)),

n—-+0o00

lim (g(7,u7(7), v7,(7)) + h(v5(7)) = h(V511(7))) = (9(7, v (1), 0" (7)),

n—-+00
3Ky > 0,VYn € N, V1 € [a,b]p, |(f(m,ug(7),v5(7)) + h(ul (1)) — h(ug 1 (1)))| < K7,

» n n

et

3K >0, Vn € N, V1 € [a,b],

(g(r,a7(7), 75.(7)) + h(7, (7)) = (7, 11(7)| < K3,

Par conséquent, d’aprés le Théoréme 1.5, on a

_ *A _ *A ! *O —*0
pp(u™2)(t) = pp(u )(a)+/f(7,u (1), 0"(7))AT,

et

Ainsi, on obtient

Vt € [a,b]y, — (0, (W) = f(t,u*, %), (4.10)

et
Vt € [a,blp, — ((,oq(v*A))A = g(t,u*,0*). (4.11)



De méme on a

cru*(a) — cou®(a) = Ly(u*), (4.12)
c3u*(02(b)) + cqu*® (o(b)) = La(u*), (4.13)
dyv*(a) — v (a) = La(v*), (4.14)
et
v*(a?(b)) 4y (o(b)) = La(v*). (4.15)

Par suite d’aprés (4.10)(4.11),(4.12),(4.14),(4.13) et (4.15), il résulte que (u*,v*) est une solution
du probléme (4.1)

Maintenant on montre que si (u,v) est une autre solution de (4.1) tels que u < u < W et
v <v <7 sur [a,aQ(b)]T, alors u < u* et v < v* sur [a,aQ(b)]T.

Comme (u,v) est une sous solution de (4.1), alors d’aprés ’Etape 1, on a
VneN u<u, etv <7,
Par passage a la limite quand n — 400, on obtient

u< lim w,=uv"etv< lim v, =v".
n—-+o0o n—-+o0o

C’est-a-dire que (u*,v*) est une solution maximale du probléme (4.1).
Etape 9: La suite (u,,,v,,)nen converge vers la solution minimale (u4,v,) du probléme (4.1).

Preuve: La preuve est similaire a celle de ’Etape 8 d’ou le résultat. =

4.3.2 Exixtence des solutions minimales-maximales et maximales-minimales

pour les systémes quasimonotones décroissants.

Dans cette section on suppose que la condition suivante est satisfaite

(Hy) f est décroissante par rapport a v et g est décroissante par raport u.

Définition 4.6 : On dit que (u,u) et (v,v) sont des sous et sur solutions de (4.1) si:

i) (u,u), (v,v) € D2
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—(p,(uP)A < f(t,u7,07), t € [a, by,
~(p @A > f(t,77,07), t € [a,b]p,
—(p (N2 < g(t,u”,v7), t € [a, by,

| (@A = g(t,u,07), t € [a,bly,

N wa) - ard (@) < La(w), w(o?®) + azud (o(5)) < Lo(w),
v(a) — azv®(a) < Ls(v), v(0?(b))+asv® (o (b)) < Ly(v),
u(a) — ara™(a) > Ly(w), u(0?(b)) + azu” (o(b)) > La(w),
v(a) — asv™(a) > Ly(v), 0(02(b)) + asv™ (0(b)) > La(v)

\

Théoréme 4.3 : Supposons que les hypothéses (Hy),(Hz) et (Hy) sont satisfaites et soient
(u,w) et (v,v) sont des sous et sur solutions de (4.1) tel que, u < u et v < v sur [a, 0'2([))]T,
alors le systéeme, admet une mazimale-minimale solution (u*,vy) et une minimale-maximale

solution (uy,v*) tel que pour chaque (u,v) solution de (4.1) avec (u,v) < (u,v) < (u,v) on a
(g72) S (U*,'U*) S <'LL7 'U) S <U*7U*) S (ﬂ71_))
Preuve: On pose up = u , vy = v et définissons les suites (Up)nen €t (v, )nen par:

_(Qpp(ﬂﬁ—&-l))A +h (ﬂ?z—l—l) = f(taﬂ%?ﬂg) + hy (ﬂ%)’ le [(L, b]Tv
Unt1(a) — arlipy (@) = La (),
Up+1(0%(b)) + azlin+1(0(b)) = La ().
et
_(qu(yﬁ-l—l))A + h2(yfr71+1) = g(t,ﬂ%,y%) + h2(yg)7 le [a7 b]T )

Up+t1 (a’)_a’3yﬁ+1 (CL) = L3 (yn)v

Un1(0% (D)) +aaupy (0/(b)) = La(v,)-

D’une maniére analogue, on prend u, = u, o = v et définissons les suites (u,)nen €t (Tn)nen par:

—(p (U 1)) + ha(ud ) = f(t,ug,07) + h1(u3), t € [a,b]p,
@n—ﬁ-l(a) - alg’r%—&—l(a) = Ll(gn)a

U 41(0%(0)) + azup 4 (0(b) = La(u,,)
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et
—(q (T )™ + ha (W5 41) = g(t,us, 77) + ha (), ¢ € [a, by,

Upy1(a) — aﬁﬁﬂ(a) = L3(vn),

Un1(0%(0)) + a4 (0/(b)) = La(Tn).

Le reste de la preuve est similaire a celle du Théoréme 4.2. m

4.3.3 Existence des solutions pour les systémes quasimonotones mixtes.

Dans cette section, on suppose que ’hypothése suivante est verifiée:

(Hs) f est croissante en v et g est décroissante en u.

Définition 4.7 :On dit que (u, ) et (v,v) est une paire des sous et sur solution si:

z)uuvaD

—(pp@®)? < f(t,u”, %), t € [a,b]y,
) —lep@)R = f(t,u”,07), te fa, by,
i1) .
—(p, (V)2 < g(t,u’,0%), t € [a,b]y,
| —(p, ()2 = g(t,u”,07), t € [a,blp,
u(a) — a1u®(a) < Li(w), u(0®(b)) + azu®(a(b)) < La(w),
. w(a) — a1’ (a) > L (@), w(o2(b)) + axt”(a(b)) > Lo(a),
v(a)—azv®(a) < L3(v), v(o?(b))+asw(o(b)) < La(v),
v(a) — azv” (a) > L3(v), 0(0*(b)) +aav” (0(b)) > La(v)

Onprendug=u,u; =uetvg=0v, vy =

—(pp(up o)™ + ha(ug p) = f(t,uf, v7) + hi(uf), t € [a, by,
Uni2(a) — alun+2( a) = Li(un),

(
tn42(0%(8)) + a2l p(0 (1)) = La(un).

et
—(0g(Vn+2)®)2 + ha(vy o) = g(t,ug g, v7) + ha(vf), t € [a,b]4,

un+2(a)—a3vi5(a) = Ls(vn),
Unt2(0?(b)) + a4v$+2(a(b)) = Ly(vn),

et on a le résultat suivant:
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v et définissons les suites (up)nen, (Un)nen par:



Théoréme 4.4 :Supposons que les hypothéses (H1),(Hz) et (Hs) sont satisfaites et soient (u,u)
et (v,v) une paire de sous-sur solutions de (4.1) au sens de la définition 4.7 tel que u < @
et v < T sur [a,az(b)]T, alors les suites (un)nen €t (Vn)nen sont monotones et vérifier les

propriétés suivantes:

u = up <ugz< ... <wugprr <ugp < .. <wug <wug=u, sur [a, 02(b)]T,

]

= v <wv3< .. <wgpy1 Sy < .o < <wy =T, sur [a,aQ(b)]T.

Preuve: La preuve est similaire a celle de la preuve de ’Etape 1 du Théoréme 4.2. m
D’aprés le Théoréme précédent les suites (ugy,, Van )nen €t (U2n+1, V2n+1)neN SONt monotones
et bornées. Par conséquent on pose par définition

lim (UQn,UQn) = (u**uv**)7

n—-+o00

et
: *K* *x
lim (u2n+1,vant1) = (w,0™),
n—-+4oo
et on a
U < U < U<,
et

V< Vg SV LT
En utilisant un raisonnement similaire & celle du Théoréme 4.2, on montre le résultat suivant

Théoréme 4.5 Supposons que les hypothéses (Hy),(Hz) et (Hs) sont satisfaites et soient (u, )
et (v,v) sont une paire de sous-sur solutions de (4.1) au sens de la Définition 4.7 tels que,
<wetv<Usur [a,az(b)]T, alors les suites (Uan, Van )neN €t (U2n+1, Vont1)nen convergent

VETS (Usewey Usewe) € (W™, ™) qui sont quasi-solutions pour le probléme (4.1).

Preuve: La preuve est similaire & celle du Théoréme 4.2. =
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4.4 Applications
Dans cette section on donne quelques exemples d’applications.

Exemple 4.1 On considére le probléme aux limites suivant

— ()™ (1) = w1 (o (£) = u’t (0 (1)) + u® (o (£) v (o (£) + I (1), t € [0,10],

—(pa (VN2 (1) = v (0 (£) — v (0 (£) + v (0 () uPs (0 (t)) + ha(t), t € [0,10],
a2(10)
w(0) — u (0) = / a1(s)u(s)As,

0
a2(10)

u(0?(10)) + u® (0 (10)) = / g2(s)u(s)As,

0
a2(10)

v(0) — v2(0) = / g3(s)v(s)As,

0
2(10)

o0*(10) +2(0(10) = [ gals)o(s)s,

\ 0

(4.16)
ot a;; > 0 pour tout i = 1,...,4, B; > 0 pour tout i = 1,...,4 avec B, > max (a1, as + fs)

et B3 > max (a3, o + By), hi : [0,10];, — R, est une fonction continue pour i = 1,2 et
a2(10)

gi [0,02(10)]T — R est une fonction continue avec / 9i(s)As < 1 pour touti =1, ..., 4.
0
Tout d’abord il n’est pas difficile de vérifier que ce systéme est quasimonotone croissant et
que les hypothéses (Hy), (Hz) et (Hs) sont satisfaites.
On va étudier deux cas.

Cas 1: SiT =R.
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Pour ce cas le systéme (4.16) devient

— ()" (1) = u (1) — w1 (8) + u () 072 (1) + (1), ¢ € [0,10],

—~
~
~—
I
<
Q
N
—~
~
~—
|
<
=
w
—~
~
~—
_|_
<
Q
N
—~
~
~—
g
=®
N
—~
~
~—
+
S
[\v]
—~
~
~—
()
m
=
—_
=2

u(10) + v’ (10) = /gg(s)u(s)ds, (4.17)
00) =/ (0) = [ ga(s)uls)ds.

v(10) +v'(10) = /94(S)U(s)ds.

0

On a le résultat suivant

Proposition 8 Le systéme (4.17) admet une solution maximale (u*,v*) et une solution mini-

male (Uy, Uy ) -

Preuve: On pose (u,v) = (0,0) et (w,v) = (L, L), ot L est une constante strictement positive.
Tout d’abord il n'est pas difficile de vérifier que (u,v) est un couple de sous solutions pour

le systéeme (4.17).
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Maintenant (u,v) est un couple de sur solutions pour le systéme (4.17) si on a

0> Lo — LA + LoatBa 4 (1), t € [0,10],
0> L2 — LPs + L2 4 hy(t), t € [0,10],
10
L> /gl(S)Ld‘sa
0
10
L> /gg(S)LdS,
0
10
L > /93(S)Ldsa
0
10
L> /g4(s)Lds.
0

C’est-a-dire )
LA > Lo 4 LeatP2 o py (1), t €0,10],
L1 > L2 4 [o24Bs 4 py(t), t € [0,10],
10
L> / 91(s)Lds,

0
10

L> / ga(s) Lds,

0
10

L> /93(5)Ld57

0
10

L> /94(3)Lds.

0

10

Comme [; > max (a1, as+ () et B3 > max (asz,aq+ By) et /gi(s)ds < 1 pour tout

0
i =1,...,4, alors si on prend L suffisament grand, on obtient que (@, v) est un couple de sur

solutions pour le systéme (4.17) et par suite d’aprés le Théoréme 4.2, le probléme (4.17) admet
une solution mazximale (u*,v*) et une solution minimale (uy,vy). M

Cas 2: SiT =17.
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Pour ce cas le systéme (4.16) devient

f(gop(uA))A () =u (t4+1) —ubr (t4+1) +u®2 (t+ 1) vP2 (t+1) + ;L\I(t), t € [0, 10],
(g (WP NA (1) = v (t+ 1) — v (£ + 1) + 0% (¢ + 1) uPa (t+ 1) + ho(t), t € [0,10],

11
u(0) — Au(0) = Z g1(s)u(s)
u(12) + Au(11) Zgg
v(0) — Av(0) = Z g3(s)u(s)

v(12) + Av(11) 294

(4.18)
ot (@, (u)® = @y (u(t +2) —u (t + 1)) =g, (u (t + 1) —u (1)) et (p ()2 = pq(u (t +2) -
u(t+1)) —p,(u(t+1) —u(t)).

On a le résultat suivant

Proposition 9 Le systéme (4.18)admet une solution mazimale (u*,v*) et une solution mini-

male (Us, V)

Preuve: On pose (u,v) = (0,0) et (u,v) = (L, L), ot L est une constante strictement positive.
Tout d’abord il n’est pas difficile de vérifier que (u,v) est un couple de sous solutions pour
le systéme (4.18).

Maintenant (u,v) est un couple de sur solutions pour le systéme (4.18) si on a

0> Lo — LP 4 LovtBa 4 by (), t € [0,10],,
0> Lo — L + L*2+Pa 4 hy(t), t € [0,10],,

11

L> Zgl(s)L
51:10

L>Y ga(s)L,
s=0

11
L > 293(8)1/7
s=0

11
L> Z ga(s)L.
s=0
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C’est-a-dire

L > L1 4 LovtBa 4 by (1), t € [0,10],,
LP1 > L2 4 [o2tBa 4 hy(t), ¢ € [0,10],,

11
1> gi(s),
s=0

11

1> / g2(5),

0
11

1> / g3(s),

0
11

1> /g4(s).

0

Comme [3; > max (a1,as + (5) et B3 > max (a3, aq + B4) et Zgi(s) < 1 pour tout i =

1,...,4, alors si on prend L suffisament grand, on obtient que (@, ) est un couple de sur solutions

pour le systéme (4.18) et par suite d’aprés le Théoréme 4.2, le probléme (4.18) admet une

solution mazimale (u*,v*) et une solution minimale (uy,v,) M

Exemple 4.2 Considérons le probléme suivant

71

r —(p(WP)A (t) = u (o (t) — w1 (0 () — u® (o () 072 (0 () + ha(t), ¢ € [0,10)7,
—(pg(v2))2 (1) ;1()10:) (0 () = v% (o (1) — v (o (£)) u®s (0 (1)) + ha(t), t € [0,10];,
w(0) — ul(0) = / a1(s)u(s)As,

° a2(10)
u(02(10)) + uA(a(lo)) = / g2(s)u(s)As,
02(10) "
00) =030 = [ gals)uls)s
’ +2(10)
o0*(10) +4(0(10) = [ gals)ols)s,
\ 0

(4.19)



o a; > 0 pour tout + = 1,...,4, B, > 0 pour tout ©+ = 1,...,4 avec B, > a1 et B3 > as,

hi : [0,10],

— Ry est une fonction continue pour i = 1,2 et g; : [0,02(10)]T — R4 est une
a2(10)

fonction continue avec / 9i(s)As < 1 pour tout i =1, ..., 4.

0
Tout d’abord il n'est pas difficile de vérifier que ce systéme est quasimonotone décroissant

et que les hypothéses (Hy), (Hy) et (H;) sont satisfaites.

On va étudier deux cas.

Cas 1:

Si T =R.

Pour ce cas le systéme (4.19) devient

\

! !

—(ip())" (1) = u (£) — Pt (8) —u () 072 (£) + I (8), ¢ € [0,10],
~ (g (1) = w2 (1) = 0% (£) — v°2 () uPs (1) + ha(t), ¢ € [0,10],

10
u(®) = '(0) = [or(uls)is
0 10
w(10) + 1/ (10) = / ga(s)u(s)ds, (4.20)
100
00)=v'(0) = [ ga(s)uls)ds.
0 10
v(10) +v'(10) = /g4(s)v(s)ds.
0

On a le résultat sutvant

Proposition 10 Le systéeme (4.20) admet une solution mazximale-minimale (u*,v,) et une so-

lution minimale-mazximale (uy,v*).

Preuve:

On pose (u,u) = (0, L) et (v,v) = (0, L), ou L est une constante strictement positive.
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(u,u) = (0,L), (v,v) = (0, L) est une paire de sous et sur solutions si on a

0> L — LA + hy(t), t€0,10],

0> Lo — LPs + hy(t), t € [0,10],
10
L> /gl(S)Ldsv

0
10

L> / g2(s) Lds,

0
10

L> /93(3)Ld’5>

0
10

L> / g4(s)Lds.

0

C’est-a-dire

L1 > L™ 4 hy(t), t €10,10],

LPs > L2 4 hy(t), t € [0,10],
10

L> / g1(s)Lds,

0
10

L> / g5(s)Lds

0
10

L> /QS(S)LdS

0
10

L> /94(3)Lds.

\ 0

10
Comme B, > ay et B3 > a3 et /gi(s)ds < 1 pour tout : = 1,...,4, alors si on prend L

0
suffisament grand, on obtient que (u,u) = (0,L), (v,0) = (0,L) est une paire de sous et sur
solutions (4.20) et par suite d’aprés le Théoréme 4.3, le probléme (4.20) admet une solution

mazximale-minimale (u*,vy) et une solution minimale-mazimale (U, v*).

Cas 2: SiT=7. m
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Pour ce cas le systéme (4.19) devient

f(gop(uA))A () =u (t4+1) —ubr (t4+1) —u®2 (t+ 1) vP2 (t+1) + ;L\I(t), t € [0, 10],
(g (@A NA (1) = v (t+ 1) — v (£ + 1) — v (¢ + 1) uPa (t+ 1) + ho(t), t € [0,10],

11
u(0) — Au(0) = Z g1(s)u(s)
u(12) + Au(11) Zgg
v(0) — Av(0) = Z g3(s)v(s)

v(12) + Av(11) 294

(4.21)
ot (p,(u)® = @y (u(t +2) —u (t + 1) =g, (u (t + 1) —u (1)) et (p ()2 = pq(u (t +2) -
u(t+1)) —p,(u(t+1) —u(t)).

On a le résultat suivant

Proposition 11 Le systéeme (4.21) admet une solution mazimale-minimale (u*,v,) et une so-

lution minimale-mazimale (uy, v*).

Preuve: On pose (u,u) = (0,L) et (v,v) = (0, L), ot L est une constante strictement positive.

(u,u) = (0,L), (v,v) = (0,L) est une paire de sous et sur solutions si on a

p

0> L — L1 4 hi(t), t € [0,10],,
0> Loz — L + hy(t), ¢ € [0,10],

11

L> Zgl(s)L
{1

L= gas)L
1

L= gs(s)L
11

L> 294(3)L
L 0

C’est-a-dire
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L1 > Lo 4 hy(t), te[0,10],,
LPs > L°2 + hy(t), t € [0,10],,

11

1 Z 291(5)7
0
11

1> 292(3)7
0
11

1> gs(s),
0

11
1> 294(5).
0

11
Comme 1 > oy et B3 > ag et ZQi(S) < 1 pour tout ¢ = 1,...,4, alors si on prend L

0
suffisament grand, on obtient que (u,u) = (0,L), (v,7) = (0,L) est une paire de sous et sur
solutions (4.21) et par suite d’aprés le Théoréme 4.3, le probléme (4.21) admet une solution

mazximale-minimale (u*,v,) et une solution minimale-mazimale (e, v*). W

Exemple 4.3 Considérons le probléeme suivant

~(pp(u))A (8) = u (o (£)) — w1 (o () + uo2 (o (£) v%2 (o () + ha (1), ¢t € 0,10,
—(ipg (V)2 () = v (0 (1)) = vP3 (0 (1) — v (o (1)) wP4 (0 (1)) + ha(t), t € [0,10],
a2(10)

u(0) — uA(O) = / g1(s)u(s)As,

0
a2(10)

u(o?(10) + ud0(10) = [ mls)us)s,

a2(10) °
00) =030 = [ gals)uls)s
’ 22(10)
w(02(10)) + vA(c(10)) = /g4(s)v(s)As,
0

(4.22)
ot a; > 0 pour tout i = 1,...,4, B; > 0 pour tout i = 1,...,4 avec ; > max(ay, s + () et

B3 > ag, hi : [0,10];, — Ry est une fonction continue pour i = 1,2 et g; : [0,02(10)]T — Ry
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02(10)
est une fonction continue avec / 9i(s)As < 1 pour tout i =1,...,4.
Tout d’abord il n’est pas diﬂicoile de vérifier que ce systéme est quasimonotone mixte et que
les hypothéses (Hy), (Hz) et (Hs) sont satisfaites.
On va étudier deuz cas.
Cas 1: Si T =R.

Pour ce cas le systéeme (4.22) devient

( —(pp(u)) (1) = ue (£) — wPr () +u® (£) 0™ () + ha(t), t € [0,10],
~(p () = v (1) = () = (1) 1)+ ha(t), t € [0,10],
u(0) — u’(O) = /gl(s)u(s)ds,
0 10
w(10) + v/ (10) = / go(s)u(s)ds, (4.23)
100
v(0) — v/(O) = /gg(s)v(s)ds,
0 10
v(10) +v'(10) = /94(3)1)(3)618.
0

On a le résultat suivant

Proposition 12 Le systéme (4.23) admet au moins une quasi-solution.

Preuve: On pose (u,u) = (0,L) et (v,v) = (0, L), ot L est une constante strictement positive.
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(u,u) = (0,L), (v,v) = (0, L) est une paire de sous et sur solutions si on a

0> Lo — LA + Le2tB2 4 py(4), ¢ € [0,10],
0> Lo — LPs + hy(t), t € [0,10],
10
L> /gl(s)LdSa
0
10
L > /QQ(S)Ldsa
0
10
L> /93(S)Ld5a
0
10
L> /94(S)Ld3.
\ 0

C’est-a-dire )
LAy > Lo 4 Le2tBz2 1 py(t), t € [0,10],
LPs > L2 4 hy(t), t € [0,10],
10
L> / 91(s)Lds,

0
10

L> / ga(s) Lds,

0
10

L> /93(S)Ld’97

0
10

L> /94(3)Lds.

0

10
Comme B, > max (a1, 2 + [5) et B3 > as et /gi(s)ds < 1 pour tout i = 1,...,4, alors si

0

on prend L suffisament grand, on obtient que (u,u) = (0,L), (v,v) = (0,L) est une paire de
sous et sur solutions (4.23) et par suite d’aprés le Théoréme 4.4, le probléme (4.23) admet au
moins une quasi-solution. M

Cas 2: SiT =17.
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Pour ce cas, le systéme (4.22) devient:

f(gop(uA))A () =u (t4+1) —ubr (t4+1) +u®2 (t+ 1) vP2 (t+1) + ;L\I(t), t € [0, 10],
(g (@A NA (1) = v (t+ 1) — v (£ + 1) — v (¢ + 1) uPa (t+ 1) + ho(t), t € [0,10],

11
u(0) — Au(0) = Z g1(s)u(s)
u(12) + Au(11) Zgg
v(0) — Av(0) = Z g3(s)v(s)

v(12) + Av(11) 294

(4.24)
ot (p,(u)® = @y (u(t +2) —u (t + 1) =g, (u (t + 1) —u (1)) et (p ()2 = pq(u (t +2) -
u(t+1)) —p,(u(t+1) —u(t)).

On a le résultat suivant:

Proposition 13 Le systéme (4.24) admet au moins une quasi-solution.

Preuve: On pose (u,u) = (0, L) et (v,v) = (0,L), ot L est une constante strictement positive.

(u,u) = (0,L), (v,v) = (0,L) est une paire de sous et sur solutions si on a

;

0> Lo — LPr 4 Le2+P2 4 hy(t), t € [0,10],,
0> L — LPs + hy(t), t € [0,10],
11
L Z Zgl (S)La
s=0
11
L> Zgg(s)L,
s=0
11
L>Y gs(s)L,
s=0
11
L> ga(s)L.
\ s=0

C’est-a-dire

78



( —~
LA > [ev 4 [e2tB2 4 hy(t), t € [0,10],,
LPs > L°2 + hy(t), t € [0,10],,

11

1 Z Zgl (5)7
s=0
11

1> 292(5)7
s=0
11

1> gs(s),
s=0

11
1> Z 94(s).
s=0

\

11
Comme B, > max (a1, + B4) et B3 > a3 et Zgl(s) < 1 pour tout i = 1,...,4, alors si
s=0
on prend L suffisament grand, on obtient que (u,u) = (0,L), (v,v) = (0,L) est une paire de
sous et sur solutions (4.23) et par suite d’aprés le Théoréme 4.4, le probléme (4.23) admet au

moins une quasi-solution. M
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Résumé :

L’objet de cette these est I'étude de I'existence des solutions pour
certaines classes d’équations différentielles quasilinéaires et
systemes d’équations différentielles quasilinéaires avec des
conditions aux limites non locales dans les échelles de temps en
utilisant la méthode de sous et sur solutions couplée avec la
technique itérative.

Mots clés :

Equations dynamiques, échelles de temps, non locales, sous et sur
solutions, technique itérative.

Abstract :

The object of this thesis is to study the existence of solutions for
certain classes of quasilinear differential equations and systems of
quasilinear differential equations with nonlocal boundary conditions
on time scales by busing the upper and lower solutions method
coupled with monotone iterative technique.

Key words :

Dynamic equations, time scales, nonlocal, lower and upper
solutions, iterative technique.




1 Résumé de Thése

1.1 Titre: Sur l’existence des Solutions pour des classes de
probléme aux limites quasilinéaires dans les échelles
de temps.

La thése de doctorat est présenté par: M" Nehari Mohamed.
Directeur de thése: M" Derhab Mohammed Professeur, UABB Tlemcen.

1.2

1.2.1 Résumé:

L’objectif de cette thése est d’étudier I'existence des solutions pour certaines
classes d’équations différentielles avec des conditions aux limites nonlocales dans
les échelles de temps. L’aproche utilisée est basée sur la méthode de sous et sur
solution avec une téchnique itérative monotone pour construire des solutions
minimales et maximales cette méthode est liée au principe de comparaison faible.

La thése est composée d’une introduction, trois chapitre et d’une bibliogra-
phie.

Dans le premier chapitre on introduit quelques définitions et notations con-
cernant la théorie des échelles de temps.

Le deuxiéme chapitre est consacré a l’existence des solutions minimales et
maximales pour le probléme aux limites suivant

— (0, ()" = f(t.u7), t € [a,b]r,

ula) ~ agud(a) = 7 gi(s)u (s) A, (1)
u(a?(b)) + ayu (o (b)) = fa “(0) 92(8)u (s) As,
ol @, (u) = |u\p_2 u, u € R, p > 1, [a,b]; est un intervalle d’une échelle de

temps T', f : [a,b]; x R — R est une function continue, g; : [a,aQ(b)}T — Ry
sont deux fonctions continues pour ¢ = 1,2 et ag et a; sont deux nombres réels.

Dans le troisiéme chapitre on étudie ’existence des solutions minimales et
maximales pour le probléeme aux limites suivant

—(pp(uP))® = f(t,u,u®), t € [a,b]y
clu( ) — cou® ( ) Ly (u), (2)
diu(a®(b)) + dou® (o(b)) = La(u),

ot p,(u) = |’ u, avec p > 1, f : [a, bl; x R? — R une fonction continue,
L;: C ([a,aQ(b)]T) — R sont continues et croissantes pour i = 1,2, a € Ty,
be Tk etci,d; € Ry tels que: ¢y +co #0 et dy +dy #0.



Enfin dans le dernier chapitre on étudie I'existence des solutions pour le
systéme d’équations différentielles quasilinéaires avec des conditions aux limites
nonlocales dans les échelles de temps suivant

3)

(
cau(a?(b)) + cau®(o(b)) = La(u),
civ(a) — chv®(a) = L(v),
(0 (3)) + e (o(8)) = La(v),

ou @, (u) = |u|p*2 u,p>1,¢>1,¢,¢ € Ry, pouri=1,...,4, f:abl; X
R? — R, et g : [a,bl; x R* — R sont deux fonctions continues et L; :

C([a,az(b)]T) — R sont continues et croissantes.pour ¢ = 1, ..., 4.

1.3 Mots clés:

Probléme aux limites, les échelles de temps, p-laplacien, La méthode de sous et
sur solution, Principe de comparaison, La condition de Nagumo-Bernestein.

1.4 Publication:

M. Derhab and M. Nehari, Existence of minimal and maximal solutions for a
second order quasilinear dynamic equation with integral boundary conditions,
Panam, J. 25 (2015), 17-35.
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1 Introduction

This work is concerned with the construction of the minimal and the maximal solutions of
the following quasilinear dynamic equation with integral boundary condition

— (o)™ = f(tu), t € [a,blr,
u(a) — agu(a) = [T gi(s)u(s) As, M
u(@?(b)) — aru (o (v)) = [T ga(s)u (s) As,

where o, (y) = [y|” 2y, y € R, p > 1, [a, b], is an interval of a time scale T, f : [a, b, xR —
R is a continuous function, g; : [a,o?(b)] -+ — Ry are continuous functions (i = 0,1) and ao
and a; are two positive real numbers.

Dynamic equations on time scales with nonlocal boundary conditions have been studied
by several authors using the Leray-Schauder fixed point theorem, the upper and lower
solutions method, the coincidence degree theory of Mawhin and fixed point theorems in
cones (see [3], [7], [8], [11], [13], [19] and [21]).

It is well know that the method of upper and lower solutions coupled with monotone
iterative technique on time scales has been used to prove existence of solutions of nonlinear
boundary value problems by various authors (see [6, Chapter 6], [12], [16], [17, Chapter 4],
[18] and [22]).

The purpose of this work is to show that it can be applied successfully to problems with
integral boundary conditions of type (1).

The plan of this paper is as follows: In section 2, we give some definitions and notations.
In section 3, we prove some preliminaries results that will be used throughout the paper. In
section 4, we state and prove our main result. Finally in section 5, we give an example to
illustrate our results.

2 Definitions, Notations and Some Results on Time
Scales
In this section, we give some definitions, notations and some results on time scales.

Definition 1. A time scale T' is an arbitrary nonempty closed subset of the real numbers
R.

Definition 2. We define the interval [a,b], in T by
la,blp :={teT:a<t<b},

where a, b € T.
Open intervals and half open intervals are defined similarly.

Definition 3. Let T be a time scale. For t € T, we define the forward jump operator
o:T—T by
o(t):==inf{s >t:s€T},
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and the backward jump p: T — T by
p(t) :=sup{s>t:seT}.

In this definition, we put inf ) = supT and inf ) = inf T', where O denotes the empty set. If
o(t) > t, we say t is right-scattered, while if p(t) < t, we say t is left-scattered. If o(t) = t,
we say t is right-dense, while if p(t) = t, we say t is left-dense.

Notation 1. For allt € T, we put

T T\(p(supT),supT], if supT < oo,
Tl T, if supT = oc.

Definition 4. The graininess function p: T — [0,00) is defined by
w(t) :=o(t) —t.

Definition 5. Let T be a time scale and g : T —— R is a function with t € T", then we
define g™ (t) to be the number (provided it exists) with the property that given any € > 0,
there is neighborhood U of t such that

|(9(a () = g(5) = > (B)(a(t) = 5)| < e(o(t) ),

foralls € U.
We call g™(t) the delta derivative of g(t) at t and we say that g is delta-differentiable at
t.

The following result is due to [14] and can be found in [5] and [6].

Theorem 2. Let T be a time scale and g : T —— R is a function with t € T*. Then, we
have the following properties:

(i) If g is continuous at t, then g is delta-differentiable at t.

(i) If g is continuous at t and t is right-scattered, then g is delta-differentiable at t with

g9°(t) — 9(t)

A —

where g° = goo.
(#ii) If g is delta-differentiable at t and right-dense, then

gA(t) _ limg(t) B g(S) )

t—s t—s

(i) If g is delta-differentiable at t, then
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The following result can be found in [6].

Theorem 3. (Mean Value Theorem) Let g be a continuous function on [a,bl, and differ-
entiable on [a,b);. Then there exists §, T € [a,b)y such that

b

g2 () < U290 ey

Definition 6. Let T be a time scale and g : T —— R is a function. The function G : T" —
R is called antiderivative of g if G2 (t) = g(t) for all t € T*.
In this case we define the integral of g by

ta

/g(s)As = G(t2) — G(t1), for ty, t2 € T.

t1
Definition 7. Let T be time scale. We say that the function g : T — R is rd-continuous
provided that g is continuous at each right-dense point t € T' and whenevert € T s left-dense
lim g(s) exists and finite number.
s—t—

Remark 4. We note that if g is continuous, then it is rd-continuous.

The following result is due to [14] and can be found in [5] and [6].

Proposition 1. Let T be a time scale and g, h are a mapping from T to R such that
g2 (t) = h(t), then we have the following properties

¢
(i) If g is rd-continuous, then g has the antiderivative h:t — [ g(s)As, st € T.
S

t

Jg(s)As

S

<

(ii) If g is rd-continuous, then lg(s)| As.

e o

The following theorem is an immediate consequence of Theorem 2.8 in [10].
Theorem 5. Let T be a time scale and assume that:
(i) For each n € N, the function gy : [s,t]; — R is rd-continuous;
(1) limy,— 400 Gn = g on [S,t]; and g is rd-continuous on [s,t]r;
(i11) There exists an rd-continuous function g such that |g,| < |g| on [s,t]; for all n € N.

Then,
¢ t

lim %(T)AT:/g(T)AT.

n—-—4oo
s s

Remark 6. In this paper, we define
: C g ; 2
ot ([a, UQ(b)]T) _ { g:T —R: g is continuous on [a,a (b)]T },

and g is continuous on [a,o(b)],
and

D={ge ct ([a, 02(b)]T) : (p(g™))” is rd-continuous on [a, bly}
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3 Preliminary Results

In this section, we give some preliminary results that will be used in the remainder of this

paper.
We consider the following problem

~(p(uP)™ = —~h(t,u’), t € [a,b],
(a) — agu®(a) = c

, (2)
(02(b)) + azu® (o (b)) = d,

u
u

where h : [a,bl; x R — R is a continuous function and strictly increasing in its second
variable, as and a3 are a positive real numbers, ¢ and d are real numbers.

Lemma 3.1. (Weak comparison principle). Let uj,us are such that w; € D fori = 1,2,
and

a) — asub(a), (3)

Then uy(t) < ua(t), for allt € [a, 02(b)]T.

Proof. Assume that there exists to € [a,0?(b)],, such that
w(to) 1= uz(to) — u1(te) = min{w(t) :a <t <o*(b)} <0,

and
w(t) > w(ty), for all t € (tg, o (b)]r. (4)

We distinguish the following cases
Case 1.

(i) If ¢t = a and a = o(a), we obtain the contradiction
0 > uz(a) — ui(a) > ag(uy (a) — us(a)) = 0.
(ii) If to = a and a < o(a), we distinguish two subcases:

— If w®(tp) > 0, then by (3) we have w(a) > 0, which contradicts the definition of
to.

— If w?(tg) < 0, then w(a) > w(o(a)), but this contradicts the definition of .
Case 2.
(i) If to = 02(b) and o%(b) = o(b), we obtain the contradiction

0> up(0%(b)) — ur(0? (b)) = —as(ug' (9(b)) — ut(a(b))) = 0.

(i) If to = o%(b) and o2(b) > o(b), we distinguish two subcases:
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— If w? (o (b)) > 0, then we have w(c?(b)) > w(o(b)), but this contradicts the
definition of tg.

— If w®(o(b)) <0, then by (3) we have w(o?(b)) > 0, which contradicts the defini-
tion of tg.

Case 3.
If to € (a,0%(b)) ., we distinguish four subcases.
Subcase 1: p(tg) = tg = o(to).
(i) If w®(ty) > 0, then tlir? w?(t) = w?(ty). This implies that there exists § > 0 such
—to
that w?(t) > 0 on (ty — J,to], then w is increasing on (o — d,to]. But this contradicts
the definition of tg.
(ii) If w™(ty) < 0, then tlir? w?(t) = w?(ty) < 0. This implies that there exists § > 0
—to
such that w?(t) < 0 on [to, to + ), which means that, w is decreasing on [to, to + 0).
But this contradicts the definition of #g.

(iii) If w™(tg) = 0, then uf(tg) = us (to) and so ¢, (uf(tg)) = (¢p(us(to)). Since ¢, is
strictly increasing, we obtain

- ’U,A ’U,A
—epU3)A (1) + ) (o) = Jim 2212 (?)ftfp( L

<0.

But on this point, we have
—ep(uz') 2 (to) + h(to, ug) + @p(ut) > (to) — h(to, uf) > 0.

This means
—pp(u5) ™ (to) + p(ui)*(to) > h(to,us) — h(to, ug).

Since wus(tg) < u1(tp) and the function B is strictly increasing in its second variable,
we obtain

—op(u5) (t0) + 2p(u)A (1) > O,
which is a contradiction.
Subcase 2: p(tg) = to < o(to)-
(i) If w®(to) > 0, then lim w™(t) = w™(tp). This implies that there exists 6 > 0 such
t—ty

that w?(t) > 0 on (tg — 6, to], which means that w is strictly increasing on (tg — 6, to].
But this contradicts the definition of #g.

(ii) If w?(to) < 0, then we have w?(ty) < w(to). But this contradicts the definition of #y.

Subcase 3: p(tg) < to = o(to).
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(i) If w™(to) < 0, then lim w™(t) = w™(tg). This implies that there exists § > 0 such

t—td

that w?(t) < 0 on [tg, tg + &), which means that w is strictly decreasing on [tg, to + §).

But this contradicts the definition of #g.

If w®(t) > 0, then we have
uf (to) < up'(to),

which implies that
p(uf (to)) < wp(up (to))-
On the other hand, we have

’LUA(p(to)) _ w(to) — w(p(tO)) < 0,

to — p(to)

which means that
u' (plto)) < uf (plto))-
This implies that
p(us (p(to))) < @p(uf (p(to)))-

Then, we have

v (U (t0)) — pp(uf (p(to)))

AVA
(¢p(ur))=(p(to)) to = plto)
< P (ug (t0)) — @p(us (p(tn)))
to — p(to)
= (pp(u))*(plto)).

This means that
(ep(ui)) ™ (p(to)) < (2p(ug")>(p(to))-

Since the function % is strictly increasing in its second variable we obtain

—(p(us) 2 (p(to)) + hlp(te), us(to)) < —(p(uf))® (plto)) + hlp(to), u(to)),

which contradicts (3).

Subcase 4: p(tg) < to < o(to).

(i) If w(tp) < 0, then w7 (tg) < w(ty). Which contradicts the definition of ty.

(if)

If w®(to) > 0, then we have
u (to) < uj'(to),

which implies that
p(uf (to)) < wp(ud (to))-
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On the other hand, we have

wS(p(t) = =D
which means that
ug (p(to)) < ut (p(to))-
This implies that
wp(ug (p(to))) < ep(uf (p(to)))-

Then, we have

pp(uf (to)) — @p(uf (p(to)))

AA _
(pp(ur))=(p(to)) = to = plto)
< P (ug (to)) — wp(ug (p(t)))
to — p(to)
= (pp(u5))*(p(to)).

which means that
(ep(ui)) ™ (p(to)) < (2p(ug)>(p(to))-

Since the function % is strictly increasing in its second variable we obtain

~(p(u) 2 (p(to)) + hlp(te), us(to)) > —(p(us))® (plto)) + hp(to), uz(to))-
This contradicts (3).

Remark 7. The proof of Lemma 3.1 is a generalization to that of Lemma 3.4 in [1].

Definition 8. : We say that « € D is a lower solution of (2) if
~(pp(@®)” < —h(t,a%), t € 0.y,
a(a) — aza™(a) < ¢,
a(a?(b)) — dea®(a (b)) < d.

Definition 9. : We say that 5 € D is an upper solution of (2) if
— (pp(8%) = =h(t,57), t € [a, b1,
fB(a) — az3”(a) > ¢,
Bo?(b)) = b28% (0 (b)) > d.

We have the following result.

Theorem 8. Suppose that o and 3 are lower and upper solutions of problem (2) such that
a(t) < B(t), for allt € |a, 02(b)]T. Then the problem (2) has a unique solution w € D such
that

a(t) <wu(t) < B(t), for allt € [a, 02(b)]T .
Proof. Using a proof similar to that of Theorem 3.1 in [1], we can prove that this problem

(2) admits at least one solution and by Lemma 1, it follows that this problem admits a
unique solution. O
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4 Main Result

In this section, we give some definitions, we state and we prove our result.
We consider the following problem

— (™) = f(t,u"), t € [a,b]r,
u(a) — agu (p(a) = [ Y gi(s)u (s) As, (5)
u(0?(b)) — aru (o (b)) = [7 20 g2(s)u (s) As,

where f : [a,b], x R — R is a continuous function, g; : [a, 02(b)]T — R, are continuous
functions (¢ = 0,1) and a¢ and a; are two positive real numbers.

Definition 10. We say that u € D is a solution of (5) if it satisfies (5).

Definition 11. We say that u € D is a lower solution of (5) if
A
— (op(u® )) <f(t u’), t € [a,blr,
u(a) — apu® (a) < f O gi(u(s)as,
u(o?(b)) ~ alw )< 7V ga(o)uls)As.
Definition 12. We say that @ € D is an upper solution of (5) if
AWA .
— (pp(@® )) > f(t,u?), t € [a, b,
a(a) — agu® (a) > f “®) g1(s ) (s)As,
a(a2(b))_a1uA( ) > 7O go(s)a(s)As.
On the nonlinearity f, we shall impose the following condition:
(H) There exists a continuous function h : R — R strictly increasing such that: s —
f(t,s) + h(s) is increasing for all ¢ € [a, ]
The main result of this work is the following Theorem.

Theorem 9. Assume that the hypothesis (H) is satisfied and let w and @ be a lower and
upper solution respectively for problem (5) and such that u < U in [a, 02(b)]T. Then the
problem (5) has a minimal solution u* and a mazimal solution u. such that for every solution
u of (5) withu <u <7 in [a, 02(b)]T, we have

u<u <u<u, <uin [a,a2(b)]T.

For the proof of this theorem, we need a preliminary lemma. Let w, w € D such that
u<w<w<uin [a, 02(b)] -, and we consider the following problems:

—(pp(u™)® + h(u 7) = f(
u(a) — agu® (a) f g1
u(o?(b)) + aju® f

JT7) + h(@?), t € [a,b],
91(s) < > (6)
o* () S)As,
and
~(p(uP))® + h(u”) = f(t,w") + h(w"), t € [a,b];
u(a) —agut(a) = 7" g1 ()u(s)As, (7)
u(0?(b) + a1 (0 (b)) = [T ga(s)w(s)As.

a
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Lemma 4.1. Let w and W be a lower and upper solution respectively for problem (5) and
assume that (H) is satisfied. Then there exists a unique solution U and u of (6) and (7)

such that u <w <u<u<w<T7u in [a,aQ(b)]T.

Proof. The proof will be given in several steps.
Step 1: w is lower solution of (6).
Let t € [a, b]}, we have

~(pp(w®))® + h(w)

IAINA

This means that

vt € [a, by, — (wp(w™)> + h(w”) < f(8, @) + h(@?).

On the other hand, we have

o2(b)
w(a) — aow®(a) < / g1(s)w(s)As,

That is

Similarly, we have

a?(b)

w(o? (b)) + aw (o(b)) < / 02(3)T() As.

a

Then by (8), (9) and (10), it follows that w is a lower solution of (6).
Step 2: w is upper solution of (6).
Let t € [a, b]p, we have

~(pp(@™))> + h(@)

(A\VANAYS

This means that

vt € [a,0]7, — (pp(@™))> + h(@?) 2 f(t,@7) + h(@”).

Also, we have
o?(b)

w(a) — agw™ (a) > / g1(s)w(s)As.

a

Similarly, we have

o2(b)
w(o? (b)) + aw (o(bh)) < / 02(3)T() As.
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Then by (11), (12) and (13), it follows that W is a upper solution of (6).

By Steps 1 and 2 and since the function (¢,u) — f(t,u) + h(u) is continuous and
strictly increasing, by Theorem 8 it follows the existence of unique solution @ of (6) such
that w <u <win [a, 02(b)]T

Similarly, we can prove that the problem (7) admits a unique solution such that w <
u<win [a, 02(b)] and by using a proof similar to that of Lemma 3.1, we have u < @ in

[a, 02(b)] T
Proof. of Theorem 9 O

T

The proof will be given in several steps.
We take u, = u, ug = @ and define the sequences (u,,)nen and (Up)nen by

“n

—(%D@ﬁﬂ))A +h(uf ) = ft,ug) +h(ug), t € la, by
,41(@) — aoudy (@) = 7 g1(s)u, (5)As, (14)
U 1(0%(0)) + aruly (0(0) = [T ga(s)u, 41 (s)As,

and
~(pp (T2, 1)) + h(T4,) = f(8,13) + h(T?), t € [a, b,
Tp1(a) — age, (a) = [T P 91(2)n(5)As, (15)
U1 (02(0)) + ar@, 1 (0 (b)) = fa ") o (s)Tn(5) As

Step 1: For all n € N, we have

and

—(p(@))® + h(@g) = f(t, %) + h(@’), t € [a, b,
w(a) — g (a) = [ gu()7(s)As, (17)
1 (0%(b) + ay7f (o(b)) = f;’ " ga(s)u(s) A,
Since u and T are a lower and upper solutions of problem (6), then by Lemma 4.1, it follows

that
u=uy<uy <U < =7, in [a,0°(b)],.

ii) Assume for fixed n > 1, we have

and we show that
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Let ¢t € [a, b];, we have
—(pp(@y))™ + h(@;) = f(t,7157_1) + h(z; ;). (18)
Since Uy,—1 < U, and using the hypothesis (H), we obtain
fay ) +h(uy ) = (6 w) + h(zy). (19)
Then by (18) and (19), it follows that
vt € [a, by, — (9p(@))" = f(,77). (20)

On the other hand, we have

o2 (b)
o) ~aid@) = [ a(s)Taa(s)As

o(b)
> / 91(8)un(s)As.
That is (o)
Uy (a) — aoﬂﬁ(a) > / 91(8)un(s)As, (21)
and
o*(b)
T 0) T ®) = [ ga(s)Taa(s)As
o(b)
> / 92(8)un(s)As.
That is (o)
Un (0% (b)) + a1ty (o (b)) > / 92(s)un(s)As. (22)

Then by (20),(21) and (22), it follows that @, is a upper solution of (5).
Similarly, we can prove that u,, is a lower solution of (5). Then by Lemma 4.1, there
exists a unique solution u,,,; and %,41 (14) and (15) such that

U< U, <Upiy <Upg1 <Up <7, in [a,0%(b)] .-

Hence, we have

VneN, u<u, <,y <TUpp1 <Up <, in [a,0°(b)]

Step 2: There exists a positive constant C'1, independent of n € N, such that

@

—A
= )| < €, for all n € N.
.y 57 01 < ot
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Let n € Nand t € [a,0(b)] .
Since W, is continuous on [a, 0?(b)] . and 7' is continuous on [a, o(b)), then by Theorem
3, there exist &,, 7, € [a,0?(b)) such that

_ U, (0’2(b)) — Ty (a)  _
uﬁ (tn) < 72(b) —a < uﬁ (&n)
Then, we have
ep(@)(t) = ep(Ung)(m) + f(f(ﬂ (7)) + h(uy (7)) — h(uy (7)) AT
T (02(b)) — T, (a)
< %< o*(b) —a )

u (o2(b)) —u(a K
< gy (0) ~u@) +
where
K = (Mi(f) +2M3(h)) (o(b) — a),
with
M, (f) == max{f(t,u) : t € [a,b];, u < u < U},
and

Ms(h) ;== max {|h(u)]:u <u<Tu}.
Then if we put

Cr = W% (@ (o)) = u(a) + (Mi(f) +2Ma(h)) (o (b) — a)

we obtain
Vn e N, Vt € a,0(b)],, <pp(ﬂﬁ+1)(t) < (.

This implies

VneN,Vt e a,o(b)],, Uy (t) <CP (23)
Similarly, we have -
Vne N, VE€ [a,0 (B)]g s ep(@)(E) > Cs (24)
where
Gy = ﬁw (u (02()) — 7 (a)) + (ma () + 2ma(h)) (o (b) — ).,
with

mi(f) :=min{f(t,u) : t € [a,b]p, u <u < U},
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and
Then, by (24)- we obtain

Vn €N, Vt € [a,0 (B)]p, To 1 (t) > |Ca|” Co. (25)

Now if we put

C} = max (Clp_l,

p—1 —A
tefan bl g (ﬂ!) ’

then by (23) and (25), we have

Vn e N, Vt € [a,0(b)], te[ma()g)] ’ﬂﬁ (t)] < Ch.
a,o(b)]p

Step 3: There exists a positive constant C's, independent of n € N, such that

upl, = B lug (t)| < Cs, for all n € N.

The proof is similar to that of Step 2. So it is omitted.
Step 4: The sequence (75 )nen is equicontinuous on [a, o(b)] .
Let € > 0 and t¢,s € [a, 0(b)] such that ¢ < s, then for each n € N, we have

| 0p (Wr1)(5) = @p(nin) (O] < (Mu(f) +2Ma(R)) [s —t].

If we put K1 := Mi(f) +2M2(h), one has
| op(@n1) () — @p(@a) (1)] < K s — 1

€
Then if we choose |s — | < ———, we obtain
Ki+1

’¢P(ﬂﬁ+l)(s) - <Pp(ﬂﬁ+1)(t)’ <E.

Therefore the sequence (¢,(W5))nen is equicontinuous on [a, o(b)].
Now since the mapping ¢, 1'is an increasing homeomorphism from R onto R, we deduce
from

@ (s) = T (O] = |y (@ (@11 (5) = 9 (p (@) 0)],

that the sequence (74 )nen is equicontinuous on [a, o(b)],. The proof of Step 4 is complete.
Step 5: The sequence (u2) is equicontinuous on [a, o(b)] .
The proof is similar to that of Step 4. So it is omitted.
Step 6: The sequence (U )nen converge to a maximal solution of (5).
By Steps 1, 2 and 4, we have (Un)nen is uniformly bounded on C*([a,o?(b)],) and
(u2) is equicontinuous on [a,o(b)],;. Then by the Arzéla-Ascoli theorem, there exists a

subsequence (Ty,;) of (tn)nen Which converges in C*([a, o (b)],.).
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Let
u:= lim =mu,..
nj——+0oo 7
Then
up = lim =75,
n;——+0oo J

But by Step 1 the sequence (U, )nen is decreasing and bounded from below, then the
pointwise limit of this sequence exists and it is denoted by u.. Hence we have v = u, and
moreover, the whole sequence converges in C*([a, o(b)] ;) to w.
Let t € [a, b, we have
t
—op (1) () = p(Uns1)(a) +/ (f(r, ug (7)) + h(@y (7)) — h(u7 41 (7)) AT.

a

Now, as n tends to +o0o, we obtain

(f(rwn (7)) + h(@ (7)) = h(ug (7)) — (f(r,ul (7)),

Also, we have

K> > 0,Vn € N, V7 € [a,b]y, |(f(7,u5(7)) + h(ug (7)) — (T 1 (7)))| < K.

Hence by theorem 5, one has

—on (uB) (1) = gp(u2)(a) + / f(rul (7)) Ar

Thus, we obtain
Vt € la, by, — (pp(u))® = f(t,uf). (26)
Also, by theorem 5, we have

b

() — agu® (a) = / 91(5)1ua () As, (27)

a

and .
w2 0) + a2 0) < [ galohun(9)2s. (28)
Then by (26),(27) and (28), it follows that u* is a solution of the following problem
—(pp(u))® = ( ug), € fa, by,
uy(a) — agu’(a) = f g1 )u* As (29)
(0 (b ))+a1 Xo(b) < f g2(8)us(s)As.

Now, we prove that if u is another solution of (5) such that u < u < W in [a, o%(b)]
then u < u, in [a, o? (b)]T. Since u is a lower solution of (5), then by Step 1, we have

T°

Vn eN, u<u,.
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Letting n — +o00, we obtain

u< lm T, = ux.
n—-4oo

Which mean that u. is a maximal solution of problem (5).
Step 7: The sequence (u,,)nen converges to a minimal solution u, of problem (5).
The proof is similar to that of Step 6, so is omitted.
The proof of our result is complete. O

5 Application
In this section, we apply the previous result to the following problem

—(<pp(uA))A = A (u?)F — (u%)*2 + M in [0, 10]7,
) a2(10) (30)
u(0) = 0, u(c*(10)) = g g1(s)u(s)As,

where k1 > 0, ko > k1, A1 and M, are a positive real parameters, g1(s) = ks, where k
is a positive real parameter.
Case 1:If T' =R, we have

—(p(u)) = \ukt —uk> + M in [0, 10,

u(0) =0, u(10) = Zogl(s)u(s)ds, (31)

1
Theorem 10. Assume that 0 < k < 50’ then the problem (31) admits a mazimal solution

usx and minimal solution u*.

Proof. We put (u,u) = (®1,®3), where ®,(¢t) = 0 for all ¢ € [0,10] and ®5(t) = L, for all
t € [0,10].

First it is easy to check that ®; is a lower solution of (31).

Now @ is an upper solution of (31), if we have

—(0p (@) (£) > M ®BE (1) — k2 (¢) + M in [0, 10,
0

That is
0> A\ Lkt — LF2 4+ M in [0, 10],
$5(0)=L >0, 5(10) = L > 50kL.

Since ko > ki, then if we choose L sufficiently large and k& < 51—0, we obtain ®5is an upper
solution of (31) and consequently by Theorem 9, it follows that the problem (31) admits a
maximal solution u, and minimal solution u*. O
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Case 2: If T =N, we have

—(p(uA)A (t) = Mukr (E+ 1) — uP2 (t +1) + M in [0, 10]y,

12
u(0) =0, u(12) = [ gi(s)u(s)As. (32)
0
12¢~12 1 .
Theorem 11. Assume that M >3 and - <k< 667 then the problem (32) admits
Z 721
i=0

a mazimal solution u, and minimal solution u*.

Proof. We put (u,u) = (®3, P3) where ®3(t) = te™t, for all t € [0,12]y and ®5 (t) = L, for
all £ € [0, 12].
First ®3 is a lower solution of problem (32), if we have

—(p(PL))A (t) < \BE (t41) — B (t+ 1) + M in [0, 10]y,

That is
—(fp)(¢? D2 (5) < A £+ 1) et — (¢4 1)™ et 4 M in [0, 10],
$3(0) =0<0,
11 _
D3(12) = 12e 12 < k S i%e
i=0
where
(2p(®5)2 (1) = 9p (B3 (¢ +2) — B3 (t+ 1)) — pp (P3 (¢ + 1) — B3 (1))
Since
—(@p(®5)A (1) = A (E+ 1) e Rt (4 1) e72t < 3, for all ¢ € [0, 10].
1 —12
Then if we choose M > 3 and k£ > 1167, we obtain ®3 is a lower solution of problem
> i%et
i=0
(32).

Similarly ®, is an upper solution of (32), if we have
~(pp(@£)™ (£) = M®5" (£ +1) — @52 (¢ + 1) + M in [0, 10},
D5(0) <0, 3(12) > Z2gl(s)¢3(s)As.
That is
0>\ Lk — LF2 4 M in [0, 10]y,
Dy(0) =L >0, By(12) =L > j?gl(s)LAs = kL iz = 66kL.
0 i=
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Since ko > ki, then if we choose L sufficiently large and k < 61—6, we obtain ®, is an upper
solution of (32) and consequently by Theorem 9, it follows that the problem (32) admits a
maximal solution u, and minimal solution u*. O
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