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Introduction

Les équations différentielles servent a décrire des phénoménes physiques trés varies.
Cependant, dans de nombreuses situations les phénoménes observés ne suivent que gros-
siérement les trajectoires des équations qui semblent devoir leur correspondre. L’objectif
de ce travail est d’introduire L'intgrale d’ Ito qui permet d’aborder les équations diffé-
rentielle stochastique.

Le premier chapitre sera consacré aux rappels de base concernant les processus sto-
chastiques. On donnera les principales propriétés du mouvement brownien ainsi que celles
des martingales qui seront utiles pour cela. Aprés avoir présenter quelques résultats im-
portants relatifs a l'intégrale stochastique, on verra comment il peut étre mise en ceuvre
pour la résolution des équations différentielles stochastiques.

Dans le deuxiéme chapitre, on présentera les équations différentielles stochastiques.
On commence par en donner une motivations en tant que généralisation des équations
différentielles ordinaires dans un contexte d’incertitude présentée par un bruit aléatoire.
On citera ensuite le théoréme d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDS. On trai-
tera par la suite le processus d’Ornstein-Uhlenbeck. On étudiera ensuite les propriétés de
la solution d’une EDS. On introduit les solutions d’EDS appelées diffusion ainsi que des
outils importants pour leur étude. Ensuite on définira c¢’est quoi une solution faible d’une
EDS. On terminera ce chapitre par une section qui étudiera les connexions entre les EDS
et les EDP.

Dans le dernier chapitre on traitera le modéle de Hull-white/Vasicek qui sera un
exemple illustratif, on va tracer quelques trajectoires pour ce processus. Enfin, moyen-
nant le langage de programmation R.



Notations

— B(R?) :tribu borélienne sur R

— L’espace LP(Q) est l'espace de variables aléatoires définies sur 2 et X telles que
E|X P < 0o. Cet espace est muni de la norme || X||, = (E|X 7).

— 7 17 rindépendance. X L Y, X et Y sont des variables indépendantes.
G 1 H,G et H sont des tribus indépendantes.

— Une subdivision A de Pintervalle [0,7] (T' < co) est une suite finie
A = {to,t1,...,t,} avec 0 =ty < t; < ... < t, = T. On note

Al = max (t; — te-1).

— Ensembles des dyadiques de [0, 1] :D = U,,>1D,,,D,, = {2%, k=0,..,2"}. D, est une

suite croissante qui tend vers D qui est un ensemble de rationnels dans I'intervalle
[0,1].

— Fonction indicatrice : I4(z) = 1 si z € A, 0 sinon.
— sV t=max(s,t), s ANt =min(s,t).
— Convention : inf{()} = 4oo0.

— Soit x,y € R", z'" désigne le vecteur transposé de x, et < z,y >= 2"y le produit
scalaire.



Chapitre 1

Rappels et compléments de probabilités

Dans ce premier chapitre nous introduisons quelques notions fondamentales liées aux
processus stochastiques et nous commencons par les définir.

1.1 Processus stochastique

1.1.1 Définition

Un processus stochastique a valeurs dans un espace E muni d’une tribu £ est une
famille X = {X; }e, de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (Q2, F, P)
a valeurs dans (E, E).

Remarque L’indicet désignera le temps 7 sera donc un sous-ensemble de R, . On se pla-
cera dans le cadre des processus a temps continu, i.e. 7 = R ou éventuellement, 7 = [0, T
(T' < oo, dans quelques cas on se placera dans le cas discret, i.e 7 = {1,2,...,n} (n < 00).
Donc sauf mention contraire, 7 = R,.

1.1.2 Définition

La famille des lois marginales d’un processus X est définie par

-----

lut)f,...tn(Ah“'?An = P(th € A17---7th € An); (A17~-~;An) € Bnd.

ik, est une mesure de probabilité sur (R™, B(R"%)).

77777

1.1.3 Définition

Un processus X est dit continu si



PR, >t— X; est continu)=1.

1.1.4 Définition

Soient X et Y deux processus définis sur un espace (2, F, P).
X et Y sont dits indistinguables si

PX;=Y,Vt>0)=1
Y est une modification de X si et seulement si :

P(X,=Y)=1 Wt>0

1.1.5 Exemple
Considérons 7 = Q = [0, 1], F = B([0,1]), A la mesure de Lebesgue. Nous définissons

Xt:t, V(t,W)ETXQ
Yi=t si w#t et Y, =0 sinon, VY(t,w)€E T X

Alors X et Y sont une modification I'un de I'autre, pourtant toutes les trajectoires de X
sont continues et toutes celles de Y sont discontinues (sauf pour w = 0). Ces processus ne
sont donc pas indistinguables.



Dans le paragraphe qui suit nous présentons un type de processus trés courant a savoir
les processus de Wiener.
1.2 Mouvement brownien

Fixons un espace de probabilité (2, F, P). Un mouvement brownien, également appelé
processus de Wiener, est un processus W qui présente les trois propriétés suivantes :

-indépendance des accroissements. Pour tout n > 2 et tout 0 =ty < t1 < ... < t,,,
les variables aléatoires W, — W, W, =W, ., ....W;, — W, sont indépendantes. ou
de maniére équivalente : pour tout ¢ > s > 0, la variable W; — W, est indépendante de
Fs =Wy u <s).

-Stationnarité. Pour tout 6 > 0, la loi de la variable W;, s — W; ne dépend pas de t.
-Continuité. Le processus W est continu.

De plus, nous supposons que Wy = 0. Ce qui n’est pas restrictif puisque W = W, — W,
vérifie également les trois propriétés précédentes.

Ainsi nous définissons un mouvement brownien de dimension d.

1.2.1 Définition

Soit C' une matrice de dimension d, auto-adjointe et semi-définie positive
(Vz € RY, 2C2'™ > 0). On appelle mouvement brownien de dimension d
et de matrice de covariance C, un processus qui vérifie :
(1) WO = 0,
(ii) W est continu,
(iii) W est & accroissements indépendants,

(iv) pour tout 0 < s < ¢, Wy — W, ~ N(0, (t — s5)C).

Lorsque C' =7, W est dit mouvement brownien standard.

1.2.2 Proposition

Un processus W est un mouvement brownien de matrice de covariance C' si et seule-
ment si

(i) Wo =0,



(ii) W est continu,
(iii) W est gaussien,
(iv) pour tout t,s > 0, E(W;) =0 et E(W,W!) = (t A s)C.

Dans le paragraphe qui suit, nous introduisons la notion de filtrations utile pour la
définition des processus de Markov et des martingales.

1.3 Filtrations

Nous considérons un espace de probabilité (€2, F, P). Nous supposerons que toute sous
tribu G de F contient tous les P-négligeables de F.

1.3.1 Définition

Une filtration est une famille croissante {F;;t > 0} de sous tribus de F. Le quadruplé
(Q, F, {F;t > 0}, P) ou {Fy;t > 0} est une filtration est appelé espace de probabilité
filtreé.

Etant donné un processus X défini sur (2, F, P), la filtration naturelle noté
{FX:t >0}, est définie par FX = o(X, ;s < ).

1.3.2 Définition

Soit (€2, F, F;, P) un espace de probabilité filtré. Un processus X, défini sur (2, F, P),
est dit F; adapté si, pour tout ¢t > 0, X, est F; mesurable.



1.3.3 Définition

On appelle F;-P mouvement brownien de matrice de covariance C, un processus W
Fi-adapté qui vérifie :

(i) Wo =0,

(ii) pour tout 0 < s < t, (W, — W) est un vecteur aléatoire gaussien
N(0,(t-s)C) indépendant de Fy,

(iii) W est continu.

Un mouvement brownien W défini sur un espace (2, F, P) est un F}¥ mouvement brow-
nien.

1.4 Processus de Markov

Dans ce paragraphe, nous parlons du processus de Markov qui est un processus sto-
chastique possédant la propriété de Markov. Dans un tel processus, la prédiction du futur
a partir du présent n’est pas rendue plus précise par des éléments d’information concer-
nant le passé.

Considérons un espace de probabilité (€2, F, P).

1.4.1 Définition

Un processus X est appelé processus de Markov si

P(X; e AFX =0(X,,r<s))=P(X; € A\X,), V 0<s<t, AeB(R?.

Etant donné un processus de Markov X, on lui associe sa loi initiale u = £(Xy) et sa
probabilité de transition définie par :

p(s,z;t, A) = P(X; € A\X; = 2)

pour tout 0 < s <t, x € R A € B(RY).

1.4.2 Proposition ( preuve cf. Cours calcul stochastique )

Soit p(s,z;t, A) la probabilité de transition d’un processus de Markov X. Cette pro-
babilité de transition a les propriétés suivantes :



— as,t,A fixés, 'application z — p(s, z;t, A) est mesurable,

— as,t,A fixés, I'application « — p(s,x;t, A) définit une mesure sur ’espace probabi-
lisable (RY, B(RY)),

- p(t,a;t, A) = 1a(2),

— p(t,x;t, A) est solution de I'équation de Chapman-Kolmogorov

p(s,x;t, A) = / p(s, zu, dy)p(u, y;t, A), Vo 0<s<u<t
Rd

1.4.3 Lemme

Soit X un processus de Markov de probabilité de transition p(s,z;t, A). Pour toute
fonction f : R? — R mesurable, bornée et tout s<t :

B(FXNFY) = [ pls, Xest,do) @)

R4

ot B(F(X)\FY) = B(F(X)\X,).

1.5 Martingales & temps continu

On considére un espace de probabilité (€2, F, P), un ensemble d’indices
7 C Ry quelconque et une filtration {F;; t € 7 } (i.e. une famille croissante de sous tribus
de F indexée par 7 ). Souvent 7 = {1,...,n}, 7 = N (temps discret), 7 = [0,T] ou 7 = R
(temps continu).

10



1.5.1 Définition

Un processus X = {X;; t € 7 } est une Fi-martingale (resp.sous-martingale, sur-
martingale) si
- BFlXi| <o, Vter,

— X est Fi-adapté,
~Vster, 0<s<t:EX/\Fs) =X, p.s. (resp. > X, < Xj).

Si X est une martingale (resp.sous-martingale, sur-martingale), alors I'application 7 >
t — E(X;) est constante (resp. croissante, décroissante).

1.5.2 Proposition

Soit (2, F, F;, W;) un mouvement brownien standard, les processus suivants sont des
F: - martingales
o Wta

— W,W}" —tI (a valeurs dans R%*?),
— My = exp(aW; — 3a?), pour tout o € R%.
Nous annoncons un théoréme dus a Lévy utile pour le deuxiéme chapitre

1.5.3 Théoréme( Caractérisation de Lévy)

Soit X un processus a valeurs dans R? tel que Xy, = 0 p.s. Les propriétés suivantes
sont équivalentes

(i) X est un Fi-mouvement brownien standard.
(ii) X est une Fi-martingale continue et {X, X" —tI;t > 0} est une F;-martingale.
(iii) X est une martingale continue et pour tout u € RY,

{exp(iuX; — §|ul*);0 <t < T}

est une F-martingale (a valeurs complexes, i> = —1).

11



Dans le paragraphe qui suit, nous regroupons quelques définitions et propriétés des
intégrales stochastiques ainsi que quelques principes du calcul stochastique.

1.6 Intégrale stochastique

On considére un mouvement brownien standard (Q, F, F;, P, W}).

1.6.1 Définition

Un processus ¢;(w) défini sur [0, T]xQ (resp. R xQ) est dit progressivement mesurable
si, pour tout t € [0,T| (resp. t € R, ), "application

0,t] x Q3 (s,w) = ps(w) €R
est B([0,t]) ® F; — mesurable

1.6.2 Définition

(i) M2.(0,T) est espace des processus progressivement mesurables ¢ tels que

T
/gp?dt<oo D.5.
0

(i) M?(0,T) est I'espace des classes ( touts les processus d’'une méme classe sont indis-
tinguables ) de processus progressivement mesurables ¢ tels que

T
E/ Qidt < oo
0

(iii) £ est l'espace des processus en escalier, i.e. des processus ¢ de la forme

n—1

Sot(w) = Zak’(w)l]tk,tk+ﬂ(t)

k=0
avecn € N0 <ty <t; <..<t,eta € L*(QF,, P)0<k<n.

Nous définissons également les espaces

M2 = ﬂ Mz(O,T), Ml2oc = ﬂ Ml2oc(07T>‘

>0 >0

et de la méme maniére, nous définissions M?(R) (resp. M2 (R, )) en remplagant [0,T]

loc
par R,.

12



1.6.3 Définition

Soit ¢y = ZZ;(I) a1y, +.,,1(t) un processus en escalier, I'intégrale stochastique de ¢ est
définie par

n—1

t
]t(QO) = / @des = Z ak(WtAtk+1 - VVt/\tk)u t>0
0

k=0

. On considére 'opérateur linéaire

I:£— L*(Q,C([0,T)))
o — I(p)

défini par :
t
Ii(¢) =/ psdWs, 0<t<T
0

& est dense dans M?(0,T), on peut alors prolonger I de maniére unique en une application
linéaire continue I définie sur M?(0,T) & valeurs dans L*(€2,C([0,T])). Cette application
sera également notée

t
It(@) :/ wdes
0

1.6.4 Proposition ( preuve cf. Cours calcul stochastique )

Soit ¢ € M?, alors I(ip) est une martingale continue qui vérifie, pour tout ¢ > s > 0,
E[L(¢)] =0,

Plief) = E [ s

(cette égalité permet le passage de I'espérance d’une intégrale stochastique a I'espérance
d’une intégrale classique)

Plus généralement, pour tout t > s > 0

El(1(¢) — L(9))* \ F = B / o2ds\ F|

et donc, par linéarité de ¢ — I;(¢), pour tout p,i) € M? et tout t > s > 0

EI((9) ~ LGN ~ L)\ F) = B[ unds\ 7

13



1.6.5 Définition ( martingale locale )

Soit X un processus Fz-adapté continu. Supposons qu’il existe une suite non décrois-
sante 7, de temps d’arrét. Si

X" = {XtArn;t > 0}

est une martingale, pour tout n, et si P(lim, 7,, = 0o) = 1 alors X est appelé martingale
locale continue.

1.6.6 Proposition

— Toute martingale continue est une martingale locale.
— Toute martingale locale positive est une sur martingale.

— Une martingale locale bornée est une martingale.

1.6.7 Théoréme ( Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy )

Soit W un mouvement brownien réel standard. Pour tout p > 0, il existe C,, > 0 tel
que, pour tout ¢ € M2,

Gl ey < Blswo | 1Go) IS GBI ey (L)

p Ry

14



1.6.8 Définition

On appelle processus d’Ito, un processus X a valeurs dans R? de la forme

¢ ¢
X=X +/ fsds +/ g dWs, 0<t<T (1.2)
0 0

ot Xy est un vecteur aléatoire de dimension d et Fy — mesurable, f € L% (0,7, R%),
g € [M2,.(0,T)]%*". X est un processus continu et Fy-adapté. L’équation (1.2) peut égale-

loc
ment s’écrire sous forme différentielle

dXy = fidt + g dW;, 0<t<T

Notation L}Tt(O, T,RY) est 'espace des processus ¢ mesurables et Fi-adapté a valeurs
dans R? et tels que fUT | @1 | dt < 0o p.s.

1.6.9 Théoréme ( Formule d’It6 scalaire )

Soit X un processus d’Ito de la forme X; = X, + f(f fsds + f(f osdW,
et ¢ € C12([0,T] x R) et tout 0 < ¢ < T, nous avons presque surement

o(t, Xy) :qb(O,XQ)—I—/O qb;(s,XS)ds—F/O ¢;(S,Xs)f5ds/0 gb;;(s,XS)USdWS
1 t
+§/U ¢! (s, Xs)o2ds. (1.3)

ou ¢ € CY2([0,T] x R) est I'espace des fonctions continues
¢ (t,x) — o(t,z) € R, dont les dérivées d’ordre 1 en t et les dérivées jusqu’a I'ordre 2
en x sont continues par rapport a (t,x).

Il en découle une version vectorielle de la formule d’It6 que nous introduisons dans le
théoréme suivant

15



On considére (Q, F, F;, P,W;) un mouvement standard de dimension n.

1.6.10 Théoréme ( Formule d’It6 vectorielle )

Soit X, un vecteur aléatoire de dimension d et Fo — mesurable, f € L% (0,T,R?),
o€ [M2,(0,T)]%"]. Posons

loc

t t
X, = Xo—l—/ fsds—i—/ osdWs. (1.4)
0 0
X est un processus continu et F-adapté.

Pour toute fonction ¢ € C12([0,T] x R) et tout 0 <t < T, nous avons

o(t, Xy) :d)(O,XO)—l—/O gb’s(s,Xs)ds—i—/O ¢;(5,Xs)fsds+/0 o (s, Xs)osdWy

1 t
+§/ trace[d? (s, Xs)o.0l]ds (1.5)
0

Le théoréme de Girsanov qui suit est fondamentale dans la théorie du calcul stochas-
tique

1.6.11 Théoréme ( Girsanov )

Soit ¢ un processus de [M2 ]. Posons

loc

t 1 t
7, = exp(/ <, dWs > —5/ o |*ds), t>0. (1.6)
0 0

Supposons que EZ;, = 1 pour tout ¢ > 0. Alors il existe une probabilité P sur (£, F) telle
que

dpP
F‘]_—t: Zt, t>0

et le processus W défini par
B t
Wt:Wt—/gosds, t>0
0

est une F — P-mouvement brownien.

ot < , > est le produit scalaire classique de R" et | . | la norme qui lui est associée

Une condition suffisante pour que EZ; = 1 est donnée dans la proposition suivante

16



1.6.12 Proposition ( Critére de Novikov )
Soit ¢ € [M2.(0,T)]%, si

loc

N
Eexp(ﬁ/ | s |* dt) < 00 (1.7)
0

alors EZr = 1.
Preuve On note Z; = Z;(p) et, pour tout a > 0,
t 1 t
:mf{tST;/ <gps,dWs>—§ | s |>ds = —a} AT.
0 0

Soit A < 0, on montre
EZ. (\p) = 1. (1.8)

On a EZ,, (Ap) = 14 X [J* Zs(Ap) s dW, il suffit donc de montrer que
E/ Z2(\p)pids < oo, (1.9)
0
Par hypothese

Ta 1 Ta 1 T
E/ ©’ds < 2F exp (5/ gp?ds) < 2Fexp <§/ cpids) < 00. (1.10)
0 0 0

Par ailleurs, pour A < 0et 0 < s < 7,

Zs(Ap) = exp (A / PudWy — —- soudu>

e e
Sexp()\ UO pudIV, — uD p(| A a).

Donc, pour 0 < s < 7,, Zs(Ap) < exp(] A | a) (1.9) se déduit de (1.10).

1l faut montrer (1.8) pour A < 1. On définit p,, (A\p) = e*Z, (A\p). Si A < 0, d’aprés
(1.8)
Ep.. (\p) = e (1.11)

Ta Ta 1 Ta
A= / ©2ds, B = / psdWs — —/ ©?ds +a > 0.
0 0 2 0

On définit la fonction u(z) = p,(Ap) avec A=1—v/1 — 2z (si0 < z<Tlalors0 <\ <1).
On a

Posons

u(z) = exp(%A +(1—-+v1-2)B.

17



Pour z < 1, p.s la fonction u(z) peut s’écrire
z
u(z) = Z T Pr
k>0

avec pp > 0 p.s.

Si z <1, Fu(z) <exp(a(l —+/1— z)) et donc, pour tout 0 < zy < 1,
FEu(zy) < co. On en déduit que pour tout | z [< 2,

2 |k 2k
EZ|/§" kaEZk—O,kaEU(Zo)<OOa

k<0 k<0

et par le théoréme de Fubini, pour tout | z |[< 1,

2F 2F
Eu(z) = EZ TP = Z EEpk. (1.12)
k> k>

k
Avec z < 1, exp(a(l — V1 —2)) = > 5 %ck ott ¢ > 0. On en déduit, avec (1.11) et

(1.12), pour —1 < z <0, que

Sk Lk
Z HEpk = TTCk

k>0 k>0

et donc Epp = ¢ et ainsi, pour 0 < z < 1,

Eu(z) = Z %ck exp(a(l —v1—2)).

k>0

Ce qui montre I'équation (1.11) pour tout z < 1. Comme A et B sont non négatifs p.s,

on a
2

A
pro(Ap) = exp(AB + (A = -)A) T pr, (9)  quand AT1.

Par convergence monotone et (1.11),
E =limFE =1li =e
¢r. () = lim Epr, (pA) = limexp(Aa) = e
et par conséquent EZ, () = 1.

En conclusion

1 =FEZ., () = BE(Z;,(0)iz,<1}) + E(Z7, () {7,=17)
= E(ZTa ((p)]I{Ta<T}) + E(Zﬂ'a ((p)]I{Ta:T})

18



donc
EZr(p) =1 — E(Z,(9)lir,<1y) + E(Zr(0)ir,<1y)
mais I, <7y — 0 p.s et E(Zr(p)) <1 donc

E(Zr(9)iryery) = 0.

De plus, sur I'ensemble {7, < T'}
1 Ta ) 1 T )
Zrp) =exp(—a+ |5 [ pids) < |5 [ ¢ids
2 Jo 2 Jo

1 T
E(Z:,(o)lir,<1y) < e “Eexp (5/ goﬁds) — 0.
0

on en déduit
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Chapitre 2

Equation différentielle stochastique

2.1 Introduction

Les équations différentielles gouvernent de nombreux phénoménes déterministes. Pour
prendre en compte des phénoménes aléatoires, formellement on doit prendre en compte des
"différentielles stochastiques", ce qui transforme les équations en équations différentielles
stochastiques (EDS).

Les équations différentielles sont des équations d’évolution du type

2() = f(t (1)) (2.1)

ou I'inconnue est une fonction x(t) qui doit vérifier une équation impliquant sa dérivée x’
et elle méme. Les cas les plus simples sont les équations différentielles d’ordre 1 comme
en (2.1) (seule la dérivée 1 ére est impliquée)avec f(t,x) = f + bz indépendant de t et
affine par rapport a x. Symboliquement, I’équation (2.1) se réécrit

Cette équation modélise typiquement un systéme physique (z¢):>0 qui évolue avec le temps
de fagon que x s’accroit, a la date t, selon le taux f(¢,z;). Par exemple, avec f(t,x;) =
f()xzy, Véquation dx; = f(t)x,dt modélise le cours d’un actif financier z; soumis au taux
d’intérét variable f(t) ou d’une population avec un taux de natalité f(¢). Il est bien connu
que la solution est

T = To exp(/ot f(s)ds)

. Les EDS sont des généralisations des équations (2.1) ot la dynamique déterministe
d’évolution est perturbée par un terme aléatoire. On peut considérer que ce bruit est un
processus gaussien généralement modélisé par un mouvement brownien W et une intensité
de bruit o(z,t) :

dX: = f(t, Xy)dt + o(t, X¢)dW; (2.3)
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Remarque En fait, 'écriture (2.3) est symbolique car "dW," n’a pas vraiment de sens
(le mouvement brownien n’est pas dérivable). Il faudrait écrire (2.3)sous la forme intégrale.

X, = Xo+ /t f(s, X,)ds + /ta(s,Xs)dWs (2.4)
0 0

Nous énoncons le théoréeme fondamentale d’existence et d’unicité de la solutions d’'une
EDS

2.2 Existence et unicité

2.2.1 Hypothéses

On se donne
(i) (Q, F, F;, P,W;) un mouvement brownien standard a valeur dans R,

(ii) & un vecteur aléatoire a valeurs dans R", de carré intégrable et Fy — mesurable
(et donc indépendant du mouvement brownien W) ;

(iii) deux application

f Ry xR (t,2) — f(t,x) € RY,
o R, xR (t,2) — o(t,x) € R

Notons | f |= (X0, f)Y2] o |= (trace(oo'™))"/2. Nous supposons qu'il existe une
constante K telle que pour tout ¢t > 0, z,y € R? :

| £(£,0) [ +]0(t,0) [< K, (2.5)
[ f(tx) = fLy) [+ [o(tz) —oty) [S K[z —y]. (2.6)

Les hypothéses (2.5) et (2.6) impliquent que f et o sont a croissance au plus linéaire :
| ft2) [+ ] o(t2) [< K(1+ |2 ). (2.7)
Considérons I'équation différentielle stochastique ( EDS )

X, =&+ /Otf(s,Xs)ds + /Otcr(s,Xs)dWS, t > 0. (2.8)

Dans (2.8), le coefficient de "ds", i.e. f(s, X;), s’appelle le coefficient de dérive, celui de
7AW, d.e. o(s, X;), s’appelle le coefficient de diffusion.
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Soit z € RY, nous désignons par X** = {X,>";t > 0} le processus solution de I’équa-
tion

tVs tVs
thm:ﬂ/ f(r,xgw)dH/ o(r, XoVAW,, ¢ > 0. (2.9)

Notons X* = X%%. Etant donnée une variable aléatoire & Fy — mesurable et a valeurs
dans R?, nous désignons par X*¢, le processus : Xf’g(w),w e N

2.2.2 Théoréme
Sous les hypothéses 2.2.1, il existe une solution unique X € [M?]? a 'EDS (2.8).

preuve Nous définissons une application ¢ : [M?]¢ — [M?]¢ par

t t
o =¢+ [ fs.Ugds+ [ ol U)dW, ez 0
0 0
avec U € [M?]%. D’aprés les hypothéses 2.2.1, nous avons ¢(U) € [M?]%. Ainsi, une
solution de (2.8) est un point fixe de Papplication ¢. Nous allons déduire P'existence et

I'unicité d’un point unique du fait que, pour tout 7" > 0, ¢ est une contractante stricte
de [M?]? muni de la norme

T
U |= (B / | U, 2 dt)V?
0

pour 3 suffisamment grand.

Soit U, U’ € [M?]. Pour soulager I'écriture, posons U=U-U,

ft = f(tv Ut) - f<t7 Ut/)a a-t = U(ta Ut) - U(ta Ut/)v ¢t = ¢<U)t - ¢(U/)t
Pour tout g € R.

Appliquons la formule d’Tt6 a la fonction I'(t,z) = e P! | z |?

Nous avons
Ti(t,2) = —fe ™ | o |
I (ta) = 2% |2 |

gz (t, J]) = 2€_ﬂt
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en revenant a la fonction I'(t,¢) et par application de la formule d’It6 il en découle

T

T T
D(T, ér) = T'(0, o) + / Pt &)t + / It &) fudt + / It )WV,

. 0 ) 0 0

+§/ trace [ng(t, gbt)&t&fr} dt
0
et donc
B T B T - T B

€_BT | QbT |2 = —B/ €_Bt | ¢t |2 dt + 2/ e_5t<qbt, ftdt> + 2/ €_Bt<¢t,5—tth>

0 0 0

T
+/ e Ptrace(5,6!")dt.
0

Comme U, U’ € [M?]%, nous pouvons prendre I'espérance dans cette derniére équation,
nous obtenons :

T

T T
Ee™ | ¢r |?) = —ﬂE/ e P gy |*dt + QE/ e "y, fdt) + 2E/ e P py, 5 dW)
0 0 0

T
+E/ e Ptrace(a,6!")dt.
0
Nous avons supposer U € [M?]¢, d’aprés hypothése (2.6)
|6 |<K|U|

comme U, U’ € [M?]¢, il en est de méme pour &, d’autre part ¢, € [M2]? alors ¢, € [M?]
et e P! est une fonction déterministe alors

hy =e Pt < g5, > €M
et d’aprés 1.6.4, il s’en suit que le terme
T —
E/ e_ﬁt < ¢t76tth >= 0
0

En minorant par 0 le terme E(e ?T | ¢7 |?), nous aurons :

T T
Bl o ||2§ ZE/ e_ﬁt<gz_5t, ﬁdt> + E/ e_ﬁttrace(@&?)dt
0 0

En utilisant le fait que 2{x,y) <| x |* + | ¥ |?, nous aurons :

T

T T
5\\¢|y2gE/ eﬁty@y?dHE/ eﬂt\ftIthJrE/ e P G, |? dt
0 0 0
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Utilisant maintenant la condition de Lipschitz (2.6)
BIGIP<E [ ™ afar2E [ O d =] 267 | T
0 0
Avec 8 =1+ 4K?, nous obtenons : || ¢(U) — ¢(U’) |*P= 5 | U = U" |]?

Alors il existe un point fixe unique pour ¢. Soit U* ce point, tels que ¢(U*) = U* ,
ce qui prouve le théoréme.

Dans cette section, nous traitons I'exemple du processus d’Ornstein-Uhlenbeck qui est
la diffusion solution de I’équation différentielle stochastique (2.10) suivante

2.3 Exemple ( Processus d’Ornstein-Uhlenbeck )

Considérons le processus X a valeurs dans R solution de 'EDS linéaire a coefficient
constants :

dXt = —OéXtdt + 5th, XO = 5, (210)

ou « et 8 sont des constantes strictement positives, W est un F;-mouvement brownien et
¢ est une variable aléatoire Fy — mesurable.

Supposons que « > 0.
Nous allons montrer les points suivants :

(i) La solution de (2.10) est donné par
t
X, = eya5+/ e~ =Sagdw,, t>0. (2.11)
0
(ii) Si & est une variable gaussienne, alors X est un processus gaussien dont I’espérance et
la fonction de covariance sont données par
u(t) = E(X;) = e " E(§),
t
R(t 4 6,t) = Cov(Xpys, Xy) = e~V gr(€)e™ + / e~ (tHomwag2o—(t-wa g,
0

pourt > 0,46 > 0.

(iii) Si E(&) = 0 et Var(€) = % alors le processus X est centré (i.e. u(t) = 0) et de

covariance stationnaire, cela se traduit par le fait que R(¢ + d,t) ne dépend plus de que
de 9 :
BQ
R(t+6,t) = %e—éa, vVt >0, 6>0.
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(iv) Si £ est une variable gaussienne, alors quand ¢t — oo, Pespérance et la fonction de
covariance du processus {X;.5;0 > 0} tendent vers celles du cas stationnaire :

2

E(Xpi5,t) =0, Cov(Xyi5,X;) — f—eéa.
(0]

(i) Si X est solution de (2.10) alors nous avons

t t
thﬁ—l—a/ Xsds+/ BdW
0 0

En posant
Y; — Xteat

et en appliquant la formule d’Tt6 a la fonction h(t, z) = €'z, nous avons
dY; = ae' X,dt + ' (—aX,)dt + Be'*dW,

donc
dY, = pe'™dWw,

sous forme intégrale

t
Yi=Y +/ pe**dWs
0
en remplacant Y; par X,e®" on obtient
t
Xteat _ Xoe()*a +/ ﬂeso‘dWS
0
on en déduit la solution pour t > 0

t
X, = B_ta€+/ 66—(t—s)adWS
0

.. . . . t —(t—

(ii) si & est gaussienne et W est un mouvement brownien alors fo e~ =9IV, est gaus-
sienne, de plus £ ne dépend pas de W donc X est un processus gaussien car la somme de
deux gaussiennes. De plus nous avons

E(X;) = eitaE(f)
et
Cov(Xyis, Xy) = E(Xi Xias) — E(Xy) E(Xi1s)

t+9 t
- E ( ﬁef(t+57u)aqu / Be(tu)aqu> + e*(t+5+t)avar<€)
0 0

t
— ef(t+5)ocva,r(€>€7ta _|_/ ef(t+57u)aﬁ2ef(t7u)adu
0
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(iii) Si E(§) =0 et Var() = % alors X est centré et

2 t
CO’U(XH_(;, Xt) _ e—(t+6)a2ﬁ_e—ta + / 6—(t+5—u)a626—(t—u)adu
« 0

_ 6_267(1‘%571:)04
200
_ 6_267504
200
(iv) Si £ est une gaussienne, nous avons
E(Xys) =e 9% 50 quand t — oo

et
2

R(t +0,t) — 5—6_50‘ quand t — oo
o

2.4 Propriétés de la solution d’une EDS

Une équation différentielle stochastique posséde de nombreuses bonnes propriétés, En
effet

2.4.1 Proposition

Soit, f™ et o™ deux suites de coefficient qui vérifient les Hypotheéses 2.2.1 uniformément
en n (i.e. avec une constante K ne dépendant pas de n). Supposons de plus que

fr— f(t,z), o™ = o(t,x), quand n — oo, (t,z)e€ R, x R4
Alors
X" — X;, quand n — oo dans L*(Q,R?), teR,

ot X™ [resp.X] désigne le processus solution de 'EDS (2.8) avec coefficient f™ et o"
[resp. feto].

Preuve
t t
X, - X7 = / (s, XT) — f(s, X)) ds + / l0(s, X.) — 0" (5, X™)] dW,

En rajoutant et en retranchant les deux termes fot (s, X,)ds et f(f o"(s, X,)ds, nous
obtenons :

X, - Xp = / (s, X.) — f(s, X)) ds + / (s, X) — (s, X)) ds

+/0 [o(s, Xs) — 0" (s, X;)] dW; —|—/O (0" (s, X5) — o™ (s, X)] dWj
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En utilisant le fait que (a + b+ ¢+ d)? < 4(a® + b* + ¢ + d?), nous aurons :

X=X P [0 = 1 XN ds Pt | [0 = £ XD ds
0 0
+4 | /0 [0(s, Xs) — 0™ (s, X,)]| dW, |> +4 | /0 [0"(s, X,) — 0" (s, X™)] dW, |?

En passant a 'espérance et en utilisant la propriété de 'intégrale stochastique ainsi que
I'inégalité de Holder nous obtenons,

t
E(| X — X" |?) <Adpa(t) + 4tE/ | (s, Xs) — f™(s, X)) |* ds
0
t
+ 4E/ | 0™ (s, X,) — o™(s, X") |* ds
0
Maintenant en utilisant la condition de Lipschitz (2.6) nous aurons :
t
E (X, — X7 ) <4pu(t) +4(1 + t)K?/ E(| X, — X" °)ds
0
ol
t t
pu®) =tE [ 1 F(5.X) = s X) P s+ E [ [a(s,X,) =~ 0"(s,X) P ds.
0 0

pn(t) est une fonction croissante de t, donc

EQX}—X?F)§4m@y+M1+ﬂKﬂ/]EOXu—XﬁFMm 0<s<t.

0

En appliquant le Lemme de Gronwall nous aurons :
E (| Xe — XP [?) < 4pa(t) exp(4(1 + ) K?t), t > 0.

Pour conclure, il suffit de démontrer que p,(t) — 0. ¢! = o(s, Xs) — 0" (s, Xs) — 0 p.s.
(par hypothése) et d’apres (2.7) | ¢ < Cte(1+ | € |*) qui est
dP x ds-intégrable. Avec le méme raisonnement pour f(s, X,) — f"(s, X;), nous montrons
que p,(t) — 0 (par convergence dominée).
Donc :

E(|X,—X]"]?) =0 (n—o0)
d’otu

X! — X, dans  L?(Q,RY).
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2.4.2 Proposition

Soit p > 2 tel que E | £ |P< oo, il existe alors une constante C, telle que pour tout
t>0
E ( sup | X ]p) <C,(1+E|EP)(1+t7)exp (C’p(tp/2 + 7). (2.12)

0<s<t

Preuve (), désignera une constante qui ne dépend que de p mais qui varie au cours de
la démonstration. Notons Y; = supy<.<; | Xs |7,

P
‘ X ’p:

£+/O f(u,Xu)du—l—/O o(u, X,,)dW,

Iinégalité (a + b+ c)P < 3771 (aP + VP + ¢P) fournit 'estimation pour tout ¢ > 0,

/08 fu, Xy,)du ’ /08 o(u, X,,)dW, ’

| X7 <3Pt gr 43! +3!

p

s s p
<G, (mp + ‘/ f(u, Xy,)du| + / o(u, Xy )dW, )
0 0
d’ou
s p s P
i<, (I + sup | [ s xanl + s | ot xan).
0<s<t |Jo 0<s<t |J0O

En utilisant I'inégalité d’Holder nous avons

t
vi<c, (|5|p+tp-1 [ 156X ds + sup
0

0<s<t

/ o(u, Xy)dW,
0

)
et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy conduit a

t t p/2
Y, <G, (!§|p —i—tp_l/ | f(s, Xs)|F ds + (/ \J(S,Xs)\2ds> )
0 0

Passons maintenant a I'espérance et utilisons encore une fois I'inégalité d’Holder nous
avons

t t
EY, <C,E (]ﬂp—i-tpl/ |f(s, Xo)|° ds—i—tgl/ lo(s, X)) ds) (2.13)
0 0
De plus, comme f et o sont a croissance linéaire, nous avons
t t
pvi< G (e + o+ 0t [ xpass et o x)pas)
0 0
et
» t
EY, < C, (E|EP + 72 +7) + Cp(t2 ' + tp—l)/ EY,ds

0
Par application du lemme de Gronwall, nous avons

E(sup | X |p> <C,(1+E|&P)(1+tP)exp (Cp(tp/z—i-tp)).

0<s<t
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2.4.3 Proposition
Pour tout T>0 et p > 2, il existe une constante C(p,T) telle que

E < sup ‘Xfx — th/’m/

0<t<T

p

) < CODN el + P15 = 57 o - P)
pour tout s,s' € [0,T]et xz,2' € RY

Notons, X*% ( respectivement X** ) le processus solution de 'EDS ot 0 < s < T (
respectivement 0 < s < T' ) est 'instant initiale et x ( respectivement x’) est la condition

initiale.

Preuve Supposons s' < s et désignons X** [resp.X**'| par X [resp. X'|, X-X’ par X,
x-x’ par Z. On considére trois cas :

oSit<éd,
alors

S s’ s’ p
X" = x—i—/ f(r, X.) dr+/ (r,Xf,)dWr—x'—i-/ f(r,X;)dr—/ o(r, X,)dW,
d’ou

=
donc :
E sup |X|" =z (2.14)
0<t<s’

0Sis <t<s,alors:

p

X[ =

x—/ Flr, X! dr—/ o(r, X!)dW,

de la méme fagon que pour (2.13), nous obtenons

E ( sup | X;|” ) < C,E (]mt|p +ls— P! /s (1+|X:") dr+|s — R /S (1+ X7 dr)
'<t<s s/ s/

et d’aprés la proposition précédente, E (| X/[") < C(p,T) (1 + |2|"), donc

E sup |Xt| <Cp, 7)1+ |2'")(]s — s’|p/2 + 1Z|"). (2.15)
s/ <t<s
o Si t>s, alors :

p

X, = +/vvx>meMW+/wmmwwmxmm;

o ,,

(Ta Xr) - f(’f’, X;’)] dT‘ +

)

[ ot X = otr X1,
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et d’aprés (2.13)
B B T
E sup |Xt|p S CpE(‘Xs|p + tpl/ |f<57XS) - f(S7X5/;)|p dS
s<t<T 0

T
+ tg_l/ lo(s, Xs) — o(s, X)) ds).
0

Et par 'hypothése (2.6) nous avons :

T
E sw |XP <GB (\Xs|p+Kptp‘1 T

s<t<T

T
Pdr + KPtz—! / |Xr|p dr)

Et par suite :
E sup <C(p,T)E (|X,|"). (2.16)

s<t<T

La proposition se déduit en combinant (2.14),(2.15)et(2.16).

Il en découle le corollaire suivant

2.4.4 Corollaire

Soit X resp X’ la solution de I'EDS (2.8) avec condition initiale £ resp £'. Pour tout
T>0et p > 2, tels que E(| £ [P) + E(] £ |P) < oo, alors il existe une constante C(p,T)
telle que

E (supOStST |Xt - Xt/|p) S O(p7 T)E (lf - §/|p)

Commentaire : pour 'EDS (2.8) I'instant initial reste 0 et la condition initiale est la
variable aléatoire £ ( respectivement &’ ), il s’en suit que dans le résultat de la proposition
le terme s — s’ n’a plus lieu d’étre et le terme E | £ — &' |P correspond & E |z — 2’ [P et le
terme E(| £ |P) 4+ E(] & |P) < oo correspond & |z |P 4 | 2’ |P.
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Dans le paragraphe qui suit, nous nous intéressons au cas ou les coefficients f et o
dépendent de I'état & l'instant t mais pas du temps lui méme. Nous montrons que la
solution d’une telle équation posséde, en outre, les propriétés de Markov

2.5 Processus de diffusion

Le processus X solution de PEDS (2.8) est un processus de Markov. Les processus de
Markov de ce type sont appelés processus de diffusion.

2.5.1 Définition

On appelle générateur infinitésimal du processus de diffusion X solution de 'EDS (2.8),
lopérateur aux dérivées partielles du second ordre défini par

‘CtSO(x) = % Z aij(tax) azf(w) T Z fi(tax) agilx)>x < Rd? (2‘17)

Remarque Le générateur infinitésimal £ apparait de maniére naturelle dans la formule
d’Tté. En effet, avec les notations du théoréme 1.6.8 pour toute fonction ¢ € C?(R?) et
tout 0 <t <T,ona

dp(Xy) = Led(Xy)dt + ¢'(Xy) o dW.

2.5.2 Lemme

Soit s > 0. Pour tout vecteur aléatoire ¢ a valeurs dans RY et F — mesurable, le
processus X¢ ( processus solution de 'EDS avec condition initiale £ ) est solution de
I’équation

t t
xif e [ [ow i, 1> 215)

Preuve Nous supposons s = 0, Considérons donc X¢ est une solution de (2.18). Soit &
un vecteur aléatoire a valeurs dans R? et Fy — mesurable.

Supposons d’abord que & est une variable étagée, i.e. il existe n, z; € R? et A; €

Fo(i=1,...,n) tels que
§= Z xiHAi
i=1
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pour toute fonction h : h(§) = >, h(z;)L4,. Nous avons donc

X5 = i X5y,
=1

Par définition de X*i, nous avons
t t
X[ = —|—/ f(u, Xffi)duvL/ o(u, Xp)dw,, t>0,i=1,..,n.
0 0

En multipliant cette égalité par 14, et compte tenu du fait que A; est
Fo — mesurable (ce qui permet d’intervertir la multiplication par 4, et Uintégrale sto-
chastique), nous obtenons (2.18) aprés sommation sur i.

Si € est de carré intégrable, il existe une suite {£"} de variables étagées Fy — mesurables
qui converge vers £ dans L?(Q).

Soit Y (resp. Y™) la solution de 'EDS (2.8) avec condition initiale £ (resp.£").

D’aprés le cas précédent, Y™ = X¢",

De plus Y;* — Y; en moyenne quadratique (par application de corollaire 2.4.4 I'orsque
p=2)

Enfin, " — £ en moyenne quadratique, nous pouvons donc en extraire une sous-suite
(également notée ") qui converge p.s.

Par continuité de l'application z — X7’, nous pouvons conclure

X5 — x¢
p.s. Récapitulons :
V=X — Xt oet, Y —Y, dans L*Q)
On en déduit que, Xf =Y, p.s (t >0)

L.e. ces deux processus sont une modification I'un de l'autre, comme ils sont également
continus, ils sont indistinguables.

Remarque Soit ¢ un vecteur aléatoire a valeurs dans R? et F, — mesurable et X le pro-
cessus solution de X; = & + fg flu, Xy) + fga(u,Xu)qu,t > 0, alors X; est un vecteur
aléatoire a valeurs dans R? et Fy — mesurable. Nous avons donc trivialement X, = X,
t > s.

2.5.3 Théoréme
Sous les hypothéses 2.2.1, la solution de I'EDS (3.4) est un processus de Markov.
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Preuve Soit 0 < s <tet Ae B(R?), d’aprés la remarque 2.5.4
X, =X
doi,
X 4= X551,

Donc,
E(XI,) = E(X; 1)

D’une part ¢ = [[4 est une application borélienne et bornée, d’autre part {Xf’x; T € Rd}
est une fonction aléatoire continue & valeurs dans R? indépendante de F,. En appliquant
le Lemme B cité en Annexe, nous obtenons

E(Ia(X;% )\ Fo) = E(Ia(X7) \ X,)

Donc

On en conclut que la solution de (2.8) X; est un processus de Markov.

Remarque Au processus de Markov X on associe sa loi initiale, i.e. sa loi de Xy = &,
et sa probabilité de transition

p(s,z;t,A)=P(X, € A\ X, =z), t>s> 0, AcBR?.
Atsx  fixés, Papplication A — p(s,2;t, A) est une probabilité sur (R%, B(R?)) qui

coincide avec la loi de X;"*. Ainsi la probabilité de transition ne dépend que des coefficient
de dérive et de diffusion.

2.6 Cas homogéne
Considérons un processus X solution de I’'EDS dite homogéne en temps
dXt = f(Xt)dt + O'(Xt)th, t Z O, XO = f

sous les hypothéses 2.2.1.

2.6.1 Proposition

Les processus {X;%;¢ > 0} et {X;¢ >0} ont méme loi, i.e. le processus X est
homogéne en temps
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Preuve " ot
Xit—as [ g [ o,
En effectuant un changement de variables (u=s+v) nous trouvons :

t
t+s = +/ f S-HJ dU _'_/ (ngv)dW8+U
Posons W = Wiy — W5 (v > 0) nous avons,
t t _
Xt =at [ pOGR)d0+ [ o(GE A,
0 0
W, est un mouvement brownien par ailleurs,
t t
Xt = :I:+/ f(XB’””)dv—i—/ o (XP")dW,
0 0
Comme W et W ont la méme loi, on en deduit que {X7%;t > 0} et {Xtof;;t >0} ont

méme loi.

2.6.2 Proposition

Soit t > 0 et ¢ : RY — R borélienne, posons

Pl (@) = [ pwmlady) = Blp(X)). e R (2.19)

[opérateur P, : ¢ — Pyp est un opérateur linéaire continu. La famille { P;;¢ > 0} vérifie
une propriété de semi-groupe, i.e :

PsOPt:PtOPs:PS+tJ S7t207 P():I

Preuve

E[p(Xi1] = Elp(XY)]



Donc :

[Perep](w) = [P(Psp)] ()
= [P} o P(¢) ().

Co(RY) désigne I'espace des fonctions continues définies sur R? & valeur dans R et nulles
a Pinfini. C%(R?) désigne I'espace des fonctions deux fois continument différentiables dé-
finies sur R? a valeurs dans R et & support compact K.

2.6.3 Théoréme

On suppose que les fonctions f et o sont lipschitziennes et bornées. Les opérateurs
{P;;t > 0} forment un semi-groupe fortement continus d’opérateurs markoviens sur
Co(RY).

De plus,pour tout ¢ € C%(R%),le processus M¥(z)

MF () = o(X7) — pla) — / Lo(XF)ds, ¢ >0, (2.20)

Est une F; — martingale et

[Po)(x) = p(z) + /Ot[PS(&p)](a:)ds, t>0, xeR< (2.21)

ou L désigne le générateur infinitésimal de la diffusion X.

L’opérateur P; est dit markovien si P,1 =1 et si f > 0 implique P, > 0.
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Preuve

point 1 : Si ¢ € Cy(R?) alors Py € Co(RY). L’application (t,7) — o(XF) étant
p.s continue bornée, la continuité de l'application © — Pyp(z) = E[p(X])] est une
conséquence du théoréme de convergence dominée. Il faut maintenant vérifier que Py
converge vers 0 a l'infini.
Soit r > 0,

|Prp(2)| = [Elp(X7)]]

/Rd ¢(y)Pt(ﬂf,dy)‘

/y’lz_y@ e(y) Pz, dy) + /W_yZT e(y) Fi(z, dy)’

< s loW)] / Rt e / Py, dy)
y|lz—y|<r

ylz—y|<r y,lz—y|>r

En utilisant ceci :

/ P(z,dy) < / P(x,dy) =1
y,lz—y|<r Rd
nous aurons :

Po@) < swp o) / P, dy)+ || ¢ lloo P(XE — 2] > 1),

y,|x—y\§v'
Par ailleurs, I'inégalité de Markov conduit a
1
P(| X} — x| >7) < S B(IX} —af’)

72
2

1 t t
- lp / f(X;)ds+/ (X)W,
r 0 0

En utilisant (a + b)? < 2(a? 4+ b*) nous aurons,
2

o )

En utilisant Holder et la propriété de I'intégrale stochastique nous obtenons,

9 t t
PUXE —al =) < | B (| [ rexnas | oz,
0 0

2 t t
Pt —al >0 < 28 ¢ [ireFass [loceRas)
0 0
comme f et o sont bornées alors

2 t t
P(|Xf—x|>r)§ﬁ(t[(2/ d8+K2/ ds)
0 0

2K?
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et |¢(y)] — 0 quand |y| — oo. Donc

2

. 2K
lim [Pp(a)] <[ ¢ lloo —5-t(1+1).
|z]—o0 r

En faisant tendre r — 400 nous montrons que [P;p](z) — 0 quand |z| — oc.

Point 2 : Caractére continu du semi-groupe. Soit ¢ € Cy(R?), il faut montrer
que

| Pop — Psp ||oo— 0 quand [t —s| —0
En se ramenant a s=0, il suffit de montrer que
| Prp = ¢ [looc— 0 quand t—0 (2.22)

nous avons

sup [Fip(w) — p(z)] =

/Rd e(y) Pz, dy) — o(z) /Rd Py(z, dy)‘

R4
~ || (o) - e@)P(z.dy)
R
< sup lp(x) — ()| +2 || ¢ lloo P(XY — 2| > 1)
{(@y)slzl<ry|<r}
t(1+1)
< sup (@) — oW+ 2| ¢ lle —
{(@y)ilel<r,ly|<r} r
ainsi
lim sup sup | Pip(z) — o(x)| < sup lp(z) — o(y)]

z€Re {(@y)s]z|<r,lyl<r}

et ce dernier terme tend vers 0 quand 7 — oo car ¢ € Co(R?) est nulle & Pinfini. Ce qui
démontre (2.22).

point 3 : Preuve de (2.20)et (2.21). Soit p € C%(R?), avec la formule d'Tto :

o(XF) = ola) + / Lo(X?)ds + / o (X.)o (X2)dWW,

Donc .
MF(z) = / LX) o (X7,
0
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qui est une martingale adaptée a F;
En prenant 'espérance dans (2.20)

t t
ElplX7)) = ola) + E [ Lo(Xp)ds + B | S(X2)a(X2)dI,
0 0
Vu que M, est F; martingale donc,
EM7 =E(M{)=0

Et en appliquant le théoréme de Fubini nous obtenons (2.21)

2.6.4 Corollaire
Pour tout ¢ € C%(RY)

P —
t—0 t
pour la topologie de Co(R?).
Preuve Il faut montrer que
P —
t—0 t

En effet, d’apres (2.21)

il 2 1 !

iy L2—E) — Lota) = 1 [ (PlLe] - L)@

Puisque presque surement, les trajectoires de la diffusion sont continues donc,

Remarque On définit le domaine du générateur £ par
Po—
D(L) = {f € Co(RY); % a wune limite quand t— 0}

(Limite pour la topologie de Co(R?)). £ est un opérateur non borné de Cy(R?) de domaine
D(L) dense (puisque, d’aprés le corollaire 2.6.4, il contient C%(R?)). £ est appelé généra-
teur infinitésimal du semi-groupe {P;¢ > 0}.
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2.7 Solution faible d’EDS

Nous pouvons affaiblir les hypothéses d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDS
introduite précédemment (notamment les conditions de Lipschitz) et donc introduire une
nouvelle notion de solution dite faible, en opposition aux solutions fortes. Ceci a des im-
plications importantes aussi bien pour la théorie que pour les applications.

2.7.1 Deéfinition

La solution faible de I’équation (2.24) est un triplet :
- (Q, F, F, P), un espace de probabilité filtré
— W, un Fi-mouvement brownien (standard)
— X, un processus J;-adapté
les processus X et W sont définis sur le méme espace donné et vérifient

P [ 16X +lots XOP as) =1, ¢20. (223

et
dXt = f(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th7 XO = f (224)

2.7.2 Définition ( Unicité en loi )

L’EDS (2.24) admet une solution faible unique en loi si, étant données deux solution
faibles

(Q,F,F,,P,W,X) et (Q,F, F,P,W,X)

avec conditions initiales de méme loi, alors les processus X et X ont méme loi.

Dans ce cadre, il existe également un autre concept d’unicité :
L’EDS (2.24) admet une solution faible unique au sens trajectoriel, étant données deux
solution faibles

(Q,F,ft,P,W,X) et (QwF'va;f)PaVV)X)

(donc seuls les processus et les filtrations sont différentes W est un mouvement brownien
pour les deux filtrations ) avec méme condition initiale, alors les processus X et X sont
indistinguables.
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2.7.3 Exemple

Soit sign(z) = Liz>0y — L{z<0y nous considérons 'EDS réelle :

dXt = Sign(Xt)th, XO = 0, (225)

Nous remarquons d’abord que, si X; est solution de (2.25), X; est un mouvement brow-
nien puisque X est une martingale issue de 0, d’aprés la caractérisation de Lévy et il y a
unicité en loi.

Soit & un mouvement brownien réel issu de 0, posons :

B = /0 " sign(e,)de,

de la méme maniére, on voit que [ est un mouvement brownien, nous en déduisons

Bt = /Ot 3ign(€s>dﬁs = /Ot Sign(fs)Sign<€s>dés

=/0td55:ft

¢ est une solution de (2.25), en prenant 8 comme mouvement brownien. Il y a existence
faible mais puisque :

B[ e = B[ Teoopds) = [ P&, =0ds =0
comme
sign(—€s) = Ii-g,20p — L—g,<0) = Ij-e,50) — L—g.<0) = Leo<0) — I{-g.20) = —sign(&s).
Nous avons p.s

R /O sign(€,)df, = /0 — sign(€) e, soydBs = /0 sign(—£.)dp,

il s’en suit que —¢ est également solution de (2.25) avec le mouvement brownien 3, et
donc il n’y a pas unicité trajectorielle.

La transformation de Girsanov est un outil fondamental pour démontrer I’existence et
I'unicité de solution faible I’EDS. C’est 'objectif des propositions qui suivent
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2.7.4 Proposition ( Existence )
Considérons 'EDS suivante
dX; = f(t, Xy)dt + dWy, Xo (2.26)
ou f est borélienne et vérifie
3 K<oo / |flt,o)|KKA+]|x]), t>0 ze€R% (2.27)

Alors pour toute mesure de probabilité u définie sur R, (2.26) admet une solution faible
de loi initial £(X,) = p.

Preuve Considérons 'espace canonique (2, F, P), X le processus canonique

(annexe D), F; la filtration naturelle associée et P, la loi du mouvement brownien issu de
X.

Par la caractérisation de Lévy, nous savons que

Zt:exp(/o (F(s,X.), dX.) —%/0 X, 2 ds)

est une F; — P, martingale Vo € R%.
Le théoréeme de Girsanov entraine que sous (), définie par :

dQ.
dP,

Tt

Le processus :
W,=X, —x— /tf(s,Xs)ds
0
est un F; — @, mouvement brownien avec Q(W, =0) =1 D’ou
X, = Wt+x+/tf(s,XS)ds t>0.
0

qui est précisément 'équation (2.26). Nous avons donc construit une probabilité @), sous
cette derniére telle que X est une solution faible de (2.26) avec loi initiale p.

2.7.5 Proposition( Unicité )

Considérons (2, F', F}, P"), W, X" (i = 1,2) deux solutions faibles de (2.26) avec
méme loi initiale. Si pour tout 7" > 0

T
P(/ | ft, X)) Pdt<o0)=1 i=1,2 (2.28)
0
Alors (X1, B') (X?, B?) admettent la méme loi de probabilité.
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Preuve Nous nous fixons 7" > 0 pour tout k£ on définit le temps d’arrét

t
T,z;:mf{tzo,/ | f(s,X.) Pds =k} AT
0

i /T Pi-p.s quand k — oo.
Posons :

&(X7) = eap(— / (f(s, X7), dX7) / | F(s, XT) 2 ds)

ol {,) est le produit de R?
a 'aide du critére de Norikov (1.7) nous avons :

E(%/O | f(s,X,) |* ds) < o0

ce qui montre que {§, (X*);t > 0} est une martingale sous P* et £(§) = 1
Nous pouvons donc définir une loi Q’ik sur (2, F) telle que :

) AT,
XZ/\T = Xo+ / f(s, X3)ds + WtZ/\T
0
est un Q% mouvement brownien.

Q% . est la restriction d’une mesure de probabilité Q% a I'ensemble des processus conti-
nus, constants apreés I'instant 7, et arrétés en T pour tout k.

Enfin, pour tout n, 0 =ty < t; < ... < t, < T et tout borélien I' de R?+1)

PUX W, . XL WL el =T

tn>

1 1
= /Q1 —gT/\Tk(Xl)H{(thO,WfO, ,Xgn,Wln)eF,r;:T}dQT,k

1 2
:/Qz o (X2 MO WXt w2 er =) QT
Tk
= P[X3, W, ..., X2, W2 €T, 72 = T,

tno

La 2™¢ ligne vient de I'observation précédente et du fait que sous Qry, X est un mou-
vement brownien.

Pour conclure, il suffit de faire tendre k vers oc.
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2.8 EDS et EDP

Nous supposons 'existence de solutions pour certaines équations aux dérivées partielles
et nous montrons comment ces solutions peuvent se représenter a ’aide de processus de
diffusion.

Soit P, , la loi sur 'espace canonique sous laquelle
dX, = f(s, X,)ds + o(s, X;)dW,, t<s< oo, (2.29)

ot W est un mouvement brownien. Notons E; , I'espérance associée & P, ;. Notons aussi
Px = POvT et Ex = EO,I'
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2.8.1 Hypothéses

— Les coefficients f et o sont continus et & croissance au plus linéaire.

— Pour tout (¢, ) € [0, 0co[xR%, I'équation (2.29) admet une solution faible, unique en
loi.

Nous nous fixons 7' > 0, L > 0, A > 1 et considérons des fonctions continues a : R? — R,
B:10,T] x R — Ry : [0,T] x R+ [0, 00| telles que

la(z)] < L(1 + |22,
{ o= (2.30)
pour tout = € RY, et
18(¢,2)] < L(1+[«*), (2.31)
Blt,x) > 0, |

pour tout 0 <t < T, v € R%

Nous définissons le générateur infinitésimal (2.17) associé & la diffusion (2.29)

_ 1 (z) d
£t90(x)_2 Za’( aax]+2fl 6%’ I€R7

1<4,5<d 1<i,5<d

avec a = oo'".

2.8.2 Théoréme

Sous les hypothéses 2.8.1, supposons que v : R¢x[0,T] — R? est de classe C1?([0, T[xR?)
et vérifie le probléme de Cauchy suivant

ov

—5 T = L+ Bsur[0, T[xRY,  o(T,z) = a(z), zcR? (2.32)

et il est & croissance polynomiale

max v(t,z) < M(1+ |z[*), =R (2.33)

0<t<T

pour des constantes M > 0 et 4 > 1 données. Alors v admet la représentation suivante
= [ (X du ! — [ (. Xu)d
v(t,z) = B, |a(Xp)e e YR 4 [ B(s, X )em Je M Awdt g (2.34)
t

sur [0, 7] x RY, en particulier une telle solution est unique.
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Preuve En appliquant la formule d’Tt6 au processus v(s, X;)e = J v(wXu)d

s € [t, T] et en Introduisant le temps d’arrét
=inf{s >t,|Xs| > n}

nous obtenons,

TAT
ATn " a ™
’U(t, :L’) e ’U(T /\ 7'7“ XT/\Tn)ei tT ’Y(Uun)du _ / a/U (S ) fT/\ (u,Xu)du
t S

Thtn TATn ThTn TATR
—/ Love Jo v Xdugg / v(s, Xs)v(s, X)e fo " vwXadugg
t t

Nous utilisons 'EDP (2.32) donc

TATn

T ATy, /\Tn
U(t:p) = / /B(S X ) fT u’X“)dudS + U(T A TmXT/\frn)e_ft ~(u, Xu)du
t

En passant a 'espérance

TNy, .
U(tl’) = Etﬂf |:/ B(S,Xs)e_ ftT A/(u,Xu)dudS:|
t
+ Et,gc [U(Tn, XT ) ft (u, Xw) du]I{Tn<T}]

+ Eia [a(XT)e* oAt Xwduy, | (2.35)
L’estimation suivante Est valide pour tout m > 1
Eyo max | X, P"< O(1 + |2*™) exp(C(s + 1)). (2.36)

Par convergence dominée et a 1'aide de (2.36) et (2.29), le premier terme du membre de
droite converge, quand n — oo vers

T
B | [ Al el o)
t

Dans le 2 éme terme de (2.35), nous avons en valeur absolue la majoration
Eip(|v(to, X)) | I <r) < M(1+0*)P(r, < T) (2.37)
puis d’aprés (2.36) et U'inégalité de Chebychev
Pt,x(Tn < T) < Pt:p(max0<r<1’$r‘ > n)

<n7m Em(orilax |z.|)

< Cn (1 + |z]) exp(CT)

En choisissant m > pu, le membre de droite de (2.37) converge vers 0 quand
n — 00.
Enfin, le dernier terme de (2.35), converge par convergence dominée vers

Et,:c O[(XT)Q_ ftT v (u,Xo)du '

Ce qui conclut le théoréme.
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2.8.3 Proposition

Une condition suffisante pour l'existence d’une solution v du probléme de Cauchy
(2.32) satisfaisant aux conditions de croissance polynomiale (2.33)

Ellipticité uniforme : Il existe une constante > 0 telle que
<y,a(t,x)y >>4 |y
pour tout x, y € R% ¢ > 0;
— Bornitude : Les fonctions a(t, x),f(t, z),y(t, ) sont bornées sur [0, T] x R?;

— Continuité holderienne : Les fonctions a(t,x),f(t, z),y(t, x),5(t, ) sont uniformé-
ment holderienne sur [0,7] x R?;

— Croissance polynomiale : Les fonctions a(x)et 5(t, z) vérifient (2.30) et (2.31) res-
pectivement.

Admettons le résultat suivant :

2.8.4 Proposition

Supposons les coefficients bornés, i.e.

| filta) [ +) oh(ta) <Kji=1.dzeR, 0<t<T (2.38)

j=1

Alors la conditions de croissance polynomiale (2.33) dans le Théoréme 2.8.2 peut étre
remplacée par

max | v(t, z) |< Ke'*’ z € RY, (2.39)
0<t<T

pour un certain K > 0et 0 < pu < 1/18pTd.
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Chapitre 3

Exemple et simulation

L’intérét pratique de la simulation d’équations différentielles stochastiques est trés im-
portant, car la résolution analytique n’est pas toujours facile. Cela rend difficile I’é¢tude de
I’évolution dynamique d’'un phénoméne, ou par exemple ’analyse statistique de la variable
aléatoire : instant de premier passage (IPP) correspondant a la solution de ’équation, qui
sera illustré dans ce chapitre. Aujourd’hui, le développement de I'outil informatique mo-
tive les scientifiques pour mettre au point des schémas numériques pour la résolution
approchée des EDS.

Nous utilisons dans le paragraphe qui suit le Logiciel R avec le package Sim.DiffProc

avec un sous programme personnel. Nous utilisons également le package Sim.DiffProcGui
établi par Guidoum pour avoir d’autre aspects de la simulation.

3.1 Exemple d’application

3.1.1 Le modéle de Hull-White,Vasicek

Considérons le processus X a valeurs dans R solution de

dXt = 7”(0 — Xt)dt + O'th, X() =X (31)
ou r,0,0 sont des constantes, W est un F;-mouvement brownien.
En posant
Zt - Xt - 0
par La formule d’It6 nous avons
dZt - dXt
= 7’(9 — Xt)dt + O'th
= —Ttht + Jth
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Le processus Z est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck la solution sous forme intégrale est
donnée par

t
7y = Zye " 4 Ue_’"t/ e dWi.
0
En remplacant Z; par X; — 6, nous obtenons
¢
Xi—0=(Xo—0e "+ Je_rt/ e dW,.
0
Donc,

¢
Xi = Xoexp(—rt) + 60(1 — exp(—rt)) + o exp(—rt) / exp(rt)dWs
0

3.1.2 Simulation numérique des trajectoires

Nous simulons d’abord quelques trajectoires a ’aide du package Sim.DiffProcGui

Hull-White/Vasicek (HWV) Gaussian Diffusion Models
At=0.01 dX, =4(2.5 - X,)dt + 1.2dW, W50

time
Gopyright 2012, USTHB. Al

FIGURE 3.1 — Trajectoire du modéle de HWV avec 0 = 2,5, r=4, 0 = 1, 2.
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Effectuons un changement de paramétres, par exemple, on prend o plus petite que 1,
pour voir 'effet du coefficient de diffusion sur la perturbation de la trajectoire :

Hull-White/Vasicek (HWV) Gaussian Diffusion Models

At=0.01 dX,=4(2.5-X)dt+0.1dW, W50

X
L
1

time
Copyright 2012, USTHB. Algeria

FIGURE 3.2 — Trajectoire du modéle de HWV avec 8 = 2,5, r=4, 0 =0, 1

Hull-White/Vasicek (HWV) Gaussian Diffusion Models
At=0.01 dX;=4(2.5—X;)dt+0.01dW; =9

X

time
Copyright 2012, USTHB. Algeria

FIGURE 3.3 — Trajectoire du modéle de HWV avec 0 = 2,5, r=4, 0 = 0, 01.

Nous remarquons que les trajectoires [3.2], [3.3] sont plus lisses que la trajectoire [3.1]
lorsque o est plus petite que 1
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Nous pouvons aussi utiliser une autre méthode de simulation. La fonction "snssde"
permet de simuler numériquement la solution approchée des EDS.

R> help("snssde")
R> example("snssde")
R> snssde(N, M, T = 1, t0, x0, Dt, drift, diffusion)

Détails :

N La taille du processus .

M : Le nombre de trajectoires a simuler.

T: L’instant final.

t0 : [’instant initial.

x0 : La valeur initiale.

Dt : La discrétisation ou le pas (par défaut T' = t0 + Dt x N)
Driff : Coefficient de dérive.

Diffusion : Coeflicient de diffusion.

Utilisons cette méthode pour le modéle de HWV :

R> f<-expression(4*(2.5-x))

R> g<-expression(1.2)

R> res<-snnssdeld(driff=f,diffusion=g,M=1,x0=10,t0=0,T=10,N=1000,Dt=0.01)

R> plot(res,main="TLe modéle de Hull-white/Vasicek" ,xlab="temps",ylab="Xt", sub="Xt=4(2.5-
Xt)+1.2dWt")

Le modéle de Hull-white/vasicek
AXt=4(2.5-Xt)t+1.20W

100 105 110 115

90 95

85

T
0 2 4 6 8 10

temps
Xi=4(2 5-Xt)dt+1. 2Wt

FIGURE 3.4 — Le modéle de HWV avec 0 = 2,5, r=4, 0 = 1,2
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Hull-White/Vasicek (HWV) Gaussian Diffusion Models
At=001 X, =0.01(0.05 - X)dt+0.01dW, ef)

10.0

o
S
IS
>
m

time
Copyrigh 2012, USTHB. Agoria

FIGURE 3.5 — Le modéle de HWV avec 6 = 0.05, r=0.01, ¢ = 0.01

Hull-White/Vasicek (HWV) Gaussian Diffusion Models

At=0.1 dX;=4(2.5- X;)dt+0.01dW, 250

04
w
8
s
&
2
3
8

100

time
Copyrigh 2012, USTH. Ageria

FIGURE 3.6 — Le modéle de HWV avec 0 = 2.5, r=4, ¢ = 0.01.

Interprétation : Pour un w fixé de maniére aléatoire la simulation nous permet de
mettre en évidence I'idée que la trajectoire de X;(w) est de plus en plus lisse "presque
dérivable" quand o est proche de 0 (réduction de la perturbation), de plus si on prend o
nul ’équation différentielle stochastique devient une équation différentielle ordinaire dont
la trajectoire de sa solution est complétement lisse "dérivable".
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Conclusion

Dans ce travail, Nous avons défini la notion de solution d’une équation différentielle
stochastique ainsi que ses propriétés. Nous avons démontré le théoréme d’existence et
d’unicité. Dans 1’étude des diffusions nous avons vu que la propriété de Markov affirme
que I'état X; en un temps donné t détermine univoquement le comportement a tous les
temps futurs. Ceci permet de démontrer la propriété de semi groupe, cette derniére peut
étre caractérisées par son générateur, qui s’avére étre un opérateur différentiel du second
ordre dans le cas des diffusions. Il en résulte un ensemble de liens importants entre les
équations différentielles stochastiques et les équations aux dérivées partielles.

Nous avons traité le modéle de HWV, et les package Sim.DiffProc et Sim.DiffProcGui
du logiciel R, ce qui nous a permis, moyennant une petite programmation de tracer
quelques trajectoires de ce processus et d’en tirer quelques conclusions quant au role
de la perturbation.
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Annexe

A. Lemme de Gronwall

Soit ¢ : Ry — R. Supposons qu’il existe a € R et b > 0 tels que

o(t) <a-+ b/tgo(s)ds, t>0, (3.2)

alors
p(t) <aexp(bt), t>0
B. Lemme

On considére un espace de probabilité (2, F, P),G une sous tribu de F,
{Z.;x € R*} une fonction aléatoire continue & valeurs dans R? indépendante de la tribu
G et & un vecteur aléatoire G — mesurable a valeurs dans R*.

Alors,pour toute application ¢ : R¢ — R borélienne et bornée

E(p(Z:)\ G) = E(p(Z2) \ €). (3.3)

C. Temps d’arrét

Une variable aléatoire 7 & valeurs dans R, = R, U {+00} est un temps d’arrét par
rapport a une filtration F; si

{r<tler, Vt>0.

D. Processus canonique

Soit X un processus a valeurs dans (E,&). u, = L(Xo, ..., X;,) c’est une probabilité
sur (E"1 E%(n+ 1)), on note m,41, la projection canonique de z"*! donc

Tn+1 (//Jn) = HUn-1
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(tn)n>0 s’appelle les répartitions finies ( les lois de dimension finies ) du processus X.

Réciproquement, on se donne p,, sur (E" £%(n + 1)) vérifiant
fn—1(Ag X Ay X oo X Apy) = pn(Ag X Ay X ... X Ay X E) (3.4)

avec A, € £.
On introduit 'espace canonique

Q=FE" w=(W)nso, XnW)=wn Fn=0Xpk<n), F=0(Xpk>0)
(3.5)
Soit A€ F,,alors A= Bx EX E...x Ex ... avec B Ce £%n + 1, on définit alors une
probabilité P, sur (€2, F,), en posant

Po(A) = pn(E)
on définit
P(A)=PF,(A), st A€ F,.

En suite il est question de prolonger P en une probabilité sur o(U,, F,). L'existence de
ce prolongement a été montrer par Kolmogorov et on a

Théoréme

Soit (fin)n>0 une famille de probabilité sur (E™, £2(+1) vérifiant (3.4). Il existe une
unique probabilité sur 'espace canonique (€2, F) défini par (3.5) telle que (2, F, (X,,)n>0, P)
soit un processus de lois de dimensions finies (i, ),>0, ¢’est ce processus qu’on appelle pro-
cessus canonique.
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