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Notations

Pour mener & bien la compréhension de ce qui va suivre, nous donnons une interpré-

tation des notations et abréviations utilisées dans cette thése.

e RY: Un espace Euclidien de dimension N.

e Six,y € RY alors .y est le produit scalaire dans RY, c-a-d:
N

six=(x1,..,2n) et y = (y1,...,yn) alors z.y = > x;.4;.
i=1

N N1/2
e Siz e RN |z = (fo) :
i=1

o a=(ay,..,ay) € NV est un multi-indice et |a| = a; + ... + ay.
o DY — olel

Ql QLN .
Oz, *...0x N

e u, — u faiblement dans V' (ou V' est un espace de Banach).
e u, — u fortement dans V.
e O un ouvert de RY.

o 00 le bord de €.

o Vu= (aa—ﬁl, - %) est le gradient de la fonction u : RV — R.

N
e Au est le laplacien de la fonction u: RY — R, c-a-d: Au = Zgiﬁ = div (Vu).
i=1

i

o C5° (92) est I'espace des fonctions C'™ a support compact dans €2 .
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D2 (RY) est la complétion de C§° (RY) par rapport a la norme |[Vul| 5 (RN) -

H~! est le dual topologique de H{ ().

2N

2r =
N -2

est 'exposant critique de Sobolev.
On note par B} la boule dans (2 de centre a et de rayon 7.
o, (1) désigne toute quantité qui tend vers zéro quand n tend vers 'infini.

S, est la meilleure constante de Sobolev de I'injection de Hy(2) dans LF(§2) pour

4<p<6.

||.]| est la norme de Hj(Q2) induite par le produit scalaire (u,v) = [, VuVudz et

11l = ()2

-1, = (Jq |.|pdm)1/p est la norme dans LP(§2) pour 1 < p < oo.
||l.||_ est la norme dans H~!.

On dénote I'espace Hj(Q) par H et Uintégrale [, udz par [ u.

O (e) et o (¢*) impliquent que |O (¢*) e~“| < K pour une certaine constante K > 0

et [o(e*) e~ — 0 as € — 0 respectivement.
p-p est 'abrégé de presque partout.

u® = max (0, +u).



Introduction

L’objet de la présente thése est I'étude de quelques probléemes elliptiques du type

Kirchhoff de la forme suivante:

—M( [, |Vuldz)Au = \f(z) lu|" % u+ g(z) [ul"?u  dans €,
u=20 sur 0,

(Py)

ot  est un ouvert borné régulier de R, M(t) = at+b, a, b sont des constantes positives,
4<p<6,1<qg<2, \est un paramétre réel positif, ¢ une fonction continue sur Q et f
satisfaisant certaines conditions.

La particularité de ce type de probléme et de loin la plus importante, est qu’il soit
non local. Ceci est fondé par la présence de lopérateur —M ( [, |Vu|*dz)Au, qui con-
tenant une intégrale sur tout le domaine, implique que I’équation n’est pas une identité
ponctuelle.

Force est de constater que ces problémes contribuent au passage du monde académique
vers celui de 'application. En effet, trés prisé pour ses motivations physiques, le probléme
(Py) n’est autre qu'une version stationnaire du modele suivant qui régit le comportement
d’un fil élastique dont les extrémités sont fixées et qui est soumis & des vibrations non

linéaires:

uy — (a [, \Vul>dz +b) A w = h(z,u) dans Q x (0, T),
u=0 sur 092 x (0, T),
u(r, 0) = uo(x), w(r, 0) = ui(),

ou 7" est une constante positive, 1y u; sont des fonctions données. Dans de tels problémes,



u exprime le déplacement, h(z, u) la force extrémale, b la tension initiale et a est relative
aux propriétés intrinseques du matériau du fil (tel que le module de Young). Pour plus de
détails, nous suggérons aux lecteurs les travaux de [4], [5] ainsi que leurs références. Fon-
damentalement, il s’agit d’une génénéralisation a des dimensions supérieures du modele

initialement proposé en dimension une par Kirchhoff [18] en 1883:

9%u L
=7 — (o +p /
atg 0 1 0

ol p, est la tension initiale, p; représente le module de Young du matériau du fil et L

o
0x?

8u_

sa longueur. Ce dernier est connu pour étre une extension de I’équation des ondes de
D’Alembert. En effet, Kirchhoff y a pris en compte les changements qu’occasionnent les
oscillations transversales sur la longueur du fil.

Forts de leurs implications dans d’autres disciplines, et vue I’étendue de leurs champs
d’applications, les problémes non locaux serviront pour modéliser plusieurs phénomeénes
physiques ils interviennent aussi dans des systémes biologiques ot u décrit un processus
dépendant de sa moyenne comme la densité de la population.

De par cet impact significatif renforcant le domaine des applications, ce type de prob-
léeme a percu l'interét des mathématiciens et beaucoup de travaux visant 1’existence des
solutions ont vu le jour. En particulier aprés le coup de grace apporté par le fameux
article de Lions [20] ou ce dernier a adopté une approche reposant sur ’analyse fonction-
nelle. Néanmoins, dans la plupart de ces articles, la méthode avantagée est purement
topologique.

Ce n’est que ces derniéres décennies que cette approche a été délaissée au profit des
méthodes variationnelles lorsque Alves et ses collégues [2] ont obtenu pour une premiére
fois des résultats d’existence via ces méthodes. Depuis, il y a eu un essor trés fructueux

qui a donné naissance a beaucoup de travaux fondant cet axe avantageux voir [5, 20, 21].

Cette theése comprend cing chapitres:

Le premier est préliminaire et contient des notions et outils de base dont on fera



fréquemment usage par la suite.

Dans le second chapitre, on aborde le cas sous critique plus précisement:

—(a [ |VulPdz 4+ b)Au = Af(z) + |u|p_2 u dans
u=0 sur 02,

(P)

ol Q est un domaine borné et régulier de R3, 4 < p < 6, a,b sont des constantes
positives, A un paramétre positif et f appartient & H~!. On a montré I'existence d'un
A. dont Pexpression sera explicitée ultérieurement et tel que le probleme (P,) admet au
moins deux solutions positives pour tout A € (0, \,).

Il est essentiel de constater que le cas sous critique ci-traité nous permettra a priori de
cerner les difficultés qui se présenteront & nous lors de I’étude du cas critique qui suivra
immédiatement. En d’autres termes, grace a ce passage, on mettra aisément en évidence
la compréhension des réserves impérativement imposées par la présence de 1’exposant
critique de Sobolev.

Le troisieme chapitre est consacré au cas critique, en effet on y aborde le probleme

suivant:

—(a o |Vul*dz 4+ b)Au = f(z) + lu[*u  dans Q,
u=0 sur 012,

(P)

ot  est un domaine borné et régulier de R3, a, b des constantes positives et f appartient

a H~! assujettie & ’hypothése suivante:
(*) [

Ko(v) := 1072[120||v]|* + 80b][v]|* + 4al|v||* Aq(v)][3allv]|* + Aa(v)]?

< K,(v), pour tout v € H tel que |v|g =1

ol

avec Aq(v) := [|v]| (9a?||v|[® + 200)"/*.

Nos principaux résultats seront exprimés par les théorémes suivants.



Théoréme 0.1 Supposons que f # 0 satisfait (H). Alors le probléme (P) admet au

moins une solution faible dans Hj (). Elle est non négative si f est aussi non négative.

Théoréme 0.2 Sous I’hypothése du Théoréme 1 pour a un nombre positif petit, le prob-
leme (P) admet au moins deux solutions faibles dans Hy(Y). Elles sont non négatives si

f est aussi non négative.

Il est important de signaler, dans ce contexte, que la contrainte due a la perte de
compacité fait que le probléme de multiplicité soit réputé difficile et pour palier cela il a
fallu combiner astucieusement un bon niveau de la condition de Palais-Smale et mener
a bien des estimations laborieuses sur la fonctionnelle d’énergie contribuant & récupérer
la convergence forte dans la recherche de la deuxiéme solution d’ou la pertinence de nos
résultats.

Le quatriéme chapitre est dédié a I’extension de notre étude a l’espace entier R?, on

y traite le probleme:

- (a |Vu|?dx + b> Au=\f () + |u/*u dans R3
(Pr) RS
ue H' (R?),

ou a et b sont deux constantes positives, A est un paramétre positive et f appartient a
H™'(R3).

La aussi on se heurte & la difficulté majeure qui réside dans la perte de compacité de
I'injection de Sobolev (H*(R?), |.||) — (Lq (R3), |.|q> pour tout ¢ € [2, 2, (3)].

Notre résultat principal est le suivant:

Théoréme 0.3 Soit a > 0, b > 0 et f £ 0. Alors, il existe A, > 0 tel que le probléme

(Py) admet au moins deux solutions non triviales pour tout A € (0, \,) .

A ce niveau, il convient aussi de signaler que I’absence de la compacité des injections

y compris pour les situations sous critiques n’a pénalisé ni ’existence ni la multiplicité



et qu’en plus on a eu 'avantage d’obtenir des résultats sans avoir & imposer la moindre
restriction sur a.
Le dernier chapitre est consacré a 1’étude de I'existence et la multiplicité des solutions

positives du probléme suivant:

—M( [, |Vul?dz)Au = A f(x) lu|'?u+ g(z) |ul*u dans Q,
u=>0 sur 0f),

(Px)

ou M(t) = at + b, Q est un domaine borné et régulier de R? contenant 0 et de frontiere
réguliere, 1 < g < 2, a,b sont des constantes positives, A un parametre positif et f et ¢
des fonctions continues non négatives dans 2.

On étudie l'effet du graphe de la fonction g sur la mutiplicité des solutions. Plus
précisément en supposant que g posseéde £ maximums sur €2 et moyennant des conditions
appropriées on obtient I'existence d’un A, tel que le probléme.(P,) admette une solution

de moindre énergie et au moins k solutions positives pour tout A € (0, \,).
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Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre introductif a l'avantage de rappeler briévement les définitions de
base dont on fera usage fréquemment dans les parties suivantes. A savoir la notion des
points critiques ainsi que la condition de Palais-Smale. On y trouvera aussi le principe
variationnel d’Ekeland et le Lemme du Col (Mountain Pass Theorem). Le chapitre
s’achéve par des injections de Sobolev des espaces en question qu’on estime essentielles

pour la suite de notre travail.

1.1 Point critique

Soit V' un espace de Banach, E € CY(V.R), E'(u) : V. — V' (V' est le dual topologique

de V), les dérivées sont au sens de Fréchet.

Définition 1.1 On dit que u € V' est un point critique de E si E'(u) = 0, sinon u est
dit un point régulier.
On dit que ¢ € R est une valeur critique de E s’il existe un point critique u de E tel que

E(u) = c. Sinon, c est dite une valeur réguliére.

La notion de point critique peut étre interprétée comme minimum local d’une fonc-

tionnelle, mais en général ceci ne se produit qu’en présence d’une certaine propriété de

11



compacité, par exemple pour la fonction E(u) = exp (—u), la valeur ¢ = 0 n’est jamais

atteinte. Pour cela, on exige que E satisfasse une certaine condition de compacité.
Ainsi, pour prouver la convergence forte des suites minimisantes ou de fagcon générale

des suites qui convergent vers un point présentant une candidature a devenir un point

critique, on a souvent recours a la dite condition de Palais-Smale.

Définition 1.2 On dit que E € C*(V,R) satisfait la condition de Palais-Smale de niveau

¢ ((P-S). en abrégé), si de toute suite (u,) C V vérifiant
E(u,) — ¢, et E (u,) —0 dans V' quand n — oo,

on peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans V' wvers un point critique de
E.
Si la condition de (P-S). est vérifiée pour tout ¢ € R, on dit alors que E vérifie la

condition de (P-S).

1.2 Principe variationnel d’Ekeland

Le théoréme et le corollaire suivants montrent la possibilité de trouver des suites min-

imisantes sous certaines conditions sur la fonctionnelle.

Théoréme 1.1 [17] Soient (I';d) un espace métrique , et E : I' — (—o0,+00] une

fonctionnelle bornée inférieurement c’est a dire
c= irllf E > —o0;
et semi-continue inférieurement sur I'. Alors, pour tout € > 0, il existe v, € I tel que

c<E(y)<c+e

12



et
E(y)—FE(v.) +ed(y,7.)>0 Vyerl.

Corollaire 1.1 SiT est un espace de Banach et E € C*(T',R) est bornée inférieurement,

alors il existe une suite minimisante (u,) de E dans T' telle que

E(u,) — irplf E, E'(u,) — 0 dans T' (I" est le dual topologique de T') quand n — oc.

1.3 Lemme du Col (Mountain Pass Theorem)

Le lemme suivant constitue un outil constructif et puissant pour montrer I’existence d’un

point critique d’une fonctionnelle:

Lemme 1.1 /3] Soient V' un espace de Banach et E € C'(V,R) vérifiant la condition
de (P-S). On suppose que:

(1) B(0) =0

(2) il existe p > 0, et a > 0 tels que si ||u|,, = p alors E(u) > o;

(3) il existe uy € V' tel que ||uq1|,, > p et E(uq) < .

Soit

¢ = inf supF(u),
el ueg ( )

ou

I'={yeC(01], V); 7(0) =0, y(1) =wu}.

Alors, il existe une suite (u,) dans V' telle que

E (u,) — c et E' (u,) — 0 dans V.

13



1.4 Espaces de Sobolev

L’atout majeur de ’approche variationnelle est qu’elle fasse intervenir des espaces de
Sobolev dont la propriété de réflexivité sera le maillon liant la solution faible & la solution
classique. Pour cela, il est primordial d’en donner la définition et quelques propriétés.

Soit Q un ouvert de RY.

Définition 1.3 L’espace de Sobolev WP (Q) est défini par

) w € LP(Q) 5 Juy,vg,vs, ..., 05 € LP(Q) tels que
Wi (Q) =
() /ugf—/gvigb,QSGC’(‘)"’(Q),W:L...,N

Ou
ox;*

On pose H' () = W2 (Q) .

avec v; =

Théoréme 1.2 L’espace WP (), muni de la norme

N | ou
el = lul, + 3|5
i=1

est un espace de Banach pour 1 < p < oco. Il est de plus séparable pour 1 < p < oo et

réflexif pour 1 < p < oo.

1.5 Quelques inégalités et injections de Sobolev utiles

Fortement sollicitées et surtout incontournables dans la Théorie des points critiques, ces

injections avantageuses vont prendre part dans notre travail.

14



Théoréme 1.3 Soit Q un domaine ouvert borné de classe C*, on a

L7 (Q) 0&}%:%—% sip< N
W (Q) =< L1(Q) Vgell, o) sip=N
C (ﬁ) sip>N
avec injections continues.
De plus,
L1(Q) Vqe[l,p*) ou%:%—% sip< N
W (Q) = § L1(Q) g€ 1,00) dip=N |
C (ﬁ) sip>N

avec injections compactes.

Lemme 1.2 Supposons que Q C RY est un domaine ouvert borné et 1 < p < 2*. Alors,

il existe une constante positive C' telle que

(/Q|u!p);SC(/Q\VuF)é Yu e Cg° ().

L’injection H}(Q) < LP(Q), est compacte si p < 2*.

Ou H}(Q) est le sous-espace vectoriel de H'(Q) obtenu par la complétion de [’espace

des fonctions C'*° sur €2 a support compact.

15



Chapitre 2

Sur des problémes elliptiques non

homogénes du type Kirchhoft

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de I'existence et la multiplicité des solutions positives

du probléme suivant:

—(a [y |Vul?dz + b)Au = [u" ?u+ \f dans Q

(Px)
u=20 sur 0,

ol € est un domaine borné et régulier de R?, 4 < p < 6, a, b sont des constantes positives,
A\ un paramétre positif et f appartient a H 1.

Avant de donner notre résultat principal, mettons en place les choses suivantes.

Solent
A = V2y/ab(p — 4) | 255*\/3ab 2/(p-2)
'S %D | eeD |
y, - bp—2) pse/? 107V
> = G-I -1

16



et A\, = max(Aq, Ag).

Nous sommes en mesure de donner notre résultat.

Théoréme 2.1 Pour tout 0 < A < A, le probléme (Py) admet au moins deux solutions

positives.
On définit la fonctionnelle d’énergie associée au probléme (P,) par

1~ 1
I\(u) = §M (Hu|]2) — —|ulp — A/fu*, pour tout v € H
p
ol ]\7(t) est la primitive de M(t) = at + b (]/\/[\(O) = 0). Il est claire que I, soit bien
définie et de classe C' sur H et ses points critiques sont des solutions faibles du prob-
leme (P)), ceci veut dire qu'un point u € H est dit solution faible de (P,) s'il satisfait
(al|ul]> +b) [ VuVo — [|ul’?uv — X [ fv =0, pour tout v € H.

Faisant intervenir 'inégalité de Sobolev, on aura:

a b 1
B = Gl + 3l = jul = [ fut

b 1
> Gl 3l = 2,72 [ull” = X171l
> |l — 27| el + |5l = AN el
L p P 2 -
Constatons que pour p > 4, . lirJrrl I\(tu) = —oo, I, n’est donc pas bornée inférieurement

sur H. Afin de contourner cela, on introduit la variété de Nehari définie par

No={u € H\{0} : (I{(u), u) =0}.

En fait, 'ensemble N, est lié au comportement de Iapplication h,(t) := I)(tu) pour
t € R* et u € H\{0}. Ces applications sont communément dites applications "fibering"
et ce sont Drébek et Pohozaev qui en furent les instigateurs pour plus de détails nous

prions le lecteur de consulter [9, 12, 14].
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On a: hjj(t) = 3al[u||* + b||u|[* — (p — 1)t?~*|ufb. Ceci nous incitera a décomposer N

en trois sous ensembles disjoints:

Ny o ={ue Ny Rhl(1) >0},
NY o ={ue N h(1) =0}

et
Ny :={u € N,: hl(1) <0},

qui correspondent aux minima locaux, points d’inflexion et maxima locaux de I respec-

tivement.

2.2 Reésultats préliminaires

Commencons par donner le résultat suivant dont la preuve est similaire & celle donnée

dans [11].

Lemme 2.1 Supposons que ugy soit un minimiseur local de Iy dans Ny et que ug ¢ N7.

Alors I§(ug) = 0 dans H™'.
Les lemmes suivants interviendront dans la démonstration de notre résultat principal.

Lemme 2.2 Pour tout 0 < X\ < A, et pour chaque u € H\{0}, il existe un unique

tt =t (u) >t

max

tel que tTu € Ny, et I\(tTu) = nax I\(tu).

Z *max

De plus, si [ fu™ > 0, il existe un unique t~ = t~(u) < t%

max

tel que tu € N et

L(t7u) = ,Jnin I(tu).

—"—="max

Preuve: Posons h,(t) = H,(t) — X [ fu ou H,(t) = al|u||[*t* + b[[u|[*t — [u[5t"~". On a

H,(0) =0et . lir}rl H,(t) = —o0, alors H,(t) atteint son maximum au point %, elle est

croissante sur (0, t%_ . ) et décroissante sur (%

? Ymax max’

o0). Et le résultat suivra immédiatement.

18



Lemme 2.3 Pour tout 0 < A\ < \,, on a N? = &.
Preuve: Raisonnons par I'absurde en supposant qu'’il existe u € N i.e
4 2
Ballul” +b[ull” = (p — 1) [ulj (2.1)

et u vérifie
4 2
ol + bl = Jufy = A [ fu =0
De ceci et I'inégalité de Sobolev, on obtient

2v3ab |lul® < Jul* + b Jlull”

(0= 1)S, "2 ||ul”

IN

et

2v/ab(p—4)(p = 2) lull” < alp—4) ull +b(p - 2) ||l
< AMp =D A Null,

il en résulte

258/*/3ab 1/(p_3)<uuu< Ap—-DIf Y
(p—1) - T \2ap -4 -2))

psr/2 \ VO Ap -1 IIfI
((p—l)) < ull < < b(p —2) )

ce qui contredit le fait que 0 < A < A,. W

et

Lemme 2.4 Pour tout 0 < X\ < \, et pour chaque u € Ny, il existe ¢ > 0 et une fonction
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différentiable t : By C H — R* tels que t(0) = 1, t(v)(u — v) € Ny pour ||v]| < € et

(t(0),v) = 2 (2a||u||2+b) fVqu—pbf|u|p_2uv — [ fu
’ 3alul[* + bl [ul[? — (p — 1)]ulp

Preuve: Définissons 'application F': R x H — R, par:

F(s,w) = as®||u — wl|* + bs||u — w||* — s®V|u — w? — /f u—w)".

Puisque F(1,0) =0 et

OF

55 (10) = 3allul* + bllul = (p = Dful; # 0,

en appliquant le théoréme des fonctions implicites au point (1,0), on obtient le résultat

de ce lemme. W

Lemme 2.5 La fonctionnelle Iy est coercive et bornée inférieurement dans N.
Preuve: On sait que pour u € Ny, on a

ol + bl = fuly + A [ fut.
On obtient

a b 1
I() = ﬂWW+—MW—EWE—A/ﬂﬁ

a 4 1 +
= 7 llul —HuH —5(a||u|\ + b ul®) /f
< 4) N i
p

> —|| [

Mp—%
2p

ull? + b(p - m] TR

2 (p—=1)
lull” = A=

>

LI el

Par conséquent Iy est coercive et bornée inférieurement sur N,. W
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Lemme 2.6 Pour tout 0 < A\ < \,, il existe deuz suites minimisantes (u,) C Ny et
(vn) C Ny telles que
i) I (up) < co+ = et Iy (wy) > Iy (uy) — = [[wy — uy|| pour tout wy € Ny .

i) Iy (v,) < 1+ = et Iy (wa) > I (v) — = |lwa — v, pour tout wy € N .

Preuve: Il est claire que I, est bornée dans N,, alors en appliquant le principe vari-
ationnel d’Ekeland, on obtient des suites minimisantes (u,) C N, et (v,) C N, qui
vérifient (i) et (ii) respectivement. W

Avant de passer a la démonstration de notre théoréme, donnons a présent un résultat
de compacité inhérent a la condition de Palais-Smale. A cet effet, rappelons que (u,) est
dite suite de Palais-Smale pour [, si

Iy (uy,) est bornée dans H et I} (u,) — 0 dans H~.

Lemme 2.7 Toute suite de Palais-Smale de I, bornée dans H posséde une sous suite

fortement convergente.

Preuve: Soit (u,) une suite de Palais-Smale de I, bornée dans H, alors quitte a en

extraire une sous suite qu’on notera encore (u,), il existe vy € H tel que
u, — ug faiblement dans H,

u, — up fortement dans L® (2) pour tout 4 < s < 6,
U, — u p.p sur €

ce qui implique que

/(Af + Jn " ) (un = o) — 0

et puisque

I (up) (uy, — ug) — 0
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on conclut alors que

mmwﬂwmm%/v%w%—wneo

d’ou u,, — ug fortement dans H. W

2.3 Preuve du Théoréme 2.1

Définissons ¢y = inf I, (u) et ¢; = inf I,(v). On a les résultats suivants:
ueN;F veNy

Proposition 2.1 Pour tout 0 < A < A, on a:
i) ¢ <0,
i) ¢y, > cf > 0.

En particulier ¢ = mf I(v).
vEN; A

Preuve: i) Soit v € ). On a

A@—l{/ﬂﬁ > afp—4) Jull* + b(p — 2) |Ju]]?
> b(p—2) Jlul®.

Alors

a b 1
INO wa+—mW—5wm—a/ﬂﬁ

a 1
= ZHUH4+ lul® - ( lull* + blul®) /f "
b(p_2) 2 +
< M7 —
< XDy -2 [
b(p —2
2p
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on déduit que ¢ < 0. ii) Soit u € Ny . La preuve de ce point s’établira en deux parties

Partie 1: pour A\, = Ay. On a

4
bllul® < 3allull® + blful’

< (p=1)8," |lull”,

ce qui implique que

s\ Vo
ul| > , pour tout u € N, .
” H (p . 1) A

Par conséquent, on aura

I)\ (’LL)

v

R B = YT
foll [ X222 g - 2222 |

o5\ -2 (s N e
(p—1) 2p \(p—1) p -

Le résultat devient évident dés que A < A,. Partie 2: A\, = A;. On a:

v

2v3ab|lul® < 3allul* +blul”
< (=18, ||,

ce qui implique que

1/(p—3)

2v/3abSk/ g _

|ul| > | ———— , pour tout u € Ny .
(p—1)

En adoptant le méme argument que celui utilisé dans la partiel, on obtient le résultat

voulu. W
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A partir du Lemme 2.5 on a l'existence des deux suites minimisantes (u,) C N, et
(vn) C Ny qui d’apres le Lemme 2.6 convergent fortement vers u; et uy respectivement
donc u; € Ny et uy € Ny avec I, (u1) = ¢ et I (uz) = ¢ . Du fait que I (Ju|) = I, (u)
pour tout v € H et de la proposition précédente ainsi que du Lemme 2.1, on obtient deux

solutions positives du probléme (Py) qui sont distinctes car N, et N; sont disjoints.
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Chapitre 3

Sur des problémes elliptiques non
homogénes du type Kirchhoff avec

exposant critique de Sobolev

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie I'existence et la multiplicité des solutions pour le probléme:

—(a [ |VulPdz 4+ b)Au = lul*u+ f dans Q,

(P)
u=20 sur 0,

ol  est un domaine borné et régulier de R3, a, b des constantes positives et f appartient
a H~! satisfaisant de bonnes conditions.

A Torigine, I’équation de Kirchhoff en dimension-une fut introduite en 1883 par Kirch-
hoff lui méme [18]. Il y a pris en considération les changements produits par les vibrations
transversales sur la longueur du fil.

Le probleme (P) est dit non local & cause de la présence de l'intégrale sur tout le

domaine €2, ce qui implique que ’équation dans (P) n’est plus une identité ponctuelle.
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(P) est lié a la version stationnaire analogue de 1’équation de Kirchhoff:

uy — (a \Vu|? dz +b) A w = h(z,u) dans Q x (0, T),
u=0 sur 02 x (0, T,
u(z, 0) =ugp(z), u(z, 0) = ui(x),

ou T est une constante positive , ug et u; sont des fonctions données. Cette derniére
est une généralisation de I’équation des ondes classique de D’Alembert des vibrations
des fils élastiques. Dans de tels problémes, u dénote le déplacement, h(z, u) est la force
extrémale, b est la tension initiale et a est liée aux propriétés intrinseéques du fil (comme
le module de Young). Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a 'article de D’Ancona
et Shibata [4] ainsi que ses références.

Les problémes non locaux ne concernent pas uniquement les domaines mathématiques
et physiques, ils émergent aussi dans d’autres diverses disciplines. Ils apparaissent dans
des systémes biologique ou u décrit un processus dépendant de sa moyenne comme la
densité de la population . Leur étude théorique a focalisé I'attention des mathématiciens
pendant longtemps ce qui a donné naissance & une panoplie de travaux. Nous en citons
particulierement le fameux article de Lions [20]. Cependant dans la majorité de ces
articles, I’approche utilsée repose essentiellement sur les méthodes topologiques.

Durant ces deux derniéres décennies, plusieurs auteurs ont considéré le probleme

stationnaire elliptique suivant:

—(a [, |Vul?dz 4+ b)Au = h(z,u) dans Q
u=20 sur 0,

(Ps)

ot  est un domaine borné de RNet h(x,u) est une fonction continue, voir par exemple
[2]. Alves et ses collegues furent les premiers & avoir obtenu des résultats d’existence
via des méthodes variationelles. Aprés ceci, plusieurs travaux ont été réalisés dans cette
optique. Citons a titre d’exemple [7] ot h(z,u) est assymptotiquement linéaire a Uinfini.

Le probléme (Pg) a aussi été intensivement étudié dans 'espace entier quand le po-
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tentiel posséde une croissance sous critique ou critique, pour plus de détails voir [22].

Dans le cas d’'un domaine borné de RY avec N > 3, Tarantello [26] a montré sous
une bonne condition sur f, l'existence d’au moins deux solutions au probléme (Pg) pour
a=0,b=1et h(r,u) = |u/Y N2y + f.

La question légitime et intéressante qui se pose alors est: peut- on obtenir les mémes
résultats que ceux dans [26] pour a > 07

Notre réponse est affirmative mais pour N = 3 (nous éluciderons ultérieurement cette
restriction sur la dimension). A notre connaissance, ce type de problémes n’a jamais été

considéré auparavant.
Dans ce qui suit, fixons b > 0 et considérons a comme un parameétre positif .

Afin d’établir nos principaux résultats, nous avons besoin de 'hypothése suivante:
(*) [

K, (v) := 10_5/2[12CL2||U||8 + 80b||v||? + 4al|v||* Aa(v)][3a||v||* + Aa(v)]1/2

< K,(v), pour tout v € H tel que |v|g =1

ou

avec Aq(v) 1= [|v]| (9a2||v]|® + 200)"2.

Nos principaux résultats seront illustrés par les théorémes suivants.

Théoréme 3.1 Supposons que f # 0 satisfait (H). Alors le probléme (P) admet au

moins une solution faible dans H. Elle est non négative si f est aussi non négative.

Théoréme 3.2 Sous l’hypothése du Théoréeme 3.1 pour a un nombre positif petit, le
probléme (P) admet au moins deux solutions faibles dans H. Elles sont non négatives si

f est aussi non négative.

Remarque 3.1 En dimensions 1 et 2, notre probléme devient sous critique, ainsi [’argument
standard de compacité est applicable pour obtenir l’existence des solutions, ceci reste vrai

meéme pour f = 0.
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Pour des dimensions supérieures a trois, le probléme considéré a tendance a devenir "su-

per critique” & cause de l'injection de Hi(2) dans L*(Q)) qui n’ est plus compacte et par
, , . , , . , _

conséquent, on ne s’attend a aucun résultat d’existence via des méthodes variationnelles.

Ceci vient donner un sens a la restriction que mnous imposons sur la dimension & savoir

N = 3 concernant les résultats de ce travail.

Le résultat du Théoréme 3.1 reste valide lorsque 'inégalité dans Uhypothése (H) n’est pas

prise au sens stricte plus explicitement quand:

/s

Remarque 3.2 Ce travail est organisé comme suit: en Section 2 nous donnons la déf-

< K, (v), pour toutv € H tel que |v|g = 1.

inition de la condition de Palais-Smale ainsi que quelques résultats préliminaires utiles,

la Section 3 est consacrée aux preuves des Théorémes 3.1 et 3.2.

3.2 Quelques résultats préliminaires

On définit la fonctionnelle d’énergie correspondant au probléme (P) par:

1~ 1
I(u) = §M (lull?) - 6|u|g — /fu, pour tout u € H

ot M (t) est la primitive de M (t) = at+b (]\/4\ (0) = 0). Il est claire que I, soit bien définie,
de classe C! sur H et ses points critiques sont des solutions faibles du probleme (P) i.e.

ils satisfont:

(a||u|]2+b)/Vqu—/\u|4uv—/fv:O, pour tout v € H.

La fonctionnelle I, n’est pas bornée inférieurement sur H mais peut le devenir sur un

sous ensemble de H. A cet effet, nous introduisons ce qu’on appelle la variété de Nehari
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définie par:

N ={ue H\{0} : (I'(u), u) =0}.

Soit h,(t) = I,(tu) pour t € R* et u € H\{0}. Ces application sont connues sous le nom
de "fibering maps" et furent introduites en premier lieu par Drébek et Pohozaev [16]. La
variété N est étroitement liée au comportement de h,(t), pour plus de détails consulter
par exemple [14].

11 est naturel de partager N en trois sous ensembles & savoir:

Nt o ={ueN:h(1) >0},
N o ={ueN: h(l) =0}

et
N™={ueN: hl1) <0},

ou h!'(t) = —5|u|8t* + 3al|u||[*#?* + b||u||?. Ces sous ensembles correspondent aux minima

locaux, points d’inflexion et maxima locaux de I, respectivement.

Définition 3.1 Une suite (u,) est dite suite de Palais-Smale de niveau ¢ ((P-S). en

abrégé) pour I dans H si
I(uy) = c+ o0, (1) et I'(u,) = 0, (1) dans H™".

On dit que I vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c si toute suite (P-S). de I

posséde une sous suite convergente dans H.

Posons H,(t) = hl,(t) + [ fu = —|ul$t® + a||u]|*t® + b]|u|*¢.

La fonction H,(t) atteint son maximum K,(u) au point t* __ ou

Ko(u) = 1072 [ul5 *[120 Jul|* -+ 80bulg]ul|* + 4alful|* A (w)][Bal jul|* + Au(w)]"
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et

a,max

_ 1/4
e = 107 2Juls? (3alull* + A, ()
avec Za(u) = [|ul| (9a®||u||® + 205|U|2)l/2'

Soit, pour a > 0,

o= gt R | [ 7]} et = it - [0},

Remarque 3.3 i) Si fi, ; > 0 alors p, ; > 0.

1) On a pour a > 0, i, ; > [y ;. Sous U’hypothése (H) avec a = 0, Tarantello a prouvé
Ha,f = Ho,f

que jig ;> 0. On en déduit que pi, ; > 0.
Les lemmes suivants vont jouer un role crucial dans la suite de ce travail.

Lemme 1 Supposons l'hypothése (H) vérifiée. Alors, pour tout v € H\{0}, il existe

trois uniques valeurs t{ = t1 (u), t~ =t (u) # 0 et t3 = t5 (u) telles que:

a,max)

i)t < —tv tfue N, et I,(t]u) = | max I (tu),
)~ < E < B |

a,max’

ttue NT et I,(t7u) = min I,(tu),

[t] <tw

a,max

oo + u
iii) ty > b maxs

tyu e N~ et I(tgu) =  Inax I,(tu).

—%a,max

Preuve: Un calcul simple montre que H,(t) est concave pour ¢ > 0 et atteint son

maximum K, (u) en ¢

a,max"*

Sous I’hypothese (H) et comme H,(t) est impaire, on obtient
les résultats desirés . W

On a pour tout ¢t > 0

Y

U(tu) = t0(u), ot U(u) = K,(u) — ‘/fu

et pour v > 0 donné, on déduit que

inf W(u) >y, ;- (3.1)

|ule>
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En particulier si f satisfait (H) cet infimum est borné loin de zero.

Lemme 3.1 Si f satisfait (H), alors N° = @.

Preuve: Raisonnant par contradiction, on suppose qu’il existe u € N° i.e
4 2 6
aflull” + o lull” = 5ulg (3.2)

on obtient alors:

Aq(u) = 3alul* + 20 |[ul®, et (£ 0)® =1

a,max

par conséquent

W(u) = Rofu) - \ [l <Rt = [ro=m- [ro=wm=0 @3

La condition (3.2) implique que
p o\ /4
lulg > (SS) = 7.

0< ’Wja,f < \I/(U,) = 07

De (3.1) et (3.3), on obtient

ce qui aboutit a une contradiction. W

Lemme 3.2 Supposons que f # 0 satisfait (H), alors pour tout u € N, il existe € > 0
et une fonction différentiable t : B C H — R™* tels que t(0) = 1, t(v)(u —v) € N pour

lv|| <€ et

2 (2a Jul)® + b) [ VuVv —6b [ u|*uv — [ fo

#(0), v) = 3.4
((0),v) Sallull + bl[ul = 5lu? (34)

Preuve: Définissons I'application F': R x H — R, par

F(s,w) = as®||u — w|[* + bs||u — w||* — s°|u — w|§ — /f(u—w).
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Puisque F(1,0) = 0, 2£(1,0) = 3al|ul[* + b]|u|[> — 5|ul¢ # 0, en appliquant le théoréme
des fonctions implicites au point (1,0), on obtient le résultat voulu. M
Définissons

= inf I, t cp = inf I, (v). 3.5
co= mf I, (v) et c; = inf I, (v) (3.5)

De plus si g est un minimum local de I,, on a alors 3a ||[uol||* + b ||uo||” — 5 \uolg >0 et

puisque N° = &, on déduit que 1y € M. Par conséquent ¢y = inj{[ I, (u).
ue.

Lemme 3.3 La fonctionnelle I, est coercive et bornée inférieurement sur N .

Preuve: Pour u € N, on a a||ul|* 4+ b ||ul|* = |u|g + [ fu. Il en résulte que

a b 5
L) = gyl + 3 el =2 [ u

b )
>l = S Il
—25
> — .
> AP

Alors I, est coercive et bornée inférieurement sur Nl

—25

En particulier, on a ¢y > 22

Il f ||i Pour prouver que ¢y < 0, on a besoin d'une
borne supérieure pour cq. Pour cela, considérons v € H la solution unique de I’équation
—Au = f. Alors, pour f Z0ona [ fv=|v|?= Hng_ :

Soit tog =t~ (v), v € H\{0} défini comme dans le Lemme 3.1. Alors, tov € Nt et par

conséquent, on a

3a 4 b 5
Lltew) =~ — o8 ol + 218 ol

IN

a g b 2
—ZtéllvH —§t§||v|| <0,

donc ¢y < 0.

Lemme 2 Soit f vérifiant (H), alors il existe des suites minimisantes (u,) C Nt et

(v,) C N~ telles que
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i) I (un) < co+ et I, (w) > I, (uy) — L [|w — w,|| pour tout w € N
i) Iy (vp) < c1+ L et I (w) > I, (v,) —  |w — v, pour tout w e N~

Preuve: 1l est facile de montrer que I, est bornée dans A/, en appliquant le principe
variationnel d’Ekeland aux problémes de minimisation (3.5), on obtient des suites min-
imisantes (u,) C N et (v,) C N~ satisfaisant (i) et (ii) respectivement. W

Soit (u,) C N la suite minimisante obtenue dans le lemme précédent. Pour n

suffisamment grand, on a

a b ) 1 b
() = 5l + 3 uall = & [ Fuo <ot 5 < =217

ce qui implique que

2
[ oz w11 >0 (3.

il en résulte

2 5
— < < — . .
b1 < el < o 1511 (37)

On en déduit que (u,) est bornée dans H.

Lemme 3.4 Soit f verifiant (H), alors ||I] (u,)|| tend vers 0 quand n tend vers +oc.

Preuve: Supposons que |1/ (u,)|| > 0 pour n grand, en appliquant le Lemme 3 avec

u=1u, et w= (SHféEg:;H, d > 0 petit, on trouve t,(J) :=t¢ [5”1/ Eun;”} . tel que

PN A
0= 100 [on = S| €

Du principe variationel d’Ekeland, on a 1 |ws — || > 1o (un)— 1o (w5) = (1—t,(8)) (La(ws), un)+

3tn(6) <I('l(w5) ”?E ;H > + 0, (9) . En divisant par § et passant a la limite quand ¢ tend
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vers zero, on obtient

U I 0) ) > () T2 o), ) + 1T ()| = 17 o)

ou t'(0) = <t’(0), ”%83” > . Il résulte de (2.7) que

1 (un) | < — (14 [£,(0)]) -

S1Q

On affirme que |t/ (0)| est uniformément borné par rapport a n : en effet, puisque (u,,)

est une suite bornée, de (2.4) et I'estimation (2.7), on a

< S —
3 unl + b nl” = 5 unl]

£,(0)

On doit donc prouver que |3a [|u,||* + b|ju,||* — 5 |un|g| est borné loin de zero. Raison-

nant par contradiction, supposons que pour une sous suite notée encore (u,,), on ait
3a[funl|* + b lJun* = 5 unlg = 0a(1). (3-8)
De (2.7) et (2.8), on déduit
|ty|g > v, pour une bonne constante -y

De surcroit de (2.8) et du fait que u, € N' on a

/f“n = —2a|fun||" + 4 un[g + 0a(1),
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qui combinée avec la définition de fi, ; implique que

0 < 'Wja,f <Y (Kalun) = | fun) +0,(1)
= 7hy, (1) +o,(1)

= o,(1).

ce qui est absurde. Donc ||I! (u,)|| tend vers 0 quand n tend vers co. W

3.3 Preuves des Théorémes 3.1 et 3.2

3.3.1 Existence d’un minimiseur local dans N

Dans cette sous section, on prouve que I, atteint un minimum local dans Nt en faisant
usage du principe variationnel d’Ekeland. Puisque (u,,) est bornée dans H, passant & une
sous suite si nécessaire, on a: u, — ug faiblement dans H, alors (I/ (ug),w) = 0, pour
tout w € H. Donc ug est une solution faible de (P).

De (2.6), on déduit que [ fug > 0, alors ug € H\ {0} et en particulier ug € N. Par

conséquent,

a b 5 .
co < Lo (un) = 35 ol + 3 ol = & [ fuo < Jim L) = co,

n—oo

d’ot ¢y = I, (ug) . Il s’en suit que (u,) converge fortement vers ug dans H et nécessaire-
ment 1ug € N . Pour conclure que wuy est un minimum local de I,, rappelons que pour
chaque u € H, on a

I, (su) > 1, (t’u) pour tout 0 < s < t*

a,max’

en particulier pour u = ug € N*,onat™ =1 < t% Choisissons € > 0 suffisamment

a,max"

petit de telle sorte qu’on ait 1 < t“0-" et t(w) satisfaisant t(w) (ug — w) € N pour tout

a,max
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|w|| < e. Puisque t(w) — 1 quand ||w|| — 0, on peut toujours supposer que

t(w) < ty% s pour tout w tel que [|w|| <,

donc t(w) (ug — w) € N et pour 0 < s < t“-* on a

Lo (s (w0 = w)) = Lo (H(w) (w0 — w)) = I (uo)

prenant s = 1, on conclut que I, (ug — w) > I, (ug) , pour tout w € H tel que ||w|| < e.
Pour se convaincre que ug > 0 quand f > 0, il suffit de prendre tg = ¢~ (Juog|) tel que

to |uo] € Nt. Ce qui implique que nécessairement
La(to uo|) < La([uol) < La(uo)-

Par conséquent, on peut toujours prendre ug > 0.

3.3.2 Existence d’un minimiseur local dans N~

Cette sous section est consacrée a 'existence d’une seconde solution u; dans N~ telle
que ¢; = I, (u1) via le Lemme du Col. On détermine en premier lieu le bon niveau de la
condition de Palais-Smale.

La meilleure constante de Sobolev Sg est atteinte dans R? par

—1/2
Us,:ro ('T) = 81/2 (82 + |'I - x0’2>

)

ol xg € Nete>0.

On a le résultat suivant qui est trés important dans ce travail.
Lemme 3.5 Soit f vérifiant (H), alors 1, satisfait la condition de (P-S). pour
., ab a? b a?
c< Cc = ng + ﬂsg + 656E1 + ﬁSéLEl -+ Co,
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ol El = (a2S§ -+ 4b56)1/2 .

Preuve: Soit (u,) une suite de (P-S). avec ¢ < ¢* alors (u,,) est bornée dans H. Elle
posséde donc une sous suite encore notée (u,) telle que u, — w dans H, u, — u
fortement dans L* () pour tout 1 < s < 6 et u,, — u p.p dans Q. Soit w,, = u, — u.

Une simple application du Lemme de Brezis-Lieb [9], nous permet d’écrire:
2 2 2 4 4 20 112 4
[[un|” = Nlwn ™ 4 Null™ + 0n (1), [unll” = llwnl]” + 2 {Jwn[| [Jul]” + lu]” 4 0n(1),

6 6 6
|tnlg = |wnlg + [ulg + on(1).
Puisque I,(u,) = ¢+ 0,(1), on a

b a 1
4 2 2 2
N I e o M -

a

1 |wn|2 = Io(un) — Io(u) = ¢ — I,(u) + 0, (1).

Le fait que I](u,) = o,(1) et (I.(u),u) = 0, nous donne
@ fall* + b 2+ 20 [ |2 ]2 = e[S = 0n(1).
Supposons a présent que ||w,| — [ avec [ > 0, il s’en suit que
wals = al* + bl% + 2al® ||ul|.
Par ailleurs, la définition de Sg nous meéne a
|wnl|® > Se |wn|(2i, pour tout n.
Vu que n — 400, on déduit que

1
53+ 55 (a8 + 485(b -+ 2a ) .
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On obtient alors

a b a
= — P4+ 2P24+ PP+

a b

— 1t 2

12t T3t

ab a’ b a?

ng + ﬂsg + ESGEl + ﬂS&lEl +co = c*

v

ce qui donne lieu & une contradiction. Par conséquent, [ = 0, d’ot w,, — u fortement
dans H. ®&

A présent, nous allons donner quelques estimations des fonctions extrémales utiles a
I’'avancement de notre raisonnement. Soit ¢ € Cg° (Q2) telle que ¢(x) = 1 pour x € B, ,
P(z) =0 pour x € RA\BZ' 0 < p <1let|Vg| <C.

Posons u. 5, = ¢Us 4, -

Les estimations suivantes sont données dans [10], quand ¢ tend vers O :
[l = A+ 0 (€9) et e, | = B+0(e),

ou

A:/ (1+ |x—x0|2)76, et B:/ VUi 4, (x)|2,
R3 R3

on a aussi & partir de [26]: [uZ, ug = O (¢"/%) + 0 (¢!/?).

Dans la recherche de notre seconde solution, il est impératif de montrer que ¢; < c*.
A cet effet, soit 2 C © un ensemble de mesure positive tel que ug > 0 dans €' (si ce
n’est pas le cas, il suffit de remplacer uy par —ug et f par —f respectivement), ot ug est

donnée dans la Proposition 3.1.

Lemme 3.6 Supposons que U'hypothése (H) est vérifiée, il existe alors ag et gy suffisam-
ment petits tels que pour tout 0 < ¢ < g et 0 < a < ag, on ait I, (ug + tue ) < c* pour

tout t > 0.
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Preuve: Des estimations précédentes et de 'inégalité de Holder, on obtient:

a b 1 o
Ia (uO + tu&,xo) = ]a (UO) + Zt4 ||u€7aco||4 + §t2 ||u67a10||2 - gtﬁ |u€7xo|g - g /Uguo +
2
2 2,1 2 1/2
at VueVue |+ ||uel| (5 luoll® + ¢ [ VuoVue)| + o0 (2
b 1 1o
< I, (up) + %t“B2 + §tQB — EtGA — gO (e'2) +

3
o {5 luoll® B + ¢B%/2 ||uO|I} o ()

= ¢+ Q. (1) + R(),

ou
t) = lAtﬁ BQt4 Bt2 7550 1/2 1/2
Qg() __ + — + — - (5 )_|_0(5 )7

et
3
R(t) = a |58 [uol B+ # B Jus ||

Sachant que lim Q). (t) = —oo, et Q. () > 0 pour t au voisinage de 0, alors le supQ. (t)
t—+o0

est atteint pour t =T, > 0 et T, verifie:
—AT? + aB*T? + bBT. = O (¢'/?)..

De méme, on a @, (t) atteint son maximum en 7T dont I'expression est

aB? + (a®B* + 4bAB)"?

Ty = 24

Il est évident que 7. tende vers Ty quad ¢ tend vers 0. Ecrivons T. = Ty(1 +0_), alors

d_.tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 De plus I, (ug + tu.) — —oo lorsque ¢ tend vers oo, il
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existe T. < T} tel que

I (g + tue ) < ¢+ Q. (T7) + sup R(1).

t<Th

Par ailleurs, on a

1 b
Q.(T) = —ATE+ TBTE + SBT? = 0 (£2) + 0 (1)
1 b
= —CALS+ ZB2T51 + 3BT} £ aT{ B, £ VI BS, F T§ A5, — O (€°) + 0 (£'/?)
1 b
= —CAI§ + BT+ SBIY — O () + o (€17). (3.9)

En remplacant I'expression de Ty dans (3.1), on obtient

abB®  b(a’B® +4bB3*A)Y?  a3BS  a?(a®B' 4 4bB%A)'/?

= _ 1/2 1/2
Q. (T.) aa o o T Ve O (%) + 0 (£'7?)
ab 5 @ 6 b a* cay, 2ca 1/2 1/2 1/2

< c*—co—0(61/2) +O(€1/2).

On a donc
I (uo +tuey,) < =0 (51/2) +o (51/2) + sup R(t)
t<Ti
< =0 (61/2) +o (51/2) + ak,
ou

3
K = 513 luol® B + T3 B |jug]

Par conséquent, il existe ag et gq suffisamment petit tel que

I, (ug + tue z,) < ¢, pour tout 0 < e < gget 0 < a < ap.
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Le Lemme 3.1 nous assure I'existence d’un unique t* (u) > 0 tel que t* (u)u € N~
et [,(t*u) > I,(tu), pour tout [t| >ty .. et chaque u € H tel que |luf = 1.

La propriété extrémale de ¢* (u) ainsi que son unicité nous assure que c’est bien une

fonction continue en wu.

Posons
+(_Y + [ U
Vi={0}usue H/ |ul| <t Tl et Vo=<SueH/ |ul| >t Tal :
u u
Comme il est mentionné dans [26], on remarque que sous la condition (H),ona H\N~ =V, UV,

et Nt C Vi, up € Vi et ug + tou. € Vo pour un ty > 0, prudemment choisi.

Soit I' = {h : [0,1] — H continues, h(0) = ug, h(1) = ug + tou.}.

Il est évident que h : [0,1] — H donnée par h(t) = ug + ttou. appartienne a I'. On en
conclut que:

= inf max I, (h(t .
¢ = infmax (h(t)) <c

Comme le rang de chaque h € T intersecte N, on a ¢ > ¢;.
En appliquant, une fois de plus, le principe variationnel d’Ekeland, on obtient une

suite minimisante (u,) C N~ telle que
Lo(un) = c1 et |1 (un)]| — 0.

On en déduit aussi que ¢; < c*.

Par conséquent, on obtient une sous suite (u,,) de (u,) et u; € H tels que
Uy, — up fortement dans H.

Ceci implique que u; est un point critique de I, u; € N~ et I,(u1) = ;.
Finallement pour f > 0, soit t* = ¢ (Ju|) > 0 satisfaisant ¢ |u;| € N~. Du Lemme

3.1ona l,(u) =  Jnax I (tuy) > I (tTuy) > I, (t" |ug]). On conclut que uy > 0.

Zla,max
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Chapitre 4

Existence et multiplicité des
solutions pour un probléme critique
non homogeéne du type Kirchhoft
dans R’

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on établit ’existence et la multiplicité des solutions pour le probléme

du type Kirchhoff avec exposant critique de Sobolev, suivant:

- (a |Vul|?dz + b) Au= |u[*u+ Af (z) dans R?
(P) RS
ue H (R3),

ol a et b sont deux constantes positives, A est un paramétre positive et f appartient a
H™'(R?), (H~*(R?) étant le dual de H' (R?)).
Ces derniéres années, ’étude des problémes de Kirchhoff moyennant des méthodes

variationelles est devenue fortement répandue dans les travaux concernant cet axe de
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recherche. Quelques résultats intéressants dans des domaines bornés ont fait 'objet de
plusieurs articles notamment [[2], [13], [8], [12], [23], [24]]. Néanmoins, ces problémes devi-
ennent beaucoup plus compliqués dans RY (N > 3). Ces complications sont dues en fait,

a la perte de compacité de linjection de Sobolev (H'(RY), |.|[) — (Lq (RM), HHq)
1/2
pour tout ¢ € [2, 2,], ou ||.|| = (/ ]V.]de) est la norme standard dans H' (R3),
RN

1/q
I, = ( / |.|qu> est la norme dans L? (R"). Cependant, rares sont les travaux
RN

ayant considéré le probléme suivant:
(Pa,vn) { — (a [ |Vul*dz + b) Au+V (z)u = h(z,u) dans RY

ou N > 3, a > 0, b est une constante positive, V € C' (]RN,]R) et h e C (RN x R, ]R)
étant & croissance sous critique et satisfaisant des conditions suffisantes pour s’assurer
que toute suite de Palais Smale ou de Cerami est bornée dans H*(RY). Plusieurs auteurs
ont aussi imposé certaines conditions sur la fonction poids V' (x) pour contourner la perte
de compacité de I'injection de Sobolev citée plus haut. A cet effet, Wu dans [27] a eu

recours a I’hypothese suivante:

(%) %@njéfV(x)zc>Oet pour tout d > 0; mes {z € RV : V (z) < d} < oo,

il a montré Pexistence des solutions non triviales pour (P, ). Par ailleurs, Chena et
Li voir [15] ont étudié (Puvp) ou h(x,u) = k(z,u) + f (), k satisfait la condition du
type Ambrosetti-Rabinowitz, f € L? (R3) et V vérifie 'hypothése (x). Ils ont montré
'existence de multiples solutions en utilisant le principe variationnel d’Ekeland [17] ainsi
que le Lemme du Col [3]. Récemment, Li et al. [21] ont aussi étudié (P,0.) et ont
montré 'existence d’une cetaine valeur positive aq telle que ce probléme posséde une
solution positive pour a € (0, ag).

Notre objectif est d’étendre les résultats de [15] au cas critique. Puisque dans tous les

cas de figure I'injection (H'(R?), |.]) — (L®(R®), |.|;) n’est jamais compacte méme
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sous I’hypothese (), on se passe de la présence du terme V (). Ainsi on supposera dans
ce travail, que V' = 0 et on montrera l’existence et la multiplicité des solutions pour toute
constante positive a.

Notre résultat principal est le suivant:

Théoréme 4.1 Soit a > 0, b > 0 et f #£ 0. Alors, il existe N\, > 0 tel que le probléme

(Py) admet au moins deux solutions non triviales pour tout A € (0, \.) .

Ce travail est organisé comme suit: En Section 2, on donne quelques résultats tech-
niques utiles a I’approche variationnelle pour la démonstration de notre résultat principal

qui sera prouvé en Section 3.

4.2 Reésultats auxiliaires

Avant d’entamer cette partie, signalons qu'il est bien connu que l'injection (H*(R3), ||.||)
— (L% (R?), |.|s) est continue mais pas compacte et que la meilleure constante de

Sobolev Sg est atteinte dans R? par les fonctions

u(z) = (3)* (e + [2f?) 7,

ot ¢ > 0, pour plus de détails voir [25].
Puisque notre approche est variationnelle, on définit la fonctionnelle d’énergie I,

associée au probléme (P,) par:

b 1
I\(u) = %HUH4+ §||u|\2 ~3 |ulg — )\/Rg fu , pour tout v € H' (R?).

Il est claire que I, est bien définie dans H' (R3) et qu’elle est de classe C! (H! (R?),R).

On dit qu'un point u € H' (R?) est solution faible du probléeme (P,) s'il vérifie:

(allu|[* +b) / VuVy dr — / wodr—X [ fe =0, pour tout p € H' (R?).
R3 R3 R3
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Rappelons la définition standard suivante:

Définition 4.1 Une suite (u,) C H' (R3) est dite une suite de Palais Smale de I (suite
de (PS), en abrégé), si elle vérifie

I (u,) — ¢ et Iy (u,) 0 dans H ' (R®) quand n — oc. (4.1)

Les lemmes suivants seront de rigueur dans la preuve de notre théoreme.

Lemme 4.1 Soit (u,) C H' (R*) une suite de (PS), de I pour un certain ¢ € R. Alors

u, — u faiblement dans H' (R?) avec I} (u) = 0.

Preuve: Considérant (4.1), on a

1

cton(l) = In(us) — 6 (I} (un) , un)

a s b 9 5
Ta n o n _>\_ nlil -
13 unl ™ + S lluall o /1 Il

On déduit que (u,) est bornée dans H' (R?). Quitte a en extraire une sous suite, on

obtient
u, — u faiblement dans H' (R3) , u, — u faiblement dans L° (RN ) et u, — u p.p. dans RY,

par conséquent, (I} (u,) , ) = 0 pour tout ¢ € C§° (]RN) , ce qui implique que I} (u) = 0.
|

Lemme 4.2 ] existe des constantes positives A1, p, et 01 telles que pour tout A € (0, A1)

on ait

[)\(u)’83671 Z 51 et
)\3/2

2
_T”fH"

Iy (U)|Bgl >
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Preuve: Soit u € H' (R?*)\ {0} et p = |ju| . L’inégalité de Sobolev et celle de Holder

font que
L) > St 42— o — (W LFL) (34)
— 4 2 65 - ’
o? 2
Par ailleurs, de I'inegalité a8 < e + =) vérifiée pour chaque «, 5 > 0, on obtient

B 2 St I - e,
> Zp‘l — Gisgp6 - %/2 | £]I>, pour tout X < b°.
Soit
v (p) = %p‘* - 6%2/)6,

un calcul directe nous permettra de conclure que
3 1/2
U (p) > 0 pour tout p < p, avec p; = <§a52> ,
de cette derniére et pour tout A < b2, on s’apercoit immédiatement que
)\3/2

L (@)lpp 2 ==~ 1712,

et aussi

2/3
v v
I, (u)|6Bgl > (201) pour tout A < (ﬁ) :

Prenant

2/3
)\1 — min 62, <\Ij (pé)> et 51 — N4 (pl)’
ILFI1= 2

la conclusion s’en suivra aisément. W

Lemme 4.3 Soit (u,) C H' (R?) une suite de (PS), de I\ pour un certain ¢ € R tel que
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U, — u faiblement dans H' (R3). Alors
soit u, — u fortement, ou ¢ > I (u) + Cop.gqs

ol

b 3 2 b
Oa,b,Se, = CLZSS + %Sg + (%S'g’ + 6) <G2Sg + 46560,)1/2 .

Preuve: Comme nous I'avons montré précédemment (u,) est bien une suite bornée
dans H! (R3), de plus en écrivant v,, = u,, — u; on en déduit que v,, — 0 faiblement dans

H', et en vertu du Lemme de Brezis-Lieb [9], on aura
2 2 2 6 6 6
un ™ = l|onll” + [Jull” +0n(1) et |unlg = |vnlg + |ulg + on(1). (4.2)
En combinant (2.1) et (2.2), on obtient
¢t 0a(1) = Tn() + & ol + 2 ol + & ol ful? = & ol
4 2 2 6' "6’

et aussi

4
0n(1) = alvall* + b l[vall” + 2a |[al* ul® — fvalg - (4.3)

Par conséquent,
a 4 b 2 a 21112
¢+ o0n(1) = Ii(u) + 75 loall” + g llvnl” + & loall” [Jul (4.4)

Supposant que ||v,|| — [ > 0, considérant (2.3) et appliquant I'inégalité de Sobolev, on

aboutira &

Sg315 > alt + bi?,

ce qui implique que
1/2

Sg + %S6 (a®Sg + 456b))
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De cette derniére inégalité et de (2.4), on conclut que

a b
> ] — =2
¢z hu+ 5+

ab a’

> 49 g3 12
Mw) + %+ 5

2 b
S8+ (;—453 + 6) (0258 + 4b53)

Ce qui achéve la preuve du lemme. W

4.3 Preuve du Théoréme 4 1

Cette preuve s’établira en deux parties.

4.3.1 Existence d’un minimiseur local

Premiérement, du Lemme 4.2 on définit
¢; =inf {1, (u); ue Bf'}.

Puisque f # 0, on peut choisir ® € C5° (R*\ {0}) telle que i, f® > 0. Il existe t, > 0
suffisament petit tel que |[to®|| < p; et

a b 16
Ia®) = St ol + g3 0l — Bl - [ g0 <o,

ce qui implique que ¢; < 0 = 1,(0). Le principe variationnel d’Ekeland appliqué a I’espace
métrique Bpl complet pour la norme de H' (R?), va nous assurer ’existense d’une suite
de (PS),, (un) C B, telle que u, — u; faiblement dans H' (R?) pour certain u; avec
|ui|| < p;- Supposons que u,, - u; fortement dans H' (R?), il s’en suivra du Lemme
4.3 que

c1 > Iy (uy) + Capss > c1,
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ce qui donne lieu & une contradiction. On conclut que u; est une solution non triviale du

probléme (P,) avec énergie négative.
4.3.2 Existence d’une solution du type Mountain Pass

L’existence de cette solution suivra immédiatement du Lemme suivant.

Lemme 4.4 Soit Ay > 0 tel que
/\3/2
—ZfII> + Cuapss > 0, pour tout X € (0, \y).

Il existe alors z. € H' (R?) et 0 < A\, < Ay tels que

suply(tze) < c1 4+ Cupsge, pour tout A € (0, \y)

t>0

Preuve: Puisque f # 0, on peut choisir € > 0 et z (2) = fu. () tels que [p; fz. > 0.

Considérons les fonctions

6
i (t) = - [lzll’ s || zel® - IZaIG'

et

(I)Q(t) = @1@) - )\t/3 fzg .

Alors pour tout A € (0,)\2), on a
9 \2
©2(0) = 0 < = AT f L + Capso
Il découlera de la continuité de ®(t), Iexistence de t; > 0 suffisamment petit tel que

5)
Dy(t) < _ﬂ/\2 I fllz + Capss pour tout t € (0,t;).
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Par ailleurs, la fonction ®4(¢) atteint son maximum en

4 8 2, 6y1/27 Y2
. [auzgu (@ el + 4b 12| z[g) ]

6
2 ’28’6
De la définition de S on aura

4
at;

)

4 8 2 6y1/272
L allz)” + (a® lz|” + 4b || ze]” 2]g)
47 2|28

6 9 12 6, 671/2 2
a |alz| [ 22| + 4b || | m]

16 ‘Zs‘g |Z€|<152

a 1/2]2
a’ ab
= gt

a2

8

1/2

(a2S22 + 4bS2)

Et de fagon similaire, on obtient

b2 bes b
ozl = 5+ g (255 + 487)”,
et
g ’ b 1
2 llf = 550 + 50 + 55 (a2 + b) (a2Sg + 4bS7) .

Les estimations précédentes nous permettront de déduire que sup®;(t) < Cyp s,
£>0

Par ailleurs, en sollicitant le Lemme 2 on s’apercoit que
3/2

A
oz~ If]I> pour tout A € (0, ),

de surcroit on a

2
cl>_m/ Fode sm<4(t1/ fzs> JIAIE
R3 R3
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Prenant A\, = min {)\2, 4 (ty fgo [2e d:c)2 / Hfo} , on déduit que

suply(tz:) < c1 4+ Cup.g, POUr tout A € (0, \,).
>0

|
Notons que [,(0) = 0 et [,(T'z.) < 0 pour T suffisament grand, et encore du Lemme
4.2, on sait que

I, (u)|aBgl > 61 > 0 pour tout A € (0, Aq).

Alors du Théoréme de Mountain Pass, on a I'existence d'une suite de (PS),, ot

= inf I t
¢ = inf max »(v (1),

avec

D= {yeC(o, 1], H' (&%), 7(0) = 0 et 4(1) = T2}
Utilisant le Lemme 4.1, on conclut que (u,) posséde une sous suite encore notée (u,),

telle que u,, — uy faiblement dans H! (R3). De plus, on sait en vertu du Lemme 4.4 que

suply(tz:) < Capss + €1, pour tout A € (0, \,),
>0

par conséquent, du Lemme 4.3 on conclut que u, — us fortement dans H'!(R3). On
obtient donc un point critique us de I, satisfaisant Iy (uz) > 0 ou plus exactement une
deuxiéme solution du probléme (P,) avec énergie positive.ar montrer par l’absurde que
uy n’est pas identiquement nulle. Supposons que uy = 0.

On écrit a partir de i) du Lemme 5.6:

1 +y6 _ @ 4, b 2+
5 [ 1 = Tl + 5 el - .

Puisque u,, € N, on a:
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0 < (4— qaflunl' + 2 — Q)b flunll” — (6 - q /f (1).

Combinant ces deux derniéres, on obtient:

—10
0 < 100+ 20— 16)b - 66— )] + o (1)

< 6(6—q)ci +0(1) <.

Ce qui donne lieu & une contradiction. On conclut alors que u) n’est pas identiquement

nulle. Par conséquent,

q < h_m[/\(un) = Cj\_a

n—oo

& < I(ua) = HUAH +—H Al

donc ¢ = I, (uy) . Il s’en suit que (u,) converge fortement vers u, dans H et nécessaire-
ment uy € N, . Pour conclure que u, est un minimum local de I, rappelons que pour
chaque v € H, on a

I\(su) > I, (t"u) pour tout 0 < s < t¥

a,max’

en particulier pour v = uy € Nyf,onat™ =1< tenax- Choisissant € > 0 assez petit

de telle maniere a avoir 1 < 4% et t(w) satisfaisant t(w) (uy —w) € N pour tout

|w|| < e. Puisque t(w) — 1 quand ||w| — 0, on peut toujours supposer que

t(w) < i pour tout w tel que [w]| <e¢,

alors t(w) (uy — w) € Ny et pour 0 < s < A on a:

a,max?’

I (s (uo — w)) = Iy (H(w) (ux —w)) = Iy (un)
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prenant s = 1, on conclut que I (uy — w) > I, (uy), pour tout w € H tel que ||w| < e.
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Chapitre 5

Positives solutions pour un
probléme de Kirchhoff avec exposant

critique de Sobolev et poids

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude de 'existence et la multiplicité des solutions du prob-

léme suivant:

—M( [, |Vul?dz)Au = A f(x) lu|'?u+ g(z) |ul*v dans Q,
u=0 sur 052,

(P>)

ou M(t) = at + b, Q est un domaine borné de R? de frontiére réguliere 90 , 1 < ¢ < 2,
a, b sont des constantes positives, A un parametre positif et f et g des fonctions continues
non négatives sur €.

Etalons & présent un bref historique:

Pour a = 0,b=1et f = g =1, Ambrosetti et.al. [1] ont obtenu l'existence de Ag
tel que le probléme (P,) admet deux solutions positives pour A € (0, )\g), une solution

positive pour A = )\g, et aucune solution positive pour \ > Ag.

54



Pour a = 0 et b = ¢ = 1, et ¢ = 1, Tarantello [26] a montré 'existence d’au moins
deux solutions sous une certaine condition sur f.

Pour a,b > 0, ¢ = 1 et g = 1, Bouchekif et al. [6] ont prouvé existence de deux
solutions sous certaines conditions sur f .

Pour @ = 0 et b = 1, Lin [19] a montré P'existence de A¢ tel que le probleme (Py)
admet une solution positive de moindre énergie pour tout A € (0, A\g) et I'existence de
A1 < Ao tel que sous certaines conditions, le probléeme (P,) admet k solutions positives
pour A € (0, \q).

La question qui fuse alors, est la suivante: Peut on obtenir des résultats similaires
pour a > 07

Avant de donner notre résultat principal, considérons les hypothéses suivantes:

(H1) f,g € C(Q), f20,f#0et g>0.

(H2) 1l existe ay, ..., ax € Q, g(a;) = maxg(z), 1 <7 <k.
z€Q

(H3) choisissons py > 0 tel que Bif N BZ} = 0 pour i # j, 1 < ij < ket Ur,
B_é’f C , il existe a tel que f(x) > a > 0, pour tout x € B§$/2.

Soient

At

Y

SV Bah 258\ Bad—ge—g| "
V26 —q) I fll 6 —q) gl

N\ 4qb53/2 [ bS2(2 —q) ](G_qw
’ 26 =) | flloo L(6—a) 9]l

et A, = max(Aq, Ag)

Nos principaux résultats sont les suivants:

Théoréme 5.1 Si A € (0, \.), alors il existe une solution positive de moindre énergie

pour le probléme (Py).

Théoréme 5.2 Sous les hypothéses (H1)-(H3), alors le probléme (Py) admet k solutions

positives pour X € (0, \,).
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Ce travail est réparti comme suit: En section 2, on donne des résultats préliminaires
utiles par la suite. La Section 3 est consacrée & 1’étude de l'existence d’une solution
positive de moindre énergie. Dans la Section 4, on prouve l’existence de k solutions

positives correspondant aux £ maximums de g.

5.2 Reésultats préliminaires

On définit la fonctionnelle d’énergie associée au probléme (P,) par

1

) = 53 () = [otwt)® =2 [ . pous tout w e t

ou M (t) est la primitive de M(t) = at + b (]\7 (0) = 0). I claire que I, soit bien définie
et de classe C' sur H et ses points critiques sont des solutions faibles du probléme
(Py), ceci veut dire qu’un point u € H est dit solution faible de (P,) s'il satisfait
(allul]* +b) [ VuVv — [gut)®v =X [ f(ut)?7 v =0, pour tout v € H.

Constatons que tirjr&oo[ A(tu) = —oo, I n’est donc pas bornée inférieurement sur H.

Afin de contourner cela, on introduit la variété de Nehari définie par
No={u € H\{0} : (I5(u), u) =0}.

En fait, ensemble N, est lié au comportement de 'application h,(t) := I,(tu) for t € R*
and u € H\{0}. Ces applications sont communément dites applications "fibering" et ce
sont Drabek et Pohozaev qui en furent les instigateurs pour plus de détails nous prions
le lecteur de consulter [16], [11] or [14].

On a: hli(t) = 3at?||ul|* + b]|ul]> = Mg — 1)t42 [ f(u™)? — 5t* [ g(ut)®. Ceci nous

incitera & décomposer N, en trois sous ensembles disjoints:

Ny o ={ueN:Rl(1) >0},
NY o ={ueN: R(1) =0}
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et
Ny :={ueN:hl(1) <0},

qui correspondent aux minima locaux, points d’inflexion et maxima locaux de I, respec-
tivement.

Commengons par donner les résultats suivants.

Lemme 3 Supposons que ug soit un minimiseur local de I, dans N et que ug ¢ N7Y.

Alors I} (ug) = 0 dans H™'.

Preuve: Si g est un minimiseur local de I, dans N, alors uq est solution du probléme

Min{7,(u); v,(u) = 0}, ou

() = alful|* + bl u] > — A / Fluty - / g(ut

Donc, en appliquant la théorie des multiplicateurs de Lagrange, il existe u € R tel que
I(ug) = pyy(up). Par conséquent, <I;\(u0),ug> = ,u<’yl/\(u0),u0>. Puisque, ug € N, et
ug ¢ NY, donc <fy’/\(u0), u0> # 0 on déduit que p = 0. La preuve est compléte. W

Les lemmes suivants interviendront dans la démonstration de nos résultats principaux.

Lemme 4 Pour tout 0 < X\ < A, et pour chaque uw € H\J{0}, il existe un unique
t+ =1+ (u) >

max

tel que ttu € Ny, et I)(tTu) = nax I\(tu).

—“max

De plus, si [ f(ut)? >0, i existe un unique t~ =t~ (u) < t¥

max

tel que t™u € Ny et
L(t7u) = min I)(tu).

0<t<tu

max

Preuve: Posons h,(t) =t (H,(t) — X [ f(u™)?) ou

H(0) = allull 't - ljul e = 7 [ gty

On a H,(0) = 0 et . lir}rl H,(t) = —oo, alors H,(t) atteint son maximum au point
— 400
th . ., elle est croissante sur (0,t" ) et décroissante sur (% . 00). Le résultat s’en suivra

immeédiatement. W
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Lemme 5 Pour tout 0 < A < \,, on a N° = @.
Preuve: Raisonnons par I'absurde en supposant qu'’il existe u € N i.e
sallull +ul* = (g = DX [ )45 [ glut)

et u vérifie

ol + b Juf]? - / g(ut)o — A / f(ut) =0,

De ceci et I'inégalité de Sobolev, on obtient

2/(4—q)2—q)abllul® < a(4—q)|jul* + b2 —q) [Jul?

< (6— )5 gl llull®,
et

2v8ab |Jul|® < 2a|ul* + 4b|ul?

A\

A6 =) | flloo S llull”

il en résulte

253/ (1= q)(2 — q)ab 1/3<Hu\|< A6 =) 7\ "
6= a) 9l <l <\ =g a ,

et

1/(2—q)
( (2 — q)bS? >1/4< Il < A6 —q) ISl '
C6-aldls/ — "7 4bSI?

ce qui contredit le fait que 0 < A < A,. W

Lemme 6 Pour tout 0 < X\ < \, et pour chaque u € Ny, il existe ¢ > 0 et une fonction
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différentiable t : By C H — R* tels que t(0) = 1, t(v)(u — v) € Ny pour ||v]| < € et

(4a lu|® + 2b) [ VuVv —6 [ g(ut)’v —Ag [ f(uT)" o

(#(0),0) = wiT

Preuve: Définissons 'application F': R x H — R, par:

F(s,w):a83||u—w||4—|—bs||u—w||2—85/g(u+—w)6—)\/f(u+—w)q

Puisque

F(1,0) =0 et ‘Z,Fu 0) = K'(1) #£0,

en appliquant le théoréme des fonctions implicites au point (1,0), on obtient le résultat

de ce lemme. H

Lemme 5.1 La fonctionnelle Iy est coercive et bornée inférieurement sur Ny.

Preuve: On sait que pour tout u € N,

ol + bl = [ glul®+ [ flul”

On obtient
hfu) - 3WW+9mW—1/ﬁwP—5/qu
= Sl + 2 el — Sl + b )
z-amuuw+%%w“qﬁm\szw
e A
> A8 gy s .

Alors, Iy est coercive et bornée inférieurement sur AVy. W
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Définissons ¢y = inf I, (u), ¢y = inf I,(v) et.cy = inf Iy (u). De plus si uy est un
ueN; vENY ueNx

minimum local de Iy, on a alors 3a [Ju||* + b ||lu, > — Mg — 1) [ f(ui)? =5 [ g(u)® >0
et puisque VY = &, on déduit que uy € N, Par conséquent ¢ = ir}\ff I (uy) = cy.
UuEN )

On a le résultat suivant:

Lemme 5.2 Pour tout A € (0,\.), i existe deuz suites minimisantes (u,) C Ny et
(vn) C Ny telles que
i) I (u,) < cf + 1 et Iy (wr) > Iy (un) — L [|wr — up|| pour tout wy € Ny

it) I (vn) < ¢y + £ et Iy (wa) = Iy (v,) — £ Jwy — vy, || pour tout wy € N .

Preuve: 1l est clair que I, est bornée dans Ny. Alors en appliquant le principe vari-
ationnel d’Ekeland, on obtient deux suites minimisantes (u,) C Ny et (v,) C Ny qui

vérifient (i) et (ii) respectivement. W

5.3 Preuve du Théoréme 5.1

La démonstration du Théoréme 5.1 fait intervenir la proposition suivante:

Proposition 7 Pour tout 0 < A < A, on a ¢ <0.

Preuve: Soit u € N,. Puisque

A6~ ) / Fty > 2l + 4b ul?

> 4b HuH2 )
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Alors

b
B = Slul+ ol - ¢ / o) =\ / f<u+

. a 4 b 2

=l + 5l - (aHuH +blul?) /f
b P

< gl -2 22 / Futy
w2—g)

< MR <

On déduit que ¢ < 0. H

Dans ce qui suit, on prouvera l’existence d’une solution positive de moindre énergie
en utilisant le principe variationnel d’Ekeland. En effet, on a d’aprés i) du Lemme 5.6,
Pexistence d’'une suite minimisante (u,) C Ny telle que Iy (u,) < ¢ + + et I (w) >
I (up)— = |w — u, || pour tout w € Ny Puisque (u,) est bornée dans H, quitte & extraire
une sous suite,on a : u, — u) faiblement dans H.

Commencons par montrer par I’absurde que u) n’est pas identiquement nulle. Sup-
posons que uy = 0.

On écrit a partir de i) du Lemme 5.6:

1 a 4 b 2
5 [ £ =l + 5l = o,

Puisque u,, € Ny, on a:

0<(4—gqalu*+ (2= bllu* - (6 —q) /f(u;f)6 +o(l).
Combinant ces deux derniéres, on obtient:

— 10
0 < U101 1 20— 160 | - 6(6 - e +0 (1)

< 6(6—q)cf +0(1) <.
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Ce qui donne lieu & une contradiction. On conclut alors que u) n’est pas identiquement
nulle.

Par conséquent,

(6

a b —q .
of < Io(un) = = uall" + 5 uall* = A ! /f(uf)q < lim Iy (up) = ¢y,
donc ¢ = I, (uy) . Il ’en suit que (u,) converge fortement vers uy dans H et nécessaire-
ment uy € N, . Pour conclure que u, est un minimum local de I, rappelons que pour
chaque v € H, on a

I\(su) > I, (t " u) pour tout 0 < s < t&

a,max’

en particulier pour v = uy € Ny, onat™ =1 <t Choisissant € > 0 assez petit

a,max"’

de telle maniére a avoir 1 < ¥ et t(w) satisfaisant t(w) (uy —w) € N, pour tout

a,max

|w|| < e. Puisque t(w) — 1 quand ||w| — 0, on peut toujours supposer que

t(w) <ty pour tout w tel que |w|| < e,

a,max

alors t(w) (uy —w) € Ny et pour 0 < s < %A on a:

I (s (ug —w)) > I (t(w) (ux —w)) > I (wy),

prenant s = 1, on conclut que I (uy — w) > I, (uy), pour tout w € H tel que ||w| < e.

5.4 Preuve du Théoréme 5.2

La meilleure constante de Sobolev Sg est atteinte dans R3 par:

Uea(ﬂﬁ) _ 81/2 (52 + |x . a|2)fl/27

)
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ou a € Q et e > 0. Définissons une fonction test p, € C3(Q) telle que pour § > 0,
o (2) = 0si [2—a] > 26,0, () = Lsi o —a] <8 0 <, (2) < 1 et [Vig, (2)] < C.
Posons u.; = ¢, Ueq, pour i € {1,...,k}.

Définissons pour i € {1, ...k},

/ i(z) [Vl de
(u) = 29

3 o ¢,(z) = min{J, |z — a;|} et 6 > 0.
[Vul;

Prenons rog = £ avec § < }Ln;éin la; — a;| . Soit
i#]

Nit={ueNit | Bi(u) < ro}.

Notons

¢ = inf I(u).
uE/\/f

Lemme 5.3 Soit § > 0 et ro défini précédemment. Si B;(u) < r¢ alors

/ \Vu|? dz > 3/ (Vu|® dz.
Q Q\BS,

La preuve de ce lemme est dans [12].

A présent fixons a;, j € {1,..,k}.

Proposition 8 Sous les hypothéses (H1)-(H3) pour tout 0 < X\ < A, et j =1,... k, alors

cj = inf+I A (v) est atteinte en un point u; € /\/'j+ qui est un point critique est ausst un
veN;
J

minimum local de I.

Preuve: On sait d’aprés ce qui précéde que pour u € /\/j+ C N,, on a:

(6 —1q)
6q

In(u) = =A 1 oo S5 llull”
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En particulier

6 — _
cr >cy > )‘( 6qQ) ”fHooSq o2 Hqu’

4bH(2 —
M ||u||2 <0

D’ou c* < 0.Utilisant I'hypothése (H3), on peut conclure 'existence de e; tel que
J (it ul;)® > 0 pour tout 0 < & < &;. Soit 0 < t_; < t.jmax défini comme dans le
Lemme 5 2 tel que t_,u.; € NiF. Du fait que j j (t;jus,j) tend vers 0 quand ¢ tend vers
0, il existe &, tel que 3; (t;jum) <rgpour 0 <e<e <eg.

Alors t_ju. ; € Nj© d’on

_ 1
Dftue) = G lesnesl + 5 Meosuesl =5 [ otz =a [ st
6_
? = dlalltmunl + el - A< D[ sz

6q
< Htm EJH /f &,J EJ

4b(2 — q)(t2;)?
- 12

= 7l +35 Ht,]ue,y

lucs|* < 0.

On conclut que —oco < ¢y < cj < 0. Du principe variationnel d’Ekeland, on obtient une

suite minimisante (u;,), C A" avec les propriétés suivantes:
| L1
(1) Iy (uj,) < cj + -

et

1
(i1) I (w) > I (ujn) — - IV (w —ujn)l,, pour tout w € N
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En prenant n assez grand, on obtient pour un certain ¢ € (0,¢;)

1 4b(2 — q) (t;j)

2
2
[)\ (uj,n> < C;r + E < - 12 HU” :

Usant du fait que u;,, € N, on obtient
4 2
~2aujall* = 46 Jusa + A6 = ) [ Flaf,)* > 0.

On conclut que [ f(u;,)® > 0, d’ott u;, n'est pas identiquement nulle. La suite (u;),
est bornée quitte a extraire une sous suite on a u;,, — u; faiblement dans H. Mon-
trons a présent que u; n’est aussi pas identiquement nulle. Raisonnons par I’absurde en

supposons que u; = 0. On a & partir de i)

1 a 4 b 2

5 [ 1005 = Gl 4 5 sl =
Puisque u, ; € N, on a:

0 < (4= q)alujal® + (2~ @b luju

= (6-a) [ 5,0+ 0(0).
Combinant ces derniéres, on obtient:

q—10
0 <! 2 La lujall* + (20 = 16)b |fuznl® = 6(6 — @)} + o (1)

< 6(6—q)c; +0(1) <0

D’ou la contradiction. Par conséquent u; n’est pas identiquement nulle et du fait que

I’ (u;,)|| tend vers 0 quand n tend vers +o0o, on déduit que
.]7

(I3 (uj) ,w)y = 0, pour tout w € H
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i.e. u; est une solution faible de (P,). En particulier u; € N, et pour conclure que
u; € Ny, il suffit de montrer que /\/'J-J“, Jj €{1,...,k} est fermé dans H. En effet d’apres
le Lemme 5 3, on a pour tout A € (0,\,), N° = @ on écrit alors Ny = Ny UN, (N5
¢tant fermés dans H\ {0}). Pour j fixé dans {1,..,k}, on a Nt = N} N 35" ([0, 7))
Il suffit de montrer que (; est une fonction continue sur N .Soit (u,) € Ny telle que
u, — u dans H ie. Ve > 0, INy(e) > 0, Vn > Ny, |V (u,, — u)], < e.Constatons que
pour u € Ny = V7, alors u # 0 dans H et |[Vu,|, = |Vul, + 0, (1) . Alors

16, (un) — B;(w)| < ﬁgﬁéwwmw%mf—wwwWM+

1 1

— dx
Vualy  |Vulj

féwmnvwwf

Utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

Oe
8,(un) = B,w)] < 4

Ainsi

c;r < I (u;) < lim inf Iy (uj,) = cf.

n—auoo J

Par conséquent, u;, — u; fortement dans H et I (u;) = ¢ = inf+I A (v) . On conclut
vE/\fj
du Lemme 5 1 et du principe du maximum que le probléeme (P,) posséde k solutions

positives. B
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Perspectives

Nos principales préocupations seraient de:
1)Généraliser nos résultats obtenus en dimension trois, & des dimensions supérieures.
2)Etendre ces mémes résultats a une fonction M (t) plus générale.
Notons que ces deux perspectives requieérent de bonnes troncations et des estimations

a priori des solutions obtenues via ces troncations.
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Résumé

L’objet de la présente thése est I’étude de I’existence et la multiplicité des solutions pour
certains problemes elliptique du type Kirchhoff contenant un exposant critique de Sobolev.
Dans de tels problemes la présence d’une intégrale sur tout le domaine rend cette étude
difficile et donc particulierement intéressante. On.utilise le principe variationnel d’Ekeland et
le theoreme de passe montagne.

Mots clés : Méthodes variationnelles, exposants critiques, condition de Palais-Smale

Abstract

In this thesis, we study the existence and the multiplicity of solutions for elliptic Kirchhoff
type problems involving critical Sobolev exponent.In such problems, the presence of the
integral over the domain makes this study more complicated and so particularly
interesting.We use the Ekeland varitional principle and Mountain Pass Theorem.

Keywords: Variational methods, critical exponents, Palais-Smale condition.
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