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Chapitre 1

Introduction (présentation de la

thése et résumé)

Cette these est composée de trois parties, elle est le fruit d’un travail qui a duré presque
une dizaine d’années. La premiére partie étudiée est intitulée "Sur le second invariant
de Paneitz-Branson", qui a fait I'objet de notre premiére publication intitulée "On the
second Paneitz -Branson invariant", 1a on a introduit I'opérateur de Paneitz-Branson,
un opérateur elliptique du quatriéme, conformément invariant et qui fait intervenir une
quantité dite Q-courbure analogue de la courbure scalaire de I'opérateur de Yamabe, en
effet notre motivation était une étude publier en 2005 par B. Ammann et E. Humbert
sur I'opérateur de Yamabe, intitulée " On the second Yamabe invariant", ot ces derniers
ont introduit le premier et le second invariant de Yamabe et puis ils ont étudié leurs
propriétés, en particulier quand est ce qu’il sont atteint, naturellement on commence par
un rappel sur le probléme de Yamabe, sur le second invariant de Yamabe puis on donne les
motivations pour 'opérateur de Paneitz-Branson, position des problemes et présentation
des résultats. La deuxiéme partie est intitulée, le second invariant de Yamabe singulier, 1a
aussi poussé par la méme motivation et en introduisant une singularité sur 'opérateur de
Yamabe, on étudie le premier et le second invariant et on finalise avec la troisiéme partie

intitulée "Sur les solutions nodales d’une équation non linéaire de type Paneitz-Branson



avec exposant critique", dans cette partie de nouveau on étudie les invariants conformes
de l'opérateur de Paneitz-Branson mais contrairement a la premiere partie la courbure
scalaire est prise négative, position des problémes et résultats. La deuxiéme partie a fait
objet de la publication suivante "The second Yamabe invariant with singularities". La
derniére partie est une prépublication intitulée "On the nodales solutions of non linear

Paneitz-Branson equation with critical exponent".

1.1 Le probléme de Yamabe

Soit (M, g) un variété riemannienne compacte de dimension n > 3. Dans les années
60 Yamabe a tenté de montrer qu’il existe une métrique g conforme & g de courbure
scalaire S; constante. En 1968 Trudinger mettait en évidence une sérieuse difficulté
dans la démonstration et donnait ainsi naissance & un des grand probléme de ’analyse
non linéaire sur les variété et depuis, il a fallu beaucoup de temps pour trouver la bonne
approche. Aujourd’hui ce probléme est complétement résolu et il est connu sous le non du
probléme de Yamabe. Les premiéres solutions rigoureuses de ce probléme étaient données
par Trudinger en affirmant que la preuve de Yamabe est vraie seulement si 'invariant de
Yamabe g est non positif. Huit ans aprés, Aubin résolvait le probléme pour des variétés
arbitraires non localement conformément plates et de dimension n > 6. Le probléme est
compleétement résolu huit ans plus tard par Richard Schoen dans lequel la preuve repose
sur le théoréme de la masse positive du a Shoen et Yau. Le lecteur pourra se référer
a [Yam60], [Tru68], [Aub76], [Sho84], [LP87] ou [Heb97] pour plus d’information sur le
sujet. La méthode de résolution du probléme de Yamabe est la suivante : Soit u € C,

u > 0 une fonction et § = u¥~?g une métrique conforme & g ot N = 2n/(n — 2), on

pose :
4(n —1)
L, =—2A,+ S
9 (n—2) 9"
ou Ayju = —g( % - Ffja%) est le laplacien riemannien. L’opérateur L, est appelé

lopérateur de Yamabe, il est conformément invariant dans le sens suivant : Pour tout



veC™®, uN1L;(v) = Ly(uv) et lorsque v = 1 cette propriété se traduit par une relation

entre les courbures scalaires de g et de g :

Résoudre le probléeme de Yamabe est donc trouver une métrique § = vV =2 g conforme
a g de courbure scalaire S; = k (k une constante ) c’est équivalent & trouver une solution

réguliére u strictement positive de 1’équation

4(n—1)

———A = klu|/N"?u . 1
n=2) gu+ Sgu = klu|™ u (1)

Pour obtenir des solutions, Yamabe définit la quantité suivante :

= inf  Y(u).
weEHE(M), u>0

ou

Y = Jus 4((7;1:21)) |Vul? + S,u?dv,
(S lul¥dvg)*™

et H{(M)={ue L*(M),|Vu| € L*(M)}.

De nos jours, u(M,g) est appelé I'invariant usuel de Yamabe et Y la fonctionnelle de
Yamabe. En écrivant I’équation d’Euler-Lagrange associé a Y, on voit qu’il existe une
bijection entre les points critiques de Y et les solutions de (1). En particulier, si u est
une fonction réguliére strictement positive vérifiant Y (u) = pu, alors u est solution de

(N=2)g est la métrique désirée (de courbure scalaire constante).

I’équation (1) et g =u

Pour minimiser la fonctionnelle Y, Yamabe a introduit une nouvelle méthode au-
jourd’hui appelée méthode variationnelle. Cette derniére consiste a prendre une suite
de fonctions non identiquements nulles minimisante de Y convergente faiblement vers

une solution du probléme, malheureusement I'inclusion de Sobolev HZ(M) C LN(M)

est seulement continue et non pas compacte, alors Yamabe commence par étudier les

4(n—1)

gy Dgu + Sgu = ku?=! ou 'exposant ¢ est

équations dites sous critiques de la forme

7



sous critique (2 < ¢ < N ) et il y a récupération de la compacité, apres il fait tendre
q vers 'exposant critique N et finalement, il obtient une solution u > 0 de I’équation
de Yamabe. Trudinger constate que la solution u peut étre identiquement nulle et que
la preuve de Yamabe est incompléte et reste vraie seulement si 'invariant de Yamabe
1 < 0. Les points clés de la résolution du probleme de Yamabe sont les théoremes suivants
du a Yamabe, Trudinger, Aubin et Shoen.

S,, désigne la sphére unité de R"*! équipée de sa structure riemannienne usuelle.

Théoréme 1.1 [AH06] Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension
n>3.8 p<u(S,) =nn-— l)wi/n ot w, est le volume de la sphére S, alors il existe

une fonction u strictement positive de classe C™ qui réalise Y (u) = 1 .

Théoréme 1.2 [AH06] Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 3. Alors on a toujours p < u(Sy,) . De plus, on a I'égalité si et seulement si (M, g)

est conformément difféomorphe a la sphére S,,.

Ces théorémes résolvent le probléme de Yamabe.

1.2 Rappel sur le second invariant de Yamabe

Soit (M, g) un variété riemannienne compacte de dimension n > 3, B. Ammann et E.
Humbert [AHO6] ont introduit une nouvelle définition de I'invariant usuel de Yamabe g
en 'appelant premier invariant conforme de Yamabe noté i, cette définition a permis de
généraliser la notion des invariants conformes d’ordre k € N*. Particuliérement, ils ont
étudié le second invariant conforme de Yamabe p, dans le cas de o > 0, ils ont prouvé que
le second invariant conforme est atteint par une métrique généralisée contrairement au
premier invariant qui est atteint par une métrique réguliére et de plus ils ont obtenu une
solution qui change de signe ( solution nodale) de I’équation de Yamabe, cette derniére
est une équation elliptique d’ordre 2 non linéaire avec exposant critique de Sobolev.

D’aprés ces derniers, c’est une nouvelle technique pour la recherche des solutions qui

8



changent de signe de ’équation de Yamabe en comparaison avec les méthodes classiques.
L’opérateur L, posséde un spectre discret spec(L,) = {A14, A2y ...}, les valeurs propres
Mg < Ag4... apparaissent avec leurs multiplicités et la caractérisation variationnelle

de A, est donnée par :

4(n—1
_ o S ((71_2)) |Vu|?* + S,u?dy,
ueC>® (M), u>0 (fM |u|2dvg)

/\179

Soit (g) = {g = u"""%g , u € C®(M) et u> 0} la classe conforme de la métrique g,
B.ammann et E.Humbert dans leur article [AHO6] affirment qu’il n’est pas difficile de

voir que si > 0, alors I'invariant de Yamabe 1 est donné par :

= inf A ;Vol(M,3)""

g€({g)

ou Vol(M, g) = [,, dvz = [, uNdv, est le volume riemannien de M pour la métrique

§. Les auteurs généralisent cette définition, en introduisant le ™ invariant de Yamabe

1), par :

2/n

oy = ~il&f))\;{;,gvol(]\f, g)" ou k estun entier > 1.
gelg

Avec ces notations i, est invariant usuel de Yamabe. Leur but est d’étudier le
second invariant de Yamabe j, et les motivations étaient de trouver des solutions qui
changent de signe (solutions nodales) de ’équation de Yamabe (1), en particulier la

question majeure était :
Ly est il atteint par une métrique?

Contrairement & I'invariant usuel, ils ont trouvé que p, ne peut pas étre atteint par
une métrique réguliére. En d’autres termes, il n’existe aucune métrique g € (g) vérifiant
~\2/n e e . . , . N

Ho = Ao gVol(M,§)" ", pour trouver des minimiseurs, ils élargissent la classe conforme &

ce qu’ils appellent la classe conforme généralisée de g. Une métrique généralisée est une



“métrique” de la forme § = u""2g, ol u n’est pas nécessairement strictement positive
et réguliere, mais seulement u € LY (M), u > 0 et u # 0. La définitions de \y; et de
Vol(M, g) se généralisent naturellement. Les éléments importants de la résolution sont

les théorémes suivants.

Théoréme 1.3 [AHO06| Soit (M, g) variété riemannienne compacte de dimension n > 3,

alors ., est atteint par une métrique généralisée dans les cas suivants :

n n 2/n
p>0 g < [(1"? 4 (1(Sn)™?]

et

p=0 , py< p(Sy).

Comme la méthode consiste a faire une variation de la fonctionnelle associée au second
invariant de Yamabe sur le plan, alors on est amené & trouver un couple de fonctions

tests appropriées .

Théoréme 1.4 [AHO06] Les hypothése du théoréme précédent sont réalisées dans les cas
suivantes : (M, g) est non localement conformément plate, n > 11 et p > 0 ou bien

(M, g) est non localement conformément plate, =0 et n>9.

Théoréme 1.5 [AHO6] Soit (M, g) variété riemannienne compacte de dimensionn > 3,
on suppose que [i est atteint par une métrique généralisée g = uN2g, alors il existe une
solution qui change de signe (nodale ) w € ¢**(M) de léquation L,(w) = py|ul¥ 2w telle

que lw| =u ot a < N —2.

Définition 1.1 [AH06] Uensemble des zéros de u noté u (o) est appelé I'ensemble

nodale de u, une solution d’ensemble nodale non vide est dite solution nodale.

Remarque 1.1 [AHO06] Si M est conneze, le changement de signe d’une fonction réguliére

u implique que [’ensemble des zéros ufl(o) est non vide.

10



1.3 Premiére partie : Sur le second invariant de

Paneitz-Branson.

1.3.1 Généralité sur opérateur de Paneitz-Branson et motiva-

tion.

La premiére partie de cette theése consiste a faire une étude similaire a celle de Amman
et Humbert mais avec 'opérateur de Paneitz -Branson, un opérateur elliptique du qua-
trieme, conformément invariant et qui fait intervenir une quantité dite ()-courbure qui
est I’analogue de la courbure scalaire S, de I'opérateur de Yamabe, plus précisément
on va faire une généralisation de cette étude sur 'opérateur de Paneitz -Branson. En
1983, Paneitz [Pan84] introduit un opérateur conformément invariant d’ordre 4 défini sur
une variété riemannienne de dimension 4. Branson dans son article [Bra87] généralise
la notion de l'opérateur sur des variétés de dimension n > 5. Soit (M, g) une variété
riemannienne compacte de dimension n > 5, on note par Ric, et S, la courbure de Ricci
et la courbure scalaire. Pour u € C*°(M), opérateur de Paneitz-Branson est donné par

I’expression suivante :

n—4

Pyu = A2u — divy [(A%)du] + Qgu ol

Aju = —divy(Vu) est 'opérateur de Laplace-Beltrami (le laplacien riemannien), A =
a,Sq9 + b,Ricy est un champs de tenseurs deux fois covariant, le symbole # signifie
I'isomorphisme musical c’est & dire si 7" est un champ de tenseurs p fois covariant, 77 est
le champ de tenseurs p fois contravariant défini par T# = C1C3...C2P~ (g7 '®@...0¢7'®T),

1

ou CP est la contraction d’ordre (p,q) et g~' est la métrique inverse de la métrique g,

autrement dit I’expression de la divergence en coordonnées locales est donnée par :

div, [(A#)du} = g¥ [81-(Ajkgkq8qu) — FfjAktgtsasu} ot Aji = anSyg;i + by Ricjy.

11



(n—2)%+4 b o— 4

Ap =

2(n—1)(n—2) ’ n—2
et
1 n® —4n? + 16n — 16 2
— A 2_ 2 _|Ric, 2.
Qo= 3P Y g =2 0 =2

Soit g = g0¥g une métrique conforme a g ol ¢ est une fonction strictement positive
et de classe C>* , N = ﬁ I’exposant critique, la propriété de l'invariance conforme
de Popérateur de Paneitz-Branson se traduit par : pour tout u € C®(M) : P,(up) =
¢ ~1P;(u). En prenant v = 1, on trouve que P,(p) = ”T_‘LQggoN’l. La quantité @, est
dite la Q-courbure de P, qui est ’analogue de la courbure scalaire du Laplacien conforme.

Vu l'utilisation de la méthode variationnelle et le fait que si u € H2 , |u| n’est pas nec-
essairement dans Hz, on constate qu'il y a des difficultés a obtenir des solutions positives,
il n’existe pas de principe de maximum, I’analyse du probléme nous a conduit a consid-
érer I'opérateur de Paneitz -Branson sur une variété d’Einstein, 'opérateur est réduit a

une forme simple et assez particuliere. Si (M, g) est d’Einstein (voir Particle[FHRO05])

I'opérateur géométrique de Paneitz-Branson P, est réduit a :

Pyu = Aﬁu + a, SgAgu + bnSsu.

n?—2n—4 . b_(n—4)(n2—4)
om(n—1) " 16n(n—1)

ou a,=

Une variété riemannienne (M, g) est dite d’Einstein si est seulement si le tenseur
de Ricci Ric, est un multiple de la métrique g par un scalaire réel et dans ce cas la
courbure scalaire S, est constante et les coefficients de I'opérateur P, sont constants
d’ou sa coercivité et la possibilité d’avoir des solutions positives, de plus le choix de
la positivité de la courbure scalaire (S, > 0) nous conduit a la plupart des résultats

souhaités, en premier lieu la remarque suivante :

Remarque 1.2 Lorsque (M, g) est d’Einstein, de dimension n > 5 et de courbure

12



scalaire S, strictement positive on a :

1 1
/ |Au)? + a,S, |Vul? + bpSiulduy | = L/ngudvg = |lu|

une norme équivalent & la norme de H2(M) ou H2(M) est I’espace de Sobolev des fonc-

2

tionsu ,|Vul, |V?u| € L*(M) , munit de sa norme usuelle ||u|| = / |Aul® + |Vul* + u?dv, | et

du coup, on a la coercivité de Py, et la méthode variationnelle sera applicable.

Avant de formuler notre probléme, on a besoin d’introduire quelques définitions et
propriétés.
P, est un opérateur elliptique auto-adjoint, son spectre est discret :

spec(Py) = {A1(g), A2(g), ... } et ses valeurs propres sont telles que

A(g) < A2(g) < As(g) < < Ai(g)+ — +o0.

La k‘m¢ valeur propre \y(g) est définie comme suit :
Définition 1.2 [AH06] La k'™ valeur propre A\i(g) de lopérateur P, est donnée par :

/ |Av|* + a,S, |[Vo]* + bpSzv?duy

)\k(g): mf sup
VeGry(H3(M))  veV\{0} /2(1
vidu,

M

Pour k € N*, Gry(H2(M)) est I’ensemble de tous les sous espaces de dimension k de

H2(M).

Lemme 1.1 [Car01] Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension n,

13



pour tout € > 0, il existe une constante A(e) > 0 telle que
Vue Hy(M) , Jully < (K3 + o)l Aullz + Ae)Jull3

ot N =2n/(n—4) et

on a aussi l’expression suivante :

K2—2 — we.

K5 ? est la meilleure constante de linclusion de Sobolev ||ul|3, < K2||Aul|2 dans le cas

FEuclidien.

Définition 1.3 Une métrique généralisée conforme a la métrique g est une métrique de

la forme g = u¥g ovu € LN(M), u> 0 et non identiquement nulle.

Définition 1.4 Pour toute métrique généralisée g = u'T g, on définit la k™ -valeur

propre A\i(g) de l'opérateur de Paneitz-Branson par

Mo = inf sup I(w) ou I(v)=—-—17-— , k>1
VeGri(H3(M))  vev\{0} /uN—%de
g
M

et Uensemble Gri(H3(M)) est défini par : Soit uw € LN (M) , u > 0 et non identiquement
nulle, Gri(H3(M)) est l’ensemble de tous les sous espaces de dimension k (k > 1) de
H2(M) tel que le sous espace span(vy, ...,v;,) € Gri(HZ(M)) si est seulement si vy, ..., vy,

sont linéairement indépendant sur M \_u~*(0).

Définition 1.5 On définit le k™™ invariant de Paneitz-Branson par

(M, g) = inf Au(g) [vol (M, ik

g€lg

14



ot vol (M, q) est le volume riemannien de M pour la métrique g et

~ N—2 o
[g]z{gzso > g, p € CT(M) 62590>0}
est la classe conforme de la métrique g.

Dans tout ce qui suit (M, g) est une variété d’Einstein compacte de dimension n > 5,

de courbure scalaire S, strictement positive.

1.3.2 Position du probléme

Notre probléme est I’étude des invariants conformes p(M, g), uy (M, g) et py(M,g) et
particulierement p,(M, g) est il atteint par une métrique généralisée?

Naturellement la réponse a ce probléme n’était pas simple, elle a évoqué une chaine de
questions intimement liées entre elles, en d’autres termes, il faut répondre aux questions
suivantes :

Les valeurs propres de P, sont elles atteintes ? Les solutions correspondantes sont
elles réguliéres 7

Comment régler la positivité de la solution correspondante a la premiére valeur pro-
pre?

Par analogie avec le probléme de Yamabe, en introduisant I'invariant usuel de Paneitz-

/ vPvdu,

Branson p :

v T
( / vNdvg) v
M
1 est il atteint?
Le premier invariant conforme p, = ;&E}Al@ [vol (M, 5)]% existe il 7 Quelle est

Iestimation de y,7 est il atteint 7 p est il égal a p;?
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Le second invariant conforme p,(M, g) = giél[g]/\g(E) [vol (M, ﬁ)]%existe il 7 Quelle est
I'estimation de 57 115(M, g) est il atteint par une métrique généralisée? ...etc.

Voici les résultats les plus importants, ils sont classés dans 1’ordre de progression des
idées. On espére que le lecteur aura une idée simple et globale sur le contenu de cette

premiere partie.

1.3.3 Présentations des résultats de la premiére partie.

Nous avons obtenu les résultats suivants :

1) Valeurs propres:

Proposition (3.1) : Soit A; 5 la premiére valeur propre de P;. Pour chaque métrique
généralisée g = T g, il existe une fonctions v non identiquement nulle de HZ(M)

solution au sense faible de 'équation P,(v) = A\; ju™ ~2v vérifiant / uN20idv, = 1.

M
Proposition (3.2) : Soit v la solution construite précédemment, on pose E = {w €

H2(M) telle que u"z w # 0 ,/uN_2w2dvg =1et /uN_2wvdvg = 0}. L’ensemble £

M M
n’est vide.

Proposition (3.3) : En posant \; , = in]l?E I(w), il existe une fonction w non identique-
’ we

ment nulle de H3 (M) solution au sense faible de Péquation Ly(w) = X ju™ 2w vérifiant
/uN2w2dvg =1 et /uNzwvdvg =0.
M M

Proposition (3.4) : On a toujours /\'ng = Ag,5 OU \g 5 est la deuxiéme valeur propre de
P-

.
2) Positivité de la solution correspondante a la premiére valeur propre :
Proposition (3.5) et ( 3.6) : Si la métrique g est réguliere (v € C°(M)), alors les

solutions v ,w sont de classe C*°. A partir de la solution v, on construit une autre

fonction f strictement positive de classe C* solution de 'équation P,(f) = A\ juN=2f

avec la contrainte /uN2f2dvg =1

M
3) l'invariant usuel de Paneitz-Branson p (M, g) est toujours atteint par une
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métrique conforme.

Proposition (3.7) : En introduisant I'invariant usuel de Paneitz-Branson (M, g) et
lorsque (M, g) est non conformément plate de dimension n > 9, on a toujours p atteint
par une métrique conforme, autrement dit, il va exister u € C*°(M), u > 0 solution de

I'équation Pyu = pu™~' vérifiant / uNdv, = 1.

M
4) Existence de p; et son eventuelle égalité avec .

Théoréme (3.2) : Le premier invariant u, (M, g) < u(M,g) et si p, < Ky? , alors
iy (M, g) est atteint par une métrique généralisée, en d’autre termes ils existent deux
fonctions u , v non identiquement nulles telles que u € LY (M) ,v € HZ(M) , v > 0 et
qui vérifient I'équation P,(v) = pyu™"?v faiblement.

Proposition (3.8) : Les fonctions u, v sont égales et de plus v > 0 et de classe C*°(M)

Proposition (3.9) : p, est égal a p.

La proposition (3.9) permet de justifier la généralisation des invariants conformes
d’ordre supérieurs.

5) Etude du second invariant conforme:

Proposition (3.10) : Une inégalité de type de Sobolev relice & p, : Yu € LY (M)
,Yv € H3(M) , on a

/UN_2U2dUg < 2_74(}(3 + 8)/ |Av|? dv, + a(e)/devg L/uNdvg
M

M M

Sk

Lemme (3.6) : la convergence faible des suites minimisantes v,, , u,, entrainent que
U (v —0)2dog = 1 — [, uN 202, + o(1).
6) Le second invariant conforme est atteint par métrique généralisée.

Proposition (3.12) : Soit g,, = u)\~2g une suite minimisante de p,, alors ils existent
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v >0, w € Hi(M) solutions au sense faible des équations :

L,(v)=muN 20 et Ly(w) = pyu”w

ou fi; = ligln)\lm et u est la limite faible de u,, dans L™ (M).

Le théoréme (3.3) et la proposition (3.14) nous permettent de conclure que : Si i, K22 n <
1, alors [, uN?v?dvy = [, uN " Pwidu, = 1 et [}, u™N " Pvwdv, = 0, les fonctions u, v et
w sont non identiquement nulles et p, est atteint par métrique généralisée.

7) Estimation de p,.

Théoréme (3.4) 3 Lorsque (M, g) est non conformément plate et n > 12, alors
o < |(B52)E g |

D’ou la condition du Théoréme (3.3) est toujours réalisée, pu, K. 32_% <1

8) Application.

Théoréme (3.5 ) : équation Pyw = p,u™ 2w posséde une solution w qui change de

signe.

1.4 Deuxiéme partie : Le second invariant de Yam-

abe singulier.

1.4.1 Généralité sur Popérateur de Yamabe singulier et moti-

vation.

F. Madani dans sa thése sous la direction de T. Aubin considére " le probléme de Yamabe
avec singularité " les résultats obtenus sont publiés dans [Mad08]. Il introduit une certaine
singularité sur I’équation de Yamabe en d’autres termes la métrique g est choisie réguliére
sur M sauf en un nombre fini de points ou elle presente des singularités. Etant donnée
(M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3, soit(H) I’hypothése

suivante : on suppose que ¢ est une métrique dans I'espace de Sobolev HY(M,T*M ®
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T*M) avec p > n et qu’il existe un point p € M , ¢ > 0 telle que g est réguliére
dans la boule B,(d). On note par 7*M le fibré cotangent de M, I'espace de Sobolev
HY(M,T*M @ T*M) est 'ensemble des sections ¢ (des tenseurs 2 fois covariants) telles
que en coordonnées locales, les composantes ¢;; de g sont dans HY(M) [Mad08]. On
rappel que HY (M) = {u € LP(M), |Vu| € LP(M) et Ayju € LP(M)}.

L’hypothese (H) définit la notion de “singularité”:

Par le plongement de Sobolev : H}(M) c C™(M) si 0 > % — Emon a
HY (M, T*M @ T*M) C C*(M, T*M ® T*M), donc une métrique qui vérifie 'hypothése
(H) est de classe C'. Les symboles de Christoffels sont dans HY(M) C C°(M), les
composantes du tenseur de la courbure de Riemann, les composantes du tenseur de la
courbure de Ricci et la courbure scalaire sont dans LP(M), en particulier I’équation de
Yamabe Au + %Sg = klu|N"2u est singuliere (S, € LP(M)).

Sous I’hypothese (H) et lorsque (M, g) est non conforme a la sphére S,, F.Madani
a montré qu’il existe toujours une métrique § = u”"2¢g conforme & ¢ de courbure
scalaire S; constante ou w € Hj(M) et u > 0. La méthode de résolution du probléme
de Yamabe avec singularités est la suivante : Soit § = u”~2g une métrique conforme &
gouu€ HY(M)etu>0et N=2n/(n—2). On pose

(n—2)

L, —A4- 72
e TE s R

Par analogie L, est appelé I'opérateur de Yamabe singulier. De plus L, est faiblement

conformément invariant, cette propriété se traduit par une relation entre les courbures

(n—2)
4(n—1)

scalaires de g et de § : Au + S,u = S;lulN"2u , comme conséquence résoudre le
probléme de Yamabe singulier est équivalent & trouver une solution strictement positive
u € HY(M) de l'équation

Ly (u) = klu|*"*u, (2)

ou k est une constante.

Pour obtenir des solutions de I’équation (2), on définit le nombre :

19



= inf  Y(u).

wEHE (M),u>0

Avec

4(n
(IM ’u’NdUg)2/N

Jo IVul? + 525 SguPd,

Y(u) =

Maintenant p est appelé 'invariant de Yamabe avec singularités (I'invariant de Yamabe
singulier). En écrivant 1’équation d’Euler-Lagrange associée & Y | il y a une correspon-
dance entre les points critiques de Y et les solutions de équation L,(u) = klu/V2u.
En particulier, si u est strictement positive, u € H5(M) , minimise Y alors u est
une solution de I’équation et § = u”~2g est la métrique recherchée, elle est de courbure
scalaire constante et p est atteint par une métrique conforme particuliére. La résolution

de ce probléme passe par les théorémes suivants.

Théoréme 1.6 [Mad08 Sip > n/2 et p < K2, alors l'équation (2) admet une

solution strictement positive u € H5(M) C C*"PLA) (M) . [n/p] est la partie entiére de

n/p, B € (0,1) qui minimise Y, ou K? = n(n4_1)w;2/n avec w, le volume de S,.

Remarque 1.3 Sip > n, alorsu € HY(M) C C*(M).

Théoréme 1.7 [Mad08] Soit (M, g) variété riemannienne compacte de dimensionn > 3.
g est une métrique qui vérifie ’hypothése (H). Si (M,g) est non conforme a la sphére
Sy, alors 1 < K2,

Théoréme 1.8 [Mad08] Sur une variété riemannienne compacte (M, q), si u > 0 est
une solution faible non triviale dans HZ(M) de l'équation Au-+hu =0 avec h € LP(M)

et p > n/2, alors u € CY/PLA (M) et est strictement. [n/p| est la partie entiére de
n/p, B €(0,1).

proposition 1.1 [Mad08] Soit g € HY(M, T*M QT*M) une métrique riemannienne sur

M avec p > n/2. Si g = uN"2g est une métrique conforme particuliére ¢ la métrique
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g vérifiant w € HY(M), u > 0, alors L, est faiblement conformément invariant en ce
sens

Yo e HY (M) , |u|N""Li(v) = L,(uv) faiblement.
De plus si > 0, alors L, est coercif et inversible.

Ces théorémes résolvent le probléme de Yamabe singulier.

Dans ce qui suit, g est une métrique qui vérifie 'hypotheése (H). F. Madani [Mad08§]
a montré que ’équation de Yamabe singuliére posséde une solution strictement positive.
Naturellement on se pose la question suivante : 1’équation de Yamabe singuliere possede-
t-elle- une solution qui change de signe (nodale)? La recherche de cette solution nous a
conduit & une étude analogue a la premiére partie.

Maintenant on introduit le premier invariant de Yamabe avec singularités et le sec-
ond invariant de Yamabe avec singularités respectivement ( le premier invariant de
Yamabe singulier, le second invariant de Yamabe singulier ), puisque S, € L*(M),
notre opérateur L, restera elliptique et auto-adjoint sur M, son spéctre est discret
spec(Ly) = { M1y, A2y ...}

Ses valeurs propres sont telles que A\, < Agg... .

La caractérisation variationnelle de \;, est donnée par :

N - Ly (IVul® + 4((7;__21)) S,u?)dv,
l,g —

ue H2(M)u>0 (f3y lul?dvy)

Soit (9) = {g = uN"2g , u € C®(M) et u > 0} la classe conforme de g et soit [g] =
{g=uN"2g,ue HY(M) et u > 0} la classe conforme particuliere de g. Soit k € N*, on
définit le k™ invariant de Yamabe singulier p, par

2/n

y, = inf A\, 5V ol(M, §)
g¢€ldl

Avec ces notations, j; est le premier invariant de Yamabe singulier, entre autre

pour trouver des minimiseurs, on élargit la classe conforme particuliére a une classe
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de métriques dites généralisées ot ces éléments sont de la forme § = u2g avec
2/n

we LN(M),u >0, u # 0, de méme les définitions de A,; et du Vol(M,g)

généralisent naturellement.

1.4.2 Position du probléme

Notre probléme est ’étude des invariants conformes singuliers p, (M, g) et uy(M,g) et

particuliérement,

po (M, g) est il atteint par une métrique généralisée?

1.4.3 Présentations des résultats de la deuxiéme partie.

Comme pour la premiére partie et puisqu’il s’agit de faire une étude analogue avec
lopérateur de Yamabe singulier, aussi il faudrait répondre a plusieurs questions.

Les résultats les plus importants seront classés dans l'ordre évoquant a la fois la
question et sa réponse. On espére que le lecteur aura une idée générale sur le contenue
de cette deuxiéme partie, la coercivité de 'opérateur et I’étude de I'invariant usuel p ont
été établis par F. Madani [Mad0§] .

1) On montre que la fonctionnelle est bornée inférieurement.

Proposition (4.3) étapel : L’hypothése p > n est heureusement suffisante pour assurer
que la fonctionnelle est bornée inférieurement et que les valeurs propres sont finies.

2) Etude des valeurs propres.

Proposition (4.3) étape 2 : Si > 0, alors pour tout u € LY (M), ils existent deux

fonctions v , w appartenant & HZ(M) avec v > 0 solutions au sens des distributions de

_ N-2 _\/  N-2
Ly(v) = Mgu™ v, Ly(w) = Xy gu” w
vérifiant :
/uN 2widv, = /uN_zvzdvg =1, /uN_Qwvdvg =0
M M M



et on a toujours /\’279 = A3

3) Existence du premier invariant conforme .

Lemme (4.3) : Si p > n, alors on a toujours p; < p.

Théoreme (4.6) : Si pu > 0, alors p; est atteint par une métrique généralisée § =
uN72g, en d’autres termes ils existent u € LY (M), v € H2(M) ot v > 0 solutions de
Péquation Ly(v) = pyu~2v et qui vérifient ), u™~"2v?dv, = 1.

Théoréme (4.7) : Les fonctions u et v sont égales.

4) Egalité entre et p.

Théoreme (4.9) : Si p > 0, alors p; = p.

5) Existence du second invariant conforme /.

Théoreme (4.12) : Si 1— 2 K 211, > 0, alors jui, est atteint par une métrique général-
isée.

Théoréme (4.13) : Si puy < K72, encore p, est atteint par une métrique généralisée.

Théoréme (4.14) : Soit (M, ¢g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3.
Sous I'hypotheése (H ) et supposons que i, est atteint par une métrique généralisée
g = uMN72g, alors équation L,w = py,u™ 2w posséde une solution w € C*(M) et qui

change de signe, de plus ils existent deux réels a , b > 0 tels que
u=aw; + bw_

ol wy = sup(w,0) et w_ = sup(—w,0) .

6) Estimation de .

A Taide de la conjecture d’Aubin et de I’hypotheése "g est réguliere dans la boule
B,(0) pour un certain point p € M avec J > 0", le méme argument de Ammann et
Humbert [AhO6] reste vrai dans notre cas et on obtient le théoréme suivant:

Théoreme (4.14) : Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3

et sous 'hypothése (H), i, est atteint par une métrique généralisée dans les cas suivant

Si (M, g) est non localement conformément plate, n > 11 et p > 0, alors p, <
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[(Mn/2 + (K—2)n/2]2/” ‘
Si (M, g) est non localement conformément plate, u = 0et n > 9 , alors u, < u(K~2).

D’ou les conditions des théorémes (4.12) et (4.13) sont réalisées.

1.5 Troisiéme partie : Sur les solutions nodales d’une
équation non linéaire de type Paneitz-Branson

avec exposant critique

1.5.1 L’opérateur de Paneitz-Branson et les motivations de son

étude la courbure scalaire est négative.

En 2012 S.E. Sayed publie un article intitulé : La deuxiéme valeur propre de 'opérateur
de Yamabe et applications, ce dernier constitue une partie de sa thése de doctorat dirigée
par E. Humbert. Inspiré par les observations de B. Ammann et E. Humbert[ElSay12],
elle exploite la deuxiéme valeur propre As(g) de I'opérateur de Yamabe pour 1'existence
des solutions nodales de I’équation de Yamabe dans un cadre générale, plus précisément
lorsque l'invariant usuel de Yamabe pu est négatif (u < 0), en d’autre terme 1'opérateur
de Yamabe n’est plus nécessairement coercif, en utilisant un raisonnement par absurde,
elle a obtenu des suites minimisantes qui convergent faiblement vers des solutions et
finalement elle a trouvé des solutions qui changent de signe de 1’équation de Yamabe
(solution nodales).

Dans son article elle explique comment le signe de A\y(g) est relié a l'existence des
solutions nodales, elle donne aussi d’autre propriétés, par exemple le signe des valeurs
propres est un invariant conforme, une relation entre I'invariant conforme et la topologie
de la variété, elle montre que la méthode utilisée par [AHO6] se généralise au cas u(M, g) <
0 lorsque A2(g) > 0. Spécialement quand la deuxiéme valeur propre A\y(g) < 0 et sans

aucune autre condition, elle obtient des solutions nodales de ’équation de Yamabe avec
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une méthode complétement différente. L’auteur obtient plusieurs résultats dont on cite

deux qui sont a la base de nos inspirations.

Théoréme 1.9 [ElSay12] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 3 ou son invariant de Yamabe p(M,g) < 0, on note par Ay la deuziéme valeur
propre de l'opérateur de Yamabe L, alors si Ay <0 ow si Ay > 0, (M, g) non localement
conformément plate et n > 6 : il existe une fonction w qui change de signe, solution de
Uéquation Lyw = elw|N 2w, ote =41 8iAa>0,e=—158 A<0ete=0si\=0.

De plus w € C**(M), pour tout « < N —2 .

proposition 1.2 [ElSay12] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n > 6, supposons que M non localement conformément plate et son invariant de

Yamabe (M, g) <0, alors py(M,g) < p(Sy).

La troisiéme partie est un complément de la premiére partie, en considérant cette
fois que la courbure scalaire de la variété est négative et on préfére mettre cette partie
dans cet ordre en suivant I’évolution de cette thése dans le temps, c’est a dire aprés la
publication de notre deuxiéme partie en 2012. Dans tout ce qui suit (M, g) une variété
d’Einstein compacte de dimension n > 5 et de courbure scalaire strictement négative, en

sait que 'opérateur géométrique de Paneitz-Branson P, est réduit a

Pyu = Aiu + a,SgAgu + bnSgu ,

_n?P—2n—4

. - (n —4)(n? —4)
" 2n(n—1)

16n(n — 1)2

et b, =

Dans la premiére partie, on a introduit les définitions des valeurs propres A\x(g) et on a

défini le ™ invariant de Paneitz-Branson par

3|

(M, g) = inf \e(G) [vol(M, )]

g€lgl
On remarque que lorsque S, est négative, les valeurs propres peuvent étre négatives.
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1.5.2 Position du probléme

Dans cette troisieme partie, contrairement a la premiere partie, la courbure scalaire S,
< 0.

Notre probléme est d’étudier encore les invariants conformes de Paneitz -Branson et
particulierement (M, g) = gig[g]/\2@) [vol (M, §)]% et quand est qu’il est atteint 7

Lorsque S, < 0 il n’est pas difficile de voir que 'opérateur n’est pas nécessairement
coercif, pour cela on a exploité les idées dans [ElSay12| pour contourner cette difficulté et
pouvoir encore utiliser la méthode variationnelle et naturellement on a réussi & répondre
aux questions suivantes :

Notre fonctionnelle est elle bornée?

Les valeurs propres sont elle atteintes? Peut-on avoir la positivité des solutions?

Peut-on trouver des solutions qui change de signes correspondantes aux valeurs pro-
pres?

L’invariant standard de Paneitz-Branson p(M, g) est il atteint ?

Le premier invariant de Paneitz-Branson p, (M, g) est il atteint? Quelle estimation
de 111(M, g)

Est ce qu’il y a égalité entre pu(M,g) et p (M, g)?

Le second invariant de Paneitz-Branson p,(M, g) est il atteint? Quelle estimation de
ws(M,g) ....etc.

Voici les résultats les plus importants, ils sont classés dans 1’ordre.

1.5.3 Reésultats de la troisiéme partie.

1) La suite minimisante de \;; est bornée dans HZ (M)

Proposition (5.2) : Soit g = u'T g une métrique généralisée conforme a la métrique
g, on suppose que u > 0. Alors toute suite minimisante de);(g) est bornée dans HZ(M)
et A\1(g) > —o0.

Proposition (5.3) : Supposons que \;(g) < 0, alors il existe u € LY (M) , u # 0 et
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u > 0 vérifiant

A(g) =—oc0 ou g= UN_QQ-

2) Etude des valeurs propres :

Proposition (5.4) : Pour toute métrique généralisée g = u'T g conforme g, supposons
que u > 0. IIs existent deux fonctions v, w € H2(M) solutions au sens faible des équations
Pov = MuM v et Pw = X(9)|u|V 2w avec les contraintes [ u’N"2v%dv, = 1,

g g g g g
M

/uN_szdvg = 1et /UN_szdvg = 0, en particulier si u € C®(M), alors v,w €

M

M
C*>(M).

3) Le signe des solutions:

Proposition (5.5) : lorsque g est dans la classe conforme et si A\1(g) < 0, alors v est
une solution qui change de signe et si A;(g) > 0 aucune conclusion sur le signe de v.

4) Estimation de p et son existence :

Proposition (5.6) : Lorsque (M, g) est non conformément plate et n > 9, on a toujours
w(M, g) < K52 et u(M, g) est atteint par une fonction de classe C*+*(M).

5) Etude de ;, et son existence:

Proposition (5.7) : Supposons que \;(g) < 0, alors py(M,g) — —oo et on a toujours
w(M, g) > —oo contrairement a p, (M, g).

Théoréme (5.2) : Si Ay(g) > 0. Alors (M, g) > 0 et ils existent deux fonctions non

triviales u € LY (M) , v € H3(M) solution de

Lyv = (M, g)|u|V 20 et  vérifiant /uN2v2dvg =1
M
en d’autres termes p, (M, g) est atteint par une métrique généralisée.
6) Estimation de p, :
Théoreme (5.3) : Lorsque (M, g) est non conformément plate, n > 9 et pu(M,g) <0
alors 11,(M, g) < K32
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On distingue deux cas intéressants : soit A\1(g) > 0, soit A\1(g) < 0 et Az(g) > 0 pour
I'existence de p4(M, g).

8) Existence de p, :

Théoréme (5.4) : Si py(M,g) < Ky 2, alors uy(M,g) est atteint par une métrique
généralisée, autrement dit ils existent deux fonctions non triviales u € LY (M) , w €

HZ(M) solution de équation Pyv = pio(M, g)u™ 2w,

1.6 Généralité et définition

Dans cette partie on rappelle uniquement quelques définitions ou théorémes qui seront
utiles par la suite, le lecteur sera contraint de connaitre un minimum de géométrie dif-

férentielle.

Définition 1.6 [AH006] On dit que la métrique § est conforme a la métrique g ssi g = fg
ot f est une fonction de classe C™ strictement positive, l'ensemble (g) ={ fg , f € C*

et f >0} est dit la classe conforme de g .

Définition 1.7 [Heb97 Soit (Q2,€) une carte de M en x. La courbure scalaire de (M, g)

est la fonction de M dans R donnée par Uexpression Sy(z) = g”(z)Rij(z) = 9" (2)g* () Raig; (2)
avec R;j(x) = g°%(2) Raip;i (). La sommation des indices est suivant la convention d’Einstein,

en coordonnées locales, les g¥ sont les composantes du tenseur métrique inverse g—', Ry

sont les composantes du tenseur de Ricci Ricy et les Riq s sont les composantes du tenseur

4 ore.  ar . 1
de Riemann Rmyg, les Raig; = 5, — 5. + g, 0F —T5F ot 2 = Do(uo&™)(&(x))
n’est que la dérivée partielle de la fonction u, les Ffj = %gkm(%’T“jﬂ” Bg_;,: — gi—ii) sont les

symboles de christoffel de la connexion de Levi-civita associée, les R;qj3 sont les fonctions

des dérivées secondes de g;;.

Définition 1.8 [Heb97] On dit que la variété (M, g) est conformément plate si en tout
point p de M, il existe un voisinage ouvert U de p et une métrique gy conforme a g telle

que le tenseur de courbure Rmy, est identiquement nul sur tout U .
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Définition 1.9 [Heb97] Une variété riemannienne (M, g) est dite d’Einstein si est seule-
ment si le tenseur de Ricct Ricy est un multiple de la métrique g par un scalaire réel et

dans ce cas la courbure scalaire S, est constante .

Définition 1.10 [Heb97 Soit (M, g)une variété riemannienne de dimension n, p > 1
un nombre réel, k et r sont deuz entiers naturels. L’espace de Sobolev H, (M) est le

complété de Uespace {f € O°(M) , |V'f| € LP(M) lorsque 0 <1<k} pour la norme

k
1z = DNV
=0

” oy i 92u Tk Ou . . . N
Définition 1.11 [Heb97] Aju = —g"( B0 I 52) est le laplacien riemannien ot
2 z N 7z N 2z
% , aj 5 sont les dérivées partielles de u en coordonnées locales.
J 7

Théoréme 1.10 [Heb97] Soit p €]1,+00[ et (u;)ien une suite bornée dans LF(E) qui
converge presque par tout vers u, alors u € LP(E) et (u;) converge faiblement vers u dans

L?(E).

Définition 1.12 [Heb97] Un espace de Banach E est réflexif si et seulement si sa boule
unité fermée est faiblement compact. Puisque les espaces de Sobolev sont réflexifs, on

utilisera ce théoréme comme suit :

Théoréme 1.11 [Heb97) Si on a une certaine suite de fonctions (u;)ien bornée dans

H?(M), alors il existe une sous-suite (u;)ien qui converge faiblement vers uw € HZ(M) et
timin il > ol

Définition 1.13 [Heb97] Soit (M,g) une variété riemannienne de dimensionn > 3, le
tenseur de courbure de Weyl W est définie par le champ de tenseurs quatre fois covariants
dont les composantes sont : Wijn = Rijn — ﬁ(Rikgﬂ — Rugjr + Rjgi — Rjrgji) +

R
m(gikgﬂ — Gigik)
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Le tenseur de Weyl est obtenu a partir du tenseur de courbure de Riemann, en
recherchant un tenseur invariant par transformation conforme de la variété : si § = e/g
est une métrique conforme a g alors Wj; = e/ W,.

Le tenseur de Weyl est identiquement nul si la variété est de dimension 3 ou si elle

est conformément plate .

Théoréme 1.12 [Heb97] (Théoréme d’inclusions de Sobolev). Soit (M, g) une variété

riemannienne compacte de dimension n.

1

1) Si k et | deux entiers(k > | > 0), p et ¢ deux réels (p > ¢ > 1) qui vérifient
% — =L alors H}(M) est inclus dans H}'(M) et cette inclusion est seulement continue.
2) SireNet =L > % alors I'inclusion H{ (M) C C"(M) est continue.

Remarque : Dans tous les cas H](M) ne dépend pas de la métrique g .

Théoréme 1.13 [Heb97) Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, k un entier
naturel, p et q deuxr nombres réels qui vérifient 1 > i > % — % > 0, alors linclusion

H}(M) C LP(M) est compacte.

Définition 1.14 [Mad08] Soit (M, go) une variété riemannienne compacte de dimension
n. On note par T*(M) le fibré cotangent de M. L’espace Hj (M,T*M & T*M) est
Uensemble des sections g (des tenseurs 2 fois covariants) telles que dans toute carte
locale, les composantes g;; de g sont dans H}. L’espace Hy, (M, T*M & T*M) ne dépend

pas de la métrique gg.

Définition 1.15 [Heb97) Les deux variétés (M, go) et (N, g1) sont conformément difféo-
morphe s’il existe un difféomorphisme ® de M dans N telle que l’image réciproque ®*g;
appartient & la classe conforme de go. Si (Q2,) et (', ) sont deuz cartes de M et N
telles que ®(Q2) C U, Uexpression de (9*gy);; est donnée par :

! B
@0 = (@)ool GG
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ot g1(P(x))ap sont les composantes de g dans la carte (S, p) et on diras que ® est
difféomorphisme de classe C* de M sur N, si ® réalise une bijection de M sur N ot ®

et ®~1sont respectivement de classe C*sur M et surN.

Théoréme 1.14 [Heb97] (Principe du mazimum ) : Siu satisfait l'inégalité différentielle
(L+h)u>0

avec h < 0, et L uniformément elliptique dans €2 ou L = Z aij%—i-z blg—; et ) C
4,j+1 i=1

R™ est un domaine borné. Si de plus les coefficients de L et h sont(localement) uni-

formément bornés (ou bien continus). Si u atteint son maximum positif sur S, on a

u=M.

Théoréme 1.15 [Heb97] Soient Q un ouvert de R et L un opérateur linéaire d’ordre 2
uniformément elliptique qui s’écrit sous la forme L(u) = a”d;;u+ b'0;u+ hu ot a;j, b; et
h sont des fonctions bornées dans C*, k € N. Soit u une solution de l’équation Lu = f
au sens des distributions. (i) Si f € C*(Q), alors u € C*2(Q). (ii) Si f € HL(Q) alors
u € Hi 5().
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Chapitre 2

Second invariant de

Paneitz-Branson.

2.1 Généralité

En 1983, Paneitz [Pan83] introduit un opérateur conformément invariant d’ordre 4 défini
sur une variété riemannienne de dimension 4. Branson|[Bra87] généralise la définition de
I'opérateur sur des variétés de dimension n > 5. Soit(M, g) une variété riemannienne
compacte dimension n > 5, on note par Ric, et S, la courbure de Ricci et la courbure
scalaire g, pour u € C*°(M) Popérateur de Paneitz-Branson est donné par ’expression

suivante :

n —

4
Q.

Pyu = Alu — divy [(A%)du] +

Agu = —divg(Vu) est Popérateur de Laplace-Beltrami (le laplacien riemannien),

Ay = anSyg + bpRicy est un champs de tenseur deux fois covariant, le symbole #

signifie I'isomorphisme musical,

(n—2)+4 b — 4
2n—1)(n—2) > " -2

Ap =
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et

1 n® —4n? +16n — 16 _, 2

Qg = jAgSg +

8(n—1)2(n—2)2 "9 mmw '

L’expression de la divergence en coordonnées locales est donnée par :
divg [(A#)du] = g" [6,-(Ajkgkq8qu) — FZ-AktgtS@Su]

ou Aji = a,Sy9; + by Ricji. Soit g = goyg une métrique conforme a g ot p € C*°(M)
strictement positive et N = % est 'exposant critique, la propriété de l'invariance
conforme de l'opérateur de Paneitz-Branson se traduit par : pour tout u € C*(M) ,
P,(up) = ¢ "' P;(u). En prenant u = 1, on trouve que P,(p) = %Q§¢N*1 [VHRO5] .
La quantité @), est dite la Q)-courbure de P, qui est I’analogue de la courbure scalaire du
Laplacien conforme. Si (M, g) est d’Einstein, 'opérateur géométrique de Paneitz-Branson

P, est réduit a

Py = A?]u + a,S;Agu + bnSZu

(n— D) (n2 =4
16n(n — 1)2

n?—-2n—4

¢ 2n(n —1) ¢

Rappellons qu’une variété riemannienne (M, g) est dite d’Einstein si est seulement si
le tenseur de Ricci Ric, est un multiple de la métrique g par un scalaire réel et de plus

sa courbure scalaire S, est constante et on a toujours

(anSg>2

Sg }2
4

> 0.

Soit H3(M) Yespace de Sobolev des fonctions u ,|Vu|, |V?u| € L*(M) munit de la
1

2

norme équivalente ||u|| = / |Aul® + |Vul® + u?dv, | . Du théoreme(13) des injections

de Sobolev [Heb97], on a H3(M) s’injecte dans LY(M) ou 1 < ¢ < N = 2n/(n — 4) et
cette injection est compacte lorsque g < N.

P, est un opérateur elliptique auto-adjoint, d’oti son spectre est discret :
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spec(Py) = {M(9), A2(g),... }et ses valeurs propres sont telles que :

A(g) < A2(g) < Asg) < < Ai(9) — +o0

La k*™m¢_valeur propre \;(g) est caractérisée par la définition suivante :

Définition 2.1 La k*™¢-valeur propre \y(g) de 'opérateur P, est données par :

/ |Av[* + 4, Sy [Vo[* + b, S202do,
M

Ae(g) =  inf sup
#(9) VEGT(C>®)  yev\{0} / 2
v3dv,

M

Pour k € N*, Grp(C*(M)) est l’ensemble de tous les sous espaces de dimension k de

C>(M).

Remarque : Si (M, g) est d’Einstein et de dimension n > 3, la courbure scalaire S,

est constante et si de plus elle est strictement positive on a :

> >
L/ |Aul® + a,S, |Vul® + bnSoutdug | = L/uLgudvg = ||u|

qui est une norme équivalent & la norme de HZ(M).

Notation : on pose

_ waLg(w)dvg o ww) — waLg(w)dUg uNdo ) E
Iw) = (fM|u|N—2w2dvg) b lww) (IM|U|N_2w2dU9) (/M @) -

Lemme 2.1 [Car01] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte dimension n, pour

tout € > 0, il existe une constante b(e) > 0 telle que

Vu € Hy(M) , Jully < (K3 +e)l| Aulls + b(e)lfull3 .
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ot N =2n/(n—4) et

avec w, le volume de S,, la sphére unité de R" .

Lemme 2.2 [DHLOO] Soit (S,,h) la sphére unité de R"™', n > 5 et P, l'opérateur de

Paneitz-Branson sur (S, h) alors

/vthdvh

Ky?= if
vEHZ(Sn),v#0
’ ( / oNduvy) ¥
Sn

Lemme 2.3 [DHLOO| Soit (M, g) une variété riemannienne compacte dimension n > 5,
« un nombre positif et b une fonction définie sur M et u € H2(M) une solution faible de

Véquation AZu+ algu+ %QU =bu. Si be Li(M), alorsu € L*(M) Vs > 1.

Définition 2.2 Soit w € LY(M), u > 0 et non identiquement nulle. Gri(H2(M))
est l’ensemble de tous les sous espaces de dimension k (k> 1) de H2(M) tel que le

sous espace span(vy, ..., vy) € Gri(Ha(M)) si est seulement si vy, ..., vy, sont linéairement

indépendant sur M \_u~*(0).

Définition 2.3 Une métrique généralisée conforme a la métrique g est une métrique de

la forme g = u¥g ovu€ LN(M) , u >0 et non identiquement nulle.

Définition 2.4 Pour toute métrique généralisée g = u'st g , la K™ -vyaleur propre Ay ()
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de l'opérateur de Paneitz-Branson est définie par :

Ao = inf sup I(w)  ou I(v)=——— e k>1
VeGri(H3(M))  vev\{0} / oo
ulN =2y
M

Définition 2.5 Le k™ invariant de Paneitz-Branson est défini par :

S

(M, g) = inf}/\k('gv) [vol(M, g)]

g€lg

ot vol (M, q) est le volume riemannien de M pour la métrique g et

l9] = {'gvzs&%g ,p € C™(M) etg0>0}

est la classe conforme de la métrique g.

2.2 Premiére et Deuxiéme valeur propre pour une
métrique généralisée.

Dans tout se qui suit (M, g) est une variété d’Einstein compacte de dimension n > 5, de
courbure scalaire S, strictement positive, N = % est 'exposant critique de I'injection

Sobolev de H3(M) dans les espaces L(M).

Lemme 2.4 Soit u € LY (M) et vy, une suite de H3(M) qui converge faiblement vers v,

alors

/UN_2(|U?R — v*|)dv, — 0.

M

Preuve: Soit A un nombre réel positif, on pose us = inf(u, A). La suite tronquée

(ua)a est monotone, converge simplement vers u lorsque A est trés grand. Du théoréeme
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de la convergence monotone, on obtient

/(uN_2 _ ugﬂ)%d% — 0 quand A tend vers + oo.
M

D’autre part on a,

N-21,2 2 _ N-2,2 2 N-2|,2 2 N-2|,2 2
/u !vm—v‘dvg = /u |vm—v‘+uA |vm—v‘—uA ‘vm—v|dvg
M M

_ N-21,2 2 N-2 _  N-2y], 2 2
= /uA |vm—v‘dvg+/(u —ul} 7Y v, — v?| d,
M M

et puisque u 2 < AN2,

/uN_2 |2, — v*| dv, < /AN_2 |02, — v*| dv, + /(uN_2 — U ") (Jvg| + [v])*dv,.
M M M

Et a 'aide de I'inégalité de Holder appliquée a / (uN 72—l 2

M

)(|vm |+ |v])*dv,, on trouve

/uN_2 ’vfn —v2}dvg < AN_Q/ vz, —vz|dvg

M M
#f  — ay2)P3d0) T Qo + o) Vo)
M M

tenant compte de la convergence forte de v, dans L?(M), le fait que v,, est bornée dans

LN (M) et comme on peut prendre A assez grand, on obtient le résultat. m

proposition 2.1 Pour tout u € LY (M), il existe une fonction v de H3 (M) solution au
sens des distributions de Uéquation L,(v) = A\ gu®™ v vérifiant /uN_szdvg =1, ou

M
A1,5 est la premiére valeur propre de Ly pour la métrique g.
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Preuve: Soit (v,,) une suite minimisante de A;;, une suite v,, € H3(M) telles que

uT v, #0 et
1 fM U Lg (Vi )dv
m ([ [N 20 dv,)

Sans perdre de généralité, on peut toujours normaliser v, par :

— )\1@.

/’u|N—2U2 dv. — 1 car fM/\ULg(/\U)dUg _ fMULg(U>dUg
M e Jar N =2(w)2dvg ([ [ulN"202dv,)

L r, la nouvelle suite
(fM [ul N =202, dvg) 2

(Avp,) est normalisée. Pour un rang m assez grand, on a |[vp,[*> = [}, UnLg(vm)dv, <

D’ou (Avy,) est encore minimisante et avec A =

A1 + 1, notre suite (v,,) est bornée dans Hi(M). Aprés restriction a une sous suite,
il va exister un v dans Ha (M) tel que v,, — v faiblement H3(M), fortement L?(M) et
presque partout sur M , il suit que [,, vLy(v)dv, < liminf [, vy Lg(vm)dv, = A1, du

lemme (3.4) on a
/uN2(v2 —v2) dv, — 0 donc /uN2v2dvg =1,
M M

la fonction v est non identiquement nulle et comme A, ; etant l'inf, il découle que
Il v VLg(v)dvg = A1, en écrivant I'équation d’Euler-Lagrange associé a notre probleme

de minimisation, v est solution au sens des distributions de I’équation

Ly(v) = Al,gUNJU;

et de plus on a HUH% = A3 > 0, en ajoutant et en retranchant la quantité%v de

Péquation A2v + an,SyAgv + b,S;v = Ay gu™ v, on a

(ansg)2
4

2
v = ((a"fg) — bnsg + A gu ).

sz + a, SgAgv +
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Nous avons :
2 2n — 2 4 4
Noog— 2 _p_znzantd ,
n— 2 n—2 n—2

de l'inégalité d’Holder on retrouve :

M M M M

ie uV=2 ¢ Li(M) et d’aprés le lemme (3.3)
ve LX(M).

v est un minimiseur non identiquement nul dans L>(M) de \; ; vérifiant / uN20idv, =
M

1. m

proposition 2.2 Soit v la solution construite précédemment et soit l’ensemble

E={ we H}M) telle que W w#0 ,/uNZdevg =1 et/uN2w'Udvg = 0}.

M M

L’ensemble E n’est pas vide.

Preuve: Soient v,s deux éléments de H2(M) linéairement indépendants, quitte a les

multiplier par des constantes, on peut supposer que : / uN20idv, = / uN2s?dv, = 1.

M M
, . N—2 N-—2 . .
Nécessairement =2 v , u~ 2 s sont non identiquement nulles, posons w = av + s avec

a, f des réels. Trouvant o, tels que w € E ? En multipliant w par u"¥"2v et en

intégrant, on trouve

/uN_2wvdvg =a+ ﬁ/uN_zsvdvg =0
M

M
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i.e
o

/ ulN=2svdv,

M

ﬂ:_

Si /UN_stdvg =0, alors s € E et E est non vide, sinon /uN_stdvg £ 0 d’ou 3 est
M M
bien défini.

De la quantité /uN_ngdvg = 1, on obtient : /uN_2(ow + Bs)?dv, = 1 ie

M M

o+ 37+ 2aﬁ/uN23vdvg =1,
M

/ uN 2 svdv,
M

+
(1—[ [ uN-2svdv,)?)2

M

o =

« est bien défini car /uN_2svdvg < 1. En effet si /uN_stdvg > 1 et d’apreés I'inégalité

M M
d’Holder, on obtient

1< /uN23vdvg = /uN225 u¥vdvg < [/uNQUdeg]%[/ustdeg]é <1,

M M M M

c’est ’égalité dans l'inégalité d’Holder, cela entraine que v sera un multiple de s d’ou v, s

seront linérairement dépendants, ce qui contredit notre hypothése. m

proposition 2.3 Soient u et v les fonctions fizées dans la proposition (3.1), il existe

une fonction w de H3(M) solution au sens faible de Uéquations Lg(w) = Xy ,u™N~?w,

vérifiant /uN2w2dvg =1 et /uNzwvdvg =0 ou Xy, = i%f I(w)
M M
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Preuve: Soit (wy, ) une suite minimisante de Xj, , l.e une suite w, € E telle que

hmemeg(wm>dUg Y.

m ([ uN 2w doy) Y

avec la méme preuve de la proposition (3.1), on trouve un w € L (M) solution faible
de Ly(w) = Xy, u " *w

vérifiant / uN"2w? = 1 et pour l'orthogonalité on a,

M

/uN_Qwvdvg = /uN_2wmv — uN " 2w,,0 + uN_2wvdvg

M M

= /uNQU(w — Wy,)dv, + /uNmevdvg = 0.
M M

En effet la suite w,, € E donc / ul _mevdvg = 0 puis de la convergence faible de

M
wy, vers w dans LY (M), on a

/uNQU(w —wp)dv, — 0 (W20 € L~ dual de LN (M)).

M

proposition 2.4 On a toujours

/ —_—
59 = A2

Preuve: Puisque w € F, les fonctions T ,u¥w sont linérairement indépendantes
donc Vy = span(v,w) € Gry(H2(M)),posons f = av + Sw avec «, 3 deux réels non nuls

et évaluons

P fM ng(f)dUg
- fM uN—2f2dvg

41



sur Vg, nous obtenons

a? [, vLy(v)dvy + B [,, wLy(w)dv,
a? 4 3°

S =

2 2
Q 54 ’
a? + 52 )‘1,5 + a2 + 52 )‘2,@

S =

et comme = 1, alors pour un certain 6 € R, ona: s = Ay 5cos? 4\, ;sin® 0.

2+52 + a2+62

D’autre part
ds

@ = ( /2@ — )\1@) sin 29,

et en tenant compte du fait que :
: : 2
Mg = ;Il;%f <Ny = %1f car £ C Hy(M).

On obtient que A1 est un minimum de s(6) et \j ;(6) est un maximum de s donc

L d
Apg = sup Ju T L)y nggfl -
’ fevo fM“ —2f2dv,

et comme l'infimum de la quantité ?E‘E% sur tous les éléments de Gry(HZ (M)
0
est atteint sur V4, il découle que

/’UP vdv,
M

vea iP(fhﬂ(M) iy = hog
5 (H; UEV\{O}/UN 22,
M

)\/

7g _

Conclusion 1 Pour tout u € Lf (pour chaque métrique généralisée), ils existent deux

fonctions v,w € HZ(M) solutions au sens faible de L,(v) = M\ gu™ 20 et Ly(w) =
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Ao guN 2w vérifiant

/uNQdevg = /uN2'02dvg =1 et /uN2'wvd’Ug =0.
M

M M
2.2.1 Reégularité et positivité de la solution

proposition 2.5 Si u € C®(M) et u > 0, alors toute solution faible de l’équation

Lyv =X " "2 ouXe€R estdeclasse C®(M).

Preuve: Ona L,v = (A+a)(A+b)v = Au’N"2v ol a, b sont des solutions de 1'équation
? + a,S,x + b, S, = o.

Posons z = (A +b)v, on trouve (A+a)z = A "2v, puisque v € HZ, u¥"2v € HZ(M)
et avec le théoreme (2.6), z € HZ(M), puis v € HZ(M) et par récurrence v € HZ(M)

avec k assez grand. A l'aide du théoréme (2.3), on obtient v € C*°(M). =

proposition 2.6 Siu € C(M) et puisque S, est strictement positive, alors ’équation

Lyv = A\ guN"?v posséde encore une solution v € C™ strictement positive vérifiant
/UN_ZUQdUg =1
M

Preuve: Soit v une solution de classe C*®(M) de I'équation L,v = \; ju™ ~2v et soit f

la solution de I’équation

anSy

anSy ,
Af+ 5 f—‘AU-I— 5 Y|

Comme S, > 0, 'opérateur A + @es’c inversible car toutes les valeurs propres du

anS

laplacien sont positives et du coup f existe et elle est de classe 02(‘Av + —H2vlest

continue). SiAv%—%sz, ona f = v, si Av—i—%v <0,onaf=—vetsi

Av + %v change de signe, on pose w = f £ v et on obtient:

anSy
2

Sy
2

an Sy

Aw + w-‘Av—i— v

+ lAv—i— v] > 0.
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anSg

52 > 0, du principe du maximum de Hopf (théoréme (2.5)[Heb97], il suit

Comme
que la fonction —w ne peut avoir de maximum local positif ou nul sans étre identiquement
nulle, autrement dit f = +v et nous n’avons pas f = 4o car si c’est le cas, on retrouve
les cas Av+ @v > 0ouAv+ a”—ZSQU < 0, donc obligatoirement la fonction w est partout
strictement positive. On conclut que w = f+ v > 0, donc f > |v| > 0. De plus, on
a /uN_Qdefug > /UN_QUZdUg = 1, alors soit le réel k tel que /uN_Q(kf)Qd'Ug =1, on

M M M
peut prendre k € |0, 1[. Posons h = kf et calculons la quantité suivante:

/ | AR + @, Sy | VA[* + b, S2h2dvg — My g =
M

kQ/ IAFI?+ anSy [V fI? + 0,82 f2dvg — Ay j =
M

2 Q2

WS a:sS
0 [(af + 25 = D 52, — Ay =
M
252
/{:2/(AU + —an25g v)? — _Cln4 L7+ bnS§f2d'Ug — Ay =
M
2

Q,
(K> — D)5+ kz(bnsj —

512
20) [( = o), <0
M
et comme A; ; est 'infimum, on obtient
/ |AR + @, Sy VA + b,S2h2dvg = Ay 5.
M

Finalement on vient de construire une solution h de classe C* strictement positive de

équation Lyv = A zu’¥ 20, =

Remarque 2.1 On a toujours A\ 5z < Aa 5. En effet si I’y égalité notre v sera solution de

Lyv = Ay gu™~2v, donc v minimise Ny 5 et cela entraine que v € E, ce qui est impossible.
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2.3 L’invariant usuel de Paneitz -Branson u(M, g).

L’invariant usuel de 'opérateur de Paneitz-Branson u(M, g) est défini par :

/ vPudu,

p(M,g)= inf A
VeH2(M),v#£0 5
[/UNdvg]N

M

Apres usage des notations utilisés dans [Car01], on définit I'invariant usuel de Paneitz-

Branson p(M, g) comme suit :

/IAU\2 - /(—anSg)V"vviv+/bnS§U2dvg
w(M,g) = inf I(v) ou I(v)=Y M M

VeHZ(M),v#£0
’ [/devg]fv

M

ot Ay — V' [a,5,Vu] + by S2u = p(M, g) lul V! n’est autre que 'équation d’Euler-

Lagrange correspondante i.e
A2u+ V' [—anSViu] + by Siu = (M, g) lulN T

Remarque 2.2 —a, S, = a et bnSg =h ot a , h comme dans Uarticle [Car01], ce type
d’équation a été étudié par plusieurs auteurs dans un cadre un peu plus général "the
fourth order elliptic equations with critical Sobolev exponent ". D’aprés [Car01] on a le

théoreme suivant :

Théoréme 2.1 On a toujours p(M,g) < K32 Si p(M,g) < K3 Uéquation Alu +

Vi [aVu] + hu = p(M, g) |u|N ™" posséde une solution de classe C** vérifiant /uNdvg =

M
1, de plus si a , h sont constants et que les racines du trinéme x> + ax + h sont positives,

la solution u est strictement positive et de classe C*(M).
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proposition 2.7 Lorsque (M, g) est non conformément plate et n > 9, on a toujours

(M, g) < K3? et que Uéquation A2u — V' [a,5,Vu] + b,S2u = u(M, g) lul V! possede

une solution u de classe C*°(M) strictement positive vérifiant /uNdvg =1.

M

Preuve: On a par définition,

(M, g) < I(1)

1) Si p(M,g) = I(1), cela entraine que u = 1 est solution, le (M, g) est atteint par

une C*°(M) positive fonction u telle que / uNdv, =1 et aussi on a la valeur de p,

M

BIES

(M, g) = b,S2 [vol(M, g)]* > 0.

2) Sinon u(M,g) < K52 En effet, soient zp un point de M, & un réel strictement
positif suffisamment petit, B,,(J) la boule de centre au point z, et de rayon § et 1 une

C fonction telle que :
si @ € Byy(9)

1
nw) = {0 si @€ B,y (20)

Posons

n—4

g.=n(r"+e) =,

la fonction ¢, € H3 et r = d(x,zg). Pour n > 9, voir [ER02] on a :

onen—4 n en—8 n—=8

2
/¢€Pg¢gdvg:n(n_4)(n2_4)w [ Weyly(wo)] +O<€1 )’
M

ot |[Weyl,(xo)| est la norme du tenseur de Weyl au point z et ¢, > 0,

9 2n—4€n—4

Nip )y v =~ ™.
( /M oV dv,) o)

[Wn] n
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Maitenant en calculant le rapport suivant,

fM . Pyo.dv, _n (n—4) (n*—2)
(fM ¢évdvg)% 16

4
Y(,) = wh — Cn |Weyly(wo)[* e + 0(e*)
l.e

Y(6.) = K2 — & [Weyly(0)]” €* + 0()

Comme |Weyl,(xg)| # 0, alors
Y(¢.) = K;? —cs* +0(g")  avec ¢ > 0,

on déduit que

Y(¢) < Ky*

et comme p(M, g) étant I'inf, on aura (M, g) < K, 2, d’aprés le théoréme (3.1) de [Car01]
I’équation posseéde toujours une solution de classe C*®et comme le trinome 2% — a,, S,z +
bnSS posséde des racines strictement positives, u est de classe C*°(M) et est strictement

positive. En effet le discriminant (—a,S,)* —4b,52 = a. S} —4b,S; = 4(~3- a”S" — 0,52) =

4[%]2 > 0, le trinome 22 — anS x —|—bnS§ possede deux solutions strictements positives

anSg—2—2=

orsaue 1 2 9+ a1 = S — hs (0, — )~ (5 - sk -

anSg+2

% > 0. Le méme résultat découle aussi du principe

1S, (i) > 0 et xp =

du maximum décrit dans l'article [ER02]. =

2.4 L’existence du premier invariant de Paneitz -
Branson (M, g).

Définition 2.6 On definit le k™™ invariant de Paneitz-Branson par

Sl

pp(M, g) = inf /\k( ) [vol(M, g)]

g€lg]
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ot vol (M, q) est le volume riemannien de M pour la métrique g et

~ N—2 0o
[9]={g=90 29,0 €CP(M) 6t90>0}
est la classe conforme de la métrique g.

Définition 2.7 Le premier invariant de Paneitz -Branson est donné par :

4/n

w1 (M, g) = inf \y jVol(M, g) ",
g€lg]

encore

vL,(v)dv
[y = inf sup Ju 1\797(2)2 g (/uNdvg)i.
weCs (M), VeGri(H2)  vev [y, [u|N"2v2dv,

Lemme 2.5 On a toujours

fy < e

Preuve:

L d
fy = inf sup JarvLg(v) v, (/uNdvg)ﬁ,

weCy Veart(H3) vev [y, |ulN"v2dy,

Ly(v)d
< inf sup Jur VLo (0)dv, (/uNdvg)i,

T ueCT VEGTH(CR) vev [y, [ulN2v2dy,

car C°(M) C H3(M) et lorsque u = v on retrouve :

Ly(v)d
py < inf sup S Lo (V) (/devg)i = L.

T 0eCE VEGHH(CY) vev [y, [N 202dy,

Lemme 2.6 Soient (v,,) et (u,) deux suites telles que : v, — v faiblement dans
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H3(M), un, — u faiblement dans LY (M) vérifiant [, ul 202 dv, =1, alors

/ uN 2 (v, — v)?dv, = 1 — / u™2v2dv, + o(1).
M M

Preuve: En développant,

N-2 27 _ N-2, 2 N-2,2 N-2
/ Uy, (U, — v)“duy —/ Uy, U duy +/ u,, “v-du, —/ 2w, “vpvdug
M M M M

= 1+/ u%%zdvg—/ 2uN v vdv,.
M M

N-2
m

ul=% — 4N =2 faiblement dans L%(M ) et

La suite u est bornée dans L%(M ) et w2 — uN~2 presque partout, alors

Vo € L2 (M), /

N-2 N-2
Su,, “dvy, — / du™ " duy,
M M

f T 2 2, N—2 2, N—2
en particulier pour ® = v?, alors | 2 Vil “dvg — Il 2 VU T dvy.

uN=2y,, est bornée dans L~ (M), car
m m )
N_a N o N N2 N 1
Up, “NTom tdog < (| up dog)N1( | vy dog)F-T
M M M
et ul=2v,, — u¥~2v presque partout, alors uY~? v,, — u"~2v faiblement dans
N
L~ (M),
Vo e LV, / ul 2, ®dv, —>/ u™N 2o ®du,.
M M
Lorsque ® = v e LY, [, ull~2v,,vdv, — [, uN202dv,, donc

/ N2 (v, — v)2dv, = 1 — / w20 dv, + o(1).
M M
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Théoréme 2.2 Si i, < K52, alors ju, est atteint par métrique généralisée.

N-2
Preuve: Soit g, = um® ¢ une suite de métriques conformes (u,, € C*°(M), u,, > 0)

minimisante de i, une suite de métriques telles que:

4
n

:ul = hm/\l,m(VOZ(M7 gm)

Sans perdre de généralité, on peut supposer que Vol(M,g,) = / uNdv, = 1. En effet

M
si (u,) minimise /(u,v), la suite (A, ), est minimisante aussi, car

Jyy vLg(v)dv, A AN 8n

I P—
e 0) = o a2y
M

La suite (u,,) est bornée dans LY (M) et donc il existe u € LY(M), u > 0 telle que
U, — u faiblement dans LY (M).

On va montrer qu'une métrique généralisée u¥g avec u € LY (M), u>0etuz#0
minimise z;. La proposition (3.6) implique I’existence d’une suite v,, € C*°(M) , v,, > 0
vérifiant :

m m

Ly(vy,) = )\17muN_2?Jm et / uN_Qvgldvg = 1.
M
D’ou pour un rang m assez grand on a
)

lomll? = /M vmLy(m)dvy = M < 1y + 1,

donc notre suite v, est bornée dans H2(M), il existe v € H3(M) , v > 0 telle que
v — v faiblement dans H2(M) et avec la convergence faible de u,,, on obtient au sens

des distributions que v satisfait I’équation suivante :

L,(v) = pyu™2v.

50

([ Yot = r0) s G =1 e = _



En utilisant I'inégalité de Holder, on a

[/M \um|NN2N2dvgl [/M(vm - v)]2V2dvg]

< llom — vl

=S

IA

/M N2 (0 — v)?d,

A

du lemme (3.1), il suit que

Jom = vl < (03 42 | [ 18 = 0 doy +56) [ @n — 0P|
M

et de la convergence forte de v,, dans L? (M), on a aussi

< (K24 ¢) /]A(vm—v)|2dvg+0(1)

< (K3 + 5)/ |A(v)? + |Av)* = 240, Avdu, + o(1)
M

< (K3 + 5)/ |A(v))? = |Av|* dv, + o(1)
M
car [,, Av,Avdv, — [, |Av]? dv,, puisque Av € L3(M) , Av,, € L*(M) et comme Auv,,

converge faiblement dans L?(M) et de la convergence forte dans HZ(M),

/(vfn —vH)dv, = o(1) et /(|V1}m|2 — |Vu|*)dv, = o(1),

M M
on en déduit que : /u]mV_Q(vm — v)2dv, <
M
(K2 +¢) / |[Av[* = [A0]" + 4, Sy ([Vo|” = [Vo[*) + 0,5} (05, = v*)dv, | + (1)

-~

i o(1) o(1)
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< (K2+e) L/ (180> + @, Sy Vo) + 0,S20%) — (|AV)* + a,Sy [Vo[? + b,520%)dv, | +0(1)

/ W2 (0 — 0)2dvy < (K2 +€) [ /M oLy (0) — 'ULg(U)dvg} +o(1)

M

/ W20, = 0)2dv, < (K2 +¢) [Al,m - /M ULg(v)dvg} +o(1)

/u%_z(vm — v)2dvg < (Kg +¢) [ALm — [y /MUN_%?dvg)} +0(1)
M

et comme A; ,, <y, il suit

/u%z(vm —v)?dv, < (K3 +¢e)py (1 — / uN 2% dv,) + o(1),

J M
indépendamment du lemme (3.6), [, [tum|Y " 2(vy — v)2dv, = 1 — [, u"2v?dv, + o(1)
d’ou

1-— / uN 20 dv, < (K3 +e)pg (1 — / u™N 20 dv,) + o(1)
M M

i.e

< (2o — (5 + oy [ N, + o)

M

1— (K4 < / u™N 20 dv, — (K3 + 8)#1/ u™ 20 dv, + o(1)
M M

1— Koy < (1- K%ul)/

N 20 dvg + o(1) + ey (1 — / N 20 dvy).
M

M

¢ est choisi suffisamment petit et par hypothése 1 — K2Zp, > 0, nécessairement

/ uN_QUdeg >1,
M

52



puis le lemme de Fatou entraine que

N-2, 2 : N-2,2
/ u” “vdvg < lim / Uy, U dvg =1
M M

et finalement on retrouve

/ u™N i, = 1,
M

d’ou v et w sont non identiquement nulles, de plus py, = ||v||* = [,, vL4(v)dv, > 0 et

11, est atteint par la métrique généralisée u'T g.

Lemme 2.7 La suite v, converge fortement wvers v dans H3(M)et dans L™ (M).

Preuve: On a

[ 180~ o) v, -

M

/ |A(v)]? + |Av)* = 240, Avdu,

M

:/ A(v)[? — | A0 dvy + o1)
M

= / U Ly (V) — vLg(v)dv, + o(1)
M

=y (1 — /M w20 dvy,) + o(1)
=o(1).

Il résulte que v,, — v fortement dans HZ(M) C LY (M). =
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2.5 L’égalité entre le premier invariant de Paneitz

-Branson et I’invariant usuel

proposition 2.8 Soit v € H3(M) la solution positive de l’équation Lg4(v) = pyu¥ v

qui vérifie fM uN2v%dv, = 1, alors nécessairement u =b.v ot 0 < b < 1.

Preuve: Soit la fonction h = av € LY (M) avec a > 0 choisie telle que [,, h"Ndv, = 1,

par définition

fM vLg(v)du,
L= Joy PV 202dw,

N-2,2 2 N-2,2
7p1fMu vdvgiaplfMu vodu,

[y RV 2de, @ ), W20,
o fy e (a)?duy oy [ u T (av)?dy,
[y (av)N"2(av)2do, Joy PV dvg

=y /M () "2(av)2dv,.

Apres application de I'inégalité de Holder, on trouve

<[ @R[ @PEan)t <,

et comme il y égalité dans I'inégalité d’Holder, cela entraine qu’il va exister une constante
¢ strictement positive telle que : u = c(av), posons b = ca cette nouvelle constante, en
d’autres termes u = b.v. D’une part, de 'égalité 1 = [,, u™*v?dv, = b2 [} vNdv,, on
obtient ;x— = [,, v"dv, et d’autre part de 'inégalit¢ [,, uVdv, <lim [, ufdv, =1, on

en déduit que bV [, vVdv, <1, finalement on a :

1
_ N
e = 7 <

dou 0<b<1l m
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proposition 2.9 On a toujours j1; = .

Preuve: On sait que si u; < K52, on a toujours une solution positive v € HZ(M)
de I'équation Lg(v) = pyu’¥~2v vérifiant [, u™?v*dv, = 1, de la définition de p et en

particulier pour v, on a :

En effet, on a

1= [t < ([ @Y )t < (] o)
M M M M
d’ou

1g(/devg)% e —— <1
M

1.e
=< iy,

et avec le lemme (3.5), on retrouve p; = p.

Si ulsz’z,onaKQ’QSul§u§K2’2d’0f1

M= Hq-
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Remarque 2.3 En revenant un peu en arriére, avec

vPyvdv,

H < M 2 = =l 2 <
N v
L/UNdvg L/devg

Nécessairement /devg =1, c’est o dire : N2 =1 < N0 — 0 done b =1 et

M
u=v . On déduit que v est solution de L,(v) = p,vN~', et le théoréme (3.1) entraine

-

quev >0 etv € C®(M), en conclut que p, est atteint par une métrique conforme ce qui
est normal puisque ’égalité 1, = p entraine légitiment v > 0 et v € C®°(M) car p est

atteint par une métrique conforme.

2.6 Inégalité de Sobolev reliée a (M, g)

proposition 2.10 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 5. Pour

tout € > 0, il existe une constante A(e) tels que pour tout u € LY (M) et tout pour v €

H2(M), on a:

/uN_QUdeg < 2_74K22(1 + 5)/ |Av|? dv, + A(s)/devg L/uNdvg
M

M M

n
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Preuve: Pour tout ¢ > 0, posons A(e) = B(e)K227% (1 + ) ot B(e) est la constante

décrite dans le lemme (3.1) et soit :

/ |Av|? dv, + b(e)/v2dvg 4
Glu,v) =Y M /uNdvg :

/UN_QUQdUg
M

onu € LY(M),ve H¥ (M), v # 0 et vérifiant /uN_2112dvg # 0. On a G(u,v) est

M
continue sur LY (M) x H3 (M), on pose I(u,V) = sup G(u,v), il dépend continument
veV—{0}

de u et V € Gry(H3(M). On va montrer que
I(u,V) > 2nKy2(14¢)"

Puisque LY (M) n’est que le complété C°(M), il suffit de montrer I'inégalité pour tout
u € CP(M) et pour tout V € Gry(CP(M)). Sans perdre de généralité, on suppose
/ uNdv, = 1, en effet Popérateur

M

Q) = uyAQ(u%U) + B(e)u>Nu

est auto-adjoint avec un spectre discret \; < Ay < ...ou les fonctions propres corespon-

dantes @y, @,, ...sont telles que les fonctions v; = T @, vérifient:

/ |Av;[? dv, + B(e) / vidvg = \; / u " Potdvg
M

M M

et

/uN_Qvivjdvg = 0.
M
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Soit P l'opérateur définit sur C*°(M) par P(v) = A2(v) + B(e)v et soient €, Q2 deux
ensembles ouverts non vides disjoints de M et soient vy, v, deux solutions non triviales

de ﬁ(v) = \uN~2v de support inclus respectivement dans 1’adhérence de €, €. Quitte

a multiplier v;, v, par des constantes, on peut supposer que / uN2vidv, =1, ona:

M
2= /uNQdevg + /uN%deg.
M M
Appliquons 'inégalité d’Holder et le lemme (3.1), on obtient

1—

-4 2
< /uNdvg [w/vivdvg + /uNdvg /vévdvg
1

2

2
N

2z

2
-5

< /uNdvg (K3 +¢) /|Avl\2dvg+B(5)/v%dvg +

1 M
A\ 7
-—

=X

=
/uNdvg (K3 +¢) L/Avg2dvg + B(e)/v%dvg :
2 M

=)X2

OI] 1“e| I‘OUV(?,
2 2
1 N 1 N

< /uNdvg (K3 +¢e)\ + /uNdvg (K3 +¢)Ag,

i.e
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On utilisant la convexité de la fonction 2P, on obtient

2 2
1-2 1-2

/uNdvg + /uNdvg < 212V(/uNdvg + /uNdvg)NJ;2

1 2 931 Q2
et comme /uNdvg + /uNdvg = /uNdvg =1, d’ou,
M Q9 M

€

o
Kg) "

2 < M(K2+6)27 <2 < WK1+

encore,

2 < MEK2(1+46)28 & 2V VK2 (146) ' < Ay

et finalement on a,

20 Ky2(14¢)"" < Ao

On sait que d’apres la définition de A,,

/UP vdv,

Ay = m(f sup
VeGry(H2 v
’ EVAO} /uN2v2dvg
M
On a, I’ inf de la fonctionnelle est atteint sur
/ vﬁgvdvg
Vo = span(vy,va) € HX(M) et A= sup —=

VEVOMO} /uN—Qzﬂdvg
M
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autrement dit,

I(u, V) = sup G(u, avy + fug) = Ay > Q%ng(l &)t
(a,3)ER?—{(0,0)}

Alors pour tout u € LY (M), v e H} (M) :

/ |Av|? du, + b(a)/devg

2%K2—2(1 +€)_1 S M M

/uN202dvg

M

proposition 2.11 Soit (S, h)la sphére unité de R" et soit P l'opérateur de Paneitz-

Branson sur S,,. Pour tout u € LY (S,) et tout pour v € H3(S,) on a

Sle

—4
/UN_2U2dUh < QHKS/vthdvh /uNdvh
S’n, S’I’L n

Preuve: Avec le méme argument décrit dans la preuve précédente, on pose cette fois

2—N 2—N 2—N 2—N
Q) =uz A*(u 2 v)+a,Seu 2 A(u 2 v)+ b, Sou” Mo
qui est auto-adjoint avec un spectre discret A\; < Ay < ...ou les fonctions propres corre-

spondantes sont ¢, ©s, ...

On a

2—N

Q) =u' 2 A2’ ) + anSyu’ 2 Au'7 @) + b,S2u> N, = Nig;

)

2—N .
avec v; = u 2 (;, on obtient

2—N

u 2 A%(v;) + anSgu¥A(v,~) + bnS§u¥vi = \u 2z v,
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. . N-—2
et en multipliant par «~ 2 , on trouve
thi = UN_Q)\Z‘UZ'.

Soient 21, 25 deux ensembles ouverts non vides disjoints de M et soient vy, v, deux solu-

tions non triviales de Py, (v) = Au™~2v de support inclus respectivement dans ’adhérence

de Q1 , . Quitte & multiplier v, vy par des constantes, on peut assumer que / uN2vtdv, =

M
1,

/vinidvh = / ]Avi]2 + a,S, ]Vvi]2 + bnSsv?dvh = )\i/uNQUideh
Sn Sn Sn

et
/uN_Qvivjdvh =0,

Sn

multipliant les fonctions v, v9 par des constantes, on peut assumer que / uN 22 dvy, = 1.

S7L
On a
2= /uNQdevh + /uszgdvh,
Sn Sh
/Uthdvh
appliquons 'inégalité d’Holder, puis le lemme (18), on a K,;? = inzf Sn ,
VeHs(Sn
3( >)(/UNdUh)fv
Shn
d’ou
= 4 -4 ¢
2 < /uNdvg /U{Vdvg + /uNdvg /Uévdvg
1 n 2 n
1-2 1-2

< /uNdvg (K3) /lehvldvh + /uNdvg (K3) /nghvgdvh ,

1 n 2 n
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de méme, on retrouve :

2.7 Existence du second invariant de Paneitz -Branson

:LLQ(Mv g)

proposition 2.12 Soit g,, = uY"2g une suite minimisante de i, alors ils existent

v>0,w € HZ solutions au sens faible de

L,(v) = u™ v et Ly(w) = popu™ 2w

o fi; =lim Ay, = M\ (g,,) et u la limite faible de wu,, dans L".

N-2
Preuve: Soit g,, = un® ¢ une suite de métriques conformes (u,, € C*°(M) , u,, > 0)

minimisante de ., une suite de métriques telles que

fty = limAg,, (Vol(M, gn)*™.

Sans perdre de généralité, on peut assumer que / uNdv, = 1. En particulier, la suite

M
U, est bornée dans LY, donc il existe u € LY, u > 0 telle que u,, — u faiblement

dans LY (M). Des propositions (3.1),(3.2),(3.3),(3.4),(3.5) et (3.6), on obtient I'existence

de vy, Wy, € C®(M), v, > 0 de maniére que les équations:

Ly(vy,) = /\Lmuﬁ_va et  Ly(wy) = /\27muﬁ_2wm
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sont satisfaites et qui vérifient:

N-2,2 _ N-2, 2 _ N-2 _
/ Uy, U dvg =1 / Uy whdvg =1 et / Uy, UmWpdvg = 0,
M M M

d’oll pour un rang m assez grand, on a

||wm||2 = /Mmeg(wm)dvg = Ao < g + 1,

et comme Aj ,, < Ag s

||Um||2 = /]wmeg(Um)dvg = /\1,m S )\2,m S Mo + 1.

Les suites v,,, w,, sont bornées dans H2(M), ils existent v, w € Ha(M), v > 0 telles que
U — U, Wy, — w faiblement dans H2 (M), avec la convergence faible de u,y,, les fonctions

v, w sont solutions au sens des distributions des équations :

L,(v) =mu" v et Ly(w) = pu’ 2w

Ofl Al}m — ﬁl. ||
Théoréme 2.3 5i MQKQQZ_% < 1, alors v, w et u sont non identiquement nulles.

Preuve: Grace a la proposition(3.10), on trouve

o2 0n, < 2502 ) | [ 18— 0 oy +a(e) [ (00~ 0,
o M

L’injection de Hi(M) dans HZ(M) est compacte entraine que v, converge forte dans
L?*et dans HZ(M).

De la convergence de forte de la suite v, dans L*(M), on a /(vfn — v?¥)dv, = o(1)

M
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donc

3=z

[

M

(v, — v)?dv, < 2_%(K22 +e¢) / |A (v, —v)[>dug | + 0(1)

4
n

<o (K§+6)/ A2 + [ A0l — 280 Avdu, + o(1)
M

et comme [,, Av,Avdv, — [, |Av|*dvy, car Av € L2(M), Av,, € L*(M) et Avy,

converge faiblement dans L?(M), on trouve

/U%_Q(vm —v)2dv, <27 (K2 +¢) [/ [A(vm) P = [Av[* duvg | + o(1),
M
i

aussi v, converge fortement dans H?(M) entraine / (IVom)? = [Vo[*)dv, = o(1),

M

nous obtenons :

/uﬁ”(vm —v)%dv, <
M

-~

270 (K2 + 5)[/ |Av[* = [AV[* + 4, Sy ([Vo|” = [Vo[*) + 0,5} (03, — v*)duvg] + o(1)
i o() o(1)

< 27w (K2+e) L/ 1AV * + anSy [V |* + baS2v2,) — | AV + @Sy [Vol* + b,S20%)dvg | +0(1)

<2 (K24 e) l /M OmLy(tm) — ULg@)dvg} +o(1)
<2 w(K2+¢) [Am - /M ng(v)dvg} +o(1)

< 2_%(K22 +¢) [ALm - /71/ uN_szdvg)} +0(1)
M

64



et comme Ay ,,, < f1, il suit

/uanQ(vm —v)%dv, < 2’%(1(22 +e) (1 — / u™N 20 dv,) + o(1),

M
M

encore f[i; < i, donne :

/uﬁQ(vm —v)2dv, < 277 (K2 + &)py(1 — / u™N 20 dv,) + o(1),

M
M

et avec le lemme (3.6) [}, [tm|V " 2(vy —v)?dv, = 1— [, u"?v*dv, +0(1), nous obtenons

_ _4 _
1—/ uN2idv, <2 n(K22+5),u2(1—/ u™N2v2dv,) + o(1)
M M
4

< 270 (KG He)puy — 27%<K22 + 5)#2/ uPv?dv, + o(1)

M

1—27 (K2 + &), < / N2 do, — 27w (K2 + 6)u2/ u™N 20 dv, + o(1)
M M

_4 _4
1 =277 Kjuy < (1-2 ”K22N2)/

uN 20 dv, + o(1) + 2’%5@(1 — / u™N 20 dvy).
M

M
€ est choisi suffisamment petit et par hypothése 1 — 2’%K22u2 > 0, nécessairement
Joy uN 20%dvy > 1, avec le lemme de Fatou, on a [, v ?v?dv, <lim [, u) 202 dv, =1,

et finalement, on a le résultat:

/ uN_zvzdvg =1.
M

Dot v et u sont non identiquements nulles, de plus

= lolP = [ o), >0
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La méme méthode avec la suite w,, donne :

/U%_2(wm —w)?dv, < 270 (K3 + 8)/ W Lg (W) = wLg(w)dv, + o(1)
M

4
n

<27 (K3 + ) ug(1 — / N 2wdv,) + o(1),

M
et on retrouve aussi [, ¥ ?w?dv, = 1, dott w est non identiquement nulle et p, =

Jw|[* = [,, wLy(w)dvy, > 0. m

proposition 2.13 Les suites v,,, w,, convergent fortements dans H2(M) donc dans

LN(M).
Preuve: La suite v,, vérifie :

/|A )| dv, = /|A vm)|? + |Av]? = 2A0,, Avdv,

= [ 18R = 80 o, +o(1)
_ /M U Lg(Um) — vLg(v)dvy + of1)
S i ot

< py(l — / u™2v2dv,) + o(1)
M

et comme [,, uV"20?dv, = 1, il suit que [,, |A(v, —v)[>dv, < o(1), on déduit que

vy — v fortement dans H2(M), donc dans LY (M). Méme résultat avec la suite w,, =

proposition 2.14 Les solutions u,v vérifient la condition d’orthogonalité,

/ u™ vwdv, =0
M

z - 2.z - 2 N=2 .. -
et la métrique généralisée u = g minimise [i,.

66



Preuve: On a

N-2 N-2 N-2 N-2 N-2 N-2
/ Uy,  UpWp — U vwdvg = / Uy, UnWpy, — Uy VW + Uy, VW, — U VWA,
M M

IA
=
=
3
|
N
&
U
<
N
2|~
+
=
=
3=
N
<
N7
U
QQC
\:)TH
=
B
3
|
E
&
U
4
N
2=
+
=
=
3=
&
|
<
=
=
<
S
U
<
NS

IN
o

En effet,
/ ul 20 dv, < (/ u%dvg)m(/ UNdvg)% < +o00,
M M M

et comme w2 — =2 faiblement dans L¥-2(M) et vw € L* (M) (L3 (M) dual
deL~2 (M)), il découle Jo (Wl =2 —uN"Hvwdv, — 0 et finalement la convegence forte de

m

Up Wy, dans LY (M) nous conduit & [ o uN2vwdv, > 0, puis avec le lemme de Fatou, on
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N N-2

*Qdevg <lim [,, U, “vmwy,dv, = 0, d’ou I'orthogonalité fM uN*Qdevg = 0.

anU

Conclusion 2 On vient de trouver un u € LY (M), u > 0 et non identiquement nul tels
qu’ils existent v,w € HZ(M), v > 0 des solutions non identiquement nulles au sens faible

de :

L) = a0, Lyw) = ppu™w

et vérifiant fM uN Powdvy, =0 et fM uN 2% dv, = fM uN2widv, = 1. En d’autres

termes, la métrique généralisée u 2 g minimise .

2.8 Estimation de p,

Théoréme 2.4 Lorsque (M, g) est non conformément plate et n > 12, alors

n

po < (% + (K3 7)

w3
3

Pour la preuve, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.8 [AH06] Pour tout x >0,y >0 etp > 2, il existe une constante C' > 0

tels que:

(x+y)P <aP+y" + Oty +ayP ).

Preuve: Du théoréme :
Soient z un point de M, 0 un réel strictement positif suffisament petit, B,,(J) la

boule de centre zy et de rayon § et n une C'*™ fonction telle que :

[ 1 si @€ By(0)
nw) = {0 si @€ B,y (20)
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Posons
n—4

¢5:77<702+€2)7 ? )

la fonction ¢, € HZ et r = d(x, ). Pour n > 9, (voir la preuve de la proposition(3.7)),

on sait qu’il existe une constante strictement positive c tel que :
Y(p.) = Ky% —cs* +0(e*).

On considére la fonction v, = c.¢, avec c. > 0 une constante telle que f M vév dvg, = 1,

on a aussi :
/ oY dv, = n_ [1+0(")] mee™ on ¢>0
M 2nen

n—4

en d’autres termes, on peut toujours trouver une constante c¢; > 0 tel que c. = c1e72

Soient v la solution de 'équation L,(v) = poV ! qui vérifie [[v|| =1 et

1
1 N—-2

ue = Y (v ) V20, + py 2.
Pour tout (o, ) € R? — {(0,0)}, on a

/ (awve + o) Py(awve + fo)du,
M

:a2/ UGngedvg+ﬁ2/ Ungdvg—i-Qaﬁ/ v Pyudu,.
M M M

Puisque
/ vPudv, = 1y et / vePyve =Y (ve),
M M

on a :

/ (awe + Bv) Py(aw, + Bu)dv, = Y (v.) + B2y + 2081, / v du,,
M M
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et
/ ud "2 (av, + Bu)dv, = / ul 2 (av,)?dv, + / ul 2 (Bv)*dv, + 2@5/ uN ?v.vdv,
M M M M

> a®Y (v,) / v Ndv, + ﬁ2u1/ vNdv, + 2045/ ul 2v.vdv,
M M M

= %Y (v) + 2y + 2046/ u "?v.vdv,.
M

D’autre par, on a aussi

N—2 N-1
/ u,  “v.vdug > ,ul/ v duy,
M M

J3(awe + Bo) Py(aw, 4 Bv)do,
[y ¥ 2(av. 4+ po)?dv, T

et si aff <0, alors lorsque N — 2 € (0, 1]

si af > 0, on trouve

1 _1

uN 7 = (Y (v) 820, 4 p 20)V 2

entraine que

uév_z < Y(ve)vé\[_2 + ,ulvN_Q,

et pour cela, il est nécessaire de prendre n > 12 et par conséquent, on a Y(ve)ﬁv6 +

1Ny > Y (v)¥2v, entraine v = (Y (v.) 72, +,u11 v)¥72 > Y (v)vN 72 donc

o? [ ul~ vﬁdvg > a? fM (V)oY 2o ldvy, = o [, Y (ve)v Ndvg = a?Y(v.) de méme,

Y (0) ¥ 20 +ul 20 > p 20 entraine u¥ "2 = (Y (0) V2 ve+p} 20)V"2 > 0N 257 Sy w2 v*do, >
32 Jog 10N 20 dvy = 32 Jus ,uldevg = 11, 8% et 203 [y WY 2ovdog > 208 [, (Y (v)oX 2+
N " Hvudv, = 2a8Y (v,) “odvog 4 208y [, veoN " dug.

On en déduit:

M Ve

/u52(av5+6v)2dvg:a2/ i—v zvezdvg+5 / N=2 2dvg+2oz5/ N- 2vsvdvg
M M
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> Y (ve) + By + 20453/(@6)/ o wd, + 2(16#1/ vy,
M M

= azY(ve)—i-ﬁQul—i—QaBul/MUGUN1dvg + QQBY(UE)/MdVlvdvg

N N J/
-~ -~

= [y (ave+Bv) Py (awe+Bu)duy —0(e n—4 )

alors pour tout (o, 3) € R? — {(0,0)}, on a

/ ul 2 (aw. + Bu)3dv, > / (ave + o) Py(awe + Po)dv, + 0(6%_4),
M M

[y (ave + Bv) Py(aw, + Bo)
Joy v 2 (ow: + Bo)?du,

d n—
% <10,

et grace au lemme (3.8), il existe une constante ¢y > 0 tel que :

/ uévdvggY(ve)z/ vévdvgjtug/ vV dv,
M M M

—i—co(/ vév_lvdvg+/ v do,)
M M

/ uNdv, <Y (v)t + Ml% + Co(/ N udo, +/ v du,)
M M M

i.e

et comme ¢, se trouve dans L, les intégrales / p.dvg et / ©N=tdv, sont finis et comme

M M
v € L, on peut toujours trouver des constantes telles que :

— n—4
/UN_lvgdvg < o) X /vgdvg < cO.C’E/cpadvg <ce?
M M M

et

N-1 N-1 N-1 N-1 n—4nid
/ve vdv, < ||v||oo/v6 dvy, < ¢4.C: /cp€ dvy < cp.e 2 n2
M M M
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n—4 n+2

il découle que : /levgdvg =0("2") et /levdvg =0(¢ 2 »-2). On trouve
M

€

M

/ uNdv, < Y(v)1 + /ilZ + 0(5%4)
M

/ uNdvy, < (K32 — e +0(eh)% + ul% +0(e"T)
M

n—4>4’
5 2

/ uNdv, < (K52 —ce® +0(e")1 + ,u? +0(g%) car
M

comme ¢ > 0 et lorsque € tend vers 0 : K;? —ce* +0(¢*) < K;2 ,on a

a3

[, < (574
M

3

a3
[N

([ vt < [(5,?)

Donc pour tout («, 3) € R* — {(0,0)} :

+

|

[y (e + o) Py(owe + fv)du, L
2 < MfM uN=2(av, + fv)2do, (/M u, dvg)n

D’ou

Lemme 2.9 Soit u € LY avec /uNdvg = 1. Supposons que z et w € HZ , 2 ,w >0
M
vérifiant:

/ wLy(w)dv, §u2/ u™ 2wido, (6)
M

M
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et

/ 2L, (z)dv, S,uz/ uN 222 dw, (7)
M

M
et que l'ensemble (M — z=1(0) N (M — w™'(0)) est de mesure nul. Alors u est une

combinaison linéaire de z et w et on a égalité dans (6)et(7).

Preuve: Meéme méthode de [AHO06]. =

Théoréme 2.5 Supposons que ., est atteint par la métrique généralisée go = u~2g,

alors la solution w de l’équation Pv = p,u™~2v change de signe.

Preuve: Soient v,w comme dans la proposiotion (3.1) et (3.6), ona: v > 0, w sont
solutions de :  Pv = pu™%v et Pw = pu™?w , tels que [, v 2wudv, = 0 et
[y v Pwidoy = i uN P0%do, = 1.

1) Sans perdre de généralité, on peut prendre f Y uNdv, = 1, il suffit de mettre
1

Ug=au ol ¢ = ———
[fMuNdvg]W

N, _
. 1 Yo dvg = 1, pour les valeurs propres, on pose

Aprés le changement on a:
Pv = \ul v et Pw = \ul 2w

Multipliant la premiére équation par la constante 3, on obtient P(Bv) = A\jud 2(Bv),
posons vy = (v et choisissons 3 de maniére que l'on ait : [, uy *vidv, = 1.
S uév_262v2dvg = [y ozN*2uN*2621)2dvg = o232 S uN20idv, = aN 252 =1
d'ot f = /==, et [, v Pwvdv, = OCN_;QBQ Jos 1w 2wovedvg = 0, donc [, uy ~wovodvy =
0,
N_2

conclusion : on a pour la métrique go = u,? g , [, uddvy =1 et vg = v >0, wo =

Bw solutions de :  Puyy = Aluév_gvo et Pwg= )\zuév_zwg , tels que fM uéV_Qwovodvg =0
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et [y up 2vddv, = Sy up 2widv, = 1.

2) Comme ), est atteint par une métrique généralisée, il suit que A\; < As.

3) Supposons que w = wy est de signe constant :

disant w > 0, comme [,, ™ ?wvdv, = 0, Pensemble (M —w='(0)) N (M — v=1(0))
est de mesure nul, la fonction v vérifie I'inégalité (7) du lemme (3.9), on obtient :

S vLg(v)dvy < A [, uN"202dv,. Par application du lemme (3.9) , on a :

/ vL4(v)dv, :)\2/ uN 20 dv,,
M M

et comme [, uN?v?dv, = 1 et [, vLy(v)dv, = Ay, il suit que Xy = [}, vLy(v)dv, =
A1, contradiction et w nécessairement change de signe. Si w < 0, on a —w > 0 et
comme —w sera positive et vérifie aussi [,, uN"2(—w)vdv, = 0, [,,(—w)Ly(—w)dv, <

tg [1; w3 (—w)?du,, on retrouve le méme chose. ®
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Chapitre 3

Le second invariant de Yamabe

singulier

3.1 Rappel sur le probléme de Yamabe singulier et
généralité.

F. Madani et sous la direction de T. Aubin avait preparé une thése de doctorat dont
un premier travail fut publié en 2010 sous le titre " Sur le probléme de Yamabe avec

singularité "

, il introduit une certaine singularité sur I’équation de Yamabe[Mad08|. En
d’autre termes c’est exactement le probléme de Yamabe mais la métrique g est choisie
réguliere sur M sauf en un nombre fini de points singuliers, plus précisément, étant
donnée (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3 la métrique g
vérifie I’hypothése suivante :

(H) = {on suppose que ¢ est une métrique dans l’espace de Sobolev HEY(M,T*M ®
T*M) avec p > n et qu’il existe un point p € M , ¢ > 0 telle que g est réguliere
dans la boule B,(§)}. On note par T*M le fibré cotangent de M, I'espace de Sobolev
HY(M,T*M @ T*M) est 'ensemble des sections ¢ (des tenseurs 2 fois covariants) telles

que dans toute carte exponentielle, les composantes g;; de g sont dans HE (M), on rappel
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que HY(M) = {u € LP(M),|Vu| € LP(M)et Aju € LP(M)}. L’hypothese(H) définit la
notion de singularité .

Par le plongement de Sobolev : H}(M) C C™ si 0> %— E=m Ona HY(M,T*M &
T*M) C CY(M, T*M ®T*M), donc une métrique qui vérifie 'hypothese (H) est de classe
CY(M). Les symboles de Christoffels sont dans HY C C°, les composantes du tenseur
de courbure de Riemann, les composantes du tenseur de courbure de Ricci et la courbure

n—2 —
4((1171)) Syu = klulN2u

scalaire sont dans LP(M), en particulier ’équation de Yamabe Au+
est singuliere (S, € LP(M)).

Sous I’hypothése (H) et lorsque (M, g) est non conforme & la sphére S,,, F. Madani
a montré qu’il existe toujours une métrique § = u”~2¢g conforme & ¢ de courbure
scalaire S; constante ou u € HY(M) et u > 0. La méthode de résolution du probléme
de Yamabe avec singularité est la suivante : Soit § = u”~2¢ une métrique conforme & g
ounu€ HY (M), u>0et N=2n/(n—2). On pose

(n—2)

L, —A+ =2
¢ TR oY

Par analogie L, est appelé 'opérateur de Yamabe singulier (S, € LP(A)). De plus L,

est faiblement conformément invariant, cette propriété se traduit par une relation entre

les courbures scalaires de g et celle de g : Au + 4(81 __21)) S,u = Sz|ulN"?u , comme con-

séquence rédoudre le probleme de Yamabe singulier est équivalent & trouver une solution
strictement positive u € H(M) de I'équation L,(u) = k|u|Y"?u ou k est une constante
donnée.

Pour obtenir des solutions, on définit le nombre:

= inf Y (u)

weHE (M),u>0

avec

- o |Vul? + {525 Spudv,
u) =
(fM |ulNdvg ) 2N

Maintenant p est appelé 'invariant de Yamabe avec singularités (I'invariant de Yamabe
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singulier). En écrivant ’équation d’Euler-Lagrange associée a Y, il y a une correspon-
dance entre les points critiques de Y et les solutions de l'équation L,(u) = klu/N2u.
En particulier, si u est strictement positive, u € HY(M), minimise Y alors u est une
solution de I’équation et § = u”~2¢ est la métrique cherchée, elle est de courbure scalaire
constante et p est atteint par une métrique conforme particuliere. La résolution de ce

probléme passe par les théorémes suivants.

Théoréme 3.1 [Mad08] Sip > n/2 et u < K2, alors l'équation (2) admet une solution
strictement positive u € HY(M) C CO~I/PLB (M), [n/p] est la partie entiére de n/p

B € (0,1) qui minimise Y, ot K* = n(n4_1)w52/n avec wy, le volume de S,,.

Remarque : Sip >n, alors u € HY(M) C C*(M).

Théoréme 3.2 [Mad08] Soit (M, g) variété riemannienne compacte de dimensionn > 3.
g est une métrique qui vérifie Uhypothése (H). Si (M, g) est non conforme a la sphére
Sy, alors 1 < K2,

Théoréme 3.3 [Mad08] Sur une variété riemannienne compacte (M,g), Siu > 0 est
une solution faible non triviale dans H?(M) de ’équation Au+hu = 0 avec h € LP(M)
et p > n/2, alors u € C* VPN et est strictement positive. [n/p] est la partie
entiére de n/p, B € (0,1).

proposition 3.1 [Mad08] Soit g € HY(M,T*M @T*M) une métrique riemannienne sur
M avec p > n/2. Si g = u""2g est une métrique conforme particuliére o la métrique
g vérifiant v € HY(M), uw > 0, alors L, est faiblement conformément invariant en ce
sens

Vo € H}, |ulN " Ls(v) = Ly(uv) faiblement.
De plus si 1 > 0, alors L, est coercif et inversible.

Ces théorémes résolvent le probléme de Yamabe singulier
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3.2 Définition des invariant conformes singuliers

Dans ce qui suit, (M, g) est une variété riemannienne compacte de dimension n > 3, on
suppose que ¢ est une métrique dans I’espace de Sobolev HY(M,T*M @ T*M) avec
p > n et qu’il existe un point p € M, § > 0 telle que g est réguliere dans la boule B,(6).

Contrairement au second invariantYamabe, la courbure scalaire S, € LP(M), cette
condition définit la notion de singularité.

Maintenant on va introduire deux invariants appelés, le premier invariant de Yamabe
avec singularités et le second invariant de Yamabe avec singularités respectivement ( le
premier invariant de Yamabe singulier, le second invariant de Yamabe singulier ), notre
opérateur L, reste elliptique et auto-adjoint sur M, son spectre est discret, spec(L,) =
{Ag s A2y...}, ol les valeurs propres sont telles que : A;; < Aoy ...

La caractérisation variationnelle de A;, est donnée par,

n—2
So IVul® + 4((7171)) Syudu,

Ay = inf

BT em2 (M) 0 (f3y lul?dvy)
Soit (g) = {g = uN"2g,u € C®°(M),u > 0} la classe conforme de g et soit [g] = {§ =
uN"2g ,u € HY(M) et u > 0} sa classe conforme particuliere, Soit k € N*, on définit le

k™ invariant de Yamabe singulier p,, par

y, = inf A\, 5V ol (M, §)2/".
gelgl
Avec ces notations, ji, est le premier invariant de Yamabe singulier. Pour trouver des
minimiseurs, on élargie la classe conforme particuliére a une classe de métrique généralisée
ou ces élément sont de la forme, § =u’"2g avec v € LY (M),u > 0 et u # 0, de méme
les définitions de A ; et de Vol(MM, §)2/”se généralisent naturellement.
Dans tout ce qui suit, (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3

vérifiant I’hypothese (H).
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3.3 Meétrique généralisée et ’équation d’ Euler-Lagrange

On note

LY(M)={ueLN(M) telque u>0 , u#0}

et
CP(M)={ueC®(M) telque u>0}

Définition 3.1 Soit u € LY (M), u > 0 et non indentiquement nulle. Gri(H2(M))
est l’ensemble de tous les sous espaces de dimension k (k > 1) de H¥(M) tel que le

sous espace span(vy, ..., vy) € Gri(Hz(M)) si est seulement si vy, ..., vy, sont linéairement

indépendant sur M \_u~1(0).

Définition 3.2 Une métrique généralisée conforme a la métrique g est une métrique de

la forme g =u™2g ouue€ LN(M) ,u>0 et non indentiquement nulle.

Définition 3.3 Pour toute métrique généralisée § = uN"2g, on définit la k™ -valeur

propre A\i(g) de l'opérateur de Yamabe singulier par :

/ vLgvdv,

. il sup 2L—— o k>1
VEGrE(HI(M))  vev\{0} / uN=202dy,
M

Théoréme 3.4 [Mad08| Sur une variété riemannienne compacte (M, g), siu € HE(M),

non trivial et positive solution faible de I’équation
Au+hu = cu¥ !
ot he€ LP(M) et p>n/2, alors
u e HY (M) c C*=I/PLA)(ap),
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et de plus elle est strictement positive. [n/p| est la partie entiére de n/p, 5 € (0,1).

proposition 3.2 Soit (v,,) une suite d’élément de H?, telle que v,, — v fortement dans

L2, alors pour tout u € LY (M)
/uN 2(v* — ) dv, — 0.
M

Preuve: Méme preuve donnée dans la premiére partie. m
Un grand merci & F.Madani pour la proposition (4.1) qui affirme que si p > 0,
l'opérateur L, est coercif, c’est un élément important pour l'obtention du résultat

suivant.

proposition 3.3 Si yu > 0, alors pour tout u € Lf(M), ils existent deux fonctions v, w

appartenants & HZ(M) avec v > 0 solutions au sens des distributions de
Ly(v)=MguN 20 et Ly(w)= Ayzu™ 2w,

vérifiant

/uN_szdvg = /uN_%deg =1 et /uN_Qwvdvg =0 (5)
M

M M

Preuve: Etape 1 : On montre que \; ; est fini.
L’opérateur L, est coercif, alors pour tout v € H7(M) on peut toujours trouver une

constante ¢ > 0 telle que

—e [ 180t <ellly < [ otyord = [ V0P + =25 00,

Comme p > n > 2, Pespace LP(M) s'injecte dans Lz (M), S, € Lz (M) et on obtient,

/|S|v </|S| / ME = 1,1 ol
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donc

2
UHN'

n
2

—e [ 180 = el
M

D’autre part

/ ] 20?dv, < ( / 2 du,) / Vo) % = 52 o)}
M M M

implique

1 1

Jor [N =202dvy = || N2 o))

ou encore

n—2 n—2
Jar IVV)? + 4((7171)) Sgvidu, S Jor IV + 4((n71)) Syv?du, —c [3 1S, v

, - N=2 2 = N—2 2
Ja 1IN =202 dug Jully " [lvlly lully " [lolly

2
~cllSylly ol —clISylly

= N—2 2 Co,
Iy

lully ™ lollx
en effet v ,u sont des éléments non nuls de LY (M) , |[v|3 # 0, la quantité [lul|y > est
fini et ¢y est une constante.

Notre fonctionnelle est bornée inférieurement et A, 5 est finie.

Etape2 : Soit v, une suite minimisante de \; 5, une suite v,, € H(M) telle que

. fM U Lg (U ) dvy

1 = A1 ;
T N 22 d,)

On sait que (|vy,|)m, est aussi une suite minimisante, donc on peut assumer que v,, > 0

et de plus on peut supposer que

/ lulN 202 dv, = 1.
M
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>0, L, est coercif, alors pour un rang m assez grand, on a :

cllom |l gz < /Mmeg(vm)dvg <Ag+1,

il découle que v, est bornée dans HZ(M), aprés restriction a une sous suite, il va exister
un v dans HZ(M), v > 0 telle que v,, — v faiblement HZ(M), fortement dans L* et

presque partout, d’ou v est solution au sens des distributions de 1’équation:
L,(v) = A\ gu¥ 0.
1) Siu e HY (M) c CY(M), alors

/uNz(v2 —2) dv, — 0, cest a dire /uN2v2dvg = 1.

M M

Donc v est un minimiseur positif non nul de A, ; et de plus en écrivant 1’équation

Ly(v) = A zu¥"2v sous la forme suivante Av + (i&:QB)Sg —Agu¥ )y = 0ou h =

4((’:_21)) Sy — A gul¥™2 € LP(M), du théoréme (4.3) on en déduit que:

velC, v>0

2) Si u € LY (M), proposition(4.2) montre que,

/uN_Q(v2 —v2) dv, — 0, d’ott /UN_szdvg =1,
M M

d’ott v est minimiseur positif non nul de \; ; appartient & H7 (M) est qui vérifie / uN "2 dv, =
M

1.
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Maintenant, on définit

[y wLg(w)dv,

(Jar [N —2w?duy)

/\’279 = inf
ou l'infimum est pris sur I’ensemble
E={weH}M), u'= w0, /UN_szdvg =1 et /UN_2wvdvg =0}.
M M

FE n’est pas vide, la preuve est exactement la méme preuve construite dans la premiére
partie.

Soit (wy, ) une suite minimisante de \j , autrement dit, une suite w,, € F telle que,

lim fM Wiy Lg (Wi, ) dvg Y
m(foy [ulN w2 dog) T

avec la méme méthode, on trouve un minimiseur w de A, gverifiant / uN2w? = 1.

M
De plus en écrivant

/uNZwvdvg = /uN2wmv — uN 2w, + uNwivdvg

M M

= /uN_Qv(w — Wy, )dv, + /UN_mevdvg = 0.
M M

En effet / uN2w,,vdv, = 0, de la convergence faible de w,, — w dans LY (M) et

M

comme uN =2y € L51(M)( forme linéaire), on retrouve/uN%(w — wp)dvy, =0 .

M

D’ou w est solution faible de  Lyw = X, ,u™~*w vérifiant aussi / uN Pwodv, = 0. =

M
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proposition 3.4 On a toujours

, j—
)\279 — )\27‘6

Preuve: La preuve est la méme qui se trouve dans la premiére partie. m

Remarque 3.1 Si v € HY(M) c CYM), Alors v,w € CYM), tel que v > 0.( la

réqularité classique)

Remarque 3.2 On a toujours A\ 5z < Ag 5. En effet si I’y égalité notre v sera solution de

Lyv = Mg gu™~2v, donc v minimise Ny 5 et cela entraine que v € E, ce qui est impossible.
Pour la régularité, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit u € LY (M) et v dans Hf(M). On assume que U'équation Lgy(v) =

uN 20 soit vérifiée au sens des distributions, alors
v e LNT(M)

pour certain € > 0.

Preuve: La preuve est la méme donnée dans [Mad08] sauf avec la modification suivante,
dans [Mad08], on a l'équation Ly(v) = vV~ ! ie Ly(v) = vV 20, avec v € LY (M),
maintenant notre équation est la suivante Ly(v) = u™?v ou u € LY (M), donc en
remplacant dans la preuve la fonction vV =2 par V72, toute les étapes restent vérifiées et

donc v € LNT¢(M) d’ont v € L*(M),Vs>1. m

3.4 Caracterisation variationnelle de ;;,et son existence

Dans cette section on a besoin des théorémes suivants:
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Théoréme 3.5 [Mad08] Sur une variété riemannienne compacte (M, g). Pour tout ¢ >

0, il existe un nombre A(e) > 0 telle que

Vu € HY, [[ull§y < (K* +¢)||Vullz + A(e)|ull3-

ou N =2n/(n—2) et K*=4/(n(n— 2)) wy* avec w, le volume de S,,.

Lemme 3.2 [BL83] Soit (u,,) une suite de fonctions mesurables dans (2, , ). Si up,
est uniformément bornée dans LP(M) avec 0 < p < 400 et u,, — u presque partout,

alors

i fu, [[5 = ffum = wl[f = [lull5-

Définition 3.4 Soit (g) = {g =u""2g ,u € C®°(M), u > 0} la classe conforme de g et
soit [g] = {3 =u""2g,ue HY(M) et u> 0} la classe conforme particuliére de g, le

premier invariant de Yamabe singulier i, est défini par

iy = inf Ay Vol(M, )"

G€lg]

et de plus, on a

[, vLg(v)dv 2
= inf su M9 g /uNdv ",
= weHE(M),VeGri(H2(M)) vevp(fM |u|N*2v2dvg)( s)

Lemme 3.3 Sip > n, alors on a toujours :

fy < e
Preuve:
[y vLg(v)dv 2
= inf su M9 g /uNdv n
H u€HE VEGry(HE) it (Jus |u\N—2v2dvg)( )
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lorsque p > n, on a HY(M) C HZ(M),

L,(v)d
py < inf sup Jar vLg(v)dvy )(/uNdvg) :
M

3|

weHY(M),VeGri(HE (M) vev ( [y, [u[V~202du,

En effet le plongement de Sobolev des Hy/(M) C HE (M) (si ; > o — *.™) entraine que

HY(M) Cc H¥(M) si p>2n/(n+2) eten particulier lorsque p > n. Encore lorsque

u = v, on retrouve

J,; vLg(v)dv >
< inf su M9 g /dev n = [
i = veHL VeGri(HY) vevp(fM |U|N_202dvg)( g> :
i.e
fy <
[ ]

Théoréme 3.6 Si p > 0, alors une métrique généralisée § = u™¥N~"2g minimise ;.

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.

Etapel

On étudie une suite de métriques g,, = u’ 29 avec u,, € HY, u,, > 0 minimisante

de 'infimum dans la définition de 4, plus précisément une suite de métriques telle que:

py = limAy, (Vol(M, g,,)2/"

Sans perdre de généralité, on peut supposer que Vol(M, g,,) = / uNdv, =1, en effet

M
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2N 4n _ 2n = N—92.0ona
- - ;

de I'égalité des puissances =~ = T T nes

L d 2 L d aN 2
fMU )dvg / (A Ndvg 2 N_!MU o(v)dv, )\n(/(u)Ndvg)n
Ny Tl -RoRdoy)

fM|)\u|N 2v2dv,)
Jyy vLg(v)dv, ([uan,)?.
) g
M

M

(for [ul¥=202do,

Donc si u,, est minimisante, A u,, 1’est aussi.
Puisque la suite (), est bornée dans LY (M), il va exister un v € LY (M), u > 0

vérifiant u,, — u faiblement dans LY (M) et de la proposition (4.3) on déduit que pour

chaque u,, il va exister un v,, € C*(M), v,, > 0 vériufiant

L(vm)—)\lmuN 20m et / ulN 2 2dvg—l
M

par coercivité de 'opérateur, on a

mllig < [ onLovm)dty = Ao < iy +1

La suite v, est bornée dans HZ(M), il existe v € HZ(M), v > 0 tels que v,, — v

faiblement dans H?(M) et avec la convergence faible de u,,, pour tout £ € HZ(M), on a

/VfVUmdvgﬁ/ VE{Vuduy,
M M

N—2
N

Ma dvg} [, Srdv,] [ [, ¥ dv,] ¥

aussi
N ]
2,2
, dou [, SPvk dvgy < +oo, cela nous

Sg€ € LA (M), car [, S2dv, < { Jos S N gy

puisque p > n assure que S, € LY(M) c L"(M

(n—2) (n—2)
/M mSgﬁvmdvg — /M mngvdvg,

conduit a:
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et grace au fait que

Neg T N—g-N_ N N_g- N _N-1 N1 N _N-1 ¥
/(um Upm) dvg:/ Um " tum tdug < /um M2 g /U,%Vl b dy,
M M M M
N-2 1
< [y uldvg| ¥ [ [y, oNdog| YT < 400, on a ul v, € L¥T(M) et comme & € LY
(M) et

/Mﬁu%2@m§dvg—>/M§uN2vdvg.

D’ou u, v vérifient 'équation L, (v) = pyu?"2v au sens des distributions.
Etape2

On pose z,, = v, — v, on a

/|va|2dvg=/ |Vzm|2dvg+/ |Vv|2dvg—|—2/ V 2, Vudu,
M M M M

et comme 2, — 0 faiblement dans H?(M) et fortement dans LY(M) avec ¢ < N alors
VO € HY(M), [,; Ve V@ + 2, Pdvy — [, V2V + 2P dvg, en particulier lorsque ¢ = v
, on obtient [, Vz,Vvdo, = o(1). Do

/M]va|2dvg:/M|Vzm|2dvg—|—/M|Vv\2dvg—|—o(1).

D’autre part,

1 2=l
n—2 2 n—2 v 2551 N
— - m— U)dv, < ——— Pd m — ) 71d
Lo < g5 n] [
-2
B h”sg”p”vm — U”i% — 0 fortement, car 2p/(p—1) < N

i.e

St = [ gy, o)

M
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on déduit que

2 n—2 2
/M]va| dvg—l—/M4(n_1)Sg(vm) dv,
—2
:/ |Vzm\2dvg+/ ]Vv|2dvg+/ n—Sg(v)deg+0(1),
M M mAn—1)

alors

-2
/ VU Lg (V) dv, :/ V2 |? du, —I—/ |VU|2dvg—|—/ n—Sg(v)deg—l—O(l).
M M M mA(n—1)

De la définition de p et du lemme (4.3), on a

n—2 2 2
s+ [ s @, =l oo = n( [oNan)R,

M M

alors on arrive & : [, U Ly (V) dv, > [, |V2m|” dv, + ,ul(/UNdvg)sz +0(1) sachant que

M

Joy VnLg(Um)dvg = A < iy +0(1) il suit [, [Vzn|? dvg +u1(/devg)12v < p3 +0(1)

M
1.e

pllvllx + V2l < py +0(1) - (10)

Indépendamment par le lemme (4.2), on a

i.e Lim ||v,||¥ = ||zml|¥ = 0|3 , on conclut
m
lomlly +0(1) = [[zmllx + [lv]|x-

En appliquant I'inégalité de Holder & I'expression [, uly 2vZdv, =1, on a [lv,||N > 1,
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on déduit

/ o 4+ 2N dv, :/ vNdv, +0(1) > 1+ 0(1),
M M

il suit que
(/ vNdv,) ¥ + (/ Ndvy)® > 140(1)
M M
ie
Iz + [J0ll3 > 1 +0(1)

Par le théoreme (4.5) et le fait que 2, — 0 fortement dans L?*(M), on trouve
Izl < (K2 +)[[Vamllz + o(1)

L+0(1) < [lzmlly + [0l < llvll% + (K* + )1 Vzamll3 + o(1)
L+ o(1) < [lolly + (K* + ) Vznllz + o(1),
multipliant par p; (p; > 0)

pa(1+0(1)) < (ol + (K% +)[[Vamllz + o(1)),

avec I'inégalité (10), on obtient

IVzall3 + ol < pa (K2 + )1 Vzmll3 + [lvlIR) + o(1),

encore

(1=, (K? +¢))IVznl3) < 0(1)

a présent, on peut choisir € tel que le premier facteur de cette inégalité devient positif et

comme pi; K% < 1, il découle que v, — v fortement dans HZ(M) donc dans LY (M).
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Etape3

- N-2 2 N-2 2 N-22  N-2 25 _ 1 N-2(,2 2 N-2_ N-2y 2
llrgn/ Uy, Vi —U 0y, v w0 du, = hnrln/um (v5,—v7)+(u,, " —u" " *)vidu,
M

2 N-2

La convergence simple de u, vers u implique la convergece simple de u)=2 vers u V=2

comme l'inégalité de Holder nous donne

[ iran, < ([ o) ([ 0¥in)t <o
M m

notre nouvelle suite u)\ ~2est bornée dans LY/N=2(M) et cela entraine que uY =2 — u V=2

faiblement dans L/(V=2)(M) donc :
lim/(uﬁx2 —uV H?dv, =0

car v? € L%(M )(une forme linéaire), aussi avec 'inégalité de Holder,

et de la convergence forte de v,, dans L™(M), on a le résultat [, v "2v*dv, = 1, d’ou

v et uw sont non triviales.

Théoréme 3.7 Soit v une solution faible de léquation L,(v) = pyuN"2v  wvérifiant

N-2,27 _
Jop N 20dvg = 1, alors

Preuve: Soit u = av € LY (M) avec a > 0 tel que /E%dvg =1,
M

fM vLy(v)dv,

< 7 L N A
= fMﬂNfzvzdvg
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Joy vLg(v)dvyg _ a?py [y, uN " 20Rdu,
= [y lav)N"202du, [ a2 (av)?dy,

de l'inégalité de Holder,

<m [ @Y 2awpa,

2

<[ @2 ([ @ptan)t <

d’ou I'égalité dans I'inégalité de Holder donne nécessairement :
u=bv

ou b est une certainne constante, a ’aide du méme argument construit dans la premiere

partie, on retrouve

Théoréme 3.8 Sip > 0, alors une métrique particuliére conforme § = u™N~"2g minimises

Hy-

Preuve: Soit v la solution de L,(v) = p;0™¥ !, par le théoreme (4.4), ona: v € HY C

C' et v > 0, autrement dit i, est atteint par une métrique particuliére conforme. =

3.5 légalité : u, =p
Théoréme 3.9 Si >0, alors p; = p.

Preuve: 1)Si p >0 et siv est une solution de Ly(v) = pyo™N =" vérifiant [, vVdv, =

1, alors par coercivité

= [ vLy(wdu, = clolm
M
le fait que v est non triviale entraine que p; > 0 et de la définition de p, on obtient
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L,(v)d
u:infwg vLg(v)dv, = py.
(fM vNdvg) ¥ wo ! '

Par le lemme (4.3), on retrouve ’égalité :

Hi = K-

2) Si p =0, alors par le lemme (4.3), iy < 0 et encore de la définition de p, pour tout
v € H?

/ vL,(v)dvy, >0
M

et pour tout u € LY, la quantité

vaLg(v)dvg N 2
dv)s >0
(Jy, [ul¥—202du,) </ uidv) 2
M

alors notre y, inf de la quatité précédente est positif et en fin de compte, on a :

py =0=p.

3.6 Caractérisation variationnelle de p,

Définition 3.5 Soit (g) = {§ = uN"%g, u € C* et u > 0} la classe conforme de g et
soit [g] = {g = V%9, w € HY et u > 0} sa classe conforme particuliére, le second

mvariant de Yamabe singulier i, est définie par :

fy = inf]/\Q,gVol(M, g)”"

g€lg
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ou bien sous la forme suivante,

L d
o = inf sup Jar vLg(v)dvy )(/uNdvg)fL

weH (M),VeGraH2 (M) vev (5, [u/N"202duy

Lemme 3.4 [AH06] Pour toute variété riemannienne compacte (M,g) de dimension
n > 3, il existe By > 0 telle que
Jus A1) | Vul? + Byuld,

Sn _ -1 2/n _ inf (n—2)
1 (Sn) = n(n — Lwsy ueé%u#g ([, [u[Ndv, 2N

ol wy, est le volume de S,. En posant, K* = j,(S,)C, ot C, = (4(n —1))/(n — 2),
alors on peut reécrire l'inégalité précédente sous la forme suivante : pour tout u € HE (M),
u# 0
(/ ulNdv, )N < K2/ |Vu|*dv, +/ Bou*dv,.
M M M

A partir de ce théoreme Ammann et Humbert ont construit 1'inégalité suivante :

Théoréme 3.10 [AHO6] Sur une variété riemannienne compacte (M, g) de dimension

n > 3, pour tout v € H? et pour tout u € Lf, on a linégalité de type de Sobolev :

2t [ oy < (6 [ (9duy+ [ Bt [
M M M

M

ou bien, on peut aussi ’écrire de cette facon :

23/ lulN 2v?dv, < /h(Sn)(/ C,|Vv]* + Bov2dvg)(/uNdvg)Z.
M M

M
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3.7 Proprieté de pu,

On sait que g est réguliere dans la B,(d) par '’hypothése (H), c’est suffisant de voir que
la conjecture d’Aubin est toujours réalisée dans le cas ou (M, g) est non conformément
plate dans un voisinage d’un point p et dimension n > 6. On définit u. = nv. avec 7
est une fonction a support dans la boule B,(2¢) , n =1 dans B,(¢) , 2 <9 et

19 n—2 .
m)Q ou 1 =d(p,q),

ve(q) = (

sachant que

B Joy IVul® + 4((7;__21)) S,udv,

Y = T duy v

on a le lemme suivant (Aubin) :

Lemme 3.5 [Heb97

<Y(v,) = K2 — clw(p)?e* + 0(g%) si n>6
P=TWI = k2 - clw(p)|?etlog L + 0(e?) si n==06

ot |w(p)| est la norme du tenseur de Weyl au point p et ¢ est contante strictement positve.

De la conjecture d’Aubin et de la régularité de ¢ dans la boule B,(9), I'estimation

faite par Ammann et Humbert est vérifiée dans ce cas et on obtient le théorémr suivant :

Théoréme 3.11 Si (M, g) est non localement conformément plate, de dimension n > 11

et >0, on trouve

|3
3

po < (2 + (K7%)%)

et st p=0,n2>9, alors on a

py < K72,
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3.8 Existence du minimum de g,

Lemme 3.6 Supposons que v,, — v faiblement dans HZ(M) , u,, — u faiblement L™

(M) et vérifiant [, upn™ v dv, = 1, alors on a

/ U™ 2 (Vg — 0)2dvy, = 1 — / N 2% dv, + o(1).
M M

Preuve: La preuve est exactement la méme faite dans la partiel. m

Théoréme 3.12 571 — 2_%[(2#2 > 0, alors une métrique généralisé minimise [i.

Preuve: Etapel:
Soit g, = ulY~2g une suite de métriques telles que u,, € HY (M), u,, > 0 minimisante

de infimum de p, i.e. un suite telles que

o = limAg ,,, (Vol (M, gm)2/n

On peut assumer que Vol(M, g,,) = / uNdv, = 1, en particulier la suite u,, est bornée

M
dans LY (M) et donc il existe u € L¥(M), u > 0 tel que wu,, — u faiblement dans

LY (M). Proposition (4.3) entraine I'existence de v,,, w,, € C*(M), v,, > 0 tels que :

L,(vy,) = /\17mufx_zvm et L,(wp) = )\gmu%”wm

i N-2,2 3. _ N-2, 2 3 _ N-2 _ :
vérifiant [, ul “2vZdv, = [, ul T Pwldog =1 et [, uy 2vnwndug = 0. Les suites vy,

Wy, sont bornées dans HZ (M), ils existent v,w € HZ(M), v > 0 telles que v,, — v,
Wy, — w faiblement HZ(M). Avec la convergence de u,, dans L™ (M), v et w sont
solutions faibles de

L,(v) = u v et Ly(w) = pou™ 2w
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ou

fy = lmA; , < gy

Etape2 : Maintenant on va montrer que v,, — v , w,, — w fortement dans H% (M).

En appligant le théoreme (4.10) a la suite (v,, — v), on a

/\um|N2(vm—v)2dvgg<2iK2/ |V(vm—1))|2dvg—|—/ Bo(vm—vfdvg)(/ugdug)i
M M M

de la convergence forte de v,, dans L*(M), il suit que

/M|um|N_2(vm—v)2dvg < 2_K2/ IV (v, — v)2dv, + o(1)

< —an/ IV (v) % + |Vo|* = 2V, Vodo, + o(1),
M

la convergence faible de vy, conduit & [, Vv, Vodo, = [, |Vv|? dv, +0(1), nous obtenons

donc
/ |t |V 2 (0 — v)zdvg < 2_3[(2/ IV (v)|* — |VU|2dvg + o(1).
M M
Encore comme [, =2 e S GUm dvg = [, D 2 ) vidv, + 0(1),
2 -2
/ |um|N_2(vm—v)2dvg < 2_nK2(/ |V(vm)|2—|Vv|2dvg+/ n—Sg(vfn
M M mAn—1)

el /M oLy (tm) — 0Ly (0)dvy) + o(1)

< 2K — i) / W 202du,) + o(1)
M

et puisque lim\; ,, = i3 < f1y, on déduit
m

/ ||V 2 (U — v)2dvy < 2_%[(2#2(1 — / u™?v2dv,) + o(1).
M

M
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Maintenant & 'aide des convergences faibles de v,, dans HZ(M) et de u,, dans LY (M)

et du lemme (4.6), on a

/ U | N2 (0 — v)2dvy = 1 — / u™2v2dv, + o(1)
M M

i.e

1—/ uN202dvg§2iK2u2(1—/ N=292)dv, + o(1)
M M

1—2 oK%, <(1-2"nK M)/ ™20 dv, + o(1)
M

Si 1-2"2K2u, > 0 alors Joy uN20dvg > et avec le lemme de Fatou, [, u™?v2dy, <
lim [, ul2v2dv, =1

D’ou [ o uN"2v%dv, = 1 et on conclut que les fonctions v et u sont non identiquement

nulles.
De plus
/ IV (v, — 0)|* dv, = / IV (v))? + |Vo|* = 2V, Vudv, 4 o(1)
:/ IV (0m)|? — V02 dv, + o(1)
M
: n—2 2 :
et par le fait que [}, n=25Syvn’dvy — [} 1a23Sgv>dv, = 0(1), on a ausi
/ IV (0, — v) | dvy = / UmLg(vm) — vLy(v)dv, + o(1)
M
< py(1 — / w20 dv,) + o(1)
M
alors

[ 19 =0 o, < o)

Conclusion : v, — v fortement dans HZ(M),on a la méme chose avec wy,.

Etape3d : On montre que fM uN 2vwdv, = 0.
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En développant ’expression suivante, on a

N-2 N-2 N-2 N-2 N-2 N
/ Uy,  UpWp, — U vwdvg = / Upy "V Wy, — U
M M

< (/ (U, — U)Ndvg)% + / u " 2ow,, — ul " 2ow + vl Pow — ulY
M M

< ([ (o= 0o+ [ ol — )+ @ -0

2
vwdvg

vwdvg
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et

/ (ul =2 — V) owdv, — 0
M

car uY =2 — uN~? faiblement dans L%(M ) et vw € L2 (M) et de la convegence forte

de vy, Wy, dans HZ(M) C LN (M), on a :

/ uN’2vwdvg = 0.
M

La métrique généralisée u”~2¢ minimise p,. ™
Théoréme 3.13 Si p, < K2, encore ., est atteint par une métrique généralisée.

Preuve: Etape 1: Soit g,, = u)?g une suite de métriques telles que u,, € HY(M),

Uy, > 0 minimisante de infimum de g, i.e une suite telles que

o = lim)\lm(VOl(M, gm)Q/n

On peut assumer que Vol(M, g,,) = / uNdv, = 1, notre suite (um,)n est bornée dans

M
LN (M) et donc il existe u € LY(M), u > 0 tel que wu,, — u faiblement dans L~ (M).

Proposition (4.3) prouve I'existence de deux suites v,,, w,, € C*(M), v,, > 0 solutions

respectivement de

Ly(vy) = /\Lmuﬁ_%m et Ly(wy,) = )\27mu%_2wm

vérifiant

N-2,2 _ N-2, 2 _ N-2 _
/ Uy, U dUg = / Uy, Wi dvg =1 et / Uy, UmWydvg = 0.
M M M

Les suites v, ,w,, sont bornées dans HZ(M), ils existent v,w € HZ(M), v > 0 telles

que v, — v, w,, — w faiblement HZ(M) et avec la convergence de u,,, on obtient au
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sens des distributions :

L,(v) = mu™ v et Ly(w) = pyu’w

ou fi; = hnl;ﬂ)‘l,m < Uy
Etape 2 : Par l'inégalité de Holder, lemme (4.4) et la convergence forte de v,, dans

L*(M), on a

/M [t 7 (v — ) dvg < om — v} < K2V (0 — )3+ 0(1)

< KQ/ IV (vm)|? + Vol — 2V v, Vodo, + o(1)
M
< K* [ 90l = Vo duy + o)
M
< K2/ UmLg (V) — vLy(v)dvy + o(1)
M

< K2, (1 — / uN 2% dv,) + o(1).
M

Avec le lemme (4.6), on a [}, [tm|N"2(v, — v)*dvg =1 — [, uV"*02dv, + o(1) donc

1-— / u™N 2idu, < KPpy(1 — / u™2v2dv,) + o(1)
M M
le

1— K?u, < (1—K?u,) /MuN2v2dvg

Sil— K?u, >0,

/ uN’2'02dvg >1
M

: N-2,2 : N-2,2 _
aussi du lemme de Fatou, [,, v "?v?dv, <lim [, ) ~?vZdv, = 1. On trouve

/ u™N i, = 1.
M
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D'ou v et u sont non nulles et de l'inégalité [, |V (v, — v)[> dv, < o(1), on a v, — v

fortement HZ(M) C LY (M). La méme chose pour la suite w,, d’oi le résultat. m

Lemme 3.7 Soit u € LY(M) avec /uNdvg = 1. Supposons que z, w deux fonctions

M
positives de HX(M), z,w > 0 vérifiant

/ wLgy(w)dv, §u2/ u™ 2widv, (6)
M M

et

/ zLgy(2)dv, < u2/ uN 22 dv,. (7)
M

M
Supposons encore que (M — 271(0)) N (M —w=1(0)) est de mesure nulle, alors u est une

combinaison linéaire de z et de w et on a égalité dans (6) et (7).

Preuve: La preuve de ce résultat est la méme donnée par Ammann et Humbert dans

Varticle [AHO06]. m
Théoréme 3.14 Si i, est atteint par une métrique généralisée u™2g, alors l’équation

Ly(w) = pau™ P

posséde une solution qui change de signe w € CY(M). De plus ils existent deux réels
a,b > 0 telles que

u = aws + bw_

ot wy = sup(w,0) et w_ = sup(—w,0) .

Preuve: Etape 1 : En appliquant le lemme (4.7) pour wy = sup(w,0) et w_ =

sup(—w,0), on obtient l’existence de a,b > 0 tels que v = awy + bw_, par le lemme
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(4.1), wy,w_ € L>®(M), c’est a dire u € L®(M), u™N=2 € L>°(M), alors
h=S8,— uu"?e LP(M),
par le théoréme (4.3) il découle que
we HY (M) c CHM).

Etape 2 : On a toujours u, > f1;. En effet si 'y égalité notre v sera solution de
Lyv = ,uguN ~2p et comme p, est atteint par une métrique généralisée v € E, ce qui est
impossible.

Etape 3 : La fonction w change de signe.

Supposons que w > 0, le lemme (4.7) est applicable a la fonction z = v et a
la fonction w entraine I’égalité dans la deuxiéme inégalité (7) et comme v est solution
de Ly(v) = @u™N~?v, I'étape 2 implique que l'inégalité (7) est stricte ( [,, vLy(v)dv, <

ty [5; N 202dv, ) d’ou la contradiction. m

Remarque 3.3 FEtapel montre que u n’est pas continue contrairement au second in-

variant de Yamabe.

103



Chapitre 4

Solutions nodales d’une équation
non linéaire de type Paneitz-Branson

avec exposant critique

4.1 Un rappel sur opérateur de Paneitz-Branson et
les résultas obtenus

Soit (M, g) une variété d’Einstein compacte de dimension n > 5 de courbure scalaire .S,
strictement négative, dans cette partie on va étudier les invariants conformes p(M, g),
w1 (M, g) et particulierement p,(M, g) puis le signe des solutions correspondantes (so-
lutions des équations de type de Paneitz-Branson avec exposant critique). FEn sait
que Paneitz [Pan83] a introduit un opérateur conformément invariant d’ordre 4 défini
sur une variété riemannienne de dimension 4. Branson[Bra87] généralise la définition
de lopérateur sur des variétés de dimension n > 5. Etant donnée (M, g) une variété

d’Einstein, 'opérateur géométrique de Paneitz-Branson P, est réduit a

Pyu = Azu + a,SgAgu + bnSSu
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n?—2n—4 (n —4)(n* —4)
ap = y Un =
2n(n — 1) 16n(n — 1)2

Dans la premiére partie, on a défini le k™ Paneitz-Branson invariant par :

Sk

pur(M, g) = inf}Ade) [vol(M, g)] .

g€lg

On a montré que si S, > 0, u(M, g) est atteint par une métrique conforme et toujours
notre u(M, g) > 0, le premier invariant de Paneitz-Branson 1, (M, g) est atteint par une
métrique généralisée et de plus de la régularité cette métrique est conforme d’ott on a
son égalité avec p(M, g) et pour le second invariant, il est aussi atteint par une métrique

généralisée.

4.2 Rappel sur un travail intitulé : Seconde valeur
propre de 'opérateur de Yamabe et application

En 2012 S.E. Sayed publie un article intitulé [ElSay12]: La deuxiéme valeur propre
de l'opérateur de Yamabe et applications. Inspiré par les observations de Ammann et
Humbert, elle exploite la deuxiéme valeur propre As(g) de 'opérateur de Yamabe pour
I'existence des solutions nodales de ’équation de Yamabe dans un cadre générale, plus
précisément lorsque 'invariant usuel de Yamabe p est négatif ( u < 0), en d’autres termes
lopérateur de Yamabe n’est plus nécessairement coercif et en utilisant un raisonnement
par absurde, elle a obtenu des suites minimisantes qui convergent faiblement vers des
solutions et finalement elle retrouve des solutions qui changent de signe de I’équation de
Yamabe (solutions nodales).

Dans son article elle explique comment le signe de Ay(g) est relié a l'existense de
solutions nodales, elle donne aussi d’autre propriétés, par exemple le signe des valeurs
propres est un invariant conforme, une relation entre 'invariant conforme et la topologie

de la variété, elle montre que la méthode utilisée par [AHO06] se généralise au cas u(M, g) <
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0 lorsque A2(g) > 0. Spécialement quand la deuxiéme valeur propre Ay(g) < 0 et sans
aucune autre condition, elle obtient des solutions nodales de I’équation de Yamabe avec
une méthode complétement différente. L’auteur obtient plusieurs résultas dont on cite

deux qui sont a la base de notre motivation.

Théoréme 4.1 [ElSay12] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 3 ou son invariant de Yamabe u(M, g) < 0, on note par Ay la deuxiéme valeur propre
de Ly, alors si Ay <0 ou si Ay > 0, (M, g) non localement conformément plate et n > 6,

il existe une fonction w qui change de signe, solution de I’équation

Lyw = g|w|N 2

w?
ote=+15iM>0,e=—-1sid<0ete=0siA\=0. Deplusw € C>(M) pour
tout « < N — 2.

proposition 4.1 [ElSay12 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n > 6, suppose que M mnon localement conformément plate et son invariant de

Yamabe (M, g) <0, alors (M, g) < u(Sy).

4.3 Premiére et deuxiéme valeurs propres d’une métrique

généralisée

On rappelle dans tout ce qui suit que (M, g) est d’Einstein, compacte de dimension
n > 5 et de courbure scalaire S, strictement négative, N = % est I’exposant critique de
I'injection de H3(M) dans L?(M), la grasmanniene Gri(H3(M)) est ’ensemble de tous
les sous espaces de dimension k (k > 1) de H2(M) tel que le sous espace span(vy, ..., vy,)
€ Gri(H2(M)) si est seulement si vy, ..., v sont linéairement indépendent sur M \
u~(0), une métrique généralisée conforme & la métrique g est une métrique de la forme

g = u'r g ou u € LYN(M), u > 0 et non identiquement nulle et pour toute métrique
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généralisée g = T g, on définit la k®me-valeur propre \z(g) de 'opérateur de Paneitz-

/ vPgudu,
Ak@') = inf

M
Veart(HZ(M)) UGV\{U} /

Branson par :

N=202dv,

Contrairement a la premiére partie, lorsque S, est négative, les valeurs propres peu-

vent étre négatives,

ie / vPgudv, peut étre négative et la on peut distinguer les cas suivant A\;(g) > 0 et

M
surtout le cas \(g) < 0.

proposition 4.2 Soit g = uyg une métrique généralisée conforme a la métrique g,
on assume que u > 0, alors toute suite minimisante de \(g) est bornée dans H2(M) et

Preuve: Soit (v,,) une suite minimisante de A;(g), une suite telle que :

/\Aum|2+ansg|vvm| + b, 5202 dv,

hmM = lim/\l,m = )\1 (g)v

m
N—2,2
/u vz, dvg

M

on peut toujours supposer que / uN 202 dv, = 1, puisque S, < 0 notre opérateur n’est

M
pas nécessairement coercif, alors on va supposer que v,, n’est pas bornée dans H2(M) et

on considére la nouvelle suite :

Um
vy =
[0 |
ou||v,|lest la norme usuelle de HZ(M), il est évident que ||v7,,|| = 1, la suite (v7,,)est

bornée dans HZ(M) et aprés passage a une sous suite notée encore (v/,,), il existe v/ €

H2(M) tels que :
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(i) ot — vt  faiblement dans HZ(M) .
(i) vty — v/ fortement dans HZ(M) et dans L*(M).

Puisque ||v,|| — +o0, il découle que v/, — 0 presque partout, de plus en écrivant

0 < /UN_2<U/ — vl )2dvy,
M

0 < /uN_Zvﬂdvg — Q/UN_QU/U/mdUg + /uN_zv/mzdvg
M M M

et en remarquant que par convergence faible dans H2(M) on a : lim / uN2orly,dv, =
m
M

/uN_2v/2dvg

M
on obtient que :

N-2,2
/u v dvg

_ . _ . M
/uN 21}/20l1)g < hm/uN 2vlfndvg = lim————— — 0,
m vl
M M

il suit que

/UN_QU/QdUg =0
M

et comme u > 0,

vl = 0.

Le fait que ||[v1,,]| =1 1ie /]Av/m|2 + |V, |* + v2,dv, = 1 et par le point (i), on a
M

/|Vv/m]2 + v dv, — 0 et on déduit que /]Av/m\2dvg — 1, d’autre part v/, vérifie
M M
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I’équation

/ | AV, [* + anSy |Vl |” + bnSjv/ildvg = )\Lm/uN_zvlfndvg
M M

alors pour m assez grand, on obtient la contradiction suivante :

2 2 _
/|Avlm] dv, + /anSg V0| + bpSivl2dv, = Al,m/uN 202 dv,
M M M
~—_—— [ P vl . P V)

—1 —0 —0

Cela signifie que (v,,) est bornée dans Hz(M) et implique que Ay, > C. i.e
)\1,5 > —0Q.
En effet puisque S, est négative, on a

anS, ||vm||fq22 < / |Av,|” + anSy (V| + bnngidvg.
M

et comme la suite est normalisée par [, [u|¥ 02, dv, = 1,

/ | AV [* + @0 Sy [VUi|? + b,S202 dv,
M

A —
1m fM [u| V=202, dv,

= / |Av|* + anS, |Von|? + b Sov2,du,
M

il découle que

Mm > Sy vaH?{g > —00.
(]

proposition 4.3 Supposons que \i(g) < 0, alors il existe w € L™ (M), u # 0 et u > 0

vérifiant



Preuve: Soit v la fonction propre associée a Ai(g), si A1(g) < 0, alors / vPudv, =

M

A1(g) / v?dv, < 0. Soit p un point de M, pour € > 0, on définit ¢, une fonction de classe

M

C>®telsque 0 <. <1 et

6. =0 sur B.(p)
p.=1 sur M\ Bs.(p)
Vo <2 et [Ag| <3

ou Bs(p) est la boule de centre p et de rayon ¢ (voir[HRO1] pour cette fonction), alors on

a
lir%/(qﬁsv)Pg(qSEv)dvg
M
— | [ @oRod,+ [ @oRad, [ @R,
BS(P) BQE(P)\BE(P) M\B25(P)
— tiy [ @o)RGod+m [ @R+ m [ @Ry,
BE(P) B2E(P)\BE(P) M\B2E(P)
= Ell%q / (p.v)Py(p.v)dv, + /ngvdvg <0= /ngvdvg < 0.
B (P)\B:(P) M M
=0
Bueer [ )Ry = [ 1800 4anS, V(6.0 0,5 0.0y,
B2:(P)\B:(P) B2 (P)\B:(P)
et comme
/ ‘V(¢€U)‘2 d’l}g = / [Uz |V¢s|2 + ¢.§ ‘VU|2 + 2U¢€(V¢s7 V”U)]d'l)g, on
Bae(P)\B:(P) Bae(P)\B:(P)

déduit apreés passage en coordonnées polaires que :
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2e

nq2
CIVo Ly < PIRS [y < §fro = G o0
Bae(P)\Be(P) Bae(P)\Be(P) e
quand € — 0.

et de la méme maniére il facile de voir que les autres intégrales seront nulles.

Si on pose w = ¢_v et pour un petit €, on a /ngwdvg < 0.

M
Soit u > 0, u # 0 de classe C* avec support dans B.(p), de la définition de \;(g)

/ngvdvg
M(7) = inf Y

v
/uN—zvzdvg
M

en particulier, pour un réel a > 0 et pour v = w + «, on obtient

/(w + ) Py(w + a)dv,

A (9) < limY = —0

a—0
/uN—z(w + a)?dv,
M

car :
lim0 (w+ o) Py(w + a)dv, = /ngwdvg <0

M M

et comme les fonctions wu et w par constructions ont des supports disjoints, on a

limo N2 (w + a)?dv, = 0.

M

proposition 4.4 Pour toute métrique généralisée g = u~z g conforme a g, supposons

que u > 0. Ils existent deuz fonctions v,w € HZ(M) solutions au sens faible des équa-
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tions Pyv = M(Q)|ul" 20 et Pyw = M(9)|ulV 2w  vérifiant /UN21)2dUg =1,
M

/uN_szdvg =1 et /uN_vadvg =0.

M M

Remarque : En particulier lorsque g est conforme, on a u > 0.

Preuve: Soit (v,,) une suite minimisante de A;(g) i.e une suite v,, € H7(M) telle que

lim fM U Lg (U ) dvy

Y22y~ 1

En normalisant v,, par [, [u|V"?v2,dv, = 1 et d’apreés la proposition (5.2), v, est
bornée dans HZ(M) et comme dans la premiére partie, aprés passage & une sous suite,
il exite un v dans HZ(M), tels que v,, — v faiblement dans HZ(M) , fortement dans
H2(M), fortement dans L?(M) et presque partout sur M, on en déduit que v satisfait au

sens des distributions 1’équation L,(v) = A (g)u™ 20 et vérifie / uN"2?dv, = 1, d'ot v

M
est un minimiseur non trivial dans H3(M) de A;(g). On construit

Sy wPy(w)duy

Xy(@) = inf
20) = b N2,

ol Dinfimum est pris sur Pensemble E = {w € HZ(M),u"z w # 0 ,/uN_Qdevg =1

M

et / uN2wvdv, = 0}. Soit (wy,) une suite minimisante de \,(3), avec la méme méthode

M
(voir la partie 1), on trouve une solution faible w non trivial dans H2(M) de 1’équation

Ly(v) = N(g)u™ 20 Vériﬁant/uN2w2 = let /uNQdevg = 0 et de plus \5(9) = X2(9)

M M
|

Remarque 4.1 Siu € C*(M), alors v,w € C®(M).
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proposition 4.5 lorsque g est dans la classe conforme et si A\1(g) < 0, alors v est une

solution qui change de signe et si A\1(g) > 0 aucune conclusion sur le signe de v.
Preuve: v vérifie L,(v) = A (9)u™ v e

Agv + anSgA v + bnSSU = M (9)uMN 2.
En intégrant sur M on obtient :

/Agv + anSgAgv + bnngdvg = /Al(ﬁ)uNQUdvg
M

M

et puisque v € C*®°(M)

/Ag(Agv)dvg + anSg/Agvdvg + bnSS/vdvg = /Al(ﬁ)uN_2vdvg
M M M

M

on a

/Ag(Agv)dvg + anSg/Agvdvg + bnSg/vdvg = /Al(ﬁ)uN_zvdvg
M

M M M

. v ~ /
~~ ~~
=0 =0

1) si A1(9) < 0, on suppose que v > 0, alors

bnSi/vdvg = /Al(@uN_devg
M M

N—— N ~ V)
>0 <0

et puisque v # 0, on a une contradiction, si on suppose que v < 0, alors

bnSg/vdvg = /Al('g)uNQUdvg
MM y

N

-

<0 >0

et on a contradiction.
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2) si A1(g) = 0, on suppose que v > 0 ot v < 0,

bn32 vdvg = / (9)u™ *vdv,
M

M
[
~~ ~~

=0

[\ J/

=]

Puisque v # 0 contraduction, d’ott nécessairement v change de signe. ®

4.4 L’invariant de Paneitz -Branson

On sait que U'invariant usuel de Paneitz-Branson p(M, g) est donné par

/|Au| dv, — /( anS,)V'uVu dvg+/bnS§u2dvg
uw(M,g)= inf I(v) ou I(v) M

VeH3(M)) 2
(/UNdUg)N

M

L’équation d’Euler correspondante est alors :
A2u+ V' [—anSViu] + by Siu = (M, g) |V

Remarque 4.2 : —a,S; =a et b,S; =h owa, h sont décrient dans Uarticle [Car01]

proposition 4.6 Lorsque (M, g) est non conformément plate et n > 9, on a toujours

w(M,g) < K52 et que (M, g) est atteint par une fonction de classe C*“(M) vérifiant

/uNdvgzl ot

M

Preuve: Par définition de 1, on a toujours

uw(M,g)= inf I(v) <I(1).

veHz(M)) T
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1) Si (M, g) = I(1) implique que u = 1 est une solution, d’ou (M, g) est atteint par

une C*°(M) positive fonction vérifiant / uNdv, = 1 et que

M

w(M,g) = bnSs [vol(]\/[, g)ﬂ > 0.

2) Sinon pu(M,g) < K52 (voir la partie 1, la proposition (3.7)), & partir de n > 9

Péquation A2u+ V' [—a,S,Viu] + b, Siu = (M, g) lu| " possede toujours une solution

de classe C*® vérifiant / uNdv, = 1 et en particulier u n’est pas nécessairement positive.

3)Si u(M,g9) <0 sz—z et a partir de n > 5, ’équation a toujours une solution de
classe O,

4) Soit § = a® — 4h le dicriminant de 2° + azx +h = 0, § = (—a,S,)* — 4 b,S; =
4[%]2 > 0, la premiére racine x; < 0 et il n’est plus possible de chercher une solution

positive comme dans la premiére partie.

5) On a toujours u(M,g) > —oo et qu’il est atteint par une fonction de classe C*

vérifiant / uNdv, = 1 contrairment & ce qu’on va voir avec p; (M, g). ®

M

4.5 Le premier et le second invariant de Paneitz -
Branson

proposition 4.7 Supposons que A\1(g) < 0, alors u, (M, g) — —o0

Preuve: Par définition on a

SIES

py (M, g) = ng A1(g) [vol(M, g)]

i
g€lgl
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vPyvdu,

= inf sup
uELf(M) et Gri(HZ2(M veV\{0} uN- 2U2drU

J\[
En particulier pour le choix de v = w + « et u comme dans la proposition (5.3), on
a
/(w + o) Py(w + a)dv, /(w + o) Py(w + a)dv,
M

(M, g) <™ < lim = —00.

a—0
/uN—2(w + a)%dv, /uN_2(w + a)%dv,
M M

d’ou la nécessité de prendre \;(g) > 0 pour I'étude 1, (M, g). =

Théoréme 4.2 Si \i(g) > 0, alors pu(M,g) > 0 et ils existent deuz fonctions non
nulles w € LY (M) , v € H3(M) vérifiant Uéquation Lyv = py(M, g)lulN v au sens

faible et telle que /uN21)2dvg = 1. Autrement dit (M, g) est atteint par une métrique

‘ M
généralisée.

Preuve: On a

:\%

(M, g) = gig[g}h@ [vol(M, g)]™ .

/Ungdvg

Si Ai(g) = > 0, on déduit que pour tout v € HQQ(M),/ngvdvg > 0,
M

/ 2dvg

M
alors pour toute métrique généralisée g , A1(g) > 0 i.e A\ (g) [vol(M, 'gv)]% > 0 donc

N-2
i (M, g) > 0. Soit (um? g)m, une suite de métriques conformes (u,, € C*°(M) , u,, > 0)

qui minimise (M, g),

n

n(M.9) = (@) | [ulde,
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On peut supposer que /u%dvg =1 ie (M, g)= Lm\(gn).

M
De la proposition (5.4) on a pour chaque (), une fonction v, € C*(M) vérifiant

N—-2,2

|N=2v,, avec la contrainte / uN 202 dv, = 1. Puisque / uNdv, = 1,
M M

Lyvy, = M (§m> |um

() est bornée LY (M) et par réflexivite, il existe u € LY (M) telle que u,, converge

faiblement vers u dans LY (M). Supposons que ||v,,| — +o0o, soit

Um,
ol = —"
[0 |
il suit que ||v/,,]| = 1, (v/,,) est bornée dans H3(M) et apres passage a une sous suite

encore notée (v/,,), il existe v/ € Hz(M) tel que (i) v/, — v/ faiblement dans H3 (M),
(ii) v/, — vt fortement dans HZ(M) et dans L*(M).
On a:

Agvm + anSgAv,, + bnSﬁvm = M G) |t O,

en multipliant 1’équation par ® € C*°(M),
DAY, + 1, Sy PAV, + by S2Bvy, = A () U] Du
g m n~qg m n g m m m moy
puis par intégration,
/@Aﬁvm + a, Sy @A, + bnSECI)vmdvg = /\1(§m)/ |um\N71 Qv du,

M M

€encore par L

l[omll?

1
lv

" 1 _
/@szm + a, S, ®Av, + bnqu)vmdvg = Al(gm)”v—m”/ |um|N ! dv,,du,
M

ml|
M
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i.e

1
HU || /Ava(I) * anSg(VUW“ VCI)) + bnSEUm(I)dvg =\ (gm)/uﬁ_2vmq)dvga

M

1
——Av, AP+a, S, (—-
/||Um|| | m||

lvmll " omll
m m

1 ~ 1
VU, V®)+b,52 —— — U, ®dv, = Al(gm)/uN 2 —— Uy, Pdu,,.
M
d’ou v/, vérifie I’équation suivante :

m

/ AVl A + 6, Sg(V 01y, V) + b, S201,8dvg = Ay (Gim) / ul 21, ®dv,.

M M

pour le second membre, on a
N—2 N2
/ W20, dv, < |[B]| / (U ot ),

M M

Appliquant I'inégalité de Holder,

_ _ 1 _ 1
/u% 2t Bdu, < ||®], ( /u% 2012, duy)’ /uﬁ 2 du,)}

M M M
v 2 1 1
< ol (fu® [ ] i fudtany
M " M
@l ([0 2020’
M N-2 3
< o (futdny
M
1
12| (/U%Qv?ndvgf N2t 21
_9 N_ [0)) 1
: o (| foor || fan| < par gt
Um U,
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d’ou

/@Pg(v/)dvg = lim/@Pg(vm/)dvg = lim/Av/mACI)+anSng/mV(I>+bnSsv/m@dvg =0
M M M

d’ott Pjv" = 0 et comme la premiére valeur propre ( hypothése) A\i(g) > 0, on a v = 0.
D’autre part, on a

A20p, 4 anSgAvy + by S3v = (M, g) |ty |¥ " Ve, apreés muliplication par v, puis
par intégration on a :

/ | AV + a0 Sy [VUm|” + by S202,dvg = Al(ﬁm)/uN_%fndvg,

M M

L [/ | AV |* + @n Sy |Vum|” + b, 5202 dvy] = Al(ﬁm)m/uN_Qvfndvg i.e

2
[[om|

M M

/ |Avr,,|? + anSy Vol | + bnSSUIEndvg = /\l(ﬁm)/uN_%/fndvg
M M

[l [oml®

2 ~
~ m A m
=) o [ | e, = 00
M

11 suit que / | AV 2 4 @Sy V0l |? + bpSzvr2,dvg — 0 et comme v' = 0 et du point (ii)
M
on auras

/bnnglfndvg —0 et /anSg \Vvlm|2 — 0,
M M

alors on a nécessairement :

/]Av/m|2 dvg — 0
M

et finalement on aboutit a la contradiction suivante :

WP =1= / i 2 4 [V + vi2.dv, — 0,
M
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On conclut que notre suite v, est bornée dans HZ(M), il existe v € HZ(M) tel que :
vy — v faiblement dans H3(M) et v,, — v fortement dans HZ(M), il suit qu’au sens

des distributions v satisfait 1’équation
Pyo = py (M, g)Ju|" v,

A présent on va montrer que u et v sont non identiquements nulles.
Aprés I'application de l'inégalité de Holder et 'inégalité de Sobolev donnée par le

lemme (3.1), on a

2
N
/u%Q(vm —v)%dv, < Ndvg L/ v)Ndo, | .

M

< (K3 +e) /|A v)[* dv, + b(e )/(m—v)2dvg

M

de la convergence forte de v, dans HZ(M) i.e /(vfn — vH)dv, = o(1) et /(]va|2 —
M M
IVo|*)dv, = o(1), il suit que

/ W2 (v, — 0)2dv, < (K2 +¢) / A(vm — )2 dvg + b(e) / (0 — )2,

M

(.

—0(1)

donc on a

< (K3 +e¢) /|A(vm —v)* d, +bnS§/(v v)2dv, + a,S, /(|va| — |Vu]?)du,

M M M
. J/ (. S/
~\~ ~~

~>0(1) —»0(1)
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e1ncore

< (K2 +¢) /(Umngm — vPyv)dv, | + o(1)

< (K3 + 2 (M. 9) [ (20 = ¥ 22)do, + o(1)
M

§U€+mewﬂ—/W”ﬁMme

et puisque /uN2v2dvg =1- /u%2(vm — v)?dv, + o(1) voir la partie 1, on trouve

M M

1- /UN2U2dUg < (K32 + &)y (M, g)(1 — /uN2v2dvg) +o(1)
M M

1 /uN_szdvg < (K3 + &) (M, g) — (K3 + )y (M, g)/uN_2v2dvg) +o(1)
M

S

1—W?mmwwmS/W”ﬁm—0@+mmMm/W”ﬁMme
M M

1= (3 + 2 (M,9) < ([ o) [(1 = (03 + s (M,)] + 0(1),

Maintenant comme i, (M, g) < u(M, g) < K52, on retrouve

/uN_QUdeg >1
M
et avec le lemme de Fatou, on a I'inverse d’ou :

/uN%zdvg =1.

M
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Les fonctions u et v sont non identiquements nulles et (M, g) est atteint par une

métrique généralisée. m

4.6 Une estimation de p, (M, g)

Théoréme 4.3 Lorsque (M, g) est non conformément plate, n > 9 et u(M, g) < 0, alors
/J“Q(Ma g) < K2_2

n—4
Preuve: Soit ¢, = [n(r? + 2]” 2 une fonction test appartenant a Hz (M) et soit v, =

C.p.ouC, = =" est une constante telle que /Uévdvg =1,onal(v.) = Ky*—ce*+o(e?)

M
(voir la partie (1) i.e & partir de n > 9) et soit v une solution de classe C**de I"équation

Py = pu(M,g)v™N~! vérifiant /devg = 1.

M
On sait que

/ FP,fdv, 4

2( ,g) eLy (M) ti erG Y(H2Z(M)) svp n /uNdvg
u e T 0
+ 2142 fe \{ }/UN_2f2d’Ug

M

En particulier pour f = A\v 4 pv. et u =v., on a :

/(/\v + pve) Py(Av + po.)du,

,UQ(M’ g) < \ 11§2up
m)eR*—{(0.0)} /vé\f—z()\v + pw:)2dv,

M
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Soient A, p. des réels vérifiant )\g + u? =1, on pose

/(/\v + pwe) Py(Av + po:)dog

F(ve, Aev + pive) = o |
(Au)€R?2—{(0,0)} /vév2()\v + pv2)2dv,

M

on a

Np(M, g) + p21(v) + 2Ac (M, g) / vV tuedyg

Ae
F(ve, Aev + pve) = M =5

/\g/vé\’—%zdvg + pZ + 2)\Eua/v§—1vdvg
M M

3 £

alors comme (M, g) <0 ,/UN_lvsdvg — 0 ,/UN_szdvg — 0 et /UN_lvdvg — 0

M M M
1)Si Ae = A#£0, p. — p#0, dou

Nu(M, g) + pi2Ky;2 N\ _ _
H H

F(ve, Aev + pove) —
2) Si p. — 0,\% — 1, alors
Ac ~u(M,g) <0 et B.>0
et cela conduit aussi a ce que,

F(ve, v+ pov.) = = <0< K2

€

A
B

3) Supposons que A\. — 0 et y. — £1, on peut toujours trouver une constante ¢ > 0
telle que

n—4

e < ce 2
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donc A\, = 0(c"2")
M =0E""Y et pi=1-0(E"").

€

-3

Sans perdre de généralité, on prend )\2 et u2 =1 — "3 Comme

— ( n 4) cn
. se trouve dans LY (M), les intégrales / Ldvg / “2du, et / ~!dv, sont finies et
M M

puisque v € C*%, on peut toujours trouver des constantes telles que :

n—4

/UN_lvadvg < ||v||£71 /vadvg < cO.C’E/goedvg <c.C.= 015%4 =0(e2)

M M M

N—2 2 2 N-2 N—2 N—-2 N—2 n-4_8 4
/va vidy, < HUHOO/’UE dvy < ¢3.C /905 dvg < c3.C 7% =cze’ 2 n-1 =0(e%)
M M M
et

N
3
|
I
3
+
™)

N-1 N-1 N-1 N-1 N-1 _ n_dnt? nod nt2
/UE vdv, < ||v||oo/vg dvg < ¢y.C; /4,06 dvy < ¢5.C0 7" =cze 2 n2 =0(e 2 »2).
M M M
Evaluons % :

£

A= XM, g)+ #2100 + DM, ) [0 oy,
M

= (M, g) + (1= ) (K et ofeh) + 2 [0(e"T )| VerT /(T = e (M, g)

B, = /\g/vév_Qfdvg + ul + 2)\5ua/vév_1vdvg
M M

=e"0(e") + (1 — ™ )+2[( ]\/&7" 3y/(1 — .en3).

D’ou :

A, "3 (M, g) + (1 — .e"3)(Ky% — ce* + o(e

|: n 4 n+2

") ] Ver=3\ /(1 — .en=3)u(M, g)
B. en=30(e4) + (1 — .- 3)_|_2[( ]\/5n N " :
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Pour n > 9, il découle que lorsque € — 0, pour A,ona: "3 —0, (1—.em3)—1

, (1—e"3) = 1let
0T m2)Ver /L — em3) = (" »-2) Ve > 0(39 )e® > 0(cY).
Et pour B., ona: e"30(c%) > 0(c4) et [0( = 4)] VeI — e = [o(g%“‘)} o3 >

0(e3)e® > 0(e4) et comme ¢ > 0,

A _ Kt toldl) g
B. 1+ o(c?)

On distingue deux cas intéressant : soit A;(g) > 0, soit A\;(g) < 0 et A\y(g) > 0 pour

I'existence de py(M,g). =

Théoréme 4.4 Siji,(M, g) < K32, alors uy(M, g) est atteint par une métrique général-
isée, autrement dit ils existent deux fonctions non triviales u € LY (M) , w € H3 (M)

solution de ’équation Pyv = po(M, g)ulN =2

Preuve: On a

:\»

pp(M, g) = inf A2( g) [vol(M, g)]™ .

g€lg]

Soit (U, ), une suite minimisante de 4 (M, g), u,, est positive et de classe C* i.e

wy(M, g) = 11m )\2 (Gm) [M/u dv,

On peut supposer que / ul dv, =1, c’est a dire uy(M,g) = lirJrrl A2(Gm). Pour chaque
M

U, la proposition (5.4) donne l'existence de deux fonctions vy, , w,, € C*°(M) telles que

Lyv, = A (Go) [t [N 20, et Lyw,, = Ao (G ) [ttrn [N 204,
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et vérifiant

N-2,2 _ N-2, 2 _ N-2 _
/um v, dvg =1 /um w,,dvy =1 et /um U Wi, dvg = 0.
M M M

Puisque / u® dvy, =1, (ty,)m est bornée dans LY (M) donc il existe un u € LY (M) telle

M

que u,, converge faiblement vers v dans LV (M). A 'aide de la méme preuve du théoréme
(5.2) appliqué a la suite v,, on obtient Pjv" = 0 et la suite w;, on obtient Pyuw’ = 0 et
comme la premiére valeur propre A;(g) < 0 et A2(g) > 0, on a nécessairement v/ = 0
;2w = 0. Dol v, w,, sont bornées dans H2(M), donc ils existent v, w € H3(M) telles
que v, — v et w, — w faiblement dans H(M) et v,, — v, w,, — w fortement dans

HZ(M), il découle que v ,w sont des solutions au sens faible de
Pyv = fiy(M. g)[ul v et Pyo = (M, g)ul¥*w

ol fiyest la limite de Ay (gim)-

Comme dans le théoréme (5.2) et comme j,(M, g) < K, 2, on retrouve /usz2dvg =

M

1, /uN_Qdevg =1let /uN_szdvg = (0 d’oil u, v et w sont non triviales.

M M

Conclusion 3 u,(M, g) est atteint par une métrique généralisée.
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Résumé : En 2005 Ammann et Humbert ont introduit une nouvelle définition de I'invariant usuel de Yamabe en
I'appelant premier invariant de Yamabe, cette définition a permis la généralisation des invariants conformes
d'ordre supérieur. Particulierement ils ont étudié les propriétés du second invariant de Yamabe, ils ont prouvé
gu’il est atteint par une métrique généralisée et ils ont obtenu une solution qui change de signe de I'équation
de Yamabe. La premiére partie étudiée est intitulée "Sur le second invariant de Paneitz-Branson", la on a
introduit I'opérateur de Paneitz-Branson, un opérateur elliptique du quatrieme, conformément invariant et qui
fait intervenir une quantité dite Q-courbure analogue de la courbure scalaire de I'opérateur de Yamabe, dans
ce travail on retrouve un petit rappel du probleme de Yamabe et du second invariant, puis on donne nos
motivations pour I'opérateur de Paneitz-Branson, puis on étudie les invariants conformes de cet opérateur,
quand est ce qu’ils sont atteints et |la recherche de solution positive ou de solution qui change de signe des
équations correspondantes. La deuxiéme partie est intitulée, le second invariant de Yamabe singulier, la aussi
poussé par la méme motivation et en introduisant une singularité sur I'opérateur de Yamabe, on étudie le
premier et le second invariant de Yamabe singulier, quand est ce qu’ils sont atteints et le signe des solutions.
On finalise avec la troisieme partie intitulée "Sur les solutions nodales d'une équation non linéaire de type
Paneitz-Branson avec exposant critique", dans cette partie de nouveau, on étudie les invariants conformes de
I'opérateur de Paneitz-Branson mais lorsque la courbure scalaire est négative, quand est ce qu’ils sont atteints
et le signe des solutions.

Mots clés : probleme de Yamabe et second invariant de Yamabe, opérateur de Paneitz Branson, invariants
conformes, méthodes variationnelle, équation différentielle du quatrieme ordre.

Abstract : In 2005 Ammann and Humbert introduced a new definition of the Yamabe invariant calling first
Yamabe invariant, this definition has allowed the widespread use of consistent higher order invariants.
Particularly they studied the properties of the second invariant of Yamabe, they proved that he is suffering a
generalized metric and they got a solution that changes sign in the equation of Yamabe. The first part study is
entitled "On the second invariant Paneitz-Branson", there was introduced the operator-Paneitz Branson, an
elliptic operator of fourth accordance invariant and which involves a known quantity like Q-curvature scalar
curvature operator Yamabe in this work include a reminder of the Yamabe problem and the second invariant,
then give our motivations for the operator to Paneitz-Branson and studying compliant invariants of this
operator, when is what they are looking for and achieved positive solution or solution that changes sign
corresponding equations. The second part is called the second invariant of singular Yamabe, again driven by the
same motivation and introducing a singularity on the operator Yamabe, we study the first and the second
invariant of singular Yamabe, when are they are met and the sign of the solutions. It completes the third part
entitled "On the nodal solutions of a nonlinear equation Paneitz-Branson guy with critical exponent" in that
part again, we study the compliance of the invariants Paneitz-Branson operator but when the scalar curvature
is negative, when will they suffer and the sign solutions.

Keywords: Yamabe problem and second Yamabe invariant, operator Paneitz Branson, consistent invariants,
variational methods, differential equation of the fourth order.
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1 Introduction (présentation de la thése et ré-
sume)

Cette thése est composée de trois parties, elle est le fruit d’un travail qui a duré
presque une dizaine d’années. La premiére partie étudiée est intitulée "Sur le
second invariant de Paneitz-Branson", qui a fait I'objet de notre premiére pub-
lication intitulée "On the second Paneitz -Branson invariant", 1a on a introduit
lopérateur de Paneitz-Branson, un opérateur elliptique du quatriéme, confor-
mément invariant et qui fait intervenir une quantité dite Q-courbure analogue
de la courbure scalaire de I'opérateur de Yamabe, en effet notre motivation était
une étude publier en 2005 par B. Ammann et E. Humbert sur I'opérateur de



Yamabe, intitulée " On the second Yamabe invariant", o ces derniers ont in-
troduit le premier et le second invariant de Yamabe et puis ils ont étudié leurs
propriétés, en particulier quand est ce qu’il sont atteint, naturellement on com-
mence par un rappel sur le probléme de Yamabe, sur le second invariant de
Yamabe puis on donne les motivations pour 'opérateur de Paneitz-Branson,
position des problémes et présentation des résultats. La deuxiéme partie est
intitulée, le second invariant de Yamabe singulier, 14 aussi poussé par la méme
motivation et en introduisant une singularité sur l'opérateur de Yamabe, on
étudie le premier et le second invariant et on finalise avec la troisiéme partie
intitulée "Sur les solutions nodales d’une équation non linéaire de type Paneitz-
Branson avec exposant critique", dans cette partie de nouveau on étudie les
invariants conformes de 'opérateur de Paneitz-Branson mais contrairement a la
premiére partie la courbure scalaire est prise négative, position des problémes et
résultats. La deuxiéme partie a fait objet de la publication suivante "The second
Yamabe invariant with singularities". La derniére partie est une prépublication
intitulée "On the nodales solutions of non linear Paneitz-Branson equation with
critical exponent".

2 Le probléme de Yamabe

Soit (M, g) un variété riemannienne compacte de dimension n > 3. Dans les
années 60 Yamabe a tenté de montrer qu’il existe une métrique g conforme a
g de courbure scalaire S; constante. En 1968 Trudinger mettait en évidence
une sérieuse difficulté dans la démonstration et donnait ainsi naissance & un
des grand probléme de I'analyse non linéaire sur les variété et depuis, il a fallu
beaucoup de temps pour trouver la bonne approche. Aujourd’hui ce probléme
est complétement résolu et il est connu sous le non du probléme de Yamabe. Les
premicéres solutions rigoureuses de ce probléme étaient données par Trudinger en
affirmant que la preuve de Yamabe est vraie seulement si 'invariant de Yamabe
1 est non positif. Huit ans aprés, Aubin résolvait le probléme pour des variétés
arbitraires non localement conformément plates et de dimension n > 6. Le
probléme est complétement résolu huit ans plus tard par Richard Schoen dans
lequel la preuve repose sur le théoréme de la masse positive du & Shoen et
Yau. Le lecteur pourra se référer a [Yam60], [Tru68], [Aub76], [Sho84], [LP87]

ou [Heb97] pour plus d’information sur le sujet. L’invariant de Yamabe p est
4(n—1)

, . f T|Vu|2+S w?dv
donnée par : u = inf M e —
uEH%(M), u>0 (f]u Iul dvy)

Théoréme 1[AHO06] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n > 3. Si p < p(S,) =n(n— 1)wi/” oll w,, est le volume de la sphere
Sy, alors il existe une fonction u strictement positive de classe C*° qui réalise
Y(u)=p.

Théoréme 2[AHO06] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n > 3. Alors on a toujours p < u(S,) . De plus, on a 'égalité si et
seulement si (M, g) est conformément difféeomorphe a la sphére S,,.

Ces théoremes résolvent le probléme de Yamabe.




3 Rappel sur le second invariant de Yamabe

Soit (M, g) un variété riemannienne compacte de dimension n > 3, B. Am-
mann et E. Humbert [AHO6] ont introduit une nouvelle définition de l'invariant
usuel de Yamabe p en 'appelant premier invariant conforme de Yamabe noté
11, cette définition a permis de généraliser la notion des invariants conformes
d’ordre k € N*. Particuliérement, ils ont étudié le second invariant conforme
de Yamabe p, dans le cas de p > 0, ils ont prouvé que le second invariant
conforme est atteint par une métrique généralisée contrairement au premier
invariant qui est atteint par une métrique réguliére et de plus ils ont obtenu
une solution qui change de signe ( solution nodale) de ’équation de Yamabe,
cette derniére est une équation elliptique d’ordre 2 non linéaire avec exposant
critique de Sobolev. D’apreés ces derniers, c’est une nouvelle technique pour
la recherche des solutions qui changent de signe de 1’équation de Yamabe en
comparaison avec les méthodes classiques. L’opérateur L, posséde un spectre
discret spec(Lg) = {A1,4 ,A2,g- ..}, les valeurs propres A1y < A24... appa-
raissent avec leurs multiplicités et la caractérisation variationnelle de Ay 4 est
donnée par :

S 4((:_721)) |Vul? + S,u’dv,

= i
b9 e (M), us0 ([ [ul2dvy)

Soit (9) = {g = uN"2g ,u € C®°(M) et u > 0} la classe conforme de la
métrique g, B.ammann et E.Humbert dans leur article [AHO6] affirment qu’il
n’est pas difficile de voir que si p > 0, alors I'invariant de Yamabe p est donné
par :

p= inf A gVol(M,35)"".
G€(g)

ou Vol(M,g) = fM dvg = fM uNdvg est le volume riemannien de M pour la
métrique §. Les auteurs généralisent cette définition, en introduisant le k%™
invariant de Yamabe i, par :

2/n .
)" ou k est un entier > 1.

py, = inf g 5Vol(M, g
g€(9)

Avec ces notations p; est 'invariant usuel de Yamabe. Leur but est d’étudier
le second invariant de Yamabe p, et les motivations étaient de trouver des
solutions qui changent de signe (solutions nodales) de 1’équation de Yamabe
(1), en particulier la question majeure était :

o est il atteint par une métrique?

Contrairement & I'invariant usuel, ils ont trouvé que pu, ne peut pas étre
atteint par une métrique réguliere. En d’autres termes, il n’existe aucune
métrique g € (g) vérifiant py, = A9 5Vol(M, g)z/", pour trouver des min-
imiseurs, ils élargissent la classe conforme a ce qu’ils appellent la classe con-
forme généralisée de g. Une métrique généralisée est une “métrique” de la forme



§=uN"2g, ol un’est pas nécessairement strictement positive et réguliére, mais

seulement u € LY (M), u > 0 et u # 0. La définitions de A2 ; et de Vol(M, )
se généralisent naturellement. Les éléments importants de la résolution sont les
théorémes suivants.

Théoréme 3 :[AH06] Soit (M, g) variété riemannienne compacte de dimen-
sion n > 3, alors py est atteint par une métrique généralisée dans les cas

suivants :
2/n

>0 < (2 4 (u(Sa)"

et
MZO ’ M2< M(Sn)

Comme la méthode consiste a faire une variation de la fonctionnelle associée
au second invariant de Yamabe sur le plan, alors on est amené a trouver un
couple de fonctions tests appropriées .

Théoréme 4 :[AHO06] Les hypothése du théoréme précédent sont réalisées
dans les cas suivantes : (M, g) est non localement conformément plate, n > 11
et p > 0 ou bien (M,g) est non localement conformément plate, p = 0 et
n>9.

Théoréme 5[AHO06] Soit (M, g) variété riemannienne compacte de dimen-
sion n > 3, on suppose que p, est atteint par une métrique généralisée ¢ =
uN~2g, alors il existe une solution qui change de signe (nodale ) w € ¢*»(M)
de Déquation Ly(w) = po|ulN 2w telle que |w| =u ot a« < N —2.

4 Premiére partie : Sur le second invariant de
Paneitz-Branson.

4.1 Généralité sur 'opérateur de Paneitz-Branson et mo-
tivation.

La premiére partie de cette thése consiste & faire une étude similaire a celle de
Amman et Humbert mais avec I'opérateur de Paneitz -Branson, un opérateur
elliptique du quatriéme, conformément invariant et qui fait intervenir une quan-
tité dite QQ-courbure qui est I'analogue de la courbure scalaire S, de 'opérateur
de Yamabe, plus précisément on va faire une généralisation de cette étude sur
l'opérateur de Paneitz -Branson. En 1983, Paneitz [Pan84] introduit un opéra-
teur conformément invariant d’ordre 4 défini sur une variété riemannienne de
dimension 4. Branson dans son article [Bra87] généralise la notion de I'opérateur
sur des variétés de dimension n > 5. Soit (M, g) une variété riemannienne com-
pacte de dimension n > 5. L’analyse du probléme nous a conduit & considérer
I'opérateur de Paneitz -Branson sur une variété d’Einstein, I’opérateur est réduit
a:
Pyju = Alu+ a,SgAgu+ b, S u.

_ _ _ 2
ot a, =4y =T —4)
16n(n —1)2



Une variété riemannienne (M, g) est dite d’Einstein si est seulement si le
tenseur de Ricci Ricy est un multiple de la métrique g par un scalaire réel et
dans ce cas la courbure scalaire S, est constante de plus le choix de la positivité
de la courbure scalaire (S, > 0) nous conduit a la plupart des résultats souhaités,
en premier lieu la remarque suivante :

Lorsque (M, g) est d’Einstein, de dimension n > 5 et de courbure scalaire
S, strictement positive on a :

L[ |Aul® + a, Sy | Vul® + bpSiuduy | = L/ngudvg = ||ul]

une norme équivalent & la norme de H3(M) ot H3(M) est I’espace de Sobolev
des fonctions u ,|Vul, !Vzu‘ € L*(M) , munit de sa norme usuelle |ju|| =

2

/ |Au)® + |Vul® + u?dvg | et du coup, on a la coercivité de P, et la méthode

variationnelle sera applicable.
Avant de formuler notre probléme, on a besoin d’introduire quelques défini-
tions et propriétés.
P, est un opérateur elliptique auto-adjoint, son spectre est discret :
spec(Py) = {A1(g), A2(g), ... } et ses valeurs propres sont telles que

A(g) < A2(9) < A3(g) < - < Ailg) — +o0.

Pour k € N*, Gry(H2(M)) est ensemble de tous les sous espaces de dimen-
sion k de H3(M).
Définition 1: )
nn—4)(n®—2) 4
Ky = ( ) ( )w,’;’.
16
K52 est la meilleure constante de l'inclusion de Sobolev |ul|3 < K3|Aul3
dans le cas Euclidien.
Définition 2 : Une métrique généralisée conforme a la métrique g est une

métrique de la forme g = u¥g ol u € LN(M), u > 0 et non identiquement
nulle.

Définition 3 : Pour toute métrique généralisée g = utT g, on définit la
k*¢me_valeur propre A (g) de opérateur de Paneitz-Branson par

/ngvdvg

Akg = inf sup I(w) ou (0 — , k>1
9 veary(H2(M)) veV\{0} (w) (®) /uN—%?dv
g
M



Gri(H3(M)) est 'ensemble de tous les sous espaces de dimension k£ (k > 1) de
HZ(M) tel que le sous espace span(vy,...,vx) € Gri(H3(M)) si est seulement
si vy, ..., vg sont linéairement indépendant sur M \_ u~1(0).

Définition 4 : On définit le k™ invariant de Paneitz-Branson par

4
n

pu, (M, g) = gig[g]/\k@ [vol(M, g)]

ot vol(M,g) est le volume riemannien et [g]est la classe conforme de la métrique
g.

4.2 Position du probléme

Notre probléme est I’étude des invariants conformes (M, g), uq (M, g) et py(M, g)
et particulierement u,(M, g) est il atteint par une métrique généralisée?

Naturellement la réponse & ce probléme n’était pas simple, elle a évoqué
une chaine de questions intimement liées entre elles, en d’autres termes, il faut
répondre aux questions suivantes :

Les valeurs propres de P, sont elles atteintes 7 Les solutions correspondantes
sont elles réguliéres 7

Comment régler la positivité de la solution correspondante a la premiére
valeur propre?

Par analogie avec le probléme de Yamabe, en introduisant 'invariant usuel

de Paneitz-Branson p :
/ vPyvdvg

. M
VeH
: (/devg)%
M

w est il atteint?
4
Le premier invariant conforme p; = ~1n[f ]/\1(57) [vol(M,q)]™ existe il ? Quelle
g€ly
est 'estimation de 7 est il atteint 7 p est il égal & py?
4
Le second invariant conforme py(M,g) = jrl[f])\g(ﬁ) [vol (M, g)] ™ existe il ?
g€lg

Quelle est estimation de 15?7 1y(M, g) est il atteint par une métrique général-
isée? ...etc.

Voici les résultats les plus importants, ils sont classés dans ’ordre de pro-

gression des idées. On espére que le lecteur aura une idée simple et globale sur
le contenu de cette premiére partie.

4.3 Présentations des résultats de la premiére partie.

Nous avons obtenu les résultats suivants :
1) Valeurs propres:



Proposition (3.1) : Soit A; 5 la premiere valeur propre de P;. Pour chaque
métrique généralisée g = T g, il existe une fonctions v non identiquement
nulle de HZ(M) solution au sense faible de I'équation Py(v) = A\ zul¥—2v

Vériﬁant/uNf%deg =1.

M
Proposition (3.2) : Soit v la solution construite précédemment, on pose F =

{w € H2Z(M) telle que wTw # 0 ,/uN_Qdevg =1let /uN_zwvdvg = 0}.
M M
L’ensemble E n’est vide.
Proposition (3.3) : En posant Xy , = infEI(w), il existe une fonction w non
’ we

identiquement nulle de H3 (M) solution au sense faible de 'équation L, (w) =
'27guN’2w vérifiant /uN’zwzdvg =1 et /uN*Zwvdvg =0.
M M

Proposition (3.4) : On a toujours )\'2)9 = A2,5 Ol Ay 5 est la deuxiéme valeur
propre de F.

2) Positivité de la solution correspondante i la premiére valeur
propre :

Proposition (3.5) et ( 3.6) : Si la métrique g est réguliere (v € C(M)),
alors les solutions v , w sont de classe C'°°. A partir de la solution v, on construit
une autre fonction f strictement positive de classe C'*° solution de ’équation

Py(f) = A1,gu™~2f avec la contrainte /uN_2f2d'vg =1
M
3) l’invariant usuel de Paneitz-Branson p(M, g) est toujours atteint
par une métrique conforme.
Proposition (3.7) : En introduisant l'invariant usuel de Paneitz-Branson
w(M, g) et lorsque (M, g) est non conformément plate de dimension n > 9, on
a toujours p atteint par une métrique conforme, autrement dit, il va exister

u € C*°(M), u > 0 solution de I'équation Pyu = pu¥~! vérifiant /uNdvg =1.
M

4) Existence de p; et son eventuelle égalité avec pu.

Théoreme (3.2) : Le premier invariant u, (M, g) < u(M,g) et si py < Ky 2
, alors pq (M, g) est atteint par une métrique généralisée, en d’autre termes ils
existent deux fonctions u ,v non identiquement nulles telles que u € LY (M)
,v € H2(M) , v >0 et qui vérifient I'équation Py(v) = pu™ 20 faiblement.

Proposition (3.8) : Les fonctions u, v sont égales et de plus v > 0 et de classe
C>®(M) .

Proposition (3.9) : p; est égal a p.

La proposition (3.9) permet de justifier la généralisation des invariants con-
formes d’ordre supérieurs.

5) Etude du second invariant conforme:

Proposition (3.10) : Une inégalité de type de Sobolev reliée & py : Vu €



LY (M) ,Yv e H}(M) ,on a

/uN_szdvg < 2_74(1(22 + 5)/ |Av|? du, + a(s)/vzd'vg L/uNdvg .
M M

M

Lemme (3.6) : la convergence faible des suites minimisantes vy, , u,, en-
trainent que [, , ul "% (v, — v)2dvg =1 — [, uN 203 dvg + o(1).

6) Le second invariant conforme est atteint par métrique général-
isée.

Proposition (3.12) : Soit g, = ul}~2g une suite minimisante de p,, alors
ils existent v > 0 , w € H3(M) solutions au sense faible des équations :

Ly(v) =mu 20 et Ly(w)= ppu®™ 2w

oll fi; = lim\; ,,, et u est la limite faible de u,, dans L™ (M).

Le théoréme (3.3) et la proposition (3.14) nous permettent de conclure
que : Si p,K327% < 1, alors [, uN"%dv, = [, uN2wldv, = 1 et
I} M ulv *2vwdvg = 0, les fonctions u, v et w sont non identiquement nulles et iy
est atteint par métrique généralisée.

7) Estimation de p,.

Théoréme (3.4) : Lorsque (M, g) est non conformément plate et n > 12,
alors py < [(K{Z)% +uﬂ !

D’oit la condition du Théoréme (3.3) est toujours réalisée, p, K227 7 < 1.

8) Application.

Théoréme (3.5 ) : 'équation Pyw = pyu™ 2w posséde une solution w qui
change de signe.

5 Deuxiéme partie : Le second invariant de Yam-
abe singulier.

5.1 Généralité sur opérateur de Yamabe singulier et mo-
tivation.

F. Madani dans sa thése sous la direction de T. Aubin considére " le probléme
de Yamabe avec singularité " les résultats obtenus sont publiés dans [Mad08]. Il
introduit une certaine singularité sur I’équation de Yamabe en d’autres termes
la métrique g est choisie réguliére sur M sauf en un nombre fini de points ou
elle presente des singularités. Etant donnée (M,g) une variété riemannienne
compacte de dimension n > 3, soit(H) ’hypothése suivante : on suppose que g
est une métrique dans l'espace de Sobolev HY(M,T*M @ T*M) avec p > n
et qu'il existe un point p € M , § > 0 telle que g est réguliere dans la boule
B,(8). On note par T*M le fibré cotangent de M,



g€ HY(M, T*M®T*M) signifie qu’ en coordonnées locales, les composantes
9ij € Hy (M)

L’hypotheése (H) définit la notion de “singularité”:

Une métrique qui vérifie I’hypothése (H) est de classe C*. Les symboles
de Christoffels sont dans HY (M) C C°(M), les composantes du tenseur de la
courbure de Riemann, les composantes du tenseur de la courbure de Ricci et la
courbure scalaire sont dans LP(M).

Théoréme 6: [Mad08] Sip >n/2et u < K2, alors 'équation (2) admet
une solution strictement positive u € HY(M) c C'=IV/PLB(M) . [n/p] est la
partie entiere de n/p , 8 € (0,1) qui minimise Y, ot K? = n(%fl)w,f/n avec
wy, le volume de S,,.

Théoréme 7 : [Mad08] Soit (M, g) variété riemannienne compacte de di-
mension n > 3. g est une métrique qui vérifie 'hypothese (H). Si (M, g) est
non conforme & la sphére S,,, alors 1 < K 2.

Ces théoremes résolvent le probleme de Yamabe singulier.

Naturellement on se pose la question suivante : ’équation de Yamabe sin-
guliere posséde-t-elle- une solution qui change de signe (nodale)? La recherche
de cette solution nous a conduit & une étude analogue a la premiére partie.

Maintenant on introduit le premier invariant de Yamabe avec singularités
et le second invariant de Yamabe avec singularités respectivement ( le premier
invariant de Yamabe singulier, le second invariant de Yamabe singulier ),

Définition 5 : On définit le k**™ invariant de Yamabe singulier s, par

2/n
p = inf A\g sVol(M,g) " .
g€lgl

Avec ces notations, y; est le premier invariant de Yamabe singulier, entre
autre pour trouver des minimiseurs, on élargit la classe conforme particuliére a
une classe de métriques dites généralisées

5.2 Position du probléme

Notre probléme est I’étude des invariants conformes singuliers p, (M, g) et uqy (M, g)
et particuliérement,

1o (M, g) est il atteint par une métrique généralisée?

5.3 Présentations des résultats de la deuxiéme partie.

Comme pour la premiére partie et puisqu’il s’agit de faire une étude analogue
avec lopérateur de Yamabe singulier, aussi il faudrait répondre & plusieurs
questions.

Les résultats les plus importants seront classés dans l'ordre évoquant a la
fois la question et sa réponse. On espére que le lecteur aura une idée générale



sur le contenue de cette deuxiéme partie, la coercivité de I'opérateur et 1’étude
de linvariant usuel p ont été établis par F. Madani [Mad08] .

1) On montre que la fonctionnelle est bornée inférieurement.

Proposition (4.3) étapel : L’hypothése p > n est heureusement suffisante
pour assurer que la fonctionnelle est bornée inférieurement et que les valeurs
propres sont finies.

2) Etude des valeurs propres.

Proposition (4.3) étape 2 : Si p > 0, alors pour tout u € LY (M), ils existent
deux fonctions v , w appartenant & HZ(M) avec v > 0 solutions au sens des
distributions de

N-2 N-2
Ly(v) = A1 gu v, Lgw)= )\’z’gu w
vérifiant :
/uN72w2dvg = /uNfQOdvg =1, /uN*Qwvdvg =0
M M M

et on a toujours Xlg = Ao 5.

3) Existence du premier invariant conforme p,.

Lemme (4.3) : Si p > n, alors on a toujours puq < p.

Théoréme (4.6) : Si p > 0, alors p, est atteint par une métrique généralisée
g = uN2g, en d’autres termes ils existent u € LN (M), v € H?(M) ot v > 0
solutions de I'équation Lg(v) = pyulN"2v et qui vérifient [,, u¥~20?dvg = 1.

Théoreme (4.7) : Les fonctions u et v sont égales.

4) Egalité entre pjet p.

Théoréme (4.9) : Si p >0, alors p; = .

5) Existence du second invariant conforme .

Théoréme (4.12) : Si 1—277 K2u, > 0, alors 11, est atteint par une métrique
généralisée.

Théoréme (4.13) : Si py < K2, encore p, est atteint par une métrique
généralisée.

Théoréme (4.14) : Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n > 3. Sous I’hypotheése (H ) et supposons que [, est atteint par une
métrique généralisée § = u’N~2g, alors I'équation L,w = pyuN 2w posséde une
solution w € CY(M) et qui change de signe, de plus ils existent deux réels a ,
b > 0 tels que

u = awy + bw_

ot wy = sup(w,0) et w_ = sup(—w,0) .

6) Estimation de .

A Taide de la conjecture d’Aubin et de 'hypothése "g est réguliére dans la
boule B,(J) pour un certain point p € M avec § > 0", le méme argument de
Ammann et Humbert [Ah06] reste vrai dans notre cas et on obtient le théoréme
suivant:

10



Théoréme (4.14) : Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n > 3 et sous ’hypotheése (H), uy est atteint par une métrique généralisée
dans les cas suivant :

Si (M, g) est non localement conformément plate, n > 11 et p > 0, alors
[y < [(Mn/Z + (Kfz)n/zf/"'

Si (M, g) est non localement conformément plate, u = 0 et n > 9, alors
py < p(EK2).

D’ou les conditions des théorémes (4.12) et (4.13) sont réalisées.

6 Troisiéme partie : Sur les solutions nodales
d’une équation non linéaire de type Paneitz-
Branson avec exposant critique

6.1 L’opérateur de Paneitz-Branson et les motivations de
son étude la courbure scalaire est négative.

En 2012 S.E. Sayed publie un article intitulé : La deuxiéme valeur propre de
Popérateur de Yamabe et applications, ce dernier constitue une partie de sa
thése de doctorat dirigée par E. Humbert. Inspiré par les observations de B.
Ammann et E. Humbert[ElSay12], elle exploite la deuxiéme valeur propre Aa(g)
de l'opérateur de Yamabe pour ’existence des solutions nodales de I’équation
de Yamabe dans le cas p < 0.

La troisiéme partie est un complément de la premiére partie, en considérant
cette fois que la courbure scalaire de la variété est négative et on préfére mettre
cette partie dans cet ordre en suivant 1’évolution de cette thése. Dans tout
ce qui suit (M, g) une variété d’Einstein compacte de dimension n > 5 et de
courbure scalaire strictement négative, en sait que 'opérateur géométrique de
Paneitz-Branson P, est réduit a

Py = Aﬁu + anSgAgu + bnSSU ,
n%—2n—4 (n —4)(n? —4)

—— et by =—T————
2n(n —1) 16n(n — 1)2

Dans la premiére partie, on a introduit les définitions des valeurs propres A (q)
et on a défini le k™ invariant de Paneitz-Branson par

Ay =

4
n

pu, (M, g) = giél[g]Ak(m [vol (M, g)] ™ .

On remarque que lorsque Sy est négative, les valeurs propres peuvent étre néga-
tives.

6.2 Position du probléme

Dans cette troisiéme partie, contrairement & la premiére partie, la courbure
scalaire S, < 0.

11



Notre probléme est d’étudier encore les invariants conformes de Paneitz -
4
Branson et particulierement p,(M,g) = ~in[f]/\g@) [vol(M,g)]™ et quand est
g€lg

qu’il est atteint ?

Lorsque S; < 0 il n’est pas difficile de voir que 'opérateur n’est pas néces-
sairement coercif, pour cela on a exploité les idées dans [ElSay12] pour con-
tourner cette difficulté et pouvoir encore utiliser la méthode variationnelle et
naturellement on a réussi a répondre aux questions suivantes ( on énonce le
résultat évoquant la question):

6.3 Reésultats de la troisiéme partie.

1) La suite minimisante de \; ; est bornée dans Hj3 (M)

Proposition (5.2) : Soit g = uT g une métrique généralisée conforme a la
meétrique g, on suppose que v > 0. Alors toute suite minimisante de\;(g) est
bornée dans H3(M) et A\1(g) > —oc.

Proposition (5.3) : Supposons que \;(g) < 0, alors il existe u € LY (M) ,
u # 0 et u > 0 vérifiant

Ai(g) = —o0 o g=u""?g.
2) Etude des valeurs propres :
Proposition (5.4) : Pour toute métrique généralisée g = T g conforme
g, supposons que u > 0. IIs existent deux fonctions v,w € H3(M) solutions au

sens faible des équations Pyo = A1 (9)|u|N"2v et Pyw = X2(g)|u/N 2w avec

les contraintes /uN*2v2dvg =1, /uN*szdvg =1et /uN’szd'Ug =0, en
M M M
particulier si u € C*°(M), alors v,w € C®(M).

3) Le signe des solutions:

Proposition (5.5) : lorsque g est dans la classe conforme et si A\1(g) < 0,
alors v est une solution qui change de signe et si A1(g) > 0 aucune conclusion
sur le signe de v.

4) Estimation de p et son existence :

Proposition (5.6) : Lorsque (M, g) est non conformément plate et n > 9,
on a toujours u(M,g) < K52 et u(M,g) est atteint par une fonction de classe
CHe(M).

5) Etude de u, et son existence:

Proposition (5.7) : Supposons que A1(g) < 0, alors u, (M, g) — —oo et on a
toujours p(M, g) > —oo contrairement a u, (M, g).

Théoréeme (5.2) : Si A;(g) > 0. Alors uy(M,g) > 0 et ils existent deux
fonctions non triviales u € LY (M) , v € H3(M) solution de

Lyv = py (M, g)|ulV %0 et  vérifiant /uN*QUgdvg =1.
M

en d’autres termes p, (M, g) est atteint par une métrique généralisée.

12



6) Estimation de pus, :

Théoréme (5.3) : Lorsque (M, g) est non conformément plate, n > 9 et
w(M, g) < 0 alors uy(M,g) < K 2.

On distingue deux cas intéressants : soit Ai;(g) > 0, soit A\i(g) < 0 et
A2(g) > 0 pour existence de uy(M, g).

8) Existence de p, :

Théoreme (5.4) : Si puy(M,g) < K2, alors py(M,g) est atteint par une
métrique généralisée, autrement dit ils existent deux fonctions non triviales u €
LY(M) , w € H3(M) solution de I'équation Pyv = py(M, g)ul¥ ~2w.

13
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ON THE SECOND PANEITZ-BRANSON INVARIANT

MOHAMMED BENALILI AND HICHEM BOUGHAZI

Communicated by Min Ru

ABSTRACT. We define the second Paneitz-Branson operator on a compact
Einsteinian manifold of dimension n > 5 and we give sufficient conditions
that make it attained.

1. INTRODUCTION

In 1983, Paneitz [11] discovered a conformally invariant fourth order operator
on 4-dimensional Riemannian manifolds. Branson [2] extended the notion to
Riemannian manifolds of dimension n > 5. This operator has geometrical roots,
it is associated to the notion of the Q-curvature which can be seen as the analogue
of the scalar curvature for the conformal Laplacian. Let (M, g) be a Riemannian
manifold; the Paneitz-Branson operator reads as

(n—2)2+4
2n—1)(n—2)"97
where Ric, and S, denote respectively the Ricci curvature and the scalar curva-
ture of g and where

1 3 —4n?+16(n—1
ASq—l—n n®+16(n —1)
2(n—1)

4 —4
Py(u) = A*u — div ( i 2Ricg) du + nTqu

9 2
8(n — 1)2(n — 2)2 59 (n—2)2

.2
Qg = | Ricg|” .

The conformal property of the Paneitz-Branson expresses as: let g = wﬁg be a
conformal metric to g, where ¢ > 0 is smooth function on M. Then

Py(up) = o™V Py(u)

where N = 22
n—4
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Key words and phrases. Paneitz-Branson operator, fourth order partial differential equa-
tions, generalized class of metrics, nodal solutions.
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Observe that when (M, g) is Einstein, the Paneitz-Branson operator is reduced

to
P,(u) = A*u + aAu + au
where
A = —divV
and
n?—2n—4 (n—4)(n? —4)
- [ AN
T -1 7 YT T16n(n—1)2 ¥
Notice that
a? 52
1.1 — —a=——7_.
(L1.1) 1 YT R2m o1

Let H2(M) be the standard Sobolev space, which is the completion of the space

(M) = {p € =), |lelly, < o0}

with respect to the norm

1
2 2 2\ 2
Iellg,0 = (Ilﬁwllg + [IVell; + Hqu) :

Let Gri(H3) be the k-dimensional Grassmannian manifold in H3(M) i.e. the set
of all subspaces of H3(M) of dimension k > 1.

Denote by [g] the conformal class of the metric g i.e. § € [¢], § = ug with
u > 0 a smooth function on M. The minimax characterization of the eigenvalue
of order £ > 1 of the Paneitz-Branson operator P, is given by

P,(v)d
Ai(g) = inf sup 7&40 92(1)) Y
VGGT(Hg)UEV—{O} fMU dvg

Similarly to the Yamabe invariant of higher order introduced by Amman and
Humbert([1]), we define the Paneitz-Branson invariant.

Definition 1. Let k € N*. The k' Paneitz-Branson invariant is defined by

pe(M,g) = inf A(@)Vol(M,5)*.
g€lgl
In a recent paper [1] Amman and Humbert introduced the Yamabe invariant
of high order ug(M,g), k > 1 and studied ps(M,g), mainly they showed that
contrary to the standard Yamabe invariant p (M, g) the second invariant ps (M, g)
cannot be attained by a metric if the manifold (M, g) is connected. To find a
minimizer to pe(M,g), they enlarge the class [g] of conformal metric to what
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they called the generalized conformal metric to g i.e. g € [g]if g = u? ~2g where

u € L? (M) and u > 0 not identically null and where 2* = %

The goal of this paper is to study the second Paneitz-Branson invariant on
Einsteinian manifolds we seek for situations where this latter is attained. Observe
that to have positive solutions in case of the Yamabe invariant it suffices to remark
that for any u € HZ(M), |u| € H?(M) and |V |u|| = |Vu| which is no longer true
in the case of the Branson-Paneitz operator because of the term [, (Au)2 dvg and
also if u € H3(M), |ul is not necessary in Hz(M). The condition (1.1) implies by
([10] Theorem1.1) that Paneitz-Branson operator is coercive i.e.

[ upywds, = Aul,,
M

where the left hand side of this inequality has to be understood in the distribution
sense and where A > 0 is a constant.
Hereafter, the space H2(M) will be endowed with the norm

ul| = (/M ng(u)dvg>

which is equivalent to the norm [[.[| ,.

Nl

[ ||, will denote the LP-norm with respect to the Riemannian measure dvg.
The main results we obtain are

Theorem 1. If the compact manifold (M, g) is Einstein and of dimensionn > 12
then ua(M, g) is attained by a generalized metric.

Theorem 2. Let (M, g) be a compact Finstein manifold of positive scalar curva-
ture and of dimension n > 5. Assume that pue(M,g) is attained by a generalized
metric uN~2g with u € LN (M) and u > 0 not identically null.

Then there exist a nodal solution w € C**(M) (o < N — 2) to the equation
Py(w) = pa(M, g)uN 2w such that |w| = u.

Our paper is organized as follows

In the first section we give some properties of the first and second eigenvalues of
the Branson-Paneitz operator. In the second one we establish a Sobolev inequality
related to the second Branson-Paneitz invariant ps(M,g). The third section is
devoted to the existence of a minimizer to p2(M,g). In the fourth section an
estimation of ps(M,g) is given in terms of py(M,g) and of the best constant
K5 in the Sobolev embedding of HZ(R™) in L (R™). In the fifth section we
give a sufficient condition which assures the strong convergence of a sequence of
solutions. In the last section, we analyze situations where nodal solutions exist
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and by the way we deduce that ps(M, g) is not attained by a classical conformal
metric.
Now, we quote some facts which will be of use in the sequel of this paper.

Lemma 1. ([4]) Let (M,g) be a compact Riemannian manifold of dimension
n > 5, for any € > 0 there exists a constant A(e) such that every u € H2(M)
fulfills
2 2 2
lully < (K3 +€) | Aullz + Ae) [Jull;

with N = 22 and K52 = nn(n - 1)(n* - ) 1)

where I' denotes the Euler function.

Lemma 2. ([7]) Let (S™,h) be the standard unit sphere of R""1, n > 5, and let
P be the Paneitz-Branson operator on (S™, h), then
» WP(u)d
K' = o) ) Jor w0t
uweCoo(Sm)— ~
(fsn \u|N dvh>

Lemma 3. ([7]) Let (M, g) be a smooth compact n-dimensional (n > 5) Riemann-
ian manifold, o a positive real number, let b be a real valued functions defined on

M and u € H3(M) be a weak solution of

2 o?
A u+aAu+Zu:bu,

Ifbe LG (M), then u € L*(M) for all s > 1.

2. FIRST AND SECOND EIGENVALUES FOR A GENERALIZED METRIC

Let LY (M) be the space of L™ -integrable non negative functions which are not
identically 0. Denote by Gri(H3) the set of all k-dimensional subspaces (k > 1) of

HZ2(M) which are the span of the functions uy, ..., uy, if and only if ULl oty
—ur

Uk|, 1) BT€ linearly independent.
'k

Definition 2. A generalized metric conform to a metric g is of the form g = ug
with uw € LY (M).

Definition 3. For any generalized metric g = u¥g of a Riemannian metric g
we define the eigenvalue of order k > 1 to the Branson-Paneitz operator Py by

. Jar vP(v)dvg
Me(g) = inf sup M 2 I
9) veari(H3(M)) pev—{o} Joy ¥V 20%dvy,
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We need the following lemma which is first given in ([1]) for sequences in
HZ(M) but its proof remains unchanged and we reproduce it here for reason of
completeness.

Lemma 4. If u € LY (M) and (v,) is a sequence in H3(M) which converges
weakly to v, then

(2.1) / ulN 2 |vfn - 112| dvy — 0.
M

PROOF. Letting A be any real positive number, we put usg = inf(u, A). Then
(ua)a is a monotone sequence which converges pointwisely almost everywhere to
v, so by Lebesgue monotone convergence theorem, we get

/ (N 72— uf_2)%dvg — 0.
M

On the other hand, we have

/uN*2|vfn—v2|dvg§/ u§_2|vfn—v2|dvg
M M

+/M (uN_2 — u%ig) (|vm| + \v\)deg.

Using the Holder inequality, we obtain

/uN_legl—vﬂdvggAN_z/ |v,2n—v2|dvg
M M

N_2 2
—l—(/ |uN_2—uN2|NN‘2dv> . (/ (v +|v|)Ndv>N
A 9 m g .
M M

Taking account of the boundedness and the strong convergence of (v,,) to v in
L?(M) we get the result. O

Proposition 1. Let g = u¥g be any generalized conformal metric to a metric
g. The equation

(2.2) Pyu = \uN 2

has a solution of class C**(M) (0 < a < N —2) with the constraint

/ u™N2vldu, = 1.
M
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PROOF. Let (v,,) be a minimizer sequence of Ai(¢ ) with the constraint
S uN =202 dv, = 1. The sequence (v,,) is bounded in H3(M) and by passing to
a subsequence also labelled (v,,), there exists v € H3 (M) such that
(i) vy — v weakly in H2 (M)
(ii) vy, — v strongly in L?(M)
From (i), we obtain
[lo|l < liminf ||v,, ||

and by Lemma 4 we get

uN 202 dv, = lim uN "2k dv, = 1

and we derive that [[v]* = A1 ().

Consequently v is a non trivial weak solution of the equation (2.2).

By Lemma 3, v € L¥(M) for any s > 1 and it follows that v € C**(M), with
a< N -2 (]

2.1. Positivity of solutions. Now we are going to show that the equation (2.2)
admits a positive solution.

Proposition 2. If the scalar curvature S, of the Einsteinian manifold (M, g) is
positive, the equation

(2.3) P,f = \ulN "%

has a positive solution with the constraint
N—
(2.4) / uN 2% dv, = 1.
M

PROOF. Let v be a solution to the equation (2.3) and let f be the solution of
the equation
Af+%f: ‘A?H— %u‘

with a > 0. Clearly f € C*%(M) (o < N —2).

If Av+Sv >0 (resp. Av+ §v <0) we have f = v (resp. f = —v).

If it is not the case, putting w = f £ v, we get
(2.5) Awi%w:‘Af—k%f’j:(Av—i—%v)zo
s0 A(—w) =+ < (—w) < 0. The maximum principle asserts that —w = v+ f attains

2
a maximum M > 0 then w is a constant function but this is excluded since —a

M < 0 implies that M = 0. Consequently f > |v| > 0.
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Let k > 0 be a real number such that [, uN72(kf)?dvy =1, then 0 < k < 1.
Now letting f: kf and taking account of the equation (2.3) we get

/M ((Af)2 ta ‘vff +aF> dvy — M(J) =
@ [ (857 +alvsP +af) do, - 0@ -
& /M ((Af+
% /M ((Au+ 2

(K — 1)\ (9) + (a — 4) /M (f* —v*) dvy <0.

2
f)2 - +af2) dvg — M (9) =

(CI RN Y )

2
v)2 - +af2> dvg = M(9) =

Consequently

(2.6) /M ((Af)2+a’Vﬂ2+aP> dvy = M1 (3).
O

Proposition 3. Letu € Lf(M), if v € H2(M) is a weak solution of the equation

(2.7) Pyv =\ (g)u™ v

with

(2.8) /M uN20ldu, = 1

then there is a weak solution w € H3(M) of the equation
(2.9) Pyw = Xy(@)u 2w

with the constraints

/ uN_Zu/zdvg = 1,/ uN_vadvg =0
M M

where f
wP,wdv
)\/ 7) = inf M 9 9
2(9) 5 fM ulN—2w2dv,
and
N-2 2 N-2 N—2
E={u=w:weH; M)/ u=z w#0, u” " “vwdvg =0
M

and uN 2widv, =1 1.
M
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PROOF. First, we show that the set F is non empty. Let v , s € H7(M) nonco-
linear such that [, uN~2v?dvy =1, [,, uN"2s?dvy = 1. Necessarily Wy £ 0
and u" 7 s #0. Observe that [, uN~2vsdv, # 1, since if it is not the case the
equality is attained in the Holder inequality and this possible if and only if there
a real constant ¢ such that v = cs.

Putting w = av + Bs with a, 8 € R, we obtain

uN 72w = auN 20 + BulN 2

so to get
/ uN Powdv, = a + ﬂ/ uN " 2vsdv, = 0
M M
and
/ uN_2w2dvg =1
M
we let
«
p= 7fM uN—2vsdv,
and
1= / uN 72 (aw + Bs)? dvg
M
=a?+ 3%+ 2046/ uNfzvsdvg.
M
We obtain
1
4 [oy uN 2usduyg 2
“= 1— [, uN~2vsdu,
and

1

.
((1- Jur uN~2vsdvg) Ty uN~2vsdvg)?

Now we will show that w is a weak non trivial solution of the equation (2.9). Let
(wy,) be a minimizer sequence of A\5(g) such that

N-2 2 _
/ u” " Cwydug =1
M

/ uN_Zwmvdvg =0.
M

Then the sequence (w,,) is bounded in H2(M) and there is w € H2(M) a weak

solution of the equation (2.9). It remains to verify that [,, u’¥~"2w? =1 and also

B=+

and
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/ Y uN"2wvdv, = 0. The first equality follows from Lemma 4 the second one is
true since the function ¢ = =2y € Lv (M). O

Proposition 4. Suppose that the solutions v and w of the equations (2.7) and
(2.9) are as in proposition 6, then A2(g) = Ny(9).

PROOF. The weak solution w € H2(M) of the equation
Pyw = Xy(@)u 2w

is a minimizer of f
wP,wdv
N(3) = inf Mg g
2(9) wels Joy uN2wdu,
where
E= {u¥w cw € HI (M) s. t. T w #£0 ,/ u™N 2vwdv, =0
M

and / uN 2widv, = 1}
M

Since u™T v and u” 7 w are linearly independent it follows that V,, =span(v, w) €
Gry(H3(M)).
Putting
f =X+ pw with (A, u) € R* — {(0,0)}
we evaluate
_ Jas FPgfdvg
[y w2 f2dv,

on the plane V.

We obtain ) )
o AN [, 0Py (v) dvg + p? [, wPy (w) dog
A2+ p?
2 12
= NG+ —5—=X(7
22 n [/42 l(g) + A2 + /LQ 2(9)
= A1(g) cos? 0 + \,(g) sin® 0
with 6 € R.
On the other hand, we have
ds ~ SO
25 = A2(9) = Ai(9)) sin 26

and noting that
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we get easily
min () = A\1(g9) and max s(0) = \5(g).
Consequently

Jag w —2w3dug
of Gri(H3(M)) is attained by V, = span (v, w).
Hence

On the other hand the infimum of sup,,cy oy on all the subspaces

A2(9) = A2(9)-
O

Proposition 5. If u € C®°(M) with u > 0 not identically 0. Then any weak
solution of the equation

(2.10) Py = puN "%
is of class C°(M), p € R.

PROOF. Let u € C*°(M), u > 0 and not identically 0 and v a weak solution of
the equation (2.10). We have

(A +a)(A + b = pu™ 2
with q = @=VO=1T and p = ebveiodn,
Putting
z=(A+b
we get
(A+a)z = puN "2
and since v € H3(M), uN=2v € H3(M) so z € H2(M). Recurrently, for any

k > 2 we obtain v € H ,f Now, classical regularity theorem allows us to conclude
that v € C*°(M). O

3. A SOBOLEV INEQUALITY RELATED TO ps(M, g)

The Sobolev inequality given by Lemma 1 which allows to avoid concentration
phenomena for the minimizing sequence of the first Paneitz-Branson invariant
11 (M, g) is not sufficient in the case of the second Paneitz-Branson invariant
u2(M, g), we propose the following Sobolev type inequality.



ON THE SECOND PANEITZ-BRANSON INVARIANT 403

Proposition 6. Let (M, g) be a Riemannian manifold of dimension n > 5. For
any € > 0 there is a constant A(e) such that, for any u € Liv(M) and any
v € H3(M), we have

/M uN 2v2dv, < <2i(K§ +€) /M(Av)%zvg + A(e) /M v2dvg> ( /M uNdvg) ’

PROOF. For any € > 0, put
B(e) = A(©K;*(1+¢)"

G(U, 1)) — fM(Av)deg + B(G) fM Uzdvg / uNdvg
Sy uN202du, M
where u € LY (M) and v € H3(M) — {0} such that [,, u™~2v?dv, # 0.
Obviously G(u,v) is continuous on LY (M) x H3(M) — {0}. So I(u,V) =
sup,ey g0} G(u,v) depends continuously on u € LY (M) and V € Gr¥(H3(M)).
We must show that

and let

I(u,V) > 27 K;2(1+€)7 !
for all u € C*°(M), u >0 and V € Gry(C>*(M)).
Without lost of generality, we suppose that [ M ulv ’2vzdvg = 1. On the other
hand the operator

2—N

(3.1) v— Q) =u'T A2’ v) + B(e)u2 Nv

is a fourth order elliptic and self adjoint with respect to the inner product in
L?(M). Q has a discrete spectrum A; < \p < ...

The corresponding eigenfunctions 1, @2, ... are smooth functions on M. Let-
ting v; = uw p; , we get

/M(Avi)zdvg + B(e) /M vidv, = )\i/ u™N"2vldv,

M

/ uN_zvivjdvg =0.
M

Let P, be the operator defined on C°°(M) by Pyu = AZu+ B(e)u and let €,
and 2y be two non empty open disjoint sets in M and let v; and vy be two non
trivial solutions to the equation

(32) ﬁgvi = )\2UN_2UZ‘

with

i = 1,2 with supports included respectively in Q; and Q,, the closer sets of Q
and 29 and where Ag is the second eigenvalue of the operator @ defined above. By
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multiplying if necessary viand vo by constants, we assume that fM uN_zv%dvg =
f N-2 2d =1
U T fvydog = 1.

Using the Holder inequality and the Sobolev one given in Lemma 1, we get
2= / uN_Qvfdvg + / uN_Qvgdvg
M M
% RN 1% o NF
< (/ uNdvg> ( vy dvg) + (/ uNdvg> (/ |vg] dvg)
o M Qs M
1-%
< (/ uqu)g) K2(1+¢) (/ (Avy)2du, + B(e)/ v%d%)
o M M
1-%
+ (/ uNdvg> K2(1+e¢) (/ (Avg)2dv, + B(e)/ v%dvg> .
Qs M M

And since v; and vy are solutions to the equation (3.2), we obtain

1-Z 1-2
2 < K2(14 €)X ((/ uNdvg) + (/ uNdvg> ) .
Ql £22

Using Hoélder inequality, we get

1-2 1-2 .
(/ uNdvg> + (/ uNdUg> < 2% (/ uNdvg —|—/ uNdvg)
Q Qo Q4 Q2

Xy > 27 (1+€) 1K 2
Letting V' = span(v1,v2), we obtain for any (o, 8) € R? — (0,0)

SO

Jur [(Aav + Bu2))? + Be)(awr + Bus)?] o,
Joy un 2 (owy + Pua)?du,

B o? [y, ((Av1)2 + B(e)v%) dvg +a? [, ((Av2)2 + B(e)v%) dvg

B a2 [, uN"2vidv, + 62 [, uN2v3do,

= o

G(u, vy + Pug) =

Then
I(u,V) = sup G(u, vy + Pug) = Ao
(e, )ER2—(0,0)

and the proof of the proposition is achieved. O

In the particular case of the standard unit (S™, h) sphere of R"*!, we obtain
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Proposition 7. Let (S™,h) be the unit sphere of R**', n > 5, and let P be the
Paneitz-Branson operator on (S™, h) . For any u € LY (S™) and any v € H3(S™),
we have

N
/ uN 202 duy, SZ*%KQQ/ vP(v)dvy </ uNdvh) .

PROOF. The proof is similar to that of the Proposition 6, by using the Sobolev
inequality given by Lemma 2 instead of that given by Lemma 1. O

As corollary of Proposition 7, we get the following Sobolev inequality on the
Euclidean space R".

Corollary 1. Let C°(R™) be the space of functions of class C* and of compact
supports on R™. For any u € LY (R") and any v € HZ(R"™), we have

/ uN"202de < 2_%K22/ (Av)?dx </ uNdx>
n n M

where dx denotes the Euclidean measure on R™.

PROOF. Since R" is conformal to S™ — {p}, where p is any point of S™ and the
Paneitz-Branson is a conformal invariant the Corollary 1 follows from Proposi-
tion 7. 0

Proposition 8. If u; (M, g)K3 < 1, then
u(M,g) = (M, g)

PROOF.

3|

(M, g) = inf Ai(g) (vol(M))

9€l9]
P,(v)d
= inf inf W (/ uNdUg>
uGCxéM)UGCOO(M)f{O} Sy uN—202dvg \
u>
fM v Py (v)dv,

< inf MW ar o).
= weCe= (M)—{0} (f ol do )% H(M, g)
M g
N-—2

The inequality in the other sense requires a variational method. Let ¢, = um?® g¢
with u,, € LY (M), a minimizer sequence of y1 (M, g) i.e.

p (M, g) = Tim A(gm) (vol(M, g))

S

4
n
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Considering the Yamabe functional

P,(v)d "
Y (u,0) = Ju P Fa(0)dvy / v,
Sy uN202dug \ J ‘
with v € H3(M) — {0} and u € LY (M), we write, for any A € R*
4
Jos vPg(v)dvg on N "
Y (A = A d
(Au,v) AN=2 [ uN~202do, /Mu "
=Y (u,v).
So, we can choose the sequence (u,) such that [, uldv, = 1 and there is a
subsequence of (u,,) still labelled by (u,,) converging weakly to u > 0 in LY (M).

On the other hand, by Proposition 3 for any u,, € LY (M) there is v, € H3(M)
solutions of the equation

P,(vm) = )\Lmuivn72vm
with the constraint
/ uz*%fndvg =1.
M

Obviously (v,,) is bounded in H3(M) so there is v € H3(M) such that v,, — v
weakly in HZ(M), v, — v a.e. in M.
Since limy,—.o0 A1,m = p1(M, g), v is a weak solution of the equation

Py(v) = pa (M, g)u" v .

Now, we are going to show that v satisfies the condition

/ uN*2v2dvg =1.
M

/ uN_QUdeg <1
M

So we have to show the inequality in the other sense, to do so, we consider

N-2 2, _ N-2 2 N-2 2 N-2 2
/ u” v du, —/ Uy, U5, dvg —/ (U, “vy, —u’ “v7)dv,
M M M

=1- / (uh =202, — uN 20 dv,,.
M

It is obvious that

Now, since
[t 205, — g (vn = 0)?] < Cufy ™2 [om + v [0]

where C' is a positive constant
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we get
uN 7202 — uN 72 (v, — v2)? — uN "% in LY(M)
and
/ (ul =202, — uN"%0?) du, H/ ul 72 (v, — v2)2du,
M
S0
(3.3) / uN2idv, =1 — / ulN 72 (v, — v)2dvg + o(1).
M M

where o(1) is a sequence converging to 0 as m — +o0. Using simultaneously the
Hoélder inequality and the Sobolev inequality given by Lemma 1, we get

[ o = 0, < (05 4 18 (0= o)1+ A6 o =01

< (5349 ([ (nPyton) = oP,0) oy ) + ot1)
< (K3 +0) (M) [ (@l20d =¥ 2, + o(1)

< (K3 +¢€) pi(M,g) (1 — /M uN‘%deg> +0(1).

Taking account of (3.3), we have

/ uN*QUQdUg >1- (K22 + e) w1 (M, g) (1 —/ uN2v2dvg)
M M

+o(1).
Then

(1- (K3 +e) ul(M,g))/ uN20Pdu, > 1 — 27 (K3 +¢) (M, g)
M

+o(1).
So if
Ml(Ma g)K22 <1
we get
/ uNfQ'Udeg > 1.
M
Consequently

pi(M,g) > 0.
Let @ = a|v| with a > 0 and

/ﬂNdvg:aN/ devgzl
M M
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then
:u‘l(Mv g)

(M, g) [y, w0 dvg
- aN—2 fM vNdu,

§a2u1(M,g)/ u™N 202 do,
M

gul(M,g)/ u™N 27 dv,
M

The Holder inequality implies that

pa (M, g) < (M, g) (/M uNd'vg)lg (/MuNdvg> :

S 241 (Ma g) .
So the equality is attained in the Holder inequality and this is possible only if

u=-cu
with ¢ > 0 is a constant which implies that

CcC =

and
u=u=alv|.
Also
aNfQ/ oNdv, = / uN 2vidv, = 1
M M
and

a [, vNdo,
a2
Finally since a > 0, we get a = 1, hence

=1

u=|vl|.
That means that v is a weak solution in H2(M) to the equation
N-2
Py(v) = (M, g) [o|™ v
The condition [ M vNdv, = 1 implies that v is non trivial. Consequently

(M, g) — D B0 o

B Jur |v|N dvg
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4. EXISTENCE OF A MINIMIZER TO pus(M, g)

Proposition 9. If pus(M, g)KQQQ_% < 1, then po (M, g) is attained by a general-
ized metric u¥ "2g, ue LY (M).

PROOF. Let g, = ul~2g with u,, € C°(M) and u,, > 0 be a minimizing

m
sequence of ps(M,g). Since we can assume that

/ ubdv, = 1
M

Hm A, = p2(M, g)

we have

By Proposition 3, there are v,,, w,, € H2(M) such that

(4.1) P(vy,) = )\17mug*2vm
and
(4.2) P(wy,) = )\27m’uz_2wm

with the normalized conditions
(4.3) /M ul =202 dv, = /M uN =202 dv, = 1, /M Ul 20w, dog = 0.

First, we have for any integer m > 1,
)\Lm < )\27m.

Since, if Aj = A2.m; Wy, is @ minimizer of A; ;,,. On other hand taking account
of the coerciveness of the Paneitz operator P and applying the Lax-Milgram
theorem, we get easily that the first eigenvalue A ,,, of Py is simple, so wy, = v,
with a real @ # 0. Thus by (4.3), we get that

N-2 2 _
/ Uy, Uy dvg =0
M

a contradiction. The sequences (vp,)m and (wp,)m are bounded in H2(M) so
there are functions v,w € H3(M) and subsequences still denoted by (v, ) and
(Wi )m converging weakly to v and w, respectively, in H2(M). This latter facts
and the weak convergence of (u,,) to u in LV (M) allow us to write in the weak
sense that

(4.4) P,(v) = vul¥ "%
and

(4.5) Py(w) = po(M, gy w
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where v = lim,,, A < p2(M, g).

Now, we are going to show that v ,w fulfill respectively the conditions
[y uN "20%dvy = [, uN"2w?dv, = 1 and by the way v, w are not identically
null. To do so, we borrow ideas and notations from ([1]).

Set

Sm = {AmVm + tmWim: Ay ) € B2 N2 + 12 =1, Apptyn > >0 }
S = {)\v—l—,uw: (\, p) € R?, )\2+u2:1}

and let Wy, = AU+ bm Wi , W = Av+pw where up to a subsequence (A, ) —

(A ).
Obviously, we have
(4.6) / uN Wi dv, < lim inf/ ulN 72w dv, = 1.
M m M

For the inequality in the other sense, we have

Now, since
(4.7) lup =W, — u)y (W, — W)?| < Cupy 2 [Wn, + 0| 0]

m m m

where C' > 0 is some constant

we get
=22, — N2 (@, — )| — uN 2T in LM (M)
and
(4.8) / (ul w2, — N 2w?) dvg — / uN 72 (W, — W) dv,.
M M
Thus

/ uN Pwidu, = 1 — / ulN "2 (W, — W)?dv, + o(1)
M M

where o(1) is a sequence which goes to 0 as m — +o0.
Using the Sobolev inequality given by Proposition 6, and taking account of

[umlly =1

we get

/ AN 2@y, —W2dvy < 2% (K3 4 ¢) |A@m — D)2 + Al6) [T — B2
M
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Now by the Brezis-Lieb lemma ([3]) and the fact that |w,, —wl|, — 0 as
m — 400, we obtain

(4.9) /M un A (@ — W)?dvy < 27 (K5 + €) (| Awnll3 — 1AT]3) + o(1).
By the fact that
Wy, =W — 0in HY (M), ¢=0,1as m — +o0
we have

1AW, 2~ | AT2 = fy, (B Py () — BP()) dvy + 0(1) =

2 N—-2,2 2 N—
>\11m>\m M Um " Um + )‘27mlu’m M UYm

v(M,g)A? [, w7202 — pop® [, uN 2w? 4 o0(1)

2,,2
Wy, —

Taking into account of (4.6), we get

AW, |12 = |AD]2 < Ao uN 22— [ N 2R de
2 2 5 m m g
M M

+ O = v gN) [ 020 4 (i, = o) [ 0¥ o)
M M

< 12(M, g) / (N 22, — N2 du, + o(1).
M

Consequently

/ WN T dug 2 1= 270 (K3 4 ) pa(M, g) / (=2, — u™ =W dvg + o(1)
M

M

and since

/ u%ﬂﬁfndvg =1

M

we obtain
(1 —2 % (K35 +€) po (M, g)) / u™N 2wrdv, > -2 (K3 +€) pa(M, g)+o(1).

M
So if

K3ua(M,g)27% <1

we choose € > 0 sufficiently small and get

/ uN*QEQd’ug > 1.
M
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The inequality (4.9), the Lieb-Brezis lemma ([3]) and the strong convergence of
the sequence (Wy,)m to W in HZ (M) , ¢ =0,1, we get

/ Wh A (@ — W) 2dvy < 2% (K3 + ) (1 ATwll; — 1AT]3) +0(1)
M

<2 (K3 +e) ()\g,m/ uN 72w dvy — po(M, g)/ uN_szdvq>
M ' M '
+o(1)

S 27% (K22 + 6) |:(/\2,m - ﬂ2(M7 g))/ uivmiQE?ndvg
M

+ pa(M, g)/ (ul w2, — N ?w?) dvg} +o(1).
M

Since Az — p2(M, g) as m — +oo and

(4.10) / (ul w2, — N ?w?) dog = / uN =2 (W, —w)% dug + o(1)
M M

we obtain

(1 2w (K3 +€) pa(M, g)) /M uN =2 (w,, —w)? dvg < o(1).

So if
K3pa(M,g)277% <1
we get
lim uN=2 (w,, —w)* dvy = 0.

m——+o0 M
Hence by the equality (4.10), we get

N—2_2 N—2_2
/ Uy, W, dVg —>/ u” W dvy.
M M

So
/ uN_QEdeg =0
M
and since
/ uN_2v2dvg = / uN_2w2dvg =1
M M
and

N2 =1, #0

/ u™ 2vwdv, = 0.
u ¢

Thus the functions u” 7 v, u T w are linearly independent. O

it follows that
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5. AN ESTIMATION TO pus(M,g)
Mimicking which is done in [1], we establish the following lemma.
Lemma 5. If the manifold (M, g) is of dimensional n > 12, then us(M,g) <
[ul(M,g)% + (Kz_z)ﬂ i
To prove this lemma, we need the following elementary inequality.

Lemma 6. [1] For any real numbers x > 0, y > 0 and p > 2, there is a constant
C > 0 such that

(z+y)’ <a? +yP + CaP "y +ay?™1).

PROOF OF LEMMA 5. Let z, € M , 6 > 0 sufficiently small and B,_(d) the ball
of center x, and of radius § and n a C°°-function

(2) = 1 ifx € By, (9)
M= 0 ifa ¢ By, (20)
Put
Pe = 77(7“2 + 62)_T
where 7 is a bumping function, obviously ¢, € H2(M).
For any n > 6 and ¢ — 0, a calculation done in [4] leads to

(5.1) Y (pe) — K2 — é%co + O(€%)
where
Y (o) = S ng(U)dvg2
(fM |V dvg) "
co >0
and
K% n(n + 2)(7116—i 2)(n—4) wf_l.

wp—1 denotes the volume of the unit Euclidean sphere.
Consider the function

(52) Ve = CePe

with ¢. > 0 is such that [ Y il dvy =1 . Standard computations give

4

(5.3) Ce=Co€ T

with ¢, > 0.
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Denote also by v a smooth positive solution of the equation
Py(v) = pn (M, g)o™

with [Jv]|y =1. .
Put
1

we =Y () T2 + (M, g) 7.
For any (\,u) € R? — {(0,0)}, we have

[ vt )Py 0+ o), e,
M

= / (NveP(ve)dvg + p*vP(v) 4+ 22 v P(v)) do,.
M

Since [, vPy(v)dvg = pu1 (M, g) and [,, vePy(ve)dvg =Y (ve), we get

[ vt )Py v+ o), = XY (w) + (M, g)
M

+2 g1 (M, g) /M v " du,.

and

/ uN 72 (e + p)?dv, = )\2/ uN"202dv, + ,LL2/ uN"2v2dv,
M M M

+2)\,u/ uN 2vevdv,

M

> )\QY(UE)/ vNdv, + ,uzul(M,g)/ vNdv, + QAM/ uN " 2vevdv,
M M M

=AY (ve) + p s (M, g) + 2)\,u/ uN 2vvdv,.
M

We have also

/ uN vevdvg > (M, g)/ vev v,
M M

so, if Au >0
Jos e + pv) Py(Ave 4 pv)duy -
Jag ud 2O + ) 2dv, T
In the case Ay < 0 and N —2 € (0,1] i.e. n > 12, we have

N-2
a2 = (Y () ¥ o+ (M, g) 7o)

€

<Y (0 72 + pa (M, g)oN 2,
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Consequently

/ uN 72 (e 4+ ) dv, = /\2/ uN"2v2dv, + /ﬂ/ uN"2v2dv,
M M M

€

—|—2)\,u/ uN 2vevdvg, > N2Y (ve) + (M, g)

M

+2)\MY(’U€)/ vévflvdvg +2)\,u,u1(M, g)/ errUNfld,Ug
M M

> NY (ve) + pPua (M, g) — C (/ v udy, —l—/ vévN_ldvg>
M M

where C' > 0 is a constant independent of e.
Now taking account of (5.2) and (5.3) we get, for any (\, ) € R? — {(0,0)},

Jas (Ave + p) Py (Ave + pw)dug <1405
N2 2 <S1+0(e7=).
Joy ue 2 (A + pwe)?duy

By Lemma 6, we obtain

/ uivdvggY(ve)%/ Uévdvg+u1(M,g)%/ vNdo, >
M M M

+C </ ¥ "tudv, —|—/ Uv?]ldvg)
M M

=Y (vt + (M, g)%+C (/ vév_lvdvg +/ vevN_ldvg> .
M M

And by the relation (5.1), we deduce that

(/ ue! dvg> < [m(M,9)% + (K32)T = e +o(e) +o(e"T)]
M

4
n

RIS

3

|
s

= [ (M, g)* + (E3*)%]" — c.e® +o(€) (

where ¢ > 0 is a constant.
Hence, for any (\, u) € R? — {(0,0)},

fM(/\'Ue + ) Py (Ave + pv)du, (/ N dv ) ) <
uN 72 (o + poe)2dv v )
M 9

[11(M, ) + (K32)%]" — c.e? + O(é)

SO

p2(M, g) < [ul(M’g)% + (K;Q)ﬂ
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6. STRONG CONVERGENCE

Lemma 7. Suppose that s K22~ % < 1. Then the sequence (Um),, (resp. (wm),,)
of solutions of the equations (4.1) (resp. of solutions of the equations (4.2)) has
a bounded subsequence on M.

PROOF. Let as in the section2 u,, € LY (M) and vy, w, € H3(M) solutions
respectively of the equations

(6.1) P(v) = A mudy "2v,,
and
(6.2) P(wy,) = )\Qymu,]x”wm.
Set

Sm = {AmVm + fmWm: (A, ftm) € R%, N2+ 12, = 1, Apfty, > >0 }
S ={v+pw: (\p)€ R N 412 = 1}
and let Wy, = AU+ Wi, , W = Av+pw where up to a subsequence (A, ) —
(A ).
First we are going to show that the sequence (,,),, is uniformly bounded on
the manifold M. Suppose by contradiction that (W,,),, is unbounded. Then, for
every m there exists a point x,, € M such that

Wi (Tm) = ;I.le%\}}@m = ¢, — +oo as m — +oo.

Given § > 0 less than the injectivity radius of (M, g), we let w,, and @, be the
functions defined on the Euclidean ball of center 0 and radius 6&,,, B,(0&,,), by

Bn(a) = 2T exp,, ()
Em Em
where exp,, is the exponential map at x,,,. Denote by
g (2) = (exp,,,)" 9()
gm

the Riemannian metric on the ball B,(d¢,,). Clearly, if E is the Euclidean metric,
gm — E in C? on any compact set.

Now, since the functions v,, and w,, are solutions respectively of the equations
(6.1) and (6.2) then multiplying by w,, € H2(M) and integrating over the geodesic
ball exp, (B,(0&m)), we obtain

/ T A2 Ty, + — / T AT dug,,
Bo(3m) S B (66m)
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a ~ N_2~
+r / w%ldvgm < )\Q’m/ uﬁ_Qw?ndvgm.
Em J B, (5¢m) Bo(86m)

Thus the fact that |W,,| < 1 on B,(6&,,) and standard elliptic theory lead after
passing to a subsequence to

Wy — W in C}(R™).

Independently, we have, for any R > 0
[ e [ e, () @hdu, +o()
B, (R9) Bo(R$) R

T

= [ e, () + o)
B(am,R5) R

N—2
< /M Uy, < (x)dvg + o(1).

So U, — u weakly in L{Y (R™)

[ e, (v, = [ s, < [ iz,
B, (RJ) B(zm,R5) M

Now letting m — oo, we get

/ (Apw)? dxgug/ uN 2@ da

and by the Sobolev inequality given by Corollary 1, we obtain that

/ (Apw)?dx < ,u22_%K22/ (Apw)® dx (/ uNd:r)

§,u22_%K22/ (Apw)® da.

n

e

Consequently
p2 K3 27w > 1
which contradicts the inequality of the hypothesis, so the sequence (w,,) is

bounded on M. O

Corollary 2. The sequence (Vy,),, (Tesp. (Wm)m Jgiven in (4.1) (resp. in (4.2))
converges strongly in LN (M).
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PRrROOF. Let € > 0, the Holder inequality leads to

3 3
/ |Un _ 7}|]\7 d'Ug S (/ |Un _ ’U|N76 dvg) (/ |'Un + ’U|N+E d’l}g> .
M M M

By the boundedness of the sequence (v,), in M and the strong convergence of
the latter to v in LN=¢(M), we get that v,, — v in L™ (M). The same is also true
for the sequence (wy, ). O

Corollary 3. The functions u v and uTow are linearly independent.

Indeed, since the sequence (vy,)m ( resp.(vm)m ) converges strongly to v
(resp.to w) in LN (M), we pass to the limit in the last equality in (4.3) and
get [y, uN 2vwdog =0

As a corollary of Lemma 7 and Corollary 2, we obtain our main result

Theorem 3. If the Einsteinian manifold (M,g) is of dimension n > 12, then
uo(M, g) is attained by a generalized metric.
7. NODALS SOLUTIONS

The same arguments as in the proof of Lemma 3.3 [1] allow us to state.

Lemma 8. Let u € LY (M) with ||u|| y = 1.Suppose that wy, we € H3 (M) — {0},
such that wy > 0, wy > 0 satisfy

(7.1) /M wi P(wi)dvg < pa(M, g) /M u™ 2widv,
(7.2) /M waP(we)dvg < po(M, g) /M u™N 2widv,.

If (M —wit(0)) N (M — wy 1 (0)) has measure 0, then there exist constants a > 0
and b > 0 such that u = awy + bws and the equalities in (7.1) and (7.2) hold.

Now we establish the existence of a nodal solution.

Theorem 4. Let v and w as in the Proposition 3 and suppose that the scalar
curvature of (M;g) is positive and us(M, g) # 0 and attained by a general metric
g =ulN"2g with uw € LY (M). Then u = |w| and in particular the equation

(7.3) Py(w) = pa(M, g) [w|™ % w

has a nodal solution.
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PROOF. Let v and w as in the Proposition 3. Without lost of generality, we
choose u € LY (M) with [;, uNdvy =1, hence A2(g) = p2(M, g). As in the proof
of Proposition 9 we have A\1(g) < A2(g). Suppose that the solution of the equation
(7.3) is not nodal, by taking — w if w is non positive, we assume that w > 0. On
the other hand since the scalar curvature of (M, g) is positive, by Proposition 2
the equation

Py(v) = M (g)u v

has a positive solution and by Proposition 3 with the constraints

/ uN 2% dv, = / uN 2wldu, = 1
M M

/ uN_2vwdvg =0.
M

This latter equality implies that the set (M —v~1(0))N (M —w~1(0)) has measure
0. So by Lemma 8, we get equalities in (7.3), a contradiction with the fact that
A1(9) < A2(g). Consequently w is a nodal function.

Suppose that the compact manifold M splits into two non empty disjoint do-
mains Qand Qg such that M = Q; UQy U F  with measure(F) = 0. Let vy
and vy be positive solutions to the equation Py (v;) = AotV ~2y;, such that v; = 0
and Av; = 0 on 0€);, where Ay is the second eigenvalue of the Paneitz-Branson

and

operator P;. By Lemma 8, there exist constants a > 0 and b > 0 such that
u = avy + buy. It follows that u is of class C**(M) with o € (0, N — 2). Observe
that the nodal set u~1(0) C v;*(0) Nwy ' (0) C F.

Now we follows the proof in [1]. Let h € C°°(M) with support in M — u~1(0)
and put u; = u+th. Since u is continuous and positive on the support of h, then
u; > 0 for ¢ close to 0. The same arguments as the proof in the Proposition 3.3
in [1] we obtain that |w| = u on M — u~1(0). Independently since the nodal set
u~1(0) is negligible and u, |w| are continuous, then |w| = u on M. O

Corollary 4. ps(M,g) is not attained by a classical conformal metric.

Since if it is not the case, u > 0 and w such that |w| = u is not nodal.
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