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0.1 Introduction

L’étude des équations aux dérivées partielles elliptiques est 1'un des sujets de recherche
de grande importance dans ’analyse sur les variétés développée ces derniéres années dans
de nombreux travaux [5]-[6]-[7]-[8] -[9]-[10].

La résolution des équations aux dérivées partielles elliptiques et les problémes liés a la
géométrie conforme a conduit a développer des outils d’analyse non-linéaire, comme par
exemple "la méthode variationnelle" pour résoudre le probléeme de Yamabé, le probléme
de la courbure scalaire et la QQ-courbure prescrites.

Le probléme de Yamabé s’énonce comme suit: étant donnée (M, g) une variété rie-
mannienne compacte de classe C° de dimension n > 2, on note par S, la courbure
scalaire de g. Fxiste-t-il une métrique g conforme & g qui est de courbure scalaire con-
stante ¢

On a deux cas:

e SidimM =2et §g=e*g ou ue C®(M): les deux métriques g et g sont reliées
par ’expression suivante:

1

1 u
Agu + §Sgu = 55_@62 (1)

eSidimM >3et g= uﬁg avec u € C*°(M), u > 0, on obtient

n—2 . n—2 91
n = 1>Sgu = Sgu (2)

A [
gt An—1)"7

L’existence d’'une métrique conforme a courbure scalaire constante est équivalent a
'existence d’une solution positive de I’équation aux dérivées partielles du second ordre (1)
et (2). La difficulté de cette question provient essentiellement de 1’exposant critique de
Sobolev 2* = 2% pour l'injection Hf (M) C L* (M) qui rend les méthodes variationnelles
classiques inefficaces. En 1960, Yamabé dans [33] avait donné les outils essentiels pour
attaquer la question, malheureusement ou heureusement sa démontration est incompléte:
en effet en 1968 Trudinger dans [32] remarqua un sérieux gap dans la preuve de Yamabé

et résolva la question dans le cas ot 'invariant de Yamabé est inférieur ou égal & zéro,
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huit ans plus tard T. Aubin dans [3] avec une idée géniale qui consistait & isoler les points
de concentration avait donné une démonstration satisfaisante dans le cas ou la variété est
non conformément plate et de dimension n > 6. Pour les variétés conformément plates
et les petites dimensions le probléme a été complétement résolu par Schoen dans [27] en
1984 via le théoréme de la masse positive trouvé en collaboration avec Yau.

Si on définit 'opérateur conforme de Yamabé par

Ly : C*(M) — C°(M)
u— Ly(u) = Agu + ﬁSgu

alors il est invariant conforme dans le sens suivant:

e SidimM =2et g=e*g,uec C®M):
Vo € C*(M) : Ayp = e N
oSidimMZSetgzuﬁg,ueC“(M),u>0:
Vip € C(M) : L2 (ug) = un= L2(p)

L’équation (2) se généralise aux équations dites de courbure scalaire prescrite et qui

s’exprime par:
n—2

A R
T

Syu = f(z)u* ot f € C™(M) (3)

La positivité de la solution de I’équation (3) s’obtient grace au principe de maximum et
le fait que si w € HZ(M), alors |u| € HZ(M).

En 1983 un important opérateur conforme du quatriéme a été découvert par Paneitz
en dimension 4 et ensuite étendu aux dimensions supérieures par Branson. Par analo-
gie avec le probleme de Yamabé, on considére les équations contennant 'opérateur de
Paneitz-Branson qui sont des équations elliptiques du 4°™¢ et qui dans des situations

particulieres elles correspondent au probléme de la Q-courbure prescrite et qui s’énonce



comme suit:

Etant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte de classe C* de dimension
n > 5, on note @, est la Q-courbure associée a g et on se donne f € C*(M).
Par analogie avec le probléme de Yamabé, on peut se poser la question de savoir s’il existe
une métrique § conforme a g telle que la Q3 = f ¢

L’opérateur de Paneitz-Branson est définit par:

—2)2+4 4 n—4
P'(u) = Ay — di (n .g — ——Ric,). —_—
() Ju — divyg ((2(71 T 1>Sg 9= 2chg) du) +— Qqu
ou
1 nd — 4n? + 16n — 16 2 9
ny— A 2 _ :
Qyu 1) 95 + Stn—1)%(n — 27 S, = 2) |Ric,|

. . . o~ ntd L. .
L’invariant conforme de P se traduit par: soit g§ = u»-1g, u > 0, une métrique conforme
a g, alors 'opérateur P est conformément invariant dans le sens suivant: pour tout

p e C®(M),
n+4

n n—4 pn
Pi(pu)=u"" P(p).

Des équations elliptiques de type de @Q-courbure prescrite sont de la forme:

Py(u) = f(x) [u]™*u (4)

g

Chercher des solutions positives de I’équation (4) est probléme majeur pour deux raisons:
la premiere est le fait que si u € HZ(M), |u| n’est pas dans HZ(M), la deuxiéme il n’y a
pas de principe de maximum. Dans cette thése on se propose de résoudre les équations
de type de la (Q—courbure prescrite.
Notre manuscript est structuré comme suit
Dans le premier chapitre on présente les éléménts de la géométrie riémanienne
nécéssaires a la comprehension des chapitres suivants. Dans le deuxiéme chapitre on

étudie le probléme suivant:



Existe-t-il une fonction w € HZ(M) solution de ’équation ?
Alu + divg (a(x)Vgu) + b(z)u = A w2 u+ f(z) |ul¥ P u (5)

ou a, b et f trois fonctions de classe C'*° sur M avec f strictement positive, A > 0
suffisamment petit et 1 < ¢ <2 (N = %) I’exposent critique de Sobolev.

Les résultats obtenus s’énoncent comme suit:

Théoréme 0.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 6 et

a, b et f trois fonctions de classes C*° sur M telles que:

1. f(z) > 0 sur toute la variété M.

2. Au point x, ot f atteint son mazximum, on suppose que:

Sy(xo) + 3a(zs) > 0 pourn =6

et

((n2+4n—20) (n—1) (n—6)Af(x,)

2(n +2) S(0) + ma(:co) TR () ) > 0 pour n > 6.

Alors, Uéquation (5) admet une solution u non triviale de classe C** a € (0,1).

En cas particulier, quand a(z) = « et b(x) =  deux fonctions constantes sur M, on

trouve:

Théoréme 0.2 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5, on

suppose que:

1. Py(u) := A2u — aAgu + fu est coercif.

2. h(u)<e< 2

= T KA (fa) T
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3. a®?—48>0eta>0.
Alors, il existe \* > 0, telle que pour tout X € (0, \*), léquation (5) posséde trois

solutions distinctes dans H2Z(M).

Le troisiéme chapitre concerne les équations du type de la QQ-courbure singuliére: plus

précisément on cherche une fonction u € HZ(M) solution de I’équation
Alu + divg (a(x)Vgu) + b(z)u = A ' u+ f(z) |ul¥ P u (6)

ota e L'(M)etbe L¥(M)on r > % ets> % et fune fonction de classe C*° sur

M strictement positive, A > 0 suffisamment petit et 1 < ¢ < 2 (N = %) I’exposent

critique de Sobolev. On obtient les résultats suivants

Théoréme 0.3 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 6 et
a, b, f trois fonctions de classes C™ sur M telle que f(x) > 0 sur toute la variété M.

Supposons que:
1. u — Py(u) = A2u + divy (a(x)Vgu) + b(z)u est coercif.

2. Au point x, ot [ atteint son mazximum, on suppose que:

Sy(zo) > 0 pourn =6

et
24+4n -2 -2 Af(zo
n (n” +4n — 20) - - Sg(:co)—L(x) >0 pourn > 6

(n=2)(n = 4)(n—6) 1+ o], +[lall,) = ("= 1) fl@e)
alors, l’équation (6) admet une solution u non triviale.

Le chapitre 4, a pour objectif I’étude de ’équation suivante:

b _ h _
AZu + div, (%Vgu) + %u = f(@) |ulV P u+ )\% |’ u (7)

11



Ou a, b et h trois fonctions de classe C*°(M) et 2 < ¢ < N et A > 0 un parametre réel.

On obtient plus précisément les principaux résultats suivants:

Théoréme 0.4 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 6 et
a, b, f trois fonctions de classes C* sur M telle que f(x) > 0 sur toute la variété M.

Supposons que:
1. u— Pylu) = Aﬁu + div, (%Vg@ + %u est coercif.

2. Au point x, ot [ atteint son maximum, on suppose que:

Sg(zs) > 0 pour n =6

et

(n(n—2\/6+2)(n+2\/6+2)—(n—6)(n—4)3n+2)5(x)

12(n +2)(n = 4)*(n — 6) (1 + [lal],. + [|b]],)

(n—4)Af(x,)
— 87 (2) )>O pour n > 6.

Alors, il existe \* > 0, telle que pour tout X € (0, \*), l’équation (7) admet une

solution u mon triviale dans Ha(M).

Le chapitre 5, concerne la multiplicité des solutions du probléme singulier de type

(Q-courbure dans le cas critique: plus précisément on considére ’équation suivante

b _ _
A2y + div, (a;f)vgu) + %u = F(@) [N+ Mul* 2w 8)

Ou a, b et f trois fonctions de classe C* sur M avec f strictement positive, 0 < o < 2
et 0 < (B < 4.

Les résultats obtenus s’énnoncent comme suit:

Théoréme 0.5 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 6 et
a, b, f trois fonctions de classes C™ sur M telle que f(x) > 0 sur toute la variété M.

Supposons que:

12



1. u— Py(u) = Alu + div, (%Vﬂo + %u est coercif.

2. Au point x, ot [ atteint son maximum, on suppose que:

Sg(zs) > 0 pour n =6

et

(St Ao
6(n—1) 2(n—2)f(z,)

Alors, il existe \* > 0, telle que pour tout X € (0, \*), l’équation

) <0 et Sy(zs) > 0 pour n > 6.

AZu + div, (%Vgu) + %u — @) [N w4 A ]

posséde trois solutions distinctes dans Ha(M).

Théoréme 0.6 Soient A € (0, \*) et (u,

+
maUﬁ)meN C N/\Jﬁ telle que

Ino st 5 5) = C;r,cr,ﬁ +o(1)

VIrop(ty,o5) = 0(1), dans (H3(M))"

Supposons que
2

% n—4
nKg (maxgenm f(x)) T

s +a K?*(n,1,2) + b K?*(n,2,4) >0

|l <

Alors léquation (8) posséde une solution non triviale u™ € Ny 5 dans H3(M).

Les travaux de cette thése ont fait I’objet des publications suivantes:

1. M. Benalili, K. Tahri, Nonlinear elliptic fourth order equations existence and
multiplicity results, Nonlinear Differ. Equ. Appl. 18, 539-556, (2011).

2. M. Benalili, K. Tahri, Existence of solutions to singular fourth-order elliptic equa-
tions. Electron. J. Differ. Equ; 1-23, (2013).

3. M. Benalili, K. Tahri, Multiple solutions to singular fourth order elliptic equations
on compact manifolds, Complex Variables and Elliptic Equations; 1-28, (2014).
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4. K. Tahri, On singular elliptic equations involving critical Sobolev exponent, Journal

of Physics: Conference Series 482 ,1-8 (2014).
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Chapitre 1

Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques outils nécessaires d’analyse non linéaire
sur les variétés qui seront utilisés dans la suite de notre travail.

Pour plus d’information sur le sujet on renvoie le lecteur au référence [4].

1.1 Courbures riemanniennes

Définition 1.1 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 1 et V la con-

nexion de Levi-Civita donnée par son expression locale

1 g | Ogu  0Ogi
rk — 2 k29 _ 99
i = 99 (3% * oxj (9:131)

ou g;; et g% désignent respectivement le tenseur riemannien et son inverse.

1. Le tenseur de courbure R relatif a la connexion V s’écrit:

ort.  ork.
l _ ki J l « l
Rin = 3a, = Gm, T ek =T

e
ka™ ji

2. Le tenseur de Riemann Rmy est alors donné par:

o
Rijii = gia Ry

15



3. Le tenseur de courbure de Ricci est obtenu par contraction du tenseur de courbure
riemannienne:

Rij = Ry = 9" Rijs

(1o %}

4. La courbure scalaire est la fonction numérique de classe C*°sur M notée par S, est
définie par:
Sg = Rijgij

En particulier si g € HY(M,T*M ® T*M), alors:
Sy € LP(M)

On aura l'occasion d’utiliser ces propriétés dans les chapitres qui suivent

1.2 Développement de la mesure riemannienne

Considérons un systéme de coordonnées normales géodésiques (y', ..., y") centré en

To.
Soit S(r) I'ensemble des points situés a la distance r de z, (r < d le rayon d’injectivité)
et dQ lélément volume de la sphére S"7'(1) unité de dimension (n — 1).

Posons:

6(r) = —— [ Vil

Wn—1
S(r)

w1 désigne laire de S"71(1) et |g(x)| le déterminant de la métrique g.
Un développement limité de G(r) au voisinage de r = 0 est donné par:

Proposition 1 [3/

_ Sg(ws) 4 2
G(r)= 1—WT + o(r*)

ol Sg(a:o) est la courbure scalaire de M au point x.

16



Un développement limité de la mesure riemannienne dv(g) au voisinage de r = 0 est

donné par:

Proposition 2 [3/

1 o
dv(g) =1 — ERij(xo)y’yj + o(r?)

Pour les calculs qui suivent nous utilisons les facteurs suivants: p et ¢ étant deux réels

positifs, posons p — g > 1,

1 -t d
= t
p /0 (L+t)r

Proposition 3 Avec les notations ci-dessous, nous avons les relations:

g _Pp—q—1 1 9+l
IP+1_ p Ig ’ ]pﬂ_p—q—l]pﬂ

1.3 Opérateur de Laplace-Beltrami

Définition 1.2 Soit (M, g) une variété riemannienne de classe C* et soit u € C*°(M),

1 0 . Ou
Agui= = (Il )

V19(@)] 9y,

En particulier, dans les coordonnées géodésiques polaires et si u est radiale:

Agu = —u”(r) _nz 12/(7“) — u/(r)ﬁr log v/ |g(x)]

r

1.4 Classe conforme de g

Définition 1.3 Si f > 0, est une fonction de classe C*sur M strictement positive,

g = p.g est dite métrique conforme & g. La classe conforme de g est notée

9] ={p.9, p € CZ(M) et p >0}

17



Un résultat important dans I’étude des EDP elliptiques par la méthode variationelle

du & Rellich-Kondrakov s’énonce comme suit:

1.5 Théoréme de Rellich-Kondrakov

Théoréme 1.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5,

q > 1 réel, et m < k deux entiers.

1. 8i L >Em o glors HY (M) C HE (M) pour tout p > 1 tel que

n

Q=

1> 1_ k=m
P — q ’

> % — ’“_Tm, alors l'inclusion est compacte.

2. 5i

SR

3. Pour N = 2% Uinclusion H3 (M) dans L™ (M) cesse d’étre compacte.

n—

Un invariant conforme a été découvert par Paneitz en dimension 4 et généralisé par
Branson pour les dimensions supérieures [13]. L’étude des EDP du 4°¢ ordre est motivé

par la découverte d’un invariant conforme due & Paneitz-Branson [13].

1.6 Opérateur de Paneitz-Branson

Définition 1.4 Pour n > 5, l'opérateur de Paneitz -Branson est donné par

—2)2+4 4 n—4
P'(u) = A2u — di (n .g — ——Ric,). —_—
o (1) Ju — divg ((Z(n T 1>Sg 9= 2chg) du) + 5 Qqu

ot
1 n® —4n? 4+ 16n — 16 _, 2

Ot = D)% T S P —2 0 (=2

Ric,|?
9T o —1) | iy

. . . o~ ntd L.
L’invariant conforme de P} se traduit par: soit g = u»=1g, u > 0, une métrique

conforme & g, alors I'opérateur P;' est conformément invariant dans le sens suivant: pour

tout ¢ € C°(M),

n+4

n o n—4 n
Pl(ou) =u"" P(p)

18



1.7 Solutions faibles

Dans les méthodes variationnelles, les solutions obtenues, points critiques de fonc-
tionnelles, sont dans les espaces fonctionnelles de Sobolev, elles sont dites distribution-

nelles ou faibles.

Définition 1.5 Soient (M, g) une variété riemannienne, a et b deux fonctions réelles de

classe C* sur M et f € L}, (M), alors u est dite solution faible de l’équation

loc
A2u — divg (a(x)Vgu) + b(z)u = A lul* 2w+ f(z) [ul¥ P
si pour tout ¢ € C*(M),

/M ((Au, Ag), + a (Vu, Vo), + bug)dv, = /

()\ "% u+ f(x)|ul¥ u) pdv,
M

Le théoréme suivant est clé dans la recherche des solutions faibles.

1.8 Théoréme des multiplicateurs de Lagrange

Théoréme 1.2 [}/ Soient (E, ||.||) un espace de Banach, Q@ un ouvert de E et f : Q —
R une fonction différentiable sur Q et ® : Q — R"™ une application de classe C' sur Q
de composantes ®1,..,®,. Etant donné a un point de R™, on pose K = ®~ ! (a) que 'on

suppose non vide, si en un point r, € K

fzo) = inf f(z) (1.1)

zeK

et si de plus la différentielle d®(x,) € L(E ,R™) est surjective alors ils existent des réels

A1, .., Ay pour lesquels

df(.fCo) = )\1d®1<£€o) + ...+ )\ndq)n(l'o)
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Cette équation est I’équation d’Euler-Lagrange associée au probléme de minimisation con-

sidéré (1.1), les \; sont les coefficients de Lagrange de cette équation.

Une fois les solutions faibles obtenues on les régularise afin qu’elles deviennent des

solutions classiques des équations.

1.9 Théoréme de régularité

Théoréme 1.3 Soit L un opérateur linéaire elliptique du second ordre a coefficients de

classe C'™ et soit u une solution faible de l’équation :
L(u) = f

avec f € LY(M) alors:

1. Si f e Ck (M), keN et a e (0,1), alors u € C;72* ( M).

loc
2. SifeH! (M), keNetp>1, alorsu € H,f+2’loc(M)-

Un récent résultat de régularité notamment obtenu pour les équations du 4°™“ordre

est celui trouvé par Djadli,Hebey et Ledoux dans [17]

Lemme 1.1 FEtant donnée une variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n >
5 et soit o € R positive et b une fonction définie sur M a valeur dans R et soit de plus

u € H3 (M) une solution faible de I’équation

2
Af]u + alAgu+ azu = b(z)u

Sibe€ Li (M) alorsu € L* (M), Vs > 1.

Dans les applications et particulierement a la géométrie différentielle, on cherche des

solutions positives qui sont obtenues grace au principe suivant
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1.10 Principe du maximum ( forme locale )

Théoréme 1.4 Soit Q) un ouvert borné de R" et
L(u) = a"(z) Dyju(u) + b'(z) Diu(x) + c(z)u

un opérateur elliptique sur 0 & coefficients continus sur ) et tel que c(x) < 0, Vo € Q, si
une fonction u € C?(2) N C°(Q) et telle que L(u) > 0 sur ) et si le mazimum de u est
M sur Q) est a la fois positif ou nul et atteint en un point de € alors u est nécessairement

constante égale a M sur §2.

Un résultat important en analyse du type du lemme de Fatou généralisé est donné

par:

1.11 Lemme de Brézis-Lieb

Lemme 1.2 [1}] Soient Q un ouvert borné de R™ et 1 < p < +00, (f,)n une suite

bornée de fonctions de LP(§)) convergeant p.p vers f , alors:

Fe LX) et ||fIl; = ILfally = I1fa = fII; + o(1)

On cite une inégalité du type de Sobolev obtenue dans [17] et [7]

1.12 Inégalité de Sobolev

1.12.1 Cas régulier

Théoréme 1.5 [16] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensionn > 5.

Pour tout € > 0 il existe une constante A. € R telle que :

Vu e BIOM) : ully < (1 + 9K, / A + [Vl dulg) + A, / ful? do(g)
M M
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r'(3)
I'(n)

avec N = 22 et -L = w?n(n—4)(n® —4) {35 }» ou T est la fonction de Gamma UEuler.

4 Ko

1.12.2 Cas singulier

Dans cette partie, on cite une inégalité de type de Hardy-Sobolev obtenue dans [7].

Définition 1.6 Soit P un point d’une variété riemannienne (M, qg). pp est la fonction

définie par:
d(P,Q) st d(P,Q) < 6(M)

pp(Q) = ,
(M) sid(P,Q) > o(M)

avec 6(M) le rayon d’injectivité de la variété (M, g), et d la distance sur M.
La fonction p dépend évidemment du point P € M que l'on omettra parfois dans les

notations.

Définition 1.7 Sur une variété riemannienne (M, g) on définit LP(M, p7) comme étant

’espace des fonctions u telles que p7 |ul” soit intégrable. On le munit de la norme

lu

P ¢=/ P Jul” dv(g)
M

oup>1 et p est la fonction introduite dans la définition précédente.

Théoréme 1.6 [7] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensionn > 5
et p, q et v des nombres réels qui satisfont % = % - % —2et2<p< %.

Pour tout € > 0 ,il existe A(e,q,~) tel que

Vu € HY(M) : |Jull?_, < (1+e)K%n,q,7) ||V§u||z + A, ¢,7) [|ull;

p,p7
en particulier K(n,2,0)* = K, la meilleure constante dans l’inégalité de Sobolev.

Théoréme 1.7 [7] Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5

et p, q et v des nombres réels qui satisfont: 1 < q <p < ”qq et v <O0.

n—2
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1. 81 = n(% - i) — 2, alors Uinclusion H3(M) C LP(M, p") est continue.
2. 51> n(% - }—17) — 2, alors linclusion Hg(M) C LP(M, p) est compacte

On établit 'existence de solution faible par la méthode variationnelle, via le théoréme

suivant

1.13 Théoréme du col (Ambrosetti-Rabinowitz)

Théoréme 1.8 Soit J une fonctionnelle de classe C' sur un espace de Banach E, telle

que:

1. Il ezisteu € E, r >0, et a > 0 tels que ||[u — ul|| = r, alors
J(u) > J () + «
2. Il existe un point uy € E tel que ||t — uq]| > 0 et

J(ur) < J(u) +a

Soit alors I' I’ensemble des chemins reliant u & uy, c’est-a-dire

I'={yeC(0,1], E) tels que v(0) =u, v (1) =u1}

Soit
B= i@?;}éﬁ]‘] (v (2))
Alors,
g >J(u)+ «

et B est la valeur critique généralisée de J. Si J vérifie la condition de Palais-Smale au

niveau (3, alors 3 est donc une valeur critique de J.
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1.14 Les conditions de Palais-Smale avec contrainte

Soit E un espace de Banach. Dans toute la suite lorsque 1’on considére une contrainte

du type
S:={uekE; d(u)=0} (1.2)

On suppose toujours que
®c CYHE,R), et Yu €S, VO #0 (1.3)

Définition 1.8 [2] Soient E un espace de Banach, ® vérifiant (1.8), S une variété
définie par (1.2) et J € CY(E,R). Sic € R, on dit que J vérifie la condition de Palais-

Smale sur la contrainte S au niveau ¢, si toute suite (uy, fin), € S X R telle que
J(un) — ¢ dans R et VJ(uy,) — 1 V®(u,) — 0 dans E’

contient une sous suite notée (U, (i), convergente vers (u, ) dans S x R.

Nous avons dit auparavant que si J est une fonctionnelle de classe C' bornée in-
férieurement, en général il n’est pas vrai que pour toute suite minimisante (u,),, la

dérivée V.J(u,) tend vers zéro. Cepandant on a le lemme suivant:

1.15 Lemme d’Ekeland

Lemme 1.3 Soit (X, d) un espace métrique complet et J une fonctionnelle s.c.i de X

dans R. On suppose que J est bornée inférieurement et soit

c=infJ (z).

zeX
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Alors, pour tout € > 0, il exsite u. tel que:

c< J(u) <c+e
Vee X, v #ue: J(x) — J(u) +ed(z,u;) >0

25



Chapitre 2

Probléme elliptique non-linéaire

avec des termes réguliers

2.1 Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5. Soient a, b et f
trois fonctions de classe C'*° sur M avec f strictement positive. On considére I’équation

suivante:

AZu+ divg (a(z)Vgu) 4+ b(x)u = f(x) "V P+ A |ulf (2.1)

oull<g<2et N= % I’exposent critique de Sobolev et A un réel strictement positif.
Dans cette section, on démontre I'existence d’une solution non triviale, en procédant par
la technique variationnelle.

On considere sur H3(M) la fonctionnelle

) =5 [ (a0 =al) Vgl +beptavin—; [ @)l dote)=2 [ fultdoto)

On pose
Py(u) = (VA (u), u)
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B0) = [ 1Al = a(o) IVyul? + bohdul) — [ 7o) ul dolg) =) [ Jultint)

On considére ’ensemble M, donné par
My ={ue H}(M): ®)(u)=0et [Ju]| >p>0}
On prendra les fonctions a(z) et b(x) de telle maniére que:
lul® = /M (Agu)* — a(x) [Vyul* + b(z)u’dv(g)

soit une norme équivalente a celle de H3(M).

Exemple 2.1 Pour avoir une norme équivalente a celle de H2(M), on peut prendre par

exemple a(x) et b(x) comme suit

inf .
SSJ\B a(x) <0 et nf b(z) >0

Définition 2.1 On dit que Uopérateur u — Alu+ divy (a(x)Vgu) +b(z)u est coercif s’il
existe A > 0 telle que pour tout u € H3(M)

/M(Azu + divg (a(x)Vu) + b(z)u)udv(g) > A HuH?{g(M)

Proposition 4

Jull = (] (A" = ala) [, + ba)uidn(o))

est une norme équivalente a celle de H2(M) si et seulement si [’opérateur

u — A2u+ divy (a(x)Vgu) + b(z)u

est coercif.
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Preuve:

L (=)
Si ||.|| est une norme équivalente a celle de Hz (M) i.e. ils existent deux constantes

a et B > 0 telles que pour tout u € H2(M)

allull gz < lull < B llull ggan

alors 'opérateur

u— A2u+ divg (a(x)Vgu) + b(z)u
est coercif.

2. («)

Si on suppose que 'opérateur
u — A2u+ divg (a(x)V gu) + b(z)u
est coercif, il existe A > 0 tel que pour tout u € Ha(M) :
/M (A2 + div, (a(x)V yu) + b(@)uw)udo(g) = Al
Comme M est compacte et a(z) et b(z) deux fonctions de classe C*°(M),

/M(Agu + divg (a(z)V u) + b(z)u)udv(g) <

. 2
o (1~ i o), maps ) ) o

J/

-~

>0

D’ou le résultat.
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Lemme 2.1 L’ensemble M) est non vide pour A € (0, ;) ow

(2072 — 20-N) AN
)\O = 2—q —q

V(M)(l_%) (maxgeps f(x)) V=2 (max((1 4 ) K,, Ae)) V-2

2

avec 1 < q < 2.

Preuve: Soient t > 0 et u € H3(M) tels que [Ju| > p > 0,

alors
Ba(t0) = £ Jull* = ¥ [ £(0) ful" du(g) ~ 7 .
M
Posons
a(t) = ull* = 72 [ 1) [u]" (g
M
et

\4a=2 ([,
B(t) = M [lully
par l'inégalité de Sobolev, on obtient
N
2

a(t) > [|ul* — max f(x) (max((1 + &) Ko, A)) 7 Jull gz £V

Par la coercitivité de I'opérateur u — AZu+div, (a(x)Vu)+b(x)u, il existe une constante

A > 0 telle que:
alt) >l ~ A~ max f(x) (max((1 +€) Ko, A) ¥ [Jul] ¥ 192
En posant:

an(t) = Jlull® = A% max (@) (max((1 + ) K, A)) ¥ [juf¥ 2
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Par I'inégalités de Holder et de Sobolev, on obtient

B(t) < V(M) OB (max((1+ ) Ko, A))? ulll ) 1972

et par la coercitivité de I'opérateur u — A2u + divy (a(x)Vgu) + b(z)u, il existe une

constante A > 0 telle que

B(t) < AA2V(M) ) (max((1+ €) Ko, A))? [|ul|* 492,
Posons

But) = M3V ()0~ (max((1 + ) Ko, A))3 [Jul|? 172,

a1 (t) est une fonction décroissante en t et concave et 51(t) est une fonction décroissante
en ¢ et convexe.

a4 (t) s’annule au point

AZ(NN72)

Jull (maxens £(x)) ¥ (max((1 + ) Ko, A.))> >

et en prenant u € Ha (M), telle que

N
A2V=2)

(max,en f(w))ﬁ (max((1 + &) Ko, AE))wéviﬂ)

ce qui est possible pour un p > 0 suffisament petit, ce qui donne ¢, = 1. Alors

1 AT
min a4 (t) = ai(=) = 5 —(1—27)
t€(0, 3] 2" (maxgen f(2))52 (max((1 + ) K,, A)) ™2

1
ai(3) 2 pP(1—2""") >0
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et
min_ f1(1) = () > 0

t €(0, 3]

ou q
Bi(3) = A22aV (M) 1= R AT
12 (max((1 + ¢) Ko, Ae))ﬁ (max;ens f(l'))i_2

L’équation @, (tu) = 0 posséde une solution si

min o (t) > min F;(t)
te(0,1] te(0,1]

i.e:
(2072 — 20-N) AN
0< A< o — = Ao

V(M)(lf%) (maxgens f(:c))ﬁ (max((1+¢)K,, Ac)) V-2

2

2|

L’ensemble M, est alors non vide pour tout A € (0,\,). m

2.2 Etude de la fonctionnelle J, sur M),

Lemme 2.2 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5. Il

existe A > 0 telque Jy(u) > A > 0 pour tout u € My o A € (0, min(Ao, A1)) et

(N*2)QA%
>\1 2(N—q)

V(M) ~ (max((1 4 ¢) K., A.))2pa=2

Preuve: Soit u € M,

Jul2 = /M F(a) )™ do(g) + A /M u]? dv(g)

Pour u € M,
N-2 ., N—g ,
D) = " Il = A= [ vty
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Les inégalités de Holder et Sobolev donnent

N -2
2N

N—q _a 4
Jul® = A= VD! (max((1-+ ) Ke A)E

JA(U) Z

q
HE (M)

et par la coercitivité de I'opérateur u — A2u + divy (a(x)Vgu) + b(z)u, il existe une
constante A > 0 telle que

N -2
2N

N - q q q
Julf = A= FATEV M) (max((1 + )R, A

J,\(u) 2

N -2 N—q q q q —
> 2 o —2 1—L i q—2
> Jul ( 2 AT I (max(1 4 <) A )>o

Comme ||u|| > p > 0, nous obtenons

N_ 2 N_ q q q
) =l (%52 = A AV 0 (nax((1 -+ 9K, A2
maintennat si:
(N—2)q A 4
0<\< 2AN—q) =\

V(M) % (max((1 4 €)K,, A.))Z pi—2
Alors, Jy(u) > 0 pour tout v € M,. =

Lemme 2.3 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5, alors

les deuz assertions suivantes sont vraies:
1. (VO®y(u), u) <0 pour tout uw € M)y et pour tout A € (0, min(Ao, \1)).

2. Les points critiques de Jy sont des points de M.

Preuve:

1. Soit w € M,, alors

Jul? = A /M ul do(g) + /M £(@) |l dolg)
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et
(Vs (1), u) = 2 [[u]]? — Ag /M jul? dv(g) — N /M £(@) ful du(g)

=2 ull* = Ag [ Jul" do(g) = N(Jul 3 [ Jul" dv(g)
M M
(V@r(w), u) = (2= N) [Jul® + X (N = q) ul]
Par les inégalités de Holder et Sobolev, on obtient

(VO (u),u) <

(2= N) [Jull® + A (N = q) V(M) ¥ (max((L + ) Ko, A.))# ||u]

q
HZ (M)

et en tenant compte de la coercitivité de Popérateur u — A2u + divg (a(x)Vgu) +

b(z)u, il existe une constante A > 0 telle que
(V@i (u),u) <

< (2= N) [Jul* + A (N = q) A2 V(M) (max((1 + ) Ko, A))? [Jul|”
< Jul®[(2 = N) + AN = q) A2V/(M)'F (max((1 + ) Ko, A.))# [Juf] 7]

(V@) u) < JJul*[(2 = N) + A (N = q) A72V(M)'" ¥ (max((1+¢) Ko, Ac))2p"%]

et puisque
0<A< éj(vN_EZEA%
V(M) % (max((1 + ¢) Ko, A.))% pa—2
on obtient
(V®y(u), uy <O0.
- (=)

Soit u € M) <= déf = (VJ\(u), u) =0 et v un point critique de J sur M,.

(<)
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En appliquant le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, il existe u € R tel que
pour tout u € M,
VJy(u) = pVPy(u) (2.2)

En testant au point u € M) ’équation (2.2), on obtient

Pr(u) = (VAa(u),u) = p(V®y(u),u) =0

et alors, pour tout u € M,

(Vo (u),u) = 0.

Et comme
(VO (u),u) <0
alors
p=20
D’ou pour tout u € M,
VJ)\<U) =0

2.3 Existence d’une solution non triviale de I’équation

(2.1) sur M,

On va voir dans ce qui suit que la fonctionnelle d’énergie .J) vérifie les conditions de

Palais-Smale avec la contrainte M.

Lemme 2.4 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5. Soit
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(uy), une suite dans M)y telle que:

Ia(u,) < ¢
VI (up) = pn VO (u,) — 0

Supposons que
2
n—4 "

K3 (max,cy f(2))"5

c <

Alors, il existe une sous-suite de (uy), convergente fortement dans H3(M).

Preuve: Soit (u,), C M)

N -2

N—q
) = g Il = A5 [ oty

Dans un premier temps on montre que la suite(u,), est bornée dans HZ(M).

Par le Lemme 2.2, on obtient que:

N— 2 2 N—q _q 1—4 q q
> —A—A3 2
Ia(uy) > 5N lun]]® — A N A2V (M) "~ (max((1+4 ) Ko, Ac))2 ||un||

N—2 N— q 9 q —
Ia(uy) > ||UnH2( o A quA_2V(M)1_N(maX((1 +6)K,, A))zpT%) > 0
(N—Z)QA%

2(N—q)

(M)~ (max((1+€)Ko,Ac)) 3 p1—2 et Ji(un) < ¢, alors

etcomme0<)\<v

c > Jy(uy)

N -2 N — q q l
— A= IATEV (M) (max((1+ €) Ko, A2)) 2] [l > 0,

> [
2N Ngqg

d’ou

C

g9 q q < _'_
N2 3\ Nq 7B (M) F (max((1+ 6)Ko, A))Spi2 o
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Donc (u,), est bornée dans H3(M). La réflexivité de Despace H3(M) et la compacité
de I'inclusion Hy(M) C HF(M) ( k=0,1; p < N ), implique existence d’une sous-suite
notée (u,), telle que:

1. u, — u faiblement dans HZ(M).

2. u, — u et Vu,, — Vu fortement dans LP(M) ou p < N

3. u, — u presque partout dans M.

D’aprés le lemme de Brézis-Lieb, on peut écrire

/M (Agun)? do(g) = /M (Ayu)tdo(g) + /M (Bt — )2 du(g) + o(1)

et aussi

/f il ¥ do(g /f Vul™ du(g /f Y — ul™ dv(g) + o(1)

On va montrer que u € M.

Comme u,, — u faiblement dans Hz (M) i.e. si pour tout ¢ € H2(M),

/M (AgunAg¢ —a(x) (Vun, Vo), + aungzﬁ) dv(g) =

/M <AguAg¢ —a(x) (Vu,Ve), + augf)) dv(g) + o(1)

En particulier pour ¢ = u, on obtient,

/M <Ag“nAg“ — a(x) (V, Vu)Q + aunu) dv(g) = ”UH2 +o(1)

et aussi pour ¢ = u,,

/M (AgunAgu —a(x) (Vuy, Vu>g + aunu> dv(g) = Hun‘|2 + o(1)
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et puisque (uy,), C M), i.e.

/M (/\ IUn|qf2 upu + f () |un|N*2 unu> do(g) = ||u||2 +o(1)

mais quand n — +o0

/M ()\ |un|q72 upu + f(x) |un|N72 unu> dv(g) — /M ()\ lul* + f(x) |u|N> dv(g)

ce qui donne

B (un) = Ba(u) = [[ul]? — A /M ul? do(g) — /M £(@) Jul” do(g) = 0
lall + 0(1) = [lual > p

D’ou u € M.
On va montrer que p,, — 0 quand n — +o00

En testant avec u,,, on obtient
<VJ)\<un) - ,unvq))\(un)u un> = 0<1>
= (Va(un), un) = pin (VOA(un), tn) = 0(1)
N—————

=0

Donc,

i (VP (uy), uy) = o(1)

D’aprés le Lemme 2.3, on a

lim sup (V@ (uy), u,) <0
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et par consequent

tn — 0 quand n — +o00

On va montrer que u,, — u converge fortement dans H2(M), nous avons

J,\(un) — J)\(u)

1

~ 32 /M@g(un — ) do(g) ~ - /M f(@) Jun —ul dv(g) +o(1).  (2.3)

Puisque u,, — u — 0 faiblement dans H3(M), on teste avec V.Jy(u,) — VJ\(u)
(VI\(up) — VIr(u), u, —u) =o(1)

- /M (At — )2 dv(g) — /M F(@) Jun — ul™ do(g) = o(1) (2.4)

De sorte que

/M (gt — w))2 dv(g) = /M £(@) lun — ul” do(g) + o1)

et en tenant compte de (2.3), on obtient

) = In0) = 5 [ (ol =) dolo) = 7 [ (Ayfun =) dolg) + o(1)

M

Tn(utn) — Jn(u) = 2 /M (B (1t — 1)) do(g).

n

Independament, d’apres I'inégalité de Sobolev, on obtient pout tout v € HZ(M)

lul% < (14 2. /M (Agu)? + [V yu2 do(g) + A. /M Pdv(g).
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En testant I'inégalité de Sobolev par u,, — u, on obtient

lun — ul% < (140K, /M (At — )2 du(g) + o(1).

Comme

/M f(@) |un, — u|Ndv(g) < max f(z) /M lu, — u]NdU(g)

et en remplacant dans (2.5), on obtient:
[ 5@l do(g) < (14 2)7% ma £ KT Ay = 0+ of1)
En faisant appel a I’égalité (2.4), on trouve:
o(1) 2 |4y (1t = )3 = (1+£)75 max f(2) K [|Ag(un = w)lly +0(1)

2 _n_ ey N-2
2 [[Ag(un —u)lly (1= (1 + )7 max f(2) K Ay (un — )|y ) +o(1)
et par conséquent si

_ 1
lim sup || A (u, — w)|l) > < -

n —_—

(1+¢e)n2KJ " max,ep f(x)

alors
2
—/ 1Ay (un, — u)|2dv(g) < c.
nJm

Comme

2
c< Z n—4
nKd (max,en f(x)) 1

Nous obtenons

n

< — .
K (maxgen f(2)) T

/M 1Ay — ) d(g)
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Par conséquent

(1) 2 148yt — )3 (1= (14 )75 mase () K |y (= )]} ) (1)

-~

>0

J/

ou encore

2
1Ay (un — w)l; = o(1)
i.e. u, — u converge fortement dans H2(M). m

Théoréme 2.1 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension n >
5. Soit f une positive fonction de classe C* sur M et on suppose que u — Agu +
divy (a(z)V u) + b(z)u est coercif et que

2
c < D

= n—4

ni (f(2,)) 3

Alors, il existe \* > 0 telle que pour tou A € (0, \*), l’équation posséde une solution non

triviale.

Preuve: D’aprés les Lemmes 2.2; 2.3 et 2.4, on a démontré qu’il existe v € M), telle
que:

Jr(v) = max Jy(u)

ueEMy

D’apres le théoreme des multiplicateurs de Lagrange il existe p € R:

VI\(v) = uVo,(v). (2.6)

En testant au point u € M, ’équation (2.6), on obtient

Py (u) = (Vi(u),u) = p(VOy(u),u) =
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et alors, pour tout u € M)

p (VP (u),u) = 0.

Comme
(VPy(u),u) <0
alors,
w=0.
D’ott pour tout u € M)

D’apres les Lemmes 2.3, on obtient que v est une solution faible non-triviale. m

2.4 Multiplicité de la solution pour I’équation (2.7)
A coefficients constants

On considére ’équation suivante:
2 _ N—2 q—2
Aju — alu+ fu = f(x) lul " " u+ Xu[" " u (2.7)

ou«a, B €R.

On considére sur HZ(M) les fonctionnelles suivantes:

A

) =gl = [ f@ah¥at) =2 [ (@) )

q
T =3l - 5 /M Fla) (u) dv(g)—g | st

ou

HuH2::/M(Agu)2+a|vgu|2+ﬁu2dv(g)
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avec

+_ : - :
ut = gé&}\}((u(x), 0) et u” = irélj‘r/ll(u(x), 0).

On pose
O (u) = (VI (u), u)

() = [Juf® - /M f(@) (*)" do(g) — X /M (u*)? du(g)

On considére ’ensemble M f donné par
My ={ue H}(M): & (u)=0et |u]| >p>0}
Lemme 2.5 Pour tou A € (0, \*), l’équation (2.7) posséde deux minimas locau.

Preuve: D’apres les Lemmes 2.2; 2.3 et 2.4, on a démontré qu'ils existent v; € M,

et vy € M, telle que:

Jy(v1) = min J5 (u) et J5 (v9) = min Jy (u)
ueM; ueMy

D’apres le théoreme des multiplicateurs de Lagrange ils existent p, n € R:
Iy (v1) = uV ey (1) (2.8)

et
Iy (v2) =V Oy (v2) (2.9)

En testant au point v; € M} I'équation (2.8), on obtient
@3 (v1) = (VI (v1),01) = u (V& (v1),v1) =0

et alors, pour tout v; € M

1 (V¥ (v1),v1) = 0.
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Comme

<v(b:\~_(1}1),1)1> =0<0

alors
p=20

d’ott pour tout v; € M,

VJ;_('Ul) =0.

De la méme fagon pour la fonctionnelle J, , on obtient que v; et v, sont deux minimas

locaux. =

Théoréme 2.2 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5,

Soit f une positive fonction de classe C* sur M et on suppose que:

1. u— Alu— alu+ fu est coercif.

2. h(u)<e< —2

n K& (7)) T
3. a®?—48>0eta>0.
Alors, il existe \* > 0 telle que pour tou A € (0, \*), l’équation (2.7) posséde trois

solutions distinctes.

Preuve: D’aprés le lemme 2.7, on a montré que u™ et u~ deux solutions de 1’équation
(2.7). Les conditions géométriques du lemme du Col sont satisfaites.

Posons,

L= {neC ([0;1]; My): n(0)=u", n(1)=u"}

on remarque que I' # () car
n(t)=(1—-tu" +tu €T.

Posons

¢y = inf max (I (n(t))) -
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En appliquant le théoréme du col, il existe une suite de Palais-Smale (v,,),, au niveau cy
dans M,.

Donc,d’aprés les lemmes 2.2 et 2.3 et le théoreme 2.1, ¢, est une valeur critique général-
isée de la fonctionnelle J, de valeur critique v € M.

Alors, v, u™ et u™ trois solutions distinctes. m

2.5 Fonctions tests

Pour vérifier 'hypothése du théoréme générique 2.1, on considére les fonctions tests

suivantes:

ou

f (o) = max f(x)

reM

ici 7 est une fonction de classe C* égale & 1 sur B(x,,d) et 0 sur M — B(x,,26) ou
r = d(z,,.) désigne la distance géodésique au point z, et d est le rayan d’injectivité au

point z, € M.

2.5.1 Application aux variétés riemanniennes compactes de di-

mensions n > 6

Théoréme 2.3 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 6, si

en un point x, ou f atteint son maximum, la condition

Sy(ws) +

((n2 +4n — 20)

(n—1) (n—6)Af(xo)
2(n + 2) ) >0

n 2" T T
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est vérifiée alors l’équation (2.1) admet une solution u non triviale de classe C** avec
a € (0,1) vérifiant
I (u) < 7

Preuve: Pour calculer le terme [, f(z) luc(2)|Y dv(g), on considere le développement

de f au point x, :

0% f (ws)

i j 2
2050517 +o(r7)

flx) = f(wo) +

Alors

f(x).dv(g) = f(x.) + (an(l'o) _ f(Io)R

20yt Dy 6 ij(%))yiyj +o(r?)

Maintenant on calcule

/M £(@) ()| dv(g) = /B @) ) + / F(@) lue(@)[Y dvlg)

B(20,26)—B(x0,d)

Le premier terme de droite s’écrit

S(r)

(f(xo)/oé( e dr_(Af(iUo) +f($°)gg(xo))/06 (Tn—ﬂndr+o(r2))

r2 4 €2)n 2n 6n

En faisant le changement de variable suivant

<x: (2)2, dr = % etr:e\/E>
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on obtient pour € — 0

n Wp—1 oo x%_l
)1 5 (f(ivo)/o mdv@—

n

o0 T2
LA ° Sg(xo))€2/0 T 1)ndx + o(€%))

et puisque

on obtient

(=l =) s (e AfE) | S o sz
e (e - g+ s )t o))

nWn-1  5-1 ) — Af(zo) f(wo) 2 Ne2 4 of 2
U=y (o) - (2 4 sy o).

Sachant que,

16

AL

(n —4)n(n? — 4)2n-1 (]n%flwn_l)

on obtient
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Il nous reste & calculer 'intégrale

B / o T (o) = )Y (e

252
(2P 3

(P a5 Af(ws) | flxo) 2 z )
(f(%)/(iﬂ (x+1)nda:—( 5 T g Sy(s))e /(5)2 (x+1)ndx+0(e ))

€

alors,

R | x n
/ F(2) Juc(@)|N dv(g)| < ¢ / e+ 62/ 2 dv + o(e)
B(z6,28)—B(x0,0) (%)2 X (%)2 x

<o ((é)n + e2<§)"+2) |

€ €

< c(e" 4+ 6"74)

ol ¢ une constante positive universelle.

Comme n > 6 alors,

/ £(@) Jue(@))" do(g) = o(?).
B(26,20)—B(z0,5)

donc,

f(x) luc(@)[ do(g) =

M K& (f(w0)"T
Maintenant
O (n—4)n(n? —4)et na r
=|Vul=(n—4 8 —
e | =1Vl = - O
et donc

/M o(z) [V do(g) = / @) Vuf ) + / a(z) [V, do(g).

B(20,26)—B(z0,0)
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On calcule a présent le terme

/M%) [V dv(g) = (n — 4)*(

r2 + 62)n72

[T

pour cela on utilise le développement limité de la fonction a(x)

0%a(x,)

i g 2
+ 50y 0y Y’ 4 o(r?)

a(z) = a(w.)

/S(T) a(z)y/]g(x)|dQ = /S(T) (a(%) N (82a(xo) B a($o)§ij($o)>yiyj N 0(72)) 0

20y 0y’

— (a(:z;o) - (AC;(H%) + ag;)Sg(xo))rz + 0(r2)) Wn—1

n—4)n(n? — 4)et n-a

2 — (n — 4)2 ( 2
| ala) [9uf? o) = (n - 4 M

En faisant le changement de variable suivant

<a: - (2)2, dr = ;f/é et = e\/5>

on obtient
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Pour e — 0 on a

[ e vl i) = —— e (e o) )

Il nous reste & calculer Iintégrale [ o5 . s a(@) IV |* dv(g).

Toutes les intégrales sont du type

/ Y
A i
(%)2 (£C+1)p

et comme p — ¢ =n — 4 > 3, on obtient

€

1 2(g—p+1)
<C (_) — Oe2lp—a-1)

(%) 24
/ h(z)———dz = o(e?)
(

)2 ($ + 1)p

et par conséquent

/ a(2) Va2 dvlg) = ofe?).
B(z0,20)—B(x0,9)

Finalement, on a

/M (o) [Vud dolg) = ————— ((4(n_1()a(xoé)€2+o<€2))

Maintenant on calcule

[ anzite) = [ bpdanto) + [ e W)

B(zo,0)

Le premier terme devient

g ettt = (R0 [ ([ o) o
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et avec les mémes calculs que ci-dessus, on obtient

/ b(x)uldv(g) = o(€?).
B(zo,0)

Pour le calcul de

/ (Au)? dv(g) — / (Au)? do(g) + / (Au)? dv(g)
M B(z0,0) B(20,26)—B(x0,d)

on rappelle d’abord ’expression radiale du laplacien

1 0

aue aue
iar” o +_logv

—Au, =

:(4_71)((”—4)”(722_4)64)%74 <M+—10g\/ +€2 ) .

(12 + €2)2

= (n—4)%( f(xo) Wn—1
O (ne? + 2r?)%pn-t 0 —\? pntl (ne? + 2r%)2rn @
(/0 (r2 4+ e2)n + (E log ]g($)|) (r2 4 e2)n—2 2 (r2 4 e2)n-1 87" log )
(1-— %r + o(r?))dr
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ou bien

1

_ Sg(o)
267174

{n2]§ T qnl 4412 =
6n

1 21 'IZ(HQ —4) <n2 +4) Sg($0) 2 2
= 2€n74[” ( (n—4) B 6 (n —6) € +ole ))

Pour la troisiéme intégrale, rappelons que

artog /Ig(] = =28 o)

ce qui donne

)y *+o(r*))dr

5
2 2
/(ne—l—r og /—1_
0

(7"2+62)n 1

To (2)2 n X x%
Sg( ) /(; ( + 2 ) dw)+0(62))

Sg(xo) 21 (2n(n —1)(n —2) , 9
" 3pen I < (n—4)(n — 6) e +ole )) '

La derniere intégrale s’écrit

62(?12]”% tan 12 4]5”) + 0(62)]

ni1 1 S () gEn
/0 (—log Vg ) e = 5o [ e
= ol
ce qui permet d’écrire
2 1 n? + 4n — 20
Au.)*d = — 1 Sg(xo)e
/;(%75)( (% ) U(Q) Kf(f(xo))% ( 6(n2 4)(n _ 6) (LE ) + 0( ))
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Les intégrales sur B(x,,20) — B(x,,0) sont toutes du type

2 x? 1\ 2a—ptD)
/ h(x) dz| < cste (—) — cst.e2P—a=1)
OF (z+ 1)

€
et puisque p —q¢=n —4 > 3, alors

(22)2 24

(g)g h(x)mdx = 0(62)
En fin
9 B 1 n? +4n — 20
/M (Buie)”dvlg) = K3 (f(z)"5 (1 T 6(n2—4)(n—6) Sy(@e)e” + 0(62))
Récapitulant, on obtient
[ (@0 = a(a) [V + bayutdn(g) =
M K (f(zo)) +

_ n2+4n_20 x 4(n_1) a\xr 62 062
( o= —6) ) ¥ gy gy ) T )>‘

Tenant compte de ’expression de .J

2 A q
Iyt = 5l = 2 el = 7 [ 5@ o) ot

ou

Jue||? = /M Al — (@) [Vuf + b(a)uldu(g)

et A > 0, on obtient




2 [ n’+4n—20 . 2(n—1) ) 1 Af(xo) 2o
[n <<n2—4><n—6>5~"( R vy e L T ) f<xo>) ol ﬂ

2
T K (f(x.)

(R +4n—20)n . (n—1)n R Af(x,) 2o
[1 (2<n2—4><n—6>5~"( DT D 6" " 8w —9) f(:co)) ol >]'

Pour assurer

J)\ (ue) < n

on prend

(n—1)
(n+2)

((nZ +4n — 20)5’9(%) N

(n—6) Af(x,)
2(n + 2) ) >0

) = T )

Ce qui achéve la preuve. m

2.5.2 Application aux variétés riemanniennes compactes de di-

mensions n = 6

Théoréme 2.4 Lorsque n = 6, s’il existe un point x, € M ot Sy(x,) > —3a(z,) alors

(2.1) admet une solution u non triviale de classe C**, o € (0,1).

Preuve: Le developpement de 'intégrale reste le méme

N _ 1 B Af(wo) Sy(@o) €2 4 ofe2
[ o) = o (1 Gy * e o)

et

f(xo)

2 e n=4n(n® —4) npt Wt 2 ( xz (e
[, o) 19 dste) = (=i )i e <<o> | et ol >)

on fait le changement de variable

y=x+1
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ce qui permet d’écrire

n—4 Wp_1 9 1
e R (e
Donc,

[ a0) 19 antg) = (n — a "I

n—4 Wp—1 2 1
o) )4 5 (a(:vo)e log =

Le developpement du premier terme de la fonctionnelle J) reste inchangé et par suite

AﬂAmf—a@HVmF+b@W%Mw=%n—®%(

n —4)n(n? —4)
)

f(zo e glx
nn+2)(n-2) i1 (2 x a(x,) ) 1o L e
DD (250 +ae) ) os() + 0
/M ’AUG\Q —a(x) \Vu€’2 + b(z)uZdv(g) = K4(f(1g;- ))n:; X
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/Mf(x) |u€(x)|N dv(g) _ _ 1 _ (1_ (2< Af(xo) 4 Sg<xo) )62—0—0(62))

K3 (f(z,)) "5 n—2)f(z,) 6(n—2)
) < 5l = [ 5@ )l doto)
T () € —

S

N oo z a(z.) | €2lo 1 &2
(2 N 2n(n2_4)1§1( Sg(ws) + (o)) 1g(€2)+0( ))

— (n_4) z Xz a\x 62 (0) l 62
(1 YR (Zs(a) + (o)) log( ) + O >>

- <n_4) g Xz a\x 620 l 62
(1 o (28w +atw) ) tos( ) + O >>

n?—4)L: ' \n

Ce qui donne pour ¢ — 0"

2

n—4

Iy (ue) < —
T K (f(a) T

pourvu qu’il existe un point z, de M tel que
2
—Sy(xs) + a(xs) >0
n

i.e.

Sy(zs) > —3a(z,).
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Chapitre 3

Probléme elliptique non-linéaire

avec termes singuliers

3.1 Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5. Soient a €
L'(M) et b e L*(M)oa r > 4§ et s > % et f une fonction de classe C*° sur M
strictement positive.

On considére ’équation suivante:
AZu+ divg (a(z)V gu) + b(x)u = A | u+ flz) [ul¥ P u (3.1)

oul<g<2et N= % I’exposent critique de Sobolev et A\ un réel strictement positif.
Dans cette section, on démontre I’existence d’une solution non triviale, en procédant par
la technique variationnelle.

On considere sur H2(M) la fonctionnelle:

1

) = [ (a0 =ale) 9l +bntaoin == [ fuftdvi = [ fa) 1l dota)
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On pose:
Oy (u) == (VJx(u), w)

CIDA(u):/M(Agu)2—a(x)|vgu|2+b( Yudv(g /|u|qdv /f V™ du(g)

On considére ’ensemble M, donné par:
My ={ue€ H}(M): ®)(u)=0et [Ju]| >7>0}
On prendra les fonctions a(z) et b(x) de telle maniere que :
ol = [ (8g10° = a(o) [V, + bayin(y

soit une norme équivalente a celle de H3(M).

Exemple 3.1 Pour avoir une norme équivalente a celle de H2(M), on peut prendre par

exemple a(x) et b(x) comme suit

n
et s> —

lall, < +o00 et ||b]], < +00 our > y

Définition 3.1 On dit que lopérateur Py : u — Py(u) = AZu + divy (a(z)Vgu) + b(x)u

est coercif s’il existe A > 0 telle que pour tout u € H3(M):

| Pitaunia) = Al

Proposition 5 |ul| = ([, (Ayu)? — a(z) |[Vyul® + b(x)uldv(g))2 est une norme équiv-
alente a celle de H3(M) si et seulement si Uopérateur Py : u — Py(u) = Alu +
divy (a(z)V g u) + b(z)u est coercif.

Preuve:
1. (=)
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On a supposé¢ que ||.|[soit une norme équivalente a celle de H2(M) i.e. ils existent

deux constantes o et 3 > 0 telles que pour tout u € Hz(M)

allull gy < lull < B llull ggan

Donc 'opérateur

Py(u) := Nu+ divg (a(x)Vyu) + b(z)u
est coercif.

- (<)

Si on suppose que 'opérateur
Py(u) :== AZu + divg (a(x)Vgu) 4 b(x)u
est coercif, il existe A > 0 tel que pour tout u € Hz(M) :

/M P (u)udo(g) = /M (A2u + div, (a(2) V) + b(a)u)udv(g) = A llulb

Comme M est compacte et a € L"(M) et be L*(M) o r> 3 et s> 7

/M(Azu + divg (a(x)Vgu) + b(x)u)udv(g) = /M (A u)? — a(x) |[Vyul® + b(z)u*dv(g)

D’aprés I'inégalité de Holder, on obtient

\ | (@t divy (a@) 9,0 +b<x>u>udv<g>' < N18gull2+ llally 19,ulZ. + 1Bl flul%

D’aprés I'inégalité de Sobolev, on obtient :

1V gu

L < max(L+ )K(n,2P,A4,) [ [0+ (9,0 dul)
M
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Et

lully < max((1+ ) Ko, Be) l[ullzary

D’aprés une égalité bien connue ( [3] page 115 )
/ |Vaul* do(g) = / |Agul” = Ry ViuViudv(g)
M M
Alors, il éxiste 5 > 0
| IVl ae) < [ (@04 519,0 dulo)
M M

On obtient

IVgull?. < (8 + 1) max((1+n)K (n,2)%, A,) / (Bgu)® + |V,ul? + wdo(g)
M

On obtient
/M Py(u)udv(g) < ||U||§13(M> + (B +1) [l g max((1 4 n) K (n, 2)%, Ay) ||U||?qg(M) +

bl max((1 -+ £) Ko, B [[ullyz o
/M Py (w)udv(g) < [[ul2zar) X

max (1, Bl max((1 + £) Ko, B.), (8 + 1) [lall , max((1 + ) K (n, 2)?, A5)>

J

~
>0

D’ou le résultat.

Lemme 3.1 L’ensemble M, est non vide pour A € (0, \,) ot

- (2072 — 20-N) AN
o 2 N—q

V(M) %) (maxgen f(2)) 52 (max((1 + ) Ko, A)) V2

»

99



avec 1 < g < 2.

Preuve:

( Méme démonstration que le lemme 2.1 ). =

3.2 Etude de la fonctionnelle J, sur M,

Lemme 3.2 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5. Il

existe A > 0 telque J\(u) > A > 0 pour tout uw € M) et pour tout A € (0, min(A,, \1)) ot

(N—=2)q A &
2(N—q(§A2

V(M) % (max((1 4 ¢)K,, A.)) 21972

A =

Preuve: ( Méme démonstration que le lemme 2.2 ). =

Lemme 3.3 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5, alors

les deux assertions suivantes sont vraies:
1. (V®,(u),u) <0 pour tout u € M) et pour tout A € (0, min(Ao, A1)).

2. Les points critiques de Jy sont les points de M.

Preuve:

( Méme démonstration que le lemme 2.3 ). =

3.3 Existence d’une solution non triviale de I’équation

(3.1) sur M,

On va voir dans ce qui suit que la fonctionnelle d’énergie J, vérifie les conditions de

Palais-Smale sur la contrainte M.
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Théoréme 3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5.

Soit (um),, une suite dans M) telle que:

In(up) < c
V I\ (tm) = e VO () — 0

Supposons que
2
4

c < 0 —
nKg (maxgen f(x)) T

Alors il existe une sous-suite de (uy,), convergente fortement dans H3(M).

Preuve: Soit (u,,),, C M)

N -2

N—q
Im) = g Il = A2 [ (o)

Dans un premier temps on montre que la suite (u,,), est bornée dans HZ(M).

Par le Lemme 3.2, on obtient que:

N_ 2 N_ q q q
Taliam) 2 == = A= EATEV (M) (max(1+ €) Ko, A2)F flun |
N -2 N—q, 4 q q
> 2 — -3 1- 77472
In(tm) > |Juml|” ( oN A N A7 2V(M)"~~(max((1+4¢)K,, A:))2797%) >0
(N—Q)QA%

2(N—q)

et comme 0 < A\ < — 7
V(M) ™ N (max((14¢€)Ko,As)) 2792

et Jx(um) < ¢, alors

& Z J)x(um)
N -2 N —q ., _a 1—4 a .9 2
> — 2 274
> | 5N A N A72V(M) =~ (max((1 4 ) K,, A2)) 279 %] [|[um||” > 0
d’ou
0 < Jum|* < ‘ <+
Un|l” < q o 7 0.
B I3 — MGEATE V(M) N (max((1 4 €) K, A)) 27472
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Donc (u,,),, est bornée dans H3(M). La réflexivité de Pespace Hj (M) et la compacité
de I'inclusion H3 (M) C Hy(M) (k =0,1; p < N ), implique qu'il existe une sous-suite
notée (u,,),, telle que :

1. u,, — u faiblement dans HZ(M).

2. u,, — u fortement dans LP(M) ou p < N.

3. Vu,, — Vu fortement dans LP(M) ou p < 2* = 2.

4. u,, — u presque partout dans M.

Comme T < N = , on obtient:

\ / i = 0P o) < 01, o = a2,

D’aprés I'inégalité de Sobolev, on obtient
\ [ 46 =t >\ < [bll, (Ko +€) 1A (atre — )12+ A i — w2

Comme

16
K, = - <1

(n —4)n(n? — 4)2n 1wy

Alors,
' [ 4 = ety >\ < 1B, I (s — )2 + (1)

De la méme facon pour
\ [ )9 — ) dv<g>1 < llall, 1V (upm — )2+ o(1)

Car ;<N = 4

D’apres le lemme de Brézis-Lieb, on peut écrire

/M (Byiun)? dofg) = /M (Agu)tdo(g) + /M (At — )2 do(g) + o1)
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et aussi

/f ) Y (g /f ) [l du(g /f )l — ™ dolg) +o(1).

On va montrer que u € M,.

Comme u,, — u faiblement dans Hz (M) i.e. si pour tout ¢ € (H2(M))*,

/M <AgumAg¢ — a(x) (Vum, Vo), + aum¢> dv(g) =

/M <AguAg¢ —a(x) (Vu, Vo), + au¢) dv(g) + o(1)

En particulier pour ¢ = u, on obtient,

/M (AgumAgu — a(z) (Vun, Vu)Q + aumu) dv(g) = Hu||2 +o(1)
et aussi pour ¢ = u,,

[ (80— ) (V. T+ ) dv(g) = |+ o)

et puisque (), C M) ie.

[ (Ml ) 2 ) o) = [l + o(1)

mais quand m — 400

/M (/\ \um|q_2 umu + f(x) |um]N_2 umu> dv(g) — /M ()x lul” 4+ f(x) \u|N) dv(g)

ce qui donne

Ba(n) = D) =l =X [ Jul* i) = [ fta)ul doto) =
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ou encore

[ull +0(1) = [lum[l =7 >0

D’ou u € M,.
On va montrer que p,, — 0 quand m — +o00

En testant avec u,,, on obtient
(VIx(tm) = 1V A (tmn), um) = 0(1)

= (V\(upm), UWZ — pom AV P\ (), ) = 0(1)

.

~—
=0
Donc,

o (VP (), ) = 0(1)

D’apres le Lemme 3.2, on a que limsup,,, (VO (up,), tm) <0
et par consequent

m — 0 quand m — +o0.

On va montrer que u,, — u converge fortement dans HZ(M), nous avons

JA(Um> — J)\(u)

1

Puisque u,, — u — 0 faiblement dans H3 (M), on teste avec VJy(uy,) — VJ\(u)

(VI () — VIy(u), ty — u) = o(1)

= [ @yl = dule) = [ 1) =l doto)
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De sorte que

/M (gt — )2 do(g) = /M F(2) lm — uf™ do(g) + o(1)

et en tenant compte de (3.2), on obtient

D) = ) = 5 [ (Bl =) dvla) = 5 [ (By(un =) dola) +o(1)
Ta (1) — Ja (1) = % /M (A, (1t — 1)) dv(g)

Independament, d’aprés I'inégalité de Sobolev, on obtient pour tout v € H2 (M)

Jully < (K. | (A + Vg dolg) + A. [ aPdnta)

M

En testant I'inégalité de Sobolev par w,, — u, on obtient

ltm — ully < (1+€)Ks /M (Ag (= u))” dv(g) + o(1) (3.4)

f (@) [wm —ul™ dv(g) < max f(z) [ fup —ul” dv(g)
Jy .

en remplacant dans (3.4), on obtient

Comme

[ 7@ =l dolg) < (1 275w @R 18 (= )Y + o(1)
M x
et faisant appel a I'égalité (3.3),

(1) > [|Ag(tm — u)lly — (1 + ) max () Ko™ || Ag(um — wlly +o(1)

> |y (= )3 (1= (14 2)75 max f(@)KE 1A (um = w)[}%) + 0(1)
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et par conséquent si

1

lim sup [| Ay (wm — u)||év72 < —
m—-+oo (14 &)1 KJ* maxgen f(x)

on trouve que

2

2 [ @ = ant) < ¢

nJm
Comme

2
¢ < n n—4
nKd (maxgen f(z)) 7

alors

5 1
Ag U/m — U dv n n—4
/M (Bafam = d0l0) < e

Par conséquent

0(1) = [[ Ay (tp — w3 (1 — (1 + &)+ max F@) T ([ Ayt — u)[572) +o(1)

N J/
-~

>0

ou encore

12 (i — w)ll; = o1)

i.e. u, — u converge fortement dans HZ(M). m
Maintenant, on montre qu’il existe une suite de Palais-Smale au niveau ¢ sur la

contrainte M.

Lemme 3.4 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5, pour

tout A € (0, min(\o, A1) := \*), Alors il existe (U, fm)m € My X R telle que:

VIz(tm) — V() — 0 dans (H3(M))*

Ix(uy,) est bornée

Preuve:

Comme la fonctionnelle Jy est de classe C' au sens de Fréchet d’aprés les Lemmes 3.1;
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3.2 et 3.3, on a montré J, est bornée dans M,.

D’apres le lemme d’Ekeland, il existe (u,, tim)m € My X R telle que:

VI (tm) = pm VA (um) — 0 dans (H3(M))*

Jx(u,) est bornée
u

Théoréme 3.2 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5
et f une fonction strictement positive. Supposons que lopérateur : Py(u) := Agu +

divg (a(x)Vgu) 4+ b(x)u est coercif et supposons que

2
c < 7 -
nKd (maxzep f(z))s!
Alors il existe un \* > 0 telle que X € (0, \*), Iéquation (3.1) posséde une solution faible

non-triviale.

Preuve:
D’aprés les Lemmes 3.1; 3.2; 3.3 et 3.4, on a démontré qu’il existe un ¢ € M), telle
que:

Talp) = max J,(u)

En appliquant le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, il existe i € R tel que pour
tout p € M, :
V() = pVes(p) (3.5)

En testant au point ¢ € M), 'équation (3.5), on obtient

Da(p) = (VIa(p) ) = n{VPa(p), ) =0

D’aprés le lemme 3.3 on obtient:

VJ\(p) =0
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D’ott pour tout ¢ € M):

3.3.1 Application géométrique

On considére ’équation suivante :
b _ _
A2u + div, (%Vgu) + %u = f(@) [ul" P+ M) (3.6)

Ou a et b deux fonctions de classe C*°(M) et p la fonction distance (Définition 1.6 ).

On considére sur H2(M) la fonctionnelle:

1
T =5 [ (@0 ( L1922 2 5 ] F@)al ot / u[? d(g)
M pt
On pose :
‘Px,a,u(U) = (VJA,o,u(U), u)
D) opu(u) :/ (Agu)2 ( ) |V u ? —i— / Fla) Ju)Y du(g / lul? dv(g)
M
Théoréme 3.3 Soient 0 <o <2 <2 et0<p <2 <4 et onsuppose que

2
sup J)\,U,,u (u) < n n—4
ueHZ(M) K (maxzen f(x)) ©

Alors, il existe un \* > 0 telle que A € (0, \*), l’équation (3.6) posséde une solution

faible non triviale u, s € M.

Preuve: Sion pose i := %2 et b := (m) ,sio € (0,2) et p € (0,4), alors a € L' (M),

be L5(M) telle que 0 < o < 2 <2et 0<pu < <4, alors ce théoréme est un corollaire

immédiat du théoréme 3.2. =
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3.4 Le cas critique o =2 et =4

Ce cas correpond a I’équation non-linéaire ci-dessous:

, a(z b(z . _
AZu + div, ( ;2)Vgu) + %u = f(@) [u]" P+ M) (3.7)
Lemme 3.5 |[ul| = ([}, Pg(u).udv(g))% est une norme équivalente a celle de H2(M) si

et seulement si l'opérateur Py : u — Py(u) := Alu + div, (%?Vﬂ) + %u est coercif.

Preuve: (=)
On a supposé que ||.||soit une norme équivalente & celle de H2(M) i.e. ils existent deux

constantes a et 3 > 0 telles que pour tout u € H3(M)

allull ggar < lull < B llull gz an

Donc 'opérateur

Py(u) := Alu + div, (%Vgu) + %u

est coercif.
(=)

Si on suppose que 'opérateur

Py(u) = Alu + div, (%vgu) + @u

ot
est coercif, il existe A > 0 tel que pour tout u € HZ(M) :

/M Py (w)udv(g) = /M (A2y + div, (%vgu) + %u)udv(g) > Al 7z ary

= Q—M ul? vav
- /M B = 2 90+ Zitdnlo)
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Donc

‘/ >|vg 2y f)) de@)‘s

| 2ull2 + mas(la(x)]) /M P 9l dolg) + max((b(@)) [ o~ iduly)

M

D’aprés l'inégalité de Hardy-Sobolev, on obtient:

/ p~*uPdv(g) < max ((1+4 €)K(n,2,—4)% A(e)) ||“Hi]22(M)
M

et

| 9l i) < max -+ K(n,2,-2).50) [ (80" + [Vl doto)

D’aprés une égalité bien connue ( [3] page 115 )
/ |V2ul” dv(g) :/ (Agu)* = Ry V'uViudo(g)
M M
Alors, il éxiste § > 0
[ 193 deto) < max(1,5) [ Qg + 19 dolg)

M M

Alors, il éxiste £ > 0et ( >0
[ 7219l ) < €z,

et
[ o) < Clulig,

On obtient

2 2 2
/M Py(u)udv(g) < uldgany + Emaxla(@)]) iz ar) + C max((b()]) ulgar
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[ Patuyuantg) < ma (1, € ma(lao)). () ) il -

(. J/
~~

>0

D’ou le résultat. m

Théoréme 3.4 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5.

Soit (unm),, une suite dans M) telle que:

J)\,cr,,u (um) S Ccr,y,

VJA,@;A(um) - ,uqu))\,a,,u(um) — 0

Supposons que
2
i n—4
nKJ! (maxgen f(x)) 2

T +a K*(n,1,2) + b K?*(n,2,4) > 0

Cop <

Alors Uéquation (3.7) posséde une solution dans H3(M).

Preuve:

Soit (um),, C Mxep -

N — 2 2 N —dq
Tnaltm) = 252 il = AT [ ()
M
Dans un premier temps on montre que

lim inf A, - 0
(0,1)—(27,47)

(On garde méme démonstration que le théoréme 5.3).

Maintenant on montre que la suite (u,,),, est bornée dans H3(M).

D’aprés qui se précéde on a déja démontré (Théoreme 3.3) que (u,,),, est bornée dans
La réflexivité de Despace Hj (M) et la compacité de Uinclusion H3 (M) C HE(M) (

k =0,1; p < N ), implique qu'il existe une sous-suite notée (u,,), telle que :
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1. u,, — u faiblement dans H3(M).
2. u,, — u fortement dans L”(M) ot p < N.
3. Vu,, — Vu fortement dans LP(M) ou p < 2% = 2.

4. u,, — u presque partout dans M.

D’apres le lemme de Brézis-Lieb, on peut écrire

/M (Byum)? dofg) = /M (Ayu)tdu(g) + /M (At — )2 do(g) + o1)

et aussi

/f ) Y do(g /f ) Jul¥ du(g /f )l — )™ dug) + o(1)

11 existe deux suites (0., )m €t (f4m)m qui convergent respectivement vers 2 et 4 telle que la
suite de fonctions (u,),, converge faiblement dans H3 (M) et L?*(M, p~*) et que la suite
(Vu,,), converge faiblement dans HZ(M) et L*(M, p~2).

Soit 0 < 0 < 6(M), on a

b(z) » bx) b(z) -
/P“’" dlg) = /Bp(a)ﬂ“m dvlg) + /MBP(J)P“’” d(g)

alz) ul® dv(g) = alz) ul? dv a(z) v
/MW 1Vl du(g) /BPW% 'V‘d(g”/MBPWUm Vul? do(g).

D’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient que
a(x a(x)

| 2wty - [ 45

M P M P

/ biw) wdv(g) = /Mb( 7) u*dv(g) + o(1) quand i, — 4~

prm Pt
Comme u,, — u faiblement dans H3(M), alors Vu,, — Vu faiblement dans L*(M, p=2)

et

(9) +0o(1) quand o, — 2~

et aussi
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et u,, — u faiblement dans L?(M, p~*) i.e pour toute ¢ € L2(M) :

a(x)

/M%Vungodv(g):/ —~VuVpdo(g) +o(1)

M P
et
L%—f)ums@dv(g)Z/M%wdv(g)ﬂw(l)

Pour tout ¢ € H3(M), on a

/M (Aﬁum +div, (%Vgum) + bp(é—?um) ¢dv(g) = /M (A [t | " g + () [t ]V 2 um> ¢dv(g)

On veut passer a la limite dans cette égalité. C’est immédiat pour la premiére partie,

car on a la convergence faible dans Hz (M) i.e pour tout ¢ € L*(M), on a

/MumA3¢dv(g) = /MuAf]¢dv(g) +o(1) = /MA9¢Agudv(g) +o(1)

et pour la deuxiéme partie on a

/M (Mvgum - a/()f) Vgu) ¢dv(g) = /M (a(x)vgum + a[()f) (V gt — Vgti) — a£f>vgu> ddv(g)

po m Tm

Donc

'/M (C;(i) Vathm = %VW) ¢dv(9>‘ <

[ (Gt =5 st |, (G = 525 st

< /M 0(£)6V it

paim - % dv(g) + ‘/M %vg () cbdv(g)‘

La convergence faible dans L?(M,p~2) et le théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue implique que le secont menbre converge vers 0.
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et pour la troisiéme partie on a

/M (@um B % u) sdvlg) = /M (b(x)um ba), b b@;)u) st

prm prm pt

‘/ (p“m - ;) >¢d()‘
/yb )Pty | | — ’/ —u)¢dv(g)‘

La convergence faible dans L?(M,p~*) et le théoréeme de la convergence dominée de

Donc

p“m ot

Lebesgue implique que le secont menbre converge vers 0.

D’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on peut écrire

/ alz >|V m|? dv(g) = /M%|Vu]2dv(g)+o(1) quand o, — 2

M pU m

et aussi

/ Y9 (o dvlg) = /MMUQCZU(Q) +o(l) quand pim — 47

M P p*
On va montrer que u € M.

Comme u,,, — u faiblement dans HZ(M) i.e. si pour tout ¢ € (HZ(M))*,

En prend par exemple ¢ = A2y + div, (Z((,Q V990> + M8 onp e L*(M)

pkm

/M (A2<p + div, <‘;($)vggo> + %?go) (t — ) dv(g) = o(1)

En particulier pour ¢ = u, on obtient,

/M (AgumAgu - #J:n) (Vm, Vu), + bp%)um u) dv(g) = |Jul® + o(1)

p
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et aussi pour ¢ = Uy,

/M (AgumAgu — ﬁi) (Vit, V), + %um u) dv(g) = |Jum|® + o(1)

(og

et puisque (U, ), C M), ie.

/M ()\Iwn|qf2 umu + f () |um|N*2 umu> do(g) = ||U||2 +o(1)

mais quand m — +oo

/M</\|um|q2umu—|—f(m) [N ) dv(g)—>/M(/\|u|q—l—f(x)|u|N> dv(g)

ce qui donne

By (up) = Dy (u) = |lul* = A 9 dv(q) — N dv(q) =
(i) = B (1) = [1u] /M ] do(g) /M £(@) Jul” do(g) = 0
Ou encore

lull + 0(1) = [fum]) > 7> 0

D’ou u € M,.
On va montrer que f,, — 0 quand m — +o00

En testant avec u,,, on obtient
(VIx(tm) = VA (tma), um) = 0(1)

= (V\(upm), um>j — pom AV P (), ) = 0(1)

-~
=0

Donc,

o (VP (), ) = 0(1)

D’apres le Lemme 3.3, on a que limsup,, (VO (up), tm) <0
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et par consequent

m — 0 quand m — +o0.

On va montrer que u,, — u converge fortement dans H(M), nous avons
In(um) — Ia(u)

=518 (=0l = 7 [ 56@) dv(g) +o{1) (39)

Puisque u,,, — u — 0 faiblement dans HZ(M), on teste avec V.Jy () — VJy\(u)
(VI\(Up) — VI\(u), Uy, — u) = 0(1)

— 1Ay (s — )2 / F(2) lum — uf™ du(g) = o(1) (3.9)

De sorte que

1Ay (tn — )2 = / £(2) Lt — ] dulg) + o(1)

et en tenant compte de (3.8), on obtient

Ta(um) = Ia(u) = 5 185 = w3 = - 1 s = w3+ (1)

i.e.
2
Ia(tm) = Ja(w) = | Ag (wnm — )l

Independament, d’aprés I'inégalité de Sobolev, on obtient pout tout v € HZ(M)
Julfy < L+ ) [ (@) + Vul* dolg) + A. [ wdulg)
M M
En testant I'inégalité de Sobolev par u,, — u, on obtient:

= ully < (1+€)Ke /M (Ay(um —u))* dv(g) + o(1) (3.10)
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Comme

/f ) i — " dv(g) < ma f(x /|um— dv(g)

en remplacant dans (3.9), on obtient:

[ 1@ =l o) < (14 )7 ma F) KT 1 = )+ 01
et faisant appel a I’égalité (3.8),

0(1) 2 | (1t — )13 = (1 + )7 max f(2) K2 || Ayt — )]} + o(1)
Alors

o(1) 2 1A (1t — )13 = (1 + &)7F max f(2) K2 || (1 — )]} + 0(1)

Comme]|.|| est une norme équivalente a celle de HZ(M) , alors il éxiste une constante
A > 0 telle que:
On obtient :

0(1) 2 [ (it = w3 = (1 -+ )75 maax F(2) K 1y (i — w1y + (1)

2 _n_ P— N—2
o(1) 2 [|Ag (um —w)ll; (1 = (1 + )77 max f(2) K™ Ay (um —u)ll; ") +o(1)
et par conséquent si

B 1
limsup || Ay (tn — )|y >
m—+00 (1 +5>n 4Kn maXgem f< )

on trouve que
2
2 [ fm— ) ante) <
M

n
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Comme
2

¢ < n n—4
n K& (Maz genf(x)) T

alors

/M(Ag(um—u))2d1)(9)< - —.

Par conséquent

0(1) 2 [[Ay (tp — w3 (1 = (1 + €) 7 max F@) K (| Ayt — w)[[37) +o(1)

N J/
-~

>0

ou encore

12 (i — w)ll3 = of1)

i.e. u, — u converge fortement dans H2(M).

3.5 Fonctions tests

Pour vérifier 'hypothése du théoréme générique 3.2, on considére les fonctions tests

suivantes:
(n —4)n(n® — 4)64)%—4 n(p)

UG(x) = ( f(xo)

n—4

((ph)” + )2

avec

0 = (14 [lall, +[b]l,)"

ou f(x,) = maxen f(z) et n est une fonction de classe C* égale a 1 sur B(x,,0) et 0

sur M — B(x,,20) et p = d(w,,.) désigne la distance géodésique au point x..
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3.5.1 Application aux variétés riemanniennes compactes de di-

mensions n > 6

Théoréme 3.5 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 6, si

en un point x, ou f atteint son maximum, la condition

( n (n? + 4n — 20) i n—2 )Sg(:vo)—gAf(xO) <0
(n—=2)(n—4)(n —6) (1+ [Bll, + [laf ) (=1

est vérifiée, alors ’équation (3.1) admet une solution u non triviale vérifiant

Preuve: Nous reprenons les caculs qui ont été faits dans [7]

2 <4(n —2)f(xzs)  12(n —2)

n—4

- )e* + o(€%)
nKd (f(z,)) ™ )

[ s@ o) ag) = — 2 (" nAf(a,) | nSy(a.)

Maintenant

ou.
or

et donc

[ a@Vulaw = [ aw) v ag)+ [ ala) [V du().
M B(xo,0) B(x0,26)—B(x0,9)

D’autre part a € L"(M) avec r > 4 donc

| @) [9uf* antg) < lal, [Vl
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On calcule a présent le terme

(/B(xo,é) |VUE‘% dv(g)> - o 4)2(( f(wo) )T X

Comme
/> e G )
Alors
(/Bm,(s) Vul o)) T apln SUELIEE MRS

6 r2—T1 +n—1 S %
( / = (1 - —‘(’6(%)02 + 0(92)>>
0 ((p0)" +e) =1 "

En faisant le changement de variable suivant

_,0_02 _edr _ €
<f€—(€),dp—29\/E et p—ex/i>-

On obtient

On pose que

r—1

(n— 4 x [(n = Hn(r® — D)7 x (@) T xn K& [ onre e \T
A - 2,«,1 X I(n72)'r7 .

r—1
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On obtient

2
n—4

a(z) |[Vu|? dv(g) < D
/B(%76)<>| i) € — e —

Il nous reste & calculer Iintégrale [ o5 g s a(@) Vau|” dv(g).

Toutes les intégrales sont du type
26

(2?2 g
—d
/(6)2 (x+1)P *

€

1 2(g—p+1)
<C <_) — Oe2lp—a-1)

et comme p — ¢ =n — 4 > 3, on obtient

(22)2 q
/ S - o(€?)
(

)2 (x + 1)p

et par conséquent
/ o) [V do(g) = ofe).
B(20,26)—B(z0,0)

Alors,

2
n—4

alx Vu62d1) < -
/M<>| Pala) € — o

Maintenant on calcule

/ b($)ufdv(g) :/ b(:):)ufdv(g)+/ b(x)u
M B(zo,0) B(20,26)—B(x0,0)

D’autre part b € L°(M) avec s > § et donc

| warzauta) < bl s,
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Le premier terme devient

s—1

2 _(n—4)n(n? — 4)et not g ol - =
||ue||52_s1;B(:vo,5) - ( f(fo) ) (/0 (( (n—4)s (/S(p) \/ |g( )|dQ) dp)

p0)” + €2) D

et
(n—4)n(n? —4)e* aa s-1
iQ_SI;B(JJO,zs) :( f(«ro) ) 4 (wn—l) s X

En faisant le changement de variable suivant

<$=(p—9)2, dp:Ed—x et pZE\/E>

e

€ 20/x 0
on obtient .
9 (n—4)n(n? —4)et n-a(w,_1)
HU’EH%;B(ZL‘O,(S) = ( f(xo) ) 2(n—4) X
s—1
1 n (5?0)2 z S o n+2 (6?9)2 241 s
<_ <E) / mZ(n74)s dl’ o g(x ) (E) / — (n—4)s df,U + 0<€n+2>
2N o (py1) D 12n \@ 0 (z+1)FD
Pour ¢ — 0 on a
s—1
9 _(n—4)n(n® —4)e* s (wp1) € s
||u6||32_—sl;B(mo,§) - ( f(xo> ) 62(n_4) X (%) s

s—1

+o00 z S +00 niq s
(/ xz(n_m d — g(xeoz)ez/ %dw+o(ez)> ‘
0 (m‘ + 1) (s—1) 12n 0 (.I‘ + 1) s=1)

On obteint

2 = — ) s
25 B(0,0) = ( 7(zs) )4 SeD < (29n)

e
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8

+oo z IS +oo Z+1 s
</ %d%’ — L152)62/ %d.@ + 0(62)>
0 (,r + 1) (s—1) 12n 0 (.I‘ + 1) s=1)

(n—4)n(n? —4) na € \s=1 4 n
||u6||282%1;3(w0,6) :( f(I) ) + X (ﬁ) ° 64 s X

et alors

s—1
z s (S — 1)59(1'0) n s 241 o 9
12 _ 2 ]2
[( ﬁ:‘%‘“) 12n 502 boae | Lingn€ F0l€)

Comme le développement limité se fait jusqu’a l'ordre 2, on obtient

n—4

(n —4)n(n? — 4)) -

f(s)

s=1 4 n

X (——) = € sx

/M b(z)udv(g) < [b]], (

On pose
n Kd x (n—4)n(n? — )T wyq e n =
B = 2
4 ( 20n ) X [((715:41))5

On obtient
2 2 —ns=t 2y 42
[ bananig) < — 27 (B 0], + ol

M n K (f(0)) +

Pour le calcul de [}, (Au)? dv(g) on obtient

1 2 20" n  n®+4n* —20n ) 9
§/M (Aue)* dv(g) = nKo%(f(xo))"f (Z T D= 6)Sg(xo)€ + o(e ))

Récapitulant, nous avons

1 9 9 9 20—
— (Aue)” — a(z) |Vue]” + b(x)ul) duv(g) < - — X
1, V) ey
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n no4m 0 oom n® + 4n? — 20n
— + ||o|l, BO=1et Af=1er — Sy(wo)e? 2
(5 100, 5071l ap=es — A s ) o)

Tenant compte de ’expression de .J

1 A 1
Iyt = 58l = 20y = 0 [ 5@ e doto)

ou
= [ 18wl - a(e) [V + bayuzdu(s)
M

et A > 0, on obtient

t2 5 N N
Iy (tu) < 5 Juell® = 5 | £(@) [ue(@)] do(g)
2 N Jy
20—
JA(tUE)S 0 — X
nK (f(xo)) o
t2 n —-n n —n n n2—|—4n—20
— [ =+ ||p||. B Af=1edr — o)er) —
{5 (5 + 10,5070 ¢ o), ap=tes - o220 s ) )

v (1= (2ot s @) o}

Pour € assez petit, nous avons

n
T

3

L+ [loll, BO=Te! 5 + [lall, AG=1 7 < (1+ [lall, + [lo]],)

. 2 4N . . . BN
Et comme la fonction ¢(t) = Oé% — tﬁ atteint son maximum au point t* = a~¥-2 ou

. 20" ) n?®+4n — 20
Ty (fue) < Jy (Fu) = — x{ (1 + ol + flal, - ¢ 2) ST D=6 sg(xo)e2> -
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Pour assurer

on prend

3(n—2)(n—4)(n—6) 3(n—1

n (n? 4 4n = 20) (L + b, + lall,) > n—2 Af(x.)
( ) Sg(‘r()) -
Ce qui achéve la preuve. m

3.5.2 Application aux variétés riemanniennes compactes de di-

mensions n = 6

Théoréme 3.6 Lorsque n = 6, s’il existe un point vo € M ot Sy(x,) > 0 alors (3.1)

admet une solution u non triviale.

Preuve: Le developement de 'intégrale:

/Mf(:c) e ()] do(g) = an(;;))T {g - <4<:éj;()?<)xo) 4 17;‘(%(?;)) €2 1 0(62)}

De méme pour

n
T

2
n—4

m 0771 (A flall, + o(€)) x €
nie (f(2,)) 3

/M a(z) [V do(g) <

et

| baints) € — (B ], + o)
M nKO4 (f(xo)) 4
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Enfin

9 0" (n—4)S,(x,)072 , 1 9
Au) dv(g) = — - —c“log | = | +ole .
/M( ) dvlo) Koi(f(xo))”f (1 3n?(n? — 4)]371 o (62) ( )>

Tenant compte de I'expression de .J)

2 A q
Iy = 3 ol = 2 el = 57 [ 5@ o) ot

ou

e = /M Au? = a(@) [Vul? + ba)dv(g)

et A > 0, on trouve

) < 5l = [ 5@ ) doto)

Iy (ue) < - o X

= n—4

ni (f(2.))

e N —4)S, (s 1
-4 U (n—4) g(xLL)_ltzg log (_2> + o(e?)
2 12n(n? —4)I2 €

t2
5 @+ all, +o[,)

Pour assurer

sup Jy (tue) < -
ot WIS ((0a) 7

Avec le méme argument, on a

Ce qui achéve la preuve. m
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Chapitre 4

Probléme elliptique non-linéaire

avec singularité au second membre

4.1 Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5. Soient a €

L'(M), be L*(M) et h € L4M) ot r > 2

2,s>§etd>NLﬂ1::a,2<q<Net)\>0

un parametre real et f une fonction de classe C'* sur M strictement positive.

On considére ’équation suivante:
A2u + divg (a(z)Vgu) + b(z)u = f(z) lulV P+ () [u| P (4.1)

Pour tout u € HZ(M), on définit la fonctionnelle d’énergie Jy, associée a I'équation (4.1),

par:

) =5 [ (B0 = ao) IVl +bap) dolo)== [ hia) ol dvio) =y [ )l doto)

2 q

En remarquant que la fonctionnelle J est de classe C! au sens de Fréchet et sa dérivée

87



est donnée par:

(VI (u),v) = /M (Ayu.Ayv — a(z)g(Vu, Vyv) + b(x)uv) dv(g)

. /M () [l wvdu(g) — /M £(@) a2 wwdv (),

Dans tout ce que suit on note par:
(') Py i u — Py(u) = AZu + divy (a(z)Vyu) + b(x)u est coercif & IA > 0,Yu €
(Pyu)iuh = A lulZa -
(h?) La fonction h n’est pas nulle presque partout dans M.

() X € (0, \1) on

_2) %max € w3 o
v (max((1+¢) Ko, A2)) 72 ||l -

Nous établissons les resultats suivants.

4.2 Etude de la géométrie de la fonctionnelle .J, dans
2
Hs5 (M)
Proposition 6
1
Jull = (| w.Pyu)dv(s))?
M
est une norme équivalente o celle de H3(M) si et seulement si lopérateur P, : u —

Py(u) == AZu + divg (a(z)Vu) + b(x)u est coercif.

Preuve:

( Méme démonstration que le lemme 2.1 ). =

Lemme 4.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5, alors
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la fonctionnelle Jy verifie les conditions suivantes:

1. 1l existe deux constantes r, R > 0 telle que Jx(u) > R > 0 pour ||u]| = r.

2. 1l existe v € H3(M) on a ||v|| >, et Jy(v) < 0.

Preuve:

1. La démontration est basée sur le lemme du col

Soit u € HZ(M) telle que||u|| = r > 0; on obtient

1 A 1
) =l = 2 [ wia)uldvt) ~ 5 [ )l vl
4 Jm M
Par 'inégalité de Holder-Sobolev, on obtient

1 A q
(u) 2 3 ] * — E(maX((l +e) Ko, A))2 ||l 1ullfgzany

1 y N
— o (max((1+ ) Ko, A2)) = max(f(x)) [[ullzar) -

Comme l'opérateur P,(.) est coercif, il existe une constante A > 0, telle que:

1 /\,ﬂ g
i) 2 5 |l = 24~ (max(1+2) K, A 1] [l

_%A—g(max((l +e)K,, AE))% glea}\f[((f(x)) ||u||N

En tenant compte de ||u|| = r, on obtient

Ja(u) > r?

N4

1 A3 q o N N N-2
X <§ — A . (max((1+e)K,, A))z ||h||,r? " — I (max((1+¢e)K,, A.))>2 gg]mé((f(x))r )

Alors, 11 existe deux constantes r, R > 0, telle que pour tout v € H3(M) et |ju]| = r,
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on a

J,\(u) > R >0.

2. Soit t > 0 and u € HZ(M) — {0} ; alors

2 q tN
a(tu) = = [ull ——/ h(z) IU|qdv(9)——/ f () [ul™ do(g)
2 q Jm N Ju
Comme 2 < ¢ < N, donne
Jr(tu) — —oo quand t — +00

Cela termine la démonstration de ce lemme.

En appliquant le lemme du col, on obtient qu’il existe une suite (u,), dans HZ(M)

telle que:
J (up) — cn et VJ(u,) — 0 dans (111'22(M))>k
et
I'={neC ([0;1]; Hy(M)): n(0)=0, n(1) =v}
On pose
€ = min max (I (n(1)))
et
q(N - 2) q _g -1
=———"A\2 1 K, A)) 2 .
M= oAb max((1 4 )k A)

On a le lemme suivant:

Lemme 4.2 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5. On
suppose que les assertions (h'), (h?) et (h3) sont vérifiées, alors toute suite de Palais-

Smale au niveau cy est bornée dans Ha(M).
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Preuve: Soit (uy,),, dans H2(M) telle que:
J () — ¢ et VJ (u,) — 0 dans (HQQ(M))*

On obtient

Par les inégalités de Holder et Sobolev, on obtient

J () — % (VJ (Up) , um) = cx +o(1)

: 1 g q
> (é B N) e ” - (‘ B N) (max((1 + ) Ko, A2))2 1l el lzgar

et en tenant compte de la coercitivité de l'opérateur P,, il existe une constante A > 0

telle que:

1 1 1 1

o) = (5= )l = (5 = ) A~ auax((1+ e, A 0], |

On considére que ||u,|| > 1, on obtient que

cx+o(l) >

_ _ q
(552 -t a1+ ) 42l ) Ll

Comme 0 < XA < A := 822 — A%A‘g(max((l +e) Ko, A))2 A,

C !
[Ny (r— )t
N2 - MEIAE (max((1 + €) Ko, A2))? |12,

Alors la suite (u,),, est bornée dans H7(M). =

Théoréme 4.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensionn > 5, on

suppose que (h'), (h?) et (h®) sont vérifiées et soit (Un)m une suite de Palais-Smale au
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nweal Cy.

Alors, il existe une sous-suite notée encore (Uy,),, convergente fortement dans Ha(M).

Preuve:

( Méme démonstration que le théoréme 3.1 ). =

4.3 Application géométrique

On considére ’équation suivante :

_ a(x b(x _ h(z _
AZu + div, (%Vgu) + %u = f(2) [u|N " u+ )\% |9 u

Ou a, b et h trois fonctions de classe C*°(M) et 2 < ¢ < N et A > 0 un paremetre réel.

On considere sur H2(M) la fonctionnelle: Jy: H2(M) — R, définie par:

JA(u)—%/M((Agu)g—a;f) \Vgu\2—i—b/()—f)u2> dv(g)—g/Mh/gﬂ) ul” dv(g N/ f(@) [ul™ du(g)

Théoréme4.2Soient0<a<%<2,0<u<%<4et0<5<%<N—q.On

suppose que les assertions (ht), (h?) et (h®) sont vérifiées et

sup Jf’“’ﬁ(u) < n :
ueH3 (M) nKs (f(x.)) *

Alors, lequation posséde une solution non triviale u,, 5 € H3(M).

Preuve: On pose a(z) := a(f), b(z) = b(x et h(z) := %, on remarque que a € L (M),
be L*(M) et h € LYM) telle que r > 2 5, s> etd> Niﬂ].c.q.f.d n
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4.4 Le cas critiquequand o =2, uy=4et § = @+2q

Théoréme 4.3 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensionn > 5, on
suppose que les assertions (h'), (h?) et (h*) sont vérifiées.Soit (Um)m = (Ugp, B )m

une suite dans HZ(M) telle que:

J;’“’ﬁ(um) N c(;’“ﬁ pour tout n € N

VI (t,) — O faiblement dans HZ(M)

et
Cg\’#’ﬁ < n 2 L74
nkKZ% (maxgzen f(z)) 4

T +a K*n,1,2) + b K?*(n,2,4) > 0

Alors ’équation
: b _ h _
AZu + div, (@Vgu) + (—i)u = f(@) |ul" P u+ )\% lu|? % u
p p p

posséde une solution non triviale u,, 5 € Hy(M).
Preuve: Soit (u,), C H2(M), telle que:

JOP () = 7P 4 0(1) et VII"P (u,,) = 0(1) dans (H3(M))"
On obtient:

572 ) = (5 = (5 = 3 ) Tl =2 (5 = ) [ ) ot

Pat les inégalités de Holder et Sobolev, on obtient

g 1 g g
T ) = 55 (VI ), ) = 5+ 0(1)
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et

- 11 , (1 1 .
o0 2 (5 = )l = (5 = ) @uax((1+ Ko A 101, Do
Comme (h') et (h?) sont satisfaitent et ||u,|| > 1, on a

1
q

+o(1)

N—-2 N—q. .4 . -t
||um||§[< 5 A qqA”(maX((HE)Ko,Ae))?||h||a) NeS?

Alors () est bornée dans H2(M). =

4.5 Fonctions tests

Pour vérifier ’hypothése du théoréme générique 4.2, on considére les fonctions tests

suivantes:
(n=nm2 =D o nlp)

((60)* + &)™

avec

1
&= (1+lall, +1oll,)"

ou f(z,) = max.ep f(2) et n est une fonction de classe C™ égale a 1 sur B(x,,0) et 0
sur M — B(x,,20) et p = d(z,,.) désigne la distance géodésique au point z,.

Pour normaliser les fonction, on considére la suite des fonctions suivates par

plt) = 1)

=——=t pour t>0
el

4.5.1 Application aux variétés riemanniennes compactes de di-

mensions n > 6

Theorem 7 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensionn > 6. Soient

a€ L' (M), be L*(M) eth € LYM), ovr > 2

2,s>%,d>NL7q6752<q<N. On
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suppose que les assertions (h'), (h?) et (h3) sont vérifiées et en un point x, ou [ atteint

son mazximum, la condition

Sg(xO) -

(n - 4)Af(wo>> 0

n(n —2v6 4 2)(n 4 26 + 2) — (n — 6)(n — 4)*(n + 2)
8(n —2)f(x)

4
12(n? — 4)(n — 4)*(n — 6) (1 + [[all, + [[o]],)"
est vérifiée, alors l’équation (4.1) admet une solution u non triviale vérifiant

2
J)\(U)< =

N
&
~
—

S
2
e
L

Preuve: Les mémes calculs que la section précente nous permettons d’écrire:

(n—4)Af(xo) ) , 2
30— 2)/a2) ) o)

. <n(n—2\/6+2)<n+2\/6+2)—<n—6)(n—4)3(n+2)5 @)
12(n? — 4)(n.— 4)2(n — 6) (1 + [lall, + [[bll,)* ’

Ce qui achéve la preuve. m

4.5.2 Application aux variétés riemanniennes compactes de di-

mensions n = 6

Théoréme 4.4 Lorsque n = 6, s’il existe un point v, € M ou Sy(x,) > 0 alors (4.1)

admet une solution u non triviale.

Preuve: La méme maniére que la section précédente, on obtient:

f—"
I(gt) € — &
P S K (flan) T

2 a4 N —4)S, (s 1

Et ), + o )% = = 02 %6(w) oy (1Y 4 o2

2 T S 2 1 2
12n(n? — 4)1;; €
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Pour assurer

On doit prendre

Ce qui achéve la preuve. =

sup J) (tu) <
>0
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Chapitre 5

Multiplicité des solutions du
probléme de type (J)-courbure

singuliére

5.1 Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 5. Soient a, b et f trois
fonctions de classe C*° sur M avec f strictement positive , 0 <o <2et 0 < [ < 4.

On considére ’équation suivante:

Aju + div, (%Vgu) + %u = f(x) |u|N_2 w4\ |u|q_2u (5.1)

Pour tout w € HZ(M), on définit la fonctionnelle d’énergie Jy, associée a I'équation (5.1),

par:

niw =3 [ (@ = 2w+ 22 ) o) [ sl asto)-2 [ jupanto)
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On sait que les solutions de I’équation (5.1) sont des points critiques de la fonctionnelle
Iy

En remarquant que la fonctionnelle .Jy n’est pas bornée inferieurement sur H2(M), par
contre elle ’est sur une particuliére variété dite de Nehari.

La variété de Nehari est définie par:
Ny = {u e Hy(M)\ {0} : (VJ\(u), u) =0}

Comme la fonctionnelle d’énergie Jy est de classe C* au sens de Fréchet et sa dérivé est
donnée par:

D)\ (u) :== (VJx(u), u)

B = [ ((Aguf—%rvgm%%u?) aolg)A [ Jultdvtg)~ [ 1)l )

et aussi

(V‘I),\(u),u>:2/M((Agu)2 ()\vg |? +b() )dv )\q/ u|? dv(g) N/ F(@) |uN du(g)

Donc pour tout u € N, on obtient:
I(w) = 22 )+ / [uf? du(g
On considére le probléme de minimisation suivant :
= inf
o = inf Ja(u)

Nous établissons les résultats suivants.
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5.2 Etude de la fonctionnelle J, sur NV,

Lemme 5.1 Pour tout A\ € (0, \,), la fonctionnelle J, est bornée inferieurement et

coercive sur Ny ot

(N —2)gAz

A N = VD F (max((1 1 Ko, A

avec 1 < g < 2.

Preuve: Soit u € N,, en utilisant (5.1) et I'inégalité de Sobolev, on obtient

N -2
2N

N — q _a 4
Jull* ~ AN—qV(M)1 ¥ (max((1 + ) Ko, Ac))? u]

JA(U) Z

q
HE (M)

Par la coercitivité de 'opérateur P, il existe une constante A > 0, telle que:

N_2 2 N_q _q 1—4 q q
> — A— 2 N 2
D) 2 ==l = AT EATEV O (max((1 4 €)Ke, A2 ul

On considére les deux cas suivants:

Cas (i), si u € N, et ||u|| > 1.on obtient

N_ 2 N_ q q q
) 2 | S5 = A EATEV (M) (max((1+ ) Ko, A | ]
et puisque
N —2)gAz
0<A< ( AL =X

2(N — q) V(M)'=% (max((1 + ) Ko, A.))?

dans ce cas la, on obtient que u € N, :

J,\(u) >0
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Cas (ii), si u € N, et ||Ju|| < 1,on obtient

N — 2 2 N — q _q 1-4 q
> — A— 2 N 2
Ja(u) > 5N ul]” — A N A72V(M) "~ (max((1 4+ ¢)K,, A.))

Donc

N - q q q
Ta(u) > —)\N—qqA‘ﬂ/(M)l‘N(max((l +e)K,, A))}

Ainsi, Jy est coercive et bornée inferieurement sur Ny . ®

On considére la partition suivante:

N;\"_:{UGN)\Z <V(I>>\(U), U) >O}
Ny ={ue Ny: (VO®,(u), u) <0}
Ny ={u€ Ny: (V®y\(u), u) =0}

Lemme 5.2 Pour tout A € (0, \.), si v est un minimum local de Jysur Ny et v ¢ NY.

Alors, VJ\(v) =0 sur (HZ(M))".
Preuve: Si v est un minimum local de Jy sur N), c’est-a-dire

JA(v) = min Jy(u)

UGN)\

Par le théoreme des multiplicateurs de Lagrange multipliers, il existe une constante p € R

telle que pour tout ¢ € N, :

(VIA(v), ) = 1 {(V®,(v), 9) = 0

Si ;= 0, alors le lemme est prouvé. Sinon, on prend ¢ = v et comme v € Ny:

(VIA(0),v) = p(V@5(v),v) = 0
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Alors,
<V(I))\(’U)7 U) =0

Contraduction avec v ¢ NY m

On a les lemmes suivants

Lemme 5.3 Pour tout A € (0, \,), on a NY = ().

Preuve: Raisonnons par I’absurde,on suppose que: NY # () pour toutA € (0, \,).

Siue NY, on a:

(V) ) =2l = Nq ully= N [ 1)l dv(g) =0 (5.2
et
Ba0) = [ull* = Xl = [ fG@)lul" du(g) =0 (5.3
Alors,
2 N—gq N
= 5= [ fta)1ul doto) (5.4)

(5.2), (5.3) et (5.4), donnent:

Ml = 5= [ 1@l ) (5.5

En utilisant I'inégalité de Sobolev et par la coercitivité de 'opérateur P,, il existe une

a»

constante A > 0, telle que:

N
2

/M f(@) [ul™ dv(g) < A™> (max((1 + ) Ko, A.))

N
max f(x) |Ju]

Combinant (5.4) et (5.5), on trouve

w2

MmaXge pm f(!)?) o

lull =

(N — ) A~ ((max((1 + &) Ko, A.))
(2—9q)

101



On se donne la fonctionnelle I, : Ny — R définit par

-2 o) () L

Si u e NY, alors

A<u>:[(N ‘q)g(;—_%)r‘q (5t f sl () |

[)\(U) =0

On pose

[y )

En utilisant I'inégalité de Sobolev et par la coercitivité de 'opérateur

constante A > 0, telle que:

P,, il existe une

2

I(u) > 0 Jull T
Au) = N—qj_4 1-Z 3 1
)\N_qA 2V(M) N(maX((1+8)Ko;As))2 HU’H

A2 (max((1 4 ¢) Ko, AL)) 2
N

matsest )

Donc,

~
—~
N
S—
-
(SIS
VRS
Q t|<>2
< |4
—
N
—
2T
ble
SN—"
VRS
i
)
N——
=]
[
[V

e

xeM

% ((g:;) A (max((1 + &)K., A.)) maxf(:z:)) s

Ce qui implique que pour ) suffisamant petit, on obtient I)(u) > 0 pour tout u € NY.

On obtient une contradiction avec (5.6). Alors, on déduit qu'il existe A, > 0, tq pour
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tout A € (0, A\,),ona NV =0. m

D’aprés le lemme 5.3, on a Ny, = N U Ny pour tout 0 < A < A..

Maintenant on définit:

ay = inf Jy(u), af = inf Jy(u) et ay = inf Jy(u)

u€EN ueN; ueNy

Pour tout A € (0, \* = min(\o; A1)), alors Ny # 0 et Ny # () ou

N—-2 A N=2
N—q | max((1+€)Ko,Ac)

Jully

A\ =
 von-# (558 maxsen f(2)) -
Lemme 5.4 Si0< A<\, on a
1. o =inf,cy+ Ji(u) <0.
2. ay < ozj{ < 0.
Preuve:
1. Soit u € Ny, on a
i) = 2l - 252
et
(VPx(u),u) = 2 [[ull* = Ag fJull§ - N/M f(@) [ul dv(g) >0
On obtient,
i) < 282D gy - A2,
Alors,

a2 (- Y gy <o
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D’ou,
J,\(U) <0

ie.,

inf J)\(u) < 0.

+
uENy

2. Soit u € N, on obtient

—q)
Jull” = ——— llull}

nw <52 (5 )l <

On conclut que o) < oy < 0.

Lemme 5.5 510 < A < \*, alors

a, = inf Jy(u) >0

ueEN,

Preuve: On considére u € N, , on obtient:

N —2 MN —
i) = 2 = 252
et aussi
(Vs (1), u) = 2 [lull” — Mg lulll — N /M F(@) ful du(g) < 0 (5.7)
On a,
> 2 =Dy (5.8)

(N -2)
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En utilisant I'inégalité de Sobolev et par la coercitivité de 'opérateur P,, il existe une

g5

constante A > 0, telle que:

N -2

J,\(u) 2 ON

N—-q,_q _q q
Jull? = A2 AV () amax((1+ €) K, A

On a les deux cas suivants:

Cas (i),siu € Ny et ||u|| > 1, on a

N -2 N—-—q, 4 1_a q
> — 2 2 q
W)= | S5 = A=AV max(1 + )k, A | ]
comme ,
0<\< (N =2)gA® .
2(N = q) V(M) F (max((1 + ) Ko, A.))
on obtient

J,\(u) > 0.

Cas (ii), si uw € Ny et [Ju| <1,
En utilisant I'inégalité de Sobolev et par la coercitivité de I'opérateur P, il existe une
constante A > 0, on obtient

0<¢<|ull <1

telle que
1
£ = (2 — q) A%(max((l + 8)K07 A€)>_g N-2
(N — q) max,cp f()
Alors,
N -2 N—q,_q " ,
Ia(u) > 2\ A2V (M)~ (max((1 4 ¢) K., A.))?
Si on prend
Mgz
0<A< 2(N—q) .

A2V (M)~ % (max((1 + &) Ko, A.))?
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Alors, pour tout 0 < A < min(Ag; Ay; A2), on a
J,\(U) >0

ie.,

inf J,\(U) >0

uEN,

5.3 Existence des points critiques de J, sur N, et N

Théoréme 5.1 Soit (u)), C Ny une suite minimisante telle que

I(uh) = af +o(1)

VIa(u)) = o(1), dans (H3(M))"
et
2
nKJ (max,ey f(r))*

une sous-suite qui converge fortement vers un point

] <

Alors pour tout X € (0, \*), (w})

m

ut € Ny dans H3(M), en plus Jy(u™) = af < 0 et u™ est une solution non-triviale de

Uéquation (5.1).
Preuve: Soit (u}), C Ny une suite de Palais-Smale de J,, telle que

I(ufh) = af +o(1) et VJ\(uy) = o(1), dans (Hj(M))"

m

On obtient,
1
—ay +0(1) < Jy(u)h) — p (VIa(u)h)u)h) < af +o(1).
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Alors,

N —2)(N —
o o) £ =g T i < o ot
et par conséquent:
+|2 2Ng +
HumH < (N _ 2) (N _ q)a)\ +0(1)

Donc (u;), est bornée dans H3(M). La réflexivité de Pespace Hj (M) et la compacité
de I'inclusion HZ(M) C Hzf(]\/[) (k =0,1; p< N ), implique qu’il existe une sous-suite
notée (u;),  telle que :

(1). u; — ut faiblement dans H2(M).

(2). u), — u™ fortement dans LP(M) pour 1 <p < N = =4
(3). Vi, — Vu' fortement dans LI(M) pour 1 < g < 2* = 2%
(4). u;t — ut p.p dans M.

On applique le théoréeme 1.7, on obtient

(5). ut — u™ fortement dans L*(M, p~*) pour 0 < p < 4.

(6). u) — uT fortement dans L*(M, p~7) pour 0 < o < 2.

- On va montrer que u™t est une solution faible non triviale de ’équation (5.1).

Par I'inégalité de Sobolev, il existe une constante ¢ > 0 telle que:

[t e < +00

H +HH2(M)

et

+19-2, + A+ 1et
[l 2| o = ekl < oo
q—1

et comme u™ € HZ2(M) C LN (M) C LNﬁ*q(M), on a pour toute ¢ € H3 (M) :
/ |, |q7 wl du(g / ’uﬂq u".pdu(g) + o(1)

On a
(Vo) = [ (A + div, (o) V) + b)) piolo)—
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<A/M|u,;;q edo(o) + [ 700 i ooty >

et on trouve pour tout ¢ € Ha(M) :
(V). ) = (V). 6) + o)

Quand m — 400, on trouve:

(VI\(u"), ) =0.

Comme on a montré que u™ € Ny, on va montrer que u* € Ny .

On suppose que u* € N, , on a:
(VI(uh),u") =0et (VO\(uT),u") <0
On obtient
(])\(U+) >0

Contradiction avec le lemme 5.5.
On obtient

L(ut)=af <.

et u™ est une solution faible de notre équation (5.1).

On pose

Alors la suite (wy,),, — 0 faiblement dans H3(M).

On applique le lemme de Brézis-Lieb a la suite (wy,),,, on trouve
2 2 2
8,512 = g2 = 18l + (1)

et
[ 1@ (il = Jut ") vty = [ sta) ™ dola) +o1)
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En utilisant les relations (5.9) et (5.10) et le fait que u,; — u™ fortement dans L*(M, p~*)

et u; — u' fortement dans L?(M, p~7), on obtient
Ta(t) = Ia(ug,) = Ja(u®) + Ja(u”)

= 318 (=)= S | el ) o)

Comme v, —u™ — 0 faiblement dans HZ(M), on teste par V.J,(u)) — VJ\(u™)
(Vi(uh) = VI (uh),u)h —u) = o(1)

= ||a, (uf, — w3 - /Mf(x) |, — ut|™ dv(g) = o(1) (5.11)
Alors,
I8 (=) 2 = [ @)t = o[ dola) +o1)

Comme u™ est une solution faible de notre équation (5.1), on trouve

)= (5= 5) [ @l -] ato)+
(5- %) ) s@letav@ (5= 1) s+ o)

En appliquant le lemme de Brézis-Lieb et comme 1 < ¢ < 2, on obtient

)< (5 ) [ £ i)Y dola) + o)

= [ 1@ ] avtg) + o)
Comme

‘oz |<—hmsup/ f(x |u+} dv(g

m——+00
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On écrit

+ N +|N=2 0+ +\2 _ + N1+ +|N=2 )+
Jem] ™ = Jum [ (o = ) = 2 [T = fu [ [

Comme u,; — u" faiblement dans H2(M) et 0 < N —2 < N, on a

jﬁ{f(x)\U$lN2|u+}2van==b[;ij)\u+\Nch%g)+—0(1) (5.12)

En combinant les relations (5.11) et (5.12), on trouve

/f +} - } /f ) [uh |V 72 (uf, — wt)2du(g) + o(1)

s(Aﬁ@W%Wm@y_</f )t = [V vl )N

De et en utilisant 'inégalité de Sobolev, on obtient

2

Iy o= < (ool i) (f sl i)
< (/ f(x)‘u;‘Ndv(g)y_?v <a§ggﬂ>§f( ))IQV e, — w5

</ 7y | do )) HAgw;_uﬂH;ﬂ(l)
Donc

||Ag(u;_u+)H§<1—(1+e)K (;ggﬁf )I%](/f ) [t |V do(g ) §>§0(1)

Et par conséquent si

=z

<(1+e)K, (max )

zeeM

limsup/ f(x) ‘u;rrL!Ndv(g) (5.13)
m—-+oo (14¢)na 4K maxxer( )
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Alors,
A, (uh, — u*)]]; = o(1)

ie. ul — u' fortement dans Hz(M). =

Théoréme 5.2 Soit (u,,),, C N, une suite minimisante telle que

In(u,,) = ay +o(1)
VJx(u;) =o(1), dans (HZ2(M))"

m

et

2
Oé>\ < n—4

K (max,en f(x))" T

Alors pour tout A € (0, X\*), (u,,),, une sous-suite qui converge fortement vers un point
u™ € Ny dans H3(M), en plus Jy(u™) = o, > 0 et u~ est une solution non-triviale de

Iéquation (5.1).
Preuve: Méme démonstration que le théoréeme précédent. m

Remarque 5.1 Par les théorémes 5.1 et 5.2, on en déduit que u™ et u~ sont deux
solutions mon-triviales distinctes de l’équation (5.1) car comme u* € Ny et u= € Ny et

Ny NNy =0.

5.4 Le cas critique c =2 et =14

Ce cas correpond a I’équation non-linéaire ci-dessous:

2 4

AZu + div, (a;@vgu) + ?u = fl@) |ulN P u+ Au)*
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Théoréme 5.3 Soient A € (0, \*) et (u;,

+
m:U:ﬁ)mEN C N)\pﬂ telle que

J)\ﬁﬁ(u:’b,a,ﬁ) = CIJ,B +o(1)
VJ)\J’B(U—F

o) = 0(1), dans (H3(M))"

Supposons que

2
% n—4
nKs' (maxgenr f(2)) 4

ol <
T +a K%(n,1,2) + b K?*(n,2,4) >0
Alors équation
b _ _
AZu + div, (%Vgu) + %u = f(@) Jul P4 Au*

posseéde une solution non triviale u™ € Ny, 5 dans H3(M).

Preuve: Soit (u)) = (u* > L C Ny
me

m Om;Bm )‘707/1/

N -2 N

J/\O’,B(u;;) - oN ||U2—1H2 — )\N—_qq /]\/[ ‘U;;’qd?}(g)

- Dans un premier temps on montre que:

lim inf A3 -+ 0
(0,8)—(2747)

Comme Popérateur u — Py(u) := AZu + div, (“fgf) Vgu> + %u est coercif et si on note

par A\, sa premiére valeur propre, alors

)\170”3 >0
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Soient §,0" € (0,d) telle que: 6 < ¢" ou d est le rayan d’injectivité de M (2§ < d).

On note par u, g la premiére fonction propre associée a A , g c-a-d:

alx b(x
[ B + S 0 a0l + 52 10(5) = M s

On prend la fontion propre u, g associée a \; , 3 normalisée, alors

alx b(x
/M (Agua’ﬁ)Z + % |V9ua,/5|2 + %ugﬁdv(g) = Aop

a() b(x)

(Agtins)? + 2 |V gy 5 + 22202 ydu(g)+
g o 9 8 B
B(Ps) P P ’

[
M—B(P,)

On considére ici 7 est une fonction de classe C* égale a 1 sur B(P, 0) et 0 sur M —B(P, 29).

b(z
Vytinalt + 202 () = M

a(x)
pO'

Par ’absurde, on suppose que

lim infA o5 —0
(0,8)—(27,47)

On considére la carte normale exp,' : B(P,d') — B(P,d'), pour tout Q € B(P,d'), on
note par

p(Q) = d(P,Q) = |z|

la distance géodésique au point P.
Si on pose iy.5(7) = Uy goexpp’ (x), on obtient une fonction bien définie sur R™ & support

dans

{r eR": |z] < 1}.
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Comme on est dans un systeme de coordonnées géodésique centré en P, on peut trouver

€ > 0 suffisamment petit pour estimer la mesure riemannienne suivante:
(1—e)" "de < dv(g) < (1+¢)" "dx

Si on définit

Vo, = 110 Uo,p

On obtient

2
Usp Us 5 |0,
—=dv(g) </ —=dv(g) = / Vgldx
/(Pa) p° By P’ |z ]6

~ 2
<o+ [ '“@ﬁJ r

Par I'inégalité de Hardy-Sobolev deux fois, on trouve

. 2
B0 et Vo
R || |zl
. . 2
<1+ c/ v’woﬁ dz
Donc,
. 2 . 2 - 2
/ v‘wgﬁ < / V20, 5| dr = / (Ap) do
Rn n n
On trouve

Uy ,6’
—=dv
/B(p 8) p° ) <

14+e\" ! . 14+e\" ! )
: ¢ [ (Bwns) Vgl = (5 c (Av)? dv(g)
— € n 1—c¢ B(P,8")

Comme C' est une constante universelle, on obtient

u? 2
([ Zaw) <kom2m [ @uafal) )
B(P)) P B(P,5)
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avec Kg(n,2,5) est la bonne constante pour (5.14) et que Ky (n,2,5) — K(n,2,05)
quand &' — 0.

De méme facon, on trouve

2
[ Btelag < motnro) [ @uplal) 61
Bpg) P B(P,s")

avec Ks(n,1,0) — K(n,1,0) quand §' — 0.
Les relations (5.14) et (5.15), donnent:

1
20,8 > <— +a Kg(n,1,0) +b Kg(n,2, 5)) / (Agugwg)2 dv(g)
2 B(P,S)

1
—|—§ / (Agtigs)” dv(g)+(a”Ky(n,1,0) + b Ky (n,2,5)) / (Agtig3)” dv(g)
B(PY) B(P5)—B(P,8")
(5.16)

ou

a” =min(a(z);0) et b~ = min(b(z);0)

Comme

/ (Byn) dolg) = | (An)? (uas)* du(g) 4 [ (V1. Vitg5)? do(g)
(P,6)—B(P,¢") B(P,0)—B(P,")

B(P,5)—B(PJ")

4 / 7 (Ao g)? do(g) — 4 / (V1 Vit )t 5 ydo(g)
B(P,§)—B(P,5") B(P,§)—B(P5")

+2/ N s AgNA JU 3dV(g) —/ n(Vn, Vi, ) Aguyadv(g)
B(P,0)—B(P,0") B(P,0)—B(P,0")

Donc, il existe ¢ > 0 tel que

V| <cd et |An| < 0(5')2
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D’apres I'inégalité de Holder, on a:

/ Bynp) do(o) < (B dolg) +8 2 ydv(g)
B(P,8§)—B(P,8) B(P,§)—B(P,8") B(P§)-B(Ps")
+1e (@) | Vgl dolg)
B(P,§)—B(P,8')
+4ec ((5’)3 [/ ug’ﬁdv(g)]
B(P,(S)—B(P,é’)
+2c ((5')2 {/ uiﬁdv(g)} [/ (Agug,g)2 dv(g)]
B(P,§)—B(P,8') B(P,§)—B(P,8')

el [ / (Ao s)° dv(g)] [ / Vg o dv(g)}
B(P,5)—B(P,") B(P,5)—B(P,)

et comme c est une constante universelle, on trouve:

1

J Vol dol)
B(P,6)—B(Ps")

o=

N|=
N|=

N =

/ @yuna)delg) < [ (Bying)*dog) + O@) (517
B(P,6)—B(P,¢")

B(P,6)—B(P,d")

Si on prend ¢ assez proche de ¢ tel que

1
—/ (Agug,[g)2 dv(g)—l—(a’K(;/(n, 1,0)+ b Kg(n, 2,5)) / (Agugﬁ)2 dv(g) >0
2 B(P.6) B(P,5)—B(P,")

D’apres (5.16), on en conclut que
1
Aog > (— +a Kg(n,1,0) + b Kg(n, 2,5)) / (Agu,,ﬁ)2 dv(g) >0
2 B(PJ)
Et si on prend % +a Kg(n,1,0)+ b Kg(n,2,3) > 0, on obtient

/ (D) do(g) = / Vg2 do(g) = 0
B(P§)

B(P,o")
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Donc v,,3 = 10 u, g est nulle presque partout dans M, alors u, s = o p.p dans B(P,0) et

P est un point arbitraire de M, on conclut que:
Uy = 0 p.p dans M.

contraduction avec [|uy 42 = 1.

- Maintenant, on montre que la suite (u;}), est bornée dans H3(M).

() = cx et Vg, (uh) = o(1), dans (H3(M))"

On obtient,
1
—cx+0(1) < Lh(u)) — = (V(u));uf) <exn+o(l)
q
Alors,
N—-2 N-=2 2
—ex+o(1) < < 5N Ng ) ||u;§HUM < ey +o(1)
D’ou

UHLL -

(N—Q N -2

-1
) b - (B

-1
1
N 5N ) ey +o(1)

Ou
b(x)

a(x
ozl = [ () + 2w 4 M () et

Donc (u,}), est bornée dans H3(M).
D’aprés la réflexivité de I'espace Hj (M) et la compacité de linclusion H3 (M) C H)(M)
(k =0,1; p< N ), implique qu’il existe une sous-suite notée (u;), = telle que :

1. u!, — ut faiblement dans H2(M).

2. uf — u" fortement dans LP(M) ou p < N.

3. Vu;;, — Vu' fortement dans LP(M) ou p < 2* = 2%

4. u — u' presque partout dans M.

Il existe deux suites (0,,)m €t (Bm)m qui convergent respectivement vers 2 et 4 telle que la
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suite de fonctions (vu,), converge faiblement dans H3(M) et L?(M, p~*) et que la suite
(Vul), converge faiblement dans H (M) et L*(M, p~2).
Soit 0 < 0 < 6(M), on a

et

AUT) | Gyt = alz) ut | dv alz) ut | dv
/J\/[_ ‘Vu | dolg) = /B(P,(S) pom |V ‘ (o) +/M—B(P,5) pom |V ‘ do(9)

D’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient que
/ alz) ‘Vu*‘de(g) = / &:21;) ‘Vu+|2dv(g) +0o(1) quand o, — 2~
M P M P
et aussi

[ 52 @ deta) = [ B @) dotg) 4 ot) quand i, 47

pﬂm p4

Comme u,; — u™ faiblement dans H2(M), alors Vu, — Vu™ faiblement dans L?(M, p~2)

et u — ut faiblement dans L%(M, p=*) c-a-d pour toute ¢ € L*(M) :

/M%VUILV@dU(g):/M%VUJFVSDCW(Q)"‘O(D

et

b(x b(x
| Bt = [ Mt gauty) +ot1)
M P M P
On pose w,, := u,}, — u*, alors w,, — 0 faiblement dans H2(M).

D’apres le lemme de Brézis-Lieb, on peut écrire aussi

1A |2 = (| Agu™ |5 = 1 Agwanll2 + 0(1)
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et

[ 1@ (il = |t ") vty = [ sta) ol dola) +o1)

Comme w) — ut — 0 faiblement dans H3 (M), alors, Vu, — Vu' faiblement dans

L*(M,p~2) et u;, — u™ faiblement dans L?(M, p=*) c-a-d pour tout ¢ € L*(M)
/ W AZpdv(g) = o(1)
M
alors, pour tout ¢ € L*(M), on a
[ wistoants) = [ utazoduig) o) = [ Aedgutduls) + o)

et pour la deuxieme partie on a

/M (%V!ﬂ% - %ngﬁ) ddv(g) =

/ (“Ej%gu; + a(f) (Vguf, — Vyub) — a(f)vgu+> ddv(g)
M\ P p P

‘/M (%VW; - a;f)ng) ¢dv(g)‘ <

‘ / (%Vgu; - %vgu;) gbdv(g)‘ + ‘ / (@vgu; - %Vﬂﬁ) qbdv(g)‘

< [ o] |

La convergence faible dans L2(M P ) et le théoréme de la convergence dominée de

Donc

u*) ¢du(g >‘

Lebesgue implique que le secont menbre converge vers 0.

Et pour la troisieme partie on a

/M (@um - bg_f)u) pavlg) = /M (b<x)“m N b@um + b(f)“m - bi?’d) ¢dv(g)
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Donc '/M (%u; _ b;_f)m) ¢dv(9)‘

1

1
pom - pt

< [ oo )+ | [ P s = ) o)

La convergence faible dans L?(M, p~*) et le théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue implique que le secont menbre converge vers 0. m

Théoréme 5.4 Soient A € (0,\) et (u,, , ;) C Ny, telle que

meN

J)\yavﬁ(ur_n,o,ﬁ) = c)_\,cr,ﬂ + 0(1)
VI op(u ) =o0(1), dans (HZ(M))"

m70-76

Supposons que
2

nKs (maxge s f(ae))nj?f4

s +a K*(n,1,2) +b K?*(n,2,4) >0

Cro8 <

WS

Alors ’équation

b _ _
Alu + div, (%Vgu) + @u = f(@) [u]" P a4 M)

ot
posseéde une solution non triviale u~ € Ny, 5 dans H3(M).

Preuve: Méme démonstration que le théoréme précédent. m

5.5 Fonctions tests

Pour vérifier I’hypothése du théoréme générique 5.1, on considére les fonctions tests

suivantes:

(0= =)t s ()
f(zo) (0)* + )"
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avec

9:(1+ )

ou f(x,) = max,ep f(x) et 1 est une fonction de classe C* égale a 1 sur B(z,,d) et 0

a +Hb
o, |l PP

sur M — B(z.,2d) ou p = d(z,,.) désigne la distance géodésique au point z,.

5.5.1 Application aux variétés riemanniennes compactes de di-

mensions 1 > 6

Théoréme 5.5 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 6, si

en un point x, o f atteint son marimum, la condition

Af(x,) Sy () ) )
(2(n ~9)f(z) | 6(n— 1)) <0 et Sy(r,) > 0.

est vérifiée, alors l’équation (5.1) admet une solution u non triviale vérifiant

2
nKZ (f(2.))

Jx (U) <

-1

a3

Preuve: Nous reprenons les mémes calculs qui ont été faits dans le chapitre (3)

20— <n nAf(z,) N nSy(zo)

n—4 -

/Mf(x) ue(z)]™ du(g) = KE () \2 (4(n ~ ) (e T 120n = 2))6 +o(e ))

et
2 . §
/ “<f> Ve dolg) < — =0 {AH% +o(e2)} X 277
M nKd (f(x,)) © o7 ||,
et
M P nKg (f(z,)) P2,
et aussi




Tenant compte de 'expression de Jy

D (tu) < o tru) = & = / £(@) lue ()] dv(g)

Donc
20"
J)\ (tue) S 7 a2 X
nKd (f(vo)) *
t2 (n ||b(z) n 4on |a(z) —n o m n? + 4n — 20 N
J— — —_— 7 397»7 s Aea T — S o -
{2(4+H el IR o e SR e R

v (- (ot sy @) o}

Pour € assez petit, on prend
4
Po
2N

Et comme la fonction ¢(t) = a5 — & atteint son maximum au point t* = a7 ot

n

BO—145 +

— | Ag=ier T < (1 +
pa r

ME

t* _ — 4
p(t") = —a

Alors,

20~ b
I (tue) < Iy (tue) = 0 o X {1 * " H_ﬂ
nE (f ()T 0
() n*+4n—20

2 2 (t*)N B Af(xo) Sg(wo) 2 o2
st s~ (1 (o a7 o) <) >}

Pour € assez petit, nous avons

S n b T n
1+0_“64SBH_/3 —|—9_7'1€2TA‘ a
p

pO’

r
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. 2 4N . . . BT
Et comme la fonction p(t) = a% — tﬁ atteint son maximum au point t* = a¥-2 ou

alors

( Aftws) | S(wo) ) ()" _ (n? +4n = 20) Sy () (+)°
2( )] N 6(n? —4)(n — 6) 2

e+ 0(62)} :

Pour assurer

on prend

Af(zo) S, () . )
(2(n —2) f (o) * 6(n — 1)) <0 et Sy(zo) > 0.

Ce qui achéve la preuve. m

5.5.2 Application aux variétés riemanniennes compactes de di-
mensions n = 6
Théoréme 5.6 Lorsque n = 6, s’il existe un point v, € M ou Sy(x,) > 0 alors (5.1)

admet une solution u non triviale.

Preuve: Le developement de I'intégrale:

[l a = " 5 (i ) e o)

De méme pour

n
T

o n—4

/a(x) Ve dolg) < —— 9_”:1(AH%
M nKd (f(z,)) P

+ o(€?)) x €2~
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et

[, et < an(f?%)We-nﬁ:)(B z

Pour le méme calcul, on obtient

A dula) — [ _ (n_4)5g<xo)9_262 o l o(e?
/M(A ) du(g) Kﬁ(f(xo))% (1 37),2(712_4)[71%_1 1 g(€2> o ))

Pour € assez petit, nous avons

a

1+ 0 775 H

< @O

r

pO’

Tenant compte de ’expression de .J)

A
Iyt = 5 ol = 2 el = 5 [ 5@ o) ot

ou

lue|? = /M Au? = a(@) [Vl + bapldv(g)

et A > 0, on obtient

T () < 5 P / £() [ue()N do(g)

0777,
J,\ (tue) S 7 T X
nKd (f(xo))
t2 v —4)S,(z, 1
Ly e L (n—4) g(xﬂ)_lt2e2 log (—2> + o(€?)
2 N 12n(n? — 4)1;2 €
Pour assurer
2
sup J (tu) < - —
20 nK3 ()"
Avec le méme argument, on a
Sy(zs) >0

124



Ce qui achéve la preuve. m
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1. Introduction

Let (M, g) be a Riemannian compact smooth n-manifold, n > 5, with metric
g and scalar curvature Sy, we let H3(M) be the standard Sobolev space which
is the completion of the space

C3(M) = {u € C®(M): |lull2,2 < +00}
with respect to the norm [[ullao = 37 [V 2.

In this paper, we investigate solutions of a class of fourth order elliptic
equations, on compact n-dimensional Riemannian manifolds, of the form

A2y + Vi(a(x)Viu) + b(x)u = flz)|uN 2u+ AMu|?%u (1.1)
where a, b, and f are smooth functions on M, N = % is the critical expo-

nent, 1 < ¢ < 2 a real number, A > 0 a real parameter.

Consideration for such problem comes from conformal geometry: indeed,
in 1983, Paneitz [11] introduced a conformal fourth order operator defined on
4-dimensional Riemannian manifolds which was generalized by Branson [6] to
higher dimensions.

(n—2)2+4
2(n—1)(n—2)

PB,(u) = A%u + div (— Sy.9 + 1 2Ric> du + ”T—‘lQnu
-

® Birkhduser
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where Au = —div (Vu), Sy is the scalar curvature, Ric is the Ricci curvature
of g, d is the de Rham differential and where
1 n® —4n? + 16n — 16 2
n—_ — AS 2 Ri 2
A P ) e g T pr ) E Ry A

is associated to the notion of Q-curvature.
We refer to a Paneitz—Branson type operator as an operator of the form

Pyu = A?u+ Vi(a(z)V,u) + b(z)u.
Equation (1.1) is a perturbation of the equation
A2y + Vi(a(x)Viu) 4 b(z)u = f(z)|u¥ u. (1.2)

Since the embedding H — H]’f,, (k =0,1) fails to be compact, as known, one
encounters serious difficulties in solving equations like (1.1).

Since 1990 many results have been established for precise functions a, h
and f. Edmunds et al. ([10]) proved for n > 8 that if A € (0, A1), with Ay is
the first eigenvalue of A2 on the euclidean open ball B, the problem

AQu—/\u:uM% in B
u=9u = on 0B

has a non trivial solution.
In 1995, Van der Vorst [12] obtained the same results as Edmunds, For-
tunato, Jannelli. when applied to the problem

A%y — \u = u|u|ﬁ in
u=Au=0 on o0

where €1 is an open bounded set of R™ and moreover he showed that the
solution is positive.
In [8] Caraffa studied the equation

A?u+ Vi (a(x)Viu) + b(@)u = f(2)ul¥u (1.3)

in the case f(x) = constant; and in the particular case where the functions
a(x) and b(x) are precise constants she obtained the existence of positive regu-
lar solutions. Djadli, Z. et al [9] have studied Paneitz type operators and they
gave many interesting applications.

Let f be a C* function on M, f~ = —inf(f,0), fT = sup(f,0) and
for a, f, C°°-functions on M, we let

ot Jo(Au)?dog — [, a|Vul*du,

)\ =
af ucA fM udvg

WhereAZ{UEHQQ,uZO,U;TéOS.t. / f_udvgzo}, and
M

Ao =400 ifA=2¢

the second author establish the following:
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Theorem 1. [4] Let a, b be C™ functions on M with b negative. For every C'™°
function, f on M with fM f~dvg > 0, there exists a constant C' > 0 which
depends only on fff%dv such that if f satisfies the following conditions
(1) [b(x)] < Aq,f for any x € M

sup f1
(2) ;1;3@9 <C
(3) sup,, f >0,

then the subcritical equation

A?u + Vi(aViu) 4+ bu = flu|?%u, q€]2,N]| (1.4)

has at least two distinct solutions u and v satisfying Fy (u) < 0 < F, (v) and

of class C*?, for some 0 € (0,1), where F, denotes the energy functional
associated to Eq. (1.4).

Theorem 2. [4] Let a, b be C™ functions on M with b negative. For every
C* function f on M with [,, f~dvy > 0 there exists a constant C' > 0 which

depends only on such that if [ satisfies the following conditions

—
[ fdvg
(1) [b(x)] < Aq,p for any xz € M

(2) fRb-<cC

the critical equation

A%+ ViaVu) +bu = flu/N"2u

has a solution of class C*?, for some 6 € (0,1), with negative energy.

Let
A%y + Vi(a(x)Viu) + b(@)u = f(z)|ulV2u+ Mu|?2u + eg(x)  (1.5)
where a, b, f and g are smooth functions on M, N = n2f4 is the critical expo-

nent, 2 < ¢ < N a real number, A > 0 a real parameter and € > 0 any small
real number the second author obtain

Theorem 3. [5] Let (M, g) be a compact Riemannian n-manifold, n > 6, a, b,
f, g be smooth real functions on M with

(1) f(x)>0 and g(x) > 0 everywhere on M
(ii) the operator P(u) = A%u+ Vi(a(x)V,u) + b(z)u is coercive
(iii) if n>6, we suppose —5LEe) 4 C1(n)Sg(xo) + Ca(n)a(z,) > 0 and if

2f($n)
n=6, we suppose that 5-Sg(z,) + ﬁa(mo) > 0, where Ci(n) =
5n%(n—7)+52(n—1) __ 8(n—-1)
6n(n+2)(5n—6) and Ch(n) = (n+2)(n—06)

Then Eq. (1.5) has at least two distinct solutions in H3.
Our main results in this paper state as follows

Theorem 4. Let (M,g) be an n-dimensional compact Riemannian manifold
with n 2 6 and f a positive smooth function on M. Assume that the operator
P(u) = A%u + Vi(a(x)V;u) + b(z)u is coercive.
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If n > 6 and at the point x, where the function f achieves its maximum
the following condition is satisfied

n (n? 4 4n — 20) . n(n—1) alz) — n  Af(z,)
26— w9 ) T 82 )

then there exists a A>0 such that for any A€ (0,A), Eq. (1.1) have a non
trivial solution of class C*%(M), 6 € (0,1).

If n = 6 and the condition Sy(x,) > —3a(x,) is satisfied, then Eq. (1.1)
has a solution u of class C*?(M) provided that X € (0, A).

>0

In case of constant coefficients, Eq. (1.1) reduces to
A%y + alAu + fu = f(2)|ulV " 2u+ Nu|? % (1.6)
where a and (3 are real constants; we get the existence of three solutions.

Theorem 5. Suppose all the conditions of Theorem 4 are satisfied and more-
2

over & > 3 with o > 0. Then Eq. (1.6) has beside a positive u™ and a negative

u~ smooth solutions a third solution w distinct from u™ and u~.

The technique relies on critical points theory. To find solutions we use a
method developed in [1]. The solutions appeared as critical points restricted to
a suitable manifold. In the case of constant coefficients we obtain the existence

of two solutions.
Consider the functionals Jy, J;™ and J; defined on HZ by

i) =5 (18l = [ a@iTuPdn, + [ sl
”/ |u|qdvg7—/ F(@)ulNdo,, (1.7)
50 =5 (18l = [ a@vupa, + /N b<w>u2dvg)

_2/M( “ v, — N/ flo N v, (1.8)

and
st =5 (180 = [ a@ivuran, + [ v,
2 s, =5 [ s@h e, (1.9)
where u™ = max (u,0) and v~ = min (u, 0).
Let
Qx (u) = (VJy (u),u)
and

@y (u) = (VI3 (), u)
where (V.Jy (u),v) denotes the value of V.Jy (u) at v.
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We consider also the set
My ={u€ H;:Qx(u)=0and [[u| > p>0}
and
Mf:{ueH%:Qf(u)zoand ul| > p>0}.
Along this paper the functions a and b are taken such that

Jull? = aul} - [ a(@)Valdv, + [ sy,
M M

is a norm on H3(M) equivalent to the usual one: for example by letting
max,ep a(x) < 0 and mingeps b(x) > 0 which is equivalent to assume that
the operator P(u) = A%*u+ a(xz)Au + b(z)u is coercive.

First we ensure that the manifold M) ( respectively M /\i ) is not empty.

Lemma 1. There is a real A\, > 0 such that the set My is non empty for any
A€ (0,M).

Proof. Yor uw € H3 (M) with ||ull22 > p >0 and t > 0,

@ (1) = Pl = Ml =¥ [ pafu oy,
Put
a(t) = Jull? =t [ p@lula,
M
and
5(0) =M ul,
The Sobolev inequality leads to
2 N N N—-2
0 (8) 2 ul* ~ map f ) e (14 ) Ko AD) [l g0

where

v | Aull3
= nfue @ —(0) 2.

[e]

is the best constant in the Sobolev’s embedding HZ(R") C LY (R") (see
Aubin [3]) and A, is a positive constant depending on €, and since the norms
Il and [|.]| zz(ary are equivalent, there is A > 0 such that

at) = flul> - A% max f (z) (max ((1+¢) Ko, AD™ lu| VeV 72 (1.10)

Combining the Holder and the Sobolev inequalities and taking account of the
equivalence of the norms |.[| and |[.[ zz(ar), we get

B(t) <AV (M) F (max (14 €) K, A)) % Jul| 92, (L11)
Let aq(t) and B;(t) denote respectively right hand sides of inequalities (1.10)
and (1.11); aq (t) vanishes for

to = — . (L12)
[lu]| (maxgenrr f(x)) V=2 (max ((1 + €) Ko, Ac))>N-2
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So if we choose

1
Jull = 1 ]
(maxzenr f(2)) V-2 (max ((1 + €) K,, A.))2N-2
t, = 1.
Now since o () and 3 () are both decreasing functions, we get
_92-N
min o () = o <1> _ (-2 ]
tE(Oé) 2 (maxweM f(x)) N2 (max((l _|_€) K07A5))m
Z (1 *2271\])[72 >0
and
- 1 92—\ (M)(1-%)
min @ (t) = A, <2> _ PoeAv () B
1€ (0:3) (max,enr f(x)) N-2 (max ((1+¢) K,, A{)) N-2

The equation @ (u) =0 admits a solution if minte(0 o (t)> minte(o 1) B (1)
'3 2
that is to say if

0<A< A, =

(2072 — 20-N) V(M)(l_%>
(maxpenr £())¥=2 (max (1 + €) Ko, A,)) V=

|

Indeed, putting

we get
V(t) < Bu(t) — aa(t)
and
() Q) = (2)=
It (3) =0,

SORIOR

in case y (%) < 0, the continuous function changes sign in the interval (O, %),
then there is t; € (07 %) such that

Qa(tiu) = t37(t1) = 0.

Hence the set M), is nonempty for any A € (0, \,).

Since QF (u) = Qx(u) the same calculations lead to the same conclusion.
O
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2. Palais—Smale conditions

Lemma 2. There is A>0 such that Jy(u) > A >0 ( resp. Ji(u)>A>0) for
(N—2)A~ 5

any w€ My with A€ (0, min (Ao, A1)) where Ay = V(M)I*%(maj(((z\;r;);( ST

and N\, is as in Lemma 1.1.

Proof. Let u € M), then

(VJy,u) = ||Aul|? —/ a(m)|Vu|2dvg+/ b(z)udv,

M M
—)\/ o, —/ F@)ulN do, = 0
M M

SO

lul® = Aul? - / a(2)|Vul*dv, + / b(x)udv,
M M
Vg

) /M fultdvg + /N Sl

hence on M), the functional .J\ writes

N —2 N —q
J)\ (U) = WHUH? — )\Tq \/]\/[ |U‘qd'l)g.

Combining Holder and Sobolev inequalities we obtain
N -2 9 N —q
ul|* — A

and still taking account of the equivalence of the norms ||.| gz (ar) and |||, we
obtain

Iy (u) >

_2 3
V(M) ¥ (max (1 +€) Ky, A.))? H“”%{%(M

N-2 N-gq. _, . S U
> — 2 2 4
Iy (u) > ( i A Nq AT2V(M) ™7 (max ((14¢€) K,, Ac))2 p ) [l

where A > 0 is a constant.

Hence if

0< A<

then
Jx (u) >0

for any u € M,.
Since J (u) > Jy (u) we have the conclusion for J§ (u). O

Lemma 3. Let (M, g) be a n-Riemannian manifold, n > 5. The following asser-

tions are true

(1) (VQa(u),u) < —A <0 (resp. (VQf\E(u),u) < —A<0), forue My and
any A € (0, min (As, A\1))

(i) The critical points of Jy (resp. Ji) are points of My (resp. M).
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Proof. (i) Let u € My, then

Jul® = A / v, + / F(@)ulN dv,
M M
and

(VQA(w.u) = 2ul* = Aq [ fultdo, =N [ pafuldo,

= 2ful? = [ fuptde, =3 (Il <3 [ pva, )
M M

= (2= N) [lull® + A (N —q) |Jullf.
The combination of Hélder and Sobolev inequalities allows us to write
(VQx(w),u) < (2=N) [ul®+X (N =) V(M) (max (1+¢) Ko, A0)?
X”U”?{g(M)

and since the norms |[|.|| and [|.|| gz (ar) are equivalent, we get

(VO (u), u) < ((2—N)+)\ (N—q) V(M) % A92 (max (1+¢) Ko, A.)? pH)
X u|?.

Hence if
N—-2 A—%

2(N—q)

O< A<\ = 5 q
V(M)1=~ (max (1 +¢€) K,, Ac)? pi—2

then for any u € M.
(VQx(u),u) <0

(ii) By the Lagrange multiplicators theorem we get the existence of a real
number g such that for any v € M)y

ViIx(u) = pVQx(u)
and by testing at the point u € M), we obtain
() = (VIx(u),u) = p(VQx(u), u)

and since (VQx(u),u) < 0, we get necessarily that p = 0;
Hence for any u € M)y

The same computations are carried to conclude for <VQf(u), u> and J f O
Lemma 4. Let (un,)m be a sequence in My (resp. Mf) such that

In(um) < ¢ (resp. Jf(um) <c¢)
and

VI\(tum) — tm VQa () — 0(resp. VJ)\i(um) — umVQf(um) —0).
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Suppose that
2

c < T -
nKo maxgens f(x)d !

then there is a subsequence of (Um )m converging strongly in H3(M).

Proof. Let (u,),, C My

N -2
2N

N —q
uml|l®> = A /uquv
O e MR

J)\(um) =
We have

N -2 N—q ., _q q q
> 2 A2 1-% 5 2 q
In(um) > 5N [t |7 = A Ng AT2V(M) (max((14¢) Ko, A2)) 2 ||tm]]
N —2 N_q _a _a a
> P e e 2 1-% 2
I (tm) 2 [t ( o A e ATV max((142) Koy A)

x |um|q2)

(N—-2)q A—%

with 0 < X < — 7 :
V(M)' ™ N (max((1+e) Ko, Ac)) 2 [luf|1-2

On the other hand, we have

CZJ)\(um)

N-—-2 N—q _q _a q _
> |G A ATV (max(1+e) e, A)) |17 > 0
hence

0 < [lum|* <

c
q q q <

B — MRt AT RV (M) F (max((1+ €) Ko, A2)) =2
So (um,),, is bounded in HZ(M). Since HZ(M) is reflexive and the embedding
HZ(M) C H}’,“(M) (k =0,1; p < N ) is compact and we have

U — u weakly in H2(M).

Uy, — u strongly in H}’,C(M) ;p < N.

Uy — U a.e. in M.

—+00.

The Brezis—Lieb lemma [7] allows us to write

/ |Aw,y, |2dv, = / |Aul?du, Jr/ |A(ty, — u)|*dvg + o(1)
M M M
and also

muvag: xqug xum—qug o(1).
/Mf( Yt |V /Mf()lld +/Mf( Yt — N vy + o(1)

We claim that v € M. Indeed since
Um — u weakly in H2(M), we have for any ¢ € H3 (M),

/M (AumAd — a(x) (Vig,, Vo) + b(x)ume) dug

_ /M (Audd — a(x) (Vu, V) + ba)ud) dv, + o(1)
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and in particular if we let ¢ = u,
/M (AupAu — a(z) (Vig,, Vu) + b(@)umu) dug = [Jul|* + o(1)
and also if we put ¢ = u,,,, we obtain
/M (At Dty — a(2) (Vtm, Vatm) + b(@)i2,) dvg = [[uml)® + o(1).
Now since (t, )m belongs to M), we get
| Qtnl 2t @) ) o) =l +0(1)
and by letting m — 400

/ (Mt 2 umu + f(2) |V 2umu) do(g) H/ (Alul® + f(@)|ul™) dv(g).
M M
Hence
Upp,) = w) = |Jul|® - w|?dv(g) — 2)|u|Ndo(g) =
B ) = o) = [l =X [ fulrdvl) = [ p@)lulVao(g) =0
and we have

[ull + o(1) = [luml| = p.

Consequently u € M.
Also we claim that p,, — 0 as n — 400 in fact testing with w,,, we get

(VIx(um) =t V@A (tm), um) = o(1)
= (VJIx(Um); Um) — tm (VP (), U ) = 0(1).
T
hence
tim (VP (u), um) = o(1)
and by Lemma 3, we have

lim sup (V@ (um,), tm) < 0

SO Uy, — 0 as m — 4o00.
We are going to show now that w,, — u converges strongly in H2(M). First
we have

JA(Um) - JA(U)

—1 u—uQ’U—i .’EU—UNU o
5 [ Bl =)o = 5 [ @)= Vo, + o) (21)

and since u,, —u — 0 converges weakly in H3(M), by testing V.Jy(uy,) —
VJx(u), we get

(VIx(tm) — VIx(w), Uy, — u) = o(1)
— [ @m0 oy~ [ f@lum — Vo, = o(1)
M M
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that is to say

/ (D (i — u))? dv, = / F@)tm — ulN vy + o(1) (2.2)
M M

hence taking account of (2.1), we obtain

In(m) — Ja(u) = 2 /M (At — ) dvg +o(1).

n

The Sobolev inequality allows us to write

lwm —ulfy < (L4 e)Ko | (Alum —u))* dvg + o(1)
“ M
F@)tm = uldvy < (14 €)% max f2) KA — 0] + o(1).
[ (2.3)

Taking account of equality (2.2), one writes

0(1) 2 [|A (s — )3 = (1+ ) 77 ma f(2) I | A — ]l + (1)

218 =0l (1 (140 mag £ K A=) [ 2 ) +o(1),

Hence if
1
lim sup ||A(7.Lm - u)HéV_Q < n
m (1 +¢e)K,) ™7 maxzenm f(z)
we get
2 2
= |Ag (U —u)|*dv(g) < c.
nJm
Since

2
n—4

c < =
n K (max ,epn f(2)) 2

it follows that

5 1
(A(tp —u)) dvg < —5 n4 -
/M Ko (maxgen f(x)) 7

Consequently

0(1) 2 [|A(um —u)[[3(1 = (1 + ) 77 max @)K (A — u)[[~2) +o(1)

>0
which shows that

1A (um = w)|l3 = o(1)

and w,, — u converges strongly in H3(M). a
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Theorem 6. Let (M,g) be an n-dimensional compact Riemannian manifold
with n > 6 and f be a smooth positive function. Assume that the operator
Py(u) = A%u+ v/ (a(z) v, u) + b(z)u is coercive and

2
c <

nKJ maxgen fz)i=t

Then there exists a A > 0 such that for any A € (0,A), Eq. (1.1) have a
non trivial weak solution.

Proof. According to Lemmas 2, 3 and 4, we infer the existence of v € M such
that Jy(v) = ming,epr, Jx. So there is a real p such that

VIa(v) = pv Qr(v)
and multiplying by v and taking account of Lemma 3 we obtain that p = 0.
Hence v is a non solution of Eq. (1.1). O

3. Multiplicity of solutions in case of constant coefficients

When P, has constant coefficients, we set

1 A
J:\"(u) =5 (||Au||§ - oz/M |Vu|2dvg + ﬂ/M uzdvg) — g /M (u+)qdvg

1 N
Ny, f(@) (u")” dug
where
u™ = max (u, 0)

Critical points of J:\" are solutions to
A2u+OzAU+ﬁUZA((u+)q_2+f(u+)N_2) ut. (3.1)

Similar arguments as the ones used in the precedent sections give that J;r
has a critical point u. Standard arguments show that u is of class C*? with

6 € (0,1). If a®> — 48 > 0, we let x1 = O‘_;ﬂ and 7o = 0“"%‘“2% and
moreover if a > 0, then x1, zo > 0 and

(A+21) (A +22)u = A%u + aAu + fu > 0.

Applying the maximum principle twice, we obtain that u is a positive solution
of class C*?, where 6 € (0,1) of the equation

A%+ alAu + fu= A (uqfl + fuNfl).

and standard regularity results give that u is smooth.
In the same manner if we set

1 A
5w =g (18w —a [ 1vuPdn, 5 [ wan,) =2 [ jupan,

5 | f@la,
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where
u~ = min (u,0)
then the critical points of J, are solutions to
A%u+ alu+ Bu = A|u" |72+ flu" |V "2)u".

By the same argument as above we get that u~ is a negative smooth solution.
Similar arguments as the ones we used for J give that J;f' and J, have critical
points M /\+ and M, respectively where

ME ={ue H}: QF (u)=0and |ul| >p >0}
and
Q3 () = (VI3 (u), ).
Summarizing, we get

Theorem 7. Let (M,g) be an n-dimensional compact Riemannian manifold
with n > 6. Assume that the operator Py(u) = A%u + /" (a(z) i u) + b(z)u
is coercive and

2

’I”LKC? maXge pm f(x) %

c < .
-1

If moreover %2 > (8 with o > 0. Then Eq. (1.6) has two distinct smooth
solutions; one positive and the other negative.

Lemma 5. For any A > 0, sufficiently small, J\ has two local minima.

Proof. We follow closely the proof of Lemma 8 in [2]. As a consequence of
Lemmas 2, 3 and 5, we infer the existence of v; € M;r and a v € M, such
that

Ji¥(v1) = min JY (u)
uGM;

and

Jy (v2) = min Jy (u).
ueMy

Note that vy and v, are respectively smooth positive and negative solutions of
Eq. (1.6). Indeed by Lagrange mutiplicators theorem we get that
VI (1) = pv Qx (v1)
and multiplying by v; we deduce that
p=0
Hence v; is a solution of (3.1) and as in Sect. 3 we get that vy positive, hence
a positive solution of Eq. (1.6). vy is actually a negative solution of (1.6). We

claim that v; and v9 are local minima of J, if it is not the case let w,, € M)
such that w, — vy in H2 as n — +oo and

Ix(wy) < J; (v1) (3.2)
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We can choose w,, as

Ix(wy) = ueégrfwa I (u) (3.3)

where B, = {u € |lu—v1|lz2 < +}. There exist parameters A, and p, such

that -
7 Ia(wr) = A vV Qa(wn) + pin (Azwn + aAw,, + Bwn) (3.4)
with u,, < 0. Taking the inner product of the latter equality with w,,, we get

An (VQA(wn), wn) + pin a7z = 0

and we infer that \,, <O0.
Equation reads as

(=An = fn)
(1 - /\n - ,U/n)
By standard methods, w, is of class C*?, 0 < § < 1. Hence w,, goes to v; in
the C? topology, then w,, > 0. So (3.3) is a contradiction with (3.2). Hence v;
and vy are respectively positive and negative solution of Eq. (1.6) of minimal
positive energy. O

A%w, + aAw, + Bw, = f\wn|N*2wn.

Next we prove

Theorem 8. Let (M,g) be an n-dimensional compact Riemannian manifold
with n > 6. Assume that the operator P(u) = A%u+ 7% (a(x) i u) + b(z)u is
coercive and

2

nKo% maxeps f(x)i~! '

c <

If moreover %2 > 0 with o > 0. Then Eq. (1.6) has third solution w

distinct of ut and u~.

Proof. We can suppose that the minima of Jy are realized by u™ and u~. The
geometric conditions of the Mountain pass theorem are satisfied. If I' denotes
the set of paths v : [0,1] — M) such that v(0) = v~ and (1) = u™. Let
cx = infyer maxecpoq) (Jx (7))). By Lemma 4, we infer that cy is a critical
level of the function J, with critical value w and by Lemma 1.3 w € M.
Hence w is solution of Eq. (1.6) different from u™ and u™. O

4. Test functions

In this section we give the proof of Theorems 4 and 5.

Let (y!,...,y™) be normal coordinates centred at the point z, where the
function attains its maximum and S(r) be the geodesic sphere centred at x,
and of radius r (r < d the injectivity radius). Denote by do the volume element
of the (n — 1)-dimensional unit S™~*.

Put

Gr)= — / VIa(@)ldo
S(r)

Wn—1
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where w,,_; denotes the area of S"~! and |g(x)| the determinant of the metric
g. An expansion of G(r) in a neighborhood of r = 0 writes as

_ Sg(®s) o 2
G(r)y=1- o r° + o(r?)

where Sy(z,) denotes the scalar curvature of M at the point z,.
Let B(xo,0) be the ball centred at z, and of radius ¢ with 0 < 26 < d
and let n be a smooth function equals to 1 on B(z,,d) and equals to 0 on

M — B(z,,206).
Put
n—4
o) = (2 ey ot
ien o)
where
f(@,) = max f()
and r = d(z,,.) is geodesic distance to the point z,.
We let, for p — g > 1,
17 R d
= t
! /0 (L+t)P
which fulfills
p—q—1 +1 g+1
I, = ) Il and I’?H:p—q—lng'

In the case where the dimension of the manifold n > 6, we have

Theorem 9. Let (M,g) be an n-dimensional compact Riemannian manifold
with n > 6. If at the point x, where the function f achieves its mazimum

n (n? + 4n — 20) n(n—1) o () — n  Af(z,)
2(n—06)(n?—4) (n—6)(n2—4) % 8(n—2) f(x,)

Eq. (1.1) have a non trivial solution of class C*?(M), 6 € (0,1).

>0

Sg (zo) +

Proof. As in [8], we get

2)|u ()N dv(g) = 1 _ Af(zo) Sg(wo) &2
/Mf( o) o) = s (1 <2(n2)f(xo)+6(n2))
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2 () — 1 _ n? +4n — 20 202 4+ of 2
f st = o (1 s gy e o).

Summarizing we obtain

/ |Auel? — a(x)|Vuel* + b(z)uidv(g) = .
M

n—4

K& (f(zo))™5
_ —n2+4n—20 x —4(n—1) a(zs) ) €2 + o(e?
(1 <6<n2—4><n—6>59( )T D —6) (°)) ol )>'

Taking in mind that

1

() = gl = 2l - 5 [ o) dota)

where
Jud? = [ 18w = @) Vaf? + ba)uZdo(s)
M

and since A > 0, we get

Taue) < gl - / F@) e (@) ¥ du(g
n2 4 4n — 20
e (ww-aﬁg(%)
2(n—1) . I Af(zo) 2tof 2
- ") " -y fa )) ol )}
n2—|—4n—20
= nK [ ( 2(n? (%)

(n—l) ol n  Af(xo) ofe
T 6" 82 f(aro)) “Hole )]

So the condition

is fulfilled if

(n? 4+ 4n —20)n . (n—1)n alz) — Af(xo)
<2<n2—4><n—6>59‘ DT D —6"") T80 ) ) =0

In the case n = 6, the same calculations as in case n > 6 lead to

1 Af(xo) | Sy(xo)
f, Pt~ K@) (- (e )

x €+ 0(62)> . (4.1)

M:
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Also the same computations as in [8] with minor modifications allow us to
write

[ a@)Vufaots) = (a7 ((”‘4}532‘4’)T ot (ateton (5 )

+0(@)

and 7
x (”(”&2)(4”)_2)[5_1 - %Sg(xo)e2 log (é) 4 ()(62)) .
Consequently

*_a(z)|Vu)? 2)uldv(g) = (n — 4)2 W %4@0%1
[ (e Tu it = (R0

- Kﬁ(f(io))%“ (1_n(n(2n—j1)4l)§_l (ZSQ(%)M(%)) e log (é)

and taking account of (4.1), we obtain

JA(ue)§§||ueH2 ¥ [ f@luo)lVan)

< E—))% (——% (ng(:Eo)—i—a(mo))

So if in the point z, where the maximum of the function f is achieved, the
condition 25, (z,) + a(x.) > 0 i.e. since n = 6, Sy(x,) > —3a(w,) is fulfilled,
we get for e sufficiently small

2

I (ue) < ———7.
’ K (f(z0))"5"
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EXISTENCE OF SOLUTIONS TO SINGULAR FOURTH-ORDER
ELLIPTIC EQUATIONS

MOHAMMED BENALILI, KAMEL TAHRI

ABSTRACT. Using a method developed by Ambrosetti et al [I} 2] we prove the
existence of weak non trivial solutions to fourth-order elliptic equations with
singularities and with critical Sobolev growth.

1. INTRODUCTION

Fourth-order elliptic equations have been widely studied, because of their impor-
tance in the analysis on manifolds particularly those involving the Paneitz-Branson
operators; see for example [I}, (2 [3, @, [l 6, [7, &, @, 10, 13, 16]. Different tech-
niques have been used for solving fourth-order equations, as example the variational
method which was developed by Yamabe to solve the problem of the prescribed
scalar curvature. Let (M, g) a compact smooth Riemannian manifold of dimension
n > 5 with a metric g. We denote by H2Z(M) the standard Sobolev space which is
the completed of the space C*° (M) with respect to the norm

k=2

lellzz = IVFll2-

k=0
HZ2(M) will be endowed with the suitable equivalent norm

1/2
lallzon = ([ (g0 + 950l + %),

In 1979, Vaugon [I7] proved the existence of a positive value A and a non trivial
solution u € C*(M) to the equation

Azu —divg(a(z)Vgu) + b(x)u = Af(t, )

where a, b are smooth functions on M and f(¢,z) is odd and increasing function
in ¢ fulfilling the inequality

|f(t,2)] < a -+ blt|"=7.

2000 Mathematics Subject Classification. 58J05.

Key words and phrases. Fourth-order elliptic equation; Hardy-Sobolev inequality;
critical Sobolev exponent.
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Edminds, Fortunato and Jannelli [I4] showed that all the solutions in R™ to the

equation
n+4
Ay = yn—1

are positive, symmetric, radial and decreasing functions of the form
((n—4)n(n? — 4)e) s
Ue (1‘) = n—4 .
(2 + )
In 1995, Van Der Vorst [15] obtained the same results for the problem
A2y — = ulu i in Q,

Au=u=0 on 09,

where 2 is a bounded domain of R”.

In 1996, Bernis, Garcia-Azorero and Peral [9] obtained the existence at least of
two positive solutions to the problem

A2y — dufu|i™? = u|u\% in Q,
Au=1u =0 on 09,
where (2 is bounded domain of R, 1 < ¢ < 2 and A > 0 in some interval. In 2001,
Caraffa [12] obtained the existence of a non trivial solution of class C*%, o € (0, 1)
for the equation
2 « _ N-2
Aju — V¥ a(r)Vau) + b(@)u = Af(z)|ul”“u

with A > 0, first for f a constant and next for a positive function f on M.

Recently the first author [4] showed the existence of at least two distinct non
trivial solutions in the subcritical case and a non trivial solution in the critical case
for the equation

Agu — Va(2)Vau) + b(x)u = f(2)|ulV"2u
where f is a changing sign smooth function and a and b are smooth functions. In
[6] the same author proved the existence of at least two non trivial solutions to
2 _ N-2 —2
Aju =V a(z)Vau) +b(@)u = f(2)|u]™ u+ [u|?" u + eg(x)

where a, b, f, g are smooth functions on M with f > 0,2 < ¢ < N, A > 0 and
e > 0 small enough. Let S, denote the scalar curvature of M. In 2011, the authors
proved the following result

Theorem 1.1 ([8]). Let (M,g) be a compact Riemannian manifold of dimension
n > 6 and a, b, f smooth functions on M, X\ € (0, \.) for some specified A\, > 0,
1 < q < 2 such that

(1) f(z)>0on M.
(2) At the point x¢ where f attains its mazimum, we suppose that for n = 6,
Sg(xo) + 3a(zo) > 0, and for n > 6

(n? + 4n — 20) (n—1)
TR R e T

Then the equation
Agu + divy(a(z)Vu) + b(z)u = Nu|7?u + f(z)|u|V2u

admits a non trivial solution of class C**(M), a € (0,1).

1Af(x°)) > 0.

(20) = 87 (o)
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Recently Madani [I4] studied the Yamabe problem with singularities when the
metric ¢ admits a finite number of points with singularities and is smooth out-
side these points. More precisely, let (M, g) be a compact Riemannian manifold
of dimension n > 3, we denote by T*M the cotangent space of M. The space
HEY(M,T*M ®T*M) is the set of sections s (2-covariant tensors) such that in nor-
mal coordinates the components s;; of s are in HS the complement of the space
C§° (R™) with respect to the norm ||¢||2, = E:zg VEQ]l,-

Solving the singular Yamabe problem is equivalent to finding a positive solution
u € HY (M) of the equation

n—2
4(n—1)
where S, is the scalar curvature of the g and k is a real constant. The Christoffels
symbols belong to HY (M), the Riemannian curvature tensor, the Ricci tensor Ricg
and scalar curvature S, are in LP(M), hence equation is the singular Yamabe
equation.

Under the assumptions that g is a metric in the Sobolev space HY (M, T*M ®
T*M) with p > n/2 and that there exist a point P € M and § > 0 such that g is
smooth in the ball B, (), Madani [14] proved the existence of a metric g = u’¥~2g
conformal to g such that w € HY(M), v > 0 and the scalar curvature Sg of g is
constant if (M, g) is not conformal to the round sphere.

The author in [7] considered fourth-order elliptic equations, with singularities,
of the form

Agu + Syu = klu|N 2, (1.1)

A%y — Vi(a(x)Viu) 4 b(z)u = flu/N2u (1.2)
where the functions @ and b are in L*(M), s > § and in LP(M), p > % respectively,
N = 2% is the Sobolev critical exponent in the embedding H3(M) — L~ (M).
He established the following results. Let (M, g) be a compact n-dimensional Rie-
mannian manifold, n > 6, a € L*(M), b € LP(M), with s > 5, p > %, f € C*(M)
a positive function and zg € M such that f(z¢) = max,enr f(z).

Theorem 1.2. Forn > 10, orn = 8,9 and 2 < p < 5, % <s<1l orn =71,
%<5<9 and£<p<9wesuppose that
n? +4n — 20 n—4 Af(xo)
5 Oe(%0) —
6(n —6)(n? —4) 2n(n —2) f(xo)
Forn=2=6 and%<p<2, 3 < s < 4, we assume that
Sg(xo) > 0.

Then (1.2)) has a non trivial weak solution u in H3(M). Moreover if a € H(M),
then u € C%P(M), for some (€ (0,1 — ).

> 0.

In this article, we extend results obtained in Theorem to the case of singular
elliptic fourth order, more precisely we are concerned with the following problem:
Let (M, g) be a Riemannian compact manifold of dimension n > 5. Let a € L"(M),
b e L*(M) where r > %, s > % and f a positive C°°-function on M; we look for
non trivial solution of the equation

AZu + divg(a(z)Vgu) + b(@)u = Mu|"*u + f@)|ulN "2 (1.3)

where 1 < ¢ < 2 and N = ff" is the critical Sobolev exponent and A > 0 a real

1
number.
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In case the A = 0 and

4 (n—2)2+4 n—4
= icg I b= n’
o= e T g T o) 2 ¥
where
1 n3 —4n? 4 16n — 16 2
"o~ AS 52— Ric,|?
S P e g pr;) Rl s P

suppose that g is a metric in the Sobolev space HY (M, T*M ® T*M) with p > T
then the Ricci Ric, curvature and the scalar curvature S, are in the Sobolev spaces
HY(M,T*M ® T*M) and HE(M) respectively, hence b € L*(M) with s > % and
by Sobolev embedding a € L"(M) with r > %. In this latter case the equation

Agu + div,(a(z)Vu) + b(z)u = f(2)|ulN 2u (1.4)

is called singular Q-curvature equation.For more general coefficients a € L"(M)
with » > % and b € L*(M) with s > %, the equation is called singular Q-
curvature type equation. To solve equation , we use a method developed in [I]
and [2] which resumes to study the variations of functional associated to equation
[1-3 on the manifold M) defined in section 2. Serious difficulties appear compared
with the smooth case: considering the equation in section 4, we need a Hardy-
Sobolev inequality and Releich-Kondrakov embedding on a manifolds. In the case of
the singular Yamabe equation theses latters were established in [14] and in the case
of singular @-curvature type equations by the first author in [7]. In the sharp cases
(see section 5) the Hardy Sobolev inequality and the Releich-Kondrakov embedding
are no more valid so we need an additional assumption with some tricks combined
with the Lebesgue dominated convergence theorem.

Denote by P, the operator defined in the weak sense on H3(M) by P,(u) =
A?u + div(aVu) + bu. P, is called coercive if there exits A > 0 such that for any
u € HZ(M)

| Py, = Al
Our main result reads as follows.

Theorem 1.3. Let (M, g) be a compact Riemannian manifold of dimension n > 6
and f a positive function. Suppose that Py is coercive and at a point xo where f
attains its mazimum the following two conditions hold:

Af(zo) ( n(n? + 4n — 20) 1
(o) 3(n+2)(n—4)(n—6) (1+ [lall, + [1b]ls)"/*
n—2 (1.5)

_ m)Sg(a:O) when n > 6,

Sg(xg) >0 when n=6.

Then there is A* > 0 such that for any X € (0,\*), the equation (1.3 has a non
trivial weak solution.

For fixed R € M, we define the function p on M by

B d(R,Q) id(R,Q)<o(M)
@)= {6(M> if d(R, Q) > 5(M) (16)

where §(M) denotes the injectivity radius of M.



EJDE-2013/63 EXISTENCE OF SOLUTIONS 5

For real numbers ¢ and p, consider the following equation, in the distribution
sense,

X b
A2y — V’(%Viu) + pi: = Mul"2u + f(2)[ulN2u (1.7)
where the functions a and b are smooth on M.

Corollary 1.4. Let 0 <o < 2 <2 and 0 < p < % < 4. Suppose that

Af(wo) _1/(n—1n(n® +4n —20) 1 B )
e < 800 060 D) G Jal, £ g~ )
when n > 6,

Sg(xo) >0 when n =6.

Then there is A« > 0 such that if X € (0, \,), the (1.7) possesses a weak non trivial
solution uq ,, € M.

In the sharp case 0 = 2 and p = 4, letting K (n,2,y) be the best constant in the
Hardy-Sobolev inequality given by Theorem we obtain the following result.

Theorem 1.5. Let (M, g) be a Riemannian compact manifold of dimension n > 5.
Let (u,, . )m be a sequence in My such that

JA’U7H (uanmﬂwz) S ca'vl"‘
Vialy,,) = i, VOr(y,,) =0

Suppose that
2
n—4

nKy (f (@) "

Cop <

and
1+ a” max(K(n,2,0),A(e,0)) + b~ max(K(n,2, u), Ale, 1)) >0

then the equation

b
A%y — V“(%V“u) + FZ = flu)N"?u + AMu|T%u

in the distribution has a weak non trivial solution.

Our paper is organized as follows: in a first section we show that the manifold of
constraints is non empty, in the second one we establish a generic existence result
to equation The third section deals with applications to particular equations
which could arise from conformal geometry. In the fourth section and under sup-
plementary assumption we obtain non trivial solution in the critical case. The last
section is devoted to tests functions which verify geometric assumptions and by the
same way complete the proofs of our claimed theorems in the introduction.

2. THE MANIFOLD M) OF CONSTRAINTS IS NON EMPTY

In this section, we consider on H3(M) the functional

1 A 1
W =5 [ (8P =a@IVyulbl)yde == [ fultdv, = [ fa)lul v,

associated to Equation [[.3] First, we put
P (u) = (VJr(u), u)
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hence
B (u) = /M<<Agu>2 — a(@)|Vgul® + bz)u?)dvg — A /M fuldug — /M F (@) ulV dvg.

We let
My ={u€c Hy(M): ®x(u) =0 and |lul| > > 0}.

Proposition 2.1. The norm
[Jull = (/ |Agul* = a(@)|Vgul® + b(z)u’dv,)'/?
M

is equivalent to the usual norm on H3(M) if and only if Py is coercive.

Proof. If Py is coercive there is A > 0 such that for any u € H3(M),

/M P, (u)udvg > AHuH?{%(M)

and since @ € L"(M) and b € L*(M) where r > % and s > %, by Holder’s inequality
we obtain

/M uPy(u)dvy < || Agull3 + llall3 |V gull3- + 1] 2 lully

where 2* = 2n/(n — 2).
The Sobolev’s inequalities lead to: for any n > 0,

IVgull3- < max((1+n)K(n,1)%, Ay) /M(\V_,2,~,7~b|2 +[Vgul*)du,
where K (n,1) denotes the best Sobolev’s constant in the embedding HZ(R") —
L%(R"), and for any € > 0,
Jull3, < max((1 + &) Ko, Bo)lullZzan

where in this latter inequality K is the best Sobolev’s constant in the embedding
H2(M) — L%(M) and B, the corresponding (see [3]). Now by the well known
formula (see [3 page 115])

/M IVeu*dv, = /M(|Agu|2 — R ViuViu)dy,

where R;; denote the components of the Ricci curvature, there is a constant 3 > 0
such that

/ [Vouldvg < / 1A ul? + 6|V ul*dv,
M M
So we obtain

IVgul3 < (84 1) max((L+m)K(n,1)% 4,) /N 18l |Vl + )i

and we infer that
[ Patwyud <l any+ (5 + Dl max((1 4 K (0,12 Al

+[Ibll 2 max((1+ &) Ko, Be)[ull 7y ry-

Hence

/M uPy(u)dvg
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< max(L, [|b]| 2 max((1 + &) Ko, Bc), (6 + 1)[|a

2 max((1+¢)K(n,1)% A.))

>0

x ||u||?{§(M)~

O
Lemma 2.2. The set M) is non empty provided that X € (0, \g) where
(202 — 24-N)A =%
Xo = —

V(M) =) (maxerr f(x) 7% (max((1 + &) K (n, 2), A.)) 7=

Proof. The proof of this lemma is the same as in [§], but we give it here for conve-
nience. Let ¢t > 0 and u € H2(M) — {0}. Evaluating ® at tu, we obtain

Ba(tu) = Bl = Ml =¥ [ p@ful o,
Put
o) = ull = %2 [ j@)ul¥ o),
B(t) = M |lul|g;
by Sobolev’s inequality, we obtain
() 2 lull® = mays () (masx((1+) Ko, Ac)) ™/ ¥y 0yt 2

By the coercivity of the operator Py, = Af] —divy(aVy)+b there is a constant A > 0
such that

a(t) > [luf?* = AN/ max f(z)(max((1 + €) Ko, A)) T [lul NV 2,
Letting

o (t) = [[ull® — A= mae () (max(1 -+ £) Ko 4)) ™/ ] ¥ ¢
Holder and Sobolev inequalities lead to

B(t) < AV(M) ) (max((1+ ) Ko, Ao) 2 [l  py1972

and the coercivity of P assures the existence of a constant A > 0 such that
B(t) < AMTY2V (M)~ (max((1 4 £) Ko, A)) %2 ||ul 74972,
Put
Bi(t) = M~2V (M)~ %) (max((1 4 €) Ko, Ac)) %2 ||u| 9972
Let tg such aq () = 0; i.e.,
AR
Jull(maxenr () ¥ (max((1 + &) Ko, A.)) =5

Now since a1 (t) is a decreasing and a concave function and 51 (¢) is a decreasing
and convex function, then

to =

4
min  aq(t) = al(go

) ) = [lull*(1 = 227%) > 0,
t €(0, 2]

min Sy (t) = 51(%0) >0,

t €(0, %]
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where

to, 92=0 )\ (M) (1= ) A F=2 |2
27 (max((1 + &) Ko, A.)) ¥ (maxyen f(z))¥=2
Consequently @ (tu) = 0 with ¢ € (0, %] has a solution if

min «i(t) > max F1(¢);
te(0,% t€(0,%2]

Bl

that is to say

q—2 _ 9q—N == =
0< )< (2 2 )(maxme%f(x)) (max((1 + ) Ko, A.)) ~ X

ANV (M) )
Let t1 € (0, %] such that ®y(tyu) = 0. If we take u € H3 (M) such that [ul| > £
and v = t1u we obtain ®y(v) = 0 and ||v]| = t1||u|| > p; i.e., v € My provided that
X € (0, M) O

3. EXISTENCE OF NON TRIVIAL SOLUTIONS IN M)
The following lemmas whose proofs are similar modulo minor modifications as

in [§] give the geometric conditions to the functional Jy.

Lemma 3.1. Let (M, g) be a Riemannian compact manifold of dimension n > 5.
For allu € My and all A € (0, min(Xog, A\1)) there is A > 0 such that Jy(u) > A >0
where

N—2
v s A
1

V(M) ¥ (max((1 4 ¢)K (n, 2), A.))#/27a-2
Lemma 3.2. Let (M,g) be a Riemannian compact manifold of dimension n > 5.
The following assertions are true:
(i) (VPx(u),u) <0 for allu € My and for all A € (0, min(Ag, A1)).
(ii) The critical points of Jx are points of M.

Now, we show that J satisfies the Palais-Smale condition on M, provided that
A > 0 is sufficiently small. The result is given by the following lemma whose proof
is different from the one in the case of smooth coefficients.

Lemma 3.3. Let (M, g) be a compact Riemannian manifold of dimension n > 5.
Let (um)m be a sequence in My such that

In(um) < e
VIr(um) — b VO (ty) — 0.

Suppose that
2

nkg " (f (o)) (071
then there is a subsequence (U, ), converging strongly in H3(M).
Proof. Let (tm)m C My and
N -2 N —q
Ia(um) = WﬂumHQ - )\Tq /M || T .
As in the proof of Lemma we have
N -2 N —

S e 2 AV T4, g2 -2 a/2 q
Talatm) 2 =5 = A AT () (ama(1 4+ €) K, 40) "

c <
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N -2 N —
I () = ||| ( A=AV (M) (max((1 + £) Ko, A.))2/27972)
2N Ngq
>0.
(N—2)q pq/2
Since 0 < X\ < - and Jy(u,) < ¢, we obtain
V(M) ™ N (max((14+¢)K(n,2),A.))e/279-2
¢ > Jx(um)
N - 2 N - _ g _a g —
> (S A g ATEVON)' R (max (14 ) Ko, A2)) 279 [ > 0
S0
9 c
l[um|” < < +oo.

% — /\NN—;‘ZA—qMV(M)lf%(maX((l + &) Ko, A.))a/2ra—2

Then (tnm)m is a bounded in HZ(M). By the compactness of the embedding
H2(M) C H[’f(M) (k =0,1; p < N) we obtain a subsequence still denoted (tm,)m
such that
Uy, — u  weakly in Ha (M),
Upm — u  strongly in LP (M) where p < N,

Vi, — Vu  strongly in LP(M) where p < 2% =
n—
Uy — w  a.e. in M.

On the other hand since 5251 <N = %, we obtain

I/ b(@) um — ul*dvg| < bl llum — %2
M s—1

< 18l (Ko + )| A(um — w3 + Acllum — ull3).
Now taking into account
16

fo= n(n? —4)(n — 4)wﬁ/4 <! (3.1)

we obtain

y b(@) (wpm — u)*dvg < [1blls | A(um — w)|3 + o(1).
By the same process as above, we obtain

/ a()|V (tm — u)*dvg < [|all+[|A(um — w)|l3 + o(1).
M

By Brezis-Lieb lemma, we write

/M(Agum)%g - /M(Agu)%g + / (Ay (um — 1)) 2dvy + o(1)

M
a

nd
[ t@lun¥avy = [ f@ful¥dv, + [ @)~ u¥du, + (1),
M M M

Now we claim that p,,, — 0 as m — +oo Testing with u,, we obtain

<VJ>\(Um) - vaq)A(um),um> = 0(1);
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then
<ij\(um) - N7nvq))\(u'rn)7um> = <VJ>\(u7n)au7n> - ,um<V(I)A(um); um> = 0(1)7
—_———
=0
hence

P (VP (Um), ) = o(1).

By Lemma [3.2] we obtain limsup,,, (V®x(tm), un) < 050 pp, — 0 as m — +o0
Our last claim is that w,, — u strongly in H3(

M), indeed
1
Ix(um) — Ia(u) = 5/ (Ay(um —u))?dvg — — | f(@)|um —u[Ndv, + o(1).
M M
Since u,, — u — 0 weakly in HZ(M), testing with V.J(um)
<VJ)\(um) -

— VJx(u), we have
VI (w), um —u) = o(1) and
(VJ,\(um) - VJ)\(U)7

— u>
3.2
= [ Byl = vy~ [ =iy = oy
M M
then
/M(A (tm ))2dv, = / F(@) |t —ulNdv, + o(1),
and taking account of . we obtain

Tn(i) = ) = 5 [ (g = )P, =

- A m—
N M( g(u
i. e,

Ixn(um) — Ix(u N/

))2dv, + o(1).
Independently, by the Sobolev’s inequality, we have

i =l < (14 €)Ko [ (Bl =)oy + o(1) (3.3)
Since

[ @ = v, < ma @), = ¥
we infer by (3.3 . ) that

/ F(@)um = ulNdvg < (1 +¢)7= *max f(2) K[| A (um — )2 + o(1)
and using equality -,

o(1) = [|Ag(tm — uw)|[3 — (1 +&)7"7 max f()
and

1 (= w3 = (1 + £) 757 mas F(2) KT 1Ay

= (18 (tm — u)[5(1 -

Kg | Ag (um — u) |3

—u)y

x)KonjHAg(

i — )3

(1 +¢)7=7 max f(
so if

. 1
limsup || A (um — w3

m——+oo

3.4
Kg/4(maxweM f(z)i—t 34
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then w,, — u strongly in H3(M). The condition ([3.4) is fulfilled since by Lemma
Jx(u) >0 on M, with X is as in Lemma[3.1and by hypothesis,

2

c > Ia(um) > (Ja(um) — Ir(u)) = o /M(Ag(um —u))?dv,

and
2

c < n/d .
nKy' (maxzen f(x))17!

It is obvious that
®y(u) =0 and |Ju|| > 7
ie. u € M. [l

Now we show the existence of a sequence in M, satisfying the conditions of
Palais-Smale.

Lemma 3.4. Let (M,g) be a compact Riemannian manifold of dimension n > 5,
then there is a couple (Upm, ) € My X R such that VJx(tum) — pmVOr(tm) — 0
strongly in (H3(M))* and Jx(uy,) is bounded provide that A € (0,\.) with A\, =
{min(Ag, A1), 0}.

Proof. Since J)y is Gateau differentiable and by Lemma bounded below on M)
it follows from Ekeland’s principle that there is a couple (U, tm) € My x R such

that VJx(tm) — fim V®x(tum) — 0 strongly in (HZ2(M))" and Jy(up,) is bounded
i.e. (Um, Mm)m is a Palais-Smale sequence on M. O

Now we are in position to establish the following generic existence result.

Theorem 3.5. Let (M, g) be a compact Riemannian manifold of dimension n > 5
and f a positive function. Suppose that Py is coercive and

o< 2 . (3.5)

n

nKy* (f (20)) T

Then there is A* > 0 such that for any X € (0,\*), the equation (1.3)) has a non
trivial weak solution.

Proof. By Lemma and [3.4] there is u € H3(M) such that

LMM=£%Aw)
By Lagrange multiplicative theorem there is a real number u such that for any
¢ € H(M),
(VIx(u), ) = p(Ver(u), ¢) (3.6)
and letting ¢ = v in the equation , we obtain
P (u) = (VIr(u), u) = (VO (u), u).
By Lemma we obtain that u = 0 and by equation , we infer that for any
¢ € HF (M)
(Vx(u),9) =0

hence u is weak non trivial solution to equation (|1.3)) and since by Lemma u is
a critical points of Jy. We conclude that u € M. O
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4. APPLICATIONS

Let P € M, we define a function on M by

[dP,Q) ifd(P,Q) < 6(M)
pr(Q) = {6(M) it d(P,Q) > (M) (4.1)

where 6(M) is the injectivity radius of M. For brevity we denote this function by
p. The weighted LP(M, p7) space will be the set of measurable functions v on M
such that pY|u|P are integrable where p > 1. We endow LP(M, p7) with the norm

lullpp = ( / o ulPdug) .
M

In this section we need the Hardy-Sobolev inequality and the Releich-Kondrakov
embedding whose proofs are given in [7].

Theorem 4.1. Let (M, g) be a Riemannian compact manifold of dimension n > 5
and p, q , v are real numbers such that % = % — % -2 and2<p< %, For any

€ >0, there is A(e, q,7) such that for any u € H2(M),
[ull50 < (L4 K (n,2,7)?| Agulls + Ale, q,7)|ul3 (4.2)

where K(n,2,v) is the optimal constant.

In the case v = 0, K(n,2,0) = K(n,2) = K&/Q is the best constant in the
Sobolev’s embedding of H3(M) in LY (M) where N = 2%

Theorem 4.2. Let (M, g) be a compact Riemannian manifold of dimension n > 5

and p, q, v are real numbers satisfying 1 < q<p < n:“;q, y<0andl=1,2.
IfI=n (% - %) — 1 then the inclusion H}(M) C LP(M, p") is continuous. If

I>n (% - %) — 1 then inclusion H}' (M) C LP(M, p”) is compact.

We consider the equation

b
Agu + div, (Ll;if)vgu) + gj)u = Mu|72u + f(x)|ulN " 2u (4.3)
where a and b are smooth functions and p denotes the distance function defined by
(4.1), A > 0 in some interval (0,\,), 1 < ¢ < 2, o, u will be precise later and we
associate to (4.3) on HZ(M) the functional

1 s a(r) 2, b() o
Hw =3 [ (@ = S0 ,0p + 2y,
A 1
_Z q _ N
> [ v, = 5 [ @V,
If we put
@) = (VJa(u),u)
we obtain

i) = [ (@02 = 2w+ i, < [ Julvas, - [ g,
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Theorem 4.3. Let 0 <o <% <2and 0 < p < g < 4. Suppose that

sup  Jaopu(u) < 2
A0, n o
wemzon T Ky (o)) T

then there is A, > 0 such that if A € (0, \,), equation (4.3)) possesses a weak non
trivial solution us,, € M.

Proof. Let a = aéf) and b = blgff), so if o € (0,min(2,%)) and p € (0, min(4, %)),

obliviously @ € L*(M), b € LP(M), where s > 5 and p > 4. Theorem is a
consequence of Theorem [3.5 (]

5. THE CRITICAL CASES 0 =2 AND pu =4

In the cases 0 = 2 and p = 4 the Hardy-Sobolev inequality proved in case of
manifolds by the first author in [7] and is formulated in Theorem is no longer
valid, so we consider the subcritical cases 0 < 0 < 2 and 0 < y < 4 and we tend o
to 2and p to 4. This can be done successfully by adding an appropriate assumption
and by using the Lebesgue dominated converging theorem.

By section four, for any o € (0,min(2,})) and p € (0,min(4, 7)), there is a
solution u,,, € My of equation . Now we are going to show that the sequence
(to,u)o,p is bounded in H3 (M). Evaluating J ., at u,,

1 1 1
P [ @Yo, = o [ g,

Do (o) = 5”“@#
and taking account of us, € My, we infer that

N -2 9 N —q
Inon(tion) = WHUU,#H - ATq /M |t | *dvg.
For a smooth function a on M, denotes by a~ = min(0, mingecps(a(x)). Let

K(n,2,0) the best constant and A(e, o) the corresponding constant in the Hardy-
Sobolev inequality given in Theorem [£.1]

Theorem 5.1. Let (M, g) be a Riemannian compact manifold of dimension n > 5.
Let (tm)m = (Uo,, p, )m be a sequence in My such that

JA,U,u(um) < Co,p
VI (um) — o, , VP () — 0.

T

Suppose that
2

n K(n,2)"/*(maxzen f(2))n=H/4

Cop <

and
1+ a” max(K(n,2,0),A(e,0)) + b~ max(K(n,2,p), A(e, u)) > 0.
Then the equation

b
A= (V) o = Sl P Al

has a non trivial solution in the sense of distributions.
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Proof. Let (um)m C Mx o,

N —2
2N

As in proof of Theorem [3.5] we obtain

N -2
Ino(tm) = [l (S5
N

A a2 - /2,02
A APV ) (max(1 4+ 9)K (n,2), 4.))%7 ) >0

Ino(tm) = 5= [lum* — |dvg

where

(N—2)q rq/2
2(N— q)A TH

V(M)lf%@nax(( + 5>K(n’ 2), AE>)q/27_q_2 .

0< A<

First we claim that

lim inf A, > 0.
(o,n)—(27,47)

Indeed, if v1 4, denotes the first nonzero eigenvalue of the operator

— A2 - giv( ™ b
P, = A dlv(pavg) + p
then clearly A, > v1,5,. Suppose on the contrary that lim, )2~ 4-)inf Ay, =
0, then liminf(, ) (2~ 4-) V1,0, = 0. Independently, if u, , is the corresponding

eigenfunction to vy 5, we have
2
a|lVu bu
2 o o
o= B+ [ Ay [ Moy,
p° M P

2 ‘ u?ru
> [Bunyl o [Tl o [ Lo,

where ¢~ = min(0, mingeps a(x)) and b~ = min(0, mingeps b(z)). The Hardy-
Sobolev’s inequality given by Theorem [4.1] leads to

)

(5.1)

Vg, ,.|?
[ el s, < G191Vt lI? + 19
Mo P

and since
IVIVtoull* < V20ul* < | Augul* + Bl Vg,
where > 0 is a constant and it is well known that for any € > 0 there is a constant
¢(g) > 0 such that
IVt pul|* < ell At pu|* + €lluug .
Hence )
[ el an, < 00+ e 0un P+ Ao 62)

Now if K(n,2,0) denotes the best constant in inequality (5.2]) we obtain that for
any € > 0,
Wonl® g, < (R(n,2,07 + ) Aug ul? + 4 2 (53
L vg < (K(n,2,0)" + &) || Aug,pl|” + Ale, o) luoul”. (5.3)
By inequalities (4.2| @ ﬂ and (| , we have
Viop > (1+a” max(K(n,2,0),A(e,0))
+ b7 max(K (n, 2, i), A(e, 1)) ([ At |* + [[to,]1)
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So if

1+a max(K(n,2,0),A(,0)) + b max(K(n,2,u), Ale,u)) >0
then we obtain lim, ,(us,,) = 0 and |lus,|| = 1 a contradiction. The reflexivity

of H3(M) and the compactness of the embedding H2(M) C H;f(M) (k =0,1;
p < N), imply that up to a subsequence, we have

Uy, — u  weakly in Ha (M),
Um — u  strongly in LP(M), p < N,
2n
—9’

Vi, — Vu strongly in LP(M), p < 2* =
n
Uy — U a. €. in M.

The Brézis-Lieb lemma allows us to write

/M(Agum)deg _ /M(Agu)deg + / (Ay (um — 1)) 2dvy + o(1)

M

and
| t@lunl¥dvy = [ p@lalav, + [ s, = ulVdo, + o)
M M M

Now by the boundedness of the sequence (um,)m, we have that u,, — u weakly in
H2(M), Vi, — Vu weakly in L?(M, p~2) and u,, — u weakly in L2(M, p~); i.e.,
for any ¢ € L*(M),

/ @Vungodvg:/ @VuV@dvg—i—o(l)
M P M P

and

/&ﬁ)umwdvgz/ &f)wpdvg—i—o(l).
M P M P

For every ¢ € H3(M) we have

/ (820 + divy (229, 0) + 200, ) g,

M pom p (5.4)

= [ Ol + @t Yt )y
M

By the weak convergence in H3(M), we have immediately that

/M (bA;umdvg = /M ¢A3udvg +0o(1)

and

/M(C;Eji) Vgl — agf)vguﬁbdvg

a(x a(x a(x
= / ( ET )Vgum + %(Vgum — Vaum) — —5=Vu)pdug
Mo p p
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Then

} ( gum - QV ’U/)(bd’l}q’
< |/M pom vgum - ;VgUm ¢dﬂg| + | /M(Ci?vgum - (I/E;C)Vgu)qﬁdvg}

1 1 a(x
< / |a(2) PV gum || —— — —|dvg + |/ Lg)vg(um — u)¢dug|.
M pemp M P

(5.5)
The weak convergence in L*(M, p~2) and the Lebesgue’s dominated convergence
theorem imply that the second right hand side of (5.5) goes to 0. For the third
term of the left hand side of (5.3)), we write

pom pom

I R

1 b
< /M |b(a:)¢um||ﬁ - oy + |/M gj)(um vy,

Here also the weak convergence in L?(M, p~*) and the Lebesgue’s dominated con-
vergence allows us to affirm that the left hand side of converges to 0.

It remains to show that g, — 0 as m — +o0 and u,, — u strongly in H3(M)
but this is the same as in the proof of Theorem which implies also v € M. 0O

and

(5.6)

6. TEST FUNCTIONS

In this section, we give the proof of the main theorem to do so, we consider a
normal geodesic coordinate system centered at xo. Denote by Sy, (p) the geodesic
sphere centered at xo and of radius p (p < d which is the injectivity radius). Let
dQ be the volume element of the n — 1-dimensional Euclidean unit sphere S»~! and

put
amzlémwmmm

Wn—1

where w,,_1 is the volume of S"~! and |g(z)| the determinant of the Riemannian
metric g. The Taylor’s expansion of G(p) in a neighborhood of zg is given by

Glo) =1 a0 2y o2

where Sg(20) denotes the scalar curvature of M at xy. Let B(xzo, ) be the geodesic
ball centered at z¢ and of radius § such that 0 < 26 < d and denote by 1 a smooth
function on M such that

1 on B(zg,d)
n(z) =
0 on M — B(xg,29).
Consider the radial function
n—4n(n?—4)e* s
uelz) = (( )n( ) n(p) _
F(xo) (P07 + )5
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with
0= (1+ [lallr + 1]l )"

where p = d(zg, ) is the distance from xg to x and f(z¢) = maxgep f(x). For
further computations we need the following integrals: for any real positive numbers
p, g such that p — ¢ > 1 we put

1! v d
= t-
=l T

The following relations are immediate

JUR ek Sty VTS B Ry
p+1 P p+1 p—q—l p+1-

6.1. Application to compact Riemannian manifolds of dimension n > 6.

Theorem 6.1. Let (M, g) be a compact Riemannian manifold of dimension n > 6.
Suppose that at a point xo where [ attains its mazimum the following condition
A 1 — 1)n(n? 4+ 4n — 20 1
f(zo) <7((n2 )n(n” +4n — 20) i _1)59(%)
flo) 3\ (n?=4)(n —4)(n—6) (1+ [a, + [bl]s)"/
holds. Then (1.2)) has a non trivial solution with energy
1
Kn/4 z_ :
o/ (maxgen f())

Proof. The proof of Theorem reduces to show that the condition (3.5 of The-
orem [3.5]is satisfied and since by Lemma [2.2] there is a ¢ty > 0 such that tou. € M)y
for sufficiently small A, so it suffices to show that
1
sup Jy(tu,) < —%

t>0 Ky (maxgepm f(x))%—l'

J)\(u) <

To compute the term [, f(z)|ue(x)|" dvg, we need the following Taylor’s expansion
of f at the point xg

9 f(z0)
f(m>:f(x0)+W'8;j

and also that of the Riemannian measure

y'y’ + o(p?)

1 o
dvy = 1= & Rij(ao)y'y’ +o(p?)

where R;j(z0) denotes the Ricci tensor at xo. The expression of [, f()|uc(z)[" dv,
is well known (see for example [I1] ) and is given in case n > 6 by

M ()N do. — o . Af(zo) Sg(@o) 24 ofe?
| @) e, o a2y e o) o)

where K is given by (3.1) and w,, = 2"’117?71%1_1 and w,, is the volume of S™,
the standard unit sphere of R"*! endowed with its round metric.
Now the restriction of |aa“pf to the geodesic ball B(zg,d) is computed as follows

|%
dp

(n —4)n(n? — 4)e )n%; p
n—2

f (o) (57 +e0)™

| Bwo,s) = | Ve = 672 (n — 4)(
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and Since a € L"(M) with r > n/2 we have

_ 2 _ f)edy not .
[ o, <o - ap (B0 gt
B(wo,é)

f(zo)
g 2r4n—1 r—1
e 5
Since
we obtain

n—4 1-1
) lallrw, 3

/ a(z)|Vue*dv, < 07*(n — 4)2((
B(:vo, )

5 20 4p—1 r—1
T—1 Sy(x -
X (/ £ (n—2)r dp(l - %92 + 0(p2))>
0 ((pf)* +e€2) T "

and by the following change of variable

t= (&0)2 ie p= Vi
€

0
we obtain
/ a(z)|Vue|*dv,
B(z0,9)
o — 4n(n? —4)e*\ T _ _n
<O — 4)2 (n . (n—4)+2
<o = () T el e

(8 P S (5 3+ r1
X (/ —2)r dt — g(xO) 9_262/ ﬁdt + 0(€2>)
0 (t+1) 71 6n 0 (t+1) =1

Letting e — 0 we obtain

/ a(z)|Vue|*dv,
B(CL‘(),(S)

(n —4)n(n? — 4)et

1 1 n— _1 n
< 2—1—{-;0—71(1—;)(” _ 4)2( f(xo) ) 44 :Li;e—(n—4)+2—7
n—2 _ S ( ) +T re1
x (n— 21>r -0 ZgGTI(i zlwl Zto(e?) .
Then
/ a(z)|Vu,|*dv,
B(Ig,a)
” —4 2 _ 4 4 n—4 1 (pe n
e O e I 1= L
n—2 r—1 —1 S n 2_ _r
% 13:-72; S {1 _ LQQ ( )I(2n+;)r1 [<n . T 2 + 0(62)]
r—1 r 6n r—1 r—1

It remains to compute the integral fB(zo 95)— B(20.6) a(x)|Vue2dv,.
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First we remark that

(220)? q
| h(t) ¢ dt| < 0(1)2(q7p+1) — C2p—a—1)
(%)2 (t + 1)1) €
and since p — g =n — 4 > 3, we obtain
(2282 ;4 )
h(t)———dt =
e POt = o)
and then
/ a(z)|Vu|*dvg = o(e?). (6.1)
B(z0,20)—B(z0,0)
Finally we obtain
/ a(z)|Vue|*dv,
M
gl g —4)n(n? — 4)et\ T -1 (o ayig_n
< 2 1“’71‘9 Ne—g n_4 2<(n ) all,w _r€ (n 4)+2 P
n—2 r—1
X (Iﬁ;i;r' - +0(e2)).
=1
Letting
n _ 4 241 n— T;Tl " n—=2 r T:1
A=K (n = 4) ZTXI(” DT (2 — 1)) (I(W?_Jj*) (6.2)
r r—1
we obtain
/ a(@)|Vue*dvg < 62_%9%&%%”%1 +o(€%)).
M Ky (f(z0)) ™

Now we compute

/ b(z)uldo, :/ b(x)ufdvqu/ b(x)uZdv,
M B(Ig,a) B(w0,26)7B(z0,6)

and since b € L*(M) with s > %, we have

/ b()u2dvy < 1]t %o -
M s—1

Independently,
2 _ ((n—Dn(n? — 4)et\ T
el e pag,s) = ( f(o )
s n—1 -
, :
o — ([ Vi@ie)a)
O ((ph)? 4 e2) T M)
and
Sg(xo)
dQ = n— 1 - g ’ i .
/sm l9(2)]dQ = w 1( o OOV ))
Consequently,
2 _ ((n=4)n(n® —4)et\ =T
el e oo,s) = ( f(zo) )
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s—1

: 4 n—1 s—1

s—1 Sy(x s

Wy X (/ £ (n—4)s (1 - g6( O)p2 + O(pz))dp) :
0 ()2 ) B "

And putting t = (pf/€)? , we obtain

2 _((n—4)n(n? — 4)et\ = =1 pagd_n
”UeHS{sl)B(IO’(;) = ( 7(z0) ) (Wn-1)"7 € s
(Lo
2 S et
07" 28y (w0) ys [ 13 wr2)) T
- "9\ +2/ ﬁdtJro(e +2)) )
12n 0 (t+1) D

Letting € — 0, we obtain

2 ((n — 4n(n? — 4)€4> = (wn_l)%e—n+4+4—g

el 25 B(20,6)

f(zo)
n +oo 5
s s— t
x 97T (S) 1(/ Y a
9 (n—4)s
0 (t+1)G=D
S +o0 t5+1 o
_ %629*2/ ﬁdt + 0(62))
n 0 (t + 1)@
Hence
||“€Hi'iz,3<xo,é)

_ ((n — 4)n(n? - 4)64)%74((0 1)5216—"+4+4—%9—"ﬁ(§)521

f(wo) " 2

+00 n +00 nq s—1
t S t s
X (/ ﬁdt — 072%62/ %dt =+ 0(62)) )
0 (t+1)GD n 0 (t+1) G0
or
—n(n? =4\ T fwp1\ 5 4n s
e, = (S Y (noy oz gny
T f(xo) 2
n s—1 0=2(s —1)S, Zo n 1241
X [(1&74)5) s ( 12 )5 )(I<2n—4>s) SI<2n—4>s€2+0(62)]

(s—1) ns (s—1) (s—1)

Finally, by the same method as in equality (6.1)), we obtain

/M b(x)uidv,
< ||b||s((” — 4)n(n? — 4))%4(%4 ) At gy ((1374)5) e 0(52)).

f (o) 2 -1
Putting
g
B = Ky/!(n = 4)n(n? = )7 (5T (1L, ) (6.3)
EY
we obtain
. 16l B

/ b(z)uZdv, < R A S L
M Kq (f(xo)) ™+
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The computation of [, (Auc)?dv, is well known see for example ([11]) and is given
by

o-m 24 4n -2
/ (Aue)?dv, = i — (1 - n2+ n—20
M K (f (o)) T 6(n* — 4)(n — 6)

Summarizing, we obtain

/ (Aue)? — a(x)|Vue|* + b(z)udv,
M

S, (z0)e® + 0(62)).

0771/ n
< s (14 TR0 Al + € F 0B |
Koy f(fﬂo) 4

n? + 4n — 20

a msg($o)e2 + 0(62)),

Now, we have

Ta(tu0) < Joftue) = el - /.f e (@) [N de,
9_" 1 2 2_7 — 1 7; _< 1 tN
< W{Qt (1420777 Allall, + = F0~ =T Bb|ls) - -
Af(zo) Sy(wo) \tN 1, n?+4n—20
[(Q(n —2)f(z0) 6(;; — 1))F — 3! 6(n2 — 4)(n — 6) Sg(xo)}@}

+ o(€?)
and letting € be small enough so that

L+ 507 Alal|, + €507 B[b]l, < (1+ [fall, + [b]l,)*

and since the function ¢(t) = 047 - Wv with a > 0 and ¢t > 0, attains its maximum
at tg = a¥2 and
2
to) = —a™/*,
plto) = —a
Consequently,
20— Af(l’o) S (.’L‘o) t(])V
J,\tu€<—1—i-ar—|—bS + 4 -
(buc) nKn/4f( 0) T { lafl- =+ 11l [(2(7172)]“(:170) 6(n—1)) N

1 n? 4+ 4n — 20
‘égamizﬂﬁi®3“%ﬂg}+“3)

Taking into account the value of # and putting

B Af(xo) Sy(zo) \tY 1 n?2+4n—-20
h() = (2(n — 2 f(z0) T 6(2 —1) ) N 26(n2—4)(n—6) So(xo)t”
we obtain )
I (tue
Sup Jalfue) < n KD (maxeens f(z)% 2

provided that R(¢g) < 0; i.e.,

Af(xg) n(n? + 4n — 20) 1 n—2

Floo) < (G + 9n = 00— 8 (T Tall, T~ = 1)) S0

Which completes the proof. (I
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6.1.1. Application to compact Riemannian manifolds of dimension n = 6.

Theorem 6.2. In case n = 6, we suppose that at a point xo where f attains its
mazimum Sg(xg) > 0. Then the equation (1.2)) has a non trivial solution.

Proof. The same calculations as in case n > 6 gives us

M ()N do. — o B Af(zo) Sg(20) 2ol
/Mf( )lue ()| ™ dvg th/‘l(f(xo))"T*“ (1 (2(n—2)f($0)+6(n—2)) ol ))

Also, we have

and

B n S
/ b(z)uidv, < %64_39_ﬁ + (1 4+ o(€?)).
M Ko (f(x0)) =

where A and B are given by (6.2]) and (6.3)) respectively for n = 6. The computa-
tions of the term [, (Auc)?dv, are well known (see for example [I1])

| @uydnta)

=0""(n—4)? ( (n —4)n(n® —4) ) T Wpo1

f (o) 2
nn+2)(n—2) 21 2, , ) 1 ,
(an - 50 Sy(zo)e log(?) + O(e ))

g—n
Aue)*dvg = s\
L(“)% m“wmw4@ n?(n? — 4L

Now summarizing and letting € so that

n

_n_,,__n_ _ __n_ 4
L+ r 971 Albls + €' 5671 Blla]l, < (1+ [lall, + [|blls) ™

we obtain

1 1
< = 2_ = N
) < gl =5 [ f@lucde)Vav,
H—TL 2 tN

t 4
< — S (L [l + Bl — S
%MW%D4b N

—4 1
- 0725, (wo)2e log( )| + O(E).
€

n2(n? — 4)[,?_1

The same arguments as in the case n > 6 allow us to infer that

2
max Jy (tue) < —
=0 n Ko/ (f(w0) "
if S¢(xo) > 0. Which completes the proof. O
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1. Introduction

Fourth order elliptic equations have been intensively investigated the last decades partic-
ularly after the discovery of an important conformally invariant operator by Paneitz on
4 — dimensional Riemannian manifolds [1] and whose definition was extended to higher
dimension by Branson [2].This operator is closely related to the problem of prescribed
Q-curvature. Many works have been devoted to this subject (see [3-21]). Let (M, g) be
a compact smooth Riemannian manifold of dimension n > 5 with a metric g. We denote
by H22 (M) the standard Sobolev space which is the completion of the space C* (M) with
respect to the norm

k=2
=2 [v]
Il ;OH 0|,

where ||.||, denotes the L2(M ) -norm. H22(M ) will be endowed with the equivalent suitable

norm:
1
2
el 200y = (/M ((Agu)” + |Veul* +?) dvg) .

Recently, Madani [22], has considered the Yamabe problem with singularities which he
solved under some geometric conditions. The first author in [8] considered singular fourth
order elliptic equations with singularities of the form

*Corresponding author. Email: m_benalili@mail.univ-tlemcen.dz

© 2014 Taylor & Francis



Downloaded by [Universita Studi |a Sapienza] at 02:06 04 September 2014

2 M. Benalili and K. Tahri

A%u — Vi (a(x)Viu) +bx)u = flulNu (1)

where the functions a and b are in L*(M), s > % and in LP(M), p > % respectively,

N = ,,ZT"4 is the Sobolev critical exponent in the embedding H22 (R — LN (R™). He
established the following result:

THeorREM 1.1 Let (M, g) be a compact n-dimensional Riemannian manifold, n > 6,
aeL*(M), be LP(M), withs > 5, p> 7, f € C®(M) a positive function and P € M
such that f(P) = maxyepy f(x).

Forn > 10,orn = 9and§1 <p<llorn=8and?2 < p < Sorn =17 and

% <s<9, % < p < 3, suppose that
n? +4n — 20 n—4 Af(P)

S, (P) —

6(n—6)(n*—4) 2n(n —2) f(P)

> 0.

Forn = 6and% < p <2 3<s <4, suppose that
Sg(P) > 0.

Then the Equation (1) has a non trivial weak solution u in H22 (M). Moreoverifa € Hy (M),
then
u € C%8, for some B € (0, 1 — 4’—11,)
For fixed R € M, we define the function p on M by

[d(R. Q) ifd(R. Q) <8(M)
p(Q) = {5(1\4) ifd(R, Q) = 8(M) )

where § (M) denotes the injectivity radius of M.
In this paper, we are concerned with the following problem: for real numbers o and p,
consider the equation in the distribution sense

A%u = Viap " Viu) + p~%bu = A ul? 2 u+ Fx) ulNu 3)

where the functions ¢ and b are smooth on M, I < g < 2 and A a real parameter. Denote
by P, the operator defined on H22 (M)by u — Pg(u) = A%y — Vi(ap~"Viu) + p~%bu.
We look for multiple solutions to Equation (3). Our main results state as follows:

THEOREM 1.2 Let (M, g) be a compact n-dimensional Riemannian manifold, n > 6,
a, b, f are smooth functions with f a positive function and x, € M such that f(x,) =
maxyecy f(x). Let 0 < 0 < 2and 0 < pu < 4. Suppose that the operator Py is coercive
and

S ey + sty < 0 and Sg (x0) > 0 incase n > 6

Sg(x5) >0 in case n = 6.

Then there is Ay > 0 such that if A € (0, Ay), the Equation (3) possesses at least two
distinct non trivial solutions in the distribution sense.
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The proof of Theorem 1.2 relies on the following Hardy—Sobolev type inequality (for a
proof see [6]).

Lemma 1.3 Let (M, g) be a compact n- dimensional Riemannian manifold, p, q and y
real numbers satisfying

nq y 1 1 n
1<g=<p=< , n>2q —=-2+4n|—-———)>——.
n—12q p q P

For any ¢ > 0, there is a constant A(e, q, y) such that
q
VF € H{OD, 11} < (40 KUng. ) [V | 4+ A.q. ) L1

Inthe particularcasey = 0, K (n, g, 0) = K(n, q) is the best constant in Sobolev inequality
of the embedding H22 (R") < L4 (R™).

For brevity along all this work we put K, = K (n, 2).
Let 0 and u be as in Theorem 1.2, the Hardy—Sobolev inequality given by Lemma 1.3
leads to the following inequality

|Vul? ) 2
dvg < C(IV [Vulll* + [ Vull*)
M

PO

where C > 0 is a constant.
Now since

2
1V 1Vall? < | V2| < au)? + 8 | Val?

where 8 > 0 is a constant and taking account of the following well known inequality: for
any ¢ > 0 there is a constant ¢ (¢) > 0 such that

2 2 2
IVull® < & [|Aull” 4 c |lul|

we infer that:

|Vul|? 2 2
- dve < C(1+e¢)||Aull”+ A(e, 0) [lull”. 4)
M P
Let K (n, 1, 0)? be the best constant in inequality (4) and K (n, 2, w)? be the best one in

2
u
—dvg < C(1+e) | Aull®>+ A (e, p) llul®.
M P*

Forany 0 <o <2and 0 < u < 4, denote by u,,;, the solution of Equation (3) given in
Theorem 1.2. In the sharp case 0 = 2 and ¢ = 4, we obtain the following result:

THeEOREM 1.4 Let (M, g) be a Riemannian compact manifold of dimension n > 5.
Suppose that the operator Py is coercive and let be a sequence in
M, such that:

(“m ) (0,10)€]0,2[x10,4[

J)»,(r,u(u,,,ﬂ) — Ao,
VIu,,) - 0
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Assume moreover that >

lag.u| < ———
n Ky (f(xo) *

and
14+a maxK(n, 1, 2)2 +b” max K (n, 2, 4)2 >0

then the equation
b
Au=vr (%Vw) * p_l: = F 1l u )

has at least two distinct non trivial solutions in distribution sense. Where for a smooth
SJunction w on M, w~ = min (0, minyepy w(x)).

We consider the energy functional J, defined by: for each u € H22(M )
1 A
J.(u) = —/ ((Au)2 +a(x)p ™% |Vul> + b(x)pf”uz) dvg — —/ lul? dv,
2/m q9Jm

— %/M F) lulN du,.

Put
D, (u) = (Vh(u), u),
then
®; (u) = / ((Au)2 +a(x)p~% |Vul® + b(x)p7“u2> dv, — k/ lul? dv,
M M
—/ SO Jul™ dug

M

and
(VD) (1), u) = 2/ ((Au)2 +a(x)p~% |Vul® + b(x)p_“uz) dvg — )Lq/ lul? dv,
M M

—N/ £ [ulN d,.
M

It is well-known that the solutions of the Equation (3) are critical points of the energy
functional J;. On the other hand the Nehari minimization problem writes as follows:

oy = inf Jy(u)
ueNn,

where
Ny, = [u e HRM)\ (0} : @) =0}
Note that N, contains every solution of the Equation (3) and splits in three parts
Nt ={ueNy: (VO,(u), u) > 0}
N, ={ueN,: (V®, (), u) <0}
N ={ueNy: (V& (), u) =0}.
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Since the operator Py is coercive we obtain as in [9] that
1
2

lull = ( / (A +at0p™ [Vul + b)p~"u?) dvg)>
M

is an equivalent norm to the usual one on HZZ(M ).

2. Some preparatory lemmas
Before stating the proofs of our main results as in [24], we give some nice properties of
N;t, N, and N).
Put
B (N=2)q A?

2(N —q) VM)~ ¥ (max(K,, A:)3

Ao (&)

where A is the constant of the coercivity of the operator P, V(M) is the volume of
the manifold M and K,, A, are the constants appearing in the Sobolev inequality of the
embedding H22 (R") < LP (R"). The following lemma shows that the minimizers of J,
on N, are critical points for Jj.

LemMma 2.1 Let A € (0, Xo), if v is a local minimizer for Jyon N, and v ¢ NY. then
VJ,(v) =0.

Proof If v is a local minimizer for Jyon N,, then by Lagrange multipliers theorem, there
is a real number 6 such that for any ¢ € H22 (M)

(VJ4.(0), ) =0 (VP,.(v), ¢).

If & = 0, then the lemma is proved. If it is not the case we pick ¢ = v and we use the
assumption that v € N, to infer

(VI (v), v) =0 (VP,.(v),v) =0
which contradicts that v ¢ NY. O
Now we give some technical lemmas:

Lemma 2.2 There is A1 > 0 such that for any A € (0, L1) the set N)E) is empty.

Proof Suppose that for every A > 0 there is A’ € (0, A) such that N)?/ #@andletu € NE/
ie.

(VO (u), u) =2 flul* — Vg llulld — N/ F) [ulN dvg =0
M

and by the fact that

Dy (u) = [lull* — ||u||3—/ Fo) [ulN dvg =0
M
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we get
N —
ul> = 2—q/ fx) |u|Ndvg (6)
—q9 Jm
and also
N —
M lulg =—q/ F0o) ul™ dv,. (7)
2—q Ju

Independently by the Sobolev inequality and the coerciveness of the operator P, we obtain

/ £ Y dvg < max f(x)A™ 7 (max((1 + &) Ko, AT [lu]Y ®)
M xeM

where A denotes the constant of the coercivity. From (6) and (8) we deduce that

9

1
> [(N — @) A~ (max((1 +£)Ko, A)) * maxien f(x)] o
- 2= '

Now consider the functional /;, : N, — R given by

q = =
N—g\Z2—q |7 ( llul? \* f N
Lou) = | (=—2) =—1 _ .
o (u) [(2—4}) N—q:| (?\’IIMIIZ) Mf(x)lul dv,

If u € N, then (6) and (7) give

q

Nog\t2—q 177 | (55 f Fo Y dvg )
) = <2—q) N—gq

52 S £O N dvg

[T

—f ) [ulN dvg = 0. (10)
M

Putting

and taking account of the coerciveness of the operator P,, the Sobolev inequality and
equality (6) we get:

AT
Wi V(M)l’% (max((1 + &)K., As))%

Ly(u) =0

2
1 ( ) )
w () >0 7 7 7
MATIV (M) "N (max((1 + &) Ko, Ap)) 2 |lul|?
—/ f(x)|u|Ndvg.
M
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That is to say

( A% )422
Ly(u) >0 7 7
ANV (M) =¥ (max((1 + &)K., Ap))?

— || 5= ) A 2 ((max((1 + &)K,, Ag)) 2 max f(x) .
2—gq xeM

Hence, if A is sufficiently small, soas A > Oand I5/ () > Oforallu € N S,. This contradicts
(10). So there is A1 > 0, such that for any A € (0, A1), the set NO = 0. O

From Lemma 2.2, N, splits as N, = N;“ UN, where 0 < A < A;. We define

o), = inf Jy(u), a;' = inf J;(u) and o, = inf J;(u)
UeN;, ueN;r ueN,”

LemMma 2.3 Foreach A € (0, A,), the functional J), is bounded from below on N;'.

Proof IfueN A+ ,then by the Sobolev’s inequality, we deduce that:

N-2 o A(N-g

JA(M)=W||M|| _q—N”u”Z

5@ = Y2 e =2 XLy () (max((1 + ©) Ko, 40 ull?

A -_ 2N Nq (X} & HZZ(M)

and taking account of the coerciveness of the operator Pg, we infer that
N -2
2N

N —gq
lull — A ——

D) > ATV (M) (max((1 + &) Ko, A))? [lu]l?

where A is the constant of coercivity of the operator P,.
If |u|]| > 1, then

N -2 )LN—q
2N Ng

I (u) > [ ATTV(M)'F (max((1 + &)K., Ag»g} ] .
So, if ,
O<)\,< (N_Z)qAZ 7 q:)\,
2(N — q) (max((1 + &)Ko, Ae)2 V(M)W

we get
J,. () > 0.

Ifue N;" with |ju|| < 1, we obtain that:

N —
Juw) > ==L ATHV () (max (1 + &) Ko, Ac).
q
Thus J; is bounded from below on Njy. O

As a consequence of Lemma 2.1 we obtain:
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Lemma 2.4 If X € (0, A,), then

o) = inf J,(u) <O.
+
ueN)L

Proof Ifu e N, then

N -2 2 AN —gq) q
J = A
(1) N flull Ng llullg
and since
(VO (u), u) =2 [lul® — g llull§ — Nf @) ulN dvg >0
M
we get
AMN—¢q) (1 1
Jr(u) < N (5 - c_]> lulld <0
ie.
inf J,(u) <O0.
ueNA+
O
LemMma 2.5 Forevery A € (0, min(Ag, 11)),
a, = inf Jy(u) > 0.
ueN,
Proof Ifu € N, ,then
N -2 5 AN — q) q
J = — -
o (u) N fluell Ng llullg
and since
(VO3 u), u) =2 Jull* — rq llulld — N/ F) ul™ dvg <0 (11)
M
we infer that
A(N —q)
lull? > =—==llulld . (12)
(N —2)

By the Sobolev inequality and from the coerciveness of the operator P,, there exists a
constant A > 0, such that
N -2
2N

N —gq
ul| — A ——
N

T(u) > ATTV(M) N (max((1+ &) Ko, Ae))? [lull? .

Soifu € N, and [[u|| > 1,

N -2 N —
TV quA’%WM)‘f"v(max<(1+e>Ko,As>)3}||u||q (13)

J(u) > [
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hence if .
(N —2)q A2

O< A< 7 7 = A
2(N —q) V(M) ¥ (max((1 + &) Ko, Ag))?

then
J,.(u) > 0.

In case u € N, and |lul]| < 1, by the Sobolev inequality, the inequality (11) and the
coerciveness of the operator P,, we obtain

0<&=lull<l

where

(N — q) maxyepm f(x)

and A is the constant of coerciveness of the operator Pg.
The inequality (13) becomes

§= [(2 —q) AT (max((1 + &)K., As))_gv]N2

N-2 N —
NOE £ 2 =LAty F (max((1 + ) Ko, A
2N Ngq
Hence, if we put
N=2) 42 5 %
hy = —— 20 - (14)
V(M) ~ ¥ (max(K,, Ag))2
and take A € (0, min(Ag, A1, A2)) we obtain
SH(u)>C=>0
where C is a constant depending on N = nzT”4, A, V(M), K, and A,. So
inf J;, (1) > 0.
uEN;
O

Foreachu € H22 (M) — {0}, define

E@t) =>4 ||ul® —rN“I/ flulY dvg
M
so E(0) = 0and E(¢) goes to —oo as t — +o0. Also for r > 0, we have

E®N)=Q—q)t" 1 |ul®>— (N —g¥N 4! / flul™ dvg
M

1

: _<2—q)N12 >\

o — — .
N—gq Jag [ 1ulY dvg

Hence E(t) achieves its maximum at 7, and it is increasing on [0, #,) and decreasing on
[to, + 00).

and E'(t) =0 at
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Evaluating the function E at #,, we get

[S)

2, =49
2—q\ "2 ]| 2 v
=4 )l
N—gq [y £ 1ul™ dvg

2— g\ V4 lull? N
(N q) (fo|M|Nd‘Ug> / f|u| dvg

q

N 2<2 q) Jull ¥
e _
NN =4y il dvg)

E(1,)

By the Sobolev inequality we get for any € > 0,

)=z

/M Flul™ dvg = 1 F oo (K2 +€) aul + A o) lul)
%
< 1/l max (K3 +€ A©) " lully,

N
_N z
= AT flloomax (K2 +€,A @) ful”

N
=C7 || fllo lull™

where A is the constant of the coercivity, K, the best constant in the Sobolev inequality and
A (¢€) the correspondent constant, || flloo = sup,cpy |f(x)] and C = A~ max (Ka2 + €,

A(e)).
Consequently
N-2(2-q\"4
— —q -4 N@g=2)
E (1,) > — C2V=2 4. 15
(to) = 5 — q(N—q) f Moo Nl 15)
Independently and in the same way as above we get
lulld < A= Svol(M)! =R € lul)?. (16)
Hence
E(0) =0 <Allulg < E(t,)
provided that
¥2 (= ) ||f||oo
A=
V(M)l—fc =3

Consequently by the nature of the function E(t) we infer the existence of ¢~, t* with
0 < t+ < t° <t~ such that

Mullg = E@™) = E@). a7)

and
E'tT) >0> E'(t7).
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Now we evaluate ®; att u and at 1 Tu to get
(7 u) = (VI (t7u), 1 u)
= ()l - ()" /M FlulY dvg — 2 (1) el

_ _\2— _\N—
= ()" <(z ) ull? = ()" q/MflulNdvg—k||u||Z>
and by (17) we deduce that
O, (t"u)=0

and also we get
@, (tTu) = 0.

Moreover, we have
(Vo (7 u), t7u) =2 (") Nl = N (7)™ /M FlulN dvg —q (1) A fluld
and taking account of (17) we infer that
(Vo070 = = ) () 1l = NV =) ()Y [ 71l

and again by (17) we obtain
(VO (t7u), tu)
= ()" ((2 — ) () T > = (N =) (7)Y /M 1 luf™ dvg)
=) E () <0

that means that ~u € N, . By similar procedure we get also tu € N){" .

3. Existence of a local minimizer for J, on N. ;' and N,

In this section we focus on the existence of a local minimum of J; on N ):" and N, : to do
so we will be in need of the following Hardy—Sobolev inequality and Releich—Kondrakov
embedding respectively whose proofs are given in [6]. The weighted space L? (M, p?) will
be the set of measurable functions u on M such that p? |u|” are integrable where p > 1
and y are real numbers. We endow L” (M, p¥) with the norm:

1
P
lullp,, = (/ P’ Iulpdvg> .
M

TueorREM 3.1 Let (M, g) be a Riemannian compact manifold of dimensionn > 5 and p,
q,y realnumberssuchthat% =n [ll— %) -2> —% and2 < p < ,127"4.

Forany € > 0, there is A(e, q, v) such that for any u € sz(M)

lull3 < 1+ K@, 2,9)* | Aull3 + Ale. q. y) lull3

where K (n, 2, y) is the optimal constant.
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Incase y = 0, K(n, 2, 0)2 = K(n, 2)2 = K, is the best constant in the Sobolev’s
embedding of H22(M) in LN (M) where N = ,127”4.

TueorREM 3.2 Let (M, g) be a compact Riemannian manifold of dimension n > 5 and p,
q, y real numbers satisfying 1 <q < p < % Ly <0andl =1,2.

If% =n (% — %) -1 > —% then the inclusion qu(M) C LP(M, p?) is continuous. If
% >n (% — %) — [ then inclusion qu (M) C LP(M, p?) is compact.

The following variant of the Ekeland’s variational principle will be useful:

Lemma 3.3 IfVisaBanach space and J € C' (V, R) is bounded from below, then there
exists a minimizing sequence (uy) for J in V such that J(u,) — infy J and J' (u,) — 0
asn — oo.

Now we state the following lemma:
LemMma 3.4  Forany A € (0, Xo)

(i) There exists a minimizing sequence (Uy,),, C N, such that J)(u,) = o) + o(1)
and VJ, (uy) = o(l)

(i1)  There exists a minimizing sequence (u,),, C N ;‘ (respectively (uy),, C N, )such
that Jy (uy,) = a;j' +o(1) and V J, (up) = o(1) (respectively J; (un) = a, +o(1)
and V J, (uy) = o(1)).

Proof By Lemma 2.3 and the Enkland’s variational principle (see 3.3) J, admits a Palais—
Smale sequence at level «; in N, (the same is also true for (ii)). O

Now, we establish the existence of a local minimum for J, on Nf

TueorREM 3.5 Let A € (0, A;), and suppose that a sequence (Upy)m C N;_ fulfils the
following assumptions:

Ji(um) = a;f +o(1)
V5 (um) = o(1) in Hy (M)’

with

o | < ——2 . )

n K& (max ey f(x))5!

Then the functional J5, has a minimizer u™ in N ;‘ which satisfies

i) St =ef <0,
(ii) u is a non trivial weak solution of Equation (3).

Proof Let (upm),, C N):" be a Palais—Smale sequence for J; on N)T ie.

J(um) = @ + o(1) and VJ; (u,) = o(1) in HF (M)'.
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So
1
a;— +o(l) = Jy(um) — g (VI (), um)
(2 DY e+ (2 /flld
=13 Um p N ' Um Vg
1 5 1 1\ 2—¢q 5
< - — — - —
_(2 q)||um||+(q N)N [
(@ —2) (N —2) )
= et 13
2gN
Hence
2gN
luml? < —————a;" +o0(1)
" @—2)(N-2)*

so the sequence (u,,),, is bounded sequence in H22(M ) and by the well known Sobolev’s
embedding, we get a subsequence such that

um — ut weakly in Hf (M).
2n
n—4
2n

n—2

uy — u't strongly in L (M) forl < p <N =

Vu, — Vu™ strongly in LY(M) forl < q <2* =
uy — ut  ae. in M.
And also by Theorem 3.2 we have:
um — u't strongly in L>(M, p™*) for0 < u < 4

and

Vu,, — Vu™ strongly in L*(M, p %) for0 <o <2.

First we prove that u™ is a weak solution to Equation (3). In fact, from the above
convergences and the following claims: since

N-2
H|um| Um

N—1 N—-1
N = ”um”N < Cllumll H? < 400

N—-1

where C is a constant, and for every ¢ € H22, fo € LN (M) so we get that

/ f|um|N—2um¢dvg—>/f|u+|N*2u+(pdvg. (18)
M

Also we have

g—1
! oo
N

|t 1972 14

q-2 —
el 0|, =

g—1

N
and since ut € H} (M) C LN (M) C LV=4FT (M), we deduce that

/ |um|q_2um§0dvg_>/ |t |77 ut pdu,.
M M
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On other hand we have:

a b
(Vo (um), @) = / (Azum‘p +div <_(7Vun‘l> ¢+ —Mm<,0> dvg
M o pH

—/ Flum N7 upmpdvg — )\/ ltm |92 umpdvg — (VL") @)
M M
or
(VI @um) = V™), ¢) = 0.
By letting m — oo, we obtain
(VI @™), ¢) = 0.

Obviously u™ € N;. We claim that u™ € N;r , since if it is not the case u™ € N, ,
thus (VJ,(u™), u™) = 0 and (V®,(uT),u™) < 0, which implies that J, (u™) > 0, a
contradiction with the claim in Lemma 2.4.

Then,

Lwh =aof <o.

ut is a weak solution of Equation (3).
Now, we have to show that ™ is non trivial solution.
By Brézis—Lieb Lemma (see [23]), we have:

| gten |3 = | gu ™[5 = 85 (am — )3+ o) (19)
and

/ f) (IumIN - |u+|N) dv, = / F0O) [um —ut|V dvg +o(1).  (20)
M M

Now from the relations (19), (20) and the strong convergences of Vu,, — Vu™ and
Uy — utin L2 (M, ,0_") and L2 (M, ,o_”) respectively we obtain that:

D) = D) — @) + T (™)
— % |A (i — u™)|3 - %/M ftm —ut |V dvg + B + o). Q1)
Since u,, — u™ — 0 weakly in HZZ(M), we test by V.J, (uy,) — VJ, (1) and get:
(VJA(u,n) — VL), upy — u+>

= | Ag (wn — )5 - /M £ i —ut|Y dvg = o(1).

and by the fact that u™ is a solution to Equation (3) we deduce that:

1 1 1 1
D) = <§ - N) /M F ) [um — “+|Ndvg + (5 - ﬁ) /M Sx) ‘”+|Ndvg
1

1
+2 (5 - C—1> lutllg + o (1)
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and using again the Lieb—Brézis lemma and taking in mind 1 < ¢ < 2 we obtain:
1 1 N
L) <\ z——= S ) lum|™ dvg +0(1)
2 NJ)Ju
2 N
== f)|unl” dvg +o(1).
nJm
Hence
+ 2. N
|aA | < — limsup ) lup|™ dvg (22)
n m M
Independently, by Brézis—Lieb lemma, we have
+|N
F) [um —u™|" dvg + o(1)
M

=/ f(x) (IumlN - \u+\N) dvg +o(1).
M
Writing
it |V = (1t N2 (= u) = 2Lt IV 2 ™ = V72 ()

and taking account of (18) and the following convergence
— 2 N
/M F )l IV 2(uJ”) dvg — /M F) [ut]” dv,g

which is obtained by the same way as (18), we infer that:

[ £ (ol = ) v

_ 2
= fM |V 72 (tm — u™)" dvg + 0(1)

-2
fgfmmﬂm)NUfmm—w%@
M M

Using again equality (22) and the Sobolev inequality, we deduce:

||Ag (”m - ”+) “3
2

1-2 N 2
5(/ f(x)lumlNdvg> (/ F @) [um —ut| dvg> +o(1)
M M
1_
f(/ f(x)|urn|NdUg>
M
1—
S(/‘fu)mMNd%)
M

Consequently,

2

=
2|

(rrg}g; f(x)> |t — u™ | + o(D)

('35’4‘ f (x))

S
o

(Ko+o) |2 (wn =) [3) + oD,

1-%
(/‘ﬂmhde%) )saﬂ)
M

2

=z

— a1 =
| g (i u>||2<1 (Ko o) (ma £ )
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so if
. N 1
lim sup S Jum!™ dvg < T (23)
m JM K, (maxyen f(x)37!

then
lim | Ag (m —u™)], =

and u,, — u strongly in H.
Since by assumption

2

ja)| <
A % n—4
nKd (max yepm f(x)) 2

we get the condition (23). O

ThueoreM 3.6 Let A € (0, Ao) and suppose that a sequence (up)m C N, fulfils

Jiu,) — a,” +o(1)
Vi (u,) — 0in HF (M)’

with

2
a; < — . Q24)

n K& (max yep f(x)57!

Then the functional J) has a minimizer u™ in N, and it satisfies:

i L@ )=a >0,
(1) u™ is a non trivial solution of equation (1).

Proof The proof is similar to that of Theorem 3.5, so we omit it. O

Remark I The non trivial solutions ™ and u~ of Equation (1) given by Theorems 3.5 and
3.6 are distinct since u™ € N;,u~ € N; and N;” N N = 0.

4. The sharp casec =2and u =4

By Section 3, for any o € (0, 2) and 1 € (2, 4), there is a weak solution ujﬂ € N+ (resp.
U, , € N, ) of Equation (3). Now we are going to show that the sequences (uf; u) and

(u;u)m“are bounded in sz (M). First of all we have

1 1 1
Dnop(ton) = B ””G,MHZ N /1;1 f ) |“6»M|Ndvg - ?‘/M |”(w|q dvg

and since u, , € N, we infer that

N — N N—q
J)\,o,u(ua,u) 2N ”Iftaun /M |Mo—,u|qdl}g.
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For a smooth function ¢ on M, denotes by ¢~ = min (0, minycpy ¢(x)). Let K(n, 2, o)
be the best constant in the Hardy—Sobolev inequality and A (e, o) the correspondent con-

stant.

THEOREM 4.1 Let (M, g) be a Riemannian compact manifold of dimension n > 5. For

every (o, ) € (0,2) x (0,4) let (um., ,)men be a sequence in N;:o’u such that
Do) =al ,  +o(l) (respa;,  +o(1)
Jropu(m,,,) = 0in H22 M) asm — oo '

Suppose that

2

n K (n,2)% (maxeey f(x)'T

+
‘ak,a,u‘ <

) 2
x | resp.a < n T
( O K (1,2 (maxeen f<x>>f>

and |
S+a KL, 22+ b K(n,2,4)%>0

then the equation
a bu
‘Mu_vﬂ&§WM>+Zz=fWW”u+Amw4u

has a non trivial weak solution u™ € N):"G w

(25)

Proof Inafirststep we have to show that the sequence (AU, u) M of constants of coercivity

(T)

does not converge to 0 as (o, u) — (2’, 4’) . Since the operator Pg is coercive, the first
Ao, eigenvalue of Py is positive and we could consider it as the constant of coercivity. To
achieve this task, let §, 8’ € (0, §37) with § < 8’ where §); is the injectivity radius of M. If
Uy, denotes the eigenfunction corresponding to A, with || Ug, 1 ”2 = 1 and suppose that

Ao — Oas (o, u) — (27,47). Itis obvious that

2 2
1 1 v 1
Aoy = 5fM(AuU,M)2c11)g+5/Ma| Z:”" dvg+§/Mb(u;—/’f°) dv,

2 2
1 1 Vu 1 u
= —/ (Aug,ﬂ)zdvg + —/ a} Z’M‘ dvg + —/ bm dvg
2 JBcp.s) 2 JBp.s) P 2 Jeppsy  PH
2
1 / 2 1 / |Vitg, |
+ = Au dv, + — a——-— dv
2 M—B(P,S)( o) dvg 2 Ju—B(p,5) o° ¢
2
! ()
4= / b2 qy (26)
2 Ju-pwrsy PH #

where B(P, §) is the geodesic ball of center P and of radius 8. Let n € C°°(M) such that

|1 if xe B(P.9)
”5(”“)—{0 if x¢ B(P,d)
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On the other hand if exp;1 : B(P,§) — B(0,8) is the normal chart at the point P and
forany Q € B(P,8), p(Q) =d (P, Q) = |x|, let Uy, = g 0 exp;1 , the support of
g,y 1S in {x € R": |x] < 8’}and since it is well known that there exists & > 0 such that:

(1 —¢)"ldx <dvg < (14&)" 'dx.

Consequently and if we put:
Vo,u = NsUo,

2 2 ~ 2
/ (ud—uﬂ) dve < 1) :/ (va—ﬂﬂ) dvg =/ |UO’Z| |gldx
B(P,5) P B(P,§) P Rt x|

~ 2
S (1 +8)n—l/ UU,/,L} d.x
R

n |x|/L

we get:

and by applying twice the Hardy inequality we get:

L <1+ )"‘10/ ‘W"”‘Fd
1= e X
Rr |x|H2

< (1+s)"‘1Cf 1V [V, |” dx
Rn
< (1+g)"—1C/

l+¢ n—1 ~ 146 n—1
< < ) C/ (AT, |gldx = ( ) c/ (Avg ) 2dvg (27)
1 — & R" 1 — & B(P.,§)

where C is a universal constant.
Hence

27 2 _ n—1 " 2
Vg | dx =04+¢)"""C (AVg, ) dx
Rl’l

2 2
u
/ (0.1 dvg | < Ky®n,2,p) (Avg ) 2dvg. (28)
Brp,s) P* B(P.§)

where Ky (n, 2, 1) is the best constant in (27 ) with Ky (n, 2, u) — K(n,2, u) as 8’ — 0.
The same computations lead to

2
Vv
/ [eu] dv, < Ks(n, 1,0) (Avy )’ dvg (29)
B(P.3) P7 B(0,8)
where Ky (n,1,0) — K(n,1,0) as 8’ — 0.
Now plugging (28) and (29) in (26) we obtain:
1
2o, = (— +a Ky(n,1,0)+ b Ky (n,?2, ,u)) / (Aumt)2 dvg
2 B(P.5)
1

+ -/ (Atg ) dvg + (¢ Ky (n,1,0) + b~ Ky(n,2,0))  (30)
2 Jap.s)

2
x / (Ave,.)” du,.
B(P,8")\B(P.5)
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On the other hand direct computations give:

2
/ (Avo,)” dvg
B(P,8")\B(P,$)
2
= / (Am)2 ui’ﬂdvg + 4/ (Vng, Vug’u> dvg
B(P.8")\B(P,8) B(P.8")\B(P.8)
2
+ / ng (Aug’u) dvg — 4/ (Vn(g, Vug,u>ug’u (Ans) dvg
B(P.8)\B(P,8) B(P.8)\B(P,8)

+ 2] Nsto,  AnsAulg  dvg — 4/ ns <V773, Vug,ﬂ) Aug pdvg.
B(P,8")\B(P,5) B(P,8"\B(P,5)
Now noting that |Vng| < C§/, |Ang| < (8%, thanks to the Holder inequality we infer that:

f (A"mu)z dvg
B(P,5)\B(P.8)

(Aua,u)zdvg + C5’4/ uy ,dvg
B(P,8")\B(P,5)

<

/;(P,S’)\B(P,zﬁ)
1

+4C8* / Vitg | dvg
B(P,8")\B(P,$)

1
+4C5° Vitg | dvg ) 2 dvg )
o] dvg |t |” dvg
B(P,8")\B(P,$) B(P,8")\B(P,$)

1

1
) b 5 2
+2C487? (/ = dvg> </ (Aug,y.) dvg>
B(P,§"\B(P.5) B(P,8")\B(P,5)

1
2
+4cs’ (f Vitg|” dvg> <[ (Aug,)’ dvg>
B(P,§")\B(P,d) B(P,8")\B(P,d)

where C > 0 is a universal constant.
Hence

1
2

(Avy,) dvg < (Aug ) dvg+ 0. (1)

/B(P,S/)\B(P,S) /;?(P,S/)\B(P,S)

If we choose 8’ close to § such that

1 2 _ -
-/ (Atgy) dvg+ (a Ky (n,1,0) + b~ Ky(n,2, )
B(P,d)

2
x / (AMU,M)2 dvg > 0
B(P.8")\B(P.5)
we deduce by (30) that
1
2o = (— +a Ky(n,1,0) +b" Ky (n,2, u)) / (Avo,u)zdvg >0
2 B(P.5)

soif 3 +a Ky(n, 1,0) + b~ Ky(n,2, n) > 0, we get

O:/ (Avg,u)zdvg :/ |VUJ,M|2dUg.
B(P.8") B(P.5)
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Hence v, ,, = ns'tts,, = 0 almost everywhere on M, then u,,;, = 0 a.e. in the ball B(P, §)
and since P is arbitrary chosen in M we conclude that 1, ;, = 0 a.e. in M which contradicts
the fact ||u<,,,4 ||2 = L. Hence liminf ; )y , (2~ 4-) Ao.u > 0.

In a second step, we will show that the equation (25) has a non trivial weak solution.
For simplicity we write (u,,),, instead of (um,g, #)m' Let (u,),, C N;’: by the same
arguments as in the proof of Theorem 3.5 we obtain that:

2gN I

o,u>

2

||Mm||g,u = mak,ml + o(1)

where " b
2 2 a(x 2 X) 5
w12, = 1At 3 + [M( o [Veun[ + pTum> dv,
and 5
+
‘“A,a,/\‘ <

n K (n,2)% (maxeen f(X)'F

By Theorem 3.6, the Equation (3) admits a non trivial weak solution uj; " in H22 (M) i.e.
for every ¢ € H22 (M) :

+ 4 g+ b+
/M <AMU’MA(,0 + p—UVuU,MVga + p—uug’ll(p) dvg

=)L/M]uiﬂyqdvg+/Mf|u;M]Ndvg

where

(N=2)g , %
SN—q) Mo

V(M) % (max((1 + &)K (n,2), Ag)) 2792 -

We have to show that the sequence (u;r M)a ., converges up to a subsequence to a
: +

non trivial weak solution u™ e H22 (M) to equation (25). Since (um "
sequence in HZ(M), by reflexivity of this latter space and the compactness of the embedding
HQZ(M) C H%(M) (k = 0,1; p < N), we obtain up to a subsequence we have: as
(o, u) — (2_, 4_)

0<A<

Ao,o, -

) is a bounded
.

ut —ut weakly in H22(M)

o, L
u(';“ — u" strongly in L (M), p <N
2n
Vuj;ﬂ — Vu™ strongly in LP(M), p <2*= 3
. n—
and
”jr_,u — uT ae in M.

Moreover by Theorem 3.2, we have: Vul , — Vut weakly in LM, p~2) and

uf, — ut weakly in L>(M, p~*)i.e. forany ¢ € H} (M), we have:

a(x)_ o f a(x)_ o
——Vu Vedv, = ——Vu"Vedv, + o(1)
/M p? o § M P> ¢
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and
bx) / b(x) .
—u, ,pdv, = ——u"pdv, + o(1).
//‘w pt K ¢ m p* ¢

As a consequence of these latter equalities, we obtain:

/ (a(z)Vu;rM—@V )V(pdvg
M\ P ' ?

=/ <a(z)Vu+ —&X)(Vu*' —Vu+) a(x)v +>V(pdvg
M\ P ' p?

Hence

a(x) a(x)
[, (st vt o

/ (a(x) V”o,u a;x) Vi ;r“) Vodv,

ff (am ) v

02 8

5/ |a(x)v ul,|dvg + I/ a) g Ve (uf, —u™)|dvg.
M

By the weak convergence of ( u) o in L>(M, p~2) and the dominated Lebesgue’s
convergence theorem, we obtain that:

a(x) a(x)
/M < pe Vul, — pe w+) dvg = o(1).

<

od

Also, we have:

Wt

/(b(X) + b o +b(X)u+ —@u+>dl}g

b(x) P +> "
8

P P o

SO

i3yt +>

/ |b(x)u(,“’

and by the same arguments, we obtain that:

b(x) b))
AT v—

’/ b(x) u+) dvg

Resuming we get that #™ is a weak solution to Equation (25).

Now, we have to show that % is non trivial and u™ € N. f , but this is the same as in
Theorem 3.5 and . To achieve the proof of Theorem 4.1 we must show that equation (25)
has a second solutionu™ € N, . O
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5. Test functions

To give the proof of the main result, we consider a normal geodesic coordinate system
centred at x,,. Let Sy, (p) the geodesic sphere centred at x, and of radius p strictly less that
the injectivity radius d. Let dvj, be the volume element of the n — 1 -dimensional Euclidean
unit sphere S”~! endowed with its canonical metric and put

1
Glp) = f JIgldvy

Wp—1
S(p)

where w,,_1 is the volume of $”~! and |g(x)| the determinant of the Riemannian metric g.
The Taylor’s expansion of G(p) in a neighborhood of x, expresses as

S (o
G(p)=1- %pz +0(p?)
n

where S, (x,) is the scalar curvature of M at x, .
If B(x,, §) is the geodesic ball centred at x, and of radius é such that 0 < 2§ < d, we
consider the following cutoff smooth function n on M

|1 on B(x,,9)
n(x) = {0 on M — B(x,,28) °

Define the following radial function

((n —dnn? — 4)6“) n(p)
ue(x) = oy
S (%) (pO)* +€2) 7

where 6 > 1 and p = d(x,, x) is the distance from x, to x and f (x,) = maxyep f(x). We
need also the following integrals: for any real positive numbers p, g such that p — g > 1

we put
=
0 A +nr

which fulfill the following relations

n—4
8

g _P-a-1

Iq+1 9 +1 q
1 =

I! and = .
p p+1 p—qg—1 p+1

5.1. Proof of Theorem 1.2 in case dim(M) > 6

Proof The proof of Theorem 1.2 reduces to show that the condition (C1) of Theorem 3.5
which is the same condition (24) of Theorem 3.6 is satisfied and since at the end of Section
1, we have shown that for a given u € H22 (M) there exist two real numbers 7~ > 0 and
tt > Osuchthatt~u € N, and tTu € N, for sufficiently small A, so it suffices to show
that

2

sup J;, (tue) < n n_q°
>0 nKZ (max,cp f(x))4~!
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The expression of fM f(x) Iug(x)IN dvg is well known (see e.g. [10] ) and is given in case

n > 6 by
/ F ) lue ()N dvg
M

6" Af (xo) Sg(xo) ) 2 2>
. — .
e ( (2(n—2>f(xo) Totn—2) THD

The following estimation is computed in [9] and is given by

/ @Wueﬁdvg
M P

n—4

(n —Hnn? - 4)64) 7
fxo)

a
oo

w
r

n

<2719 (n — 4)? (

14nz2 =1
><<I(,,_2)% T to(e?)).

r—1

Letting
n r— r—1
n —4 3+l _ Tl e n=2, r \ r
A=l S O 62 ayF (I(f_J )
r r—1
we obtain
n r A
/ a(x) |Vue|2dvg < eszQ_”ﬁﬂ—H % (1 + 0(62)> .
M K (fxo)) s 1P

Also the estimation of the third term of J, is computed in [9] as

n—4

_ 2 _ 7 s=1 P
[ P, = ||b||s((” D 4)) ()7 ettgone
v o Fo) 2

s—1
X ((1(2,,_4“) A +0(62)).
=D

Putting
s—1
B = K& ((r = 4 — a7 () (1()) S
(s=1)
we get
7.8
f b(x)utdv, < 64—?9—"ﬁ% (1 + 0(62)) }
M K3 (f(xo) +

1-1
=i (=421

(32)

(33)

The computation of f M (Aue)2 dvg is well known see for example [10] and is given by

/ (Aus)? dv, = 6" ( B n?+4n — 20
y € 8 KO% (f(Xo))% 6(n2 —4)(n —6)

Sg(xo)€? + 0(62)) .
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Resuming we get

[ (@02 + a0 190 + b?) v,
M

—n

(1+62—f9—r’—1A‘ 4
0

n S b
5o~ 1B H il
pﬂ

<
- z n—4
K f(xo) +
n?+4n —20
_— T S.(x 2 2y .
67 —Hn —6) g (xo)€” +o(e ))
Now, we have
2

t
I 1) < o () = = e - —/ £ lue@ N dvg
0" 1 n o __r_ no_ s b tN
5,,,1_4{2:2 <1+62779 r—lAHiU e T =] — >_W
K 1) ol o |

MO, Setra Y1 st in :
+[<2<n—2)f(xo)+6<n—l> N2 a6t 1eel(€)

and letting € small enough so that

B

1+ r@rA‘

n S b
4s9mB’

and since the function ¢(t) = ot7 — W’ with @« > 0 and ¢ > 0, attains its maximum at

1
t, = aN-2 and

n

N

(p(to) =

EIN

Consequently, we get

2 Af(x) wm)f
J )= ——— 1! N
A(m)<nKo4f(xo)"44{ +|:(2("—2)f(xv)+6(n_l) N

l n? +4n —20 5
T26(n2—4) (n - 6)Sg(x”)t} }+0<€)'

So if 2(nA_];()§?()xo) + g& (f"l)) < 0and S, (x,) > 0 we obtain:

2
Sup J)\, (tué) < n
120 nKs (maxeep f(x))i7!
which completes the proof. [l

5.2. Proof of Theorem 1.2 in case dim(M) = 6

Proof In case n = 6 the only term whose expression differs from the case n > 6 is the
first term of J, and is given (see e.g. [10]) by

/ (M) dvg = ——— — (1— 2(”_4)7_15 (x0)€> log( 1>+0(e ))
M K (f(xo)) * n?(n? — 41}
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Letting € small enough so that

1+62¢9_rr1A”%
0

4-2 - b
+ € s s-1 B
Io#

r S

where A and B are given by (32) and (33), we get

5y () <~ ||2—1/ £ e dv
A Ue =3 € N Jy € g
L[l s0 1V
T KA (fayE L2 N

n—4 29 1 5
———————————Sg(xo)t7€" log = + O (7).
n? (n2 — 4) I,?il €

So if Sy (x,) > 0, we infer that:
2

max Jj (tue) < ——5————
£20 nKd(f(xo) &

provided that
Sg(xo) > 0.

Which achieves the proof. U
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Abstract. Given a n—dimensional compact Riemannian manifold (M,g) with n > 5, we
consider the following semi-linear elliptic equation :

Py(u) := Aﬁu + divg (a(x)Vyu) + b(z)u = f(z) |ul¥ 2w+ M) [u]? > u

where the functions a, b and h are in suitable Lebesgue spaces, 2 < ¢ < N and A > 0 a
real parameter, f is a smooth positive function and the operator P, is coercive. Under some
additional conditions, we obtain results concering the existence of strong solutions of the above
equation in H3(M).

1. Introduction

In 1983 Paneitz discovered a particular conformally fourth-order operator defined on
4—dimensional smooth Riemannian manifolds [1]. In 1987, Branson generalized the definition to
higher dimensions in [2] as follows. Let (M, ¢g) be smooth, compact n—dimensional Riemannian
manifold with n > 5, and u € C*4(M). The Paneitz-Branson operator Py is then defined via [2]:

Pj(u) = A2y — divy (an(z)du) + Qyu

g
where
_ (n—2)2+4 4
e P ey L A i R
. 1 n3 —4n? +16n —16 _, -
L s e T pe ¥ erg ) oY e ol oy e A

being Ay, S, and Ric, the Laplace-Beltrami operator, the scalar and the Ricci curvatures of
g, respectively. The Paneitz-Branson operator enjoys interesting conformal properties that are

4
very similar to those of the conformal Laplacian operator. Remark that if § = pr»-1g , with
¢ a positive function of class C*(M), is a conformal metric to g, then for all u € C*4(M),
n+t4 n+4
P (up) = e Pgﬁ(u) In particular, if u =1 then P}'(¢) = ggpn_4. '
Many interesting results on Paneitz-Branson operator and related topics have been recently

obtained by several authors, we refer the reader to Refs. [3]- [10]. Here we recall a few of these
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results that are pertinent to our investigation, see the list P1)-P3) below.

Let (M, g) be an n—dimensional compact, smooth and oriented Riemannian manifold with n > 5,
H2(M) be the standard Sobolev space consisting of function in L?(M) whose derivatives up to
the second order are in L?(M), and let N = % be the associated Sobolev critical exponent.
Now, we define the best constant K, of the embedding H2(R") C L~ (R") given by
1 n(n? —4)(n — 4)w§
K, 16

where wy, is the volume of the unit Euclidean n—sphere (S™,h).

P1) In 2002, F. Robert and P. Esposito in [10] considered the following equation
A2y + divg (a(z)Veu) + b(@)u = f(z) [ul¥ 2w+ h(z) [ul"u
where: i) a € AE;OS’)(M) is a smooth symmetric (2,0)-tensor field, ii) b, h, f are smooth

functions in M, with f positive, and iii) 2 < ¢ < N. They established the following
remarkable result:

Theorem 1 Let (M, g) be an n—dimensional compact Einsteinian manifold with n > 8.
Assume that Py is coercive and let f € C*°(M), f > 0 such that there exists xo € M with
f(zo) = maxgepns f(z), Af(xo) =0 and

4n? — dn— 1) 2 A2f () (VoS (20), Ricy(0))
= |\ Weyl,(xo)|"+(n—6)(n—8) —L—~42(n—6)(n—8) < — > 0.
3(n+2) | Y 9( )’ ( )( ) f(xo) ( )( ) f(xo)
Then, there exists g conformal to g such that Qg(x) = f(x).
P2) In 2010, M. Benalili in [5] considered the equation:
Af]u + divg (a(x)Vgu) + b(x)u = f(z) N2y (1)

where f is a positive C*°—function on M, a € L"(M) and b € L*(M), with r > 5, s > 7.
He established the following result:

Theorem 2 Let (M,qg) is an n—dimensional compact manifold with n > 8 and for

2<p<5,%<s<110rn:7,%<p<9,g<s<9assumethatth6reexists

ZTo € M such that f(x,) = maxgzens f(x) and
n? + 4n — 20 (n—4) Ayf(zo)
)+ G2 f(ao)

6(n —6)(n2 —4) 7
Forn =6, 3 <p<2, 3<s<4, assume that Sy(z.) > 0. Then, the equation (1) has a
weak solution in H2(M).

> 0.

P3) Recently, M. Benalili and the author proved in [7], the following result:

Theorem 3 Let (M, g) be a compact manifold of dimensionn > 6,a € L"(M), b € L*(M),
withr > 5, s> 7%, 0<q<2 and f a positive C>°—function on M. We suppose that Py is
coercive and the existence of a point xo € M such f(x,) = max,en f(z) and

Agf(zo (n—1)n(n?+4n—20 _4 .
) < b (oS @ lal, 41007 =) @) tn> 6

Sg(xs) >0 ifn==6
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Then, there exists \* > 0 such that for any A € (0, \*), the equation
Alu + divg (a(z)Vgu) + b(z)u = f(z) 2w+ X ]y

has a weak solution in H3(M).

In this paper, we look for solutions to the following semi-linear elliptic equation:
Py(u) == A?]u + divg (a(x)Vgu) + b(x)u = f(x) N 7% w4 Mn(x) [u)T% (2)

where a € L"(M), b € L*(M) and h € LY(M), with r > 2, s > 2 and d > Ni_q =0o,2<q¢<N
and A > 0 a real parameter. In doing so, we assume the following conditions:
(k') The operator P, is coercive, that is: IA > 0 : (Py(u);u) > A ||u|]i122(M) ,Yu € H3(M);

(h?) The function h doesn’t vanish almost everywhere on M.

(h3) The parameter A fulfills 0 < A < A\; with
A max(1 4 ), A2)) 7 [

Our main results state as follows:

Theorem 4 Let (M,g) be an n—dimensional compact, smooth and oriented Riemannian
manifold with n > 6 and f a smooth positive function on M. Let a € L"(M), b € L°(M)
and h € LY(M), with r > 5, 8> %, d> Nl_q and 2 < g < N. We assume that the conditions

(hY), (h?) and (h3) are satisfied and that there exists xo € M such that f(z,) = maxzen f(z)
and
(n(n —2/6+2)(n+26+2) — (n=6)(n -4} (n+2)
z g(zo) —
3(n+2)(n —4)*(n = 6) (1 + [lall, + (|l )™

(n —4)Af(wo)
ogated)

Then, the equation (2) possesses a nontrivial solution in H2(M).

Theorem 5 Let (M, g) be a compact, smooth and oriented Riemannian manifold of dimension
n =06 wunder the same conditions of theorem 4 with

Sg(xo) >0

Then, the equation (2) possesses a nontrivial solution in H2(M).
2. Generic existence result
Throughout this section, we consider the energy functional Jy, for each u € H3(M),

A

q 1
I =3 [ (@) (o) [Vyul? + ba)i) do(g)=2 [ hia)aldota)—; [ @) ful” dula)

First, we have the following lemma, whose proof is easy and can be found in [7].

Lemma 6 |jul| = ([, ((Agu)2 — a(z) |[Vgul* + b(a:)uQ) dv(g))%is an equivalent norm of the

usual one of H2(M) if only if the operator P, is coercive.
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The main tool to prove our result is the Mountain-Pass lemma of Ambrossetti-Rabinowitz
given by the following lemma:

Lemma 7 Let J € CY(E,R) where (E,||.|) is a Banach space. We assume that:

(i) J(0) = 0.
(i) 3r, R > 0 such that J(u) > R > 0 for all uw € E such that ||ul| = r.
(1it) v € E such that limsup,__, . J(tv) <O0.

If

¢ = min max (7 (1(1))) where T'={ne C'([0;1];E): 9 (0) = 0,7 (1) = v}

then there exists a sequence (up )y in E such that:
J (un) — ¢ and VJ (up) — 0 in B*
where E* is the dual space of E. Moreover, we have that: ¢ < sup;>q J(tv).

It is easily seen that Jy is a C! functional and its Fréchet derivative is given by:

(VJy (u),v) = /M (Agu.Agv — a(z)g(Vgu, Vyv) + b(z)uv) dv(g) +

—2 N—-2
A /Mh(‘”) 4?2 wwdv(g) — /Mf(ar)IUI wvdv(g).

Moreover, the functional Jy verifies the Mountain-Pass conditions, namely:

Lemma 8 Suppose that the conditions of (h'), (h?) and (h?) of section 1 are satisfied. Then
Jy fulfills the following properties

1-There exist constants v, R > 0 such that Jyx(u) > R >0, ||ul]| = r.

2-There exists v € H3(M), with ||v|| > r, such that J\(v) < 0.

Lemma 9 Let (M, g) be a n—dimensional compact, smooth and oriented Riemannian manifold
with n > 5 and suppose that conditions (h')- (h?) are satisfied. Then each Palais-Smale sequence
at level cy is bounded in H3(M).

Proof. The proof follows from the coerciveness of the operator P,, the Sobolev’s inequality and
the condition (h?). m

Theorem 10 Let (M, g) is an n—dimensional compact, smooth and oriented Riemannian man-
ifold with n > 5. Let (um)m be a Palais-Smale sequence at level cy. Assume that conditions

(hY)-(h?) and (h?) are satisfied and that

1
CA< n

(1+ s)ﬁKo" * maxgens f(2)

Then, there is a subsequence of (Um)m converging strongly in H2(M).

Proof. We follows closely the method used in [7]. =
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3. The sharp case
Let P € M, we define the distance function p on M by

d(P,Q) if d(P,Q) <i,(M)
pP(Q)Z{ S(M) if d(P,Q)ziz(M)

and i4(M) is the injectivity radius of M. Furthermore, we define the space LP(M, p7) as follows.

Definition 11 Let (M, g) be a compact 5 < n-dimensional Riemannian manifold. We consider
the space LP(M,p7) where 1 < p < 400 of measurable functions u on M such that p" |u|’ is
integrable, i.e.

lull? . = /M o Jul? dv(g) < +oo

Now, we use the following Hardy-Sobolev inequalities proven in [5] (the Hardy-Sobolev
inequalities for the singular Yamabe equation was proven in [9]).

Theorem 12 [5] Let (M,g) be a compact 5 < n-dimensional Riemannian manifold and p, q
and vy three real numbers satisfying 5= % — % —2and2<p< %.
For any € > 0, there is a constant A(e,q,7) such that

Vu € HY (M) : |lul; < (14 €) K (n,2,7) [|Agull; + Ale, q,7) [[ull3

In particular: K(n,2,0)? = K, is the optimal constant of Sobolev inequality.

Theorem 13 [5] Let (M, g) be a compact 5 < ndimensional Riemannian manifold and p, q and
~ three real numbers satisfying: 1 < q<p < f‘éq and v < 0.

n

o.If% =n(L — L1y 2 then the imbedding HI(M) C LP(M,p") is continuous.

g p
oIf 1> n(% - 1%) — 2, then the imbedding Hi(M) C LP(M, p?) is compact.

We consider the following equation:

h(z)
L
where a, b and h are three smooth functions and the distance function defined before in section

1,2 < ¢ < N and A > 0 a real parameter. The energy functional Jy: H22(M ) — R associated
to equation (3) is defined as:

Ia(u) = ;/M ((Agu)2 - a;f) Vgul® + bﬁ?ﬁ) dv(g) +

A h(z) 4 v _i 2wl do
_q/MpB]u\ dv(g) N/Mf( ) [ul™ dv(g),

where u € H3(M) and it is well-known that the critical points of Jy are the weak solutions of (3).

AZU —+ dl"Ug (?Vgﬂ) + b;i)u = f(.l') ‘U|N_2 u -+ )\ |u|q—2 " (3)

Theorem 14 Let 0 <o < 7 <2, 0<pu<? <4 and0<ﬂ<% < N — q. We suppose that
the conditions (h'), (h?) and (h®) are satisfied and

2
sup J;’“’ﬁ(u) < = —
“€H22(M) nKo4 (f(xo))T

Then, the equation (3) has a non trivial solution u,, 5 € Ha(M).

Proof. The result follows in that if we put @ = 22 b(z) = @ and h(z) = %, then

p7 m

aelL'(M),beL*(M)and heL4M), withr > %, s> % andd> . =
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4. Critical cases
Strategies developed in [7] and [8] enable us to derive another result, that refers to the critical

cases when 0 =2, py =4, and g = @ —2q.

Theorem 15 Let (M,g) be an n—dimensional compact, smooth and oriented Riemannian
manifold with n > 5 and suppose that the conditions (h'), (h?) and (h3) are satisfied. In
addition, let (wm)m = (Ugy, pm.fm )m be a sequence in H3 (M) such that:

o1, o,,8 2
Jy . (gm) — C) for all oon 26 N with ci%g < i} ; (4)
VIV (um) — 0 weakly in - H3 (M) nKa (f(xo>)nT4
and
1+a max(K(n,2,0); A(e,0))+b max(K(n,2,u); A(e,u)) > 0. (5)

Then, the equation

) a(x) b(x) _ h(z) | o
A?]u + div, (pgvgu> + p—“u = f(a) [ulN P u+ )\p—ﬁ lu|T?

has a nontrivial solution u,, 5 € H3(M).

Proof. We follow closely the method used in [7] and [8]. First by using the condition (5)

we obtain, as in [7], that the sequence (Aa’l‘)au of constants of coerciveness of the operator

u — A2u+ divg (afgi) Vgu) + %u is bounded below by a constant A > 0 as (a,u) — (27,47).

Let (tm)m C H3(M), such that :
I () = PP 4 o(1)  and  VIPP (u) = o(1) in (H3(M))"

Then we have:

TOMP (1) — % <J;’W(um),um> - (; - ]1V> [ml® = A (; —~ ;V) /M (@) [t | dv(g)

By Holder and Sobolev inequalities, we get that

g ]‘ a. a.
JA’“’ﬁ(um) -5 <VJ/\’“’6(um),um> = c/\’“”B +o0(1)

and

. 11 11 4
o) (= )l = (5 = 7 ) Oma(0 4 ), A Il T

In addition the hypothesis (h!) and (h?) are satisfied and if we have |lu,| > 1, then we obtain

1
1 5 q
o
Nc,

Hwﬂé[(N_Q—AN_qAgmmﬂﬂ+@Km&»ﬁmu> T o(1)

2 q

Then (U )m is bounded in H2(M). The rest of the proof is the same as in Theorem 10. m
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Concluding remark. To prove main Theorems given in the Introduction, let § € (0, w>
and n € C°°(M) such that:

77(55):{1 if x€ B(z,,0)

0 if ze M- B(xo,20)
For € > 0, we define the radial function wu. by:

we(a) = — 1D with € = (1+ lall, + ]l

(62 + (5/))2) -

3=

(6)

We next point out that, by resorting to the strategy outlined in [7, 8], the function given by (6)
can be proved to verify condition (4) of the generic theorem. This step completes our discussion
on the solutions of Equation (2).
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Résumé

L’objet de cette thése est I’étude, sur les variétés riemanniennes compactes
I’existence et la multiplicité de solutions pour une équation aux dérivées
partielles elliptiques de quatrieme ordre. Les techniques utilisées basées sur la
théorie des points critique de la fonctionnelle d’énergie.

Mots-clés

EDP - EDP avec singularité - Probleme elliptiques non linéaire du
quatriéme ordre - Probléme critique non linéaire - Quatrieme ordre - Variété
riemannienne compacte —Variété de Nehari- Exposent critique de Sobolev -
Exposent critique de Hardy-Sobolev - Opérateur de Paneitz-Branson - Q-
courbure.

oadly)
a0 i laldt Adaleal J gl 2 ga g B0x0 daedall Clibilay 5 e ds) 50 ea Canall 138 (e a2l

Jslal |y A g 50 e Ayine Aaniusal i) | Zag) ) a2l Gl (5 pumgdl JSEN (50
5ok Led 438 yall Allall s ja Lol (e 3 ke Lgle J saaall &y (A

Laliiyl clalg)

Tl —833ae Ainacall il - Al Sl A all 3 (g pumal) JEI (e Bt Lol Allae
Aaa

Abstract

The subject of this thesis consists in the study, on compact riemannian
manifold with existence and multiplicity of solution to a class of fourth order
nonlinear elliptic equations. The technique used relies on critical points of
functional restricted to suitable manifold.

Keywords

EDP — Singular EDP - Non linear Elliptic fourth order — Compact riemannian
manifold — Nehari manifold — Sobolev Exponent - Hardy-Sobolev exponent -
Paneitz-Branson operator - Q-curvature.
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