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Introduction

La théorie du calcul fractionnaire est un sujet presque aussi vieux que le calcul différentiel et re-
monte aux temps où Leibniz, Gauss, Newton ont développé les fondements de ce type de calcul (Voir
les références [15, 22, 24, 27, 29, 33]), mais ce n’est que lors des trois dernières décennies que le
calcul fractionnaire a connu un plus large intérêt ; voir les ouvrages [25, 29, 33, 35] .
Le calcul fractionnaire a un champ d’applications très vaste, (voir [14, 18, 19, 22, 27]), par exemples :
viscoélasticité, théorie du contrôle, équation de diffusion, électricité, électromagnétique, biologie . . .

Le sujet principal de ce mémoire est l’étude de l’existence et l’unicité des solutions pour certaines
classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire. Le contenu de ce mémoire est basé sur les
travaux de Benchohra et al[7, 8, 10] et Byszewski et al[11, 12, 13].

Notre travail est réparti en cinq chapitres. Le premier chapitre est consacré aux définitions et
notations qui seront utiles dans la suite de travail .

Le deuxième chapitre sera consacré à l’étude du problème de Cauchy de l’équation différentielle
d’ordre fractionnaire suivante :

cDαy(t) = f (t,y(t)) ,pour tout t ∈ J = [0,T ] ,0 < α < 1

y(0) = y0, y0 ∈ R

Dans le troisième chapitre on présente quelques résultats d’existences et d’unicité de solutions du
problème aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire. On considère les deux
problèmes suivants :

cDαy(t) = f (t,y(t)) ,pour tout t ∈ J = [0,T ] ,0 < α < 1

ay(0)+by(T ) = c,

cDαy(t) = f (t,y(t)), t ∈ J = [0,T ], 1 < α≤ 2,

y(0) = y0, y(T ) = yT ,

Pour le quatrième chapitre on étudie l’existence et l’unicité des solutions de problème aux li-
mites avec conditions non locales en utilisant l’approche de point fixe via les théorèmes de Banach et
Schaefer,

cDαy(t) = f (t,y(t)) ,pour tout t ∈ J = [0,T ] ,0 < α < 1

y(0)+g(y) = y0.
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Ensuite on traite le problème aux limites avec conditions non locales dans le cas suivant :

cDαy(t) = f (t,y(t)) ,pour tout t ∈ J = [0,T ] ,1 < α < 2

y(0) = g(y) , y(T ) = yT .

Dans le dernier chapitre on obtient quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions pour
le problème aux limites avec conditions intégrales suivant :

cDαy(t) = f (t,y(t)), pour tout t ∈ J = [0,T ] , 0 < α≤ 1

y(0)+µ
∫ T

0
y(s)ds = y(T )
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Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul frac-
tionnaire telles que : la dérivation fractionnaire, l’intégration fractionnaire, définitions relatives aux
opérateurs d’ordre fractionnaire, l’exponentielle de Mittag-Leffler, lemmes et théorèmes qui seront
utilisés à travers les chapitres suivants.

1.1 Notations et définitions
Soit J := [0,T ] , T > 0. Notons C (J, IR) est l’espace de Banach des fonctions continues définies

de J dans IR, muni de la norme

‖y‖
∞
= sup{|y(t)| : t ∈ J}

où |.| est une norme sur IR.

Soit J := [0,T ] , T > 0, et γ ∈ IR (0≤ γ < 1), on introduit l’espace à poids Cγ[0,T ] des fonctions
f définies sur (0,T ], tel que la fonction xγ f (x) ∈C[0,T ] et

‖ f‖Cγ
= ‖xγ f (x)‖C, C0[0,T ] =C[0,T ].

On note par AC1(J,E) l’espace de Banach des fonctions dérivables f : J→ E dont la première dérivée
est absolument continue.

Définition 1.1. [37] Une fonction f : J→ E est dite absolument continue si pour tout ε≥ 0 il existe
δ > 0 tel que pour toute partiton finie [ai,bi]

p
i=1 vérifiant

p

∑
i=1

(bi−ai)< δ,

alors
p

∑
i=1
‖y(bi)− y(ai)‖< ε.

Définition 1.2. Soient E et F deux espaces de Banach, et A : E→ F une application linéaire. On dit
que A est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F.
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1.2. ÉLÉMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Définition 1.3. Soient E et F deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné toute application
linéaire continue de E dans F.

Définition 1.4. Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E à valeurs
dans F. On dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme tout borné de E en
une ensemble relativement compact dans F. f est dite compacte si f (E ) est relativement compacte
dans F.

Définition 1.5. Soient (K,d) un espace métrique et F un evn. On dit qu’une partie A ⊂C(K,F) est
équicontinue si, pour tout ε > 0, il existe α(ε)> 0 tel que pour tout f ∈ A,

‖ f (x)− f (y)‖F < ε pour tout x,y ∈ K tq d(x,y)< α(ε).

Définition 1.6. Soient E un espace de Banach et A : E → E un opérateur. On dit que A est une
contraction (ou contractant), s’il existe une constante 0≤ k < 1 telle que

‖Ax−Ay‖E ≤ k‖x− y‖E , pour tout x,y ∈ E.

Définition 1.7. [37] Soit E un espace de Banach muni de la norme ‖.‖ et T : E→ E une application.
Un élément x de E est dit point fixe de T si T x = x.

Définition 1.8. Soit f une fonction définie sur [0,+∞) f est dite d’ordre exponentielle α(α > 0) s’il
existe une constante positive K et T > 0, telle que

∀t > T, on a | f (t)| ≤ Keαt

Définition 1.9. Soit f : IR→ IC une fonction localement intégrable sur [0,+∞[, et d’ordre exponentiel
α. La transformée de Laplace de la fonction f est l’application L définie par

L( f )(p) =
∫

∞

0
e−pt f (t), p ∈ IC avecRe(p)> α.

1.2 Éléments de calcul fractionnaire

1.2.1 Un aperçu historique sur la dérivation fractionnaire
En 1695, dans une lettre au mathématicien français l’Hospital, Leibniz a soulevé la question sui-

vante : « peut on généraliser le sens des dérivées avec un ordre entier aux dérivées avec un ordre non
entier ? ». l’Hospital était un peu curieux au sujet de cette question et a répondu par une autre question
à Leibniz : « et si l’ordre sera1

2 ? ». Leibniz dans une lettre datée du 30 septembre a répondu par « un
paradoxe apparent dont l’on tirera un jour d’utiles conséquences ».
Au fil des ans, de grands mathématiciens ont fourni des contributions importantes à cette théorie .
Ainsi le 30 Septembre 1695 est considérée comme la date exacte de la naissance du « calcul frac-
tionnaire » ! . le calcul fractionnaire trouve son origine dans les travaux de Leibniz, L’Hopital (1695),
Bernoulli (1697), Euler (1730), et Lagrange (1772).
Quelques années plus tard, Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann
(1847), Grüunwald (1867), Letnikov (1868), Nekrasov (1888), Hadamard (1892), Heaviside (1892),
Hardy (1915), Weyl (1917), Riesz (1922), P. Levy (1923), Davis (1924), Kober (1940), Zygmund
(1945), Kuttner (1953), J. L. Lions (1959), and Liverman (1964)...ont développé le concept de base
du calcul fractionnaire.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

En 1783, Leonhard Euler a fait ses premiers commentaires sur la dérivée d’ordre fractionnaire.Il
a travaillé sur des progressions de chiffres et introduit la fonction Gamma qui géneralise la fonction
factorielle. Un peu plus de cinquante ans après la mort de Leibniz, Lagrange, en 1772, indirectement
a contribué à l’évolution de la loi des exposants pour les opérateurs différentiels d’ordre entier, qui
peuvent être transférés à un ordre arbitraire, sous certaines conditions . En 1812, Laplace a fourni la
première définition détaillée de la dérivée fractionnaire. Laplace affirme qu’une dérivée fractionnaire
peut être définie par une fonction avec une représentation intégrale, en notation moderne, elle peut
être écrite sous la forme

∫
y(t)t−xdt. Quelques années après, Lacroix a travaillé sur la généralisation

de la dérivée d’ordre entier de la fonction y(t) = tm pour un ordre fractionnaire, où m est un nombre
naturel. Dans les notations modernes, la dérivée d’ordre entier n définie par Lacroix peut être donnée
par

dny
dtn =

m!
(m−n)!

tm−n =
Γ(m+1)

Γ(m−n+1)
tm−n,m > n

Où, Γ est la fonction Gamma eulérienne.
Donc, en remplaçant n par 1

2 et laissant m = 1, on obtient la dérivée d’ordre 1
2 de la fonction t

d
1
2 y

dt
1
2
=

Γ(2)
Γ(3

2)
t

1
2 =

2√
π

√
t

Différentes approches ont été utilisés pour cette notion de dérivation :

• La limite de taux d’accroissement d’une fonction se généralise sous la forme de Grunwald-
Letnikov, très utile numériquement.

• l’intégration, opérateur inverse, via la formule intégrale de Liouville, mène aux formules de
Riemann-Liouville et de Caputo.

• Enfin les transformation de Fourier et de Laplace associent la dérivation fractionnaire à une
multiplication par (iw)α ou pα avec α non entier.

Mais ces différentes définitions ont pendant longtemps semblé ne pas donner toujours les mêmes
résultats. Cette incohérence apparente a pu être dissipée dans le cadre nouveau proposé par la théorie
des distributions de Laurent Schwartz[36]. Les systèmes fractionnaires apparaissent de plus en plus
fréquement dans les différents champs de recherches. Toutefois, l’intérêt progressif que l’on porte
à ces systèmes et les applications en sciences de l’ingénieur restent encore peu développés. On peut
noter que pour la majeure partie des domaines d’application, les opérateurs fractionnaires sont utilisés
pour prendre en compte des effets de mémoire. Mentionnons les ouvrages [18, 19, 22, 27, 28, 33] qui
regroupent diverses applications du calcul fractionnaire.

1.2.2 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire
Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma, Bêta et Mittag-Leffler. Ces fonctions

jouent un rôle important dans la théorie du calcul fractionnaire.

La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler Γ(z). La
fonction Gamma Γ(z) est définie par l’intégrale suivante

Γ(z) =
∫

∞

0
e−ttz−1dt,

9



1.2. ÉLÉMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

avec Γ(1) = 1, Γ(0+) = +∞, Γ(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour
0 < z≤ 1. Une propriété importante de la fonction Gamma Γ(z) est la relation de récurrence suivante

Γ(z+1) = zΓ(z),

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

Γ(z+1) =
∫

∞

0
e−ttzdt = [−e−ttz]∞0 + z

∫
∞

0
e−ttz−1dt = zΓ(z).

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car Γ(n+1) = n!, ∀n ∈ IN.

La fonction Bêta

Définition 1.10. La fonction B(p,q) est la fonction Bêta (ou intégrale eulerienne de première espèce),
définie par :

B(p,q) =
∫ 1

0
(1− x)p−1 xq−1dx p > 0,q > 0.

On a une égalité exprimant le lien entre l’intégrale eulerienne de première et seconde espèce :

B(p,q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q)

;Re(p)> 0;Re(q)> 0.

La fonction de Mittag-Leffler

La fonction exponentielle, ez, joue un rôle joue très important dans la théorie des équations dif-
férentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle à un seul paramètre a été
introduite par G.M. Mittag-Leffler [30, 31] et désignée par la fonction suivante [16, 17] :

Eα(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+1)
. (1.1)

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres joue également un rôle très important dans la
théorie du calcul fractionnaire. Cette dernière a été introduite par Agarwal [3] et elle est définie par le
développement en série suivant [16, 17] :

Eα,β(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+β)
,(α > 0,β > 0). (1.2)

Pour β = 1, on retrouve la relation (1.1). A partir de la relation (1.2) on montre que

E1,1(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+1)
=

∞

∑
k=0

zk

k!
= ez.

Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Leffler joue le même
rôle que la fonction exponentielle.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.2.3 Intégrale fractionnaire
Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons suivre l’approche

de Riemann pour proposer une première définition d’intégrale fractionnaire, l’intégrale de Riemann-
Liouville.

Définition 1.11. L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h ∈ L1[a,b] d’ordre α ∈ R+ ; est
définie par :

Iα
a h(t) =

1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1 h(s)ds,

où Γ est la fonction Gamma. Lorsque a = 0 nous écrivons Iαh(t) = h(t)∗ϕα(t)
où ϕα (t) = tα−1

Γ(α) pour t > 0,ϕα (t) = 0 pour t ≤ 0, et ϕα→ δ, quand α→ 0.

Thoérème 1.12. Pour h∈C[a,b], l’intégrale fractionnaire de Riemann -Liouville possède la propriété
de semi-groupe

Iα
a

(
Iβ
a h(t)

)
= Iα+β

a h(t) pour α > 0,β > 0

Propriétés 1.13. Nous avons les propriétés suivantes :
i) I0

a h(t) = h(t) ,
ii) l’opérateur intégral Iα

0 est linéaire.

Exemple 1.14. Soit h(t) = (t−a)m

Iα
a h(t) =

1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1 h(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1 (s−a)m ds.

A l’aide de changement de variable s = a+(t−a)x on obtient,

Iα
a h(t) =

(t−a)m+α

Γ(α)

∫ t

a
(1− x)α−1 xmdx

=
(t−a)m+α

Γ(α)
β(α,m+1)

=
(t−a)m+α

Γ(α)Γ(m+1)
Γ(α)Γ(α+m+1)

D’où

Iα
a h(t) =

Γ(m+1)
Γ(α+m+1)

(t−a)m+α .
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1.2. ÉLÉMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

1.2.4 Dérivées fractionnaires
Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, malheureusement elles ne sont pas toutes

équivalentes. Nous présentons dans cette parties les définitions de Riemann-Liouville, Caputo ainsi
que Grunwald-letnikov qui sont les plus utilisées.

Approche de Grunwald-Letnikov

Cette définition se base sur l’obtention de dérivées par différences finies. La dérivée de Grunwald-
Letnikov d’ordre α est définie par

(Dα

a+ f )(t) := lim
h→0

h−α

[ t−a
h ]

∑
j=0

(−1) j(α
j ) f (t− jh).

Les coefficients binomiaux avec des signes alternatifs pour des valeurs positives de n sont définis
comme

(n
j) =

n(n−1)(n−2)...(n− j+1)
j!

=
n!

j!(n− j)!
.

Pour le calcul des coefficients binomiaux on peut utilisés la relation entre la fonction Gamma d’Euler
et la factorielle, définie comme

(α
j ) =

α!
j!(α− j)!

=
Γ(α)

Γ( j+1)Γ(α− j+1)

La dérivée de Grunwald-Letnikov présente un intérêt numérique évident. Si h est assez petit, l’éva-

luation discrète de h−α
∑
[ t−a

h ]
j=0 (−1) j(α

j ) f (t− jh) permet d’approximer la dérivée fractionnaire sur IR
(de Liouville). Par contre les inconvénients de cette approche sont sa difficulté technique pour faire
les calculs, les preuves et les grandes restrictions sur les fonctions [40].

Exemple 1.9.

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Grunwald-Letnikov
En général la dérivée d’une fonction constante au sens de Grunwald-Letnikov n’est pas nulle
ni constante.
Si f (t) = c et α non entier positif on a :

f (k)(t) = 0, pour k = 1,2, ...,n

GDα f (t) =
c

Γ(1−α)
(t−a)−α +

n−1

∑
k=1

f (k)(a)(t−a)k−α

Γ(k−α+1)
+

1
Γ(n−α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1 f (n)(τ)dτ

=
c

Γ(1− p)
(t−α)−α

2. La dérivée de f (t) = (t−a)β au sens de Grunwald-Letnikov
Si α non entier et 0≤ n−1 < α < n avec p > n−1 alors on a :

f (k)(a) = 0, pour k = 1,2, ...,n−1

12



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

et

f (n)(τ) =
Γ(β+1)

Γ(β−n+1)
(τ−a)β−n

d’où
GDα f (t) =

Γ(β+1)
Γ(n−α)Γ(β−n+1)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1(τ−a)β−ndτ

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t−a), on trouve :

GDα(t−a)β =
Γ(β+1)

Γ(n−α)Γ(β−n+1)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1(τ−a)β−ndτ

=
Γ(β+1)

Γ(n−α)Γ(β−n+1)
(t−a)β−α

∫ 1

0
(1− s)n−α−1sβ−nds

=
Γ(β+1)B(n−α,β−n+1)

Γ(n−α)Γ(β−n+1)
(t−a)β−α

=
Γ(β+1)Γ(n−α)Γ(β−n+1)

Γ(n−α)Γ(β−n+1)
(t−a)β−α

=
Γ(β+1)

Γ(β−n+1)
(t−a)β−α

Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.15. Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors la dérivée fractionnaire d’ordre α

(avec n−1≤ α < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

RLDα f (t) =
1

Γ(n−α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− s)n−α−1 f (s)ds

=
dn

dtn (I
n−α f (t))

Propriétés

1. Composition avec l’intégrale fractionnaire

• L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse gauche
de l’opérateur d’intégration fractionnaire,

RLDα(Iα f (t)) = f (t),

en général on a
RLDα(Iβ f (t)) = RLDα−β f (t)

et si α−β < 0, RLDα−β f (t) = Iβ−α f (t).

• En général la dérivation et l’intégration fractionnaire ne commutent pas

RLD−α(RL
a Dβ

t f (t)) =RL Dβ−α f (t)−
m

∑
k=1

[RLDβ−k
t f (t)]t=a

(t−a)α−k

Γ(α− k+1)

avec m−1≤ β < m.
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2. Composition avec les dérivées d’ordre entier
La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entière) ne comutent que
si :
f (k)(a) = 0 pour tout k = 0,1,2, ...,n−1.

dn

dtn (
RLDα f (t)) =RL Dn+α f (t),

mais
RLDα(

dn

dtn f (t)) =RL Dn+α f (t)−
n−1

∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k−α−n

Γ(k−α−n+1)

3. Composition avec les dérivées fractionnaires
Soit n−1≤ α < n et m−1≤ β < m, alors

RLDα(RLDβ

t f (t)) =RL Dα+β f (t)−
m

∑
k=1

[RLDβ−k f (t)]t=a
(t−a)−α−k

Γ(α− k+1)

et
RLDβ(RLDα

t f (t)) =RL Dα+β f (t)−
n

∑
k=1

[RLDα−k f (t)]t=a
(t−a)−β−k

Γ(−β− k+1)

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire RLDα et RLDβ(α 6= β), ne commutent
que si [RLDβ−k f (t)]t=a pour tout k = 1,2, ...,n, et [RLDα−k f (t)]t=a pour tout k = 1,2, ...,m.

Exemples

1. La dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville
En général la dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est
pas nulle ni constante, mais on a :

RLDαC =
C

Γ(1−α)
(t−a)−α

2. La dérivée de f (t) = (t−a)β au sens de Riemann-Liouville
Soit α non entier et 0≤ n−1 < α < n et β >−1, alors on a :

RLDα(t−a)β =
1

Γ(n−α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−α−1(τ−a)βdτ

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t−a), on aura :

RLDα(t−a)β =
1

Γ(n−α)

dn

dtn (t−a)n+β−α

∫ 1

0
(1− s)n−α−1sβds

=
Γ(n+β−α+1)B(n−α,β+1)

Γ(n−α)
(t−a)β−α

=
Γ(n+β−α+1)Γ(n−α)Γ(β+1)

Γ(n−α)Γ(n−α+1)Γ(n+β−α+1)
(t−a)β−α

=
Γ(β+1)

Γ(n−α+1)
(t−a)β−α
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Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.16. Pour une fonction donnée f sur l’intervalle [a,b] la dérivée d’ordre fractionnaire au
sens de Caputo de f , d’ordre α > 0 est définie par

cDα f (t) =
1

Γ(n− r)

∫ t

a
(t− s)n−α−1 f (n)(s)ds,

ici n = [α]+1 et [α] désignant la partie entière de α.
Par exemple, pour 0 < α < 1 et f : [a,b]→ E une fonction absolument continue alors la dérivée

d’ordre fractionnaire α de f existe.

Propriétés

1. La relation avec la dérivée de Riemann-Liouville
Soit α > 0 avec n−1 < α < n,(n ∈ N∗), supposons que f est une fonction telle que c

aDα
t f (t)

et RL
a Dα

t f (t) existent alors

cDα f (t) =RL Dα f (t)−
n−1

∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k−α

Γ(k−α+1)

On déduit que si f (k)(a) = 0 pour k = 0,1,2, ...,n−1, on aura cDα f (t) = RLDα f (t).

2. Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire
Si f est une fonction continue on a

cDαIα
a f = f et Iαc

a Dα f (t) = f (t)−
n−1

∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k

k!

donc l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur d’intégration
fractionnaire mais il n’est pas un inverse à droite.

Exemples

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo
La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

cDαC = 0

2. La dérivée de f (t) = (t−a)β au sens de Caputo
Soit n un entier et 0≤ n−1 < α < n avec α > n−1, alors on

f (n)(τ) =
Γ(β+1)

Γ(β−n+1)
(τ−a)β−n,

d’où
cDα(t−a)β =

Γ(β+1)
Γ(n−α)Γ(β−n+1)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1(τ−a)β−ndτ
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en effectuant le changement de variable τ = a+ s(t−a) on obtient

cDα(t−a)β =
Γ(β+1)

Γ(n−α)Γ(β−n+1)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1(τ−a)β−ndτ

=
Γ(β+1)

Γ(n−α)Γ(β−n+1)
(t−a)β−α

∫ 1

0
(1− s)n−α−1sβ−nds

=
Γ(β+1)B(n−α,β−n+1)

Γ(n−α)Γ(β−n+1)
(t−a)β−α

=
Γ(β+1)Γ(n−α)Γ(β−n+1)

Γ(n−α)Γ(β−n+1)Γ(β−α+1)
(t−a)β−α

=
Γ(β+1)

Γ(β−n+1)
(t−a)β−α.

Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de Riemann-Liouville

• L’avantage principal de l’approche Caputo et que les conditions initiales des équations diffé-
rentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la même forme comme pour les
équations différentielles d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

• Une autre différence entre la définition la de Riemann et celle de Caputo de Caputo et que
la dérivée d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle est

C
Γ(1−α)(x−a)−α.

• Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver à la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo est également l’inverse quand on suit l’autre sens (Riemann-Liouville) , c’est
à dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre α où m− 1 ≤ α ≤ m par l’approche de
Riemann-Liouville, on commence d’abord par l’intégration fractionnaire d’ordre (m−α) pour
la fonction f (x) et puis on dérive le résultat obtenu à l’ordere entier m, mais pour trouver la
dérivée fractionnaire d’ordre α où m−1≤ α≤ m par l’approche de Caputoon commence par
la dérivée d’ordre entier m de la fonction f (x) et puis on intègre d’ordre fractionnaire (m−α).

Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1. Linéarité
La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

Dα(λ f (t)+µg(t)) = λDα f (t)+µDαg(t)

2. La règle de Leibniz
Pour n entier on a

dn

dtn( f (t)g(t))
=

n

∑
k=0

(
n
k

)
f (k)(t)g(n−k)(t)

La généralisation de cette formule nous donne

Dα( f (t)g(t)) =
n

∑
k=0

(
α

k

)
f (k)(t)D(α−k)g(t)+Rα

n (t),

où n≥ α+1 et

Rα
n (t) =

1
n!Γ(−α)

∫ t

a
(t− τ)−α−1g(τ)dτ

∫ t

τ

f (n+1)(ζ)(τ−ζ)ndζ,
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avec lim
n→∞

Rα
n (t) = 0.

Si f et g sont continues dans [a, t] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule devient :

Dα( f (t)g(t)) =
n

∑
k=0

(
α

k

)
f (k)(t)D(α−k)g(t).

Dα est la dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov et au sens de Riemann-Liouville.

Malheureusement, le calcul fractionnaire lui manque une interprétation géométrique de l’intégration
ou la différentiation d’ordre arbitraire. On renvoie les lecteurs aux ouvrages tels que[22, 25, 26, 29,
32, 33, 35]et les articles[1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 24, 34]

1.3 Quelques théorèmes de point fixe

Pour les applications ultérieures, nous avons besoin de théorèmes de point fixe suivants :

Thoérème 1.17. (Banach)[20]
Soient X un espace de Banach, et A : X → X un opérateur contractant.
Alors A admet un point fixe unique. i.e ∃!u ∈ X tel que Au = u.

Thoérème 1.18. (Schauder)[38]
Soit (E,d) un espace metrique complet, soit X une partie convexe et fermé de E, et soit A : X→ X

une application telle que l’ensemble {Ax : x ∈ X} est relativement compacte dans E. Alors A possède
au moins un point fixe.

Thoérème 1.19. (Schaefer)[20, 21]
Soient X un espace de Banach et A : X → X un opérateur complètement continu.
Si l’ensemble

ε = {u ∈ X : λAu = u, pour un certain λ ∈ ]0,1[}

est borné, alors A possède au moins un point fixe.

Thoérème 1.20. (Ascoli-Arzelà)[21]
Soit A un sous ensemble de C (J,E) , A est relativement compacte dans C (J,E) si et seulement si

les conditions suivantes sont vérifiées :
i) L’ensemble A est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :

‖ f (x)‖ ≤ K pour tout x ∈ J et tout f ∈ A,

ii) L’ensemble A est équicontinue. i.e pour tout ε > 0,ilexisteδ > 0 tel que

|t1− t2|<δ =⇒‖ f (t1)− f (t2)‖ ≤ ε pour tous t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A,

iii) Pour tout x ∈ J l’ensemble { f (x) , f ∈ A} ⊂ E est relativement compacte.
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1.4 Lemmes fondamentaux
Lemme 1.21. [39] Soit α > 0, alors l’équation différentielles

cDαh(t) = 0

admet les solutions h(t) = c0 + c1t + c2t2 + ...+ cn−1tn−1, ci ∈ R, i = 0,1,2, ..., n−1, n = [α]+1.

Preuve. Supposons que
cDαh(t) = 0,

d’après la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

In−α

(
d
dt

)n

h(t) = 0,

c’est à dire
1

Γ(n−α)

∫ t

0
(t− s)n−α−1

(
d
ds

)n

h(s)ds = 0,

puisque 1
Γ(n−α) 6= 0, on a

∫ t

0
(t− s)n−α−1

(
d
ds

)n

h(s)ds = 0,

et par suite
tn−α−1 ∗h(n) (s) = 0.

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de l’égalité

L
(

tn−α−1 ∗h(n) (t)
)
(p) = L(0)(p) = 0

posant H (p) = L(h)(p) on obtient

Γ(n−α)

pn−α

(
pnH (p)−

n

∑
k=1

pn−kh(k−1) (0)

)
= 0,

alors

pnH (p)−
n

∑
k=1

pn−kh(k−1) (0) = 0,

donc

H (p) =
n

∑
k=1

p−kh(k−1) (0) ,

appliqunat maintenant la transformée inverse de Laplace :

L−1 (H (p))(t) = L−1

(
n

∑
k=1

p−kh(k−1) (0)

)
(t)
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il s’ensuit que

h(t) =
n

∑
k=1

h(k−1) (0)L−1
(

p−k
)
(t)

=
n

∑
k=1

h(k−1) (0) .
tk−1

Γ(k)
,

en faisant le changement de variable i = k−1 on trouve

h(t) =
n−1

∑
i=0

h(i) (0)
i!

t i

pour ci =
hi(0)

i! on a

h(t) =
n−1

∑
i=0

cit i.

Supposons maintenant que

h(t) =
n−1

∑
i=0

cit i,

on applique l’opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres de l’éga-
lité

cDαh(t) = cDα

(
n−1

∑
i=0

cit i

)

=
n−1

∑
i=0

cc
i Dαt i

=
n−1

∑
i=0

ciIn−α

(
d
dt

)n

t i

puisque (0≤ i≤ n−1 < n) on a
cDαh(t) = 0.

Ce qui achève la démonstration. �
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Lemme 1.22. [39] Soit α > 0, alors

Iα cDαh(t) = h(t)+ c0 + c1t + c2t2 + ...+ cn−1tn−1

pour ci ∈ R, i = 0,1,2, ...,n−1, n = [α]+1.

Preuve. On a par la définition de la dérivée fractionaire de Caputo

cDαh(t) = In−αh(n) (t) ,

on applique l’opérateur de l’intégral fractionnaire aux deux membres de l’égalité

IαcDαh(t) = IαIn−αh(n) (t)
= InRLDnh(t)

= h(t)−
n

∑
j=1

tn− j

Γ(n− j+1)
lim
t→0

(
d
dt

)n− j

In−nh(t)

= h(t)−
n

∑
j=1

tn− j

Γ(n− j+1)

((
d
dt

)n− j

h(t)

)
(0)

= h(t)−
n

∑
j=1

tn− j

Γ(n− j+1)
h(n− j) (0)

par le changement de variable k = n− j on obtient :

IαcDαh(t) = h(t)−
n−1

∑
k=0

h(k) (0) tk

k!

= h(t)−
n−1

∑
k=0

c′ktk

k!

= h(t)+
n−1

∑
k=0

cktk

k!
.
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Chapitre 2
Problème de Cauchy pour des équations
différentielles d’ordre fractionnaire

Dans ce chapitre, on s’intéresse au problème pour équations différentielles d’ordre fractionnaire
de type Caputo suivant :

cDαy(t) = f (t,y(t)) ,pour tout t ∈ J = [0,T ] ,0 < α < 1 (2.1)

y(0) = y0, y0 ∈ R (2.2)

Où cDα est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J×R−→R est une fonction continue.
Des résultats d’existence et d’unicité sont obtenues pour ce problème moyennant le théorème de point
fixe de Banach

2.1 Résultats d’existences

Dans cette section, on donne les conditions de l’existence et l’unicité de la solution du problème
(2.1)-(2.2) dans l’espace Cγ [0,T ] définie pour 0 < α < 1 et γ ∈ R(0≤ γ≤ α) par

Cγ =
{

f (t) : tγ f (t) ∈C [0,T ] ,‖ f‖Cγ
= ‖tγ f (t)‖C

}
(2.3)

Cα
γ [0,T ] =

{
f (t) ∈C [0,T ] :c Dα

0+ f ∈Cγ [0,T ]
}

(2.4)

Notre approche est basée sur la réduction du problème considéré en une équation intégrale de Volterra

y(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 f (s,y(s))ds , 0≤ t ≤ T (2.5)

Lemme 2.1. soit α ∈ R(0 < α < 1) ,et soit f1−α (t) =
(

I1−α

0+ f
)
(t) . Si f (t) ∈Cγ [0,T ] et

f1−α (t) ∈C1
γ [0,T ] ,alors

(IαDα f )(t) = f (t)− f1−α (0)
Γ(α)

tα−1, t ∈ [0,T ] (2.6)
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Lemme 2.2. Si γ ∈ R(0≤ γ < 1), alors l’opérateur d’intégration Iα

0+ avec α ∈ R est borné dans
Cγ [0,T ]

‖Iαg‖Cγ
≤ T α Γ(1− γ)

Γ(1+α− γ)
‖g‖Cγ

(2.7)

Tout d’abord, nous établissons une équivalence entre le problème (2.1)-(2.2) et l’équation intégrale
(2.5) dans l’espace C [0,T ] des fonctions continues.

Lemme 2.3. Soit 0 < α < 1 et soit h : [0,T ] −→ R une fonction continue. Une fonction y est une
solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 h(s)ds (2.8)

si et seulement si y est la solution du problème à valeur initiale pour l’équation différentielle frac-
tionnaire

cDαy(t) = h(t) , t ∈ [0,T ] , (2.9)

y(0) = y0. (2.10)

Preuve. Soit y la solution de l’équation intégrale (2.8). On commence par la vérification de la
condition initiale, on a d’après (2.8)

|y(t)− y0|=
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds

∣∣∣∣ ,
alors

|y(t)− y0| ≤
‖h‖

∞

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds

≤ ‖h‖
∞

Γ(α)
tα.

On prend la limite quand t −→ 0, et on obtient

y(0) = y0.

Donc (2.8) vérifie la condition initiale (2.10). Il reste a montrer qu’elle vérifie l’équation (2.9).
On a,

y(t)− y0 =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 h(s)ds

= Iαh(t)

En appliquant l’opérateur Dα aux deux membres de l’égalité,
on aura

Dα (y(s)− y0)(t) = h(t) ,

de plus, on a
Dα (y(s)− y0)(t) =c Dαy(t) .

par suite
cDαy(t) = h(t) , t ∈ [0,T ] .
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D’ORDRE FRACTIONNAIRE

Inversement on a

cDαy(t) =
d
dt

I1−α [y(s)− y0] (t) .

Comme h(t) est continue, il s’ensuit que cDαy est continu, et par suite I1−α [y(s)− y0] est continu.
En appliquant l’opérateur Iα aux deux membres de l’égalité précédente, on aurra

Iα cDαy(t) = y(t)− y0−
tα−1

Γ(α)
I1−α [y(s)− y(0)] (t) ,

d’autre part, on a

∣∣I1−α [y(s)− y0] (t)
∣∣ ≤ sup

t∈[0,T ]
|y(t)− y0|

Γ(1−α)

∫ t

0
(t− s)−α ds

=
‖y− y0‖∞

(1−α)Γ(1−α)
t1−α,

par suite
lim
t→0

∣∣I1−α [y(s)− y(0)] (t)
∣∣= 0,

par conséquent
Iα cDαy(t) = y(t)− y0.

On a h ∈C ([0,T ] ,R) , et par conséquent Iαh est continu.
Appliquons Iα aux deux membres de (2.9)

Iα cDαy(t) = Iαh(t)

D’après le calcul précédent, on obtient

y(t) = y0 + Iαh(t)

= y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 h(s)ds, 0≤ t ≤ T,

c’est à dire y(t) ∈C [0,T ] est la solution de l’équation intégrale (2.8). �

Maintenant, on va établir l’existence et l’unicité de la solution pour le problème de Cauchy (2.1)-
(2.2) dans l’espace Cγ [0,T ] sous les hypothèses du lemme(2.3) et une condition de Lipschitz. Pour
cela on a besoin du résultat auxilliaire suivant :

Lemme 2.4. Soit J = [0,T ] , 0 < c < T,g ∈C [0,c] et g ∈C [c,T ] alors g ∈C [0,T ] et

‖g‖C[0,T ] ≤ sup
[
‖g‖C[0,c] ,‖g‖C[c,T ]

]
(2.11)
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Thoérème 2.5. Soit 0 < α < 1, et 0≤ γ≤ α. Soit G un ouvert de R, et soit f : (0,T ]×G→ R, une
fonction telle que, pour chaque y ∈ G, f [t,y] ∈ Cγ [0,T ] et vérifie la condition de lipschitz suivante
(H1) Il existe une constante A > 0 telle que :

| f (t,y)− f (t,
_
y)| ≤ A |y− _

y| ,pour tout t ∈ [0,T ],et tout y,
_
y ∈ G.

Alors il existe une solution unique y(t) pour le problème de Cauchy (2.1)-(2.2) dans l’espace Cγ [0,T ] .

Preuve. On commence par montrer l’existence d’une solution unique y(t) ∈C [0, t1] . D’après le
lemme (2.3), il suffit de montrer que l’équation intégrale de Volterra (2.8) possède une solution unique
y(t) ∈C [0, t1]. On montre le résultat en premier temps sur une partie de l’intervalle [0,T ] l’équation
intégrale (2.8) a un sens sur chaque intervalle [0, t1]⊂ [0,T ]. Choisissons t1 tel que l’inégalité,

A
tα
1

Γ(α+1)
< 1 (2.12)

soit vérifiée, ensuite on montre l’existence d’une solution unique y(t) ∈ C [0, t1] pour l’équation in-
tégrale de Volterra (2.8) sur [0, t1] . Pour cela on utilise le théorème du point fixe de Banach pour
l’éspace C [0,T ] qui est un espace métrique complet avec la distance donnée par

d (y1,y2) = ‖y1− y2‖C[0,t1] = sup
t∈[0,t1]

|y1 (t)− y2 (t)| .

On réecrit l’équation intégrale (2.8) sous la forme suivante :

y(t) = (Ty)(t) .

Où
(Ty)(t) = y0 +

1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 f (s,y(s))ds (2.13)

Pour appliquer le théorème de Banach, il faut montrer :

1. Si y(t) ∈C [0, t1] alors (Ty)(t)∈C [0, t1]

2. Pour chaque y1,y2 ∈C [0, t1]

‖Ty1−Ty2‖C[0,t1] ≤ w‖y1− y2‖C[0,t1] avec(0< w< 1) . (2.14)

Comme f [t,y] ∈C [0, t1] , et tenant compte du lemme(2.2), on a∥∥∥∥∥ 1
Γ(α)

∫ t

0

f (s,y(s))

(t− s)1−α
ds

∥∥∥∥∥
C[0,t1]

≤
tα
1

Γ(α+1)
‖ f (t,y(t))‖C[0,t1]

alors (Ty)(t)∈C [0, t1] . Montrons maintenant (2.14).

En vertu de (2.3), du lemme(2.2), et en utilisant la condition de Lipschitz ,
On obtient

‖Ty1−Ty2‖C[0,t1] =

∥∥∥∥ 1
Γ(α)

∫ t

0
( f (s,y1 (s))− f (s,y2 (s)))(t− s)α−1 ds

∥∥∥∥
C[0,t1]

≤
tα
1

Γ(α+1)
‖ f (s,y1 (t))− f (s,y2 (t))‖C[0,t1]

≤
Atα

1
Γ(α+1)

‖y1− y2‖C[0,t1]
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à l’aide du (2.12), on obtient (2.14), avec w=
Atα

1
Γ(α+1) , et alors par le théorème du point fixe de Banach,

il existe une solution unique y∗ (t) ∈C [0, t1] de l’équation intégrale (2.3) sur [0, t1]. Par le théorème
de Banach, la solution y∗ (t) est une limite de la suite convergente (T ny0)(t) :

lim
n→+∞

‖T ny∗0− y∗‖C[0,t1] = 0 (2.15)

On prend
y∗0 = y0.

Tenant compte de l’équation intégrale (2.8), la suite
(
T ny∗0

)
(t) est définie par la formule de récurrence

(T ny∗0)(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0
f
(
s,
(
T n−1y∗0

)
(s)
)
(t− s)α−1 ds, n = 1,2, ...

Si on note, yn (t) =
(
T ny∗0

)
(t) , alors la relation précédente prend la forme suivante :

(yn)(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0
f (s,(yn−1)(s))(t− s)α−1 ds,(n ∈ N)

et (2.15) devient
lim

n→+∞
‖yn− y‖C[0,t1] = 0.

Après, on considère l’intervalle [t1, t2] ,où t2 = t1 +h1 et h1 > 0, avec t2 < T.
Réecrivons l’équation intégrale (2.3) sous la forme

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

t1
f (s,y(s))(t− s)α−1 ds+ y0 +

1
Γ(α)

∫ t1

0
f (s,y(s))(t− s)α−1 ds,

puisque la fonction y(s) est définie uniquement sur [0, t1] ,
nous obtenons

y(t) = y01 +
1

Γ(α)

∫ t

t1
(t− s)α−1 f (s,y(s))ds,

où
y01 = y0 +

1
Γ(α)

∫ t1

0
f (s,y(s))(t− s)α−1 ds,

Par une technique similaire pour avoir l’existence et l’unicité de la solution sur [0, t1] , on peut déduire
qu’il existe une solution unique y∗1 (t) ∈ C [t1, t2] de l’équation intégrale (2.3) sur l’intervalle [t1, t2] .
On prend l’intervalle suivant [t2, t3] , où t3 = t2 + h2 et h2 > 0, sont tel que t3 < T. En répétant ce
processus, on trouve qu’il existe une solution unique y(t) de l’équation (2.3), telle que

y(t) = y∗k (t)

et
y∗k ∈C [tk−1, tk] , (k = 1, ...,L)

où 0 = t0 < t1 < ... < tL = T. Par le lemme(2.4), il s’ensuit qu’il existe une solution unique y(t) ∈
C [0,T ] sur l’intervalle [0,T ] tout entier. Par conséquent, il existe une solution unique y(t) = y∗ (t) ∈
C [0,T ] de l’équation intégrale de Volterra (2.3) et alors du problème de Cauchy (2.1)-(2.2). Pour
completer la démonstration, il reste à montrer que cette solution y(t)∈C [0,T ] , appartienne à l’espace
Cα

γ [0,T ] . Par la définition , il faut montrer que cDαy(t) ∈ Cγ [0,T ]. D’après ce qui précède y(t) ∈
C [0,T ] est une limite de la suite yn (t) =

(
T ny∗0

)
(t) ∈C [0,T ] .

lim
n→+∞

‖yn− y‖C[0,t1] = 0 (2.16)
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En utilisant ensuite (2.1) et la condition de Lipschitz, on a

‖cDαyn−c Dαy‖C[0,t1] ≤ ‖ f (t,yn (t))− f (t,y(t))‖Cγ[0,T ]

≤ A‖yn− y‖Cγ[0,T ]

≤ AT γ ‖yn− y‖C[0,T ]

≤ A‖yn− y‖C[0,T ]

de plus (2.16) permet d’obtenir

lim
n→+∞

‖cDαyn−c Dαy‖C[0,t1] = 0

alors cDαy(t) ∈Cγ [0,T ], et donc, y ∈Cα
γ [0,T ] . Ce qui achève la démonstration. �
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Chapitre 3
Problèmes aux limites pour des equations
différentielles d’ordre fractionnaire

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence et l’unicité de la solution d’un problème aux limites du
premier ordre, pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire .

cDαy(t) = f (t,y(t)) ,pour tout t ∈ J = [0,T ] ,0 < α < 1 (3.1)

ay(0)+by(T ) = c, (3.2)

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0,T ]×R→ R, une fonction continue, a,
b, c sont des constantes réelles avec a+b 6= 0.

Puis, nous examinerons le problème aux limites suivant :

cDαy(t) = f (t,y(t)), t ∈ J := [0,T ], 1 < α≤ 2, (3.3)

y(0) = y0, y(T ) = yT , (3.4)

Où f est comme dans le problème (3.1)-(3.2)
Pour le premier problème on présentera deux résultats d’existence, le premier est basé sur le théorème
de point fixe de Banach et le second sur le théorème de point fixe de Schaefer, ces résultats sont dus
à Benchohra et Al [8]. Pour le deuxième problème nous présenterons un résultat d’existence basé sur
le théorème de point fixe de Schauder pour plus de détails voir [2]

3.1 Problème aux limites dans le cas 0 < α < 1

3.1.1 Existence des solutions
On commence par la définition d’une solution du problème (3.1)-(3.2).

Définition 3.1. Une fonction y ∈C1 ([0,T ] ,R) est dite solution du problème (3.1)-(3.2) si y satisfait
l’équation cDαy(t) = f (t,y(t)) sur J et la condition ay(0)+by(T ) = c.
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Pour l’existence de la solution du problème (3.1)-(3.2), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2. soit 0 < α < 1 et soit h : [0,T ] −→ R une fonction continue. Une fonction y est une
solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 h(s)ds− 1

a+b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds− c

]
(3.5)

si et seulement si y est la solution du problème aux limites pour l’équation différentielle fractionnaire

cDαy(t) = h(t) , t ∈ [0,T ] , (3.6)

ay(0)+by(T ) = c (3.7)

Preuve. D’après le lemme(2.3) On a

y(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 h(s)ds.

Il reste à vérifier les conditions aux limites, on a

y(T ) = y0 +
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds,

or
ay(0)+by(T ) = c,

par suite

ay(0)+by(0)+
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds = c, avec a+b 6= 0,

c’est à dire

y(0) =
1

a+b

[
c− b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds

]
,

et on obtient (3.5). Ce qui achève la démonstration. �

On va donner un premier résultat concernant l’unicité de la solution du problème (3.1)-(3.2), en
utilisant le théorème de contraction de Banach

Thoérème 3.3. Supposons que :
(H1) Il existe une constante k > 0 telle que :

| f (t,u)− f (t,
_
u)| ≤ k |u− _

u| ,pour tout t ∈ J,et tout u,
_
u ∈ R.

Si
kT α

(
1+ |b|

|a+b|

)
Γ(α+1)

< 1 (3.8)

alors, le problème (3.1)-(3.2) admet une solution unique sur [0,T ] .
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Preuve. On va transformer le problème (3.1)-(3.2) en un problème de point fixe. Considérons
l’opérateur

F : C ([0,T ] ,R)→C ([0,T ] ,R)

défini par

F(y)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 f (s,y(s))ds− 1

a+b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 f (s,y(s))ds− c

]
(3.9)

Il est clair, que les points fixes de l’opérateur F sont les solutions du problème (3.1)-(3.2). F est
bien défini, en effet : si y ∈ C ([0,T ] ,R), alors ,(Fy) ∈ C ([0,T ] ,R) . Pour montrer que F admet un
point fixe, il suffit de montrer que F est une contraction, en effet : si x,y ∈C ([0,T ] ,R) . Alors, pour
tout t ∈ J.On a

|F (x)(t)−F (y)(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,x(s))− f (s,y(s))|ds

+
|b|

Γ(α) |a+b|

∫ T

0
(T − s)α−1 | f (s,x(s))− f (s,y(s))|ds

≤ k‖x− y‖
∞

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 ds

+
|b|k‖x− y‖

∞

Γ(α) |a+b|

∫ T

0
(T − s)α−1 ds

≤
kT α

(
1+ |b|

|a+b|

)
αΓ(α)

‖x− y‖
∞
,

et par suite

‖F (x)−F (y)‖
∞
≤

kT α

(
1+ |b|

|a+b|

)
αΓ(α)

‖x− y‖
∞

En vertu de (3.8), on peut déduire que F est une contraction, et d’après le théorème de Banach F
admet un seul point fixe qui est une solution du problème (3.1)-(3.2). �

Notre deuxième résultat pour le problème (3.1)-(3.2) est basé sur le théorème du point fixe de
Schaefer.

Thoérème 3.4. Supposons que :
(H2) La fonction f : [0,T ]×R→ R est continue.
(H3) Il existe une constante M> 0 telle que

| f (t,u)|≤M pour tout t ∈ J ,et tout u ∈ R.

alors, le problème (3.1)-(3.2) admet au moins une solution sur [0,T ] .
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Preuve. On va utiliser le théorème du point fixe de Schaefer pour montrer que F défini par (3.9)
admet un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1 : F est continue.
Soit {yn} une suite dans C ([0,T ] ,R) convergente pour la norme ‖.‖

∞
vers une limite y, c’est à

dire :
lim
n→∞
‖yn− y‖

∞
= 0.

Il faut montrer que lim
n→∞
‖F (yn)−F (y)‖

∞
= 0. Pour tout t ∈ [0,T ]

|F (yn)(t)−F (y)(t)|

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,yn (s))− f (s,y(s))|ds

+
|b|

Γ(α) |a+b|

∫ T

0
(T − s)α−1 | f (s,yn (s))− f (s,y(s))|ds

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 sup

s∈[0,T ]
| f (s,yn (s))− f (s,y(s))|ds

+
|b|

Γ(α) |a+b|

∫ T

0
(T − s)α−1 sup

s∈[0,T ]
| f (s,yn (s))− f (s,y(s))|ds

≤ ‖ f (.,yn (.))− f (.,y(.))‖
∞

Γ(α)

[∫ t

0
(t− s)α−1 ds+

|b|
|a+b|

∫ T

0
(T − s)α−1 ds

]

≤
T α

(
1+ |b|

|a+b|

)
‖ f (.,yn (.))− f (.,y(.))‖

∞

αΓ(α)

Puisque f est continue alors,

‖F (yn)(t)−F (y)(t)‖ ≤
T α

(
1+ |b|

|a+b|

)
‖ f (.,yn (.))− f (.,y(.))‖

∞

Γ(α+1)
→ 0 quand n→ ∞,

d’où la continuité de F.
Etape 2 : L’image de tout ensemble borné par F est un ensemble borné dans C ([0,T ] ,R).

En effet, il suffit de montrer que pour tout η∗> 0,il existe une constante positive l telle que pour
tout y ∈ Bη∗,Bη∗ = {y ∈ C ([0,T ] ,R) : ‖y‖

∞
≤ η∗} , on a ‖F(y)‖

∞
≤ l. Par (H3) on a pour tout

t ∈ [0,T ] ,

|F (y)(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,y(s))|ds

+
|b|

Γ(α) |a+b|

∫ T

0
(T − s)α−1 | f (s,y(s))|ds+

|c|
|a+b|

≤ M
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 ds+

M |b|
Γ(α) |a+b|

∫ T

0
(T − s)α−1 ds+

|c|
|a+b|

≤ M
αΓ(α)

T α +
M |b|

αΓ(α) |a+b|
T α +

|c|
|a+b|

,

donc

‖F (y)‖
∞
≤ M

αΓ(α)
T α +

M |b|
αΓ(α) |a+b|

T α +
|c|
|a+b|

: = l,
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et par suite F (Bη∗) est borné.
Etape 3 : L’image de tout borné par F est un ensemble équicontinu de C ([0,T ] ,R) .
Soient t1, t2 ∈ (0,T ], t1< t2 , B

η∗ un ensemble borné de C ([0,T ] ,R) et soit y ∈ Bη∗ . Alors

|F (y)(t2)−F (y)(t1)| ≤
M

Γ(α)

∫ t1

0

[
(t1− s)α−1− (t2− s)α−1

]
ds

+
M

Γ(α)

∫ t2

t1
(t2− s)α−1 ds

≤ M
Γ(α+1)

[
(t2− t1)

α + tα
1 − tα

2
]
+

M
Γ(α+1)

(t2− t1)
α

≤ M
Γ(α+1)

(t2− t1)
α +

M
Γ(α+1)

(tα
1 − tα

2 )

Quand t1 → t2, le membre droit de l’inégalité précédente tend vers 0, d’où la continuité de F .
D’après l’étape 2 et 3 et le théorème d’Ascoli-Arzélà F (Bη∗) est relativement compact pour tout
borné Bη∗, c’est à dire F est complètement continu, et d’après l’étape 1, F est continu. Par consé-
quent F : C ([0,T ] ,R)→C ([0,T ] ,R) est continu et complètement continu.

Etape 4 :
Maintenant, il reste à montrer que ε = {y ∈C(J,R) : y = λF(y) pour 0 < λ < 1} est borné. Soit

y ∈ ε, alors y = λF (y) pour 0< λ< 1. Donc, pour chaque t ∈ J. On a

y(t) = λ

[
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 f (s,y(s))ds− 1

a+b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 f (s,y(s))ds− c

]]
,

alors, d’après (H3),et pour tout t ∈ J, on a :

|F (y)(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,y(s))|ds

+
|b|

Γ(α) |a+b|

∫ T

0
(T − s)α−1 | f (s,y(s))|ds+

|c|
|a+b|

≤ M
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 ds

+
M |b|

Γ(α) |a+b|

∫ T

0
(T − s)α−1 ds+

|c|
|a+b|

≤ M
αΓ(α)

T α +
M |b|

αΓ(α) |a+b|
T α +

|c|
|a+b|

.

Donc, pour tout t ∈ [0,T ] ,on a

‖F (y)‖
∞
≤ M

αΓ(α)
T α +

M |b|
αΓ(α) |a+b|

T α +
|c|
|a+b|

: = R

Cela montre que ε est borné. Comme une conséquence du théorème de point fixe de Schaefer. On
déduit que F admet au moins un point fixe qui est une solution du problème(3.1)-(3.2). �
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3.1.2 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de nos principaux résultats.
Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :

cDαy(t) =
e−t |y(t)|

(9+ et)(1+ |y(t)|)
, t ∈ J := [0,1] , α ∈ (0,1] , (3.10)

y(0)+ y(1) = 0. (3.11)

Posons

f (t,x) =
e−tx

(9+ et)(1+ x)
, (t,x) ∈ J× [0,∞).

Soit x,y ∈ [0,∞) et t ∈ J. Alors on a

| f (t,x)− f (t,y)| =
e−t

(9+ et)

∣∣∣∣ x
(1+ x)

− y
(1+ y)

∣∣∣∣
=

e−t |x− y|
(9+ et)(1+ x)(1+ y)

≤ e−t

(9+ et)
|x− y|

≤ 1
10
|x− y| .

Alors la conditions (H1) est vérifiée avec k= 1
10 . On doit vérifier que la condtion (3.8) est satisfaite

pour des valeurs appropriées de α ∈ (0,1] avec a = b = T = 1.
En effet

3k
2Γ(α+1)

‹1⇔ Γ(α+1) ›
3k
2

= 0.15. (3.12)

Alors d’après le Théorème(3.3) le problème (3.10)-(3.11) a une seule solution sur [0,1] pour les
valeurs de α satisfaisant (3.12).

3.2 Probème aux limites dans le cas 1 < α≤ 2

3.2.1 Existence des solutions

Dans cette section on est concerné par l’éxistence des solutions du problème (3.3)-(3.4).
On commence par donner la définition d’une solution du problème (3.3)-(3.4).

Définition 3.5. Une fonction y ∈C(J, IR) est dite solution du problème (3.3)-(3.4) si y satisfait (3.3)
et (3.4).

Soit h : C[0,T ]→ IR une fonction continue et considérons l’équation différentielle d’ordre frac-
tionnaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ J, 1 < α≤ 2 (3.13)

On note le problème (3.13)-(3.4) par (LP).
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Pour l’existence de la solution, on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.6. Une fonction y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ T

0
G(t,s)h(s)ds+ y0 +

(yT − y0)

T
t, (3.14)

si et seulement si y est une solution de (LP), où G(t,s) est la fonction de Green définie par

G(t,s) =

{
(t− s)α−1− t(T−s)α−1

T , 0 ≤ s ≤ t≤ T ;
−t(T−s)α−1

T , 0 ≤ t ≤ s ≤ T .
(3.15)

Remarque la fonction t ∈ J→
∫ T

0 |G(t,s)|ds est continue sur J, et est donc bornée. Soit

Ĝ = sup
{∫ T

0
|G(t,s)|ds, t ∈ J

}
Preuve.

Supposons que y satisfait (3.13), alors le lemme(1.22) nous donne

y(t) = c0 + c1t +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds.

Par (3.4), on a
y(0) = y0,

et

y(T ) = y0 + c1T +
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds,

donc

c1 =−
1

T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds+

yT − y0

T
.

c’est à dire

y(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0
((t− s)α−1− t

T
(T − s)α−1)h(s)ds+

1
Γ(α)

∫ T

t
− t

T
(T − s)α−1h(s)ds+

yT − y0

T
t.

par suite, on trouve l’équation (3.14). Inversement, si y satisfait l’équation (3.14), alors l’équation
(3.13)-(3.4) est vérifiée.
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Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théorème de point fixe de Schauder.

Thoérème 3.7. Supposons que
(H1) La fonction f : J× IR→ IR est continue.
(H2) Ils existent une fonction ρ ∈C(J, IR+) , et ψ ∈ [0,∞)→ [0,∞) continues et non décroissantes.
Telles que

| f (t,u)| ≤ ρ(t)ψ(|u|), pour t ∈ J et tout u ∈ IR.

(H3) Il existe une constante M > 0 telle que

M
1

Γ(α)ρ
∗ψ(M)Ĝ+ |y0|+ |yT − y0|

≥ 1 (3.16)

où ρ∗ = supρ(s),s ∈ J

Preuve. Soit C = {y ∈C(J, IR), ‖y‖∞ ≤M}. Où M est la constante donnée par (H3). Il est clair
que le sous-ensemble C est fermé et convexe. Nous allons montrer que F satisfait les conditions du
théorème de point fixe de Schauder.

Etape 1. F est continu.
Soit {yn} une suite telle que yn→ y dans C (J,R) . Alors, pour chaque t ∈ J.

|F(yn)(t)−F(y)(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ T

0
|G(t,s)|| f (s,yn)− f (s,y(s))|ds

Puisque f est continue, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue implique que .

‖F (yn)−F (y)‖
∞
→ 0 quand n→ 0

Etape 2. F transforme C en un ensemble borné de C (J,R) .
Soit y ∈C, alors pour chaque t ∈ J , (H2) implique

(Fy)(t) ≤ 1
Γ(α)

∫ T

0
|G(t,s)| f (s,y(s))ds+ |y0|+

|(yT − y0)|
T

|t|

≤ 1
Γ(α)

ρ(t)ψ(|y(t)|)
∫ T

0
|G(t,s)|ds+ |y0|+ |yT − y0|

donc,
‖Fy‖∞ ≤ ρ

∗
ψ(M)Ĝ+ y0 + |yT − y0| := l

Etape 3 F transforme C en un ensemble équicontinue de C (J,R) .
Soit y ∈C, t1, t2 ∈ J, t1< t2; alors

|F(y)(t2)−F(y)(t1)| ≤
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ T

0
G(t2,s) f (s,y(s))ds− 1

Γ(α)

∫ T

0
G(t1,s) f (s,y(s))ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣yT − y0

T
t2−

yT − y0

T
t1

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ T

0
|G(t2,s)−G(t1,s)|| f (s,y(s))|ds

+
yT − y0

T
|t2− t1|
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quand t1→ t2. Le membre à droite de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par le théorème d’Ascoli-
Arzélà, N (C) est relativement compact pour tout borné de F . Alors N est complètement continu.

Etape 4 F (C)⊂C
Soit y ∈C. On va montrer que Fy ∈C. Pour chaque t ∈ J, on a

|(Fy)(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ T

0
|G(t,s)|| f (s,y(s))|ds+ |y0|+

|yT − y0|
T

|t|

≤ 1
Γ(α)

ρ
∗
ψ(‖y‖∞)Ĝ+ |y0|+ |yT − y0|

alors
‖Fy‖∞ ≤

1
Γ(α)

ρ
∗
ψ(M)Ĝ+ |y0|+ |yT − y0|

par (3.16) on a
‖Fy‖

∞
≤M.

Par suite, on déduit que F admet au moins un point fixe qui est une solution du problème aux limites
(3.3)-(3.4).�
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Chapitre 4
Problèmes aux limites avec conditions non
locales

Dans ce chapitre on présente quelques résultats d’existence et d’unicité des soltions du problème
aux limites pour équations différentielles fractionnaires avec conditions non locales.

On considère les deux problèmes suivants :

cDαy(t) = f (t,y(t)) ,pour tout t ∈ J = [0,T ] ,0 < α < 1 (4.1)

y(0)+g(y) = y0. (4.2)

cDαy(t) = f (t,y(t)) ,pour tout ∈ J = [0,T ] ,1 < α < 2 (4.3)

y(0) = g(y) , y(T ) = yT . (4.4)

Où cDα est la dérivée fractionnaire de Caputo, f : [0,T ]×R → R une fonction continue, et
g : C([0,T ] ,R)→ R une fonction continue. Ce type de problème a été introduit par le mathématicien

polonais L.Byszewski, il a remarqué que la condition non locale est trèsappropriée que la condition
locale (initiale) pour décrire correctement des phénomènes physiques[11], il a prouvé l’existence et
l’unicité des solutions faibles et aussi des solutions classiques pour ce genre de problèmes.

Dans ce chapitre on présente quelques résultats d’existence et d’unicité[11, 12, 13] en s’appuyant
sur les théorèmes de point fixe de Banach et de Schaefer

4.1 Problème aux limites avec conditions non locales dans le cas
0<α<1

Définition 4.1. Une fonction y ∈ C1(J, IR) est dite solution de (4.1)-(4.2) si elle satisfait l’equation
(4.1) sur J et la condition (4.2)
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Introduisons les hypothèses suivantes :
(H1) Il existe une constante k > 0 telle que :

| f (t,u)− f (t,
_
u)| ≤ k |u− _

u| ,pour tout t ∈ J,et tout u,
_
u ∈ R.

(H2) Il existe une constante M> 0 telle que

| f (t,u)|≤M pour tout t ∈ J , et tout u ∈ R.

(H3) Il existe une constante
_
M > 0, telle que

|g(y)| ≤
_
M pour tout u ∈C ([0,T ] ,R)

(H4) Il existe une constante
_
k telle que

|g(y)−g(
_
y)| ≤ k |y− _

y| , pour tout y,
_

y ∈C ([0,T ] ,R) .

Thoérème 4.2. Soit f ∈C(J, IR) et supposons que (H1), (H4) sont satisfaites si :

_
k+

KT α

Γ(α+1)
< 1 (4.5)

alors le problème non local (4.1)-(4.2) admet une solution unique sur [0,T ] .

Preuve.
On transforme le problème (4.1)-(4.2) en un problème du point fixe. Considérons

l’opérateur
∼
F : C ([0,T ] ,R)→C ([0,T ] ,R) défini par

∼
F (y)(t) = y0−g(y)+

1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 f (s,y(s))ds (4.6)

Il est clair que les points fixes de l’opérateur
∼
F sont les solutions du problème (4.1)-(4.2). Il reste à

montrer que
∼
F est une contraction, en effet : si x,y ∈C ([0,T ] ,R) ,

alors, pour tout t ∈ J, on a∣∣∣∼F (x)(t)−
∼
F (y)(t)

∣∣∣ =

∣∣∣∣g(x)−g(y)+
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 ( f (s,x(s))− f (s,y(s)))ds

∣∣∣∣
≤ |g(x)−g(y)|+ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,x(s))− f (s,y(s))|ds,

par (H1),(H4) ∣∣∣∼F (x)(t)−
∼
F (y)(t)

∣∣∣ ≤ _
k‖x− y‖

∞
+

k
Γ(α)

‖x− y‖
∞

∫ t

0
(t− s)α−1 ds

≤
_
k‖x− y‖

∞
+

kT α

Γ(α)
‖x− y‖

∞
,

et par suite ∥∥∥∼F (x)−
∼
F (y)

∥∥∥
∞

≤
(

_
k+

kT α

Γ(α)

)
‖x− y‖

∞
.

En vertu de (4.5). On peut déduire que
∼
F est une contraction, et d’après le théorème de Banach. F

admet un seul point fixe qui est une solution du problème (4.1)-(4.2).�
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CHAPITRE 4. PROBLÈMES AUX LIMITES AVEC CONDITIONS NON LOCALES

Maintenant nous donnons un résultat de l’existence basé sur le théorème du point fixe de Schaefer.

Thoérème 4.3. Soit f ∈ C(J, IR) et supposons que (H2), (H3) sont satisfaites . Alors, le problème
(4.1)-(4.2) admet au moins une solution sur [0,T ] .

Preuve. On va utiliser le théorème du point fixe de Schaefer pour montrer que
∼
F défini par (4.6)

admet un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1 :
∼
F est continu.

Soit {yn} une suite telle que yn→ y dans C ([0,T ] ,R), Alors pour tout t ∈ [0,T ]∣∣∣∼F (yn)(t)−
∼
F (y)(t)

∣∣∣ ≤ |g(yn)−g(y)|

+
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,yn (s))− f (s,y(s))|ds

≤ |g(yn)−g(y)|+ 1
αΓ(α)

‖ f (.,yn (.))− f (.,y(.))‖
∞

Puisque f et g sont continues, alors
∥∥∥∼F (yn)−

∼
F (y)

∥∥∥
∞

→ 0, quand n→ 0, d’où la continuité de
∼
F .

Etape 2 :
∼
F (Bη∗) est borné.∣∣∣∼F (y)(t)

∣∣∣ ≤ |y0|+ |g(y)|+
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,y(s))|ds

≤ |y0|+
_
M+

M
αΓ(α)

T α

Donc ∥∥∥∼F (y)
∥∥∥

∞

≤ |y0|+
_
M+

M
αΓ(α)

T α +
∼
l

et par suite
∼
F (Bη∗) est borné.

Etape 3 : L’image de tout borné par
∼
F est un ensemble équicontinue de C ([0,T ] ,R) .

Soient t1, t2 ∈ (0,T ] , t1 < t2, et soit y ∈ Bη∗ . Alors∣∣∣∼F (y)(t2)−
∼
F (y)(t1)

∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

(t2− s)α−1 f (s,y(s))ds− 1
Γ(α)

∫ t1

0
(t1− s)α−1 f (s,y(s))ds

∣∣∣∣ .
Et comme l’étape 3 du théorème (3.4)

∼
F est équicontinue . Par un raisonnement pareil

∼
F :C ([0,T ] ,R)→

C ([0,T ] ,R) est continu et complètement continu.
Etape 4 :
Il reste à montrer que

_
ε =

{
y ∈C (J,R) : y = λ

_
F (y) pour0 < λ < 1

}
est borné

Soit y ∈
_
ε, alors y = λ

_
F (y) ; pour 0< λ< 1. Donc pour chaque t ∈ J on a :

y(t) = λ

[
y0−g(y)+

1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 f (s,y(s))ds

]
.

Alors, d’après (H2),(H3), et pour tout t ∈ J , on a :∣∣∣ _
F (y)(t)

∣∣∣ ≤ |y0|+ |g(y)|+
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,y(s))|ds

≤ |y0|+
_
M+

M
αΓ(α)

T α.
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Donc pour tout t ∈ [0,T ] , on a ∥∥∥∼F (y)
∥∥∥

∞

≤ |y0|+
_
M+

M
αΓ(α)

T α +
_
R

Cela montre que
_
ε est borné. Comme une conséquence du théorème de point fixe de Schaefer. On

déduit que
∼
F admet au moins un point fixe qui est une solution du problème (4.1)-(4.2)

4.2 Problème aux limites avec conditions non locales dans le cas
1<α< 2

Définition 4.4. Une fonction y ∈ C2 (J,R) est dite solution du problème (4.3)-(4.4) si y satisfait
l’équation cDαy(t) = f (t,y(t)) sur J, et les conditions y(0) = g(y) , y(T ) = yT .

Pour l’existence des solutions du problème (4.3)-(4.4) on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.5. Soit 1< α< 2 et soit h : J→R une fonction continue. Une fonction y est une solution de
l’equation intégrale fractionnaire suivante

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 h(s)ds

− t
T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds−

( t
T
−1
)

g(y)+
t
T

yT

si et seulement si y est une solution du problème aux limites

cDαy(t) = h(y(t)) , t ∈ J

y(0) = g(y) , y(T ) = yT

Preuve.
D’après le lemme(1.22) on a

y(t) = c0 + c1t +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 h(s)ds

ils restent à trouver c0,c1.
on a

y(0) = c0

or d’après la condition non locale
y(0) = g(y)

on obtient
c0 = g(y)

d’autre part

y(T ) = g(y)+ c1T +
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds
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c1T = y(T )−g(y)− 1
Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds

c’est à dire

c1 =
1
T

y(T )− 1
T

g(y)− 1
T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds

par suite

y(t) = g(y)+
1
T

y(T )− t
T

g(y)− t
T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 h(s)ds

− t
T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds−

( t
T
−1
)

g(y)+
t
T

yT

On va donner un premier résultat concernant l’unicité de la solution du problème (4.3)-(4.4), en
utilisant le théorème de contraction de Banach.

Soient les hypothèses suivantes
(H1) La fonction f : [a,b]×R→ R est continue.
(H2) Ils existent des constantes M1,M2 > 0 ,

_
α ∈ (0,1) telles que

| f (t,u)| ≤M1 |u|
_
α +M2, pour chaque t ∈ J,et pour tout u ∈ R.

(H3) Il existe une constante k>0 tel que

| f (t,u)− f (t,
_
u)| ≤ k |u− _

u| , pour chaque t ∈ J, et pour tout u,
_
u ∈ R

(H4) Il existe une constante
_
k telle que

|g(y)−g(
_
y)| ≤ k |y− _

y| , pour tout y,
_

y ∈C ([0,T ] ,R) .

Thoérème 4.6. Supposons que (H3) et (H4) sont satisfaites et si

2kbα

Γ(α+1)
+

_
k < 1

alors, le problème (4.3)-(4.4) admet une solution unique sur J.

Preuve. On transforme le problème (4.3)-(4.4) en un problème du point fixe .
Considérons l’opérateur

F3 : C (J,R)→C (J,R)
défini par :

F3 (y)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 h(s)ds (4.7)

− t
T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds−

( t
T
−1
)

g(y)+
t
T

yT
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F3 est bien défini, en effet si y ∈C (J,R) alors (F3y) ∈C (J,R) .
Pour monter que F3 admet un point fixe il suffit de montrer que F3 est une contraction, en effet si

x,y ∈C (J,R) pour tout t ∈ J, alors

|F3 (y)(t)−F3 (x)(t)| ≤
1

Γ(α)

∫ t

0

∣∣∣(t− s)α−1
∣∣∣ | f (s,y(s))− f (s,x(s))|ds

+
|t|

T Γ(α)

∫ T

0

∣∣∣(T − s)α−1
∣∣∣ | f (s,y(s))− f (s,x(s))|ds+

∣∣∣ t
T
−1
∣∣∣ |g(y)−g(x)|

≤ k‖x− y‖
∞

Γ(α)

∫ t

0

∣∣∣(t− s)α−1
∣∣∣ds+

1
Γ(α)

∫ T

0

∣∣∣(T − s)α−1
∣∣∣ds+ |g(y)−g(x)|

≤ k‖x− y‖
∞

αΓ(α)
T α +

k‖x− y‖
∞

αΓ(α)
T α +

_
k‖x− y‖

∞

≤
(

2kT α

Γ(α+1)
+

_
k
)
‖x− y‖

∞

Et par suite

‖(F3y)− (F3x)‖
∞
≤
(

2kT α

Γ(α+1)
+

_
k
)
‖x− y‖

∞

Donc F3 est une contraction et d’après le théorème de Banach F3 admet un seul point fixe qui est
une solution du problème (4.3)-(4.4).

Notre deuxième résultat d’existence des solutions (4.3)-(4.4) est basé sur le théorème du point fixe
de schaefer .

Thoérème 4.7. Supposons que les hypothèses (H1),(H2) et l’hypothèse suivante :
(H5) Il existe une constante M3> 0, telle que

|g(u)| ≤M3, pour chaque u ∈C (J,R) .

sont satisfaites.
Alors le problème aux limites (4.3)-(4.4) a au moinx une solution sur J.

Preuve. On va utiliser le théorème du point fixe de Schaefer pour montrer que F3 défini par (4.7)
admet un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.
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Etape 1 : F3 est continue.
Soit {yn} une suite dans C ([0,T ] ,R) convergente pour la norme ‖.‖

∞
vers une limite y, c’est à

dire :
lim
n→∞
‖yn− y‖

∞
= 0.

Il faut montrer que lim
n→∞
‖F3 (yn)−F3 (y)‖∞

= 0. Pour tout t ∈ [0,T ]

|F3 (yn)(t)−F3 (y)(t)|

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,yn (s))− f (s,y(s))|ds

+
|t|

T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 | f (s,yn (s))− f (s,y(s))|ds+

∣∣∣ t
T
−1
∣∣∣ |g(yn)−g(y)|

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 sup

s∈[0,T ]
| f (s,yn (s))− f (s,y(s))|ds

+
T

T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 sup

s∈[0,T ]
| f (s,yn (s))− f (s,y(s))|ds+ |g(yn)−g(y)|

≤ ‖ f (.,yn (.))− f (.,y(.))‖
∞

Γ(α)

[∫ t

0
(t− s)α−1 ds+

∫ T

0
(T − s)α−1 ds

]
+ |g(yn)−g(y)|

≤ 2T α ‖ f (.,yn (.))− f (.,y(.))‖
∞

αΓ(α)
+ |g(yn)−g(y)|

Puisque f et g sont continues, alors ‖F3 (yn)−F3 (y)‖∞
→0, quand n→ 0, d’où la continuité de

F3.
Etape 2 : L’image de tout ensemble borné par F3 est un ensemble borné dans C ([0,T ] ,R).
En effet, il suffit de montrer que pour tout η∗> 0, il existe une constante positive l telle que pour

tout y ∈ Bη∗ ,Bη∗ = {y ∈ C ([0,T ] ,R) : ‖y‖
∞
≤ η∗} , on a ‖F3(y)‖∞

≤ l. Par (H2)-(H5) on a pour
tout t ∈ [0,T ] ,

|F3 (y)(t)| ≤
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,y(s))|ds

+
|t|

T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 | f (s,y(s))|ds+

∣∣∣ t
T
−1
∣∣∣ |g(y)|+ |t|

T
yT

≤ M1 ‖y‖
_
α

∞
+M2

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 ds+

|t|
(

M1 ‖y‖
_
α

∞
+M2

)
T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 ds+ |g(y)|+ yT

≤ M1η∗
_
α +M2

αΓ(α)
T α +

M1η∗
_
α +M2

αΓ(α)
T α +M3 + yT ,

donc

‖F3 (y)‖∞
≤ M1η∗

_
α +M2

Γ(α+1)
T α +

M1η∗
_
α +M2

Γ(α+1)
T α +M3 + yT + l,

et par suite F3 (Bη∗) est borné.
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Etape 3 : L’image du tout borné par F3 est un ensemble équicontinu de C ([0,T ] ,R) .
Soient t1, t2 ∈ (0,T ], t1< t2 , B

η∗ un ensemble borné de C ([0,T ] ,R) et soit y ∈ Bη∗.Alors

|F3 (y)(t2)−F3 (y)(t1)| ≤
M1 ‖y‖

_
α

∞
+M2

Γ(α)

∫ t1

0

[
(t1− s)α−1− (t2− s)α−1

]
ds

+
M1 ‖y‖

_
α

∞
+M2

Γ(α)

∫ t2

t1
(t2− s)α−1 ds+

(t2− t1)
(

M1 ‖y‖
_
α

∞
+M2

)
T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 ds

+

(
t2− t1

T

)
M3 +

(
t2− t1

T

)
yT

≤ M1η∗
_
α +M2

Γ(α+1)
[
(t2− t1)

α + tα
1 − tα

2
]
+

M1η∗
_
α +M2

Γ(α+1)
(t2− t1)

α

+
T α

(
M1η∗

_
α +M2

)
T Γ(α+1)

(t2− t1)+
(

t2− t1
T

)
M3 +

(
t2− t1

T

)
yT

≤
2
(

M1η∗
_
α +M2

)
Γ(α+1)

(t2− t1)
α +

M1η∗
_
α +M2

Γ(α+1)
(tα

1 − tα
2 )

+

T α−1
(

M1η∗
_
α +M2

)
Γ(α+1)

+
M3 + yT

T

(t2− t1)

Quand t1→ t2, le membre droit de l’inégalité précédente tend vers 0, d’où la continuité de F3 .
D’après l’étape 2 et 3 et le théorème d’Ascoli-Arzélà F3 (Bη∗) est relativement compact pour tout

borné Bη∗, c’est à dire F3 est complètement continu, et d’après l’étape 1,F3 est continu. Par conséquent
F3 : C ([0,T ] ,R)→C ([0,T ] ,R) est continu et complètement continu.

Etape 4 :
Maintenant, il reste à montrer que ε = {y ∈C (J,R) : y = λF3 (y) pour 0< λ< 1} est borné. Soit

y ∈ ε, alors y = λF3 (y) pour 0< λ< 1. Donc, pour chaque t ∈ J. On a

y(t) = λ

[
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 f (s,y(s))ds− t

T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 h(s)ds−

( t
T
−1
)

g(y)+
t
T

yT

]
,

alors, d’après (H2)-(H5), et pour tout t ∈ J, on a :

|F3 (y)(t)| ≤
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f (s,y(s))|ds

+
|t|

T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 | f (s,y(s))|ds

+
∣∣∣ t
T
−1
∣∣∣ |g(y)|+ |t|

T
yT

≤ M1 ‖y‖
_
α

∞
+M2

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 ds

+
|t|
(

M1 ‖y‖
_
α

∞
+M2

)
T Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1 ds+ |g(y)|+ yT

≤ M1η∗
_
α +M2

αΓ(α)
T α +

M1η∗
_
α +M2

αΓ(α)
T α +M3 + yT.
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Donc, pour tout t ∈ [0,T ] ,on a

‖F (y)‖
∞
≤ M1η∗

_
α +M2

Γ(α+1)
T α +

M1η∗
_
α +M2

Γ(α+1)
T α +M3 + yT. : = R

Cela montre que ε est borné. Comme une conséquence du théorème de point fixe de Schaefer. On
déduit que F3 admet au moins un point fixe qui est une solution du problème (4.3)-(4.4).
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Chapitre 5
Problèmes aux limites pour des équations
différentielles fractionnaires avec des conditions
intégrales

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence des solutions du problème aux limites pour des
équations différentielles d’ordre fractionnaire avec des conditions intégrales suivant :

cDαy(t) = f (t,y(t)), pour tout t ∈ J = [0,T ] , 0 < α≤ 1 (5.1)

y(0)+µ
∫ T

0
y(s)ds = y(T ) (5.2)

où cDα la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J×R→ R est une fonction donnée vé-
rifiants certaines hypothèses qui seront précisées plus tard. Et µ ∈ R∗. Nous consacrons la première
section à l’existence des solutions du problème (5.1)-(5.2) qui est basé sur le théorème du point fixe de
Banach et la deuxième section sera réservée à des exemples illustrants l’applicabilité des conditions
imposées. Les résultats de ce chapitre s’inspirent des travaux de Benchohra et Ouaar[10]

5.1 Existence des solutions

Nous commençons par donner la définition de ce que nous exprimons comme solution du pro-
blème (5.1)-(5.2).

Définition 5.1. Une fonction y∈C (J,R) est dite une solution de (5.1)-(5.2) si elle satisfait l’équation
(5.1) sur J, et la condition (5.2).
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Pour l’existence de la solution du problème (5.1)-(5.2) nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 5.2. Soit 0 < α≤ 1 et soit h ∈C (J,R) une fonction donnée. Alors le problèmes aux limites

cDαy(t) = h(t) , t ∈ J (5.3)

y(0)+µ
∫ T

0
y(s)ds = y(T ) ,µ ∈ R∗ (5.4)

admet une seule solution donnée par

y(t) =
∫ T

0
G(t,s)h(s)ds (5.5)

où G(t,s) est la fonction de Green donnée par

G(t,s) =


−(T−s)α+αT (t−s)α−1

T Γ(α+1) + (T−s)α−1

T µΓ(α) si 0≤ s≤ t
−(T−s)α

T Γ(α+1) +
(T−s)α−1

T µΓ(α) si t ≤ s≺ T
(5.6)

Preuve. Par le lemme(1.22), on peut réduire le problème (5.3)-(5.4) en une équivalente équation
intégrale

y(t) = Iαh(t)− c0

=
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds− c0

pour une constante c0 ∈R. On a par une intégration ( en utilisant le théorème d’intégration de Fubini)

∫ T

0
y(s)ds =

∫ T

0

(∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α)
h(τ)dτ− c0

)
ds

=
∫ T

0

(∫ T

τ

(s− τ)α−1

Γ(α)
ds

)
h(τ)dτ− c0T

=
∫ T

0

(T − τ)α

αΓ(α)
h(τ)dτ− c0T

En appliquant la condition intégrale (5.4). On a

y(0) =−c0

y(T ) =
∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds− c0

Il reste à trouver c0. On a, d’après (5.4).

y(0)+µ
∫ T

0
y(s)ds = y(T ) ,

c’est à dire

−c0 +µ
∫ T

0
y(s)ds =

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds− c0,
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∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds = µ

∫ T

0

(T − τ)α

αΓ(α)
h(τ)dτ− c0µT,

donc

c0µT = µ
∫ T

0

(T − s)α

αΓ(α)
h(s)ds−

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds,

c0 =
1
T

∫ T

0

(
−(T − s)α−1

µΓ(α)
+

(T − s)α

Γ(α+1)

)
h(s)ds,

par suite, la solution unique de (5.3)-(5.4) est donnée par

y(t) =
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

1
T

∫ T

0

(
−(T − s)α−1

µΓ(α)
+

(T − s)α

Γ(α+1)

)
h(s)ds

=
∫ t

0

(
−(T − s)α +αT (t− s)α−1

Γ(α+1)
+

(T − s)α−1

T µΓ(α)

)
h(s)ds+

∫ T

0

(
−(T − s)α

T Γ(α+1)
+

(T − s)α−1

T µΓ(α)

)
h(s)ds

=
∫ T

0
G(t,s)h(s)ds

Ce qui achève la démonstration .�

Remarque la fonction t ∈ J→
∫ T

0 |G(t,s)|ds est continue sur J, et est donc bornée. Soit

Ĝ = sup
{∫ T

0
|G(t,s)|ds, t ∈ J

}

Notre premier résultat est basé sur le théorème du point fixe de Banach.

Thoérème 5.3. Supposons que :
(H1) Il existe un k> 0 , tel que

| f (t,u)− f (t,v)| ≤ k |u− v| , pour tout t ∈ J et pour chaque u,v ∈ R.

Si
kĜ< 1, (5.7)

alors, il existe une solution unique pour le problème aux limites (5.1)-(5.2).

Preuve. Considérons l’opérateur N : C (J,R)→C (J,R) défini par

(Ny)(t) =
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds

Où G(t,s) est la fonction de Green donnée par (5.2). D’après le lemme(5.2) les points fixes de l’opé-
rateur N sont les solutions du problèmes (5.1)-(5.2). On doit montrer que N est une contraction.
Considérons x,y ∈C (J,R) . Alors, pour tout t ∈ J. On a

|(Nx)(t)− (Ny)(t)| ≤
∫ T

0
|G(t,s)| | f (s,x(s))− f (s,y(s))|ds

≤ k‖x− y‖
∞

∫ T

0
|G(t,s)|ds

≤ kĜ‖x− y‖
∞
,
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Donc, on obtient que
‖N (x)−N (y)‖

∞
≤ L‖x− y‖

∞
,

où
L := kĜ< 1

et notre théorème est prouvé.

Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théorème de point fixe de Schauder.

Thoérème 5.4. Le problème aux limites (5.1)-(5.2) admet au moins une solution si les conditions
suivantes sont satisfaites

(C1) la fonction f : J×R→ R est continue.
(C2) Ils existent p ∈C (J×R+) et Ψ : [0,∞)→ [0,∞) continues et non décroissantes. Telles que

| f (t,u)| ≤ p(t)Ψ(|u|) , pour t ∈ J et tout u ∈ R

(C3) Il existe une constante M> 0, telle que

M

p∗Ψ(M) Ĝ
>1 (5.8)

où
p∗ = sup{p(s) ,s ∈ J} .

Preuve. Soit C = {y ∈C (J,R) ,‖y‖
∞
≤M}. Où M est la constante donnée par (C3). Il est clair

que le sous-ensemble C est fermé et convexe. Nous allons montrer que N satisfait les conditions du
théorème de point fixe de Schauder.

Etape 1. N est continu.
Soit {yn} une suite telle que yn→ y dans C (J,R) . Alors, pour chaque t ∈ J.

|N (yn)(t)−N (y)(t)| ≤
∫ T

0
|G(t,s)| | f (s,yn (s))− f (s,y(s))|ds

Puisque f est continue, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue implique que .

‖N (yn)−N (y)‖
∞
→ 0 quand n→ 0

Etape 2. N transforme C en un ensemble borné de C (J,R) .
Soit y ∈C, alors pour chaque t ∈ J , (C2) implique

(Ny)(t) ≤
∫ T

0
|G(t,s)| | f (s,y(s))|ds

≤ p(t)Ψ(|y(t)|)
∫ T

0
|G(t,s)|ds

≤ p∗Ψ(‖y‖
∞
)
∫ T

0
|G(t,s)|ds,

donc,
‖Ny‖

∞
≤ p∗Ψ(M) Ĝ := l
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Etape 3 N transforme Cen un ensemble équicontinue de C (J,R) .
Soit y ∈C, t1, t2 ∈ J, t1< t2 ; alors

|N (y)(t2)−N (y)(t1)| =

∣∣∣∣∫ T

0
G(t2,s) f (s,y(s))ds−

∫ T

0
G(t1,s) f (s,y(s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ T

0
|G(t2,s)−G(t1,s)| | f (s,y(s))|ds

≤ p∗Ψ(‖y‖
∞
)
∫ T

0
|G(t2,s)−G(t1,s)|ds

quand t1 → t2 Le membre droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par le théorème d’Ascoli-
Arzélà, N (C) est relativement compact pour tout borné de C. Alors N est complètement continu.

Etape 4 N (C)⊂C
Soit y ∈C. On va montrer que Ny ∈C. Pour chaque t ∈ J, on a

|(Ny)(t)| ≤
∫ T

0
|G(t,s)| | f (s,y(s))|ds

≤ p∗Ψ(‖y‖
∞
)
∫ T

0
|G(t,s)|ds,

alors
‖Ny‖

∞
≤ p∗Ψ(M) Ĝ

par (5.8) on a
‖Ny‖

∞
≤M.

Par suite, on déduit que N admet un point fixe qui est une solution du problème aux limites (5.1)-
(5.2).�

5.2 Exemple
Considérons le problème aux limites

cDαy(t) =
e−t

10(1+ et)
|y(t)| , t ∈ J := [0,1] ,α ∈ (0,1] (5.9)

y(0)+
∫ 1

0
y(s)ds = y(1) (5.10)

Soit

f (t,x) =
e−t

10(1+ et)
x, (t,x) ∈ J× (0,∞) ,

soit x,y ∈ [0,∞) et t ∈ J. Alors on a

| f (t,x)− f (t,y)| =
e−t

10(1+ et)
|x− y|

≤ 1
20
|x− y|

alors la condition (H1) est vérifiée avec k = 1
20 .
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D’après (5.2) G est donnée par

G(t,s) =


−(1−s)α+α(t−s)α−1

Γ(α+1) + (1−s)α−1

Γ(α) , 0 ≤ s < T ;
−(1−s)α

Γ(α+1) +
(1−s)α−1

Γ(α) , t ≤ s ≤ T .
(5.11)

D’après (5.11) ona∫ 1

0
G(t,s)ds =

∫ t

0
G(t,s)ds+

∫ 1

t
G(t,s)ds

=
∫ t

0

(
−(1− s)α +α(t− s)α−1

Γ(α+1)
+

(1− s)α−1

Γ(α)

)
ds+

∫ 1

t

(
−(1− s)α

Γ(α+1)
+

(1− s)α−1

Γ(α)

)
ds

=

[
(1− s)α+1

(α+1)Γ(α+1)

]t

0

−
[

α(t− s)α

αΓ(α+1)

]t

0
+

[
−(1− s)α

αΓ(α)

]t

0

+

[
(1− s)α+1

(α+1)Γ(α+1)

]1

t

−
[
(1− s)α

αΓ(α)

]1

t

=
(1− t)α+1

Γ(α+2)
− 1

Γ(α+2)
+

tα

Γ(α+1)
− (1− t)α

Γ(α+1)
+

1
Γ(α+1)

− (1− t)α+1

Γ(α+2)
+

(1− t)α

Γ(α+1)

par suite
ˆ
G<

4
Γ(α+1)

+
3

Γ(α+2)

alors la condition (5.7) est satisfaite pour T = µ = 1. En effet Ĝk< 1 est satisfaite pour chaque
α ∈ (0,1] . Alors d’après le théorème(5.3) , le problème (5.9)-(5.10) a une seule solution sur [0,1] .
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions du pro-
blème aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo avec
conditions locales et intégrales.
Ces résultats ont été obtenus par l’application de la théorie de point fixe, en particulier on a utilisé le

théorème de point fixe de Banach, Schaefer et Schauder.
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Résumé 

Dans ce mémoire, nous présentons quelques résultats 

d’existence et d’unicité des solutions du problème aux 

limites pour des équations différentielles d’ordre 

fractionnaire au sens de Caputo. Ces résultats ont été 

obtenus par l’utilisation du théorème de point fixe de 

Banach, Schaefer et Schauder.  

 

 

Abstract  

In this paper, we present existence results of solutions 

for fractional order differential equations in the sense 

of Caputo, for boundary value problems. These results 

were obtained by using the Banch fixed point theorem, 

Schaefer’s fixed point theorem and Schauder’s fixed 

point theorem. 
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