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Résumé

Nous présentons une synthése des travaux sur les problémes d’estimations
par rétrécisseurs de la moyenne d’une loi gaussienne multidimensionnelle
X ~ N, (6,0°1,) dans RP. Et plus précisément le comportement des
risques ratios des estimateurs & rétrécisseurs de la forme :
§=(1-v (%X %)) X quend la dimension de I'espace des parameétres
2
p, tend vers l'infini, sous la condition lim @L =c(c>0) 1—1 est
p—-+oo g2p
le rétrécisseur, dont plusieurs formes sont étudiéés. Des résultats de con-

vergence vers le rapport sont établis en particulier pour des formes

extraites de la forme générale. ( Quand n et p tendent vers Pinfini).

Dans le cas de Vestimation de la moyenne § d’une loi gaussienne mul-
tidimensignnelle N, (8,1,) dans RP, Casella et Hwang ont montré que si
. 16l R(0ss,6) . R(0]s,6) c
p_lﬂnoo——;— = ¢ > 0 alors le rapport R(X,0) et R(X.0) tend vers 5o
En prenant le méme modele, & savoir X ~ N, (8,021,) avec cette fois-ci o°
inconnu, et estimé par la statistique S? ~ o2x2 indépendante de X, Nous
avons pour notre part, montré que pour des estimateurs & rétrécisseurs de
la forme : & = (1 -1 (S2,[|X||*)) X, nous obtenons un rapport similaire
dépendant de la taille n de 1'échantillon, & celui trouvé par ces derniers, dés

2
Lol

férieur & 1, quand n et p tendent simultanément vers +co et ce, sans tenir
compte d’une quelconque relation d’ordre ou fonctionnelle entre n et p. Nous
avons obtenu le méme résultat pour des formes particuliéres de 6, sans condi-
tion de minimaxité dessus et d’autres formes de § qui sont plus précisément
minimax. Enfin nous avons déduit que tout estimateur & rétrécisseur dom-
ina(m:nt I’estimateur primitif de James-Stein a un risque ratio qui tend vers

= ¢ > 0. De plus nous obtenons un rapport constant in-

quand n et p tendent vers l'infini. Li Sun s’est lui aussi intéréssé au
R(4, 6)
R(X,8)’

1+c¢

cas ol ¢? est inconnu, mais a étudié le comportement des rapport

R((SJSJ 0) et R(éjSa 9)
R(X,9) R(X,9)
montrent dans le cas des exemples choisis, des comportements asymptotiques
des riques ratios, identiques, et convergent tous vers la méme limite stricte-
ment inférieure & 1.
Mots-clés: Moyenne gaussienne, Estimateurs de James-Stein, Partie
positive de l'estimateur de James-Stein, Rétrécisseurs, Cotit quadratique,
Minimaxité.

, quand seulement p tend vers U'infini. Les simulations
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Introduction

Présentation générale

L’estimation de la moyenne 6, d’une loi gaussienne multidimensionnelle N, (6,021,),
ol 8 € R?, a connu de nombreux développements dans le cas ol o2 est connu ou inconnu.
On peut citer notamment Berger [6], Gruber [19], Hoffman [22] Benmansour [3] ...etc.

Stein [37], James et Stein [23], ont montré 'inadmissibilité de ’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance, puis ils ont introduit une classe d’estimateurs " biaisés bien sr
" dénommés estimateurs a rétrécisseur et déduits de la moyenne empirique. Ils se sont
avérés meilleurs en colit quadratique que la moyenne empirique.

Plus précisément, si X représente une observation ou un échantillon de la loi gaussienne
multidimensionnelle N, (8, 021,), il s’agit d’estimer # par un estimateur § (X ) relativement
au colit quadratique:

L(8,6) = |5 (X) -l

ol ||.||,, est la norme usuelle dans RP. Nous associons sa fonction de risque :

16 (z) — 6|2 z— 8|
R(5,6) = By (L(6,0))=/RP ( R )exp (-%lz—””) do

Ainsi si nous prenons comme exemple Pestimateur classique des moindres carrés

80 (X) = X, il est minimax et sa fonction de risque est égale p 0. En effet
R (%0 (X),0) = Eq (|X — 6]) = Var(X) = tr (o°I,) =p o*

Ainsi tout estimateur dominant 1’estimateur des moindres carrés serait lui aussi minimax.
e Dans le chapitre 1, nous présentons une synthése des travaux sur les estima-

teurs & rétrécisseurs de la moyenne 6, d’une loi gaussienne N, (4,0%I,). Nous donnons
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Pessentiel des résultats obtenus depuis les premiers travaux de Stein [37]. Il a annoncé

Pinadmissibilité de D'estimateur des moindres carrés do (X) = X, et a montré que les
a

N N b N .

un risque uniformément inférieur & celui de 'estimateur do (X), & condition que a soit

estimateurs de type 8, (X) = (1 ) X avec a,b des paramétres réels, ont

suffisamment petit et b suffisamment grand.

James et Stein [23], ont montré que les estimateurs ( biaisés bien str) de type

0o (X) = (1—W

des moindres carrés 6o (X), au sense du risque quadratique, pour tout a tel que

X, sont effectivement uniformément meilleurs que ’estimateur

0 <a < 2(p—2).Ilest bien connu que pour @ = p—2, lestimateur obtenu et dénommé
p—2

- 2
X1

estimateur primitif de James-Stein §;5 (X) = { 1 ) X, est uniformement meilleur
dans la classe des estimateurs de type d, (X).

Des généralisations sur la forme des estimateurs de James-Stein 4,5 (X), ont été faites
par plusieurs auteurs notamment :

Baranchik [1] a proposé une classe d’estimateurs de la forme

0r (X) = (1 — L(ﬁ_;‘()l%ﬁ X dans le cas ot X ~ N, (6,1,), puis il a prouvé que
sous certaines conditions, 'estimateur 6, (X) est minimax. Le méme travail a été fait par
Baranchik [2], dans le cas ot X ~ N, (8,021,) avec o2 inconnu.

Strawderman [40] , a amélioré les conditions de minimaxité de V'estimateur &, (X) dans
le cas o 0 connu.

2 connu

Bock [8], a généralisé les travaux précédents au cas ot X ~ N, (6, o%D), avec o
ou inconnu et D est une matrice non singuliére.

Berger [6], ont étudié les conditions de minimaxité de l'estimateur é, (X) pour une
fonction de cofit quadratique définie par :

pour tout estimateur 4, (X);
L(8- (X),8) = (8- (X) - 6)' Q (6, (X) — 6)

avec () étant une matrice définie positive. Le cas particulier ) = Z"l, a été traité par
plusieurs auteurs, notamment ( James et Stein [23], Baranchik [2] , Strawderman [40] et
Benmansour {3}).

Brandwein et Strawderman [10] et Casella [13], ont donné différentes conditions pour
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que Pestimateur de type 4, (X) soit minimax.
Nous rappelons une égalité fondamentale établie par Stein [38] : SiY ~ N(v,1) et
g : R — R une fonction différentiable telle que: E [|¢/ (Y)|] < oo, alors

Elg(V)(Y -v)]=E[f(¥)] ,

appelée égalité de Stein. Pour des estimateurs de la forme générale 6,(X) = X + g(X),
nous rappelons le résultat de Stein [38], & savoir : Si g : RP — R” , est une solution de

I'inéquation différentielle suivante :

oI +23 [ <0

alors 8, (X) = X + g(X) est un estimateur minimax. Nous rappelons aussi un résultat

de Efron et Morris [15], obtenu pour les estimateurs & rétrécisseurs uniformes bg (X)

X2
J(X)=1{1- M X |, ot g est une fonction réelle différentiable et soumise a
’ 1X]? ’

la condition : si g(u) est solution de I'inéquation différentielle

o) 22D | 4wy 2 0

alors 6, (X) = (1 — g (IX[1*) /1 X||*) X est minimax .
Dans la deuxiéme partie de ce chapitre nous présentons des travaux fondés essentielle-
ment sur la domination de l'estimateur primitif de James-Stein d,5 (X) .

Baranchik [1], est le premier qui a proposé un estimateur appelé partie-positive de
p—2
- 2
x| _ _
réel ¢, on a ¢ = max(0,c). Il a prouvé que cet estimateur a un risque uniformément

+
Destimateur de James-Stein noté par 855 (X) = (1 ) X ; ol pour tout nombre

inférieur 3 celui de 'estimateur de James-Stein ;5 (X), au sense du risque quadratique.

Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [43], ont proposé des estimateurs appelés estimateurs
polynomiaux. Ceux sont des types d’estimateurs dérivés des formes d’estimateurs pro-
posés par Berger et Bock [7] qui sont comme suit : dg (X) = 455 (X)+ ¥, (||X||2) X avec
¥, est une fonction réelle.

Dans le cas ou ¥, (||X 1%) ¢, étant réels. Ceux sont les estimateurs poly-

o
, X
nomiaux proposés par Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [43]. Nous les notons
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(&
5TZ,c (X) =dyg (X) + WX

Shao et Strawderman [35], ont considéré des estimateurs de la forme

a g (I1X11%)

5(a,g,X) =055(X) - X X Iy 2g)x)2<p)

avec g (t) est une fonction symeétrique au tour de point ¢ =p — 1 tel que

g(p—2) =g (p) =0, et a est un parametre réel.

Ils ont prouvé que sous certaines conditions, I'estimateur 6 (a,g,X) domine la partie
positive de P'estimateur de James-Stein 65¢(X), et par conséquent domine l'estimateur
de James-Stein ;5 (X).

Benmansour et Mourid [5] ont exhibé des sous-espaces paramétriques généralement ne
contenant pas l'origine, trés "larges” et suffisants pour des applications, ot ils ont obtenu
une domination uniforme de la partie positive de I'estimateur de James-Stein.

Kubokawa [25], a montré que les estimateurs de la forme

5K(X)=(1_3K_<HX_H2_>)X

1X11*
avec
1
[ A®/2-1) exp (—w af) dA
By (w) =w (2 €R)
{)\“(”/2“1)_1 exp (—w af) dX

dominent Pestimateur de James-Stein pour a > 1; et coincident avec la partie positive
de V'estimateur de James-Stein quand « tend vers l'infini.

Maruyama et Strawderman [34], ont donné des conditions nécessaires pour que les
2
g (xP)
2
X
dominent Pestimateur primitif de James-Stein 55 (X).

estimateurs de type §, (X) = ( X, avec g est une fonction différentiable,

Maruyama et Katsunori [33], ont consideré la variable aléatoire réelle X ~ N (6, o?)
avec 02 # 1. Ils ont donné des conditions nécessaires de minimaxité de Pestimateur
05 (X) =X +¢(X), ou ¢ est une fonction réelle.

Dans la suite de ce chapitre nous présentons un résumé des travaux sur une approche
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bayesienne des estimateurs & rétrécisseurs pour certaines lois & priori du parameétre 6.
Dans cette partie nous présentons les travaux de plusieurs auteurs, notament Baranchik
[1); Strawderman ( [40], [41], [42]), Stein [39] et Maruyama et Katsunori [33].
Baranchik [1], a pris comme loi & priori du paramétre 6, de densité |6]*77** , ainsi il

a trouvé que 'estimateur de Bayes

[ 6 exp (~L1X = 6) Jl6]*7** T2, d8,
Jexp (—3 11X — 61F) 16177 T_yd,

8. (X)=E(0/X) =

est donné par la formule suivante

o Zk,(ﬁfz};;( x| )
SSLEELEE) 4y
RIT (B2E) 2

k=0

Notons que pour ¢ = p — 2, on retrouve 6 (X) = X qui n’est autre que ’estimateur
du maximum de vraisemblance. II a montré que Pestimateur d. (X) est un estimateur
minimax pour 0 <e <p - 2.

Brandwein et Strawderman [10], ont amélioré, dans le cas 0® connu et égal & 1, les
conditions de minimaxité de P'estimateur 4, (X) défini par la formule (1.5), proposé par
Baranchik [1]. Ils ont pris pour loi & priori de 6, la loi conditionnelle suivante :

8/X ~ N(0, X7 (1 — )) I,) avec A ayant une densité de probabilité de la forme A (1-a)

pour tout 0 < a < 1. Dans ce cas l'estimateur de Bayes est :

p+2-2a 2exp (—3 | X11°)
x|

dp(X)=4q1~- -
uxu“’gﬁp-“ exp (A X|P) dx

Ils ont prouvé que Vestimateur §5 (X) est minimax pour p > 6. Ils ont montré aussi que
sous la condition % < a < 1, Pestimateur dp (X) est minimax pour p > 3.

Strawderman ([41], [42]), a fait la méme étude dans son papier [40], mais dans le cas
ot X ~ N (6,0°1,), avec ¢ inconnu et estimé par la statistique S? ~ o?y2.

Stein [39], a étudié Iestimateur de Bayes de 6, ou X ~ N (6, 1,) , avec § ayant une loi
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a priori 7 () . I a montré que l'estimateur de Bayes

[6 exp (=11 X - 0||*) = (8)df
[exp (—11|X — 6]%) = (6)df

E(@/X)=

s’écrit sous la forme

Vf(X)
F(X)
avec Vf désigne l’opérateur gradient de f et f (X) étant la densité de X.

X+Viog f(X)=X+

En utilisant des calcules de risques, il a donné des résultats sur la minimaxité des
estimateurs de type X + g (X), sous certaines conditions imposées a la loi & priori de
densité 7 (6).

Maruyama et Katsunori [33], ont traité le cas bayésien, ol X ~ N(8,0%), avec o?
connu mais pas forcément égale & 1.

Ils ont montré que P'estimateur généralisé de Bayes, dans le cas ou # suit une loi &
priori 7 (8) , est
[6 exp(—3|1X — g)") m(0)d6

d
= X + 02— logmB (X
fexp(—3 X - 0“2) 7 (6) df ax ¢ )

® 2
m2 (X)=/exp (—-(i%;;)—) dr (9) .

0

E(8)X) =

avec

Nous présentons ensuite un résumé dans le cas de lestimation de 6, par une nouvelle

classe d’estimateurs de James-Stein avec des f?,cteurs de rétrécissement définis a 'aide de
i=d P

la norme I, donnée par: ||Z||, = {Z |Zz-|p} ,p>0.
i=1

Maruyama [32] considére le modéle suivant : Z ~ Ny (6, 1a), (Z e RY).

Il note aussi: || Z||)" = {i VA ’ .

Il a défini une nouvelle iczlgsse d’estimateurs de James-Stein associée & la norme I,
définie comme suit: 85 = (D14, ..., Oap) aVec : Biy = (1 — (I ZIL)/ 1212 |zi1“) Z; ot
0<a<(d—2)/d-1),p > 0 (Puisque certaines composantes de I'estimateur peuvent
étre exactement zéro, le choix entre un modeéle complet et modéles réduits est possible).

Quand d > 3, il établit la minimaxité de cette classe d’estimateurs, associée & la norme

I, avec des conditions sur §¢ et pour tout p positif.

9
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Notons que les fonctions de risque de ces estimateurs sont calculées par rapport a la
fonction de cotit quadratique usuelle (1.1).

Finalement, nous présentons quelques résultats sur l'estimation de la moyenne 8
(6 € RP) dans le cas o X suit une loi sphérique symétrique. Ce probléme a été traité
par plusieurs auteurs notament Brandwein et Strawderman (10}, [1 1], [12] et Fourdrinier
et Strawderman [18]. Ces auteurs ont étudié des classes d’estimateurs qui dominent
I’estimateur usuel X, en particulier 'estimateur de James-Stein.

Nous en présentons particuliérement un extrait des travaux faits par Fourdinier et
Strawderman [16]. Ce travail est basé sur 'estimation de la moyenne 8 d’une distribution
sphérique symétrique.

Plus précisément, soit (X, U) un vecteur aléatoire suivant une loi sphérique symétrique
autour de (6,0) . Le cofit quadratique étant : L (5,6) = ||6 — 9] . L’estimateur de James-

Stein est le suivant :
a
O = - — 1 X.
7S (1 X’X)

Une autre classe qui peut répondre & ce probléme ( domination de X), est la classe

. U'v
JSR = (1 - aﬂ“) X,

appelés estimateurs de James-Stein Robustes.

d’estimateurs de la forme

Cette derniére classe a une propriété importante, pour a bien choisi 6555 domine
X pour toute distribution sphérique symétrique, avec des conditions adéquates sur les
moments.

Dans la deuxiéme section nous présentons le travail qui a été réalisé par Fourdrinier et
Strawderman [18]. IIs ont basé essentiellement leur étude sur la minimaxité de estimateur
de Bayes généralisé de la moyenne d’une distribution sphérique symétrique, sous un cofit
quadratique.

¢ Dans le chapitre 2, Nous présentons un résumé des travaux de Casella et Hwang
[14], et Li Sun [27], qui traitent des calculs des bornes et des limites des rapports des risques
de lestimateur de James-Stein & celui de 'estimateur du maximum de vraisemblance.

Casella et Hwang [14]; ont étudié le modele X ~ N, (6, I,)) , avec 6 € RP. Ils ont montré

Lo el : :
que sous la condition 111}_1 -“——p”— = ¢ (c > 0); les rapports de risque de l'estimateur de
p—>-+oo

10
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James-Stein §;5(X) et de sa partie positive 8%5(X) a celui de I'estimateur des moindres

, quand p tend vers linfini. Pour assurer ce
R(6s5(X), )
R(X,))
fondamental basé sur l'inégalité de Jensen. Ainsi ils ont pu determiner la valeur de

R(675(X),0
. Erfmﬁ%(ié—%ﬂ a partir de cet encadrement. Pour le rapport —%g_é'é%_)

idée a été utilisée. C’est-a-dire, encadrer le rapport, & partir d’un lemme qui donne le

.. . (&

carrés, tendent vers la limite finie, ——
1+c¢

dernier résultat, ils ont encadré le rapport de risque , en utilisant un lemme

, la méme

risque de §74(X) en fonction du risque de §;5(X).
Li Sun [27) a considéré le modéle ( ANOVAL) suivant : (3 | 8;,02) ~ N( 6;,0%)
i=1,..,n, j=1,..,m ou E(y;)=0; pour le groupe j et var(y;;) = o est inconnu.
L’estimateur de James-Stein s’écrit dans ce cas

(m — 3)5?

JS _ (5JS IS\t s _ (1 _
§7° = (877, ...,6.) avec &; (1 D

) (yg—'y)+y> .7: 17"')m

ol

=1 j=1 J=1
n m
Yij Zgj
- i=1 N
=E—g=E N Dm,
m
> (6; -9y
Il a montré que si: lim = = q , alors
m—+00 m

_ R(3’%,6) _ . R(6”*,9) g
lim ——"2 = lim L=
movtoo R(%,6) | mrio R(%0)  a+ %

e Dans le chapitre 3, nous présentons en premier lieu 'essentiel de notre article
publié¢ dans le journal " Far East Journal of theoretical Statistics, Volume 36,
Issuel, Pages 31-53. (July 2011). ISSN: 0972-0863.", intitulé " Limit of the
ratio of risks of James-Stein estimators with unknown variance" [4].

Dans ce travail nous étudions 'estimation de la moyenne 6 d’une loi gaussienne multidi-
mensionnelle N, (8, 02I,) dans RP, o2 étant inconnu et estimé par la statistique 8% ~ 022,

Nous étudions particulidrement les bornes et limites des rapports de risques, de I'estimateur

11
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de James-Stein § ;5 et de sa partie positive %g, & celui de l'estimateur du maximum de
vraisemblance .X; quand p — oo.
0 . .
Si lim u— = ¢, nous montrons alors que les rapports de risques des estimateurs de

p—+oo Pg 2
James-Stein 455, et de sa partie positive 8%, & celui de U'estimateur des moindres carrés

s t¢ P
X ( risques ratios) tendent vers la méme limite -’%2—_*-_—(-:— quand p tend vers l'infini. Si n

c
1+c
Et finalement nous illustrons graphiquement les rapports de risques correspondants

et p tendent vers I'infini nous montrons que les rapports des risques tendent vers

des estimateurs de James-Stein &g, et de sa partie positive 81, & celui de Vestimateur
du maximum de vraisemblance X pour différentes valeurs de n et p.

Nous généralison ensuite ces résultats a des classes plus larges d’estimateurs a rétrécis-
seurs dans le deuxiéme article publié dans le journal " Hacettepe Journal of Mathe-
matics and Statistics. Doi: 10,15672 / HIMS.2014377624, ISSN : 1303-5010), intitulé "
Asymptotic properties of risks ratios of shrinkage estimators " [20]. Nous y étu-
dions ’estimation de la moyenne 6 d’une loi gaussienne multidimensionnelle N, (6,021p)
dans RP, o2 étant inconnu et estimé par la statistique 52 ~ 02x2 . Dans ce travail nous
nous intéressons & 'étude des bornes et des limites des rapports de risques des estimateurs
a rétrécisseur & celui du maximum de vra,isembla{?ce ( appelé risque ratio) quand n et p

161

tendent vers l'infini, sous la condition: lim —= =c.
p—+oo PO

. . . . c
Le risque ratio pour cette classe d’estimateurs a une borne Min : By = 17e quand
c

nfini iy 9))°
n et p tendent vers l'infini sous la condition lim 1ol ”2 =
p—+oo PO

Nous donnons des conditions simples pour des estimateurs & rétrécisseurs, minimax,

C.

afin que leur risque ratio atteigne la borne B,,. Nous montrons aussi que ’estimateur de
James-Stein ainsi que ceux qui le dominent, atteignent cette borne B,, ( en particuliers
sa partie positive).

Nous illustrons graphiquement les risques ratios correspondants des estimateurs de
James-Stein &g, et de sa partie positive 67, ainsi que celui d’un estimateur minimax et
d’une classe dominant Pestimateur de James-Stein au sens du risque usuel (estimateurs
de type polynomial, proposés par Tze Fen Li and Wen Hou Kuo [43]) pour différentes

valeurs de n et p.

12

T T T i



Chapitre 1

Rappels et Généralités

Introduction.

Ce chapitre se décompose en plusieurs parties; en premier lieu nous présentons les
travaux démontrant I'inadmissibilité de I'estimateur des moindres carrés et la construction
d’estimateurs & rétrécisseurs nommés estimateurs de James-Stein généralisés.

Stein [37], a annoncé I'inadmissibilité de 1’estimateur des moindres carrés b (X)=X.
— ———a——i) X avec a,b des

b+ X]|

parameétres réels, ont un risque, relativement au cout quadratique usuel, uniformément

Il a montré que les estimateurs de type 853 (X) = (1

inférieur & celui de Destimateur &y (X), & condition que a soit suffisamment petit et b
suffisamment grand.
James et Stein [23], ont montré que les estimateurs ( biaisés bien sfir) de type
0= (1- 2
des moindres carrés g (X) , au sens du risque quadratique, pour tout a tel que

0<a<2(p—2).Poura = p—2, estimateur de James-Stein 55 (X) = (1 - ﬁ—;ﬁ) X,

X, sont effectivement uniformément meilleurs que Pestimateur

est uniformément meilleur dans la classe des estimateurs de type 0, (X) .

Des généralisations sur la forme des estimateurs de James-Stein §,;5 (X ), ont eté faites
par plusieurs auteurs, notamment :

Baranchik [1], a proposé une classe d’estimateurs de la forme

5. (X) = (1 ¢ 1015)

HXH2 X dans le cas ou X ~ N, (6,1,), puis il a prouvé que
sous certaines conditions, Pestimateur 6, (X) est minimax. Le méme travail a été fait par
Baranchik [2], dans le cas od X ~ N, (6,0?I,) avec 0% inconnu.

Strawderman [40], a amélioré les conditions de minimaxité de I'estimateur d, (X) dans
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le cas ot o2 est connu.

Bock [8], a généralisé les travaux qui sont cités ci-dessus dans lecasou X ~ N, (8,02D),
avec o2 est un paramatre connu ou inconnu et D est une matrice non singuliere.

Berger [6], ont étudié les conditions de minimaxité de I'estimateur 6, (X) pour une

fonction de cout quadratique définie par : pour tout estimateur d, (X);
L(‘Sr (X) ,0) = (6r (X) - o)tQ (8- (X) —6)

(Q étant une matrice définie positive. Le cas particulier Q= Z_l, a été traité par plusieurs
auteurs, notamment ( James et Stein [23], Baranchik [2] et Strawderman [40]).

Brandwein et Strawderman [10] et Casella [13] ont donné différentes conditions pour
que Vestimateur de type d, (X) soit minimax.

D’autres travaux ont été faits sur les estimateurs a rétrécisseur différentiable.

Stein [38], Efron et Morris [15] ont traité les estimateurs de type 6y (X) =X +g(X)
avec ¢ est une fonction différentiable. La aussi des conditions sur g ont été données pour
la domination de 'estimateur des moindres carrés.

Dans la suite de ce chapitre nous présentons certains travaux fondés sur la domination
de V'estimateur primitif de James-Stein 4,5 (X) .

Baranchik [1], est le premier qui a proposé un estimateur appelé partie-positive de

p—2
TR
N XEs .
réel ¢, ¢t = max (0,c). Il a montré que cet estimateur a un risque inferieur au risque de

I’estimateur de James-Stein noté par §5g (X) = (1 >+ X : ot pour tout nombre
Iestimateur de James-Stein 455 (X) .

Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [43], ont proposé des estimateurs denommés estimateurs
polynomiaux. Ceux sont des types des estimateurs dérivés de l’estimateur proposé par
Berger et Bock [7] qui ont la forme suivante 6y (X) = dss (X) + ¥e ([IX||") X avec ¥
est une fonction réelle, et valant : ¥, (||X ||2) = T)%“F’ c,r étant réels. Ceux sont les
estimateurs polynomiaux proposé par Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [43]. Nous les notons
Srz0(X) =015 (X) + ”X—c”,-x.

Shao et Strawderman [35], ont considéré des estimateurs de la forme

a g (IX]°)

5(a,g,X) = 835(X) — IXTP X I, acyx)?<p)

14
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avec g (t) est une fonction symétrique au tour du point ¢t =p— 1 tel que

g(p—2) = g(p) =0, et a est un paramétre réel. Ils ont prouvé que sous certaines
conditions, Pestimateur & (a,g,X) domine la partie positive de 'estimateur de James-
Stein §%¢ (X), et par conséquent domine l'estimateur de James-Stein 4,5 (X) .

Kubokawa [25], a montré que les estimateurs de la forme

5k (X) = (1—M>X

X1

avec
1

Of)\p/z—l exp (—w 3) dA
1

{,\P/H exp (—w 3) dA

q)K (w) = w

dominent ’estimateur de James-Stein, et est admissible.

Kubokawa [25], a montré que l'estimateur de type &, (X) = (1 — f—%—{%p) X
domine estimateur de James-Stein si les deux conditions suivantes sont vérifiées.

a) ¢ (.) est monotone non-décroissante et wEl}_loogo (w)y=p—2

b) ¢ () = &k (w).

Maruyama, [28], a prouvé que les estimateurs de la forme

5o (X) = (1-—‘1’“—(”—)@))(

X

avec

1
[ 2e@27D exp (—w a3) dA
Y, (w)=w 10 (a € R)
{/\“(pﬂ_”‘l exp (—w a3) dA

dominent estimateur de James-Stein pour a > 1; et coincident avec la partie positive
de l'estimateur de James-Stein quand « tend vers !'infini.
Il est clair aussi que 6; (X) = 0k (X) .
Maruyama et Strawderman [34], ont d(2>nné des conditions nécessaires pour que les
g (IX1%)

estimateurs de type 4,4 (X) = (1 — —-—“——)2;”2—) X, avec g est une fonction différentiable,

15
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dominent D'estimateur primitif de James-Stein 65 (X).

Maruyama et Katsunori [33], ont considéré la variable aléatoire réelle X ~ N (6, 0?)
avec 02 # 1. Ils ont donné des conditions nécessaires de minimaxité de P'estimateur
(X)) =X+¢(X).

Approche Bayesienne : Dans cette partie nous présentons les travaux de plusieur
auteur, notament Baranchik [1]; Strawderman ( [40], [41], [42]), Stein [39] et Maruyama
et Katsunori [33].

2—pte

Baranchik [1], a pris comme loi & priori du paramétre 6, de densité ||6|| , ainsi il

a trouvé que l'estimateur de Bayes

[0 exp (=3 11X —6|%) lI61""" Tr7_,df;
Jexp (=% 1X —6I") 161" T, db;

0 (X)=E(0/X) =
est donné par la formule suivante

Rl (k+2+% 9
> o (1)
55 (X) _ k=0 """ 2

fl‘(k+1+§) @ ||X||2)k

BT (5%)

X

k=0

Il a constaté que pour € = p — 2, 6. (X) = X qui est estimateur du maximum de
vraisemblance. Il a prouvé aussi que 'estimateur d. (X) est un estimateur minimax pour
0<e<p-2.

Strawderman [40], a amélioré les conditions de minimaxité de I'estimateur 4, (X) défini
par la formule (1.5), proposé par Baranchik [1]; puis il a démontré que pour une loi & priori
de 6, donné par la formule suivante : 6/ ~ N (0, A1 (1= X)I,). Ou X a une densité de
probabilité de la forme A™® (1 — a) pour tout 0 < a < 1.

Ainsi I'estimateur de Bayes est

p+2—2a 2exp (-3 |X]°)

. X.
Byl

op (X)=141- a
X[ [ A37% exp (=32 || X|P) dA
0

Il a prouvé que estimateur §p (X) est minimax pour p > 6; il a montré aussi que sous la

condition 1 < a < 1, Pestimateur §p (X) est minimax pour p > 5.
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Strawderman ([41], [42]), a fait la méme étude de son papier [40], mais dans le cas od
X ~ N (8,02L,) , avec o? inconnu et estimé par la statistique S?, od S% ~ a2,
Stein [39], a 6tudié I'estimateur de Bayes de 8, ot X ~ N (6, 1,) , avec 6 ayant une loi

& priori 7 (#) . Il a montré que 'estimateur de Bayes

[6 exp(~1||X —8|") =(6)db
fexp(—3|1X - 8)|*) = (6)de

E(6/X) =

s’écrit sous la forme

ViX)
X+Vlio X)=X+ G~
g f(X) FX)
(2
avec V = , et f (X) est la densité marginale de X.
2
oz

En utilisant des calcules des risques, il a donné des résultats sur la minimaxité des
estimateurs de type X + g (X), sous certaines conditions posées sur la loi & priori 7 ).

Maruyama et Katsunori [33], ont traité le cas bayesien, od X ~ N (6,0?), avec o? est
un paramétre connu mais pas forcément égale a 1.

Ils ont prouvé que l'estimateur généralisé de Bayes dans le cas ol 6 suit une loi & priori
m(6), est
[0 exp(=L1||X—06|%) n(0)dd

—X+02—d—

B = ep (CFIX —017) 7 (0)df X

logm2 (X)) ,

b

avec
R 2
mZ (X) = /exp (——(-%0—)—) dm (6) .

Nous présentons ensuite un résumé dans le cas de I'estimation de 6, par une nouvelle

classe d’estimateurs de James-Stein avec des facteurs de rétrécissement définis a P'aide de

i=d P

1a norme I, donnée par: ||Z||, = {Z |Z:* 3 ,p>0.
i=1
Notons que les fonctions de risque de ces estimateurs sont calculées par rapport & la

fonction de coft quadratique usuelle (1.1).
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Finalement, nous présentons quelques résultats sur I’estimation de la moyenne 8 (6 €

RP) dans le cas ot X suit une loi sphérique symétrique.

1.1 Inadmissibilité de ’estimateur usuel et estima-
teur de James-Stein

Soit X une variable aléatoire suit une loi normale multidimentionelle Ny (6, I,), avec
6 (e RP).
Pour tout estimateur 8 (X) de 8, on définit la fonction de cott quadratique par :

L(3(X),6) = |18(X) — 6l (1.1)
ou ||||,, est la norme usuelle dans RP. Ainsi son risque quadratique est :

RG(X),0) = Eo(L(5(X),8)) = Eo (6 (X) ~0I}) (1.2)
LIS A T
= TRTE exp( 5 11X 0||p> dX

RP

On sait que V'estimateur usuel de 6 est § (X) = X, et son risque est R(60(X),0)=p.
Il est bien connu que parmi les estimateurs sans biais, ou bien parmi les estimateurs
invariants par transformation orthogonale ( c’est & dire : Pour toute matrice orthog-
onale T, T(6(X)+d) = §(T (X +d)). L'estimateur §o (X) 4 un risque minimal pour
tout § € RP. Par ailleurs, Stein [37], a montré que, quand p > 3 l'estimateur de la
forme : g (X) = (1 - o

- b +IX]°
80 (X) , pour a suffisamment petit et b suffisamment grand.

) X a un risque uniformément inférieur au risque de

Soit maintenant la classe d’estimateurs définie par James et Stein [23] :

8o (X) = (1 - !T;Tf) X (1.3)

avec a > 0.

18
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Théoréme 1.1 ( James et Stein [23]).

i) R(0a(X),8) =p—2(p—2)a E [p———pa%_f{-] +a? E, []-9—_%_?22?] (1.4)

9112
avec K ~ P 1%'—”— indiquant la loi de Poisson de paramétre

#) Une condition nécessaire et suffisante pour que &,(X) domine do (X) est que

0<a<2(p-2).

2
1611,
-2

iii) L'estimateur de James-Stein défini dans (1.3), pour a = p — 2, est le meilleur

estimateur, au sens du Tisque quadratique usuel, dans la classe des estimateurs 6a (X).

Ainsi §;5(X) = (1 — ﬁ);”%) X est le meilleur estimateur dans la classe des estima-
teurs de type 4, (X)).

Une autre classe d’estimateurs minimax est donnée par le résultat suivant :

. m=r RIXIP)
5, (X) = (1 Bk ) X (1.5)

Soit 'estimateur

Théoréme 1.2 ( Baranchick [1]). L’estimateur exprimé par (1.5), est minimaz si
a) r (3| X||*) est une fonction monotone non-décroissante.
b)0 <r (31X[°) <1.
On retrouve dans ce résultat la forme de Uestimateur de James-Stein d;5 (X), en

prenant v (3| X)%) = 1.

Strawderman [40}, a amélioré les conditions sur le rétrécisseur (1 —

(p-2)r( ||Xn?))
x|
pour p > 3, il a donné le théoréme suivant

Théoréme 1.3 (Strawderman [{0]). L’estimateur 6, (X) exprimé par (1.5) est minimax
8t
a) r ({|X|%) est monotone non-décroissante.

b)0 <r (31X <2

Strawderman [42], a donné d’autres conditions pour la minimaxité de lestimateur

5, (X) ,( formule (1.5)), exprimées dans le théoréme suivante:

19

BEUEY O It i



Théoréme 1.4 ( Strawderman [42]). Soit I'estimateur &, (X) formule (1.5) avec
0<r()<1, s
a) r () est monotone non-décroissante.

r(t)

b) 5 est monotone non-croissante.

Alors: 6, (X) est minimaxz.

Remarque 1.5 Strawderman [42], a démontré ce théoréme dans un cas plus générale,

c’est le cas ou la densité de la variable X est de la forme

sc-0= (—}—Eexp (-30x - o) dc: ¢

re (27)2

avec G (.) est complétement définie sur (0, c0); en opérant une " variance mirtures” des

variables aléatoires i.i.d.
Casella [13], a remarqué que si r (.) exprimé dans la formule (1.5), est concave alors
les conditions a et b dans le théoréme précédant sont vérifiées.

Proposition 1.6 ( Casella [13]). Soit r: [0,+00[ — [0,+00[. Sir(.) est une fonction
concave, alors;
a) r (.) est monotone non-décroissante

r(t
b) -—i—) est monotone non-croissante.

1.2 Estimateurs a rétrécisseurs différentiables

Soit 'estimateur

5, (X) = X +g(X) (16)

avec g: RP — RP est différentiable.

Nous avons alors le résultat suivant

Théoréme 1.7 ( Stein [38]). Soit l'estimateur §,(X) exprimé dans la formule (1.6).

Si g (.) est une solution de linéquation différentielle

p
0
lg CON* +2) ) 5—g:(X) <0
=1 "
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alors; l'estimateur 8, (X) est minimaz et domine Uestimateur usuel 8o (X )=X.
La démonstration du Théoréme 1.7 nécessite le lemme suivant :

Lemme 1.8 ( Egalité de Stein, Stein [38]). Soit Y ~ N (v, 1), alors :

Eld (1) - (Y -v) (V)] =0 (%)
ot g:R —R est une fonction réelle Lebesgue mesurable tellle que E (Jg' (Y)]) < o0

Efron et Morris [15] ont obtenu le résultat suivant pour les estimateurs & rétrécisseurs

uniformes 44 (X) = (1 T||-|X||” )) X, ou g est une fonction réelle différentiable.

Théoréme 1.9 ( Efron et Morris [15]). Si g est solution de l'inéquation différentielle

2 — ) 9(w))

g(u) +4g'(u) > 0 (1.8)

vérifiée, par exemple par : si
1) g est monotone non-décroissante
2) 0 < g(u) < 2(p — 2) pour tout u >0,

alors 04 (X)) est minimar.

Remarque 1.10 3) James et Stein [23] utilisent une démonstration assez longue par la

méthode du X2 décentré. L’égalité de Stein ( égalité (1.7) ) permet d’écrire simplement:

5.00= (1- ||;||2) X
(ESER)
= B, (IIX - 8]) + By (IIXII ) (Z X; (X )

—p+ &8s () - Zp; {dmz (Tiff)]
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L P X2 - 2Xi2
=p-|—c2E0 (——H;”2) —ZCZEG G=1<*j .
= ( i1 Xf)

=p+ [02 - 2(p — 2)] Ey (”;w)

0w la troisiéme égalité est obtenue & l'aide de I'égalité de Stein ( égalité (1.7)). Ainsi

R(8_(X),6) < p atteint sa valeur minimale pour ¢ = p — 2. On obtient ainsi l'estimateur
primitif de James-Stein 6 .

i4) Nous retrouvons dans le Théoréme 1.9 des fonctions solutions vérifiant les mémes
conditions que celles du Théoréme 1.8 ( Strawderman [{0]) avec en plus la condition
supplémentaire de différentiabilité.

i1) Le Théoréme 1.9 fournit & nouveau une classe d’estimateurs & rétrécisseurs dif-
férentiables dominant ’estimateur des moindres carrés 6o (X) = X, avec des rélrécisseurs
uniformes. L’inégalité (1.8) étant satisfaite pour g(u) = p — 2, ce qui donne Uestimateur

primitif de James-Stein .

1.3 Estimateurs dominant ’estimateur de James-Stein

1.3.1 Amélioration de Pestimateur de James-Stein par tronca-

ture

Pour des raisons de simplification d’écritures, nous adopterons le modele simple: X «
N, (8, I)).
Rappelons que dans ce cas 13, Iestimateur des moindres carrés do(X) = X. Rappelons

aussi la forme de Pestimateur ”primitif” de James-Stein :

5,000 = (1- ﬁ> X,

sa fonction de risque est

R8s (X),6)=p— (p— 27 E (1XI ) .

22
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La partie positive de I'estimateur ”primitif” de James-Stein est

67 (X) = max (0,1 — %}—;—%) X,

domine uniformément V'estimateur primitif de James-Stein d;5 , C’est un résultat qu'on
trouve dans Baranchik [1], qui utilise une démonstration assez longue utilisant des lois du
x? décentrées. Berger et Bock [7], Hamdaoui et Benmansour [20] retrouvent ce résultat
plus simplement. Nous avons ainsi un estimateur obtenu par troncature inférieure qui

domine § Js.

1.3.2 Amélioration de ’estimateur de James-Stein par des rétré-

cisseurs polynémiaux

Les estimateurs proposés par Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [43], sont de la forme générale

proposée par Berger et Bock [7] :
5y (X) = 85s(X) + 9 (I1XI*) X

oy, (|| X 1) = -“YC“—,:, c et r étant réels. Ceux sont les estimateurs polynémiaux proposés

par Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [43]. Nous les notons

brzo(X) = ¢ss(X)+ WX
_ _p- 2 c
B (1 xiE X ll’) * (19)

Nous avons alors le résultat de domination de 0 ;5 suivant

Théoréme 1.11 (Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [43]). Pourtout 2 <r < 1’-1;—2, lestimateur
drz:(X) de la forme (1.9), avec

t=(r—2) o) L) (1.10)

domine § ;5 uniformément en 6.

Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [43] construisent d’autres estimateurs en utilisant le
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méme procédé d’écriture. A partir de Pestimateur 72z obtenu ci-dessus, ils lui ajoutent

4 nouveau la quantité ol d est réel. Ils obtiennent un nouvel estimateur , .., 7

dX
XT ~
dominant drzz , avec bien entendu des conditions sur r et p ( d étant la valeur de d
rendant la fonction de risque de 4,5 5 optimale). Ainsi, ils construisent au fur et & mesure
des estimateurs de telle sorte que le dernier estimateur obtenu domine, au sens du risque
quadratique, tous les estimateurs construits précédemment. Ces résultats sont obtenus
sous des conditions, notamment la dimension de I’espace des parameétres p, est de plus en

plus croissante. Le procéde est le suivant: pour r = 4; dans ce cas on obtient de I'égalité

(1.10), €= 2(p — 6) et donc

p—2 Q(P—ﬁ))x.

d7z2(p—6) = (1 - +
XX

Ainsi pour p > 6 , d1z2p—6 domine d;s uniformément en 6. Pour p > 10, ils donnent

dans le théoréme qui suit, le principe de construction de 4, 23

Théoréme 1.12 ( Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [43]). Pour p > 10, lestimateur
612,20p-102(X) défini par

_(,_p=2 20p-6) 2(p—10)
5”’2"”“”2“(1 it EE e )X (L1

domine drzap—6) uniformément en 0.

1.3.3 Estimateurs de Berger et Bock [7]

Il s’agit d’estimer la moyenne # € RP d’une variable aléatoire X € RP dont la densité de
probabilité est de la forme f(z — ) par rapport & la mesure de Lebesgue sur R. Nous
présentons des résultats généraux sur une classe particuliére d’estimateurs proposés par

Berger et Bock [7] de la forme :
e (X)=0 (X)X (1.12)

b9 (X) = (2 (X) + ¥ (X)X (113)

o & (z) et ¥ (z) sont des matrices p X p. Pour tout z € RP, on note z* =* (21, ..., Ti_1, Tis1, .- Tp)-
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On notera aussi par I4 la fonction indicatrice de I’ensemble A. Nous donnons les

définitions suivantes.

Définition 1.13 Une fonction g : R? — RP est dite symétrique par coordonnée si
g(xiami) = g(—xi,a:i)
pour tout z;,xt et 1<i<p

Définition 1.14 La densité de probabilité f(x—6) = f(z;—6;,a° —8") est dite unimodale
par coordonnée si f(z;—0;, 2 —6") est unimodale comme fonction de z; pour tout z* , 1 <

1 <p.

Ils donnent ensuite le théoréme suivant, en adoptant la fonction de coit donnée par

(1.1).

Théoréme 1.15 ( Berger et Bock [7]). Si

1) f(z — 6) est unimodale symétrique par coordonnée

2) ® (z) et U (x) sont des matrices diagonales dont les élément notés ¢,(x) (respec-
tivement v,(z) ) vérifient:

a) Y¥;(z) est symétrique par coordonnée et non négative, pour tout 1 <1i < p.

b)

P

3 [8(z) - {6(2) + (=)} 27] 2 0

i=1
alors

R((s@,\p, 9) < R((sq;., 9) pour tout f e RP
[Is déduisent alors du Théoréme 1.15 les corollaires suivants :

Corollaire 1.16 ( Berger et Bock [7]). Si f(z — 6) et ®(x) vérifient les conditions du
Théoréme 1.15 et si

1) ¢;(x) est symétrique par coordonnée, pour tout 1 <1 < p.

2) Soient, pour tout 1 <1 < p, W; = {z € RP : ¢,(x) < 0},

a) t; : R? — [1,2] une fonction symétrique par coordonnée

b) et &} 4 (X), Vestimateur dont les coordonnées sont définies par
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07, (X) = {1 = t:(X)w; } ¢:(X) Xs; alors

R(0%,6) < R(6s,6) pour tout § € RP

Notons que J} est un estimateur & rétrécisseur positif, et que dans le cas ou ¢; = 1,
1 < i < p, nous retrouvons naturellement sa partie positive d3 . Ils déduisent alors le

corollaire suivant:

Corollaire 1.17 ( Berger et Bock [7]). Si f(x — 6) et ® (z) vérifient les conditions du

Corollaire 1.16. Alors pour ’estimateur dont les coordonnées sont définies par
0is (X) = & (X) X;

avec

¢ (X)X = ¢; (X) Io,00) i (X)

on a

R(6%,6) < R(3s,0) pour tout 6 € RP.
Le Corollaire 1.17 se déduit simplement du Corollaire 1.16 en prenant {; = 1,1 < < p.

Remarque 1.18 i) On peut déduire du Théoréme 1.15, une démonstration trés simple de
la domination de la partie positive de l’estimateur de James-Stein 67 (X), sur estimateur

primitif de James-Stein ¢ _(X). En effet

(SJS(X) = 5;,()() - 6;S(X)
o 67 (X) = max (0, 2;22 — 1) X
1 XH

Ainsi en notant par ( , ) le produit scalaire dans RP, nous avons :

R(5,5(X),60) = R(5%,(X),6) = By (|}57,00|") +2E0 (16,57,(X))

YIS

= B (|55,0|") + 22139 (max (o, ﬁ-);—“% - 1) 9ixi)

> 0
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Comme max (0, -I%I—z—
bre de la deuriéme égalité est positif. D’ot le résultat.

- 1) > 0, alors le Théoréme 1.15 implique que le deuxiéme mem-

1.3.4 Conditions nécessaires de domination de l’estimateur de

James-Stein

Maruyama et Strawderman [34], obtiennent pour des estimateurs de la forme

2
an- (-8

ou ¢ est différentiable, des conditions nécessaires de domination de l'estimateur de James-

Stein . Ils montrent

R(5,5,6) — R (5¢,6) = Eo(ge (I X))

g¢(u) = _{E() _g’ —2)} + 4€ (u) (1.14)

obtenue a l'aide de Pégalité de Stein, et donnent des conditions nécessaires sur £ et ge
pour que d¢ (X) domine 4, (X).
Leur résultat est le suivant (Théoréme 2.1 [34].)

Théoréme 1.19 ( Maruyama et Strawderman [34]). Supposons que la fonction g est
bornée. Si l'estimateur 6¢ domine ’estimateur de James-Stein djs alors pour tout u > 0,

il existe ug > u tel que ge(uo) > 0.

Les auteurs donnent aussi d’autres conditions nécessaires (Théoréme 2.3 [34]) dans le

cas ou € est deux fois différentiable.

Théoréme 1.20 (Maruyama et Strawderman [34]). Supposons que les fonctions & et
i:)- sont bornées, et que € (u) =o (l) et £ (u)=o (—13-) Si Uestimateur §¢ domine
u uz

Vestimateur de James-Stein 6, alors liI_P €(u) =p—2.
U—100

Maruyama et Katsunori [33], ont considéré la variable aléatoire réelle X ~ N (8,0?)
avec 02 # 1.

Il ont montré que la différence de risque entre lestimateur de type d4 (X) = X +¢ (X)
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(ot lim,_,o0 ¢ (z) = 0) et V'estimateur du maximum de vraisemblance X est

A = R(éd,(X) 6) — R(X, 9)
= 2c/¢ (w) {¢ (w) — Vp2 (w, 8)} /exp( t;B))dt dw

ott ¢ = (2r02) /% et
J(t—w+0)exp (_L‘U_—z%‘iﬁ) dt
0
U,2 (w, 0) = —

fexp( L——t*ﬂ) dt

= o2 (/exp( 222+t(112}026)) )—.

0

8 o

Comme U,z (w, 8) est croissante en 6, donc U2 (w, 6) > ¥,z (w, 0) pour 6 > 0.
Notons par ¢,2 (w) = ¥,z (w, 0), ainsi A est non négative pour tout § > 0 quand ¢ (w)

est non croissante et ¢ (w) < ¢y2 (w) . Comme limy,_,o0 @42 (w) , On 2 le résultat suivant

Théoréme 1.21 (Maruyama et Katsunors [33]). Pour X ~ N (8,02) avec 6 > 0, l’estimateur
36 (X) =X + ¢ (X) est minimaz si

¢ (w) est monotone non-croissante et 0 < ¢ (w) < P,2 (w).

1.3.5 Estimateurs de Shao et Strawderman

Nous signalons tout d’abord que Gruber ( [19] pp 307-370) a fait une étude numérique
détaillée d’une classe d’estimateurs proposés par Judge et Bock [24] dans laquelle plusieurs
formes d’estimateurs susceptibles de dominer la partie positive de 'estimateur de James

-Stein sont proposées. Gruber {19}, note :

5(Xz) = (1 - ul)I[o,l] (ul)Xz + a1(1 — ul)I[l,a] (’LL1)¢Xz + a2(1 - ul)I[a,Jroo[(ul)Xi 1<:<p
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ol

Ly(w) 1 st we A
Al\uj) = .
0 sinon

Les choix de ap, ag et a sont résumés comme suit:

Estimateurs | a; | a3 | o
0,5 1 0 | o0
=ty [0 [0 |0
5;5 —-110 |
EIEE
87 s 1112
5::1 s 1 112

L’étude de ces différentes formes d’estimateurs montre qu’aucun ne domine I'estimateur
§7_, uniformément en 6 . L’estimateur 57, est le seul & dominer §* pour les grandes
valeurs de A = || H2, avec des choix de a; ay et «, appropriés. De plus les gains de
ces différentes formes d’estimateurs se font sur des domaines trés réduits dans I'espace du
parameétre 6.

Benmansour et Mourid [5] ont exhibé des sous-espaces paramétriques généralement ne
contenant pas Vorigine, trés "larges” et suffisants pour des applications, ot ils ont obtenu
une domination uniforme de la partie positive de I’estimateur de James Stein.

Shao et Strawderman [35] ont proposé deux classes d’estimateurs dominant & (X)
uniformément en 6. Ils donnent d’abord une généralisation de I'égalité de Stein ( donnée
par (1.7)) dans un lemme fondamental et ensuite proposent leurs classes d’estimateurs.

Le lemme s’écrit comme suit :

Lemme 1.22 ( Shao et Strawderman [35]). Soit v une fonction o support [a,b] €t con-
tinue telle que gb' posséde au plus un nombre fini de points de discontinuité 0 < a = ag <

a1 < .. < ag < ager=Db. S, pouri=0,..,k+1, W (a;L) et (ai‘) sont finies . Alors

By [ = XX I i) = B [@IXIP (1XI%) + pe(1X1%) Taciien]
+f(a) - £(b) (1.15)

2
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ot

fla) = Kig (Va)+ (p—1)Kig2 (Va)
f(b) = Kag ) (p — 1)Kag2 (\/5)

K = ( ) 2~1y(a) (Va )pexp< ”"”Z* “)

K, = ( ) 2p—1¢(b) ) exp (__“9||22+b)

/—\

ﬁl

avec

g1(c) = /: /05(008(0))2(Sin(a))”_2[eXp(||9||Csin(a)COS(%))+exp(— 161l ¢sin(a) cos(1))]

x (sin(p))?~°...sin(p,_3)dadp; ...dp,_,

et

w0 = / T / ? (cos(a))(sin(a))2 [exp([}8]] ccos(@)) + exp(— [|6]] ccos(a))]

X (sin(py))P~>... sin(p,_3)dadp; ...dipy_o

Remarquons que g; (@), g2 (b) ont respectivement le signe de 9 (a) et 9 (b) , et que si
a =0 alors f(a) = 0.

*(X — 6) indiquant le transposé du vecteur (X — 6)). Si de plus ¢ (a) = ¢ (b) =0,
on retrouve alors 1’égalité de Stein pour des fonctions invariantes orthogonalement. Enfin
signalons aussi que Shao et Strawderman [35] ont proposé deux classes d’estimateurs
dominant ¢*_ (X).

La premiére de la forme

2
6(a,9,X) = ¢3LS (X) _a—gﬁ'l‘ljz_{(ﬂp)([(p_2 <IXIP< p) (1.16)

ol g est définie sur le compact [p — 2,p], (p > 3) linéaire et symétrique autour du
point p— 1, avec g(p —2) = g(p) =0, g (p—2) <Oet |g'(u)l =1pssur[p-—2p](la
courbe de g étant en forme de jWj). Ils construisent ensuite g sur des subdivisions dans

Pintervalle [p — 1,p] et donnent des conditions sur le paramétre a pour que l'estimateur
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&(a, g, X) domine ¢'_ (X). Ils définissent ensuite
St)=2p-1)—-t p-1<t<p
et
F,.(t) = exp (?) t2tn=1 5 _ 1<t <petn un entier naturel >0

Les auteurs montrent ensuite que si p > 3 et n > j(p), avec j(p) le plus petit nombre
entier supérieur a (5++/1+6p) /2 et t (€ [p—1,p] ) alors F(t) > 0. Ils démontrent
aussi I'existence d’un point ¢o (€ [p—1,p— 1+ —‘{-2-]) tel que

/ i Fo(t)dt = / " Ry(t)at

Ils définissent un point ¢; (€ [p — 1,p] ) tel que

/,,  R(t)dt = / ,, Fo(t)dt

-1 cj
Leur résultat fondamental est le suivant

Théoréme 1.23 (Shao et Strawderman [35]). Soit a un réel positif, p > 3 et soit p* une

valeur de l'intervalle

. V2
(co, min(cy, ¢, ...y Cipy-1,P — 1 + —2")
o
1
b=1- V3" — (p— 1)) < min (g,p—p*)
et soit
t—p si pr<t<p
g(t) = ’ ,
2p* — p — t, si p—1<t<p*

la définition de g s’étendant sur [p—2,p— 1] par symétrie autour de p — 1, c’est & dire

t—3p+2p*+2, si 2(p—1)— pP<t<p-1
p—2—t, si p=2<t<2(p-1)-p

EH(P)—I

A=1-exp(l—-0b)
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et

P 4 —t\ pB4j—-1
_ ", g (t)exp —) t2 It ,
B=mm{€,22 (E . pour j=0,1,...,5p)-1

st

0 < a < min(B, 2(p — 2)bA)

Alors Vestimateur 6(a, g, X), défini par (1.16), domine la partie positive de James-Stein

87 (X) uniformément en 6.

La deuxiéme classe est de la forme:

sk b0, X =05 00— | DT B T g X 017

ol g est différentiable avec un graphe en forme de "W” et h est bornée continue et

négative.

Les auteurs dans [35] donnent alors le théoréme suivant de domination de I'estimateur

(1.17) sur 67

Théoréme 1.24 ( Shao et Strawderman [35]). Soient a et k deux nombres réels positifs
et g une fonction continue, avec un graphe en forme de }Wj , définie sur lg, +ool, avec
g(q) = g(o0) =0, et p—2 < g < p— 1. De plus g est dérivable sauf en un certain
nombre fini de points ou il existe une dérivée & droite et 4 gauche et prenant des signes
successivement positifs, puis négatifs ( g est dite "piecewise” différentiable) : il existe des

nombres t,ts,...,ts , tels que
p—2<q<t1<t2<t3<t4<t5<t6<00

avec
g(t2) = g(t)) =0

et
, >0, si t1<t<Ltzouls<t<oo
<0, st gLlt<tioutz<t<ts
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Soit h une fonction continue, bornée et négative définie sur [0,q|, telle que |h(t)| < M et
h(g) =0pourp—2<q<p-—1
Soit
b; = 25H4IT (2 +J)

et on suppose qu’il eriste un entier J tel que

o, ~t
/ g (t)exp <—2—) t3 7+t > 0
q
s, —t\ ,e
/ g (t)exp (-—-—) t2t/=1dt > 0
t3 2

On suppose aussi que pour tout t > tg

g’ (t) < 4tg'(t)

Soit B; < B, deux constantes telles que si 0 < w < 2By ou 2B; < w pour un entier

N > J,

[itm e fie 5

— J

On suppose

. 4,5 ft*‘ g’ (t) exp () t8+9-1dt(B])/b;
B B [, “2 h(t) exp (3) thdt

et
® -, — q —t
2/ g (t)exp <~—§) t2ldt + k(g —p+ 2)/ h(t) exp (———) t27dt > 0
q 2 p—2 2
et
. 1 B
0 < a < min(0.5, Ay, A, —— kil k]\ll)
ol
_ 2G1 + k(q —p+ 2)H1 _ Ry -t 21
Ay = M1+k2N1 aGI—L g(t)exp "2_ t27dt
et
q —t\ p_,
H, = h(t)exp | — | t27dt
p—2 2
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M, = / g?(t) exp (—;—t) t5-2dt
q

7, —t\
Ny = | h*(t)exp - t2dtl
0

la quantité Ay est donnée par
4G,

- 4Gy + M,

00 , . 1s —t
Gy = / g (t)exp (——t) t51dt, My = / g2(t) exp (——) 31t
6 2 q 2

Sous toutes ces conditions et hypothéses, l'estimateur 6(a, k, h,g,X), défini par (1.17),

Ay

ou

domine la partie positive de James-Stein §7_(X) uniformément en 6.

1.4 Approche Bayesienne

Proposition 1.25 ( Baranchik [1]). Si X ~ N (8,1,) avec 6 ayant une loi a priori

0 ~ ||0||>7P*° . L’estimateur de Bayes de 6 est donné par la formule

T(k+2+%) Gixit
k=0k![‘( +22k+2> 2
- SRLEEIEE) (4 ey ’
=0k!I‘<p+22k) 2

De plus sie =p—2, on a dp_o(X) = X.

Strawderman [40], a amélioré les conditions de minimaxité de I'estimateur d, (X) défini
par la formule (1.5), proposé par Baranchik [1]; puis il a démontré que pour une loi & priori
de 8, donnée par la formule suivante : /X ~ N (0,A7' (1 — A) Ip) , ot X a une densité de
probabilité de la forme A™® (1 — a) pour tout 0 < a < 1.
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L’estimateur de Bayes est

p+2—2a 2exp (-3 |1 XI°)

55 (X) =41
=1

1

X2 [ A2 exp (=3X[1X %) dA
0

En effet

55(X) = E(8/X)=E[E(6/X,)/X]
= E[1-XX /X]
~ L-EMWX)IX

ou D'égalité (1.19) découle des résultats de Lindley et Smith [26].
La densité du couple (), X) est

g(X,N) = / B (X, \,6) TE_,d6;
Rp
4
-G 1 2 A 2 1 A
= K1/)\ exp( §HX“9H ) (m) exp( 5 (1‘)‘>
Rp

= KoA#P™% exp (——%)\ ||X||2) avec 0 < A< 1; || X|°> >0,

d’ou

[ A3t exp (—1A[IX %) dA

B(O/X) = b
[ 2P exp (—3A X 11%) A
0
_ pt2-2) 2exp (=3 |1XII°)
Bs

- 1
x> / AT exp (—1A | X|) dX

R

X (L18)

(1.19)
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la dernidre égalité découle de l'intégration par partie. Ainsi 'estimateur de Bayes associé

a la loi & priori définie ci-dessus est:

p+2-2a 2exp (-1 | X|1%)

X .
X1

Sp(X)={1- -
1)1 [ A327% exp (—3A[1X %) dX
0

Théoréme 1.26 ( Strawderman [{0]). Pour p > 6 Uestimateur défini par la formule
(1.18) est minimaz si 0 < a < 1. Et pour p = 5 U'estimateur défini par la formule (1.18)

est minimaz pour tout a tel que 1/2 < a < 1.

Strawderman ([41], [42]), a fait la méme étude dans son papier [40], mais dans le cas
od X ~ N (,02I,) , avec 02 étant inconnu et estimé par la statistique S? ot S% ~ o%y2.
Stein [39], a étudié l'estimateur de Bayes de §, ou X ~ N (6, 1,) , avec 6 ayant pour

loi & priori de densité 7 (6) . Il a montré que ’estimateur de Bayes

[6 exp(—1]IX —6)%) n(6)do
fexp (=11 X - 6]%) = (0)df

E(8/X) =

s’écrit sous la forme
Vf(X)

X +Vlog f(X) =X+ 53

(2

avec V = ) et f(X) est la densité de X.

En effet

§:(X) = E@6/X)=E(@6-X+X/X)
X+E(—X /X)
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(6 — X) exp (—3 X - 4)*) = (6)d6
Jexp (31X —0)°) 7 (6)do
= X+ Viogf(X)

_ x4+ !

avec

1@ =G e (-5 1% - ) m@)as

est la loi marginale du variable aléatoire X.

11 est claire que

R(6:(X),0) = R(X+Vlogf(X);9)

_ VEX) _IVFXN
Ensuite Stein[39] fait une comparaison entre
_ VX)) _IVEX)
p(X)=p+2 700 F(X) (1.21)

et lestimateur de Bayes 4, (X) de 8, dont le le risque a postériori E (|6, (X) — 6>/ X)

est :

E(lI6-(X)-6l*/ X) = E(§ - X - Viegf(X)|*/ X)
= Ex{l6-X|* - |Vlog f (X)II*} (1.22)
Vf (X)

f(X)
Iégalité (1.22) vient du Théoréme de Pythagore dans un espace de Hilbert; le carré de

=p+ ~ |Viog f (X)|? (1.23)

la distance entre 8 et X égale 4 la somme du carré de la distance entre 6 et la variable
X + Vliog f (X) et le carré de la distance entre les deux variables X et X + Vlog f (X).
La derniére égalité vient de

V(X) _ V2 [exp (=5 1X —6|I) 7(6)do
FX)  Jexp(=311X ~6|°) 7 (6)d6
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J(1X = 6l — p) exp (=} IX — 6]*) = (6)db
[exp (=3 11X — 6|%) = (6)d6
= Ex (|6 (X) - 6]* - p).

En comparant (1.21) et (1.23) on voit que

V£ (X)

Ex (|65 (X) - 9”2) =p(X) - )

ceci montre que si la fonction f est superharmonique on trouve que
Ep {Ex (115x (X) = 6") } = Es (116: (X) — 6II°)

ainsi la condition de superharmonicité de la densité f, permet d’obtenir la minimaxité de
Pestimateur de Bayes.

Il a constaté aussi d’aprés ’écriture suivante:

1@ = Gom [ (-5le-01) w@ras= o [ (-3100) ==y

que si la densité de la loi & priori 7 () est superharmonique alors la fonction f est super-
harmonique, et par conséquent 1’estimateur de Bayes est minimax.

Maruyama et Katsunori [33], ont traité le cas Bayesien, ot X ~ N (§,0?), avec o2
connu et différent de 1.

Ils ont prouvé que l’estimateur généralisé de Bayes dans le cas o 6 suit une loi & priori

7 (6), est

[0 exp (=3 X—06|*) =(6)do B

= 2 i 0 mB
avec o
Y
m? @)= [ow (- 22 ) dr ()
0

Théoréme 1.27 ( Maruyama et Katsunori [33] ). L’estimateur de Bayes généralisé ass
socié a une loi & priori 7 (0), est admissible si les deux conditions sutvantes sont

vérifiées.
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a) 02 (%) logmB (X) est uniformément borné pour z > 0.

oo -1
b) Les deuz intégrales [ [m5 (z)] ™' dz et [ [mB (z)] " dz sont divergentes.
1 -—00

1.5 Norme [, et minimaxité

Introduction.

Dans cette partie nous présentons un résumé sur les estimateurs i rétrécisseurs définis
par la norme [, et leur propriétés de minimaxité dont nous tirons I’essentiel du papier de
Maruyama [32].

On considére Z ~ Ny (6, 1;), et nous nous intéressons & l'estimation du paramétre ¢
par un estimateur & rétrécisseur. Le critére de comparaison adopté est le risque quadra-

d
tique, associé & une fonction de cofit quadratique définie par L (6,6) = 3 (6; — 6;)%.

i=1
Ce travail basé principalement sur P'étude de la minimaxité des estimateurs de type

9¢ = (514,,52(’5, ..... ’ qug) avec

b= (1-0(121,) / {121212°}) 2 , (1.24)

ou ||Z], = {z—i | Z;|P }1/7’. Notons que le facteur de rétrécissement dans (1.24), est
symétrique par rapport aux variables Z;. Zhou et hwang [44], ont montré ( Théoréme
4), que estimateur a rétrécisseur dont le facteur de rétrécissement est symétrique, est
dominé par I'estimateur déduit de sa partie positive. Ainsi la minimaxité de 1’estimateur

~ . e . ot
04 entraine la minimaxité de I'estimateur 6.

1.5.1 Minimaxité

Lemme 1.28 (Maruyama [32]). Si ¢ (v) est absolument continue. Alors la fonction de

risque de l’estimateur §¢ est

~ 2
E [Ha,,, - 9“2] =d+E

o (Il21,) 21572 {Z |Zi|’“‘“} ¥s (Z)} (1.25)
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ol

g A Tl
¥ (2) =0 (121,) 121 EJZFT"Q“_QWM“EEWE
~2{a-2+|2l,4 (121,) /¢ (121}, } - (1.26)

Soit 0 < a < 1, alors

d d
S 1zt |27

d
Dz zd = =d = T2
= 21zl ?
i=1

Pour p > Q et

2 E |Zz,'2(1—a) 2 q?(l—a)/P
(bl :

— . (p+a—2)/p
S|z 3 g-/p < max (1, )
i i

i=1

ot g; = |Zif’ /|| Z||} . En utilisant les inégalités précédentes dans (1.26), on trouve
¥4 (2) < ¥ (1121,) , o

Uy (v) = max (1,d®H"D/7) ¢ (v) = 2{d - 2 — a (d — 1)} — 2v¢' (v) /¢ (v).

~ 2
Ainsi, une condition suffisante pour que E [“G,p - 9“2] <d(avec¢p>0)est U,(v)<0
pour tout v > 0.

Il est clair que ¢ (v) =cou0<c<2(d—2)v(d,p,a), avec
7 (d,p,a) = min (1,d®P~?) {1 ~a{d -1} / {d - 2}} (1.27)

satisfait la condition : ¥4 (v) < 0.
Plus généralement, nous avons le théoréme suivant qui donne une condition suffisante

de minimaxité.

Théoréme 1.29 ( Maruyama [32]). Supposonsd >3 et 0 < a < (d—2)/(d—1). Et
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soit ¢ (v) absolument continue et
0<4(v) <2(d—2)7(d,p,0)

oty (d, p, ) est donné par (1.27). De plus, pour tout v tel que ¢ (v) < 2(d — 2)v (d,p,a)

ey
g4 (V) = 2(d—2)y(d,p,a) — ¢ (v)

est supposée non-décroissante. Aussi s’il existe v, > 0 tel que ¢ (v) = 2(d — 2) v (d, p, @),

pour tout v > v,. Alors 5¢ est minimaz.

Remarque 1.30 La solution de Uy (v) =0 0w g4 (v) = 1/ pour tout X > 0, est:

2(d-2)v(d,p, )

$ps (v) = 1+ \d—2—ad-1) -

1.6 Estimation dans le cas d’une distribution sphérique
symétrique

Introduction.

Cette section se décompose en deux parties. Dans la premiére partie nous présen-
tons des résultats généraux sur 'estimation de paramétres dans le cas des lois sphériques
symétriques. Ce probléme a été traité par plusieurs auteurs notament Brandwein et Straw-
derman ([10] , [11] et [12]) et Fourdrinier et Strawderman [18]...etc. Ces auteurs ont étudié
des classes d’estimateurs qui dominent P'estimateur usuel X, en particulier I'estimateur
de James-Stein, et plus particuliérement nous présentons un résumé des travaux de Four-
dinier et Strawderman [16]. Ce travail est basé sur l'estimation de la moyenne 6 d’une
distribution sphérique symétrique.

Plus précisement, soit (X,U) un vecteur aléatoire de loi sphérique symétrique autour
de (8,0) . La fonction de cofit étant : L (4,8) = ||6 — 9)°.

L’estimateur classique de James-Stein est

a

js = (1= 3g) X
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Une autre classe qui peut répondre a ce probléme ( domination de X), c’est la classe des
estimateurs de la forme ,

isr= (1—0%))(,
appellée estimateur de James-Stein Robuste, et notée JSR. .

Cette derniére classe a une propriété importante: A savoir, pour a bien choisi §%gp
domine X pour toute distribution sphérique symétrique, avec des conditions sur les mo-
ments, (d’ou la robustesse).

Dans la deuxiéme partie nous présentons une synthése du papier de Fourdrinier et
Strawderman [18]. Ils ont traité notamment de la minimaxité de I’estimateur de Bayes

généralisé du paramétre de localisation d’une distribution sphérique symétrique, sous un

cout quadratique.

1.6.1 Préliminaire

Nous rappelons dans ce qui suit quelques résultats sur les lois sphériques symétriques, qui

nous serviront pour la suite.

Définition 1.31 Une loi P sur R™ est dite radiale si elle est invariante par toute trans-

formation orthogonale ¢; autrement dit la loi image ¢ (P) est égale & P.

Définition 1.32 Soit 6 € R™. On dit qu'une loi Py sur R est sphérique symétrique

autour de 6, si elle est l’image d’une loi radiale par la translation du vecteur 6.

Théoréme 1.33 Soit 6 € R™, et soit Py une loi sur R™ absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue A sur R™. La loi P, est sphérique symétrique autour de 6 si et
seulement si, il existe une fonction g mesurable positive, telle que la fonction

gz g(llz— 0||2) soit une densité de Py par rapport a .

Maintenant on suppose que (X, U )I suit une distribution sphérique symétrique autour
du parametre (6, O)I . La dimension des vecteurs X et 6 est p et la dimension de U et 0

est k.

Lemme 1.34 Soit g une fonction vectorielle g : R? — RP, et soit h une fonction & valeurs
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dans R. Alors pour tout 8 € RP on a

E, [h (U’U) (X—8)g (X)] _—

H{UU)
e oo

ou H est lintégrale indéfinie de la fonction t — —1h (t) t¥/21, nulle en 0. Avec la condi-

tion que les espérances ci-dessus existent.
Démonstration. Voir Fourdrinier et Strawderman [16]. =

Corollaire 1.35 Soit g une fonction véctorielle g : R? — RP. Alors pour tout o € R et

pour tout § € RP, on a

Eq [(U'U)a (X—-6)g (X)] - - : —E {(U’U)QH div g (X)] .

Avec la condition que les espérances ci-dessus existent. De plus
Sia=0
B (X~ ) 9(X)] = 15 [(U'V) div g ()],

et, sta=1

Es [(U’U) (X - 6) g(X)] = Jlr =Eo [(U’U)de g (X)] .

Démonstration. Le résultat découle du fait que, si h(t) = t*, alors l'intégrale
indéfinie de —3h (¢) t¥/271 = —1tk/2-1%2 est nulle en 0, et H (t) = —t*27*/ (k+22). ®

Lemme 1.36 Supposons que p > 2. Si g et h deux fonctions mesurables & valeurs dans

R, alors pour tout R > 0 et pour chaque 8 € RP, on a

Epg |9 (X'X) 0 (V)] =0/1h R*(1-u)) 0/1

1 p-1 k
b (Rt P + 216 R )] B (3,250 a0) 8 (B Rua).

[g (R*u+ ||6])* — 2]6]| Ru'/%"/?)

N)Iv—t

Avec la condition que les espérances ci-dessus existent.

Démonstration. Voir Fourdrinier et Strawderman [16]. m
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Nous nous proposons d’estimer le parameétre inconnu 6, sous le cout quadratique

L(5,6)=6 -6,

L’estimateur classique de James-Stein est

oy = (1 - 7{-‘%) X (1.28)

ou a est une constante positive.



La proposition suivante montre que le risque des estimateurs de type 43 existe si le moment

’ 2a
d’ordre 2 de loi sphérique symétrique existe et Ey (-(—F)Z(_) < 00.

Proposition 1.37 Pour tout § € R?, le risque de l'estimateur §;, est

R(05,6) = Eo {X'X] + a*E, {(UIU) a] 0?2 g [(U'U)“ ]

X'X k+ 2 X'X
Démonstration. Soit # fixé dans RP. Il est facile de voir que

(U'U)Qa} — oaE, [(U'U)“ (X —8) X} |

R(égie) = E9 [“X - 9H2] + (I2Eg X'X X'X

On note par Ey [X 'X | =Ep X - 9||2] et d’aprés le Corollaire 1.35, en prenant

g(X)= 3(%’ on trouve

5, [(U'U)Q(X—{))'X] _p-2p [(U'U)a+1]

X'X "~ k+2a X'X
la. derniére égalité découle du fait que div i = (p— 2). D’ou le résultat ci-dessus.
X'X X'X

]
1l est facile de déduire d’aprés la Proposition 1.37, que pour tout § € RP, la constante

a qui minimise R (83,6) est

ainsi le risque correspondant est

e[
_ , _on2\ Y XX
£ (00.9) =E°[XXJ"(kp+2za) v

Nous remarquons que dans le cas de 'estimateur de James-Stein ( i.e. o = 0), la valeur
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optiﬁlale de a qui minimise le risque dépend de 8, et est égale &

U'v)
g [TY)
o op—2 | XX
a(0) == 1]

par contre pour I'estimateur JSR, la valeur optimale de @ qui minimise le risque ne dépend

pas de 4, et est égale a
p—2
k+2

a=

Cependant, notons que dans le cas de la loi normale N (6,0%1,.4), la valeur optimale

de la constante a ( pour l'estimateur §9g) ne depend pas de 6 et est égale 4 @ =

pgzaﬂamﬂ]=@—2w%

En général pour que @ () soit indépendant de 6, il est nécessaire que les deux variables

, 1 . . .
UU et X% D€ soient pas corrélées pour tout §. Mais ce cas ne se vérifie que dans le
cas d’une distribution normale ( 'indépendance de X et U est une caractérisation de

normalité dans le cas des distributions sphériques).

11\ g
e Bornes de Fj, [(U U) ]

X'X
D’aprés la Proposition 1.37, les bornes des risques des estimateurs de type (1.28) et (1.29)
U'v)*

t lié lesb de E,
sont liées avec les bornes de Ep |~

avec q entier. Les propositions suivantes donnent

(U'U)"] |

les bornes inférieure et supérieure de Ey X

Soit R = (]| X — o> + U 2) 12 , et nous noterons par Egy I'espérance suivant la loi

uniforme Ugp dans la sphére Sgp = {y € R"™* /||y — 0] = R} de centre 6 et de rayon

X'X X'X
distribution de rayon R.

U'v)? U'v)?
R. Ainsi E, ( ) } =F {ER,,; l:( ) J }, avec E désignant 'espérance suivant la

Proposition 1.38 Pour p > 3, pour tout R > 0 et tout 6 € RP, et pour tout entier q tel
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conditionnellement & R est

que —k/2 < q, lespérance de

s [0, (2 r(5+9)
r(z)r (5 o)

1 1
2q 2 _
x// . Ru+“0”) B(l,p—-—l,dv)B(g,.’Hq,du)
/S (RPu+6|%) ‘48P Rrww  \2" 2 2’32

1
X'X

et

Démonstration. En utilisant le Lemme 1.36 avec g (X 'X ) =
h({UU)=(UU)", pour R>0et f €RP on a

=R2q/1(1——u)q

1
2 —
v / RU+||9|I - B(-]—-,Ll,d’0> B(_’Z,f’_,du)
) (RPu+16]")" - 46]° RPwo \2 2 2°2

en introduisant (1 — u)? dans la distribution B ( 5 Z du) , on a le résultat. m

Erg

el

Dans le cas particulier § = 0, on a le corollaire suivant:

Corollaire 1.39 Sous les conditions de la Propostion 1.38, on a

p+k k

r(2Z5) (2

B, [(UU)] ( 2 ) <2+q)p+k+2q—2qu_2

XX k k = !
r(z)r (b))

et dans les cas particuliers: ¢ = 0,1 and 2, on a

B 1 1 _p+tk-21
BOIX'X|™ p-2 R
Uuv k

(UU) k(k+2)
Er [XX] PTG
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(U’U)"} |

La proposition suivante donne une borne inférieure de Eq [ %

Proposition 1.40 Soit ¢ un entier tel que ¢ > ~k/2. Sip > 5 alors, pour tout f e RP,

on a

5 [(U’U)q] ()T (G+a)ptrk+2g-2 R
(] 7 = k —
XX |"TETEE+g  p-2 R EEEXB 80
Pour g = 0,1 et 2, on déduit immédiatement le corollaire suivant
Corollaire 1.41 Sip > 5 alors, pour tout # € RP, on a
1 p+k—2 1
B, [ ] > E
’ - k—4
U'vu k R?
Eq [————} > E
! =~ p— k-2
XXTP=2 e e
p—4
’ 2
uvu
EG[(X'-’g ] 1 J’i(kk)j(%zz) o o
P P R+ 29—‘:‘4— 1612

' q
Une borne supérieure de Ey [(—er‘—)—:l est donnée par la proposition suivante

Proposition 1.42 Soit g un entier tel que —k/2 < q. Sip > 6 alors, pour tout 6 e RP,

U'v)?
une borne supérieure de E, ( X )2 :| est
5 [(U'U)" P(ET(+q) p+k+2-2) R
0 7 <
FXPITOTE v 0D e BEEEH D60 gy
p_—

Démonstration. Voir Fourdrinier et Strawderman [16]. =

Dans le cas particulier ¢ = 0,1, et 2 on a le corollaire suivant

A3
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Corollaire 1.43 Sip > 6 alors, pour tout 8 € RP, on a

-

1 p+k—2 1
X' X _ k—2)(p—6

! (- 2)"

Uu k R?
E"[ ]Sp—zE DI
4 EERE D o

U'v)? k(k+2) Rt
Ey ; < E
X'X (p+k)(p—2) ,  (ptk+2)(p—6) o
R+ — 16l
(r-2)
Remarque 1.44 Toutes les bornes qui sont données dans cette section sont exactes en

6=0.

o Bornes des risques de Pestimateur de JS et de 'estimateur JSR

Dans cette partie nous donnons des bornes inférieures et supérieures des risques des esti-
mateurs de JS définis en (1.28) et des estimateurs JSR définis en (1.29). les valeurs de

ces risques correspendant respectivement au cas ol @ = 0 et o = 1 dans la Proposition

1.37, ainsi
- , 1 p—2 Uv
a — 2 _
R (055,6) = Eo {X X] +a”Ey [X'X] 2a P Ey [X'X] (1.30)
R(8%p,6) = E, [X’X} 2 9,22\ (o) 1.31
( JSR )_ 0 +la® — 2a k_——|———2_ 0 77—)(— . ( . )

Il est clair d’aprés la formule (1.31) que P’estimateur §%gy domine I'estimateur usuel X
quand 0 < a < 2(p — 2) / (k+ 2) . Dans ce cas les bornes de R (855,0) et R (85¢p,0) sont
déduites immédiatement & partir des Corollaires 1.41 et 1.43.
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Proposition 1.45 Sip > 6 alors, pour toul feRP, ona

' 1
E“[XX] 2IH-IiQQE p+k: 4
R+ ——— |Iol"
E 7 < R(#,6)
—2a ,
p— 2)
et
: +k—2 1
R(6%.6)<Eo | X'X| +a2 """ F
(635,6) < B [XX| vt 5 B gy o
(r—2)°
RZ
—2a E
+k—2
RzJng_:Z_—)”e”?
et pour R (6%gg,6) on a les bornes suivantes:
: 2 k(k+2) R
Eo [ X'X] + (o —2a 25 ) E
o[ex)+ (-2 555) 56D o CEE @6
(p—2)°
S]:‘)“(35'}216)
et
) -2 k(k+2) R
R (0%sp.8) < Eo (X' X +(a2—2ap )
(835r:6) 0[ ] k+2) p+k)(P-2) " | gy (p+k)H9H

"9

Remarque 1.46 Toutes les bornes données ci-dessus sont eractes en f = 0, car elles

'rr\4
sont déduites a partir des bornes de Ey [L)—(’_)g_} , qui sont ezactes en § = 0. Cependant,

il est souvent souhaitable d’avoir des bornes en fonction des moments de R?.
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En appliquant l'inégalité de Jensen & la fonction R/ (R* + A), ol q est un entier fixé

et A une constante non-négative fixée, on trouve

(B[R g B E[R¥] B[R]
E[R»-?]|+ AE[R¥4] — [R2 +Aj\ = E|R%] + AE [R%~?]

Alors d’aprés les Corollaires 1.41 et 1.43, quand p > 6, on trouve les bornes suivantes

pesa_(E[m])

<E[ ! }
) 1 T k—4 XX
P EH+p 101°

R2
et - 1
E[ 1 ]<p+k—-2 [ﬁ}
1X'X p—2 o+ k— 2)(p 5 g2 E{ }
(p—2)°
et pour Ejy [%_)?] on a les bornes suivantes:
k 1 Uv
< Byl
P 21+p+k 2”0“4};] [XX]
et
u'v k E[R?
Ey | o= | <
<5 ? g+ TGS oy
et finalement pour Ey {( | )2] on a les bornes suivantes:
X'X '
k(k+2) (E [RZ])2 <, [(U’U)Q]
et
g, [(U’U)Z] o k(k+2) E[RY E[R?
X'X B (p+k)(p‘2)E[R4] (p+k+2)(p 6) ||9H [R2].
(p—2)°
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Nous remarquons aussi que toutes les bornes ci-dessus sont exactes pour f = 0.1l est
facile de deduire des bornes des risques des estimateurs de J.S et de estimateur JSR en

terme de moment de R?, qui sont exactes en 6 = 0.

Proposition 1.47 Sip > 6 alors, pour tout § € RP, on a

“%T2

11\ 2
E|—
EO X'X +a2p+k_2 < |:R2:|)
[ ] p—2 E[_}%]+p+k 4“0”
L B[R] ,,
gy EEREE g =1
(p—2)*
“ xrerits L
R(0%5,6) < Eo | X'X| +a* ——
1
—2a
p+k—2 1
L+ EER T B | 7]
et pour R(8%gp,0) on a les bornes suivantes:
1o (g 22\ K ) B[R B[R
Eo[XX]—i—(a 2 k+2) p+k)(p—2) E[R4]+(p+lzp+_2)2)(120——6) ”0”2 E[R)
<R(5JSR’ )
et
2112
R(gp, )<E0[X’X]+(a2—2 p_2) k(k+2) (EIFT])

OHRE=2) g+ 220 oy

¢ Domination de I’estimateur de JS par 'estimateur JSR

D’aprés la formule (1.31), on peut voir que la valeur optimale de la constante a pour

laquelle le risque de 'estimateur & 55 est minimal, vaut : (p —2) / (k + 2).

52

L TRE | |



Ainsi le risque de Pestimateur optimale 675y, est

R (6% 0) - 5 X% - (22) B [(U'U)Z] 132

k+2 X'X

Le théoréme suivant fourni une condition suffisante de domination de I'estimateur 4P

I’estimateur de James-Stein 85 .

Théoréme 1.48 L’estimateur de James-Stein Robuste optimale 6%, domine uniformé-

ment ( en 8) tous les estimateurs de James-Stein 8%g , si pour tout 0 € RP,on a

(5[ 7%]) < () 139)

%Vggwﬁﬂk&]

Démonstration. Voir Fourdrinier et Strawderman [16] m

La condition (1.33) peut &tre difficile a vérifier directement. Le corollaire suivant donne

une condition plus simple & vérifier que la condition du Théoréme 1.48.

Corollaire 1.49 Pourp > 6, une condition suffisante pour que lestimateur 6%, domine

uniformément (en 6) tous les estimateurs §5g est:

(- lmrstare=m)
R+ [(p+ k) (—6))/ (027 61
oz 1

E[ 2]E[ 2]
R +{(p+k) /(-0 R +([(p+k—4)/ -]l

<(kiz)(p;f;2)‘ (1.34)

Le corollaire suivant fourni une condition suffisante de domination pour § = 0.

Corollaire 1.50 L ’estimateur optimal de James-Stein en 6 = 0 est 075, ot

aw0=(0-2/p+k-2){ ——
d

] . Alors L’estimateur optimale 0%, domine

R2
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Uestimateur 85% en 6 = 0, si et seulement si

1 k+2 p+k
E[R E || > 1.35
7 £ ] > 189
Démonstration. Découle immédiatement du corollaire précédent. m

La condition de domination de l'estimateur 675, & 'estimateur 8% , pour ||6]| & Pinfini,

est déduit & partir de la formule (1.34) en divisant le numérateur et le dénominateur par
61"

Corollaire 1.51 Pourp > 7, lestimateur optimale de James-Stein Robuste J%R domine

tous les estimateurs §5¢ pour |0 & Uinfini si

(B[R & (p—4°(p—6)p+k-2
E[RY " k+2 (p-2° pt+k-4

(1.36)

e Exemples et contre exemples

Cette section contient des exemples et des contre exemples ot I'estimateur de James-Stein

Robuste 6%, domine estimateur de James-Stein §%g.

Condition en § =0: Nous donnons trois contre exemples ot l’estimateur Optimale de
James-Stein Robuste 6%, ne domine pas l'estimateur de James-Stein 4% et un exemple
qui montre que P’estimateur §% 5 domine l'estimateur 8% .

1. Si (X,U )' a une loi normale de matrice de variance covariance la matrice I, ,

alors R? a une loi x2,; , et la condition (1.35) devient

p+k >k+2 p+k
p+k—2 k p+k-2

qui n’est jamais satisfaite.
2. Si (X, U) a une loi uniforme sur la sphere Sp, = {y e R*** /|lyll = Ry} de rayon
Ry et de centre 0, alors la condition (1.35) devient

k+2 p+k

> 0¥r=2

qui n’est pas satisfaite pour tous k et p.
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3. Si (X,U) a une loi uniforme sur la Boule Bg, = {y e RPH* /Iyl < Ry} de rayon
Ry et de centre 0, alors la condition (1.35) devient

p+k S k+2
p+k—2 k

qui n’est pas satisfaite pour tous k et p > 3.

4. Si B2 ~T (0, 8), ott & > 0 et 8> 0, la condition (1.35) est équivalente a

(k+2)(p+k)
1 <
SO< TS+ 2%)
C’est un exemple de domination de I'estimateur 0% & Vestimateur §5g en 6 =0
( Remarquons que G ;—(2)_*_(])2:) k) > 1 pour k > 2 et toutes les valeurs de p). Notons
p

aussi que cette condition est indépendante de 5.

Condition en ||f]| 4 Pinfini : Si B2 ~T'(a,f), ot a > 0 et § >0, la condition (1.36)

est équivalente &
a k (p—4)>(@p-6)>’p+k—2
a+1 k+2 (p-2° ptk-—4

Il est clair que le membre & gauche de I'inégalité croit de 0 & 1 quand a croit de 0 & I'infini.

Alors Pestimateur 6%, domine P'estimateur §5 pour des petites valeurs de o

Domination uniforme en 6 : Il est clair qu'il est plus difficile d’obtenir la domination
uniforme ( en 8 € RP) de Pestimateur 675, & Pestimateur §3g.
On considére alors que P (R2 =) = a=1— P(R>=H)), pour X fixé et H > 0 et

on a le résultat suivant:

Proposition 1.52 Pour a = %, tout X > 0 et pour tout p et k suffisamment grands, il
existe Hy tel que pour tout H > Hy Uestimateur 8% p domine uniformément et sumil-

tanément tous les estimateurs §5g

Démonstration. Voir Fourdrinier et Strawderman [16]. m
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1.6.3 Minimaxité de l’estimateur de Bayes généralisé

Soit X un vecteur aléatoire suivant une distribution sphérique symétrique dans R? autour

d’un vecteur inconnu 8 € R?, i.e:
X~ f(IX-9)% (1.37)

Supposons que 8 suit une loi & priori 7 (8) , et soit la fonction de coit quadratique donnée
par la formule (1.1). On suppose aussi que Ej (||XH2) < +o00.

L’estimateur de Bayes généralisé étant la moyenne & postériori, il est ainsi donné par
0 (X)=FEe(8/X)=X+Ep(6 — X/X)

=X+/(6—X) L(6/X)d6

L [ e
fX+m(X)HE’/(9 X) £ (1X — 8%) = (6)d6 (1.38)
ol
m(x)=/f(”x—6||2) 7 (6) df (1.39)

est la loi marginale de variable aléatoire X.

Il est bien connu depuis Stein [39], que dans le cas gaussien ( f (z) x exp —z2/20?%, o2
connu), la superharmonicité de \/m est une condition suffisante de la minimaxité de
Vestimateur 8, (X).

Dans le cas non gaussien, la minimaxité de lestimateur . (X) a été étudiée par
plusieurs auteurs notament Strawderman [42] et Brandwin et Strawderman [11]. La plu-

part de ces auteurs ont considéré des estimateurs de type "Baranchik" qui sont de la forme
2
_ar(IX1?)
N
et par la propriété de la monotonie de la fonction r (t) . Seulement quelques auteurs ont

X. et en déduisant la minimaxité pour a dans un intervalle borné de R,

étudié la minimaxité des estimateurs de bayes, parmi eux Strawderman [42], Maruyama
[30] et Fourdrinier, Strawderman et Wells [17]. Ces auteurs ont établi la minimaxité des
estimateurs de type "Baranchik", et ils ont étudié seulement dans le cas ou la densité

f est une mixture d’une distribution normale et d’une distribution de la variance o2.
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Clest-a-dire:
1 1
RP

ot la fonction G (.) est complétement connue sur ]0, +oof.
L’essentiel de ce travail est d’établir la minimaxité de I’estimateur de bayes généralisé

pour une classe plus large des lois sphériques symétriques, qui ne sont pas restreints  la

distribution (1.40) .

o Estimateur de Bayes et fonction de risque

Supposont que la densité de X est donnée par (1.37). Soit, pour tout ¢ > 0,

F(t)= -;- / f(w)du, (1.41)
et pour tout z € RP,
M(z) = /F(Hm— 6112) = (6) db. (1.42)
Rr

Alors, Pestimateur de bayes généralisé défini en (1.38), peut s’écrire sous la forme

VM (X)
m(X)

i (X)=X+ (1.43)

ou V désigne 'opérateur gradient.

Comme X est minimax alors §, (X) et aussi minimax si la différence des risques
g (8x) = Eo [|16x (X) - 61" — 1 X = 0], (1.44)

est non-positive.

Il est clair que la différence des risques de P'estimateur § (X) = X 4 g (X) et X est

PN (8) = Ep [II5(X) — 6] = | X — 6]*] = Eo [2(X — 6). g(X)+[lg(X)II*].  (1.45)

o7

R IVE N B | | B



Lemme 1.53 Soit g une fonction faiblement différentiable de R? dans RP. Alors

F(lx -6

o —6). = FEy 5 div 46
Ep[(X - 6). g(X)] E{f(HX—f)H) g9(X) (1.46)

ot les deux espérances sont supposées finies.

La preuve de ce lemme est basé sur le Théoréme de Stokes.

Démonstration. On a

Eo [(X—e).g(X)]=/(m~9).g<x)f(uX~ou2) da

RP

- fm/ (z—6). ¢(z) done(a) £ (%) dr
0 S0

ou 0,4 est la mesure uniforme sur la sphere S, ¢ de centre 0 et de rayon r. En introduisant

le vecteur exterieur unitaire 7 (z) = ﬁ, et en utilisant le Théoréme de Stokes sous
la forme

[1@.9@) doa@) = [ divg(e) do,

Sr6 B
on obtient

+oo
Ey[(X —6). g(X)] = / / ﬁ g(2) dong(z) f(r?)dr
0 8.6

+oco

= //divg(a:) dz rf (r*) dr

O B'.,a
-+o00

= //rf(rz)drdivg(x)dx.

R? ||z—0||

La derniére égalité découle du Théoréme de Fubini. Par le changement de variable
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u = r2, on trouve

/% 70 f (u)du div g (z) dz =/F(||:c——6]]2) div g (z) dz ,

N Re

d’on le résultat. m

Le lemme suivant découle immédiatement du Lemme 1.53.

Lemme 1.54 La différence des risques exprimée en (1.45) vaut

F (I —61%)

Ny (§) = —_— L
0 0)=Eo 12 X — o)

div g(X) + |lg (X)|* (1.47)
Une condition suffisante pour que 'estimateur & (X) soit minimax est fournie par le

lemme suivant:

Lemme 1.55 Supposons que 1;((:)) > ¢ > 0 pour tout t > 0 et que Ey [||g (X)H2] < oo

pour tout § € RP. Alors Uestimateur § (X) est minimaz & condition que

2¢ div g (z) + g (@)|I <0, (1.48)

pour tout z € RP.

Démonstration. Découle immédiatement du Lemme 1.54. =
Appliquant le Lemme 1.55 & I'estimateur de bayes d, (X) donné par la formule (1.43),

on obtient le lemme suivant

F(t
Lemme 1.56 Supposons que .}'—((t_)) >c >0 pour tout t > 0 et que
2
E, v:f(gg') < oo pour tout 6 € RP. Alors l'estimateur de bayes 6, (X) donné

par la formule (1.43) est minimaz o condition que

AM(z) 9 VM (z) .V (z) N v M (z)|?

2 m(z) m?(z) m? (z)

<0, (1.49)

pour tout x € RP.

59

RU13 Y [N | B



Démonstration. Découle immédiatement de la définition de la fonction div (

)

]
Maintenant supposons que la loi & priori 7 (8) est & symétrie sphérique, qui est par un

abus de notation de la forme

7 (1161*) (1.50)

Comme pour tout z € RP, m(z) et M (x) sont des fonctions de ¢ = ||z||*, on notera
par

m(z) =m(t) et M (z)= M(t)

d’ou
vm(z)=2zm (t) et VM (z)=2z M (1) . (1.51)

Le lemme suivant montre que M’ (£) < 0 pour des lois 7 (||6||*) unimodales.
Lemme 1.57 Supposons que 7’ (t) < 0 pour tout t > 0. Alors M’ (t) < 0 pour toutt > 0.

Démonstration. Voir Fourdrinier et Strawderman [18]. m
Dans ce qui suit nous présentons quelques résultats essentiels du papier de Fourdrinier

et Strawderman [18].

Lemme 1.58 Soit m une loi & priori de la forme (1.50). pour tout x € RP

z .Vm(z) = —2/H (u, ||x||2) w2 £ (u) du
0
et -~
5 VM (z) = /H (u, 12]12) w2 () du
0

ou, pour tout u € Ry

H (u,|12I%) = A (B) / z 87 (|0]2) dV. e, (1.52)
B\/;;,z

V/ix €tant la distribution uniforme sur la boule B 5, de centre z et de rayon Vu, et

A (B) est le volume de la boule unité.
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Démonstration. Voir Fourdrinier et Strawderman [18]. =

Lemme 1.59 Pour tout z € RP, la fonction H (u,||z||*) donnée en (1.52) est non-

décroissante en u si Am (||9H2) est non-décroissante en ||8]|° .
Démonstration. Voir Fourdrinier et Strawderman {18]. ®

Lemme 1.60 Soit h (|6 — x]|2) une densité unimodale et soit v () est une fonction

symétrique. Alors

/z 6% @O)Vh()|6-z|*)do >0 (1.53)

0
deés que 1 est non négative.

Démonstration. Voir Fourdrinier et Strawderman [18]. m

Théoréme 1.61 Supposons que X suit une distribution sphérique symétrique dans RP,
de densité f (||60 — 33H2) . Et soit § ayant une loi & priori ™ (||9|12) superharmonique, telle

(¢
que 7 (||0]|*) est non-croissante et A (I1611*) est non-décroissante en 16)°. Si J}% est
F(t
non-decroissante, f—((i)l >c¢ >0 pour tout t > 0, et
/ f () tP%dt < 4c / —f (@) t*?dt < . (1.54)
0 0

Uestimateur de bayes &, (X) est minimaz.

f ()
@

decroissante, la borne inférieure c, est égale a

F(t)
f)

Remarque 1.62 Comme est non-decroissante entraine que est aussi non-

FO
f)

En effet on peut écrire

oo—f,(u) u) du
ro i g T

F@) T F (u)du

ou E, désigne l'espérance associée & une densité proportionelle & f () Is, oo (1) -
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Chapitre 2

Propriétés asymptotiques des

estimateurs de James-Stein

Introduction.

Dans ce chapitre nous présentons deux travaux essentiels, qui ont traité de la limite des
rapports des risques de 'estimateur de James-Stein & celui de V'estimateur du maximum
du vraisemblance, le premier a été fait par Casella et Hwang [14] dans le cas o la variance
de la population est connue. Le deuxiéme a été fait par Li Sun [27] qui a adopté le modéle
ANOVAL, dans le cas ot la variance de la population est inconnue.

Casella et Hwang [14]; ont pris le modéle X ~N, (8, 1,) , 6 étant le parameétre a estimer.

U_

Vestimateur de James-Stein d ;¢ et de sa partle positive g, 4 celui de l'estimateur des

Ils ont montré que sous la condition lim

1T = ¢ (c > 0); les rapports de risque de
p—+oo

c P
moindres carrés, tendent vers la méme limite 5o quand p tend vers I'infini. Pour

R(d;s,0)

R—(jf,—a)_)—’ en utilisant un

assurer ce dernier résultat, ils ont encadré le rapport de risque

lemme fondamentale basé sur I'inégalité de Jensen.

2.1 Limites des fonctions de risque des estimateurs

de James-Stein

2.1.1 Cas ot la variance de la population est connue

Soit X une variable aléatoire gaussienne multidimensionelle Ny (6,1,).
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Tl est connu que les estimateurs &5 et §5g, dominent Pestimateur du maximun de
vraisemblance §o(X) = X pour tout 6. Le but de ce travail est de montrer que les

deux estimateurs 875 et 615, dominent aussi 'estimateur du maximun de vraisemblance

6 2
d(X) = X, quand p et ”9“2 tendent vers l'infini sous la condition: plirixm ﬂ—-;'— =c
(c > 0). Casella et Hwang [14] ont établi le lemme suivant:
Lemme 2.1 ( Casella et Hwang [14]). Soit X ~ N, (6,1,), Sip >3, on a
1 1 1 P

B < (21)

p—2+6]° IX1°/) = (e=2) (p+161°)
e Bornes des rapports des risques

2
Théoréme 2.2 ( Casella et Hwang [14]). Si lixr. -‘%‘—l— = ¢, alors
p—+00
. R(6;s5(X),0) ¢
pginoo R(X,80)  l+4c¢
Démonstration. Comme
1
R(X,6) = p, et R(0;5(X),0) =p— (p—2)"E (”—X'”‘g)
alors 0
R(ss(X),0) _, (-2 o ( 1 )
R(X,0) p 1)
et d’aprés le lemme précédent ( Lemme 2.1), on trouve
2
p+ 10} R(X,6)) P p-2+]|0l

il est claire que la borne inférieure et la borne supérieure dans la formule (2.2), tendent

. c . .
vers la méme limite T quand p tend vers l'infini. ®

9
C

, e . 2
Remarque 2.3 Si ||0]| = 0, les bornes inférieure et supérieure sont égales & —, ainsi nous
p

R(§,5(X),9)

obtenons | ! te d 7t
enons la valeur exzacte du rappo R(X.0)

qui tend vers 0 quand p tend vers l'infini.

2(p—2) 18]

Comme la différence des deux bornes vaut
p(p—2+181°) (e + 1611%)

nous remarquons
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R(055(X),9)
R(X,0)
et supérieure est moins forte et s’amenuise de plus en plus quand p et ||9||2 croissent.

que lapproximation de la valeur exacte du rapport par ses bornes inférieure

Le tableau suivant représente la borne inférieure, la valeur exacte du rap-

R(055(X),0)

t R = L]
port R = TR(x.9)

valeurs de p et ||6]°.

, et la borne supérieure du rapport pour différentes

IEll& p=3 5 7 9 11 13 15 25
Inf 0.6667 4000 .2857 .2222 1818 .1538  .1333  .0800
0 R 6667 4000 .2857 .2222 1818 1538  .1333  .0800
Sup .6667 4000 2857 .2222  .1818  .1538  .1333  .0800
Inf 7500  .5000 .3750 .3000 .2500 .2143  .1875  .1154
1 R 7584 5046 3774 3014 2508 2148 1879  .1155
Sup .8333 5500 4048 3194 2636  .2244 1952  .1183
Inf 8571 6667 .5455 4615  .4000 .3529  .3158  .2069
2 R 8933 6940 5625 4726 4075 .3582 .3197  .2081
Sup 9333 7429 6032 .5051 4336  .3795  .3337  .2163
Inf 9167 7857 .6875 .6111  .5500 .5000  .4583  .3235
3 R 9563  .8262 .7181 .6338 .5671 .5131  .4686  .3273
Sup 9667 8500 .7449 6597 .5909  .5346 4879  .3387
Inf 9474 8571 7826 .7200 .6667 .6207  .5808  .4390
4 R 9775 8951 .8158 .7475 .6892  .6393  .5961  .4459
Sup .9804 9053 .8299 .7633  .7055 .6553  .6115 4574
Inf 9643 9000 .8438 .7941 7500 .7105  .6750  .5400
5 R 981 9310 .8736 .8208 .7733  .7308  .6927  .5494
Sup 9872 9357 .8810 .8299  .7834¢ .7415 .7035  .5592
Inf 9903 9714 .9533 9358 9189  .9027 .8870  .8160
10 R 9966 9822 .9654 .0482 .9313 0148  .8988  .8258
Sup 9967 9825 .9660 .9491  .9324 9161  .9003  .8280
Inf 9956 9870 .9784 .9701  .9619  .9538 9458  .9080
15 R 9985  .9920 .9844 9764  .9683  .9603  .9524  .9142
Sup 9985 9921 9545 9765  .9685  .9606 9527  .0147
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Le tableau montre que pour des petites valeurs de 16117, la bonne inférieure donne une

ﬂ%ge))—’@; et pour des valeurs plus

dss(X),0
grandes, la borne supérieure donne une bonne approximation du rapport ﬂ%a—))’—)

bonne approzimation de la valeur ezacte du rapport

o Partie positive de ’estimateur de James-Stein

Les résultats obtenus pour la partie positive de I’estimateur de J ames-Stein, sont similaires
a ceux de l'estimateur de James-Stein. En effet le lemme suivant donne une valeur de la

différence de risque de §75(X) et 8,5(X).

Lemme 2.4 ( Casella et Hwang [14]).

1
X1

R (635(X),6) = R(3,5(X), 6)+ E { [uxu? 2P sz Top-s (uxn”)} (23)

2
Théoréme 2.5 ( Casella et Hwang [14]). Si ligl —I% =c (c>0), alors
p—-+oo

R(6j5(X),6) _ ¢
p—+o R(X,0) 1+4c¢

2.1.2 Cas oul la variance de la population est inconnue

Dans cette partie nous résumons I'essentiel des travaux de Li Sun [27]. Le but étant
Iestimation de la moyenne, d’une loi normale multidimentionelle. Il a considéré le modéle

ANOVAL1 suivant:

(i | 8;,0°)~N(6;,7%) i=1,..n j=1,...m

o E(y;) = 6; pour le groupe j et var(y;) = 72, est un paramétre inconnu
Soit la famille d’estimateurs

5j=[1_p(52,T2)](y;-—y)+y s 7=12,.....m (2.4)
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ol p est une fonction des deux variables indépendantes S2 et T2:
n m m
_ — 2
=33 -5 ; T*=nd (-7 (2.5)
=1 j=1 j=1
avec

1 & 1
y—j=gzyz'j ; ?=-n;z7-
i=1

Nous remarquons que 1’estimateur donné en (2.4), rétrécit V'estimateur du maximum de

vraisemblance vers 7 au lieu de 0.

¢ Fonctions de risque et estimateur de James-Stein
Nous donnons au préalable le lemme suivant

Lemme 2.6 ( Li Sun [27]). Soit K ~ P()) la loi de Poisson de paramétre A, avec
A=ny" (6 —5)2 /272, Pour S, T? donnés en (2.5), on a

a) E (f (SZ,T2)) = F {f (T2X?Va szgK—}-m-—l)}

e — 272
) 2{o (1) 30,9 5 - D} = K (i i)

j=1
avec N = (n — 1)m et pour toute fonction [y g & deuzx variables, telle que les espérances

en a) et b) eristent.

Démonstration. Il est clair d’apres (2.5), que S? et T2 sont indépendantes. 1l est

2
évident aussi d’aprés le Théoréme 4.1 et la Proposition 4.2 de I’Appendice que % ~ X%
(avec N = (n— 1)m), suit la loi du Khi-deux centrée & N degrés de liberté; et pour
6,72 donnés, le rapport Pl X2t (A =ny (0 - 0)2 /272) , suit la loi du Khi-deux
non-centrée 4 m — 1 degrés de liberté et de parameétre de non centralité . En utilisant le

Lemme 4.4 de I’Appendice, on déduit le résultat. m

Théoréme 2.7 (Li Sun [27]). On suppose que K ~ P (A), avec
A=ny " (8- 5)2 /272, et soit 6 Uestimateur donné en (2.4). Alors pour m > 3;

la fonction de risque de lestimateur § est

2
R(5,0)= —F [px Xim-1— 2 P (cems — 2K) +m] (2.6)
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ot

Pk = P (x5 X kem-1); N=(n-1)m.

De plus
R(8,6) > B (6) (2.7)
avec
r2 m — 3)2

B (0) étant la borne inférieure de la fonction de risque de ’estimateur § donné en (2.4).

Notons que la formule (2.7) du théoréme précédent est déduit du résultat suivant:

T2 9 2K 2
R(5,6) = By (6) + —E X2k+m-1 | P — 1+ 57— : (2.9)
n X2K+m—1
. . N 2 2 52 .
Dans le cas particulier ou p(S?,T ) =c¢ T3 avec ¢ est une constante strictement
positive, et en notant §° = (4%, 85, ....., 62,) tel que
S? :
5§=[1-cﬁ} TG —-9+7 ; 7=12,...m (2.10)
2
En utilisant la formule (2.6) avec py = ¢ —=~—: la fonction de risque de &5 est
X2K+m~1
R(4%,60) = 7-_2 m+ [¢® (N +2) —2c(m —3)| NE __ s N=(n-1m
’ n 2K+m—-3] ]’
(2.11)
On remarque que si ¢ = 0, I'estimateur 6%st 'estimateur du maximum de vraisemblance

2
. T

Y5, et son risque vaut m—.
n

L’estimateur primitif de James-Stein est obtenu en minimisant la fonction de risque

R (5% 6), c'est-a-dire pour ¢ = (%—:%)—

Ainsi on trouve le résultat suivant:

Corollaire 2.8 (Li Sun [27]) L’estimateur de James-Stein 675 = (675,875, ....., 825 ) avec

(m—3) 8?2
8% = [1—

N5 TE}(y-j_g)-{_g ; 1=1,2,......,m (2.12)
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a un risque minimale dans la classe des estimateurs 0, et vaut

72 N (m — 3)?
JS : = (n —
R(879,6) = n{m+N QE[QK 3| N=@-1)m (2.13)
Démonstration. Immédiate d’aprés la formule (2.11). m

¢ Borne inférieure

D’aprés le Théoréme 2.7, il est évident que pour tout estimateur de la forme (2.4),0n a

R(5,6) _ Bn(6)

R(5°,6) = R(%°,0) = bm (6)
ou ,
b (a):%{m—z—E[E—%“ (2.14)

avec K ~ P (A=n3Y7", (4, ~9)* j2r?).
Dans cette section nous étudions les rapports de risques dans le cas ou m est grand.
Pour la suite on a besoin du lemme suivant, qui est similaire au lemme donné par Casella

et Hwang [14].

Lemme 2.9 (Li Sun [27]). Soit K ~ P (A), la loi de Poisson de parametre ). Alors pour

tout nombre réel a > 2, on a

1) ! <E L < L
2l +a — 2K+a/) ~ 22+a—-2
2
™ (6;—8
de plus si A =nY T (6; -0) /272 et l7,rr1,,n._,+o<,X:J—l(mJ ) =gq; alors
2
. m _n
ity & [2K+ m] 2
+—

Démonstration. D’une part d’aprés I'inégalité de Jensen on a

1 1
< .
2X+a “E<2K+a)
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D’autre part

E(2K1+a) - E(a—2+;(K+1))=E (K+1)[2_2

Z 1
(@ —2) = +2 =E{m} e L= KA1
K +1
et comme la fonction g (2) = —-—z—, est une fonction concave on trouve
(a—2)2+2
E Z < E(Z)
(a—2)Z+2 (e—2)E(Z)+2

et du fait que

B(2)=F(57) = 3 0 -e(-)

1 . . .
ona F(Z)< 3 Et comme la fonction g est croissante, on obtient

1
Z " 1
(@—2)Z + 2 (a_2)§+2 a—2+2)

Ainsi

1 1
E < .
(2K+a) a—2+2X

Remarquons que si

m—-00 m

m m (6, - 9)°
A:nZ(ﬁj—§)2/272 et lim 245 ( ’ ) =4q,
i=1

alors il est immédiat que
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Théoréme 2.10 (Li Sun [27]). Supposons que g = limm—, 1 o0 2

eriste, alors

;’nzl (‘93' - y)z
m

la limite de la borne inférieure de rapport du risque est

a) lm by (8) = —2 (2.15)

m—r-+00 + ﬁ ’

avec by, (6) , donné par la formule (2.14).

JS
b) lim RO .9)_ g

m—+oco R ((50, 9) N q+ %2 ' (216)

Démonstration. a) D’aprés le Lemme 2.9, avec ) = ny (6 - 5)2 /272, on a

lim by, (6) = —2

m-—+-o00 q + %
b) d’apres le Corollaire 2.8 et le Lemme 2.9, on obtient aussi

R (5‘]5, 9) q

O G T

Considérons maintenant la classe d’estimateurs de type (2.4) avec cette fois-ci :
2

p(8%,T?) = C(5%,T?) % c’est-a-dire

SZ

ﬁ)(y—j-gyry, ji=1,2,... , M. (2.17)

Le théoréme suivant donne des conditions nécessaires pour que le rapport de risque de

lestimateur donné en (2.17), atteigne la limite de la borne inférieure donnée en (2.15).

Théoréme 2.11 (Li Sun [27] ). Soit §; donné en (2.17) et C (S2,T?) vérifiant les con-
ditions sutvantes:

a) C(8%,T?) — c en probabilité quand m — +oo avec ¢ est une constante.
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b) |C(S%,T?)| < a(S%) p.s, avec a(S?) satisfaisant;

2y 212 14y
sup £/ {[i%%f—]—} < 400, pour 7y > 0.
m>1

Z;'nzl (91' B @2

m

Alors : Silimy,_, o0 = q existe; le rapport du risque de § atteint la limite

de la borne inférieure définie en (2.1 5), si et seulement si c = 7

Démonstration. Supposons que K ~ P ()), avec A = n g (65 — 9)2 /272, soit §°
2
Pestimateur donné en (2.10) avec son risque donné en (2.11). Comme R (6%6) = m%;

N = (n — 1) m; le rapport du risque de I'estimateur & est

R(&,6) 2 2 3 m
___R((SO,G)_I [c (n 1+;1—) 2c(1 E)J (n 1)E[—-————2K+m_3].
D’apres le Lemme 2.9, on obtient

2
-
L RS L e _y_n
ml—lﬁ}ooR(Jo,e)—l [ (n—1)—2c] (n—1)

72
q+—
n

5 si et seulement si ¢ =
+ T n —
9 n

il suffit de montrer que

cette limite vaut T Pour compléter la démonstration,

R(57 9) — R(écae) —

li 0
mote R (°,6) :
ou bien
) 1 - _
ml_l}_l;l()() — [R(6,0)— R(S 6)]=0. (2.18)
En effet

R(5,0)=E [i (6; — 9]-)2J

=E|Y (8;-6)°

Jj=1

+2F [ 3 (85— 62) (55 — aj)} +R(&,0).

Jj=1
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On pose C,, = C' (5% T?%); notons que C,, dépend de m, alors

~[R(3,6) ~ R(,6)] = 11+ 1 (2.19)
ou m o2
ry= %E {Z (6, — 5;)2} =E {(c ~ C)? n(i;z} , (2.20)
et

ry = %E [zmj (65— ) (65 — 9,-)] . (2.21)

D’aprés les Lemmes 2.6 et 2.9, on trouve

.- E{(52)2}: . E[ 72N (N +2) ]z(n-n%{

m—-+oo mT? M—+-00 m (2K +m — 3) ng + T2

(5%’

Soit M() = Sllmel E [_’n’ﬁf

} , et comme C' (52, T?) est bornée par a (S?) p.s, alors pour

tout £ > 0

n (82)?
T = | E {(C - Cm)2 —'I’%— (I|c—Cm|255 + I[c—-Cm|2>e) }

My 2 |[P+a2(8?)](52)°
6—'-n— + ;E [ mT? I]c——CmI2>s ’

IA

(2.22)

Soit M; une constante telle que

2\ @212
M;H:SHPE{(a(S)m }

m>1 mT?

7y étant la constante donnée dans la condition b. D’apreés Pinégalité de Holder, on obtient

a (S2) §2)2 9 2
B {(_%:l)ﬁﬁflc—w%g} SM[P(Je=Cnl* > )] .

Maintenant suposons que m > 7. Comme

E [(ﬁzlj] - (?)'E [(x?v)4J < ()tat

m m#
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et

m m?
E(TE)Q = E[(2K+m—3)(2K+m—5)]

= m72E [(2K +1m—5) (K +1m_3)] |

et d’aprés le Lemme 2.9 on trouve

E(%)z < m? [(2)\+1n—7) - (2)\+:n—3)}

7.2

B 2m? g n
@22 +m -7 2 \+m - 3) 72 |’
i+

o m 2 . :
ainsi supp,>; £ (,172) < oo. Et du fait que S? et T'? sont indépendantes, on a alors

2 % 1
: (52)? (s2)* m12]|”
= < —_
M {::;%E[mw < (s || e B ] <o,

et
52)? :

1/2
mT? '

E

Et d’aprés la formule (2.22) on trouve

[P (o= Cul* > )] + L [P (fe = Cul? > &),

ainsi r; — 0 quand m — +o0, car C,, converge en probabilité vers c. Et d’aprés la formule
(2.21) on a
c 1/2
iro| <2 {rlﬁm’e)—} — 0, quand m — oo,

d’ou

1

p” [R(4,8) — R(6°86)] =+ 7y — 0, quand m — oo.
]

2 T2
Remarque 2.12 (i) Comme % — (n—1)71° et — — n g+ Tren probabilité quand
m
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2 2
;
m — o0, la condition C (S%,T?) — (n — 1)~1 est équivalente & p (S3,T?%) — " (q + };) :

(i1) La condition (b)est satisfaite en particulier quand a (S?) est constante ou
a(S?) = A(S? + B)/S?, ot A et B sont des constantes positives. Dans les deux cas

on peut choisir v = 1.

o Minimaxité

Dans cette section nous étudions la minimaxité des estimateurs définis précédemment
dans le cas ol m est modéré c’est-a-dire m entier naturel pas forcément grand.

On consideére I'estimateur
0 (g2 72 5 R
6 = [1—0z (S ,T)TE} G -9+7 ; t=12
d’aprés la formule (2.9), on a
R (5(1), 9) <R (5(2), 0) si et seulement si

cg) + cg)) x%, +4K

E{x [cgp_cg?} ( 248 <o (2.23)

2
X2K+m—1

ot O = CO (1% , ™ Xk sm-1)

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que R (4,6) < R (6°,6), est

2
E {Xi, cx [w - 2]} <0 (2.24)

X2K+m—1

avec une stricte inégalité correspondant & R (5,6) < R (8°,6) .

Comme I'estimateur 6° est minimax; alors tout estimateur § vérifiant I'inégalité (2.24)
est minimax.

Le théoréme suivant fournit des conditions sur C (S%,72) pour que l'inégalité (2.24)

soit vérifiée. ( notons que nous 'avons démontré plus simplement dans notre papier 2).

Théoréme 2.13 (Li Sun [27]). Si a) C(S%,T?) est non-croissante en S2, et non-

décroissante en T2. bo<C (52,T2) < 2 (m — 3)

NT7 N = (n — 1)m. Alors; § est minimaxz.
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on trouve d’aprés i) de la remarque 2.12, que P'estimateur modale vérifie les conditions
R (6™ 9)
R(5° 6)

du Théoréme 2.11. Ainsi le rapport de risque est proche de qui est la

T2
g+ —
n

limie de la borne inférieure by, (6) , pour chaque vo et Ao fixés.
Pour m finie, il est clair que CM (S2,T?) est non décroissante en T, et non croissante

en 5% quand ve)e > 0. Alors d’aprés le Théoréme 2.13, M est minimax quand Ao = 0 et
(m —6) (N +2)

2(m—-3)
Cette inégalité signifie que v¢ peut prendre des valeurs négatives quand m > 6.
2)—(uo+2)/2 .

Vo > —

On remarque que si Ao = 0 la densité & priori de 72 est proportionelle & (7

11 est intéressant aussi de remarquer que si Ao = 0 et v = 3(N +2)/(m —3), on
trouve que CM = C* qui est donné en (2.26), ainsi &M se reduit 4 5.

Quand )y # 0, les conditions de minimaxité de Pestimateur 6™ dépend de la valeur
inconnue de 72.

La comparaison entre I'estimateur modale et la partie positive de 'estimateur de Stein

est basée sur la quantité suivante

CM +C¥) x% +4K
DazE{xf\,[C}{l—C}g]{( K K)XN _2}}

p)
X2K+m—1

ot O = C* (7°x% , 72X8K+m_1) 8vec * est M ou +. Clest-a-dire
R (6™, 6) < R(6%, 0) si et seulement si Dy < 0. (2.31)

Comme max (C¥,C%) < X3x1m—1/ X, alors Dy < 0 si CM > C* p.s.

o Estimateur de Bayes : On sait que l'estimateur de Bayes de 6, est , par définition,

la moyenne & postériori E (¢/ y), on le note par 62. A partir de la formule (2.27) on

trouve que

87 =E(6;/ y)= (1 - pP) @ —79)+7. avecp®=E (ﬁ;—ai/ y) (2.32)

ol p? est obtenu & partir de loi a postériorie £ (72,0%/ y).
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En utilisant la formule (2.28) on trouve que

2 9 oy —{(n—1)m+ro+2}/2 ; o 2y—m/2 S2+V0)\0 T2
L(%0%/ y) x (%) (" +no?) exp{— 2712 2(r%2 +n o?)
(2.33)

Il est évident que p? est une fonction de S2 et T72.

En utilisant I'intégrale qui aparait dans Box et Tiao 9], pour a,b,¢,p,q > 0,

~(+1) ~@) g J @ b _I'»r(
//x (z + cy) exp{ pn +cy} dz dy = T Ia%b (g,p) (2.34)
0 0

ou I (p1,p2) est la fonction béta non complet, i.e

I (p1,p2) = %}%Ofﬂ"“l (1- 15)"2_1 dt (2.35)

Théoréme 2.14 (Li Sun [27]). Supposons que

T2
et sott
-3 S2+vodo (g +1,p—1)
CB S2 T2 — m z ! 3
(5579 (n—)m+v -2 &2 Li(g,p) (236)
alors ’estimateur de Bayes est 67 définie en (2. 32), correspondant a
52
B 2
p = CB (52, T ) Ti
Démonstration. D’aprés la formule (2.33) on a
00 00 2 2
2P /. 2 2\—¢—2 _S + Voo _ T 2712
5 {{(7) (7% +n o?) exp{ 573 Y do’dr
p= 2 2
o o —pe g S% + voA T
2yP~1 (2 2)—¢-1 _ 046 _ do2dr?
ofof(T) (12 +n o?) exp{ 52 2(T2+TL0'2)} o2drT

le reste de la démonstration est simple, en utilisant 1’égalité (2.34) . m

Quelques propriétés de CP sont données dans le lemme suivant

Lemme 2.15 (Li Sun [27]). (a) CB est croissante en T? et décroissante en S? quand
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Vo)\o Z 0.

(b) CB peut s’écrire aussi sous la forme

m—3 S? + v 71(1-z)P !
CB(S2,T2)=(n——1)m+Vo—2 5200 1-= . (2:37)
g [t (1—t)P " dt
0
-3
B< m —
de plus C _(n_l)m+yo_2quand)\o 0.

(c) CB — (n—1)"" en probabilité quand m — oo, & condition que

q=limp o, Y (6; - 5)2/ m existe.
J
D’aprés le Lemme 2.15, le Théoréme 2.11 et le Théoréme 2.13 on a le résultat suivant

Théoréme 2.16 (Li Sun [27]). 1) L’estimateur de bayes 67 est minimaz quand:
(@n>1, m>3, M=0evy>0,00(b)n>1 m>5 A=0 et yy> 2.
2) 8iq=limp oy (6; — 5)2 / m emiste, alors
J

R(5B,9) q
lim 5 = =
R(@) T

pour touts g, vg . (2.38)

n

Démonstration. La minimaxité de ’estimateur 62 découle de Théoréme 2.13. D’apres
la formule (2.37) et de 41) de la Remarque 2.12, CB vérifie la condition (b) du Théoréme
2.11. Ainsi on obtient 1’égalité (2.38), en utilisant (c) du Lemme 2.15 et le Théoréme 2.11.
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Chapitre 3

Rapport de risques d’estimateurs de

type James-Stein

3.1 Limite du rapport de risques d’estimateurs de

James-Stein A variance inconnue

3.1.1 Introduction

Nous présentons dans ce qui suit ’essentiel de notre article publié dans le journal " Far
East Journal of Theorical Statistics", en juillet 2011, intitul¢ " Limit of the ratio
of risks of James-Stein estimators with unknown variance" [4].

Dans ce travail nous étudions I'estimation de la moyenne § d’une loi gaussienne mul-
tidimensionnelle N, (6,02%1,) dans R?, ¢% étant inconnu et estimé par la statistique :
S2% ~ o2y2.

Notons que Hansen [21] donne une extension de l'estimateur la partie-positive de

~

Pestimateur de James-Stein introduit par Baranchik [1], 8, = (1 - (Ak — g )) 6n
0'V-16,
pour 8, avec ( 0, ~ N (6, ,V)); 6, € © C RF et V est une matrice réguliére),

pour les estimateurs & rétrécisseurs généralisés satisfaisant le théoréme central limite. Il a
montré aussi d’aprés les résultats de Casella et Hwang [14] que sous certaines conditions
asymptotiques, le gain de ces estimateurs par rapport & celui de l'estimateur empirique

est substantiel. Cette classe d’estimateurs n’est pas pour l'instant introduite dans notre

R\
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étude.
Nous étudions particuliérement les bornes et limites des rapports des risques, de

estimateur de James-Stein ;5 et de sa partie positive §7g, 4 celui de 'estimateur du

maximum de vraisemblance X quand p — occ.

I : :
Si lim ﬂ——”; = ¢, nous montrons alors que les rapports des risques des estimateurs de
p—+oo po _
James-Stein §;g, et de sa partie positive §7 , 4 celui de 'estimateur des moindres carrés
2

aate P
X tendent vers la méme valeur ";2_*_ . quand p tend vers l'infini. Si n et p tendent vers

c
Pinfini nous montrons que les rapports des risques tendent vers T e
Nous rappelons un lemme de Casella et Hwang [14] que nous généralisons au cas ou

o? est inconnu et un lemme technique pour calculer une borne inférieure pour le rappport
R ((SjS 3 9)
R(X ,8)
R(4;s,9)
R(X, 6)
R(6s,6)
R(X, 6)
Nous généralisons ensuite les résultats de Casella et Hwang [14] (cas ol o2 est inconnu),

R(b4s,6 -
en donnant des bornes inférieure et supérieure du rapport ?(()és—,ﬂ))’ et sa limite quand p
tend vers l'infini et n fixe d’une part, et d’autge part, quand n et p tendent simultanément
P g
vers l'infini et ce en supposant que lim ”—HZ,— =c >0.
p—-+oo PO

Nous donnons, en effet , une autre démonstration de la limite du rapport
quand p — +o00, car celd nous a permis de déduire plus facilement la limite du

rapport quand n et p tendent simultanément vers Pinfini.

i R(534,6
Finalement, nous donnons des bornes inférieure et supérieure du rapport —RE );,IS 0))

et sa limite quand p tend vers I'infini et n fixe d’une part, et d’autre part, quand n et p
tendent simultanément vers I'infini, et ce dans tous les cas oi o2 est inconnu.

Nous prenons comme estimateur de o2 la statistique S? indépendante de X et de loi
o?x2 dans R*.

Dans ce cas, I’estimateur de James-Stein et sa partie positive s’écrivent respectivement

_ (1 _=2)8
dn = (1 (n+2)IIXH2>X 3-1)
+ _ m _ (19“2)52
&, = ax(O,l _(n+2)|}X||2)X (3.2)

Enfin, nous donnons une illustration graphique des différents rapports de risques et

des bornes inférieure et supérieure associées pour diverses valeurs de n et p.
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3.1.2 Préliminaires

Rappelons que le risque de I’estimateur de maximum de vraisemblance dp = X est p o2.

Le risque de Pestimateur de James-Stein ( donné en (3.1)) de 8 est

Rioss,0) = {p = 50 - 2G50 |

l6}* (L&
ot K ~ P | -—= | étant la loi de Poisson de paramétre —-.
202 252
Quand X ~ N,(6,1,) Casella et Hwang [14] ont donné le Lemme 1 qui exprime les

inégalités suivantes:

1 1 p
(p~2+1617) : E(IIXII"’) “-? (o +1l6]%) e

que nous généralisons dans le lemme suivant, quand X ~ N,(6,021,) dans le cas ou o2

est inconnu.

Lemme 3.1 Soit X ~ Ny(0,0%I,) ;Si p>3 alors

1 1 p
B R e Ty

Démonstration. On a

X 0 1 o2 o f 16
X ~ Ny(6,0%I,) = —~~ No(=: Do) = 5 1 XI11" ~ xp (—,,z—

1 1 1
8(ms) - 72| X
<||X||2 a2 X
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on K ~P “0“ et Pavant derniére égalité étant la définition de la loi du Khi-deux

décentré. D’aprés I'inégalité de Jensen on a

1 1 1 1
EF|l— | ==F -—-——) > :
(||XH2) o? (p——2+2K o? (p~—2+”§l,|3)

1
D’autre part d’aprés le Lemme 4.5 de I’ Appendice, pour g =p—2, h(w) = " et

—— on obtient

b0 =1, ||e|| reop
/0 2a (dw) = (9~ 2) / 2(), du) / s () |

donc
_ 1 [l 1 ey
1=(p-2)FE X +— E Py avec K ~ P Yoy (3.4)
o2
ainsi
1 1 D
E (—) < : 3.5)
1x|*/ = o*(p—-2) o+ liey* (

o2
L’égalité (3.4) découle du Lemme 4.4 de I’ Appendice et 'inégalité (3.5) découle de 'inégalité
de Jensen. D’oui le résultat. =
Rappelons que si X est une variable aléatoire de loi gaussienne multidimensionnelle
N, (8,0%L,) dans R?, alors U = || X[ ~ x2 (X) ot x2 (}) désigne la loi du khi-deux

décentrée & p degrés de liberté de parametre de décentrage , A = ” ” .

Lemme 3.2 Soit f une fonction réelle définie sur R et X une variable aléatoire de
loi gaussienne multidimensionnelle Ny (6,0%I,) dans RP. Si pour p > 1, E[(f(U)x2 (A)]
existe, alors;

a) Si f est mon-croissante on a:

E[(f(U)xps2 (W] < E[(f(U)xg (V] (3.6)
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b) Si f est non-décroissante on a:

E[(f(U)xp2 W] 2 EI(f(U)xg (M) 3.7)

Démonstration. On a

E((fU)xes2 ] = El(f @) (V]

u u
=F - 2 (N <E 2 (N E —1]x2 (V.
10) (oam 1) 8 O] < 2000 012 [ (Gam 1) % )
Car la covariance de deux fonctions 1'une croissante et ’autre décroissante est négative
2
ou nulle, avec K ~ P (”0” ), or

202

£ [<@+2K> - 1) % ‘*)] =0
alors
E[(f(U)xE 2 W< EIfU)x (M)

donc on a le résultat a) (idem pour b)). Ainsi le résultat. =

3.1.3 Bornes et limite du rapport des risques de I’estimateur de

James-Stein

2
Théoréme 3.3 Si lim & =¢ >0, alors
p—-+oo PO

2
lim R(0s5,6) _mzte

P+ R(X,0) 14c¢ (38)

Démonstration. On a

n

R(5J5,0)=02{P— n+2(P‘2)2E<;T—2—1+27>}
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2
oﬁK~P<U20LI

. Ainsi
62

N—

R(ds.0) _ | ™ (p——2)2E( 1 )

R(X,0) = =~ n+2 p p—2+2K
2/n 92 1
_ M % (p 2)E< 2)
n+2 p 1X|
2
<1-- =2 ! (3.9)

n+2 p (p_z_,_ﬂgiﬁ)

'inégalité (3.9) est obtenue & partir du Lemme 3.1. Ainsi

2
— 1
limM < lim {1~ n_ 22) 3
p—+oo R(X,0) p—+oo n+2 p p=2 116]]
P T po?
< 1__" 1
- (n+2)(1+¢)
2
=5+
< T8 (3.10)
14c¢
2
car lim u—o—”;; = c. D’autre part
p—+o0 PO
R(bs5,6) _ | __n (p-—2)2E 1
R(X,0) n+2 p p—2+2K
2
PR ) UZE(J_?).
n+2 p HX |
Et d’aprés le Lemme 3.1 on a
R(@ss,0) o _ _n (-2 »p
R(X,6) ~ n+2(p—-2)p 6]
p+ o2
-2 1
RN ) o~ (311)
nt2 P ( [ )
1+—
po
.. . ops " R(dss,6) .
ainsi nous obtenons des bornes inférieures et supérieures du rapport ———= déduites

R(X,0)
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de (3.9) et (3.11),
n (p—2) 1 <R(6JS,6)

T n+2 p (1+up%u;)—R(X,6)
n (p—2)° 1

n+2 p TRY
(p—-2+—;2—'

Le passage & la limite quand p — +o00 donne

1

<1 (3.12)

. R(é]s,@) . n (p—2) 1

SAIS T s _
ARG 2 AR T nre 5 (1 ”0”2)
+_.__.._

n 1
> 1-
- n+2)(1+¢)
2
s
1+4c

v

(3.13)

2
car liﬂ_n ﬂil—L = c. Combinant (3.10) et (3.13) on obtient
p—+o0 P

lim R(é]s,a) — n'l'_‘_g‘i‘c
p—+oo R (89, 6) 1+c’

d’ot le résultat. =

02 87,6
Corollaire 3.4 Si p_lixfm-lzl—)-(;l—lz— =c >0, on a alors n,z}i—ﬂmlj%((c;i,e)) =73 —ic‘

Démonstration. Découle immédiatement de (3.9) et (3.11). m

3.1.4 Bornes et limite du rapport de risque de la partie positive

de Pestimateur de James-Stein

Les résultats de D'estimateur de la partie positive de I'estimateur d J@T"?u‘gs-Stein d%g sont
3 él e 2
similaires aux résultats obtenus sur I’estimateur de James-Stein §§.
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+2’

En effet, on note a = d et rappellons que :
n

8t = (l—a S2> X =¢"(X,5%)X = (l—a 5 )XI
s X Ix12) " (ogipst)

S2 \~ S2
07c = 1- X = _X,SZX=( ——I)XI ,
7S ( “nxw) P XS = o5 Crasy

I (a S2 >1) indiquant la fonction indicatrice de 1’ensemble (a”f;“z > 1) .
IUI§JL2 noterons pour les besoins de démonstration et chaque fois qu’il sera nécessaire,
pour la suite, par: ¥ == =4 72— -5—2 et U=|Y|>.
On a alors Y ~ N(8, ,,) , T2 ~ %2 et U ~ x2 (A) ott x2 désigne la loi du khi-deux

centrée & n degrés de liberté et X,2, (A) désigne la loi du khi deux décentrée & p degrés de

. g
liberté de paramétre de décentrage A = Il—g—
o

Le lemme suivant est un rappel de ’expression du risque de l'estimateur §}

Lemme 3.5
R(63s,0) = R(8,s,6)

E{[I|X||2+2(p—2)02a S 28y 2p0'2}f . >1}. (3.14)

XX a2

Démonstration. On a

R(d5,0) = E(|l6s5~6]°)
= E(|¢l,(X,58)X - - ¢7,(X, 5 x|%)
B¢ (X, 81X —6f") + B(lg7, (X, S X
—2B {(¢7,(X, %)X - 6,¢7,(X, 5% X)}
= R(0]s ,0) + E([¢,,(X, S| X|*)
—2E {(X —6,¢7.(X,81)X)} + 2E {{X, ¢7,(X,52)X)},

alors

s? ’
R(615.6) = R(555,0) + B { (e =1) g quz}

87

LT e i



2B {t(X oX ((“nfleﬁ ) 1> I“ﬁ‘fl’zl)}
+2E{<<a” ;”;]2 “1) 1, s, ) 1T}

d’aprés le Lemme de Shao et Strawderman ([35] Lemme 1) on a

SR ()

= o?E { (—2ai— +p (a————SZ — 1)) I }
a2|Y|? a2 Y| TR
=02E{((p—2)a———5—2——2——p>1 52 }
AV " F) e

S2
=o’E -2 -p)I :
*e{ (6 T )}

R(5JS7 0) = R((S}—Sa 9) +E {

Ainsi

X )J? X
_202E{((p—2)a 822 ——p)I 52 }
1| !

oo 1) 0}

212
a2 —2a8% + ||XH2} I s >1}
s>

et par conséquent

R(5%s ,6) = R(3ss ,6) +E{[nxu2+2o2<p— e e 2p02} Ia, }

d’ou le résultat. m

Du fait que R(67g,6)) < R(d;s,0) ( Baranchick [1]), une borne supérieure du rapport

+ 0
———«%ES)J(S, - 66;) serait par exemple la borne supérieure du rapport % dont nous con-

naissons le caractére asymptotique. Ainsi nous nous interésserons dans ce qui suit 4 une
R(0}s ,0)
R(X,6)

Nous avons le résultat suivant.

borne inférieure du rapport

Théoréme 3.6 Pour tout p > 3, nous avons la minoration suivante du rapport des
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. R(47s,9) .
risques —5- ok x5
R(é_.*l—Sa 6) R((S—.*]—Sa 9) R(‘SJS'a 6) (p + 2>‘) 2
> > P A, du
R(X, 9) - po‘2 - po’2 f ( ) Xp+4 ( )

(an+4

f P( Xn+a Z '(;) X?;—z ()\,du)

(an +4)

_ R(0s,9) + (p+2X)

po? Fo-2n1a3)(a) (3.15)

Fprany(a) =
ot Fipn(c) est la fonction de répartition de Fisher a p et n degrés de libertés et de

parametre de décentrage A ( [l )

Démonstration. Reprenant ’égalité (3.14) on a

R(675,6) = R(4ss,6)

2 92 S? (52) 52 ,
E{[HXH +2(p-2) X~ IXP - 2p }IQHXL"ZZI}-

Nous avons alors
. 2
I = E(lIXH Ia__E;fl 21)

_ ||X||
= E( o2 II;TI >1

+oo f 400
= ( [ X (o,ds)> uxp (A du) (3.16)
0 ®
+00
En prenant h(u) = [ x2 (0,ds) et ¢ = p, et appliquant le Lemme 4.5 de I’Appendice,
on obtient. i
2,
L = o f p (xn )xp+z (A du) + A f P( )xp+4 (A, du)
> o*(p+ ) f [P (2 2 2) g (M), (3.17)
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I'inégalité (3.17) découlant du I'inégalité (3.7) du Lemme 3.2. D’autre part

I = "2E([2(p“2)“||§'2u Zp] lagae 1))

. _402E( (og2Y) )

> —402 +{ (£ ¥ (0, ds)) Xp (A, du)

> a0 [ P( 22)x¢ (v

> 40 TP (i 2 2) s (i) (318

I'inégalité (3.18) découlant de I'inégalité (3.7) du Lemme 3.2, et en observant que P (xn 4 > ) >
P (X > ) pour tout n > 1. D’autre part

_ 2 ($%)°
b= E( Bk (aﬁrzl))

ey
- ‘”E(Tfmz%))

) 2+co +00 N2 o 9 L,
= —a‘c { {(t) Xn (O,dt) '&Xp (/\,du)

o?aq Tt

la derniére inégalité découlant du Lemme 4.5 de 1’Appendice, en prenant

+o00
-2
h(u):i—/(tZ)?xi (0,ds) , g = p— 2 et du fait quea=m.Et comme

T2 o 2 T 2o 2
T 0.a8) = 2 ety o)
+o00
= n(n+2) ! Xora (0,dt%)
= n(n+2P (i 22). (3.19)
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On a alors
g ¥ 2 U\ o
Iy > —c“an [ P (Xn+4 > —) Xp—2 (A, du) (3.20)
0 8]

et d’apres (3.16), (3.17), (3.18) et (3.20) on a

R(575,6)  R(dss,0) , I I3
= 4+
po? pa? po?  po?  po?

> R(JJS,G) 2(p+'\) f°°( ( )) Xp+4 (2, du)

po? 0
_;‘%Z T (P (X§+4 > —Z—)) Xy (A du)
_0';:271 +{°°P (Xi+4 > z.) Xo_g (A, du)
S R(f:?’e) (p J};/\) i P(xn > _;‘_) Xia (A du)
.(_T%i) f P(Xn+4 = g) X;2>—2 (A, du)

d’otl le résultat. m

Remarque 3.7 La borne inférieure donnée par l’inégalité (3.15) est une borne assez
R(éjSa 6)
R(X,0)
les ﬁgures 1 et 2 Uillustrent assez bien. Par contre pour le passage & limite du rapport
R(6J5'1 )

R(X,0)
une borne Min moins fine suffirait.

"fine" et proche du rapport dés que X s’éloigne de zéro. Les simulations dans

uand p tend vers l’infini , ou quand p et n tendent simultanément vers l'infins,
q q p

. ,0
Nous avons alors le résultat suivant sur la limite du rapport des r1sques—(—&—)

R(X,6)

2
Proposition 3.8 Si lim M—

7 =¢c>0,0na
P-—*+°°p0'

. R(875,6) _ 2 +c
p—+o00 R(X,6) 1+c¢

(3.21)

Démonstration. Baranchick [1] a montré que R(0}g,6) < R(d;s,6) pour p > 3 et

tout #,0 € R? xR*. Ainsi la borne supérieure dans (3.9) joue le role de la borne supérieure

6%, 0
de %‘9’0)) Il suffit de montrer que la limite de la borne inférieure est supérieure ou
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2

. + C
égale & _rylr2+_ En effet, d’aprés le Théoréme 3.6, on a
c

R((S"}S,B) S (5JS,9) (p+)\) f P( > E) X127+4 (A, du)

R(X,0) ~ po?
on+ 4 u
(—_5_) [P (Xn+4 2 a) Xf,_2 (A, du)
R(OJ.S" ) (6JS>9) u 2 4
—— > N vey ) > et _ 2 ‘
R(X, 9) — po-2 + f P (Xn = a) Xp+4 (A, du) P 1, (3 22)

car

p 0 8 0
oo u n(p — 2)
— [ Py >—) > —let — -1
[P =27) > pnT2) >

Notons que comme o = P et donc tend vers 400 quand p — +o0, on a d’aprés le

Théoréme de Lebesgue en prenant par exemple, la suite croissante (f,(u)), avec

(ﬁ fm,ow) (zzgﬂ

lim P(x2 22)=P(x2 20) =1, Yo 21 (3.23)

p—-+oo

ainsi
+00 )
Jim [P (2 5) e (e =1
9112
ou A= U—(—flzl—, on obtient finalement

: R( JS ) n+2 +c
m >
Pll*+oo R(X, (9) 1+4+¢

d’ol le résultat. m

Le cas oll n et p tendent simultanément vers +oo est donné par le théoréme suivant:
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2
Théoréme 3.9 Si liz;rn ﬂ%l{ =c¢ >0, ona
p—+oo P

+
lim R(b;s,6) -_°
np—+oo R(X,0) 1+4c

Démonstration. D’une part, on a

+
lim R((SJS?B) lim R(5J5'79) - ¢

i "/ i = 3.24
np—+oo R(X,0) ~ np—o+oo R(X,0) 1+4c (3:24)

car R(6%g,0) < R(d;s,8) pour p > 3 et tout #,0 € R? x R*. D’autre part , en reprenant
(3.22) on a

. R(675,9) c LT 2 U 2
> > — — .
n,PlgE—oo R(.X, 9) ~1+4+c + n,l}l—r&oo ‘Of <P (Xn - a)) Xp+4 (A’du) 1 (3 25)

mais

|
v,
N
M=
=
- N
IV
B
3
+
>
~—

P2 2)

ol y1,¥2, ..., Yn sont des variables aléatoires indépendantes, gaussiennes centrées réduites.

Ainsi par la loi forte des grands nombres on a:

2 2
/ Y;
lim P ; “ 2u

np—-+00 k n Z(1)—2)q*‘n(p—2)

lim P(X,ﬁ >
o

n,p—+00

|
N
1

n

(E v

= lim P|E—>0
7,p—~+00 k n
= P(1>0)=1
ainsi
+o0
. 2 U 2 -
T (o022 )t oo -1 o2
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combinant (3.24), (3.25) et (3.26), on a finalement le résultat. m

3.1.5 Simulations

R(ds5,0) R(d]s,9)
R(X,6) ' R(X,0)

ainsi que I'évolution des bornes min et max associées, données respectivement par les ex-

Nous illustrons graphiquement dans ce qui suit les rapports des risques

pressions (3.12) et (3.15), pour diverses valeurs de n et p .

Fig. 1 Graphe des risques relatifs ainsi que leur minima et mazima pour n = 50 et

2
. )
p =4, en fonction de )\ = ”—g—
g
1 -
1 Y. g e ’/ g
08 /7
1/ ,‘
i !
;’,-/ /
ﬂ.ﬁ-(; /
1 !
: l{
04
1
1!
ﬁ ;
0.2 ;
{1}
]
! T Y ) 3 v T v v )
0 10 2 5, N @ 50
— Max vraisemblance
Max J-Stein
e . J-Stein
—————— Bin J-Stein
- ~~- - J-Stein plus
~——— Min J-Stein plus

LU 1
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Fig. 2 Graphe des risques relatifs ainsi que leur minima et mazima pour n = 100 et

2
) 0
p = 10, en fonction de A = H—-—g—
o
1
0.8- e
] e
8.6 Yl
4 P
- ,/ .-J'
i v s
& /
W
0.4' ..r"/ ;
P
» ‘r‘
4 f {f
J /
824
/
/
] 10 2 . 2 40 50
—— Max vraisemblance
Max J-Stein
J-Stein
—————— Min J-Stein
- — . J-Stein plus
————  Min J-Stein plus
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I
i 1
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3.2 Propriétés asymptotiques des rapports de risques

d’estimateurs a rétrécisseurs

3.2.1 Introduction

Nous présentons dans ce qui suit ’essentiel de notre article publié dans le journal "
Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics Doi: 10,15672 / HIMS.2014377624,
ISSN : 1303-5010, intitulé " Asymptotic properties of risks ratios of shrinkage es-
timators " [20] .

Nous étudions l'estimation de la moyenne 6 d’une loi gaussienne multidimensionnelle
N, (8,021,) dans RP, 02 étant inconnu et estimé par la statistique S? ~ o%2x2 . Dans ce
travail nous nous intéressons a ’étude des bornes et des limites des rapports de risques

des estimateurs & rétrécisseur a celui du maximum de vraisemblance ( appelé risque ratio)

l6*

quand n et p tendent vers l'infini, sous la condition: lim ~— =c.
p—-+oo PO

Le risque ratio pour cette classe d’estimateur a une borne Min: B,, =

2
161l

n et p tendent vers linfini sous la condition lim — =c.
p—+oo PO

Nous donnons des conditions simples pour des estimateurs & rétrécisseurs, minimax,

afin que leur risque ratio atteigne la borne Min, B,,. Nous montrons aussi que I'estimateur
de James-Stein ainsi que ceux qui le dominent, atteignent cette borne Min, B,, ( en par-
ticuliers sa partie positive).

Pour la suite nous noterons la forme générale d’un estimateur & rétrécisseur comme
suit :

§=(1-9(S%1X]*) X . (3.27)

En adoptant le modele X ~ N, (6,0%l,) et indépendamment des observations X, on
observe $? ~ a2x? un estimateur de 2. Notant R(X,6) = o?p, le risque de ’estimateur
du maximum de vraisemblance.

Nous rappelons deux résultats obtenus dans le papier de Benmansour et Hamdaoui
[4]. Les auteurs ont montré que, sous la condition lim u

p—-+00 po 2

Pestimateur de James-Stein ;¢ & 'estimateur du maximum de vraisemblance X, tend
2
. .+. C
n+2

= ¢ (> 0), le risque ratio de

vers la valeur quand p tend vers linfini, et n est fixe. Le deuxiéme résultat
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3.2.2 Préliminaires

Rappelons que si X est une vanable aléatoire de loi gaussienne multidimensionnelle
N, (6,0%1,) dans RP, alors U = HUH ~ x2 (A) od X2 (X) désigne la loi du khi-deux
décentrée & p degrés de liberté de paramétre de décentrage \ = ” ”

Dans ce cas 13, pour 02 = 1, Casella et Hwang [14], ont montré les inégalités suivantes



Casella et Hwang [14], ont montré dans le cas 02 = 1 que si lim 61 = c¢(c > 0)

R(8,5 (X), 0 e
lors I CAS LA
BT R(X, ) 1+

i(a —9)2

Li Sun [27] dans son cas a montré que si lim = = ¢(c > 0) alors

p—+00 P
Pt R(E,8) ~ o2 o R(, ) <.
n n
et donc lim EQJ—OS’Q L.
n,p~r+00 R(5 6)
Nous montrons dans notre travail que
li6)* R(4,6) c
si plggo o = ¢, alors LEWR(X ) > T d’une part

R(3,0) ¢

et pour certaines fi ded, t lim
p rtaines formes on montre que ,pL—i—OOR(X 0) TT e

le résultat de Li Sun [27] en ayant une limite strictement inférieure & 1.

el _

. Ainsi nous améliorons

Proposition 3.12 Si lim T =G alors
p—+oo PO
R(4,6) c
li 31
RO 2 The (3:31)
lim RO, )— c (3.32)

np—oo R(X,0) 1+c

Démonstration. La formule (3.31) découle immédiatement du Théoréme 3.11 et la

formule (3.28). La formule (3.32) découle aussi du Théoréme 3.11. En effet, le Théoréme
B

R(3,5,9) > F (6) = by(0), et d’apres la formule (3.30), le Lemme

R(X,0) — R(X,6)
3.1 et la formule (3.28) on a

3.11 implique que

e Bl R(6,,,6) c
n4-2 JS) >
1+c ZrRX,0) Z1te

Ainsi
. +c_  R(6,,8) _ ¢
1 n+2 > JS ) >
nigolo 14+c¢ — ,pgoo R(X 9) “l1+4+ec¢
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et donc

)
hm R( JS’H) c

- 3.33
np—co R(X,0) 1+c (3.33)

Ainsi nous retrouvons exactement le méme rapport limite que Casella et Hwang [14], dans
le cas ou o2 est inconnu. m

Pour la suite nous étudions les familles d’estimateurs s’écrivant sous la forme

S2

S0 (S%IXIF) = 0,000 + 10 (S I1XIF) X 10 (3:34)
" . . R(0y,0) .
et nous donnons des conditions simples sur ¢ afin que le rapport lmi m soit égal &
np—+oo ,
N : 2( 2.2 2 2
7o quand pBI—Poo;-(;z. = ¢, ou ¢ est une fonction mesurable, telle que E [1/) (e%x2,0 Xz (/\))] <
0.
Dans ce cas 13, la différence de risque notée par Ay = R(by,0) — R(8,5,0) est :
2,2V2 02/ 2.2 2.2
_ 2(x0)" ¥ (U Xn) O Xp()‘)) 2 2.2 2 2
A%s =F {l pENTOY +215%y (6°X2,0 Xp()\)
20d (o?x2)" ¥ (02x2, a%x2(N) o xa(P(o®x, x5 2 (Y)
- o) —4I\E 5 (3.35)
o Xp()‘ Xp+2(A)

N p—2
A=—retd=——
Ou 557 © ——
Voir ( Benmansour et Mourid [5]).
Nous donnons dans ce qui suit, pour des estimateurs de la forme (3.34), deux résultats
analogues au Théoréme 3.2 de Li Sun [27], avec des conditions différentes sur 7 et dont

le risque ratio atteint la borne Min, sans étre forcément minimax.

Théoréme 3.13 Soit 6, donné en (3.34) et ¢ (S?,]| X ||2) vérifiant les conditions suiv-

antes :
&) [ (% 1XIP)| < 9(52) ps; ot g (S?) vérifie; B { (g (%)™} < (M (m))"*" pour
un réel v > 0.
—
Si lim — =¢(>0); alors
p—>+oo DO

. R(J,,,,ﬁ) ¢
n,plﬂl-lkoo R(X,6) 1+c¢’

(3.36)
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quelque soit I tel que [(M(n))/? = O (2) au voisinage de 4+o00. Notons que | peut dependre

den .

Démonstration. L’égalité (3.35) et la condition a) donnent

28V P | ys2y 52y 4 245D 9(57) 1
Ay <E [z xS (8% + X7 ] +ANE(S%9(5%) E ( X,2,+2(’\))

p B [(G2X3L)2(1+~/)/7] v/(+y) M(n) o [E ((dzxﬁ 2)] 1/2 (M ()2

= —
a2x2)? M2 1/2
+5Trfl+’7) B ((@2)")]" 1) + 4 B )J) WM™

La derniere inégalité découle de I'inégalité de Holder, 1'inégalité de Schwarz, de I'indépendance

1
entre les deux variables || X||? et $2 et du fait que E (2——-—-) < ——. Ainsi, pour n
X (p: A) b— 2

voisin de infini on a

o2 [‘(2+2+ ) v/(1+7)
I ( Ba ) + 200 (M) lnn + 22 +

M S T (3
2021(M(n))2](n + 6)(n + 4)(n + 2)n)'/2 N 4 (M (n))Y?[n(n + 2))V/2
(n+2) P '

Et d’apres la formule de Stirling qui exprime qu’au voisinage de +o00 , on a :

I'(y+1) = v2my¥+ze? et du fait que e¥ = lilil (1 + %) , On a

7/(1+7)
{3+ % +2 n 2

( (F(ﬂ) )) g<§+%+1) . (3.37)

Ainsi
m s AEM() (n 2\ (M) n(n + 2P

R B(X,0 S pp=) (2 + 1) + »

+2l(M (n))%[(n + 6)(n + 4)(n + 2)n]/ + 4IMM (n))/2[n(n + 2)]/2

p(n+2) p? '
102

L T [ [ . | 1.



A
Comme lim 22 = ¢ et U(M(n))/? = O (1) on obtient finalement ,
p—+oo P

. " R(dy,0) . R(dss,9)
l JS — —_ —_— <L
n,pllzlkoo R (X, 9) n,I}an R(X, 9) n’lplgloo R(X’ 9) =

et donc d’aprés (3.31) et (3.32)

R(6¢, 9) _ C
npooo R(X,0) 1+

d’ou le résultat. w

X

Exemple 3.14 Soit ¢, (S%, || X|*) = SOXP+D

Dans ce cas, il suffit de prendre

g(8?) = —512— et de choisir [ = 1.

La proposition suivante donne le méme résultat que le Théoréme 3.13 pour une classe

particuliére de rétrécisseurs ¢ (52, || X ||2) . En effet on choisira g dans L? et non dans

L*1+7) mais avec la contrainte que g($2) soit monotone non-croissante.

Proposition 3.15 Soit §, donné en (3.34) et (S2, || X ||2) vérifiant les conditions suiv-
antes :
a) |9 (S%||X|1%)| < 9(S?) p.s ou g(S?) est monotone non-croissante et vérifie :

E[g*(5%)] < M(n).
[y

Si lim —— =, alors
p—+oo O Y
)
lim R(3y,6) _ ¢

np—oo R(X,0) 1+¢’ (3:38)

quelque soit I tel que I(M(n))!/2 = O (L) au voisinage de +oo.( | peut dependre de n).

Démonstration. Analogue au Théoréme 2.13 dont nous donnons une bréve idée.

L’égalité (3.35) et la condition a) donnent

2 B[] Blg(e*x2)

- 2.2 2.2
Ay, < -~ +20E [0°X}] E [9(0°X})]
9 2 E(0*x2)E [9(0x2)]
+mE [(02X¢21) j' E [9(02Xr2z)] +4iA P J
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la derniére inégalité étant due au fait que F ( et en utilisant le fait que

1
= | <
xz(p,/\)) p—2 S
la covariance de deux fonctions 1’une croissante et ’autre décroissante est négative. Ainsi

By n(n+2)M(n)  n(M(n))'/ n(M(n))'/2
Ii 2. < lim (8 4l 41A———)
npco R(X,0) — nposso ( -2 P P
<0
2 ” 1 .
Car lim — =c, et {(M(n))/2 =0 (=], on obtient finalement
p—+oco P n
: b R(8,,6) . R(bss,0)
1 s _ - 225 <
mies B(X, 6) — oo R(X,0)  miloo R(X,0) =07
et donc d’aprés (3.31) et (3.32)
. R(5¢, 6) i C
e R(X,0) ~ Ttc
d’ot le résultat. =
X"

Exemple 3.16 Idem a l'exemple 3.14, o savoir : 4, (S?, ||X“2) ~ (HX||2+1)’ et

donc
1

6y, (SHLIXIH) =6, . + ——X

(3.39)

Dans ce cas il suffit de prendre g (S?) = % et de choisir | = 1.

3.2.4 Minimaxité

Nous rappelons ici un résultat de Strawderman [41] sur la minimaxité de la classe d’estimateurs

suivante. Soit:

2
55 (8% 11F) = (1 10 (8% 1X1P) 37 ) X 130 (3.40)
Théoréme 3.17 Sia) ¢ (S2, || X ]{2) est monotone non-croissante en S? et non-décroissante
en || X|12.

b) 0 < (82, ||X“2) < ?((7]:; 3)) Alors 04 est minimaxz.

Démonstration. Une démonstration simple de ce résultat est comme suit:
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IX H

Pour U = ,ona
142 (92 o2 20 (Q2 -2
R(34,6) = po® + o21E |12 (5°,0°U) _2(p_2)§_<f>(_3_,i0;)
U U
S20¢ (S?, 02U)
2 )
o*E [41 o J

Cette derniére égalité étant obtenue & I'aide de 'égalité de Stein [38]. Comme ¢ (8%, 11x)1%)

est non-décroissante en U il suffit d’avoir

442 (@2 -2 2 2 2
U U
Notant C():lz—((f;_i—_—j)),ona

2 2 0.2
0) 5y 2SS U)}

[ 2U)S2 [18°¢ (S?,0%U) — 2(p — 2)]J

[ S4¢2

¢ (8%,0°U)

<
< o[t

5% [15%Cy - 2(p — 2)]] .

Du fait que ¢ (S?, || X HZ) est non-croissante en 52, on a dans les deux cas oi :

¢ (S%11X[1*) > Co et 6 (%, | X|?) < Co

E [15 il (*22 7U) 2(p — 2) 52 [15%Co — 2(p - 2)] | .

SO0 ¢ [0V
U - U

Et comme S? et U sont indépendantes on obtient

2
E [ZS4¢ (‘?]'2’0'2[]) _ 2(p _ 2) <

5% (8%, 02U)}
U

02
E[?Q(C_(;]_U_)_] [18%Co — 2(p - 2)57]

<0

d’otl le résultat. m

Notons que cette classe minimax d’estimateurs admet comme borne Min —

+c
(proposition 3.12) mais ne P’atteint pas.
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Nous avons alors la proposition suivante qui donne une classe d’estimateur minimax

dont la borne Min est atteinte.
Proposition 3.18 Soit la classe d’estimateurs proposée en (3.34) on a alors;

S2
5y (S%NXN%) = 8,0+ (S%1XI°) XY 10 (3.41)

= <1_[”§]2 (%_:__g_z (52,||X||2))DX, 1>0

Si 1 vérifie les conditions suivantes :

1) 9 (S%||X|*) est monotone non-décroissante en S* et non-croissante en || X 2.
- ol12
2) iy (52, ||X||2)| < ]7)1_4-—2 Alors si lim I81F _ cona

p—+00 0’2p

. R(5¢, 6) N c
B R(X,H) 146

quelque soit | positif tel que lil}_l [(p—2)=0.(1 depend de n).
Démonstration. Découle immédiatement des Théorémes 3.13 et 3.17. =

Exemple 3.19 Soit l'estimateur

52
Sy (S211XIP) = 6,5 + by (S%,11X1P) ” XHQX (3.42)
-2 §2
tel. que Uy (5% 1X1) = T g o0 (= 1K)

On remarque que la fonction 1, vérifie les conditions de la proposition 3.18.

Notons ici que la classe d’estimateurs de la forme (3.40) est minimax et ne domine pas
forcément ’estimateur de James-Stein au sens du risque quadratique usuel.

Une classe d’estimateurs dominant I’estimateur de James-Stein est donnée comme suit:

Soit

8y (S% 11X () = 6,5(X) +me (S%IX) X m>0 (3.43)

ol ¢ est une fonction mesurable positive, telle que E [¢° (S?, || X “2)] < oo0.

Dans ce cas 14, la différence de risque notée : By = R(64,0) — R(J,,,0) vaut :

Js)
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As,, = B [m? (1X1%) 8 (S 11XI%) + 2m (| X|1?) 6 (S, IX11%) — 2mdS?¢ (2, | x|1%)]

Js

—4mAE [(4(S2, 052, (V)]

< B ma (SKIXI) [m X0 (8% IXIP) +21X1° - 257]] ob a=2=2 (3.9

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 3.20 La classe d’estimateurs (3.41) domine Uestimateur de James-Stein si
2 S?
1)O§¢(SQ,HX||2)§—(d“—1 I, o5 .2 :
m "X A A
n+2)X|

oy  R(,0)
%) S pkgloo-p_ = ¢ alors n.z}g&oo R(X,8) 1+c¢’

Démonstration. 1) Découle de Uinégalité (3.44). 2) immédiat d’apres (3.31) et
(3.32). m
Remarquons que tout estimateur dominant Pestimateur de James-Stein vérifie la pro-

priété 2 de la Proposition 3.20. Ainsi la classe d’estimateurs:

8o (SBNXIP) = 6,5 +me (%)X

p—2 52 )

= § (X — 117
ss(X) *’”(n+2uxuz p-2 & )
n x|

= 0,5(X) +md5 (% 11X x
domine l'estimateur primitif de James-Stein. Et pour m=1ona
B0 (S% IXIF) = 6,5 + 65,(8%, I1X)1%)x
Donc 44 (2, || X||°) = 67, (8% 11X)1*) X domine 8,5 (S%,1X||*) d’apres la proposition
3.20.

De plus son risque est minimal en )\ — 0, par rapport a toute la famille de la classe

d’estimateurs :
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545 (SQ, “X”z) = 5.15 + "”6;5(327 ||X”2)X

3.2.5 Simulations

Nous rappelons la forme de l’estimateur introduit par Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [43].

2
Soit X ~ N, (8,021,),Y = % ~ N, <§,Ip) ; et pour tout r (2 <r< p_-;—___) , on
considére la famille d’estimateurs polynomiale :

bz (X) =8,5(X) + a(S?)2X | X" (3.45)

ol
(r—2)(n+p) L (%3") T ()

2 (n+2)T (xZ)r(2=22)

o =

On sait que le risque de 'estimateur d7z (X) est

. F(n_—{—r) p__2 F(n—i—r+2) B
5 9) = 5 2 £ _ 2 _ (7‘+2)/2._____2_ Y™
R(br2,6) = R(8,5,6)+0 {2a [22@ DT e | F VI
(n+2r) 912
+o2022" —2ALF v T+ ) (3.46)
T'(3)
Nous rappelons aussi les formes des estimateurs donnés dans I’exemple 3.16 (3.39) , i.e :
X|? S2 X
6y, (S2 X% =4, + I = 4§,, + ——5—— et dans ’exemple 3.19
w (S =0+ T T = O T P
p—2 g4

(3.42), & savoir : by, (S2, | X|*) = 4,5 +

exp (— || X|*) X.
w2y o D
Dont nous illustrons graphiquement leur risque ratio ainsi que ceux de Tze Fen Li,

James-Stein et la partie positive de James-Stein notés respectivement :

R(by,,0) R(3y,,6) R(67z,6) R(3,5,6) R(3,.0)

JSI Js?

R(X,6) ' R(X,0) ' R(X.9) ' R(X,8) R(X,0)

, pour diverses valeurs de n et p.
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R(6y,,0) R(3y2,6) R(7rz,0) R(5,,,0) R(6T,6)

Js? Jg'!
R(X,0) ' R(X,0)’ R(X,8) ' R(X,0)’ R(X,0)

9l[2
en fonction de )\ = % pour n=10et p = 4.

Fig. 3 Graphe des risques ratios

Maximum de Vraizemblance
Tze Fen Li
84
J Stein plue
0.2‘_
o 5 10 B 20 30
M
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R(64,,0) R(642,6) R(67z,0) R(5,,,0) R(T,,6)
R(X, 9); R(X,0)’ R(X,8) ' R(X,6)’ R(X,6)
161l

en fonction de A = 5g? pour n=30etp=2_§.

Fig. 4 Graphe des risques ratios

‘Maximum de Vraizemblance

J Stein

Tze Fen Li

J Stein pluz

Nous remarquons que dans les deux cas de figures les risques ratios tendent vers une

méme limite strictement inférieure & 1 quand )\ augmente ainsi que n et p.
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Chapitre 4

Appendice

Théoréme 4.1 ( Théoréme de Cochran). Soit E; et E, deuz sous espaces orthogonaux
supplémentaires de R¥. X = (X, X,, ..... , Xx) un vecteur gaussien centré de covariance
Ix. On note Z, (respectivement Z,) la projection ortogonale de X sur E (respectivement
sur Ey). Alors on a les propriétés suivantes sont vérifiés:

a) Les variable aléatoire 7, et Zy sont indépendantes.

b) HZ1H2(resp.HZgll2 ) suit une los du X2 (resp. x2), avecp+q=k.

Démonstration. On note p (resp. q) la dimension de sous espace E;(resp. E,) avec

P+ g = k.La matrice de projection orthogonale sur E; (resp. Ej) s’écrit

L, O , Op,p O ,
Si=P R - (resp. ;=P PP ra P
0gp 0Og,q Og,p Iq

ou P est une matrice orthogonale (ie. PP =PPpP= It). Ainsi les matrices Sjet S,
vérifient les propriétés suivantes : i) elles sont symétriques. if) §2 = S; pour i = 1, 2. iii)

815’2 = S2SI = Ok,k- Posons

Zl SlX
Z2 S2X

S1
Sa

Z =

=SX avecSz(

Z est une transformation linéaire du vecteur gaussien X, alors Z est un vecteur gaussien;

son espérance est

E(Z)=SE(X)=0
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et sa matrice de covariance est égale 3

’ S ? '
Var (2) = SVar (X)8 = | ™* (s1 52)

2

S].S; O Sl 0
0 S5, 0 S,

La matrice de covariance étant diagonale par blocs, alors les variables aléatoires Z; et Z,
sont indépendantes de plus le vecteur Z; ( resp Z,)est un vecteur gaussien centré et ayant

pour matrice de covariance S; ( resp. Sz). D’ou a). On définit le vecteur
W=P2zZ=P8X

le vecteur aléatoir W est un vecteur gaussien centré et sa matrice de covariance est

' ! I, Opq
Var (W) =PVar(Z;)P= P S$,P =
Ogp Ogq
les variables Wy, ............ , Wi, sont nulles présque stirment. Le carré de la norme de W
s’écrit donc ,
wi* =) w?
=1
avec Wy, Wy,.....W, sont des variable aléatoire indépendantes de méme loi N (0,1). et

par conséquant ||W||* ~ x2. D’autre part ||W||* sécrit aussi
HWW=W%E{F&@(F&@:x%wF&X=X$&X=WJW=MW.

Proposition 4.2 Soit X1, X, ...... , Xn une suite de variables aléatoires gaussiennes in-
dépendantes et de méme loi N (0,1). Les variables aléatoires X, = £ 3% | X; ( appelées
moyennes empiriques) et .- (X,- — Tn)2 sont indépendantes. De plus la variable aléa-

toire Y ;- | (X; — z)z suit une loi du khi-deuz & n — 1 degrés de liberté.

Démonstration. Soit E; le sous espace de R™ engendré par § = 715 (1,1,...,1). La
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projection orthogonale de (Xi, Xz, ......, Xn) sur E; est de la forme M\J, c’est-a-dire le
vecteur (Xl — :%;,Xg - ﬁ, ...... X — ﬁ) est orthogonal & &, ainsi A = /nX,. La
projection orthogonale du vecteur X "= (Xy, Xy e , Xp) sur le sous-espace E; qui
est orthogonal & E; est telle que E;, E, soient supplémentaires. Elle s’écrit sout la
forme : v = (vy,vp,...... ,'un)l Avec Y7 ,v; = 0 ( car v et § sont orthogonaux), et

(X1 —v1,Xa —v2, .. , Xn — vn)' = aé (car X — v appartient & E;).

D’ou
o = /Xy, ainsi v’ = (X1 — Xo, Xa — Xay ooy Xn — Xa) -
Comme (X3, X, ..., Xn)' est gaussien, le Théoréme 1 de I’ Appendice assure I'indépendance

des deux variables v/nX, et v = (X1 — X, Xp — Xp, ooy X — X,) - Par conséquent les
variables X, et Y| (X; — X,,)° sont indépendantes. De plus comme Y7, (X; — X,
= |jo||?, dot 37, (Xi — 7(:)2 suit une loi du khi-deux & n — 1 degrés de liberté ( car la

dimension de I'espace engendré par § égaled 1. m

Théoréme 4.3 (Chebyshev’s association inequality). Soient f et g deuz fonctions
réelles non décroissantes (respectivement non croissantes) définies sur R. Si X est une
variable aléatoire réelle , alors; a) Si f et g sont non décroissantes (respectivement non

croissantes)

E[f(X)g(X)] = E[f(X)]E[g(X)]

b) Si f est non croissante et g est non décroissante( respectivement non décroissante et

non croissante)

E[f(X)g(X)] < E[f(X))E[g(X)]

Démonstration. Soient X,Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et iden-

tiquement distribuées. Si f et g sont non décroissantes, on a

(f(z) = f(¥)(g(z) — 9(y)) = O
d’ot
E[(f(X) = f(M))(g(X) —g(Y))] 20

en développant cette derniére inégalité et en utilisant le fait que X,Y sont indépendantes

et identiquement distribuées on a le résultat a) (idem pour b))D’ou le résultat. m
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Lemme 4.4 La probabilité du x? décentrée, X2 (8), est la composée de la probabilité de
poisson K de parameétre g et de la transition de probabilité de N vers R, qui a tout k
associe la probabilité du x* centrée x2 .

Autres expressions de ce lemme: Si une variable aléatoire Y suit, conditionnellement
a une variable aléatoire K, la loi x2 55 et si K suit la loi de Poisson P (g—) , alorsY

suit la loi X2 (8). Bt pour toute application f de R* dans R, X2 (8)-intrégrable, on a

) [ £ idn) = | L/ £ @) <dw)J P (i)
R+ N LR+

Démonstration. Elle découle de la définition méme de la loi du x2(8) décentré. D’ou
le résultat. m

Lemme 4.5 Soit Y une variable aléatoire gaussienne multidimensionelle Ny (n, 1), soit

h : [0,400[ — ]—o00, +oo[. Alors pour

1= (1,7, .,0,) €Y = (Y1,Ys,...,Y,)

st e () o )
E{h(IVI?)Y*}=p B {h (x§+2 (@))} +lnl? B {h (x§+4 ( ”’;“2)) } -

Démonstration.

E{h(I¥I) ¥’} = E{E [h (y,,2+21f;’) Y2/ ZYf“

J# J#i

on a

- {exp (-Z)s s [h (x¥+2k ¥ ZY,?) Ko / ZYJ?}}

J#i J#i
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=F {exp (—%’2-) Z (T'z!) (1+2k)E l:h (X§+2k + ZYf) / ZYf

k=0 J#i J#i

2\ o= () ( ) ) }}
= E{exp _h E E\h| X306 + E ,Yg / § :}/}
{ < 2) & L i
+E (_ﬁ) S (ﬂ_f)i MYE|h | 2 Y2 Y2
exp 2 E ol (2k) X3+2k+§: T/ E f

i i }

o) o DER (e )
k=0

i i#i

-5 (s ()} oo 2 (4))

la dérnidre égalité découle du fait que Y., V7 ~ xi_; (ZJ 4 17?) et de I'indépendance
des deux variable aléatoires Y., Y7 et Y7 . D’ot

B v =r 5 {n (s (1)) e {o (. (1))}

Une version plus générale du lemme 4.5 est fournie par le théoréme suivant.

}

Théoréme 4.6 Soit 2 ~ Ny, (u,1,), et soit A une matrice non stochastique de type

m X m, symétrique définie positive. Si ¢ (.) est une fonction mesurable de R™ & valeur

dans R, alors
i) E [so (zz) Z] =p Efp (xora (V)] oaA=p'n/2

i) B [ (7 Az) 742 = 17 (4) Elp (thia )] + 440 B [ (nss W)

Si A= 1I, , alors ii) devient

iii) E ¢ (#2) #2] =m Bl (raa W)] + 41 E [ (s W)] -
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Chapitre 5

Conclusion

Dans le cas de Vestimation de la moyenne # d’une loi gaussienne multidimensionnelle

o112
N, (8,1,) dans R?, Casella et Hwang [14] ont montré que si liin ”?H— =¢; > 0alorsle
p—+oo
5t4(X), 8 ,
rapport R_(ﬁ.;(s_‘)%_g)):_) tend %161 En prenant le méme modele, & savoir X ~ N, (8, 0%1,)

avec cette fois-ci 02 inconnu, et estimé par la statistique S? indépendante de X et de
loi 02y2 dans R", nous avons pour notre part, montré que nous obtenons un rapport

similaire dépendant de la taille de n de P’échantillon, & celui trouvé par ces derniers,

M
dés que liﬂ_n ﬂ—ﬂf = ¢ > 0. De plus nous obtenons un rapport constant et, quand n
p—-+oo po

et p tendent simultanément vers +oco et ce sans tenir compte d’une quelconque relation
d’ordre ou fonctionnelle entre n et p. Nous avons pour notre part, montré que pour des
estimateurs & rétrécisseurs de la forme :§ = (1 — (S?,[IX|*)) X, nous obtenons un
rapport similaire (}épendant de la taille n de ’échantillon, & celui trouvé par ces derniers,
dés que pginmli)i;g = ¢ > 0. De plus nous obtenons un rapport constant inférieur a 1,
quand n et p tendent simultanément vers 4-occ et ce, sans tenir compte d’une quelconque
relation d’ordre ou fonctionnelle entre n et p. Nous avons obtenu le méme résultat pour
des formes particuliéres de 4, sans condition de minimaxité dessus et d’autres formes de
0 qui sont plus précisément minimax. Enfin nous avons déduit que tout estimateur a
rétrécisseur dominant ’estimateur primitif de James-Stein a un risque ratio qui tend vers

C .
—— quand n et p tendent vers l'infini. Li Sun [27] s’est lui aussi intéréssé au cas ou o?

1+c¢
+
est inconnu, mais a étudié le comportement des rapports }1;((;5(,,62)’ 1;}?;2 - 90)) et Ij%(gé - 09)) ,

quand seulement p tend vers l'infini. Les simulations montrent dans le cas des exemples
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choisis, des comportements asymptotiques des risques ratios, identiques, et convergent
tous vers la méme limite strictement inférieure & 1. Une idée serait de voir si nous
obtenons des rapports similaires dans le cas général des modeéles sphériques symétriques.
L’extension de nos travaux aux estimateurs minimax proposés par Maruyama [32] est

aussi une idée que nous explorons actuellement.
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Résumé :Nous présentons des travaux sur les problémes d'estimations par rétrécisseurs de la moyenne de

X ~ N,(0,0%I,) dans Rr.Et plus précisément le comportement des risques ratios des estimateurs
b= (1—¢(S2,HXI|2))X quand p tend vers linfini, sous la condition Jim %— =c (c>0). (1-9) est le
rétrécisseur, dont plusieurs formes sont étudiéés. Des résultats de convergence vers le rapport ] ic sont établis
en particulier pour des formes extraites de la forme générale. (Quand » et p tendent vers I'infini).Quand 62 = 1 ,

2
Casella et Hwang ont montré que si ,1:_131 —”%L =c¢ >0, alors les risques ratios tendent vers i i - En prenant le

méme modgle, & savoir X ~ Ny(6,0%1,) avec cette fois-ci o2 inconnu, et estimé par : §2 ~ g2 42 indépendante de
X, nous avons pour notre part, montré que pour des estimateurs A rétrécisseurs de la forme
5= (1-o(s%x 17 )X, nous obtenons un rapport similaire dépendant de la taille » de I'échantillon, a celui trouvé

par ces derniers, dés que lim @— = ¢ > 0. De plus nous obtenons un rapport constant inférieur a 1, quand netp
pvtx PO

tendent simultanément vers +o et ce, sans tenir compte d’une quelconque relation entre n et p. Nous avons obtenu
le méme résultat pour des formes particuliéres de &, sans condition de minimaxité dessus et d’autres formes de ¢
qui sont plus précisément minimax. Enfin nous avons déduit que tout estimateur a rétrécisseur dominant
I'estimateur primitif de James-Stein a un risque ratio qui tend vers <5 quand » et p tendent vers Vinfini. Li Sun s'est
intéréssé au cas ol o2 est inconnu, et a étudié les limites des risques ratios quand p tend vers l'infini.

Mots-clés: Estimateurs de James-Stein , Partie positive de l'estimateur de James-Stein,Variable
Gaussienne muitidimensionnelle,Loi du Khi-2 décentrée, Rétrécisseurs, Coit quadratique, Minimaxité.

Abstract :we present a synthesis of the work on the problems of estimates by the mean of X ~ N,(6,6°1,)
in R7.And more specifically the behaviour of risk ratios of the estimators :§ — (1-o(s2ix 1*) )X, when p tends to

infinity, conditional lim ﬁf_—i =c {c>0.{1—¢) is the shrinkage factor, whose various forms are studied.

Pt

Convergence report 1 i s results are established especially for shapes extracted from the overall shape. (When n

and p tends to infinity).In the case o2 = 1, Casella and Hwang showed that if ;ﬂn i‘,’;”— =c > 0 then the ratio risk

tend to i i = In our work by taking the same model, namely X ~ N,(6,021,) with ¢2 unknown, and estimated by :

§% ~ a?y2 independent of X, we have showed that for the shrinkage estimators of the form & = (1-o(s%lx 1?))x.
we obtain a similar ratio dependent of the sample size n, as soon as ,1:51 l{"’;”— = ¢ > 0. Moreover, we obtain a ratio

constant less than 1, when » and p tend simultaneously to +w, without assuming any relation between » and p. We
obtained the same result for particular forms of o, which are not necessarily minimax, and for other forms of & which
are minimax. Finally we concluded that any shrinkage estimator dominating the James-Stein estimator has a risk

ratio tending to i fr - when n and p tend to infinity.Li Sun was also interested in the case where o2 is unknown, but

he studied the behaviour of the ratio risk when only p tends to infinity.

Keywords - James-Stein estimator, positive part of James-Stein, multivariate gaussian random variable,
non-central chi-square distribution, shrinkage estimator, quadratic risk, Minimaxity.
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