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Introduction

Les équations différentielles représentent 1'une des parties les plus importantes des mathé-
matiques. Elles ont des applications dans 1’étude d’un grand nombre de systémes physiques
et biologiques.

Un des problémes fondamentaux dans I’étude des équations différentielles est la recherche
de solutions périodiques. Ceci se justifie par le fait que ’on observe les mouvements
périodiques, les vibrations périodiques dans presque chaque branche des sciences et dans
la vie courante. Nous pouvons citer, par exemple, la rotation de la Terre autour de son axe,
le mouvement d’un pendule d’une horloge, etc... En fait de plus en plus de phénomeénes
physiques et biologiques sont modélisés par des équations différentielles périodiques. Un
autre aspect important de I’étude des équations différentielles est la recherche de tra-
Jjectoires ou orbites fermées dans le plan de phase, qui correspondent & des solutions
périodiques.

Cette thése est consacrée a Pétude du probléeme aux limites périodiques associé &

I’équation différentielle ordinaire suivante
u”(t) + f(t,u(t)) = e(t) 0<t<T (0.1)

dans le cas ot le terme forcant e() est seulement mesurable et borné.

Notre objectif est de déterminer des conditions suffisantes naturelles sur les non
linéarités f qui permettent d’obtenir des résultats d’existence. Notre approche est basée
sur différentes techniques de I’analyse non linéaire, et en particulier, les méthodes topologi-
ques et variationnelles.

Ainsi nous essayons de faire fonctionner des mécanismes de démonstration connus dans

le cas autonome pour obtenir des résultats d’existence et de multiplicité de solutions pour
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une classe plus large de non linéarités, non linéarités non autonomes (chapitres 2, 3, 4, 6,
7), ou encore dépendants d’un parametres s (non autonome en s, (chapitre 5)).

Nous combinons des techniques de démonstration utilisées séparément par différents
auteurs (cf.[37], [38], [40], [48], [50], [52], [53], [54], [55], [60], [87], [88], [113], [114], [115]).

Dans le premier chapitre nous introduisons les définitions de ces méthodes. Nous
donnons également un aperc¢u succint sur 'historique de leurs applications dans un do-
maine particulier: la recherche des solutions périodiques des équations différentielles ordi-
naires du second ordre . Dans le second chapitre, nous montrons P’existence de solutions
périodiques dans le cas ou la non linéarité f est discontinue par rapport & u en appliquant
une combinaison entre la théorie des sur et sous-solutions et la transversalité topologique
.Dans les troisieme et quatriéme chapitres , nous combinons la théorie des sur et sous-
solutions et le degré topologique pour analyser le probléme périodique considéré, d’abord
dans le cas ou f présente une singularité par rapport & u, ensuite dans le cas ou la
non linéarité f est continue. Dans le cinquiéme chapitre , nous appliquons le théoréme
généralisé de Poincaré-Birkhoff pour obtenir la multiplicité de solutions périodiques dans
le cas ou la non linéarité dépend d’un parametre s. Enfin, les sixiéme et septiéme chapitres
sont consacrés & ’analyse de notre probléme par une approche variationnelle dans le cas
ou f est continue. Nous commencons par montrer l’existence de solutions périodiques au
voisinage de solutions constantes, puis 'existence de solutions sous-harmoniques dans le

cas d’une non linéarité dont le potentiel est & croissance sous-quadratique.



Chapitre 1

Méthodes topologiques et
variationnelles dans 1’étude des
équations différentielles non linéaires

du second ordre

1.1 Méthode topologique globale

Poincaré fut le premier & introduire les méthodes topologiques (qualitatives) dans ’étude
de problemes non-linéaires. Son travail dans ce sens commenca en 1879 par sa these et
se développa par la suite dans son ouvrage en trois volumes : Méthodes nouvelles de la

mécanique céleste en 1890. 1l y étudia les solutions périodiques d’équations différentielles.

” Bien que Poincaré se borne & des cas trés particuliers, les méthodes dont il se
sert permettent des applications beaucoup plus générales et peuvent encore conduire &
beaucoup de nouveaux résultats” écrit Liapounoff en 1907.

Les idées introduites par Poincaré englobent 1'utilisation de théorémes de point-fize
et les méthodes de continuation. Son premier résultat apparait dans ” Compte rendu’ en

1883 [106].

L’application des méthodes topologiques dans 1’étude des problémes aux limites pour
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équations différentielles ordinaires est souvent basée sur une formulation abstraite et

V'utilisation de la théorie du degré.

1.1.1 Procédé d’étude d’une équation différentielle du second

ordre

Considérons ’équation abstraite

F(z)=y (1.1)

ol F': X — Y est une application réguli¢re et X,Y sont deux espaces de Banach.

Une méthode standard, mais encore trés utilisée, est d’essayer de montrer que:

(i) ImF est ouvert, ou bien

(ii) ImF est fermé.

Dans le cas (i), on utilise le théoréme des fonctions implicites pour obtenir 'existence
de solutions. En effet si y9 = F(up), pour montrer qu'un voisinage de yg est contenu
dans I'image d’un voisinage de ug, on essaie de montrer que I’opérateur linéaire continu
A= F'(up) : X =Y est bijectif (il suffit en fait qu’il soit surjectif ) pour que Pexistence
de solution découle de I'application du théoréme des fonctions implicites.

Dans le cas (ii) on montre que F' est une application propre, i.e. que la préimage de
tout compact est compact. Ce qui revient a faire une estimation & priori des solutions
possibles.

Dans son article intitulé Les problémes non linéaires [80] Leray résumait comme suit la
meéthode qu’il développa avec Schauder [82] pour étudier une importante classe d’équations
non linéaires dans des espaces de Banach:

”Pour affirmer que I’équation z+F(z) = 0 est solvable, il est suffisant de prouver qu’il
n’existe pas de solution arbitrairement grande quand on réduit ’équation contintiment &
une équation comme z = 0”.

Le succes de cette méthode dans 1’étude de types variés d’équations différentielles non
linéaires, intégrales ou fonctionnelles fut incontestable.

En 1952 Stopelli [119] utilise le théoréme de Schauder (de point fire) pour montrer
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Iexistence d’au-moins une solution T-périodique de 1’équation différentielle ordinaire

v +¥ Y]+ ety +y -y’ = f(2)

ol p, q et f sont continues et T-périodiques et p positive.

Il déforma I’équation en une autre plus simple
Y+l +y +y+yP=0
qui a seulement trois solutions T-périodiques ( isolées )

y1=0,y2=1,y3= -1

et fit une estimation a priori pour les solutions T-périodiques possibles (cf[116], [73] pour
plus d’informations bibliographiques).

Remarque 1.1. Une variante de cette approche est ”la Méthode de continuation”
(transversalité) ot Popérateur F' est contintiment connecté par une famille f, dépendant
d’un parametre ¢, 0 < ¢ < 1 telle que , f; = F , & un opérateur fy pour lequel il y a
existence de solution pour (1.1).

Alors on essaie de montrer:

(i) Pensemble { ¢ : une solution existe } est ouvert;

(i) I'ensemble { ¢ : une solution existe } est fermé.

La encore on s’appuie sur le théoréme des fonctions implicites et 1’estimation & priori.

Dans le paragraphe suivant, nous considérons un autre moyen d’étude de problémes

non linéaires: le degré topologique .

1.1.2 Degré topologique

Une application degré Dy a été construite en premier par Kronecker [75] en 1869 dans le
casou X =Y = R", F de classe C'et 2 un ouvert de R admettant une frontiére réguliére
telle que 0 ¢ F(0Q) noté Do(F,(2,0) et par la suite par Brouwer [23] en 1912 quand X
et Y sont des espaces vectoriels orientés de dimensions finies , F' continue et {2 un ouvert

de X telle que 0 ¢ F(9Q) (il est appelé degré de Brouwer et noté: deg(F,(,0)).
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En 1934 Leray et Schauder [82] construisirent une application degré Dy quand X =Y,
X est un espace de Banach et F' = I+N ou I est Papplication identité sur X et IV : Q- X
compact et 0 ¢ F(8Q) (il est appelé degré de Leray-Schauder et noté: deg(F,<l, 0) et il
se réduit & celui de Brouwer quand X est de dimension finie).

Pour une présentation récente de ces degrés, le lecteur intéressé peut se séférer & la
liste non exhaustive: [27],[39],[74],[83],[87],(88],[96],[103].

La formulation abstraite d’un probléme aux limites pour une équation différentielle
ordinaire méne en général & un opérateur abstrait qui est la somme d’une application
linéaire de Fredholm d’indice zéro et d’une autre non linéaire ayant des propriétés de
compacité relativement & D’application linéaire. Ces problemes peuvent étre réduits & des
équations équivalentes de type Leray-Schauder.

Pour éviter cette réduction une théorie de degré fut développé [90] en utilisant des

techniques de Liapounoff-Schmidt (cf.[103]).

Définition du degré dans le cas classique

o Degré d’une fonction définie sur R™.

Soient §) un ouvert borné de R™, F' : Q — R™ une application contintiment différentiable
sur Q et y € R™ tel que y ¢ F(01).

1) Si pour tout z, solution de F(z) = y dans €, F'(x) n’est pas singuliére, alors
le nombre m de ces  est fini (conséquence du théoréme d’inversion locale). Au triplet
(F,9,y) on peut associer un nombre entier relatif appelé degré de F' au point y par
rapport & 'ouvert (2, noté deg(F,,y) et donné par

m

deg(F,Q,y) = > sgndet F'(z;)

i=1

2) Si Péquation F(z) = y admet des solutions « telles que F'(z) est singuliére, ce
degré est donné par une intégrale.

Soit o* un nombre réel strictement positif défini par

a* ;= min {||F(z) — yll,; =z € 00}
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ol ||.||, désigne la norme I, de R™. Le degré de F" au point y par raport & Pouvert ) et la

fonction poids 9 est donné par

deg(F, Q1) = dy(F, 1) = [ ¥(w)de
hﬂ

ot ¥(z) = { b(IF@) -yl )det Fle)  zeQ

z ¢

avec 9 une fonction poids d’indice a, 0 < a < a* (ie. ¥ : [0, +00[ — R, continue,
telle que il existe 6 € 10, Supp ¢ = [6,a] et [ ¢(||z||,)dz = 1).
kn
Le degré intégral de F' est indépendant du choix de 9 (cf. 6.1.4[104]). De plus si F' (z)
n’est pas singuliere pour tout z € I' := {z € Q; F(z) = y} alors
in: sgndet F'(z;) siT = {zq,...,2m
dﬂ/)(F,Qay) = =1 }
0 sil'=49
Cette définition est prolongée dans le cas d’une fonction continue sur  en se bas-
ant sur le théoréme d’approzimation de Weierstrass et deg(F,(, y) = klim (F,Q,y) ou
(F) est une suite de fonctions contintiment différentiables sur convergent vers F' (i.e.
Jim, 174~ Fll = Jim (up | Fy(2) ~ F(@)]) = 0)
¢ Degré d’une fonction définie sur un Banach.
Dans un espace de Banach X le degré topologique a été appliqué aux opérateurs de
la forme

F=I-K (1.2)

ou [ est I'opérateur identité et K un opérateur compact et continu.
Considérons I’équation (1.1) avec F' de la forme (1.2) définie dans la fermeture d’un
domaine borné €2 de X & valeurs dans X.
Soit :
y ¢ F(99) (1.9)

le degré de I’application F' dans ) au point y est noté deg(F,Q,y) = v, un entier obtenu

a partir du degré défini sur des espaces de dimension finie, par approximation de K
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par Ke défini sur Xe de dimension finie et contenant y; alors deg(F, ,y) est défini par
deg(I — Ke, QN X,, y).

Pour vérifier que ceci est indépendant de ¢, ¢ assez petit, on utilise le fait que le degré
ne change pas par extension de application 4 un produit d’espaces en prenant le produit
de F par application identité de I’autre espace.

Les principales propriétés du degré sont:

a) Si v = deg(F,Q,y) # 0, alors F(z) = y admet une solution dans 2. Dans le cas ol
F=1I v=deg(F,Qy) =1

b) Si :,.Q Q; , ouverts disjoints et y ¢ F(9%;), Vi, alors

deg(F) Q’ y) :Z deg(Fa Qiy y)

et deg(F, (), y) n’est pas nul pour au plus un nombre fini de valeurs de

Remarque : La compacité de F~! {y} N implique que F~! {y} N ; n’est pas vide
pour un nombre fini de valeurs de 3.

c) Le degré v est invariant par P'homotopie F; = I — K;,0 < t < 1, pourvu que
{Kt(a:); re00<t< 1} est & fermeture compacte et y ¢ F;(99Q) V.

d) Supposons qu’une solution z de F(z) = z — K () = y est un point régulier de F'
(i.e. F' est Frechet différentiable en z et F'(z) # 0). (Par application du théoréme des
fonctions implicites, c’est une solution isolée). Alors le degré local (indice) de F au point
x est défini par

ind(z) = loc. deg F en = = deg(F, B(z, €),v).

Il est indépendant de ¢, pour ¢ petit, et égal & +1 ou —1 selon que la somme des

multiplicités algébriques des valeurs propres négatives de F'(z) est paire ou impaire.

L’utilisation du degré topologique

1) La théorie du degré est souvent utilisée comme suit: pour montrer que (1.1) admet une
solution ot F' est de la forme(1.2), on montre que toutes les solutions possibles de (1.1)
sont dans un domaine borné €2 obtenu par estimation & priori des solutions possibles et

que v = deg(F, (2, y) # 0. Pour cela on construit une déformation de F, F, = I — K, telle
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que y ¢ Fi(0N), déformant F = F; en Fy , tel que deg(Fo,Q,y) # 0 oit Fy est en général
plus simple que F.

2) La propriété (d) est parfois utilisée pour déterminer le nombre de solutions de (1.1).
Si par exemple on peut montrer que F~*{y} est formé d’un nombre fini de points réguliers
dans §), ayant tous le méme degré local, soit +1. Si deg(F,Q,y) =k € Z, alors il y a
exactement |k| solutions dans ).

On peut aussi rattacher & (d) le résultat suivant:

e Soit ()" I'ensemble des points réguliers de F', " C Q est ouvert. Soit C une com-

posante connexe de {2". Pour tout u € C et pour ¢ petit on définit
ind(u) = (deg F, B(u,¢), F(u)) = +1

ceci est une constante sur C et donc peut-étre considérée comme ind(C).

Dans [3] Ambrosetti et Mancini montrent (dans un espace de Hilbert) que cet indice
change nécessairement quand on passe d’une composante de " & une autre. Iis utilisérent
ceci pour prouver que certaines équations dans les espaces de Hilbert admettent exacte-
ment trois solutions.

3) La théorie du degré fut aussi appliquée pour les fonctions multivoques de la forme(1.2).
Pouru € Q, K(u) est supposé un ensemble compact convexe et semi-continu supérieurement
en u.

De plus |J K(u) est & fermeture compacte.

Si pour t?)fl% u € 00 u—y ¢ K(u) alors deg(F, 2, y) peut-étre défini avec des propriétés
similaires aux précédentes et I'inclusion différentielle y € u — K (u) peut étre résolue (cf.
[83] pour plus de détails).

Ceci a été utilisé par Chang [26] pour résoudre des problémes:

e probléme de plasma

e probléme d’obstacle oli on cherche des solutions d’e.d.p. elliptique vérifiant une

condition d’un cété.

1.1.3. Application de Poincaré
L’opérateur de translation de Poincaré associé au systéme différentiel suivant
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7 = f(t,z) (1.4)

oll z est un vecteur de R? et f une fonction assez réguliére pour que tout probléme de
Cauchy associé & (1.4) admette une solution unique, globalement définie sur R, est défini

par:

¢ : R° - R?
z ~ ®(z) =z(T,0,2)

avec z(t,0, z) = z(t) comme unique solution de (1.4) vérifiant z(0) = 2.

Les solutions périodiques de (1.4) deviennent alors les points fixes de 'opérateur ® et
les théorémes de continuation peuvent alors étre utilisés pour montrer 1’existence de ces
points fixes.

Nous devons mentionner que ’existence globale et l'unicité de la solution pour le
probleéme de Cauchy associé & (1.4) exige une certaine régularité supplémentaire sur f ,
ce qui réduit le champ d’application de cette méthode. Néanmoins elle est constamment
utilisée avec les mémes succés dans de nombreux travaux anciens comme récents, [73] ,
[7] et [113].

Le théoréme de point-fize de Poincaré-Birkhoff, connu aussi sous le nom de dernier
théoréme géométrique de Poincaré affirme 'existence de deux points fixes pour ® défini
d’une région annulaire A sur A, A = D,\D, (D, est le disque centré en (0,0) et de rayon
r) avec 0 < a < b.

® est un homéomorphisme qui préserve les surfaces et laisse les frontieres intérieures et
extérieures de A invariantes mais les déplace dans des directions opposées. Cette derniere
propriété de () est dite twist condition. Cette condition peut étre mieux exprimée si 'on
considére une formulation du théoréme en coordonnées polaires (p, 6).

Soit H = R{ x R le demi-plan supérieur en coordonnées polaires et soit P : H —
R?\ {0} la projection définie par P(p,8) = (pcos@, psin@)pour une application continue
F: D c R*\ {0} — R?\ {0}, une application F': P~1(D) — H est appelée un relévement
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de F' a H si la relation suivante est vérifiée
PoF=FoP
Considérons ® le relévement de ® & H
®: A={(p0);a<p<b}— H

défini par
&)((P, 0)) = (h(pa 0)7 ¢ +’7(P, 9))

ou v et h sont deux fonctions continues et 27 périodiques en 6 et
h(a,8) = a, h(b,0) =b

pour tout & € R (ceci exprime l'invariance de C, et Cy), v(6,a).7(6,b) < 0 pour tout
6 € R (ceci exprime la twist-condition).

Le théoréme affirme I'existence d’au moins deux points fixes (0:,6:), 1 = 1,2 pourT{/)
a lintérieur de A. Ces deux points sont géométriquement distincts, c’est-a-dire (p; —
p1,02 — 61) # (0, 2km) pour tout k € Z.

Ce résultat fut en premier lieu formulé et prouvé dans un cas particulier par Poincaré
[107]. En 1913 Birkhoff [11] donna une preuve de ce résultat en se basant sur une remarque
de Poincaré lui-méme (® est d’indice 0 sur A) dans le cas oll le premier point fixe n’est
pas dégénéré.

Birkhoff en 1925 [12] prouva P’existence de deux points fixes pour un homéomorphisme
du plan ® : A — ®(A) o A et ®(A) sont des régions annulaires de mémes frontieres
intérieures C,. Quand aux frontiéres extérieures elles sont supposées strictement étoilées
par rapport a 0.

Dans [71] Jacobowitz présenta une version du théoréme de Poincaré-Birkhoff pour un
homéomorphisme préservant les surfaces, défini sur un disque pointé D\{0}. Dans ce cas
aucune condition n’est supposée ni sur la fronti¢re extérieure du disque ni sur son image.
La frontiére intérieure du disque est invariante car ®(0) = 0.

Dans [44] Ding a obtenu une généralisation de Poincaré-Birkhoff pour un homéomor-

phisme ® préservant les surfaces, ® : A ¢ R?\{0} — ®(A) C R?\{0}, A est une région
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annulaire (couronne) avec une frontiere strictement étoilée par rapport & origine, et tel
que si Dy est une composante connexe de R?\ A, contenant 0, alors ® peut étre prolongé a
un homéomorphisme &, préservant les surfaces, défini sur Do U A et tel que ®5%(0) € D.
La preuve de Ding est basée sur une réduction au théoréme de Jacobowitz par modification
de ® par rapport & A.

Des applications du résultat de W.Y. Ding ont été données dans [43] et [40].

Des résultats de multiplicité de solutions pour équation z” + g(z) = p(t) ont été
obtenus par G.R. Morris [98] et Hartman [65].

1.2 Méthodes variationnelles

Les solutions sont cherchées comme points critiques de fonctionnelles réelles définies sur
un espace de Banach X.

Dans le cas ol f est minorée ou majorée, il est raisonnable d’essayer de montrer que
le minimum ou le maximum est atteint.

Pour les fonctions convexes, un résultat classique est donné par le théoreme suivant:

Théoréme 1.2. Soit f une fonctionnelle d.éﬁnie sur un espace de Banach reflexif.
Supposons que f est faiblement semi-continue inférieurement, conveze, minorée et coer-
cive. Alors [ atteint son minimum.

Preuve: elle est basée sur le fait que les ensembles fermés, bornés et convexes d’un
espace de Banach réflexif sont compacts par rapport & la topologie faible (cf. [47] pour
les problémes variationnels de fonctions convexes). O

Si f n’est pas convexe il n’est pas nécessaire qu’elle atteigne son infimum; le résultat
suivant de Ekeland [47] montre ’existence de points qui sont presque des minima.

Théoréme 1.3. Soit X un espace métrique complet et f semi-continue inférieurement

sur X et minorée. Alors il existe zo € X tel que
f(x) > f(zo) — dist(z,x0) Vz € X, = # o

Notons, par analogie, qu’a la majoration a priori des solutions, utilisée dans les
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méthodes topologiques, correspond une condition de compacité dans Papproche varia-
tionnelle: c’est la condition de Palais-Smale noté (P-S.).
(P-S.): " Toute suite (z,) € X telle que |f (z,)| est bornée et f'(zn) converge vers z¢ro

en norme dans X* (espace dual de X) admet une sous-suite fortement convergente”.

Proposition. Soit f une fonction réelle de classe C! sur un espace de Banach vérifiant
(P-S.) et minorée. Alors f atteint un minimum local.

Pour une fonction f qui n’est pas bornée (ni majorée, ni minorée), chercher ses points
critiques revient & chercher des points ” selle”. Ces points sont déterminés par des ar-
guments de type minimax. Ce qui nous raméne & V'utilisation du théoréme de Passe-
Montagne et ses variantes.

Les méthodes variationnelles ont été utilisées pour prouver I'existence de solutions
périodiques pour des systémes Hamiltoniens par A. Bahri et H. Berestycki [6], P.H. Ra-
binowitz [108] et Y. Long [84].
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Partie 1

Méthodes topologiques
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Dans cette partie nous nous intéressons 4 I'existence de solution du probléme

u'(t) + f(t,u(t) =e(t) 0<t<T
(P){ u(0) — u(T) =0
@(0)—«(T)=0

Notre objectif est de fournir des conditions suffisantes sur la non linéarité f pour garan-
tir ’existence d’au moins une solution de (P). Nous utiliserons des méthodes topologiques
pour démontrer nos résultats principaux.

Différentes classes de non linéarités seront considérées. En particulier, dans le chapitre
2, nous considérons le cas de non linéarités présentant des discontinuités par rapport a la
variable dépendante u. Nous réduisons le probléme posé & un probléme multivoque et nous
appliquons la théorie de la transversalité topologique de Granas. Le chapitre 3 est consacré
a étude du probléme (P) lorsque f admet une singularité en un point ug. Nous utiliserons
une combinaison du degré topologique avec Pexistence de sur et sous-solutions constantes.
Le chapitre 4 est réservé au cas non résonnant avec des non linéarités continues. Encore
une fois , le degré topologique et la méthode des sur et sous-solutions sont utilisés pour
démontrer le résultat principal. Enfin, le chapitre 5 est consacré au cas de non linéarité
lipschitzienne dépendant d’un paramétre réel. L’outil principal utilisé est une version
généralisée du théoréme de Poincaré-Birkhoff. Nous obtenons un résultat de multiplicité

des solutions.
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Chapitre 2

Non linéarité discontinue

Les équations différentielles avec non linéarités discontinues ont été étudiées par plusieurs

auteurs (cf.[69], [26], [18]).

Nous nous intéressons en particulier & ’existence de solutions pour le probleme (P)

W (&) + ft,u(t)) =e(t) t€[0,T]

(P)
w(0) — u(T) = /(0) — w/(T) =0

dans le cas ou T > 0 et f présente des discontinuités de premitre espece par rapport a
u. Nous ramenons ’étude de (P) & I’étude d’un probleme multivoque que nous analysons
par la transversalité topologique combinée avec la méthode des sur et sous-solutions. Nous
soulignons le fait qu'une combinaison entre le degré topologique et la théorie des sous et
sur-solutions a été utilisée par Gossez dans [60] ainsi que par De Coster et Habets [37]
pour étudier I'existence de solutions d'un probleme autonome similaire au notre avec en
plus f continue.

Nous généralisons alors un résultat d’existence [37] au cas de non linéarité presque

partout L> de Caratheodory.

2.1 Préliminaires

Commencons tout d’abord par donner quelques définitions et résultats connus nécessaires

a I’étude de notre probleme.
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2.1.1 Fonctions multivoques et transversalité topologique

Nous énongons quelques définitions et résultats sur les fonctions multivoques et la transver-

salité topologique. Pour plus de détails, se référer a[9], [46], [5] et [61].

Fonctions multivoques

Soient X,Y des espaces normés. Nous dirons qu’une fonction multivoque F' : X — 2y
est compacte si F(X) = U F(z) est compacte. F est & valeurs convexes (compactes)
(fermées) si F'(z) est con\f:;c(e (compact) (fermé) pour tout z € X. F' est bornée sur les
bornés si F(B) = | F(z) est borné dans Y pour tout sous-ensemble B borné dans X.

F est semi—con:;pien?le supérieurement (s.c.s.) en z¢ € X si pour tout ouvert I contenant
F(xo) il existe un voisinage V de zg tel que F(V) CU. F est s.c.s. sur X si elle est s.c.s.
en tout point de X.

F a un point fixe s'il existe z € X tel que z € F(z).

Transversalité topologique

Soit E un espace de Banach, C un convexe de E et I{ un ouvert de C tel que UCCCE.
Nous notons par Ky (U, 2°) Pensemble de toutes les multi-applications F' : U — 2¢
compactes, s.c.s., & valeurs convexes et fermées, qui sont sans point fixe sur oU (i.e.
u ¢ Fu pour tout u € oU).

Une homotopie compacte est une multi-application H : [0,1] x U — 2° telle que H
est compacte, s.c.s. et & valeurs convexes fermeées.

Si u ¢ H()\,u) pour tout A € [0,1],u € OU alors H est sans point fixe sur oU

Définition 2.1.

(i) Deux multi-applications F, G € Kau (U, 2°) sont dites homotopes dans Kgy (U, 2°)
s'il existe une homotopie compacte H : [0,1] x I« — 2C sans point fixe sur OU et tel que
Hy=H(0,.)=Fet HH=H(1,.)=G.

(ii) Une multi-application G € Kay(U,2°) est dite essentielle si pour tout F €
Ka(U,2°) telle que Figy = Gjau, F a un point fixe. Une multi-application qui n’est

pas essentielle est dite inessentielle.
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Théoréme 2.2. (Transversalité topologique). Soient F,G € Kay U, 2°) deux multi-
applications homotopes dans Kay(U,2°). Alors F est essentielle si et seulement si G est
essentielle.

Théoréme 2.3. (Alternative non linéaire). Soit U C C tel que 0 € U. Alors pour
toute multi-application compacte, s.c.s., d valeurs convezes fermées F : U — 2°, au moins
lun des deux énoncés suivants est vérifié:

(i) F' a un point fize,

(i) Il existe u € OU tel que u € AF(u) pour un certain A € (0, 1).

Théoréme 2.4. Soit F : U — 2C, la multi-application F(u) = {uo}. Siug € U, alors
F' est essentielle.

Théoréme 2.5. (Alternative non linéaire générale). Soit U C C tel que 0 € U. Alors
pour toute homotopie compacte H telle que Hy = 0, au moins l'un des deuzr énoncés
suivants est vérifié

(i) Tl existe u € U tel que u € H(1,u).

(i3) I exite u € OU tel que u € H(X, u) pour un certain A € (0,1)

2.1.2 Principe d’anti-maximum
Soit I = [0,T]. Notons par C!(I) I'espace des fonctions a valeurs réelles continiment

différentiable. C*(I) est muni de la norme

lull, = max ([[ully, [u'lly) avec [lully = sup {|u(t)];t € I}

Par C*(I), nous notons P'espace des fonctions k fois contintiment différentiables et &
support compact dans I, k£=1,2.

Nous définissons 1’espace de Sobolev W?2P(I) pour 1 < p < 00, par
W2P(I) = {u e W(I);u' € W'(I)}
ou

WP(I) := {u € LP(I);3 g € LP(I) tel que /ucp’ = ——/ggp Vo € C’cl(I)}
7

1

18



Par W2P(I), nous notons ’espace des fonctions de W%?(I) qui satisfont & une condition

de T-périodicité. W?P est muni de la norme

2
leffpoe = 2 |ju®) .
=0

Uliwep = 2 u(z) ’ ;
e, (}%/! (t>|)

W?2P(I) est un espace de Banach.

L’inclusion W2P(I) C C(I) est complétement continue [22].
Soit
HE(I) = {u € W22(I);u(0) — w(T) = o/(0) — w/(T) = 0}

Nous définissons 'opérateur différentiel L : HZ(I) — L%(I) par (Lu)(t) = v’ (t) — u(?)
pour tout ¢ € I. L est bijectif et L vérifie le principe d’anti-maximum suivant

Lemme 2.6. Si (Lu)(t) > 0 pour presque tout ¢ € I, alors u(t) < 0 pour presque
tout t € 1

Preuve: Nous adaptons la preuve du théoréme 2. 1 dans [17] & notre cas.

Posons
U (t) —u(t) =0(t) (2.1)

Alors o € L%(I) et o (t) > 0 pour presque tout ¢ € I.
Ce qui implique

2r 2r
ut)dt=— [o(t)dt <0 (2.2)
[ron=-]

L’inégalité (2.2) montre que le minimum de u est négatif, i.e. siu (t,) =min{u(t); t €I}
pour un certain t,, € I, alors u (t,,) <0.

Nous prouvons que le maximum de u est négatif.

Soit tpr € I tel que u (tpy) = max{u(t); te€l}.

Supposons, au contraire, que u (tpr) > 0.

(i) Si tp €10,27[ et tpr < tp, alors il existe ¢y € [tar,tm| tel que u(t) > 0 pour toutl
t e [tM,tl[ et U(tl) = 0.
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Par suite, sur [tp,¢;[ nous avons 0 <o =u" —u <",

Ce qui implique que «' est croissante sur [tyy, ;].

Puisque v’ (tpr) = 0 nous avons donc ¢’ (t) > 0 pour tout t € [tas,t;], ce qui mon-
tre que u est croissante sur [ty,t;[; mais ceci contredit le fait que u (tp) est la valeur

maximale de u.

(ii) Si tp =0, alors w' (0) < 0. Puisque u (27) = u (0) il s’en suit que «’' (27) > 0. Mais
v (0) =o' (27) et alors nous avonsv’ (0) = 0. Maintenant, nous procédons comme

dans le premier cas.

(iii) Si tps > tm, nous procédons comme dans le cas (i).

Remarque: Pour une autre preuve, nous référons le lecteur & [56], page 60. O

2.1.3 Sur et sous-solutions

Soit f: I x R — R; de cette fonction deux applications sont induites f et f définies par

F(tw) = Tim f(tu—e)
F(t,u) = lim f(tu+e)

Définition 2.7. Soient ¢;, p; € W3°(I)

(i) nous dirons que ¢; est une sous-solution pour (P) si et seulement si
¢”1(t) + F(t, ¢1(t)) > e(t) pour presque tout t € I
©1(0) < @1(T)
£1(0) < (T

(i) 2 est dite sur solution pour (P) si et seulement si

©”2(t) + f(t, p2(t)) < e(t) pour presque tout t € T
©2(0) 2 ¢2(T)
#5(0) > h(T)

si les inégalités sont strictes, 1, 2 sont dites strictes sur et sous-solutions.
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2.2 Formulation du probléme et énoncé du résultat
principal

Le probléme (P) est considéré avec e € L*(], R) et la non linéarité f vérifiant

(H1) (i) Pour toutu € R, f(.,u) est mesurable sur I,
(i) Pour presque tout t € I, f(¢,.) est continue sur R\ {w1}
(33) [f(t,u1) = El_i’r(x)}F f(t,uy — €) et f(t,uy) = El_i}r(x)}k f(t,u1 +¢)
existent, sont finies pour presque tout t € I
et f(t,u1) < Ft,u1) et f(t,u1) € [i(t,ul),?(t,ul)] :
De plus, f(.,u1)etf(.,u;) sont des fonctions de L>(I,R),
(iv) Pour tout r > 0, il existe une fonction 7, € L% (I,R.) telle que
| f(t,u)] < 7-(t) pour tout u € [, +r] et pour presque tout ¢ € [
(H2) u(t) ::liﬁ Jsrgop L%ﬂ et v(t) :=limsup I%l‘l existent, presque partout sur

U—+—00
I et vérifient :Essirtlf,u(t) >0, Essinf v(t) >0et ||y ;% + HV“;% > I
(H3) lln? inf ﬂ%@ > 0 uniformément en ¢ pour presque tout ¢ € I.
Uu|—oo

Définition de la notion de solution pour le probléme (P).

Une solution pour (P) est une fonction u € H3(I) vérifiant
u” (t) € G(t,u(t)) pour presque tout t € I (2.3)

ou G(t,u(t)) est une fonction multivoque définie par

{e(t) — £t u(t)} siu(d) #w

G(t,u(t) = N
{ [e(t) — f(t,u1),e(t) — i(t,ul)] si u(t) = wy

avec u; point de discontinuité de f(t,.).
Commentaire sur les hypothéses.
Les conditions que nous considérons relient le comportement asymptotique de f(t,s)

au spectre de Dancer-Fucik du probléme positivement homogene

(x { v +out—Pu” =0
u(0) — uw(T) =« (0) — v'(T)
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Rappelons que le spectre de Dancer-Fucik noté S (cf:[31]et [57]) est constitué par
I’ensemble des paires (o, 3) € R? tel que (*) admet des solutions non triviales. Précisément

S peut-étre exprimée par

S = U Crm, ot Cp = {(a, 8); af = 0}

meN

et pour m > 1

Cette notion de spectre a motivé certaines études récentes dans la théorie de suspension
de ponts impliquant la considération de non linéarités asymétriques [78]

Dans la littérature, différentes conditions ont été introduites pour garantir la non-
résonance, c’est a dire garantir I'existence de solutions de (P) pour tout e donné (cf. [76],
(93], [94], [45], [48], [62]et [54]). En général, les conditions de non-résonance imposent que
ﬂts’—sl n’interfére pas asymptotiquement avec les branches C,, i.e.

lim sup -————f(t’ )

8—t00 8

I%’i)ﬁ <Qx

g+ <liminf

8—+00

tels que

(9-,q+) € Cm et (Q—,Q.) € Crpyy pour un certain m € N

Notons que danslecas g = g, = m?et Q_ = @, = (m+1)?, nous avons des conditions de
non-résonance classique par rapport au spectre {m%, m € N} de I'opérateur différentiel %27
avec les conditions aux limites périodiques, considérées par Mawhin [89] pour la solvabilité
du probléme (P) dans le cas autonome avec f continue.

Les hypotheses (H2),(H3) sont des hypothéses de non-résonance classiques. Elles im-
pliquent que f n’est pas majorée sur R* ni minorée sur R™ par rapport & u uniformément
en t pour presque tout t € 1.

En effet, si nous supposons, par exemple, que f est majorée sur R™, alors il existe une
fonction k(t) mesurable en ¢ telle que f(¢,u(t)) < k(¢) pour tout u € R et pour presque
tout £ € I, ce qui implique alors que lim sup f%ﬂ) = 0 pour presque tout ¢ € I, ce qui

U~ +00

contredit £ss iIt]f u(t) > 0.
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Ceci permet d’affirmer 1’existence d’au moins deux constantes A et B telles que pour

presque tout t € 1

e(t) - f(t, A) > 0ete(t) - f(t,B) <0
ce qui fait de A une stricte sur-solution et de B une stricte sous-solution pour (2.3) avec
des conditions périodiques.

En posant g(t,u(t)) = e(t) — f(¢,u(t)), nous avons
G(t,u(t)) = [g(t,u(®)), 3(t,u(®)))]

ol g(t, u(?)) = e(t) — f(t,u(t)) et g(t,u(t)) = e(t) — f(t,u(t)).
Résultat principal
Théoréme 2.8. Si en plus des hypothéses (H1), (H2), (H3), e(t) ¢ [i(t,ul),f(t,ul)]
pour presque tout t € I, 'équation (2.8) admet au moins une solution u € HZ(I).
Preuve: La preuve du théoréme 2.8. se fait en plusieurs étapes
Premiére étape

Soit N : CY(I) — L%*(I), Vopérateur défini par
Nu = {w: I — R mesurable; w(t) € G(t,u(t))}

Nous caractérisons A par le lemme suivant.

Lemme 2.9. N est bien défini, s.c.s., & valeurs convexes. Il est borné sur les sous
ensembles bornés de C(I).

Preuve: La démonstration de ce lemme utilise des arguments de [56], (en particulier
nous adaptons la preuve de la proposition V.1, p. 30, & notre cas).

Soient up € C1(I) et w € Nugy

,[g(t, wo(®))))

ug est borné, par Uhypothese (H1), g(¢,uo(t)) et g(t,uo(t)) sont bornées. Ce qui permet
de dire que par définition de G et I’hypothese (H1), G(¢,u(t)) est bornée si (¢, u(t))

[w(®)] < max (|g(t, uo(t))

appartient & un borné de I x R. Et les valeurs de AV sont convexes par définition de G.
Montrons maintenant que N est s.c.s., i.e. pour £ > 0, il existe § > 0 tel que si
l|lu — uoll; < 8, nous avons Nu C Nug+ Brz(e) ott By2(e) est la boule de L?(I, R) centrée

en 0 et de rayon ¢.
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Considérons ’ensemble I ,, , défini, pour m € N*, par
= {t € I o~ )] < - = Glt,0)  |g(t,u0(t) — 5,96 wol) + 5}
vym ) 0 m 3 g\t, ug Rag y 40 R

ou v € R et R une constante qui sera déterminée au cours de la démonstration.
I, est mesurable car f , f et e sont mesurables en t.

Posons

En. = ﬂ Iym.

vER

En effet, soit ¢ € I, considérons

€
01 ={veR; g(tv) <gu)+5) e
€
Oy : = {'u eR; g(t,v) > g(t,uo(t)) — —E}
O, et O, sont ouverts car les fonctions g et g sont respectivement semi-continue supérieure-

ment et semi-continue inférieurement. (Voir [56]).

Il existe alors un m tel que
@) 1u(t)+1[C(’) NnNo
u —_— — ——
0 » Uo 1 2

oo
ce qui implique que t € E,. et donc nous avons I C U Ep.. Et par définition
1

m=

o0 o0
U Eme C I. D’ou I’égalité. Par conséquent nous avons mes ( U Em,s) =T et il existe
m=1 m=1

un mo € N, mes(Em, ) >T — 5.
N étant borné sur tout ensemble borné de I x R, alors il existe C, une constante

positive telle que
pout tout w € Nu  Jjw|l, < C si |u] <1+ suplue(t)]. (2.4)
tel
Pour £ > 0, nous considérons R, une constante positive telle que

2
R > max (§—S——,\/2T>

Soit 0 < 6 < El"& pour u tel que ||u — ug||; < 6, nous montrons que Nu C Nug+ Byz(e),

i.e. pour w € N'u, nous montrons qu'’il existe v € Ny tel que [jv — w2 <e.
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Soit donc w € Nu, nous définissons v par

g(t,uo(t)) siw(t) =9g(t uo(t))
v(t) == w(t)  sig(t,uo(t)) <w(t) <F(t uolt)
g(t,up(t)) siw(t) < g(t,uo(t))

alors ainsi définie v € Nug car v(t) € G(t,up(t)) pour t € I.
Maintenant si t € Ep, ., alors par définition de Epy . et ||u —uoll; < § <

avons

w(t) € G(t,u(t)) C ] g6, uo(t)) — 5,30t uo(®) + 5

et par conséquent : |v(t) — w(t)| < %. Ce qui entraine
2

/ o(t) — w(t)2dt < ———T < -2- (par le choix de R)

Emo '€

D’autre part, en utilisant (2.4), nous avons

o) —w@)Pdt < 2 [ (@ + @)t

N\Emg,e IN\Emge
< 4C*mes(I\Emye) < 4C2 £ cq0r e
8C?
d’ou
2 e?
o(t) —w(@)fdr < 5
N\Emg.e
et alors

Par suite A/ est s.c.s.

, nous

Nous allons distinguer deux cas: le cas o A > B, i.e. le cas ou les sur et sous solutions

sont bien ordonnées et le cas ou A < B.

Dans le premier, et par analogie au cas univoque (cf. [63]), la démonstration se base

essentiellement sur une modification de la non linéarité et la construction d’une homotopie

qui permet de conclure en appliquant la transversalité topologique.
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Dans le second cas nous adaptons la technique de démonstration du cas univoque au
cas multivoque avec les transformations nécessaires pour le fonctionnement.

Casl: A> B

Posons K (t,u(t)) := G(t,u(t)) — u(t), la fonction multivoque associée & k(t,u(t)) =
g(t,u(t)) — u(t) pour t € I.

Ainsi, la recherche de solution u € HZ(I) de (2.3) se raméne & la résolution du probléme

équivalent

{ u” (t) — u(t) € K(t,u(t)) pour presque tout t € I 25)
u(0) —u(T) = v/ (0) —«(T) =0

Nous considérons (2.5) car 'opérateur L : H2(I) — L*(I) défini par Lu = u” — u est
inversible.

Construction d’une homotopie.

Pour X € [0,1], posons

max {—A,\k(t,A)} uv>A
k(t,u,X) = Mk(t, u) B<u<A
min {—B, Ak(t, B)} u<B

La multi-application associée est alors

4

:max{~A, Ak(t, A)} , max {—A, )\E(t,A)}] siu> A

:)\k_(t, A), max {—A, Ak(t, A)H siu=A

K(t,u,\) = Ak(t,u), Nk(t,u)] siB<u<A (2.6)
:min {—B, Mk(t, B), ME(t, B)}] siu=B

min {~B, Ak(, B)} ,min { - B, M(t,B)}] siu<B

Pour chaque A € [0,1], K ainsi définie vérifie les propriétés suivantes

1. Siu: I — R est une fonction mesurable alors K(t,u(t)) est mesurable par
Phypothese (H1).

2. K est bornée sur tout sous-ensemble borné de I x R par application du lemme 2.9

et la définition de A et B.
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Maintenant, considérons la famille de problemes
uw —u(t) e K (t,u(t), \) pour presque tout ¢ € I
(P){ u0) —w(T)=0
v (0) -« (T)=0
Lemme 2.10. Les solutions u € H3(I) d’un probléme (P,) pour un certain A € [0, 1]

satisfont B < u(t) < A pour presque tout ¢ € I.

La Preuve se base sur le principe de I’ Anti-maximum (lemme 2.6). Soit
I« ={tel; u(t)>A}, et
I : ={tel, u(t)<B}
Si u € H3(I) est une solution de (P) pour A € [0,1], alors u”(t) — u(t) € K(t,u(t),\) et
par (2.6), nous avons pour presque tout ¢t € [+
u”(t) — u(t) > max {—A4, M\k(t, A)} > -A

ie. L{u— A) >0 pour presque tout ¢t € I+.

Nous pouvons donc appliquer le lemme 2.6 et alors v — A < 0 sur I+, d’ou u(t) < A,
pour presque tout t € 1.

Toujours en utilisant (2.6), nous montrons que L(B — u) > 0 sur I~; ce qui entraine,
par application du lemme 2.6, que B —u < 0 i.e. u(t) > B pour tout ¢ € I-. Et alors
u(t) > B pour presque tout ¢ € I. O

Lemme 2.11. Soit u € H3(I), une solution de (P,) pour un certain A € [0,1]. Alors

il existe une constante positive M; telle que
|/ (t)| < M; pour presque tout t € I.
Preuve: Soit u € H7(I) une solution de (Py). Il découle du lemme 2.10 que
lu(t)] < sup (A],|B]) +1 =: Mo

Puisque u est bornée par My, alors par application du lemme 2.9, K (t, v) est borné par une
constante dépendant de My,ce qui entraine par (2.6) ’existence d’une constante positive

Cu,, dépendant de My, telle que
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D’apres les conditions de périodicité, nous avons

/T (1) dt| = /T w” (t).u(t)dt

ce qui entraine

T
w(t)] dt < / 0 (£)] . [u(t)] dt < Mo.Casy.T
0

[

et par suite
1
el < (MET + Mo.Cy, T)?

Et puisque l'injection de HZ(I) dans C'(I) est continue, il existe alors une constante

positive M; = M;(My, Cyy,) telle que
|4/ (¢)| < M; pour presque tout t € T

ce qui acheve la preuve du lemme 2.11. O
Lemme 2.12. Si les conditions du théoréme 2.8 sont satisfaites, alors le probleme
(P) admet au moins une solution v € HZ(I) telle que B < u(t) < A.
Preuve: Pour X € [0, 1] soit Popérateur Ny : C1(I) — L?*(I) défini par

(Nyu)(t) :== K(t, u(t), ).

De (2.6) et du lemme 2.9, nous avons N, s.c.s. et borné sur tout sous-ensemble borné
de CY(I).

Pour My et M, les constantes du lemme 2.11, prenons M > max(My, M;) et définissons
B (M) 1a boule ouverte de CL(I) de centre 0 et de rayon M .

Considérons la fonction multivoque

H :[0,1] x Bei(M) — CH(I)
H(\u) = joL 1oNyu
ot j : H2(I) — C}(I) est définie par j(u) = u.
L’injection j est complétement continue (voir [22]) et Popérateur L : HZ(I) — L*(I)
est bijectif et continu, donc L~! existe et il est continu.

Les propriétés de j, L™! et Ny font de H une homotopie compacte.
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Notons H(A,.) par Hy. Il est clair que les points fixes de H) sont solutions de (P\)
dans l'ensemble {u € C'(I); B < u(t) < A} et satisfont & |[uf, < M. Les lemmes 2.9,
2.10, 2.11 et le choix de M impliquent que H), est sans point fixe sur B (M). H est
une homotopie compacte entre H; et Hp. Le théoréme 2.2 implique que H; est esentielle
si Hp Pest.

Montrons que Hy est essentielle. Ho(u) = H(0,u) = joL! Nou

' {max{—A,0}} siu>A
[0,max {—A,0}] siu=A
Nou(t) = E(t,u(t),O) =4 {0} siB<u<A
[min{-B,0},0] siu=B
| {min{-B,0}} siu<B

Si nous considérons la famille de problémes (Py)? définie par

w” (t) — u(t) € 5K (t, u(t),0)
(Po)’{ u(0) —w(T) =0
w(0)-«(T)=0
et
Ho : [0,1] x Bea(r) — CH(I)
Ho(6,u) := joL~ 06 Nyu
Ho est s.c.s., compacte et & valeurs convexes. Les points fixes de Hy (6, .) sont les solutions
de (Pp)°. Or, pour r assez grand, H, est sans point fixe sur B¢ (r). Ho est une homotopie
entre Hy = Hy(1,.) et Ho(0, .), avec Ho(0,u) = 0. L’unique solution de (Py)? est la solution
triviale 0 € Be1(r). Ce qui entraine Hy est essentielle.
Le théoréme 2.5 implique que H; est aussi essentielle et admet alors un point fixe u
qui est solution de (P;).
Remarque 2.13. Une solution de (P;) est solution de (P).
En effet, si u”(t) — u(t) € K(t,u(t),1) et B < u(t) < A alors si u(t) = A, nous avons
u”(t) — u(t) < max {—A,E(t,A)} . Par définition de A, nous avons —A < g(t,A) — A =
k(t, A) ce qui entraine u”(t) — u(t) < k(t, A) = k(t,u(t)). De méme si u(t) = B, v’ (t) >

29



k(t,u(t)). Aussi si B < u(t) < A, K(t,u(t),1) = K(t,u(t)). Ainsi u” (t) — u(t) € K (¢, u(t)
pour presque tout ¢ € I d’olt u est solution de (P).

Maintenant si Lu(t) € K(t,u(t)) et Iy = {t € I;u(t) = u;}, alors mes(I;) = 0.
Car sinon, nous obtenons e(t) € [ flt,w), f(t, uz)] , ce qui est impossible. Et alors nous
obtenons

Lu(t) = k(t,u(t)) pour presque tout ¢t € T
et par conséquent
u” (t) + f(t,u(t)) = e(t) pour presque tout ¢ € I

Et alors u est solution de (P). o

Remarque 2.14. Nous avons ajouté la condition

e(t) ¢ [i(t, ul),f(t,ul)} pour presque toutt € I,

pour écarter la solution triviale u(t) = u; pour presque tout ¢ € I. En effet si la condition
n’est pas vérifie, la solution que pourrait déterminer le théoréme 2.8 ne serait que le

point u; ou encore égale & u; sur un ensemble de mesure strictement positive.

Cas 2 A<B
Notons que ce cas peut se produire par exemple si limsup f(¢,s) = +oc et lim Jénf
8—+400 82100
f(t,s) > —o0 ou limsup f(¢,s) < +oc et lgr_gjglof f(t,s) = —o0.

8=+ 00
Sans restriction, nous pouvons supposer que A < 0 < B. Au besoin, nous pouvons

remplacer u par u — 4—"—*“2-—5. De plus, nous pouvons supposer I’existence d’une constante
positive c; telle que sgn(s)f(t, s) > —c; pour tout s € R et pour presque tout ¢ € I. Car,
sinon f n’est pas bornée supérieurement sur R™ ce qui implique I’existence d’un A’ > B
tel que e(t) — f(t, A') > 0. Ou encore f n’est pas bornée inférieurement sur R™, ce qui
implique P'existence d’'un B’ < A tel que e(t) — f(¢, B') < 0.
Fixons 6 tel que 0 < 6 < pu(t) et 0 < @ < v(t) pour presque tout ¢ € I. L’hypothese
(H2) implique alors que le probléme périodique
u” (t) + Ou(t) = o(t) pour presque tout t € |
u(0) —u(T) = (0) —/'(T) =0

(2.8)
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admet pour chaque o € L?(I) une solution unique. Ce qui définit d’une maniére unique
l'opérateur inverse de L
Ly : HF(I) — L*(I)
Liu=v4"+6u
Premiére étape: construction d’une homotopie

Pour X € [0,1], considérons la famille de problémes

u(t) +0ult) = A(e(t) — f(t,u(t)) + Ou(t))
(P){ w(0) —u(T)=0
v(0) -« (T)=0
pour A =1, (P}) se réduit au probléme initial (P), et
pour A =0, (P§) se réduit au probléme (2.8) avec ¢(t) = 0, pour tout ¢ € I.
Posons r(t,u, A) := Ale(t) — f(t,u) + 6u] et définissons r(¢,u, A) et 7(t,u, ) par

r(t,u,\) : = liI(Z%—T‘(t,’U,——E,)\)
(t,u,A) = lir(r)iLr(t,u—i—a,)\)

{'I"(t,’u, A)} siu 75 Uy
[F(t,u, A), 2t ud)]  siu=1wu

Considérons R(t,u, A) := {
En posant (R\u)(t) := R(t,u,)), nous obtenons un opérateur Ry : C*(I) — L3(I)

qui est s.c.s. et & valeurs convexes et borné sur les sous-ensembles bornés de C'(I) (par
application du lemme 2.9)

Considérons le probléme multivoque suivant

o | U (t) +6u(t) € (Ryu)(t) pour presque tout ¢t € I
(FY)
u(0) — u(T) =v'(0) —'(T) =0

pour A = 0, (PZ) se réduit & (2.8) avec ¢ = 0, sur |

Soit H : [0,1] x CF(I) — Ck(I), définie par
H(\,u) = joLT'oRyu

Les (P}) sont alors équivalents & u € H (), u); les points fixes de H sont donc les solutions

de (P2?).
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Remarque 2.15. H(0,u) = 0, lapplication nulle, pour tout u € CH(I) et alors
H(0,.) est essentielle,

Deuxiéme étape: majoration & priori des solutions de (P2)

Lemme 2.16. Il existe une constante m, indépendante de A, telle que pour toute
solution u de(P?), telle que A < u(t,) < B pour un certain ¢, € I, nous avons flull; <m.

Preuve: Supposons au contraire qu’il existe des suites (u;), dans H2(I), (\)x dans

[0,1] et (k) dans I telles que

(3)  (Ar,ux) vérifient (P?) pour A = Mg et u = uy
(%) A< uk(tk) < B (29)
(#2) [lull, > &

Soit Ry > max (|A|, B, |ui|) + 1. Définissons P(t,u) et Q(t,u) par

Pl = | {0,min (242, (#))} siw> Ry
P(t, Ro) siu< Ry 210
Q(t,u) = max {O,min (fif;—“),u(t))} siu<—Rp '
, - Q(t7 ""'RO) st u> _RO

Ainsi définies P et @) sont mesurables en ¢t et continues en u et
P(t,u) € 0,u(t)],  Q(tu) € [0, ()]
Notons par 4™ et u~ les nombres réels
u* = max(u,0) et  u” :=max(—u,0).
Nous définissons ’application f par
Ft,w) = f(t,u) — P(t,w)ut + Q(¢, u)u~
Ainsi définie f(t,u) vérifie

f(t
lim sup ————f( ) =0
Jul—-+o00 u

de 14 et de 'hypothese (H1)(iv) nous pouvons alors écrire que pour tout € > 0, il existe

Ye € L®(I,R™), tel que pour tout u € R et pour presque tout ¢ € I, nous avons
|F(t,w)] < e lul +7:(t) (2.11)
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et si nous posons
_ w(t)

~ Jslly

nous avons f|vg||; = 1 et vy, vérifie 'équation

v (t) + Oui(t) € l ——— (R uk)(t) (2.12)

Il est clair que les fonctions py , g définies par

pe(t) @ = MNPt w(t)) + (1 — )0 (2.13)
a(t) = MQ(t, ur(t)) + (1 — M)

sont mesurables en ¢t et vérifient
pe(t) €[0,p(t)] et g(t) € [0,0(2)]

De plus si s est définie, pour ¢t € I, par

s4(t) = ot [e) = it )]

alors pour & > 0, il existe v} € L®(I,R*) telle que

7 (t)
[

pour presque tout t € I. Pour k assez grand, nous avons ||sx(t)||, < 2¢; i.e. si converge

|sp(t)] < e+

uniformément presque partout sur I vers 0.

Soit Sy la multi-application associée & si
Sk(t) := [8x(t), su(t)]

avec

sk(t) 71—’0+ “u ” ( (t) f(t;uk(t) - 77))

() @ = lim —— ” (e(t) f(t,uk(t)+77))

17—-»0'1" ”
Donc s;(t) = 5k(t) si ux(t) # ui. De (H1), s(.) et 3x(.) sont mesurables et bornées

presque partout sur I, et |[3||., , I8kl tendent vers 0 quand k tend vers oo.
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De (2.12), nous déduisons
v (t) € Sk(t) + {qk(t)v; - pk(t)v,;”} pour presque tout t € I (2.14)

La définition de vy et les propriétés de Sy impliquent que les fonctions v” x sont uni-
formément, presque partout sur I,bornées par une fonction de L™ (I,R™). Alors, en pas-
sant, si nécessaire, & une sous-suite que nous appelons toujours (vk)&, nous avons (vy)
converge vers v uniformément presque partout sur 7.

Supposons que Ay, — A dans [0,1]. Nous commengons par observer que v(t) =0
pour au moins un t;. En fait, soit ¢; = klggo tx, alors v(t) = -ﬁfﬁ% tend vers 0 quand
k — +oo d’aprés (2.9) et puisque v;, converge uniformément vers v, nous obtenons klggo
ve(tr) = 0 = v(tp).

De plus, les suites py et g étant bornées dans L>(I, R), il existe alors p, q telles que
p(t) := kEIfoo pi(t) et g(t) := kEI—}]—:loo qk(t) dans L™ par rapport & la topologie faible*,
p(t) € [0, u(?)], q(t) € [0,v(t)] pour presque tout t € I.

De la discussion précédente, nous déduisons alors que v € H%(I) et vérifie

v”(t) € {—p(t)v™(t) + q(t)v~(¢)} pour presque tout ¢t € I
v(0) —v(T) =v'(0) —'(T) =0

(2.15)

Et puisque P et () sont continues en w, alors & partir de (2.13), nous pouvons écrire (2.15)
comme suit
v"(t) = —p(t)v*(t) + q(t)v—(t) pour presque tout ¢ € I
v(0) — v(T) =v'(0) —v'(T) =0

(2.16)

T
Supposons que v(t) > 0 sur I. Alors v™(t) = 0 et [ p(t)vT(t)dt = 0. Ce qui implique
0

T
que p(t)v*(t) = 0 pour presque tout ¢ € I. De (2.16), nous obtenons ainsi f |[v/(t)?| dt = 0.
0
Donc v doit étre constante. Puisque v(tp) = 0, alors v = 0. Ce qui contredit le fait que v
est la limite uniforme de la suite vy et |jvg|; = 1.

De maniere analogue, nous arrivons & une contradiction si nous supposons que v(t) < 0
pour tout t € I.

Donc v doit changer de signe sur I.
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SoientalorsOSang_cgdthelsque
1) v(t)>0 sur [a,}]
2) v(t)<0 sur [c,d]
3) v(e)=v(b)=v(c)=v(d)etd—a<T

Montrons maintenant que

T T
b—a> etd-—c>

= 2/ =2/

ot po = [|lleo €t o = [l -
Considérons la premiére inégalité. Multiplions I’équation de (2.16) par v(t) et intégrons

sur [a, b] .
b b

/ V2 (t)dt = /b p(t)v*(t)dt < /b p(t)vt(t)%dt < po / vt (t)%dt

a

Puisque v € HZ(I)NWy* [a, b, alors en utilisant I'inégalité de Poincaré [22], nous obtenons

/b V2 (t)dt < po (b ; “)2 /b o' (t)2dt

ce qui implique

b—a21:>b—a2—7r—

D’une maniére analogue, nous montrons que d—c > —\}’—176 Et puisque (b—a)+(d—c) < T,

alors —\}’7_5 + f_ﬁ—E < T, ce qui contredit ’hypoyhése (H2).
Ceci acheve la démonstration du lemmme 2.16. O
Troisieme étape

Soit 2 Vouvert de CL(I) défini par
Q:= {u € Cr(I);3tyeI,A<u(ty) <Bet ||uf, < m}.

Lemme 2.17: Les solutions de (P?) pour A € [0, 1], ne sont pas sur 6.

Preuve: Pour montrer ce lemme, nous prouvons que toute solution de (P?) pour
A € [0,1], telle que u € Q vérifie A < u(r) < B pour un certain 7 € I.

Soit alors u € 0, une solution de (PZ) pour A € [0,1]. Supposons qu’au contraire

u(t) > B, pour tout t € I, alors u € 9 et il existe ty € I tel que u(tp) = B = minu(t).
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Par définition de stricte sous solutions dans W%*(I), nous pouvons trouver un voisinage
JCIdetyett; €J tels que

(?) BeW*(J)

(i) W(t1) sgn(ti —to) >0

(ii3) v (to) =0 et u”(to) >0

(iv) «”(t) + Ou(t) € (Ryu)(t) pour presque tout t € J
ce qui implique, pour presque tout t € J

W (8) +0u(t) < A [e(t) — F(t, u(t)) + Ou(t)]

w(t) < Ale(t) - F(tu(t)] - (1~ 2ou(?)
< Ae®) - F(t,ut))] - 1 - N8B <0

car B < 0 et —f(¢,B) + e(t) < 0 (et u(t) est dans un petit voisinage de B car u est
continue). Ce qui contredit B = min u(t).

Et par suite u(7) < B pour un certain 7 € I.

De méme, nous pouvons prouver que u(7) > A. O

Comme conséquence des lemmes précédents, nous voyons que ’homotopie compacte
H(},.) est sans point fixe sur 8§ pour tout A € [0,1]. Puisque H(0,.) est essentielle,
H(1,.) est essentielle par application du théoréme 2.2. Et alors H(1,.) admet un point
fixe dans €, qui est solution du probleme (P?) et, par suite, du probleme (P}') (car mes (I;)
est nulle comme dans le cas 1). Nous obtenons alors une solution pour le probleme (P).

Ceci complete la preuve du théoréme 2.8. O



Chapitre 3

Non linéarités avec singularité

3.1 Introduction

Les équations différentielles du second ordre avec singularité apparaissent dans la de-
scription des particules sous P’action de forces de type newtonienne ou encore dans la
compression de gaz.

Ce genre d’équations a été étudié des les années 60 par de nombreux mathématiciens.
Faure [51] fut le premier & considérer la méthode de Leray-Schauder pour étudier les
équations

fﬂ+mﬁk;%5:e@) (3.1)

k étant négatif.

Lazer et Solimini [79] utilisrent les méthodes topologiques pour étudier les équations

o + = = h(t) (3.2)
et
w-%:mn (3.3)

qui sont soumises & des conditions aux limites périodiques. Le résultat principal obtenu

est: une condition nécessaire pour I’existence de solutions T-périodiques de (3.2) (respec-
T T

tivement (3.3)) est que [h(t)dt > O (respectivement [ h(t)dt < 0). Ces conditions sont
0 0

aussi suffisantes si o > 1.
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Fonda [52] utilisa les mémes techniques pour étudier existence de solutions T-périodi-

ques pour le probléme autonome
2+ 9(c) = e(t) (3.4)

Nous généralisons (dans un sens) le résultat de Fonda au cas non autonome en con-
sidérant I’équation

u(t) + ful)=et) 0<t<T (3.5)

en supposant que f admet une singularité en un point 4. Nous imposons une condition de
croissance en ¢ qui est suffisante pour faire fonctionner le méme procédé de démonstration

utilisé par Fonda [52].

3.2 Préliminaires

Dans ce paragraphe, nous introduisons les définitions nécessaires & la suite de notre travail

(cf. [67] et [88]).

3.2.1 Opérateur L-compact

Soient X, Y deux espaces vectoriels normés sur R et L : D(L) C X — Y un opérateur de
Fredholm d’indice zéro (pour la définition et les propriétés des opérateurs de Fredholm
voir [10] et [103]). Nous notons par F(L) 'ensemble des applications linéaires continues
de rang fini 1 : X — Y qui sont telles que L + 1 : D(L) — Y est une bijection.

Définition 3.1. Soit E un espace métrique. G : E — Y est un opérateur L-compact
sur E ¢'il existe ¢ € F(L) telle que (L +¢)~'G : E — X est compact sur E.

Remarque 3.2. Pour £ C X, X =Y et L = I, ce concept se réduit au concept
classique d’opérateur compact, introduit par Schauder [117].

Siy: X — Y est linéaire, L complétement continue sur X et si ker {L + ¢} = {0},
alors L 4+ : D(L) — Y est bijective et pour toute application L-compact G : E — Y,
Papplication (L +4)~1G : E — X est L-compact sur E.

Caractérisation d’opérateur L-compact
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L étant un opérateur de Fredholm d’indice 0, il existe des projections continues P :
X = XetQ:Y — Y telles que Im(P) = kerL et kerQ = Im(L) et une bijection
J :ker L — Im(Q) qui fait de L + jP : D(L) — Y une bijection.

Posons

Kpg = (Lu)(/:)rwmp)‘1 I-Q)

Kpq est I'inverse & droite de L associé & P et Q.

1l est facile de vérifier que G : E — Y est L-compact sur E si et seulement si QG :
E —'Y est continue, QG(F) est borné et KpoG : E — X est compact.

3.2.2 Théorie du degré pour des perturbations L-compact d’opé-

rateur de Fredholm d’indice zéro.

Soit © un ouvert borné de X.

Notons par Cy, I’ensemble des couples (G,€) ot G : D(L) N — Y s’écrit sous la
forme G = L+ N avec N : @ — Y L-compact, et vérifie 0 ¢ G(D(L) N 8%).

Une application Dy, de Cp, vers Z est appelé degré relatif 4 L si Dy n’est pas iden-
tiquement nul et vérifie les trois axiomes suivants (similaires & ceux du degré classique de
Leray-Schauder):

a) ariome d’addition-ezcision : Si (G, Q) € Cy, et Oy, Qy sont deux sous-ensembles de

(2 ouverts, disjoints tels que
0¢G[D(L)N (D\ (N )],
alors (G, ) et (G,Qp) € Cy, et
D(G, Q) = Di(G, %) + Di(G, )

b) aziome d’invariance par homotopie : Si T est un ouvert borné dans X x [0,1],H :

(D(L) x [0,1) NT — Y ala forme
H(z,A) = Lz + N(z,\),
ot N : T — Y est L-compact sur T et si
H(z,\) ¢ 0
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pour tout (z,A) € (D(L) x [0,1]) N (8T) alors lapplication
A= D (H(.,A),T)

est constante sur [0,1] ot I'y dénote I’ensemble
{z€ X :(z,A) € 0T}

¢) aziome de normalisation : Si (G, Q) € C;, avec G la restriction & § d’une application

linéaire bijective de D(L) dans Y, alors
|Dy (F, Q)] =1

si0e G(D(L)NQ).

Soit C(L) I'ensemble des applications 1 linéaires complétement continu de X dans Y
tel que ker(L + ¢) = {0}.

Si nous fixons une orientation [96] sur ker L et sur coker L = Y/ Im(L) nous pouvons
par exemple définir C, (L) une classe contenant les applications ¢ de la forme urs IAP ou
A : ker L — coker L est un opérateur préservant les isomorphismes et mq est la restriction

a Im(Q) de la projection canonique
m:Y — coker L

Posons
J = 7r§1A tker L — Im(Q)
il est facile de calculer
(L+IP) ' =J"'Q+Kpg
et alors

I+(L+JPy (N-JP)=I-P+J QN + KpgN
et la définition suivante est alors justifiée.
Définition 3.3. Si (G,Q) € Cy, le degré de G dans (2 par rapport & L (ou relatif
L) est défini par
Dy(G,) = Di(I+(L+9)"(N—-1¢),9Q)
= deg(I + (L+%)"'(N —+),Q,0)
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pour tout ¢ € C, (L).

Proposition 1 (propriété d’existence) . Si (G,Q) € Cy, est tel que Dy (G, Q) #£0,
alors G admet au moins un zéro dans .

Théoréme 3.4. Soit (H,Q) € Cp et F=L+N avec N:Q Y L-compact et Q un
ouvert borné de X. Si les conditions suivantes sont vérifiées

1) AFz + (1 = M) Hz # 0 pour tout (z,X) € (D(L) N 8%) x 0,1]

2) D,(H,Q) #0.

alors léquation Lz + Nz = 0 admet au moins une solution dans D(L) N .

3.2.3 Degré associé a une équation autonome

Soit T > 0 et Cp = {x € C(R, R?);z(t + T) = z(t),t € R}.
Cr est muni de la norme ||z|| = max (sup |z1(t)], sup lmg(t)l) .
t t

Nous définissons I'opérateur linéaire L dans Cy par

D(L) = {a: € Cr;z est de classe C’l}

et
(Lz)(t) =7'(t), t € R.
Soit g : R? — R? continue.
Considérons les solutions T-périodiques de ’équation autonome
/() = g(=(?)) (3.6)
si G : Cr — Cp est application continue définie par P
(02)(t) = 9(a(t)) (/ T
alors trouver les solutions T-périodiques de (3.6) est équivalen"&;’v‘;i_r__ésoudré Péquation
abstraite “ G /
“ww‘"""-'-«mw;wh""‘ y’”
Lz =Gz

dans D(L) N Cr.
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Maintenant, z € ker L si et seulement si z € D(L) et
z(t) =c

pour ¢ € R?, alors ker L = RZ.
SiyeImL,ie y€ Cret
2'(t) = y(t)

pour un certain z € D(L), nous obtenons par intégration

1 T
P(y) == / y(t)dt = 0 (3.7)
0

alors Im(L) C ker P, avec P continue, une projection sur un espace de dimension finie.

De méme si (3.7) est vérifié, alors les solutions de I’équation
' (t) = y()

sont T-périodiques et donc

ker L = Im(P)

Proposition 2. Si g : R? — R? est continue, alors le probleme de recherche de

solutions T-périodiques de (3.6) est équivalent & la recherche d’un point fixe de I'équation
=Mz
dans Cr ou M est complétement continue et définie par
Mz = Pz + [P+ K(I — P)|Gz

et K :ImL — Im L compact

K := (LID(L)ﬂkerP)_l

Théoréme 3.5. Sig: R2 — R? est continue et s’il existe un ouvert borné Q C Cr,

tel que (3.6) n'a aucune solution sur 0X), alors
Dy(L — G, Q) := deg(I — M, 0,0) = (~1)? deg (gjz2, 2N R?,0)
R? étant identifié avec le sous-espace des fonctions constantes de Cr.
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3.2.4 Théoréme de continuation

Nous énongons un théoréme fondamental pour la solvabilité du probleme

T = f(t,:L’)
z(0) = z(T)

(3.8)

Soit h une homotopie entre g et f telle que
h(t,2,0) = g(z),  h(t,z,1) = f(t )

Théoréme 3.6. Soit {2 C Cr un ouvert borné tel que

1) Il n'eziste aucune solution x € O de
z' = h(t,z, A), Aefo,1]

2) deg(g, QN R?,0) # 0.

Alors (3.8) admet au moins une solution z € ).

3.3 Formulation du probleme

Considérons donc le probléme (P) du chapitre précédent.
Définissons les applications F, D1 F et u(t) respectivement par
u
. F(t,u) == [ f(t,s)ds une primitive de f définie par tout u € Jug, +-00[ et pour
I+ug '

tout t € I.

. D;F la dérivée partielle de F' par rapport & ¢
OF
DlF = —a—i—(t,u)

e==lim i 2F(t,u)
. p(t) largi&f 5t

Le probléme (P) est étudié quand e est une fonction mesurable bornée; et f vérifie les

trois hypotheses suivantes
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(H4) (1) f:1 x]ug,+0o[— R, est continue en ¢ et u,
() lim f(t,u) = —o0
(H5) D\ F existe et est non négative sur [
(H6) (i) p(?) existe, est finie, positive et continue en ¢.
2
(i) o= s;gyu(t) < (%)

Remarque 3.7.

o L’hypothése (H6) constitue une hypotheése de non-résonance, permettant de garantir
Pexistence de solutions pour (P) pour tout e mesurable et bornée.

Ce genre d’hypothése est en général imposé dans le cas non autonome.

o Le fait que y soit positive implique que f n’est pas majorée en u uniformément en
t. Car si nous supposons que f est majorée, alors il existe une fonction ¢ € C(I) telle que
f(t,u) < ¢(t) pour tout ¢ € I et pour tout u > ug, u assez grand, ce qui implique alors
que F(t,u) < @(t)(u—uo — 1) pour u assez grand, ce qui implique p = 0 et ceci contredit
I’hypothese (H6).

Résultat principal

Théoréme 3.8. Si f vérifie (H4),(H5),(H6) alors le probléme (P) admet au moins
une solution.

Preuve: La preuve de ce résultat est basée essentiellement sur la théorie des sur et
sous-solutions et la théorie du degré topologique. Nous utilisons des techniques introduites
dans[79] et[52]

Détermination de sur et sous-solutions

- D’aprés la remarque 3.7, f n’est pas majorée uniformément en ¢ sur Juo, +00] et

puisque e est bornée, il est alors possible de trouver une constante B > ug telle que
supe(t) < f(t,B)  pourtoutte (3.9)
tel

B est alors sous-solution de (P).

_ e étant bornée et 1im+ f(t,u) = —oo uniformément en t, il existe alors Ay > ug une
U-—>’U»0
constante telle que
f(t, Ag) < min e(t) pourtouttel (3.10)
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Posons alors A := max {Ag > uo; (3.10) est vérifiée}

A est alors une sur-solution de (P)

Nous considérons comme dans le chapitre précédent deux cas. Le cas ou A > B et
celui ou A < B.

Casl. A> B

La théorie classique de sur et sous-solutions implique P'existence de solutions. Dans

ce cas, le probléme est tout d’abord modifié en un probléme (P') équivalent & (P)
w(t) +g(t,u) = e(t)

(P){ u(0) —u(T)=0
v'(0) -« (T)=0

A u>A
ol g(tau) = f(t”Y(u)) avec 7(“) =3y U B<u<A
B u< B

et par la suite (P’') est relié par homotopie & un probleme qui admet une solution
unique. Ce qui permet d’appliquer le degré topologique pour conclure. a

Remarque 3.9. Sans restriction, nous pouvons supposer que € := 7 fe(t)dt est nulle.
Car au besoin, nous pouvons retrancher € aux deux membres de I’équation v” + f(t,u) =
e(t) et poser alors fi(t,u) = f(t,u) — €, ce qui n’affecte en rien les hypotheses imposées
a f car e est bornée

Cas2. A< B

Dans ce cas nous choisissons C vérifiant
A<C<B (3.11)

De plus, nous pouvons supposer 1’existence d’une constante c; > 0 telle que, pour tout
b. pp q

u dans Jug, +00[, nous avons
sgn(u — C)f(t,u) > —¢;  uniformément en ¢ (3.12)

car sinon, f serait non minorée sur |C,+oo| uniformément en ¢, et alors nous pouvons

trouver A’ telle que A’ > B et f(t, A') < e(t) < f(t, B) et nous obtenons alors des sur et
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sous-solutions bien ordonnées nous ramenant au casl. De méme, si f n’est pas majorée
sur Jug, C[, nous arrivons aux mémes conclusions.

Considérons maintenant la famille de problémes (Py), A € [0,1]

u(t)—uo

(P) { )+ (1 NS LA [f(t ()~ e®)] =0 tel
w(0) - w(T) = /(0) —w/(T) =0

Pour A = 0, (Py) est le probléme autonome considéré par Lazer et Solimini [79]. En effet

si nous considérons 1’équation différentielle de (Fo)

u(t) - C
")+ ————=0
Y ( ) + u(t) - Ug
elle peut s’écrite
W (t) — C-w _ 4
u(t) — uo

et en posant w(t) := u(t) — up et k := C — ug, nous obtenons

LA

w0 w

-1

Pour cette équation, Pexistence de solution est assurée par [79]car Vintégrale sur I du
second membre est strictement négative.

Pour A = 1, (P;) est notre probleme (P).

Soit F la primitive de e définie par

E(t) = je(s)ds

E est périodique car nous supposons que € = 0.

Les problémes (Py) sont équivalents au systeme (Sx)

([ /(t) = v(t) + AE(t)

o) = — [(1 = Vi@ + M (G u)
w(0) — u(T) =0

| 9(0) — v(T) =0

(Sx) S

Formulation abstraite du probléme
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Posons

u(t) - C

2(t) = (u(t), v(t)) et ht, o(t), \) = (v(t) FABE A= Dy T,

MG, u(t»)

et
Cr(I) == {z € C(I,R*); 2(0) = =(T)}.

Définissons 1'opérateur H : Cr(I) x [0,1] — Cr(I)
H(z, M)(t) = h(t,z(t), N)
et I’'opérateur différentiel linéaire
L:D(L) = {z € Cr(I);z € C(I, R?)} — Cr(I)

par

(La)(t) = 2 () (3.13)

L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.

u est solution de (Py) si et seulement si z = (u,v) est solution de ’équation abstraite
Lz = H(z, \) (3.14)

Pour utiliser I'invariance par homotopie du degré associé & L, Dy, , nous construisons
un ouvert borné Q de Cr(I) tel que pour tout A € [0,1], Lz # H(z,A) pour tout
z € D(L) N o

La preuve du théoréme 3.8, dans le cas A < B devient alors la construction d’un tel
ensemble (2.

Les solutions de (P,) sont a priori bornées

Lemme 3.10. Si u est solution de (Py), pour A € [0,1], alors minu # B et maxu # A
(i.e. si u est solution de (Py), pour A € [0,1], u ne peut pas étre complétement dans
lintervalle ]—o0, A] ou bien dans [B, 4+00[).

Preuve: Montrons d’abord que minu # B. Supposons, qu’au contraire, il existe une

solution de (P,) pour un certain A € [0, 1], telle que minu = u(ty) = B > C > ug, ce qui
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implique u'(to) = 0. De la relation (3.9), nous avons f(to, B) > e(t). Alors par continuité

de f en u, il existe des nombres positifs £, § dépendant de u et ) tels que

u(t) — C
u(t)

Ce qui entraine que pour |t —tp| < 6§ —u”(t) >0

(1-X) +A[f(t,u(t) —e(t)] > €>0et ut) > C pour Jt ~to] <6

Soit t; € [to — 8, to[, nous obtenons
to
u(ty) = ulto) + / v (8)(s — t1)ds < B
131

ce qui contredit la définition de ¢,.
D’une maniére analogue, nous montrons que maxu # A. a
Maintenant, comme conséquence du lemme 3.10, dans la suite une solution u de (Py)
pour X € [0, 1] vérifie:
dt, € I tel que A < u(t,) < B (3.15)

Nous définissons la fonction f par
ft,u) = f(t,u) +cy+1
la constante ¢; provient de (3.12), la primitive correspondant & f est donnée par
F(t,u) = F(t,u) + (c; + 1) (u_uo-1)

Par I’hypotheése (H6), nous avons

. . . 2F(t,u) m\2
0 < po(t) = sup [I&I_Elj&f T] < (T)

2
Alors, il existe ppositive g < gy < (%) telle que

lim sup [u1u2 — Zﬁ’(t,u)] = +00

U—+00

uniformément en ¢.

Il existe alors une suite (D,,), telle que D, — +oo quand n — +00 et
s —2F(t,s) < pD? — 2F(t, Dy,) (3.16)
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pour tout s dans |C, Dy[ et uniformément en ¢.
Utilisant (3.15) et (3.16), nous allons montrer que les solutions sont A priori bornées.
Lemme 3.11. Pour tout np > 0,il existe n > ng tel que pour tout A € [0,1], (P))

n’admet pas de solution vérifiant (3.15) et
maxu = Dy (3.17)

Preuve: Supposons, qu’au contraire, il existe no tel que pour tout n > ng, Dous
pouvons trouver une solution u, de (P,) pour un certain A, € [0,1] vérifiant (3.15) et
(3.17). Dans ce cas, il existe une sous-suite de (Dp)n, que nous appelons toujours (Dy)
telle que max u, = Dn.

Pour n assez grand, D,, > B. Prolongeant u, par T-périodicité, il existe a, < b, <

cn < d, tels que
dp—a, <T

un(an) = B = un(dn)
Un(bn) = Dy = tn(cn)
et B < un(t) < D, pour tout t € Jan, b[U Jen, dnl -
Considérons, en premier Vintervalle [an,b,]. Tout d’abord de la formule (3.12) et de

la deuxieéme équation de Sy, nous obtenons
v/(t) — Ae; < 0 pour tout A € [0,1] (3.18)

ce qui implique alors que v(t) —c;t est une fonction décroissante. En intégrant la premiere

équation dans (S)), nous obtenons

by, bp
/ A.($)dt = Dn—B= / [(v1(t) — c1t) + (cxt + M E(2))] dt

an
2

T
T [vn(an) — c1an] + C1gy” +T|E|

IA

< Tlv(an) + |E] +2T%

Nous rappelons que D, — 00.

Alors, puisque e est borné, pour n assez grand, nous avons
v(an) > [|E] (3.19)
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D’autre part, puisque max u, = Dy = tn(bn), nous avons alors ul, (b)) = 0.

De la premitre équation de (Sx), nous obtenons
! (bp) = 0 = vn(bn) + AnE(bn)
Ce qui implique que
|vn(ba)| = An | E(bn)]

et donc
[va(ba)| < [|E]| (3.20)

De (3.19), (3.20) et de la continuité de v sur I, nous déduisons que pour n assez grand,

il existe 7, € [an, bs) tel que

vn(Ta) = || Bl (3.21)

Soit 7 le premier T, € [an,by] vérifiant (3.21). Alors pour tout ¢ € (@n, Ty), nOUS

avons
un(t) — [|E]| 2 0 (3.22)

Maintenant

& [Fttun(®) + 5 ©alt) = 12D
— DyF(t un(t) + DoF (6 un(t)un(®) + () = ) (0

Par définition de F', nous avons
DiF(t,s) = Dy [F(t,s) + (c1+ 1)(s —uo — 1)] = D1F(t,8) 2 0

cette dernitre inégalité étant due & Phypotheése (H5).

Alors pour tout t € [an, 7]
Fit,5)+ 5 (0a(®) ~ 1B < (2, 5) + 5 (0alt) = | EI) (323)

Considérons

a 1= DyF(t, un (t)up () + (ua(t) — [ El) vn(t)
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La définition de F et le systéme (S,) impliquent
a = f(t,un(t)) MnE(t) + vn(t)) — (/\nf(t,un(t)) +(1 =) u"((t)) ) (vn(t) = I E]))

qui peut alors s’écrire

w = [Tt un) ~ () ~ (- 2 2 =C ] ) 21)

+f(t,un(t))(MnE() + | El)

Sur (am, %) nous avons C < B < ux(t), ce qui implique que ug < u®)=C 1, Nous
n un (t)—uo

déduisons de (3.12) que f(t, un(t)) > —c1. Comme f(t,un(t)) > 1, il s’en suit de la relation
(3.22)
a > c(va(t) — [|EN) + (nE®) + || £]]) 2 0

Ce qui implique en posant (s = un(t))
Frt,9) + 5(0n) — NED? < B un(r) + 50a() — 151

= Fl(T;auﬂ(T;:)) < F(T;’Dn)

la dernitre inégalité étant due & la définition de F, 3 la formule (3.12) et au fait que
Un{(my) < Dhp.

De 14, nous obtenons
V2[F(r;,Dn) - F(r, 9)|® > valt) - 12

Et par (3.16), il s’ensuit

(ST

pour tout ¢ € [an, 75)

vn(t) — |1 E|| < Vi [D2 - w2 (t)]
utilisant la premiére équation de (S), nous avons
L (£) = tnl®) + ME(t) < valt) + | Bl < 7 [D2 - w2()]* +2|1B]

pour tout ¢ € [an, 7], ce qui implique que

) <1 3.24
2||E| + /(D2 — w2 (t)) ~ (3.24)
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pour tout t € [an, 7] -

Intégrons (3.24) sur [an,7;;], nous obtenons

17
Th —On 2> /
Vi) HELy /D2 — (1)

En posant u,(t) = s, 'inégalité devient

un(r)

1 ds
Tp — Gn 2 —== / T 1= Pn
#og 2} E|+/Df - 8
1
Maintenant si nous posons 1 := 2u? |E||, alors pour n assez grand Dn > 7 et la
. ;e 1 s
primitive de m est donnée par
D.Fn — D, — ntan(3 arcsin 2
arcsin — + —1 VDi i =V 7 tany Dn ) (3.25)

1
D, n+ D, 8 VDn + 1 + /D, — ntan(; arcsin 3-)

Maintenant nous avons

un(77)

i ~ lim 1 / ds

m p, = lim —— —————

Y Nl

Pour calculer cette limite, connaissant la primitive (3.25), il suffit d’évaluer un(r, *) et pour
cela nous revenons au systéme (Sy) et nous intégrons la premiére équation sur [, b,],

nous obtenons alors

by, bn
d($)dt = Dp—un(rd) = / (Ua(t) — cxt)dt + (cst + AE(2))dt

T?
< T(v(ry) - 61)-}—01——+-T||E||<2T||E]l-+~2c1T2 ' K

D’ou

un(7y) 2 Dp — K

et alors

lim p. lim — D7K ds S
n—o00 n'n—aoo\/__l. ’l']+ /D%_SZ 2\/7,13

car D, — 400 quand n — +0o et K est fini.
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Par conséquent
T T
liminf (b, — a,) > li ») = lim p, > =
iminf (b — 0n) > Jim (7] — an) = fim o 2 5= > Ve

2
puisque p; < (%)
D’une maniére similaire, nous montrons que

liﬁglf (dn — cn) > %

ce qui contredit le fait que d, —a, < T.

Cette contradiction entraine que notre supposition est fausse, i.e.: il existe un entier
assez grand ng tel que pour n > ny, pour toute solution u, de (Py) vérifiant (3.15), nous
avons max t, < Dp,. O

Posons D = D,,. Nous avons alors montré que: il existe D > B tel que maxu < D
pour toute solution u de (Py), A € [0, 1] vérifiant (3.15).

Lemme 3.12 Il existe une constante Ey € Juo, A telle que pour toute solution u de
(P,) vérifiant (3.15) et maxu < D, nous avons minu > Fp.

Preuve: Supposons au contraire qu'’il existe une solution u de (P») pour un certain

A € [0,1] telle que
minu < Fy pour tout Ep € Juo, A[ et maxu < D et (3.15) est vérifiée.

Alors il existe une suite (uy), de solutions de (Py,) pour un A, € [0,1] telle que
minu, < = +up; Mmaxu, < D
et {un(t);t€I}N]AB[#0
Vu Péquivalence qu’il y a entre (P,) et (Sy,), nous avons

/ ! (t)dt = —/[nf(t un(t)) + (1 — n)u:((tt)) Clat=o0

Si nous posons

Un (t)

ha(t, un(t), A) = Anf (8, un(t) + (1 — An) =m0 un(t) —
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et

Ic = {tel, u,(t) < C} (3.26)
Icp = {tel; C < u,y(t) < D}

Sur Iop, ho est bornée car f est continue. La relation (3.13) entraine alors

/ \ha(t, wn(t), An)] dt

Ic

< / (1ha(t, wn(t), An) — €] + c1] dt = / (21 — Ra(t, un(t), M) dt
Ic Ic

< 2Ter+ / Vo (t, tn(t), M) dt
Ic.p

< T{2c; 4+ max {|ha(t, un(t), An)l; C S un(t) <D, 0 < An < 1}}

ce qui fait que ||ha(., u1(.), An)lj 1 st bornée.
Dapres (Py)
W o(t) = —ha(t, ua(t), An) + Ane(t)
ce qui entraine
ol = sup a0
est bornée.

Maintenant en prenant t1,t2 tels que t} < t2 et

1
Un(tr) = n < A= un(th)
en multipliant équation de (Py) par u, et en intégrant sur [t} t2], nous obtenons
& & 2
8= / o n(E0d, (B)dt + / ha(t, un(2), M)t (E)dE = A / e(t)d, (£)dt
tl tl th
Tout d’abord nous considérons
t
Bri= [ halt, un(t), M)u(2)dt
11
alors

5= L[] - [} + 1 = 2o [ elmniori
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Puisque [[ul,|| = sup |u,(t)| est bornée et e est bornée sur I, alors 3 est par conséquent
borné. Ceci d’une tpart.
D’autre part
tn

= {0220 ) aus a0

4 un(t) —

Comme

F(t,un(t)) = DoF(t,ua(t))  pour tout t € I (cf.(H5))

alors
Ft, un(t))un(t) = [F (t, un(t))] — DLF (¢, un(t))

ce qui implique

F(t un @)l (t) < %[F(t,un(t))] car DiF > 0

Alors
:81 < (1 - )‘n) [A + log |A - uOluomc] + )\nF(tgn A)
1 1 1
_(1 - /\") [’U,() + ; - (’Uo — C) log ;} - /\nF(t}L,uo + H)
Maintenant d’aprés (H4), nous avons lim f (t,u) = —oo et f est continue en u, ce

—-)’u,o

qui implique que
u

lim F(t, u) = lim f(t,8)ds =+

u—ud g, I
et par suite 3 n’est pas bornée. Ce qui est une contradiction. O
Remarque 3.13. Toute solution de (P)) telle que minwu € [Eo, B], maxu € [4, D]
est telle que (u,v) est solution de (Sy) et |jv]| = sup |v(t)| est bornée, i.e. il existe M >0
tel que |jv|| < M. t
Soit

Q= {z = (u,v) € Cr(I); By < minu < B, A <maxu <D, |vf| <M}

Q) est un ouvert borné de Cr(I) et aucune solution de (Sx) ne peut appartenir a 9 pour

A € [0, 1[. D’aprés[87] chapitre VI, H est L-compact sur { x [0,1].
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Par application du théoréme de continuation, en prenant pour g 'application définie

par
_ (o 10 =0
o(a(0) = H, 010 = (000, 0=C

et R? est identifiée avec I'espace des fonctions constantes de Cr(I)
deg (g|R2 an RQ,O) — deg (giRz 1Eo, D[ X |- M, M[,0> =1
Alors par la proposition d’existence : il existe un Z € D(L) N tel que
L& = H(&,1).
Alors # est solution de (P)) pour A = 1 puisque Z = (i, ) et
h(t,z(2),1) = (@(t) + E®), - (£, a(t)

et alors @ est solution de (P).
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Chapitre 4

Non linéarité continue

Notre objectif, dans ce chapitre, est d’étudier toujours I'existence de solutions pour le

probléme (P), en considérant une condition de non-résonance définie par le potentiel de
U

f, F(t,u) := [ f(t,s)ds et ceci dans le cas ol1 f est continue. Tout particuliérement, nous
0

généralisons un résultat dii & Ding et Zanolin, obtenu dans le cas autonome (cf.[41])

Ce genre de probléme a suscité de nombreux travaux dans le cas autonome, c’est &

dire dans le cas ot f ne dépend pas explicitement de ¢ (cf[53] et [60]).

La preuve du résultat que nous présentons est basée sur la théorie des sur et sous-
solutions (cf:[72] et[102]) et la théorie du degré topologique [88]. Cette technique a été
utilisée dans le cas autonome par A. Fonda dans [53] qui fait appel & lutilisation de
Papplication temps.Un travail de Ding et Zanolin (cf.[41]) se base également sur Vapplication
temps. Les démonstrations dans notre cas sont une combinaison des techniques utilisées

par Gossez et Omari dans [60] et par Habets, Omari et Zanolin dans [63].

4.1 Formulation du probleme

(P) est considéré avec les hypotheses suivantes:
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(H7) e est une fonction de L*(I,R)
(H8) f:I xR — R est continue
12 2F(t,u 1 2F(tu
(H9)  p(t) = Jim 2L et (t) = lim 2z
existent, sont finies, positives et continues sur [

De plus 2t + —p > T
P T it
(H10) liminf {&2 >0

|uf—o0
Remarque 4.1. Notons que p et v étant positives et continues en t, f n’est ni

minorée, ni majorée en u uniformément en ¢. Ce qui permet d’affirmer Pexistence de 2

constantes A et B telles que
esssupe(t) < f(t,B) et essirtlfe(t) > f(t, A)
t

ce qui fait de A et B respectivement une sur et sous-solution.

4.2 Résultat principal

Théoréeme 4.2. Si les hypothéses énoncées auparavant sont remplies, le probléme (P)
admet au moins une solution.

Preuve: Nous distinguons deux cas.

Casl. A>B

L’existence de solution u pour (P) telle que B < u < A découle de I'application d’'un
résultat dii & Kannan-Lakshmikantham dans [72]. O

Cas2. A<B

Suivant une argumentation similaire & celle faite précédemment, nous pouvons sup-

poser A < 0 < B et affirmer l'existence d’une constante ¢; telle que
sgn(u) f(t,u) > —c (4.1)

uniformément en t et pour tout u € R.

Fixons @ tel que

0 < 6 < min(u(t),v(t)) pour tout t € I
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Soit Popérateur K tel que u = Kh est 'unique solution de

u” (t) + Ou(t) = h(t)
w(0) —u(T) =0
W(0)—v(T)=0
et N Vopérateur défini par (Nu)(t) := e(t) — f(t, u(t)) + Gu(t).
Alors (P) peut étre transformé en ’équation de point fixe

u=KNu (4.2)

dans I’espace de Sobolev H(I).
Par la théorie du degré de Leray-Schauder, 'équation (4.2) admet une solution si nous

pouvons borner dans H'(I) I’ensemble des solutions possibles de la famille d’équations
u=AKNu, A€ (0,1) (4.3)

L’équation (4.3) est équivalente au probléme

u”(2) + (1 — N)Bu(t) + Af(t, u(t)) — Ae(t) =0
(Pa)§ u(0)—u(T)=0
W(0)—-d(T)=0
Donc pour appliquer la théorie de Leray-Schauder [82], nous devons définir un ouvert
Q dans H'(I) tel que 0 € Q et tel qu’aucune solution de (P,) n’appartient & 9} pour
A€ (0,1).
Donc la preuve du théoreme 4.2 se réduit a la construction d’un tel ouvert.

Lemme 4.3. Si u est une solution de (P,) pour A € (0,1), alors
minu # B et maxu# A

Preuve: Elle est similaire & celle du lemme 3.10 du chapitre 3.

Comme conséquence du lemme 4.3, toute solution de (Py) pour A € (0, 1) vérifie
il existe t, € I tel que A <u(t,) < B (4.4)
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Lemme 4.4. Il existe D > B tel que maxu < D pour toute solution u de (Py),X €
(0,1) vérifiant (4.4).

Preuve: Soient p;,v; telles que py > gl , 71 > [lvlet =t . T.

Posons f(t,u) = f(t,u) + c1, ¢, 6tant la constante de (4.1) et F(t,u) = F(t,u) + cju.

Alors

lim sup = +00

U—+00

Hla -

uniformément en t et nous pouvons trouver une suite (D,), C R telle que D, — +00

b3 222

quand n — 400 et pour tout u € 0, D], nous avons

Nous montrons que nous pouvons prendre D = D, pour n assez grand. En fait, pour
tout ng > 0, il existe un n > ng tel que pour A € [0, 1], (P,) admet une solution u vérifiant
(4.4) et

maxu = Dy, (4.6)

Pour cela , nous faisons un raisonnement par 'absurde. Supposons qu’au contraire il
existe no tel que pour tout n > ng, nous pouvons trouver une solution u, de (Py,) pour
un certain A, € [0, 1] et vérifiant (4.4) et (4.6).

Alors, il y a deux suites (u,) et (A,), M € [0, 1] et u, solution de (Py,) avec max u, =
D, et u,(t,) € [A, B] pour un certain t, € I.

Assertion 1. Soit m,, := minu,, m, tend vers —oo quand n — 0.

Supposons au contraire 'existence d’une sous-suite minorée de (m,) que nous noterons

toujours pae (m,). De (4.1), nous déduisons l’existence d’un c; > 0 tel que
(1 = Xp)Bun(t) + A f(t,un(t)) > —cp pour tout ¢t € I

De plus .
f [(1 = An)0un(t) + A f(t, un(t)) — Ane(t)] dt =0

En multipliant ’équation de (P),) par 4, ou
L 7
Tn(t) = un(t) — 7 / un(T)AT = Un () — Tn
0
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et intégrant sur I 1’équation obtenue, nous avons alors

T
/ @)Pdt =
0

[(1 = An)Btn(t) + A f (s un(t)) — Ane(t)] iin(t)dt

Ot — O

T
[(1 = A)0un(®) + Anf(t, tn(t)) — Anelt) + ca] Gn(t) — / ol (£)dt

_ [T
< 2T |linlleo 02 < 2oy 75 Tl

La derniére inégalité est une conséquence de I'inégalité de Sobolev.

Alors (), est bornée et u, = U, + Uy,. Donc u, est bornée, ce qui contredit max u, =
D, et D, — +00 quand n — +00.

Remarque 4.5. La suite (u,), est telle que D, = maxu, — +00 quand n — +00
et m, = minu, — —o0 quand n — +00.

Alors (I).

Maintenant, si nous posons v, = 2. et, si c¢’est nécessaire, nous passons a une
? ”un”7 ) 3

sous-suite, nous avons v, — v faiblement dans H'(I). Ce qui implique que v, converge
uniformément sur I (voir:[95],pp 13-14).

Nous pouvons aussi supposer que A, — A € [0,1].

Nous remarquons tout d’abord, d’apreés (4.4), que v s’annule au moins en un point
et n’est pas identiquement nulle. En effet, si nous supposons que v = 0, en multipliant

I'équation de (P),) par HT%F et intégrant sur I, nous obtenons

T

!mmww=!(~nwma|+“w/ua%m — eft)) vn(t)d

En passant a la limite, nous obtenons
T
/lvn(t)|2 dt — 0 quand n — +00
0

Ceci est impossible car v, — v et |Jv| = 1.
Maintenant, prolongeant u, par T-périodicité, nous pouvons trouver deux intervales

[@r, bs] , [cn,dn] contenant respectivement un point de minimum et un point de maximum
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de u, tel que
Un(@n) = Un(bn) = un(cn) = un(dy) =0
un(t) >0 sur Jan, by
un(t) <0 sur |e,,d,|

max u, = D, et min u,=m,
{an 1bn] [Cn yd'n]

(dn—cn)+(by—an) <T

Passant & une sous-suite si nécessaire, nous avons
an—a, b,—b c¢,—c, d,—d

De plus

v>0 sur [a,b,

v<0 sur [¢d],

v(a) = v(b) = v(c) =v(d) =0
et [a, ], [c,d] sont & intérieurs disjoints.

1) Par définition de F, nous avons

flt,u) = —a% [F(t,u)], pourtouttel

et alors
t F(t F(t
ft,w) _ 9 |F(t,u) + (¢, w) pour tout t € I
u Ou u u?
De plus
9 |Flty) < Bl bour u assez grand (u au voisinage de + 00)
Ou u 2
Car sinon

0 | F(tu) S
du u 2
et par suite si u = D,,n assez grand et 0 < uy < D,, alors

D'n.
/ 9 [F(t,w)]du > ﬂ(aﬁ —ug) pour tout ¢t dans I
Ou " 2

L]
Cette inégalité peut-étre écrite

D, F(,D,) <u up  F(t, uo)

1— —

2 D, 19 o
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ce qui contredit la définition de D,,.
2) La condition

2F(t,u
lim ———~(2;l < p1, uniformément en t,
U400 u

signifie que pour tout € > 0, il existe u. € R et g, € C(I) tel que

D e 20

pour tout f et tout u > wu,.

Assertion 2. b—a > \/—1;‘_—1 et d—c> ﬁ

Remargue: L’estimation de la longueur des intervalles [a, b] et [c, d] se fait dans le cas
autonome en se basant sur 'application ternps. (cf.[53]). Une démonstration se basant
sur I’évaluation de I'intégrale Iru’f (t)dt dans le cas de non linéarité autonome f(u), de la
forme -

fw) = p(u)u’ - q(u)u™ +r(u)

est considérée par Habets, Omari et Zanolin (cf.[63])

Preuve: Soit la premiere inégalité. En multipliant 'équation différentielle de (P,)

par u, et intégrant 1’équation résultante sur [a,, b,], nous obtenons

by

by bn
/ u2(t)dt = / (1= An)0u()dt + A, / (F(t, un(?)) — e(2)) un(t)dt

Qn

Par le choix de 6, nous avons

/ w2(t)dt
" by bn
< (1= M [ (e)de+ A, f 1 “(”;gt)) w3 (@)dt + sup le(t)| [ un(t)at
o [ (t,v) Ft,un(t)) 2
< a nm/nmﬁ+A/( R “]m%m L )nmﬁ

bn

+suple(®)] [ un(t)at

an

< / (1= M)t + An ( : +’;1 o 29 2(2)>uf,(t)+51t1p[e(t)] / un(t)dt

Qan
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by, br

< / ui(t)dt-}-:\—g—s / w2(t)dt + C.D,

Qn an

pour un(t) > u. et & constante positive. La constante C, dépendant seulement de ¢ et
pas de n.

D’autre part, nous avons

- D, = max Un(t) < (bp — an)? (aﬂ [ur, (t)] dt)

Qny0n
ce qui implique que

/lu (@)Pdt = +00

— 'u,——>+

En utilisant I'inégalité de Poincaré, nous déduisons

) /l U (8)] dt + Ce(bn — an) ((:fu:,(t)ﬁdt)

bn
en divisant cette inégalité par [ |u/,(¢)|® dt, nous obtenons
an

/ O de < (s +6) (2

bn'— 2 bn"‘ 1
— 1S (ﬂ1+8)(__7rf_71) +C€ ( an)z %

(o)

Faisant tendre n vers +o0 et ¢ vers 0, nous obtenons

2
lim inf (b" - “"> > 1

by
car | |u(t)]*dt — +00 quand n — +o0.
Qn
Et par suite
b—a2>

%l*

De maniere analogue, nous montrons que

d—c2

El*
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Par suite, nous obtenons

G- +(d-02—=+—>T

YRR

Ce qui contredit
(b—a)+(d—-c)<T.

Conclusion

Nous pouvons choisir D = Ds, avec Tt assez grand, tel que maxu < D pour toute
solution u de (P3) A € [0,1], vérifiant (4.4). O

Lemme 4.6. Il existe C' < A, tel que si u est solution de (P,), A € [0,1] vérifiant
(4.4) et maxu < D, alors minu > C.

Preuve: Soit u une solution de (Py) pour A € [0, 1] avec maxu < D et vérifiant (4.4).

Puisque maxu < D, il découle de (4.1) qu'il existe une constante positive c3 telle que
(1 —=XN)6u(t) + Af(t,u(t)) <cs

T
En multipliant Iéquation de (Py) par @(t) = u(t)— 7 [ u(t)dt et en intégrant 'équation
0

résultante, nous obtenons
T

/ Tt)dt = / [(1 = NBu(t) + Af(t, ult)) — re(t)] a(t)dt

0

T
< stlg)lﬁ(t)l (T03+/|e(t)|dt>
0

T 3
< \/%-(O/IU’(t)l?dt) (Tes + |lellz1)

Ce qui implique alors que sup |4(t)| est borné par une constante dépendant de D.
Puisque u vérifie (4.4), tiTIexiste donc un C < A tel que minu > C. O
Lemme 4.7. 11 existe une constante M telle que si u est une solution de (P,) pour

A € [0, 1] alors f}u’(t)[zdt < M.

Preuve: Sgit u une solution de (P,) pour un certain A € [0,1]. Il existe alors une

constante ¢4 indépendante de A et u telle que

T
/ (1 = M)Bu(t) + Af(E, u(t))|dt < cs := T sup(cs, cs)
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co et c3 étant les constantes provenant des lemmes 4.4 et 4.6.

Puisque t =u—7u

T T
/ @ (t))2dt = / o (2)| dt

- / [(1 = NBu(t) + Af(t, u())] G(E)dt — A / e(t)a(t)dt

0

< mtlplﬁ(t)l (C4+/Ie(t)ldt>

< max((C], D) (es + flell2) = cs

Posons M := ¢5 + 1, nous avons alors

T
/|u’(t)|2dt < M.
0

O
Pour terminer la démonstration du théoréme d’eristence de solutions, nous considérons

Pouvert €2 défini par:
Q:={ue H'(I); A<maxu< D, C <minu < B, '], < M}

Alors 0 € Q, Q est un ouvert borné de H'(I) et (Py) n’admet aucune solution dans o)
(conséquence des quatre lemmes précédents).
Ce qui implique
deg(I — AKN,,0)
est bien défini pour A € [0,1]. Comme (FPp) admet pour seule solution la solution triviale,

nous avons

deg(1,9,0) =1

(car 0 € Q) et par suite
deg(l — KN,Q,0) =1

Donc (P;) admet une solution « qui est alors solution de (P).

Ce qui achéve la démonstration du résultat principal de ce chapitre.
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Chapitre 5

Non linéarité Lipschitzienne

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a une classe de non linéarités d saut ou encore
asymétriques.

Nous considérons donc ’équation
v’ +g(u) = s+ p(t,u,s) (5.1)

ou s est un parametre et g et p sont deux fonctions continues.

Nous présentons quelques résultats soulignant la relation entre le parametre s et le
nombre des solutions de 'équation (5.1). Ceci en considérant des conditions sur g impli-
quant un comportement asymptotique différent en +o00 et —oc.

Les problemes de cette forme sont connus dans la littérature sous le nom de type de
Ambrosetti-Prodi, en raison de P’article séminal de A. Ambrosetti et G. Prodi [4]. En effet
dans [4] pour g de classe C? et telle que g” > 0 et g/(—00) < A; < ¢'(+00) < Ay (A1, Ao
les deux premiéres valeurs propres de 'opérateur différentiel 3‘% avec les conditions de

Dirichlet).Ils montrent que pour ’équation
v’ + g(u) = sh(?)

avec h(t) = sin Tt ( ou encore en général pour une e.d.p. elliptique), il existe un s, tel que
cette équation admet une solution si s = sy, deux solutions si s > sy ou aucune solution

si s < 8o (solutions vérifiant les conditions de Dirichlet u(0) = u(T") = 0).
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Dés I'apparition de [4], un grand nombre de résultats d’existence et de multiplicité a
été obtenu dans la méme direction et beaucoup d’interét a été porté au cas on lintervalle
19’ (—00), ¢’ (+00)[ contient une ou plusieurs valeurs propres.

Fabry, Mawhin et Nkashama [50] ont été les premiers & considérer ce genre de problémes
avec conditions périodiques. Dans ce cas la fonction propre associée a la premiére valeur

propre Ag = 0 est h(t) = 1, et alors I’équation analysée est de la forme
u + f(t,u,u') = s

Dans [105] Ortega étudia le méme probléme pour une équation de Duffing d’un point
de vue de stabilité des solutions. Del Pino, Manasevitch et Murua [38], et Rebelo et

Zanolin [113] considérent I’équation
u” +g(u) = s(1+q(t))

avec ||, << 1, et obtiennent un résultat de multiplicité.
Dans [77], Lazer et Mc Kenna proposent ’étude de solutions périodiques d’une équation
de la forme

u” +g(u) = s+ w(t) avec g'(—00) # ¢ (+0)

dans le but d’analyser les oscillations de la suspension des ponts.

Rebelo et Zanolin [114] considérent cette équation dans le cas ol g est & potentiel
convexe et g(0) = 0.

Dans notre travail 'équation (5.1) peut étre regardée comme une perturbation de
I’équation autonome u” + g(u) = s. Nous supposons que p est au plus linéaire en s.
Nous distinguons deux cas, les hypothéses considérées sur g et p étant différentes dans
les deux cas.. Le premier, cas ou la perturbation dépend de s en étant borné, se veut
une généralisation d’un résultat di & Rebelo et Zanolin dans [115]. Il est abordé par une
variante du théoréme généralisé du point fize de Poincaré-Birkhoff en suivant les mémes
étapes de démonstration présentées dans [115]. Le second cas (p au plus linéaire) est

traité par la méthode des sur et sous-solutions et le théoréme de point fize de Banach

qui permettent de montrer ’existence d’au moins deux solutions, I’une positive et Pautre
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négative. L’application du théoréme de Poincaré-Birkhoff permet par la suite d’obtenir

la multiplicité des solutions.

5.2 Premier cas

5.2.1 Formulation du probléme et préliminaires.

Dans cette section, nous formulons le probléme considéré et nous présentons les définitions

et les outils nécessaires pour établir notre résultat.

Formulation du probléme

Nous nous intéressons donc a P’existence et la multiplicité des solutions du probléme (P,)

w”(t) +g(u(t)) = s +p(t, u(t), s)
(Ps) { u(t)=u(t+T)
W(0)—v(t+T)
T étant une constante strictement positive.

Nous devons souligner qu’un probléme similaire & (P;) a été considéré par Rebelo et
Zanolin (cf.[115]) dans le cas ou p est indépendant de s. Il y montrent P’existence de solu-
tions sous-harmoniques par application du théoréme de Poincaré-Birkhoff. En appliiquant
la méme technique de démonstration, nous prouvons la multiplicité des solutions pour le
probléme (P;)

Les non-linéarités g et p vérifient les hypotheses suivantes

(H11) (é) gest localement lipschitzienne.

(ii) g est de classe C'au voisinage de + ooet il existe n € N tel que
n2r\? S} / : / 2 2
0 < (%) < v <liminf ¢ (u) <limsup ¢'(u) < f < (n+1)%)

(i) | Jim_g(u) = +oc

(H12) (i) p est continue en t et T-périodique.
(it) p est localement lipschitzienne en u.

(#42) il existe une fonction positive, continue et T-périodique A telle que

lp(t,u, s)| < h(t) pour tout ¢ dans R,u dans R et s > 0
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Remarque 5.1. Les hypothéses (H11) et (H12) impliquent l’existence d’au moins
une solution pour (F) si p(t, u,0) est bornée pour tout (¢,u) dans R? (cf.[89]).
Pour s > 0 lexistence d’au-moins une solution est assurée par (H11), (H12). Dans

cette derniere situation, nous étudions la multiplicité des solutions.

Préliminaires
Problémes a valeur initiale et problémes périodiques
Soit T' > 0 fixé, considérons la fonction Z définie par
Z:RxR?*— R?
(t,2) ~ Z(t, 2)
Supposons Z localement lipschitzienne en z et continue.
Nous savons que pour tout (fo, 20) € R x R?, il existe une solution unique, z(t) =
z(t, to, 2p) du probléme de Cauchy
Z(t) = Z(t,2(t))
VA (to) =2y

qui est définie sur un intervalle maximal
7 (%0, 20), 7+ (t0, 20)[, tel que — 0o < 7_(tg, 20) <t < T4 < (to, 20) < +00.
De plus z est continue sur Pensemble 7
T = {(t, t0,20) € R X R X R2;T_(t0,20) <t< 7'+(t0,zo)}

sur lequel elle est définie et 7 est ouvert (Voir {29]).

Une solution périodique de 2/(t) = Z(t, 2(t)) est une solution de cette équation, définie
sur [0, 7] et telle que 2(0) = z(T).

Si nous supposons que Z est T-périodique en ¢, alors une solution T-périodique de
Z(t) = Z(t, 2(t)) peut étre prolongée comme une solution définie sur tout R et z(t) =
z(t + T') pour tout ¢t € R. Comme cela fut observé par Poincaré & la fin du XIX®™€ siecle,

z(t) = 2(t,0, 2) est une solution T-périodique de Z/(t) = Z(t, z(t)), si et seulement si
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20 € R? est tel que 7,0, 29) > T et 29 = 2(T, 0, 2). Ce qui permet de définir Papplication

de Poincaré (opérateur de translation)

$:R? > R?
B(29) = 2(T, 29)

qui est continue.

Fonctions admissibles et nombre de rotations

Définition 5.2. Soient A et B tels que —00 < A < B < 400, et

¥ :]A, B[ — R un homéomorphisme croissant.

Nous dirons que 1 est admissible par rapport a ¢ € |A, B si ¢ est de classe C! dans
14, B[\ {c} avec ¢(c) = 0.

Remarque 5.3. Quand |A, B[ = R, une fonction type, admissible par rapport a c,
est donnée par: Y(u) =u —c.

Soit P = (c,0) et D :=]A, B[ x R.

Définition 5.4. Pour toute fonction admissible ¢ : A, B[ — R, par rapport a c,
c € ]A, B[, on note P, : Rf x R — D\ {P} = ]A, B[ x R\ {P}, Iapplication

Py(r,0) = (4~} (r cosf), rsinf).

Ey = (R;,r x R, ’P,/,) est un recouvrement de I’ensemble D\ {P} (Voir [86]).

Remarque 5.5. Dans le cas ol ¢(u) = u—c, nous avons Py(r,8) = (c+r cosd,r sinf)
et alors pour un point (u,v) € R®\ {P}, (r,8) correspondent aux coordonnées polaires
de centre P.

Définition 5.6. Pour s, s; € [0,7], le nombre de rotations de z(.) de s; & s7 est

défini par
9(81) - 9(82)

rot(se, 81, 2) 1= .

Nous exprimons la dépendance de ¥ en notant

Oy(51) — Oy (s2)
2

roty(ss, 81, 2) 1=

71



De plus, si 2(t) = (u(t),v(t)) = 2(t, 29) est solution du systéme

{ v = -Y(t,u) (52)

ol Y est une fonction continue en ¢, lipschitzienne en u telle que 2(0) = zp, définie sur

[0,7]. Nous posons
roty (T, zp) = roty(T, z(., 20)) = roty(T,0, 2(., 20)

Soit P := (c,0). Supposons que z(t) # P pour tout t € [0,T]. Alors, 'ensemble N
défini par
N:={tel0,T]; ut)=rc}
est fini, car v/(t) = v(t) # 0 si u(t) = ¢ (conséquence du théoréme d’inversion locale).
Tout zéro de u(.) — c est simple.
Notons que (r(.),0y4(.)) sont de classe C' dans [0, T]\N et nous avons

¥ (u(®))r*(t) + Y (¢, u(®))P(u(t)
P2 (u(t)) +v*(t)

_9:/) (t) =

Caractérisation du nombre de rotations
Théoréeme 5.7. Pour toute solution z = (u,v) du systéme (5.2) avec z(.) # P sur

[51, 82], nous avons

1 P (u(t))v? Y(t,u u
roty(sg, 81,2) = 57;51/1!)( (t))¢2(zig)) fzﬂg;)w (t))dt (5.3)

et si roty(sq, 31,2) € Z, alors

: 1 P (u(t)v*(t) + Y (¢, u(t))v(u(t)
roty(se, 81,2) = — dt (5.4)
7r{te[sl,sz];u(t)x} V2 (u(t)) +v*(t)
. _ 1 P (u(@®)v? () + Y (¢, u(t))P(ul(t)) dt
2 2
" (tetsr sty <c) YAu(®) +00)
- Preuve: Posons tg = sy et tyy1 = s2. SIN N sy, 8[={t;si=1,....... , N} ,alors

Lit1
0y (t:) — Oy (tis1) = / —@,(t)dt Vi=0,..,N

t;
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d’ou

. / 0, (t)dt = g / 6, (t)dt = 5__‘0 (04 (t:) — Oy (tis1))

ce qui prouve la formule (5.3).

Supposons maintenant que 7oty (s, $1,2) = k € Z. Comme les zéros de u(.) — ¢ sont
simples, nous avons N = |2k|. et s; =t <1 < ... < togs1 = Sa.

Supposons, par exemple, que 8y (1) = 5 +2j7, j € Z, ce qui signifie que u(t;) = c avec
(1) = v(t1) > 0. Et u(t) > ¢ pour t € Jt1,ts], ¥/ (t2) < 0. En fait nous avons u(t) < ¢
pour t € Jt;,t;.1] avec 7 pair et u(t) > ¢ pour tout ¢ € Jt;,¢;.1[ avec ¢ impair. Ce qui nous

permet d’obtenir

tiy1
1 1 1
- / ~b, (e =~ 3 / ~6,(£)dt = — (k) = roty(sz, 51, 2)
{t&(s1,82};u(t)>c} @ impair §,
D’autre part
— 1 82 1
b= roty(ss,51,2) = 5 / ~0),(t)dt = — | b+ / 0, (t)dt
81 {telss,szlu(t)<c}
d’ou le résultat. a

Cas particulier de fonctions admissibles

Soit v : |A;, B;{ = R i = 1,2 définie par
pi(u) = piu —c)" —vi(u —¢)”

avec u;, v; des constantes positives.
- Notons par Ey, le recouvrement de (J4;, B;[ x R)\ {P}.

Remarque 5.8. Etant donné 8y, telle que 6y, (to) = & pour to € [0, T], nous pouvons
toujours choisir 6y, tel que 8y, (to) = 0y, (to). Ceci est une conséquence immédiate de la
définition.

Supposons que z(.) = (u(.),v(.)) est une fonction continue définie sur [0, 7] telle que
2(t) € (ifg]l]Ai,Bi[ x R)\ {P} et considérons les systémes de coordonnées (ry;,(.), 0y, (.))

définissant 2(.) dans E, avec ¢ = 1,2. Nous avons le résultat suivant:
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Lemme 5.9. Pour tous t;,¢; dans [0,7], nous avons
roty, (ta,t1,2) > k = roty,(ts, t1,2) > k

et

T0ty, (tg,tl, Z) <k= T'Ot,d,z(tz,t], Z) <k

k étant un entier naturel.

Preuve: Par définition de 9; et (ry,,8y,), nous pouvons voir que

0y, (t) < Oy, (1) <= 0y,(t) <BOy,(7) pour |t— 7| assez petit

04, (t) = 04,(7) (mod. 27) <= Oy, (t) = 0y, (1) (mod. 27)
cette derniére équivalence implique
’I"Ot.,/,l (tQ,tl, Z) = jl €7 — ’I‘Ot,pz(tg,t], Z) = jz cZ

Soit roty, (t2,t1,2) > k. Posons

— 201/)1 (t2)
s

b - :20"P1(t1)
T

Nous avons alors

b—a > 4(roty, (t2,t1,2)) > 4k

Nous nous mettons dans le cas ol a < b, le nombre n des éléments de [a, b] N Z vérifie

n > 4k

Soit ¢ € Z, i :le plus petit entier plus grand ou égal & a et 72 € [t1,15] tel que

- 6y, (T2) = i%. Nous pouvons choisir (ry,,0y,) tel que 6,,(r;) = iZ. Ce qui permet donc

d’avoir pour tout m € Z et pour t € R,

mn mn
Oy, (t) = —— == Oy, (t) = —.

2 2
Soit j € Z, j : le plus grand entier plus petit ou égal & b et 7 € [t;,15]

0¢1 (Tl) = lef_

Par définition de 7 et j,[a,b]NZ = [i,5]N Z, ce qui implique j =i+n—1>i+4k— 1.
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Puisque 26y, (1) = 20y,(m) = j. Il s’en suit alors

j—i n-1 1
70ty (T2, T1, = = >k - =
o "/12( 2,71 z) 4 4 — 4
TOly, (ta,t1,2) = 10ty,(ta, 7o, 2) + 7Oy, (T2, T1, 2) + TOty, (T1, 11, 2)
n—1

= 1 + roty, (t2, T, 2) + roty, (11,11, 2)
Nous avons

LT i3
0¢1(T) < 25 pour 7 &€ ]Tg,tg] == 0,/,2(7') < ZE = 911,2(7'2)
T LT
Oy, (1) > Jg powrTeE [t1, o[ == Oy, (7) >J§ = 0y,(11)
donc roty,(ts, 7o, 2) et roty,(m1, 11, 2) sont positifs.
En conclusion, nous avons

n—1
4

Ty, (t2, T2, 2) > > k-

1
4

Si nous supposons maintenant: que roty, (t2,t1, 2) = k1 € Z, alors ceci est équivalent &
Toty,(t2, t1,2) = kz € Z et d’aprés ce qui précede ko — k1| < §, ko et k; sont des entiers,
ce qui implique qu’ils sont égaux.

Pour montrer le deuxiéme point du lemme, supposons que pour certains t;,t;, nous
avons

roty, (t2,t1,2) < k et roty,(ts, t1,2) > k pour k € Z.

Prenons un 7 maximal dans [¢1,ts] tel que
roty,(7,t1,2) = k

et alors roty, (7,t1,2) = k.

Nous avons 8y,(t) > 6y,(r), 7 < t < iy, pour |t — 7| assez petit et, par suite,
911’1 (t) > 9"/11 (T)

Pour un tel t, roty, (t,t1,2) > k > roty, (t2, 1, 2). Alors il existe 7 tel que 7 < 7+ < 8y
et

roty, (t7,t1,2) =k
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et par suite

T0t¢2(7'+,t1, Z) =k

ce qui contredit la maximalité de 7.
Dans le cas oll 7 = ty, nous avons roty, (7,t1,2) = k = roty, (ts, t1,2) < k.
Contradiction !
Ceci achéve la démonstration du lemme 5.9. |
Remarque 5.10. Une courbe C est dite strictement étoilée par rapport & P si chaque

rayon issu de P touche C en un point et un seul sans étre tangent.

La version suivante du théoréme généralisé du point fize de Poincaré-Birkhoff, obtenu
par W.Y. Ding (cf.[44]), est Poutil de base utilisé dans cette partie du travail.

Théoreme 5.11. Soient S := [ag, +00[ X R et A C S C R? une couronne (ou région
annulaire fermée) autour du point P = (c,0) telle que sa frontiére intérieure Ciet sa
frontiére extérieure Cy sont des courbes simples et fermées. De plus Cy est étoilé par
rapport a P.

Supposons que z(t,ty, 20) = (u(t,to, uo), v(t, to,vo)) # P pour tout zp € Cy et 0 < tp <
t<T.

Soient 1, ¢ deux fonctions admissibles par rapport & c telles que roty, (T, z0) > ji
pour tout zg € Cy et roty, (T, 20) < j» pour tout zp € Cy avec ji,j2 € N, j1 2 Jo. Alors
pour tout entier k, jo < k < 41, Uéquation u” +Y (t,u) = 0 admet au moins deuz solutions
T-périodiques distinctes avec u(t)—c ayant ezactement 2k zéros dans [0,T]. En particulier
il y a existence d’au moins 2(j; — ja + 1) solutions T-périodiques.

Preuve: Soit ® I'application de Poincaré donnée par ®(zp) = 2(T, ).

Fixons k tel que jp < k < j;. Soit D; la région ouverte délimitée par C;, i = 1,2. @
est un homéomorphisme, bijectif sur Dy. De plus & préserve ’élément de surface; ceci
découle du fait que ’équation u” +Y (¢,u) = 0 peut étre écrite sous la forme d’un systeme

Hamiltonien
U = Wy(t,u,v); v = —Wy(t,u,v)

ot W := 0 + }LY(t, s)ds (cf.[100], chapitre I, théoreme 3.1).
0
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D’une part, pour tout point zp = (ug,vp) € S := [ag, +00[ X R, par unicité de la

solution pour le probleme de Cauchy et la T-périodicité de Y en ¢, nous obtenons
2(t, 2(=T,z0)) = 2(t — T, z)

et par suite

& 20) = 2(~T, )

D’autre part $~!(P) € D i.e. il existe P’ € D; tel que 2(T, P') = P. En effet, D, est
par définition l'intérieur de C}, c’est un ouvert borné, simplement connexe, contenant P;
c’est une composante bornée de R*\C} (selon la terminologie utilisée pour les courbes de
Jordan).

Supposons que Z = 2(—~T, P) ¢ D; i.e. 2(T,Z) = P et Z ¢ Dj. Puisque P € Dy, nous
pouvons trouver un t; € [0, 7] tel que: z := 2(t1,2) € C).

Considérons la solution z(.,%, z;), nous avons
Z(t - T, tl, Zl) = Z(t, tl - T, Zl)

par T-périodicité de Y et unicité de la solution pour le probléme de Cauchy. Donc pour

t = T nous obtenons
z(O,tl, zl) = Z(Ta z(tl - T, Z)) = Z(Ta E) =P.

Ce qui contredit la premiére assertion du théoréeme 5.11.

Maintenant, considérons la restriction de ® & A. Nous avons ®(z) # P pour z € A.
(L& encore suivant une argumentation similaire & la précédente, utilisant le fait que C; C
0.A, nous vérifions qu’effectivement ®(z) # P pour tout z € A).

Soit ® le relevement de ® au recouvrement E,, = (R§ xR, P,) de la région annulaire .4
par rapport & la projection Py, : Rj xR — R\ P donnée par Py (r,8) = ¢~ 1(r cos 8, r sin )
(le 7 considéré dans ce cas est de la forme ¢(u) = cste.(u —¢), la constante étant positive)

tel que
o(r,0) = (I'(r,6),0(r,0))

ou I'(r,0) := ||z (T, Py(r,0)) — P|| et O(r,6) := 2mw (k — roty(T, Py(r,6)).
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D’apreés les hypothéses du théoréme 5.11, et par application du lemme 5.9, nous avons

roty (T, Py(r,0)) > 4 pour tout (r,8) € P, ()

roty (T, Py(r,0)) < ja pour tout (r,0) € P YCy)
Nous obtenons alors
O(r,0) < 0 sur P;Y(C)) et O(r,8) > 0 sur P;*(Ch)

ce qui exprime la condition de "twist”. Le théoréme généralisé de W.Y.Ding peut donc
s’appliquer, ce qui permet d’obtenir deux points fixes pour ®, géométriquement distincts,
(rhiyOrs) i=1,2.

Les zx; 1= Py(rs,;,0k;:) sont des points fixes pour @ tels que 2 € Apour i = 1,2.
Pour chacun de ces points correspond une solution T-périodique de (5.2).

De plus, puisque ©(r,,60x,:) = 0, nous avons donc roty (T, Py(rk;,6k:)) = k. Et vu que
toute solution (u(.),v(.)) de (5.2) avec une condition initiale dans .4 vérifie «'(t) 5 0 pour
tout ¢ tel que u(¢) = c, nous concluons donc que pour i = 1,2 2(., 2x;) = (urs(.), vks(.))
satisfait a: uk;(t) — ¢ s’annule 2k fois dans [0, T, k étant quelconque entre j; et jo. Nous

obtenons alors 2(j; — j2 + 1) solutions T-périodique pour le systéme (5.2). a

5.2.2 Résultat principal

Considérons le systéme suivant associé & (5.1)

u =

(5.5)
v = _g(u) +s +p(t7ua S) = Y(t7u7 3)

Y est une fonction continue, T-périodique en ¢ et tel que pour tout zy = (ug,vp) € R?, il
existe une solution unique z(.) = z(., %o, 29) de (5.5) vérifiant 2(to) = 2.

Théoréme 5.12. §i (H11) et (H12) sont satisfaites, alors (5.1) admet au moins 2n
solutions T-périodiques pour s suffisamment grand.

Preuve: Pour démontrer le théoréme 5.12, nous nous basons sur le théoréme 5.11
(la version du théoréme de Poincaré-Birkhoff) et nous procédons en cing étapes. Dans

chacune de ces étapes nous énongons et prouvons un lemme.
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Considérons le systéme (5.5).
2 2
D’aprés (H11), nous avons y > (%,’ln) . Soit e tel que 0 < €9 < F ety > (2?") (n+ 2€0)°,

et soit agy défini par

2 2
O<—T7-r—(n+so)§\/f7—%so<ao<\/'? (5.6)
1l existe alors ag > 0, ag suffisamment grand tel que pour z > a¢ nous avons
2 2
0<ai<d(u)< (\/B + %so) (5.7)
Choisissons d, une constante positive, vérifiant
T ] T
— < gl .
d> / Ayt et o / h(t)dt < €2 (5.8)
0 0
Pour
3d
co > ap + — (59)
G

nous posons s(h) = g(co). Alors g : [co, +00[ — [s(h),+00] est strictement croissante et
continue, donc bijective et alors pour tout s > s(h) il existe un unique ¢ > co tel que
g(c) = s.

Dans ce qui suit, pour tout ¢ > co, nous écrirons ¢ = g~ (s) et alors g(c) = s.

Considérons maintenant
f(w) = g(u) — g(c)
et .
F(u):= [ f€)d pouruc u>ao

Nous avons F'(u) > 0 pour u # c et u > ao. Puisque lir_g i{g g (u) > v > 0, nous avons

lim F(u) = +o0.

U—+4-00

De plus
_ T rerge — [9©)-90) 2 [
Flao) = [ f(ede = [ L= e — )it > af [ (¢ - opie

De (5.9), nous avons alors

F(ao) > of (5 ; 6)2

a —— 2
¢ = ag(—‘ﬂ’-zi) > -g—d2 (5.10)

Cc
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Définissons la fonction W par

W(u,v) = y/2F(u) + v? pour u>aget v ER.

Lemme 5.13. Soit 2o = (uo,v0) € Jag, +00[ X R et soit z(.) = z(.,0, o) la solution de
(5.5) vérifiant z(0) = z.

Pour r un nombre positif, il existe p(r) tel que si u +vi > p?(r) alors u?(t, uo, vo) +
v2(t, ug, vo) > 7.

Preuve: Définissons une fonction V par
V(t) = WHu(t), v(t))
Nous avons F(u) > 0 pour tout u > ag, u # ¢, ce qui permet d’avoir

im V() =400 (5.11)

u2(t)+v2(t)~>+oo

Puisque V'(t) = 2v(t)p(t, u(t), s) > —2h(t)4/V(t), alors

VV(t) > /V(0) - /th(r)dr pour tout t > 0
0

Soit
m(r) = max {W(u,v); u? +0? < 7"2} (5.12)
D’aprés (5.11), il existe p(r) assez grand tel que si u? + v® > p*(r), alors W(u,v) >
T
m(r) + [ h(t)dt.
0

Supposons que u2 + v3 > p?(r); alors pour tout ¢ € [0, T], nous avons

JV(E) = W (u(t), v(t)) > W (uo,v0) — / h(r)dr > m(r) + / h(t)dt > m(r)

d’ou
u?(t, ug, vo) + v2(t, ug, vo) > r?
O
Remarque 5.14. Nous pouvons montrer le méme résultat en considérant 7, a la

place de T p(r) ne dépend que de 7, g, s et h et non de 'expression de p.
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Lemme 5.15. Soit 2o = (uo, vo) € ]ao, +00] X R tel que W (uo,vo) = 2d. Alors pour
tout to € [0,T], la solution z(t) = 2(¢, %o, 20) est définie sur [to, T avec z(t) # P = (c,0)
et u(t) > ao pour tout t € [to, T].

De plus

T
W (u(?), v(t)) — 2d] < / h(t)dt.
0

Preuve: Soit z(t) une solution de (5.5) vérifiant z(to) = 2o, définie sur son intervalle
maximal droit d’existence [to, 7 [.

Supposons au contraire qu’il existe t; € [to, 7| avec t; < T tel que
u(t1) < agou z(t;) = P
puisque Pensemble Sy := (J—00,a0] X R) U {P} est fermé et 20 = (u(to),v(to)) ¢ So, il
existe alors un premier temps to, ta € [to, %] tel que 2(t2) € Sp et 2(t) ¢ So pour tout

te [to,tg[ .

Pour ty < t < t3, nous avons

W (1) h(t)
ai O (t))’ : V2P (u(t) +u2(t)

d’ou T
W (u(®),v() — W (ulto), vito))| < [ h(r)dr
0

avec W (u(to),v(to)) = 2d.

En passant a la limite £ — %3, nous avons

T T
d<2d— / h(t)dt < W (u(ts), v(t1)) < 2d + / h(t)dt < 3d (5.13)

Par définition de ¢, nous avons u(tz) < ag ou 2(ts) = P = (c,0)

Remarque 5.16. Notons que si z est solution de (5.5), alors z est continue sur

KMTM,MT"%%%"‘%
[to, 2] et par suite u est continue. De plus nous avons u(t) zf’a’,&;«bour" tautt € [to,to] et

-
Tw e
ke
&

u(tz) < ag, ce qui implique u(ty) = ao.

Maintenant si u(tg) = ap, nous obtenons

V2F(ag) < \/2F(a0) + v2(ta) = W (u(tz),v(t;)“?éﬁ”"
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ce qui entraine F(ap) < 2d?, ce qui contredit (5.10).

D’autre part si z(t;) = P = (c,0), nous avons
T
W(c,0) = 0= W (ul2), v(ta)) > 2d — / h(t)dt > d
0

ce qui contredit la définition de d.
Conclusion

Un tel ¢; n’existe pas ou encore, s'il existe, il doit étre en dehors de [t, T']; ce qui est
suffisant. O

Définissons C} par
C? = {(u,v) € [ag, +oo[ X R; W(u,v) = 2d}

Lemme 5.17. C? est une courbe simple, fermée et strictement étoilée par rapport a
P = (c,0) et contenue dans S = |ag, +oo[ x R.

Preuve: Nous allons donner une nouvelle paramétrisation de C} pour prouver ce
lemme.

Notons que W (c,0) = 0, ce qui implique que P ¢ C et W(ao,v) > 3d, ce qui implique
que (ao,v) ¢ Cj.

Pour 6 fixé dans {0, 27, nous posons

u=c+rcosf

v =rsinf

et nous considérons 'intervalle ouvert
10, Rg[ := {r > 0; (c + r cos @, 7sinb) € lag, +oo[ x R}

avec 0 < Ry < 400
Pour chaque 8 € [0, 27], il existe un unique rg € ]0, Ro[ tel que (¢ + rgcosf,rgsind) €
C1

En effet, pour @ fixé dans [0, 27, nous définissons la fonction wy : |0, Ry| — R par

wy(r) = W (c+rcosf,rsind)
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wy est différentiable et

f(c+rcosf).cosf +rsinb
\/QF(c+ rcosf) 4 r2sin? 6

wy(r) =

puisque f(u)(u —c¢) >0  pour tout u > ao,u # ¢, nous avons wjp(r) > 0 pour
tout r > 0; et puisque W(u,v) — +o0o quand u — +o0, uniformément par rapport &
v, NOUS avons TEI}I{l_ wy(r) > 2d. De plus Tl_i)r(1)1_ wy(r) = 0, we étant continue et strictement
croissant; il existeealors un 7 unique tel que w(c + rg cosb, rgsinf) = 2d, ce qui entraine
que (¢ +rgcosf,rgsind) € C. O

Lemme 5.18. 11 existe une fonction 1); admissible par rapport a c telle que pour tout
29 € C%, roty, (T, 0, z) > n.

Preuve: Soit 2y € C%. Par application du lemme 5.15, 1a solution z(t) = (u(t),v(¢)) =
2(¢,0, zp), est définie sur [0,T] et vérifie z(t) # (c,0), u(t) > ap pour tout ¢t € [0,T] et
W (u(t), o(2)) — 2d| < [ h(2)dt.

Nous définissons la gonction 1, admissible par rapport & ¢ par ¥;(u) = ao(u — ¢) pour

u € |ag, +00[, ce qui permet de définir le systéme de coordonnées

B(u(t)) = r(t) cosb(t)
v(t) = r(t)sinb(t)

Par ailleurs, nous avons pour tout ¢ € [0, T]\W,
U (u(t)v*(t) + (F(ult) — pt, u, ) Pr(u(t))
Pi(u(t)) + v2(t)

cos8(t) (£ (¥ (r(t) cosb()) — p(t, i (r(t) cos(t)) )
r(t) '

—0'(t) =

= apsin®6(t) +

D’apres (H12), nous avons

r(t) cos 6(t) _
~6'(t) > apsin® O(t) + f( a0 r(;; c) h(2)

Par définition de f et la formule (5.7), nous avons

cos é(t) (5.14)

f (J—)————Qr ¢ Saizet +c) sin@
r(t)

> agsin? §(t)
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(5.14) devient alors
—=cos6(t) > ap — ht)

().

) ( )
—&(t) > ap —

Par définition du nombre de rotation
6(0)—-6(T) _ T 1 h(t)

>—-——Ot0-—-—-

t.
27 —2m r(t) e

roty, (20) =

D’autre part, du lemme 5.17. et de la formule (5.7), nous avons

) d < 2d— / h(t)dt < W (u(t), v(t)) = y2F (u(t)) +v2(t)

< \/<\/-+—50) (u(t) — ¢) + v2(t)
s‘m+5Wa@ O +2(t) = ﬂ+%Wn

Qg

yﬁ"'“‘f €0 agd
7 car ¥—T— > 1, et alors r(t) > ——D——zﬂs v/

Maintenant, le choix de g9 > 0, g0 < 3 et ap > va — Zeo > Z(n+go). Ce qui

implique

T

T + e 1

roty, (T, 20) 2 a0~ \/BOOT Ozﬂd/h(t)dt

0

T & T 1+Z

> _ao_\/B+ TEO (2)2'——050 n -+ —lz‘wTsosg
27 O 2 n -+ —,1:80

Y

T
2—a0—253>n+50—25(2,>n
™

Lemme 5.19. Il existe une courbe simple C§ avec Cj C intC3, telle que pour toute
solution z(.,0, z) de (5.5) avec z € C§, nous avons roty,(T, z9) < 1.
Preuve: Soit s suffisamment grand pour que C§ soit définie, c’est-a-dire s > s(h) et
=g7'(s).
Notons par M := max {f(ao), ||Plls} -
D’aprés Phypothese (H11)(iii) im flu) = uEIPm(g(u) —gle)) =
Notons alors par u; le plus grand u < ag tel que f(u) = M + 1. Considérons la

fonction modifiée

f ﬂw={f“) w2 v
M+1 u < upy
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£ est de classe C! au voisinage de —oco et f' (—o0) = 0.

Le probleme modifié correspondant est alors

{ W=v (5.15)

v = —f(u) +p(t,u, 5)

Assertion 1. Toute solution de (5.15) est solution de (5.5).
En effet , soit (u(.),v(.)) une solution de (5.15). Montrons que u(t) > wy, pour tout ¢.
Supposons au contraire qu’il existe un ¢; tel que u(t1) < ups. Donc u(*) = minu < uy,

et alors

0 < u”(t) = —F(u(t") +p(t,u(t"), ) < — (M +1) +h(t) <0

ce qui est une contradiction.
Assertion 2. Toute solution non prolongeable z(t) = (u(t), v(t)) de (5.15) vérifiant
u(to) = uo, v(to) = vo est définie par tout ¢ € (~o0, +00).

~ U ~
Si nous considérons F'(u) = [ f(£)d€, une primitive de f, nous avons
ao

Fu) — { F(u) — F(ag) .si u> un
(M+1)(u—ap) siu<uy

alors il existe une constante p > 0, telle que ﬁ'(u) + pu? — +o0o quand u — +o00 et il
existe un v > 0 tel que F(u) + pu? + v > 0 pour tout u € R.

Soit maintenant (u(t),v(t)), une solution maximale de (5.15) définie sur son inter-
valle maximal d’existence |7, 7. [ contenant le point initial ¢, et considérons la fonction
auxilliaire

V(t) = 2F (u(t)) 4 (2 + 1)u2(t) + 2 + v2(t) + 1

Par dérivation de V/, nous avons

V() = 2f (u(®))v(t) + (4 + 2u()o(t) + 20(2) (- F(u(t)) + p(t, u(t), s))

d’ou

V'(8)| < 21(2u+ Du(t) + h(®)) v(®)] < 2 (2 +1 + h(2)) V(2)
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de 1&

t

[ @+ 1+ h(e)de

to

V(t) < V(to) exp2

et par suite il existe une fonction q : R — R™ continue, telle que |u(t)| + |v(t)] < q(t) ce

qui rend impossible
Jim (Ju(t)] + 1 (t)]) = 400 avec 7 < +00
=T+

ou encore
Jim fu(t)] + [u/(t)| = +o00 avec 7_ > —00

Par la théorie fondamentale des Equations Différentielles Ordinaires (cf.[29]), nous

obtenons |7_, 7. [ = | —00, +00[.

Soient maintenant a; > 0 et 8 > 3, tels que

2@Vl
var+ VB

T
T

nous avons

() < o siu<c

siu>c
Soit 15 : une fonction admissible définie par
¥o(w) = B (u = )" = Vai(u—c)

par suite
fluya(u) < Var(ga(w)?  siu<e
Flua(u) < \/,E (2 (u))? siu>ec
Nous pouvons donc considérer le systéme de coordonnées

{ pa(u(t)) = r(t) sin6() (5.16)

v(t) = 7(t) cosé(t)
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Soit Ry un nombre positif vérifiant

T /@ E
(v +VB)

En appliquant le lemme 5.13, il existe p = p(Rp) suffisamnment grand tel que si

1 T
m!h(t)dt <1-

(o= P +of 2 p* alors (uft) — o) +0%() 2 (ﬁﬁﬁ)

pour tout ¢t € [0,7].

Nous choisissons p = p(Ry) assez grand pour que
max{(u — ) +v% (u,v) € C’f} < p?

Par définition de p nous avons donc C}] C intC;
Montrons que pour toute solution de (5.15) & valeur initiale zg € C§, roty,(T, z) < 1.
Pour cela, supposons qu’au contraire il existe zg = (uo,v0) € C3, tel que roty, (T, z) > 1.

Alors pour un certain 79, 0 < 79 < T,

6(0) — 8(mo) —

1
2m

’I'Ot,/,z (7'07 Oa ZO) =

En appliquant le lemme 5.7 et le systéme (5.16), nous obtenons

roty, (1,0, 20) = 1= [ oo
{t[0,m0];u(t)>c}
1 Yh(u(t)v2(t) + (F(u(®)) = p(t,ult), 5)) a(u(t)) ”
oo (et} Y3 (u(t)) +v*(2)
T
< %\/-ﬁ—’mes {t;u(t) > c} + ;1; -g—((%dt

D’autre part pour tout ¢ tel que u(t) > ¢, nous avons

r(t) = J%(u(t))2+v2(t>=\/(ﬁ(ua))—c)gw%t)
> y/(u(t) - ¢)? +v2(t) > Ro

et par suite
T
T0ty, (70,0, 20) =1 < —l-ﬁmes. {t € [0,70);u(t) > c} + L /h(t)dt (5.17)
2 b e H ? 7rR0 /
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Par ailleurs, en appliquant toujours le théoréme 5.7, nous avons

g -4t

{t€(0,70)ju(t)<c}

’I'Ot,pz(To,O,Zo) = 1=

T
< %@mes. {t € [0, 0] ;u(t) < c} + %/%dt

Pour t tel que u(t) < ¢, r(t) vérifie

r(t) = \Jua(u(t)? +02(2)
\/al(u(t) —c)% + 0?2
min(y/@1, 1)1/ (u(t) — ¢)? + 02(t)

. Ry
e ey ~

v

\Y

Par suite
1 17
r0ty, (70,0, 20) < ;J&Imes. {t € [0, 7] ;u(t) < c} + 7R /h(t)dt (5.18)
0
Maintenant de (5.17) et (5.18) nous tirons I'inégalité suivante

/ IT
\/a_1+\/ﬁ<—‘/%~—\/_ﬂ_-T+—‘/&%RT\/-ﬁ_/h(t)dt
0

ce qui entraine

] T Ja\/f T(yavp)
<= +1- =1

T+ VF m(y/a1+ Vi)
qui est une contradiction.

Donc toute solution z du systéme (5.15), qui est alors une solution du systéme (5.5),

& valeur initiale appartenant & Cj vérifie

roty,(T,0,79) < 1.

Conclusion

Toutes les conditions du théoréme 5.11 sont remplies et alors toutes ses conclusions

sont valables pour le systéme (5.5). Les solutions (u(.),v(.)) du systéme (5.5) avec une
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valeur initiale dans .4 (couronne délimitée par C% et C§) vérifient u'(¢t) # 0 pour tout ¢
tel que u(t) = c. Nous concluons alors que pour tout 7, n > j > 1, u;(.) et v;(.) sont deux
solutions de (5.1), T-périodiques avec u;(.) — g7(s) et v;(.) — g~}(s) ayant exactement
2j zéros simples dans [0, T} . u;(.) et v;(.) sont distincts, ce qui entraine 'existence de 2n
solutions T-périodiques pour I’équation (5.1).

Ceci acheve la démonstration de notre résultat principal.

5.3 Deuxiéeme cas

5.3.1 Formulation du probléme

Dans cette partie nous considérons le probléme (P,) avec les hypotheses suivantes sur g

etp:
(H13) (i) g est continue sur R.
(@)  lim g(u) = +o0
(#12) il existe un entier n tel que
0< (¥n)? < lim 4 < (¥ (n+1))

(H14) (i) p est continue par rapport & tous ses arguments et T-périodique en ¢
(i) il existe une fonction positive h, continue telle que

‘ﬂ——”’:’s < h(t) pourtoutte R,uc Rets>0

5.3.2 Résultat principal

Théoreme 5.20. Sous les hypothéses (H13),(H14), il existe un hy, 0 < hy < 1 et
so = s(ho) > 0, tel que pour tout s > sy et pour toute fonction h continue et T-périodique
vérifiant ||h|| < ho, le probléme (P,) admet au moins deuz solutions T-périodiques.
Preuve: La preuve de ce théoréme se fait en deux étapes.
Premieére étape: existence d’une solution strictement négative.

L’hypothese (H13)(ii) (9(u) — +o00 quand u — —0o0), permet d’affirmer 1’existence

d’un s; > 0 tel que pour chaque s > s; il existe une constante 4, < 0, avec |A4,| assez
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grande, vérifiant g(A4,) > 2s. Si h(t) < 1 pour tout ¢ € R, alors

p(t, Ag,
S

g(As) > s(1+h(t)) > s(1 + S)) pour tout t € R

(La deuxiéme inégalité est due & Phypothése (H14)(ii)). Ce qui implique
g(As) — s (1 + 1_0_(?_,_%?,_3_)) >g(As) —s(1+h(t))>0

pour tout ¢t dans R et s > s;.
D’autre part, il existe sy > 0, tel que pour s > s, nous pouvons trouver une constante

B67 B, < 0, vérifiant
9(By) < s(1 — h(t) < s (1 + &f..s_)>

ce qui implique
t Bs,
p-—__( ! . 3)) <0

9(Bs) — s (1 +
pour tout s > s et tout ¢ dans R.
Considérons A, et B, définies pour s > max(sy, s), vérifiant A, < B, < 0 (I'inégalité
A; < B, étant justifiée par (H13)(ii)).
Par définition A, est une stricte sous-solution de (P,) et B, est une stricte sur-solution
de (P,) pour s > max(s;, sg).

La théorie de sur et sous-solution (cf. [72]) implique 'existence d’une solution u; de

(Ps) telle que
As <uy(t) < By pour tout t € R

Donc u; est une solution de (P,) strictement négative.

Deuxiéme étape: existence d’une solution positive pour (P,)

Formulation abstraite du probléme.

Soit Cr := {f € C(R,R); f(t+T) = f(t) pour tout ¢t € R}. Cr est muni de sa norme
usuelle.

Posons § := lim ﬂ;—‘). Alors, d’apres (H13)(iii), nous avons: (%1—’71)2 <é< (%”(n + 1))2.

u—-+00

Considérons 1'opérateur différentiel L : Cr — Cr défini par
Lu = 4" + éu
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DomL = {u de classe C% u(0) — u(T) = 0 = «/(0) — «/(T)}. L est inversible, conséquence
2

de la définition de ( (”—%1’—) <6< (@j’%&) 2) et son inverse K est un opérateur compact

tel que

§IIK = 1

(K est en fait Popérateur intégral de noyau la fonction de Green associée au probléme
homogene Lu = 0).
Donc, pour f € Cr, équation v” +6u = — f admet une solution unique T-périodique

notée K (f) et le probléme (P,) devient alors équivalent & ’équation abstraite
t
=K (g(u) —Su—s (1 + Ii(—fi))) (5.19)

Notons par z, la solution de

w +éu=1+ p————(t’:’ )
2 =K (—1 -~ p(ij—f)> (5.20)

zs est donc un point fixe de (5.20) qui existe d’aprés Phypothese (H14) et la compacité
de K.

Soit hy un nombre réel positif tel que

1
O0< hy < ————
* " S|IK]|

Il s’en suit de la relation (5.20)

20(t) > K1 (1= 1) 2 5 = NI ] 2 5 ~ K] o > 0

Posons
1
=— - h | K
€ =3 o || K|l

Lemme 5.21. Pour tout ¢ € (0, ), il existe un sy > 0, 5o = s(hg) tel que pour tout
8 > sp le probleme (P,) admet une solution positive u, telle que |Jug — sz, < se.

Preuve: Posons v= %; en utilisant (5.20) et la linéarité de K, la formule (5.19)

peut-étre écrite sous la forme

3,(v) = K(M) tzg=v (5.21)
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Nous avons alors

(5.22)

19,60~ ) < ) L2210

Soit & € (0,&0). Siv € B(z,¢) alors v(t) > 0 pour tout ¢ dans R et ce par définition

de &.
Considérons z, un nombre réel positif assez grand tel que pour « > 2z nous ayons

1

9 _
3|1K]

u

6| < (5.23)

et soit s3 > 0 vérifiant les conditions

83 2> max(31,32) et s3 >

60—8.

De (5.22) et (5.23) nous avons pour s > s3,
1 /
12:(v) = 25(V)| < 3 llv = V]

pour tout v, v dans B(z,,¢) et alors ®, est une contraction sur B(z,,e).
Montrons que pour s suffisamment grand, ®, applique B(z,, <) dans elle-méme.

Soit 89 > s3, sy suffisamment grand pour que si s > s, alors

9(s2s) 6' < _E

5Zs ~ 3K
Nous avons donc
’9(323) — 852, 124l € 2
8 ~3IK|* ~ 3K]

Soit v € B(zs,¢)

lg(sv) — 8sv < {g(sv) — g(825) + g(82s) — 652, + 6525 — sv
2 g(sv) —bsv g(sz,) — 6szs|
= 37K] s ;
2¢ +I 1 (v —2)
— 3Kl BIK] )
< 2 + ! v — 2| < _£_
~ 3|K|f 3K T K

Par conséquent,

195 (v) — 2]l <&
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Maintenant en appliquant le théoréme du point fize de Banach 3 ®,, nous obtenons
Pexistence et P'unicité d’une solution v, (point fixe pour ®,).

Soit u3 = sv,, uj est positive et uj est solution de (P,). u} est donc solution unique
car v, est unique. O

Remarque 5.22. Si de plus g est localement lipschitzienne et de classe C! au voisi-
nage de +00, nous pouvons montrer la multiplicité des solutions en appliquant le théoréme
de point fize de Poincaré-Birkhoff.

Dans ce cas, nous pouvons obtenir I'existence d’au moins 2n solutions pour (Ps)
différentes de uj, pour cela il suffit de chercher les solutions non triviales du probleme
&” +1(t,z) = 0 ot I(t, z) = g(u§ + ) — g(ug) avec z(t) = u(t) — ui(t) ot u(t) est solution
de (P;).

Supposons que les hypotheses (H11),(H12) avec (H12)(iii) remplacées par (H14)(ii)
sont satisfaites. Faisons croitre s suffisamment pour que u§ soit définie et vérifie une
relation similaire & (5.7) avec oy définie par (5.6).

Soit u une solution T-périodique de (5.1), nous définissons z(t) = u(t) — us(t), = est
solution donc de ’équation

z” +1(t,z) =0 (5.24)

l vérifie les propriétés suivantes
1) lim Me2) — ¢'(ug(t)) > 0 >0 uniformément en ¢
T
2) limsup Ktm—m) <pB et liminf *&® > 4 uniformément en t

T—+00 z—+o0  F
3) wLiEnool(t, z) = 400
Remarque 5.23. z = 0 est une solution triviale de (5.24). C’est le cas limite pour

le premier cas, c’est & dire que c’est le cas ou1 s = 0 et p(t,u,0) = 0.

Nous associons & (5.24) le systéme

=y
3/ = “l(t,.’ﬂ)

Le probleme de Cauchy associé & (5.25) admet une solution unique. De plus toute

(5.25)

solution maximale est globalement définie sur R; et si z est une solution non triviale de

93



(5.25), alors z%(t) + 4(t) # 0 pour tout ¢ € R.

Ainsi le lemme 5.13 et la deuxi®me assertion du lemme 5.19 se trouvent vérifiés.

Considérons le point Py := (0,0). Montrons la validité du théoréme 5.11 pour le
systeme (5.25).

Nous rappelons que 'unique solution de (5.25) passant par P est la solution triviale.
Le lemme 5.15 se trouve donc vérifié pour tout zo := (o, o) € R? tel que zd+y2 £0.

De la continuité par rapport A la valeur initiale, nous déduisons que pour £ > 0, il
existe Ro > 0 tel que 23 + 2 < R < Ry. Alors |z(t, z, o)| < e. Ce qui permet d’énoncer
le lemme suivant.

Lemme 5.24. 1l existe un Ry > 0 tel que Cf = {(x,y) €ER% 2?2442 = R%} (s > sp).

Toute solution de (5.25) z(t) = 2(t,0, z) telle que z, € Cy vérifie roty, (T,0,2) > n
o 7y est une fonction admissible par rapport 3 zéro.

Preuve: Soit ¢, : |0, 400 — R définie par ;(z) = ayz.

Considérons le systéme de coordonnées

’lﬂl (.’L‘(t, 0, Zo)) =T (t) COS 01 (t)
y(t,0, 20) = r1(t) sin (t)

nous avons

o0 aor} (t) sin? 0y () + I(t, 128y (1) cos ) (1)

- ri(t)
l (t, n{t)cos (1) ) cos? 0, (t)

24

= 0Oy Sin2 01 (t) + " (tl cos 01 (tl a0

g

> agsin? 61(t) + agcos® 6, (t) = ap

d’ou, de la formule (5.6),

roty, (T,0,20) > n

(W]
Lemme 5.25. Il existe RB; > Ry tel que C§ = {(x,y) €ER% 22 9% = R%} et pour
tout 2y € C3, rotyy(T, 0, 2) < 1.

Preuve:La encore, nous procédons de la méme maniére que dans la démonstration du
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lernme 5.19. Nous définissons donc la fonction admissible par rapport a zéro v, par

VBzsiz >0
~/oz siz <0

Po(z) =

Conclusion

Nous obtenons alors par application du théoréme 5.11, I’existence d’au moins 2n so-
lutions non triviales T-périodiques pour I’équation (5.24). Ce qui permet de conclure que
’équation (5.1) dans le deuxiéme cas admet au-moins 2n + 1 solutions T-périodiques. O

Les solutions obtenus dans ce chapitre peuvent étre généralisées pour obtenir I'existence
de solutions sous-harmoniques, i.e. des solutions de période mT, m > 1. Pour cela, nous

considérons ™ la m-iéme itération de Papplication de Poincaré ®.
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Partie 11

Méthodes Variationnelles
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Chapitre 6

Existence de solutions non
constantes au voisinage de solutions

constantes

L’équation du pendule soumise a des conditions aux limites périodiques a été étudiée par

plusieurs auteurs depuis 1922. Dans [64], Hamel considére le probleme

u”(t) + asinu(t) = fsint
u(t + 27m) = u(t)

et prouve l'existence de solutions en minimisant la fonctionnelle

2%

1
o(u) = / (—2-u’(t)2 + acosu(t) + u(t)Fsin t) dt
0
Ce résultat a été généralisé a I’équation
u” +asinu = h(t) (6.1)
ol h est une fonction intégrable de valeur moyenne nulle (cf [32],[91] pour la preuve de ce
résultat et [92] pour de plus amples informations).
Si h(t) = 0, les fonctions constantes, u = mm, m € Z sont toujours des solutions

périodiques de (6.1). Sia < 1, il n’y a pas d’autres solutions et si a > 1, il existe des

solutions non constantes pour (6.1). Ceci est bien connu et découle d’une analyse dans
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le plan de phase utilisant le fait que ’application temps correspondant & 1’équation (6.1)
est croissante.

Notre objectif, dans ce chapitre, est d’étudier 1’existence de solutions non constantes
T-périodiques, pour des non linéarités f(t,u) plus générales que asinu, au voisinage de

solutions constantes données. Considérons le probléme (P) avec e(t) = 0 pour ¢ € [0, 7],

u”(t) + f(t,u(t) =0
u(0) —u(T)=0 (6.2)
?(0) - (T)=0
ou f vérifie les hypotheses suivantes:
(H15) il existe une constante a € R telle quef(t,a) = 0 pour tout t € I
81(.,a) existe, est continue et positive sur I.
(H16) il existe une constante ¢ € R, ¢ > a telle que f(t,¢) = 0 pour tout ¢t € I
91(.,c) existe, est continue et négative sur I.
(H17) f est continue en (t,u), localement lipschitzienne en u,
uniformément par rapport & ¢, pour tout (¢,u) € I X [a,¢].

(H18) il existe b € Ja,c| tel que F(t,b) > F(t,c) ou F(t,s) = ]gf(t,u)du.
a
Pour analyser ce probléme, nous utiliserons une approche variationnelle.

6.1 Préliminaires

Dans ce paragraphe nous présentons les définitions et les résultats utiles pour la suite.
Pour plus de détails le lecteur peut consulter [91] et [92].
Soit H} I’espace de Sobolev des fonctions u € W12 vérifiant une condition de périodicité

u(0) = u(T). Nous définissons la norme sur H} par

T T 3
flull = (/ lu(t)|2dt+/|u'(t)fzdt)

1
done [jul = (llull g2 + 1w/ ;2)?

(H%, |L.|) est un espace de Banach réflexif.
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De plus H} se décompose en la somme directe: H} = H* @ H~ ol H* dénote le sous-
espace de fonctions & valeur moyenne nulle dans H} et H™ le sous-espace de fonctions
constantes dans Hz.

Pour u € H}, nous écrirons u=u+4 avecd =

Oty

% [ u(t)dt

Proposition 6.1. Si v € H* alors

T
llull;2 < oy flu'|| 2 (inégalité de Wirtinger)

lull, = max u(t) < \/g ||| 2 (inégalité de Sobolev)

Définition 6.2. Une fonctionnelle ¢ sur H} est dite faiblement semi-continue inférieu-
rement en u si pour toute suite (un)neny convergeant faiblement vers u, NOUsS avons
p(u) <liminf p(u,)

Théoréme 6.3. Un espace de Banach E est réflexif si et seulement si tout borné
fermé de E est faiblement compact.

Théoréme 6.4. Soit Q un ensemble faiblement compact de H}. et ¢ : Q — R faible-
ment semi-continue inférieurement. Alors: ég(fz @(u) > —oo et il eziste au moins un v € N
tel que p(v) = ;1&% o(u).

Définition 6.5. Une suite minimisante pour ¢ est une suite (uz) telle que

p(ux) — inf o

Proposition 6.6. L’existence de suite minimisante bornée pour ¢ est assurée si 7
est coercive, i.e.

p(u) = +oo si |lulf — +oo

Théoréme 6.7. Si ¢ est faiblement semi-continue z'nférieﬁrement sur l'espace de
Banach réflezif H}. et ¢ a une suite minimisante bornée, alors ¢ admet un minimum sur
H}.

Théoréme 6.8. (Théoreme de passe-montagne). Soit ¢ une fonctionnelle con-
tindiment différentiable sur H}. Supposons qu’il existe ug € Hi, uy € H} et un voisinage
borné Q de ug tel que u; € H}\Q et inf ¢ > max (p(uo), p(u1)) -

Soit I' := {y € C ([0,1]; H}) ;9(0) = uo,9(1) = w1} et B = inf max (¢(s)).

Yer s€(0,1]
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Si ¢ vérifie la condition de Palais-Smale au point 3, alors 3 est une valeur critique de

et B> max (p(uo), p(u1)) -

6.2 Existence de solutions pour (6.2)

Dans ce paragraphe, nous énongons et prouvons un résultat d’existence de solutions pour
le probléme (6.2).
Théoréme 6.9. Si les hypothéses (H15),(H16),(H17) et (H18) sont vérifées, alors

le probléme (6.2) admet au moins une solution ugy telle que

a<uy(t)<c pourtouttecl

uw()#a et wul)#ec

Preuve
Premiére étape: modification du probléme.

Soit g la modifiée de f définie, pour tout # € I, par

8L (t,a) =20 & u(t) <a

1+u(t)?
g(t, u(t)) := faua» sia<ut)<c (6.3)
g0 112@)02 siu(t) >c

g : I xR — R est alors continue en (¢, u), localement lipschitzienne en u, uniformément

par rapport & ¢ pour tout (¢,u) € I x R.

Considérons le probléme modifié

u”(t) +g(t,u(t) =0 0<t<T (6.4)
u(0) — u(T) = /' (0) — «/(T) = 0 '

Lemme 6.10. Toute solution de (6.4) est solution de (6.2)
Preuve: La preuve est basée sur le principe du mazimum (cf.[61], chapitre I, § 3).

Soit u une solution de (6.4). Nous définissons les ensembles I, et I, par

I..={tel u(t) > ¢}
I, :={t el u(t) < a}
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et nous montrons que I, et I, sont vides.
Supposons au contraire que I, # 0.
Soit M := supu(t).
tel

Si u = M, alors g(t, M) = 0. De plus M > c. La formule (6.3) entraine gﬁ(t, c) =0.

Ce qui contredit ’hypothese (H16).

Donc u # M.

Montrons que u < M sur |0,T[. Dans le cas contraire, il existe tg,¢1,%; avec 0 < t; <
to <ty < T tels que [t1,t2] C I, u # M sur [t1,%2) et u(te) = M. D’apres (6.3), nous
avons u” (t) > 0 sur I, et le principe du mazimum méne & une contradiction.

Alors u < M sur |0, T[ et par conséquent u(0) = u(T) = M.

Maintenant, pour ¢ proche de 0 ou T, nous avons t € I et u/(0) < 0 et ¢/(T) > 0 ce
qui contredit la condition de périodicité vérifiée par u, solution de (6.4).

De maniére analogue, nous montrons que u > a sur I. O

Deuxiéme étape: formulation variationnelle.

Soit la fonctionnelle ¢ : H}. — R définie par
1 T T u
o(u) == 3 /u’(t)2dt — //g(t, s)ds dt
0 0 a

Assertion 1. ¢ est faiblement semi-continue inférieurement sur H}..

Preuve: Soit (ug); une suite de H}. qui converge faiblement vers u, alors (uy)g
converge uniformément vers u sur I (cf[58],pp. 13-14) et par suite (u)x converge vers u
dans L!(I, R).

Posons G(t,u) := j g(t, s)ds. Nous avons

T
[16¢u(t) - Gt ue)ldt =
0
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Il S’en suit de (6.3) que g est uniformément bornée par une constante K, Alors

T | ur(t)

[ lott, )\ ds| dt

[ 166w (®) - G ue)lat <
0 u(t)

0

< Ky [ luet) - u(t) dt

Donc G(.,ux(.)) converge vers G(.,u(.)) dans L*(I, R) et par suite

T T
.. 1 ’ 2 ..
< =
o(u) hlgnlnf {zofluk(t)l dt 0/G’(t,uk(t))dt} —h,fnmf o(u)

Assertion 2. Soit

o1(u) == / G(t, u(t))dt
0

la fonctionnelle o, applique les bornées de H7 sur les bornées de R.
Preuve: En fait, nous avons |p;(u)| < TK, |ju — a||, ou flull, = sup lu(t)].
Puisque I'injection de H3 dans C(I, R) est continue, il existe une constante v > 0 telle
aue [Jul, < ul] Alors |
lp1(u)| < TKyy |lu— af

Assertion 3. ¢ est Gateaux-différentiable.

Soit v € H% et h > 0; nous avons

[+

o(u+ hv) — p(u) = % /(u’ + hv)%(t)dt — @1 (u + hv) — 5 /u’z(t)dt + 1 (u)
0 0
et donc

T
h?
o(u+ hv) — p(u) = -—2—/ 2( t)dt—i—h/uv t)dt — (p1(u + hv) — p1(u))
0
Nous avons

u

e1(u + hv) — ¢y(u) = /T (’7’“’9(t, s)ds) dt
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Un résultat classique d’analyse montre que

u-+hv
‘1,; / g(t, s)ds — g(t,u)v quand h — 0

u

De 13, pour tout v € H#
T T
lim + [p(u + hv) — ()] = [yt~ [ gle,uierar
h—=0 h 0 0 ,

D’ou
T T
(@ (w),0) = [w(e0/ Bt - [ g(t,u(e))o(e)dt
0 0
0O
Remarque 6.11. Si u réalise, le minimum de ¢, alors u est une solution faible du

probléme (6.4).

En effet, si v est un point de minimum, nous avons
T
(¢ (w),v) = / [/ (8)0/(¢) — g(t, u(t))v(t)]dt =0 pour tout v € HX
0

et alors pour tout v € C§°, (C$° est Pensemble des fonctions indéfiniment différentiables,
T-périodiques).

Par conséquent «’ admet une dérivée faible et u” (t) = —g(f,u(t)) presque partout sur
p

De plus I'existence de dérivée faible pour u et «' implique que u(0) — u(T") = ¥/(0) —
' (T) = 0. Ceci étant une conséquence du lemme fondamental de calcul des variations
(c£.95], p. 10).

Par définition de g nous avons

gﬁ(t, a)af =5ds z<a
G(t,z) = { F(t,x) a<z<ec

z
%(t, c)({fT":gds z>c

Donc

T
/G(t,x)dt — —00  quand |z| — 400 (6.5)
0
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Pour v € H}, u =4 + @,

[P, | [
olu) = / ot / G(t, )dt — / G, u(t)) — G(t, )] dt (6.6)

OTI '(t)P p I

= (9 5 [cua)dt - ( < (t,a+sa(t)),a(t)>ds) dt
[ [aemas [\ [ <a

> /T O 4 _ /T G(t,7)dt — /T K, || dt

= 2 ? g o]
T\ o2 T T

> / Ju g)‘ ~TKg\/g ( / |u’(t)[2) - / G(t,m)dt
0 0 0

Puisque ||ul] — +00 si et seulement si

T 2
(wr" + [ 1u'(t)12> — +00
0
Alors (6.5) et (6.6) impliquent
¢(u) = +oo quand |ul| — +o0

Puisque ¢(u) — +0o quand |u| — +00, alors il existe Ry > 0 tel que p(u) > ©(b)
pour |lu — b|| > Rp.
e Evaluation de Ry

Soitu=>b+vavecT =0

1 T T
olw) = 3 / W (t) dt — / G(t,b+v(t))dt
0 0

> o(b) +%/T}'U'(t)|2dt—TKg\/% (]v'(t)zdt)§

Utilisant I'inégalité de Wirtinger, nous avons
T
T\’
2 ’ 2
<14+ [= f £)[* dt
ol _( +(2,r) ) vt

27!'2 2 T%
> ke K.
Plu) 2 (6) + iy [0l ~ Ky—res o]

De la
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alors pour ||v|| > \/EK T? (1 + %) nous avons ¢(u) > ¢(b).

Posons Ry =1 +. fK T2 (1 + ,W)

Nous définissons I’ensemble )y par Qo := {u € H}; |lu — b|| < Ry} .

Assertion 4. ¢ atteint son minimum en un point u de l'intérieur de €. En effet,
2 est fermé et convexe; alors il est faiblement fermé et puisque H: est réflexif, il est
faiblement compact et par application du théoréme 6.3, atteint son minimum en un
point ug € €. Le choix de Ry implique que ug € int.(y.

Nous déduisons de la remarque 6.11 que up est une solution de (6.4) et, par application
du lemme 6.10, uo est une solution de (6.2) et alors a < ug(t) < ¢ pour tout t € I. De
plus ug(.) n’est identiquement égale ni & a ni & c. En effet, up est un point de minimum
pour ¢ dans Q et b € Qp, donc (ug) < (b). De 'hypothese (H18), nous déduisons que
»(b) < p(c). Ce qui implique alors que ug # c.

D’autre part, d’aprés ’hypothése (H15), il existe ag voisin de a (ap > a) tel que
f(t,s) > 0 = f(t,a), pour tout s tel que a < s < ag. Ce qui implique que p(ag) < 0 =
¢(a). Donc ug n’est pas identiquement égal & a méme si a € €. ]

Remarque 6.12. La solution uy déterminée est au voisinage de b. Nous pouvons
supposer alors que Uy = b.

Si, en plus des hypotheses considérées, nous supposons qu’entre a et ¢, il n’y a pas
d’autres solutions constantes, la solution wug est alors non constante et donc différente de
b.

Théoréme 6.13. S’il existe undy < c tel que max uo(t) < do, alors sous les hypothéses
du théoréme 6.9, il existe une autre solution u; de (6.2) différente de up avec up(t) <
u1{t) < ¢ pour toutt € 1.

Preuve: La preuve de ce théoréme est basée sur le ” théoréme de passe-montagne”

T

(cf. [109]). s |
1) Modification du probleme .4 f x
F(t,uo(t)) + 2% |7 (&, UO(t))f U(t) < UO(t)
h(t,u(t)) = ft,u(?)) uo(t) <. u(t)?c; (6.7)
2 (t,c) e e
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Nous remarquons que h(t,u) coincide avec g(¢,u) sur [ug(t), +00[, elle est continue et
lipschitzienne en u; h est bornée, i.e. |h(t,u)| < M, pour tout (¢,u) € I x R.

Soit le probléme modifié associé & (6.7)

{ w” (t) + h(t,u(t) = 0 (6.8)

u(0) —u(T) = v/ (0) —v/'(T) =0

Lemme 6.14. Toute solution de (6.8) est solution de (6.2). Cette solution est entre
ug et ¢

Preuve: Soit

I, ={tel;, u(t)<u(t)}.

Pour t € I,,,, posons

w(t) == ult) — up(t).
Alors w vérifie:

2(uo(t) — u(t))?

1+ U(t)2 !f(t9 UO(t)I >0

W) =u’(t) —uo(t) =

le principe du maximum implique que w(t) > 0, i.e. u(t) > uo(t) pour t € I,,. Ce qui est
impossible. Donc I,,, = 0.

De méme, nous montrons que ’ensemble
I..={tel, wu(t)>c} estvide,

ce qui acheve la démonstration du lemme 6.14. a
2) Minimisation de fonctionnelle

Soit ® la fonctionnelle définie par
T 0 T u
O(u) = / 9—2(i)dt—- / h(t, s)ds dt
0 0 ¢

® est bien définie et vérifie:

e d est faiblement semi-continue inférieurement;
T T

o ® est contintiment différentiable et (¥ (u),v) = [« () (t)dt — [ h(t, u(t))v(t)dt;
0 0

e les points critiques de @ sont solutions du probleme (6.8).
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Pour prouver le théoréme 6.13, nous montrons que ¢ admet un extremum local car
tout extremum local de @ vérifie 'équation d’Euler &' (u) = 0.
En effet, soit u € Hz, un point de minimum de ® et r > 0 tel que O(u) < P(u +v)

pour [v| < 7. Alorssiv € HI\ {0} et 0 < A < o> lous avons

Q(u + W) — D(u)
A

0<

et alors 0 << ®(u),v > . Puisque v est arbitraire, alors & (u) = 0.

Le cas de maximum local est similaire.

Lemme 6.15. ® vérifie la condition de Palais-Smale.

Preuve: Nous devons montrer que si (u,) est une suite de H} telle que ®(u,) est
bornée et ®'(u,) tend vers zéro, alors (u,) est telle que lur|| est bornée dans H} (cf.
[109]).

Soit (up), une suite de H} vérifiant:

¢ il existe une constante positive c; telle que

|®(un)| < ¢ pour tout n € N, (6.9)

e et pour tout v € H}
T

[ @' (®) = hit, un(t))e(0)] e

0

< &p vl (6.10)

ou &, — 0 quand n — 400.

En prenant v = 1 dans (6.10), nous obtenons

/ A(t, un(t))dt| < eaV'T

Maintenant si nous posons

I, = {tel; h(t,u.(t)) >0}
I, = {tel; h(t,u.(t)) <0}

pour tout n € N, nous avons

/ h(t, un(t))dt

I2

< snﬁ+/h(t,un(t))dt <enVT+TMy =: ¢
I
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En suite, en prenant v = wy, = u, — %, dans (6.10), nous obtenons

< én [lwl] < e fJwn (6.11)

T
[ @2 = e, unt))wa()] dt

oli ¢3 = supé&,.(c3 existe car (€n)n est convergente).

D’autre part

/

wn(t)’] = h(t, un(®)on(®)] dt] > w2 — e Jwnll,

s ol e[

Cette derniére inégalité étant diie aux inégalités de Wirtinger et Sobolev.

Posons
o=
4 = 1202.
Nous avons
T
/ ([ ®?] = Blt, un(®))wn(®)] dt] < lwnll® + 2 flwn]l, (6.12)
0
Les inégalités (6.11) et (6.12) impliquent alors
, 4m?
o < llonl < o5+ ex) (14 27 (6.13)

Posons

4n?
Cy 1= (C3 +cy) (1 + W)

Pour achever la démonstration du lemme, nous prouvons que [|u, |2 est bornée. Sup-

posons au contraire que lirf llun|| 2 = +o00. Alors il existe une sous-suite de (uy,), notée
N -00

toujours (un)n, pour laquelle m,, := minu, — oo et M, := max u, — 00 quand n — 4-00.

Nous avons
t
un(t) = un(7) + [ u(s)ds

pour tout t,7 € I.

Considérons 79 tel que u,(79) = IPGJP Un(t) = minu,.
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En appliquant 'inégalité de Hélder, nous obtenons alors pour tout t € 1

< (/t u;(3)2d3> 5 VT

]

t

/ u,,(s)ds

70

|un(t) "‘mnl = <

t
[ un(s)lds
70

ce qui implique alors que
lun = mally, < VT |14/ (6.14)
Posons, maintenant

H(t,u):= /uh(t, s)ds

- Alors de (6.14), nous obtenons, pour tout n € N,

T T TT un
- / H(t,mp)dt = / H(t, un(t))dt — / L h(t,s)ds} dt

0

n

B > / H(t, un(t))dt — T. M, |jun — ma]|_

T
. > [ Hit,ua(®)dt = T M .
0
En utilisant (6.9), nous pouvons écrire

’ 1 2
[ HE un®)dt 2 5 s - e

et par suite

T
1
[HEmE > Sl - o~ TEM a0 (6.15)
0
> —C] — T%MhCE, = Cg
T
cette inégalité est dite & (6.13) et elle implique que [ H(¢,m,)dt est minorée.
0
D’autre part, d’apres (6.7), pour tout u < wo(t), la primitive H(t,.) de h(t,.) est

_ donnée par
[f(t, wo(t)) + 2| f(t,uwo(t))|] w + ua(t) arctan u — uo(t) log(1 + u?)

et par suite

T
/H(t, my)dt — —00 quand n — +00
0
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. et donc ({TH (t,my)dt n’est pas minorée. Ce qui est une contradiction avec (6.15).

Il s’en suit alors que |u, ||, est bornée et, par suite, [ju,|| est bornée.

Maintenant, puisque la suite (u,), est bornée, elle contient alors une sous-suite con-
vergente. O

Lemme 6.16. La fonctionnelle ® a une géométrie de passe-montagne.

Preuve: Nous montrons que ® vérifie les conditions du théoréme de passe-montagne
(cf.[109]).

Par définition de ® nous avons ®(c) = 0.

De plus d’aprés (H18), il existe di, di < c tel que f(¢,5) > f(t,¢) = 0 pour tout
s € ldy,c].

Puisque max uo(t) < do < ¢, nous choisissons d; € Jmax(do, d;), c[ avec dy trés proche

de c tel que
lmaxuo(t) — dzi >dy—dy >c— dy
Si nous posons a := ®(dy) et p = 1/%2z4 | en utilisant (6.7), nous avons

®),5, 2@ avec B, = {u € H}; llu—dy]| < p}

Ainsi définie, B, est telle que c € intB, et maxug(t) ¢ B,, et donc uy ¢ B,.

— De plus, nous avons
( uo(t)
jf h(t, s)ds | dt

/[
Z

fl

1 T
- ®(uo) E/ﬁmm—

uo(t)
/ f(t,s)ds | dt
\ ©

= cp(uo)—l-f (/“ flt, s)ds) dt

< p(uo) +/ (/ f(t,s)ds) dt = p(ug) — p(b) <0

1 T
- :ifﬁ@a-
0

car o atteint son minimum en uy.

- 110



Par application du théoréme de passe-montagne, ® posséde donc une valeur critique

B > a caractérisée par

f= ol max ®(u)

ou

={y €0 (0,1, H}),%(0) = ¥(1) = uo}.
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Chapitre 7

Non linéarité avec potentiel a

croissance sous-quadratique

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré le probléme (6.2), qui correspond au
probléme (P) avec e = 0 et f(¢,.), définie entre deux valeurs a et ¢, est bornée. Dans
celui-ci, nous nous intéressons a la solvabilité de (P) quand e # 0 (systéme soumis & une

force extérieure) et la non linéarité f n’est pas nécessairement bornée.

Notons que si f n’est bornée ni supérieuremnt ni inférieurement, alors 1’existence de
solutions pour (P) découle soit de lexistence de sur et sous-solutions bien ordonnées
(cf. [1] ou [72]), ou encore de I’hypothése lim inf ﬁ%ﬂ > 0 et de lexistence de sur et
sous-solutions pas nécessairement bien ordonnées. En effet, si f n’est pas bornée (ni
inférieurement, ni supérieurement), nous avons alors uniformément en ¢, un des quatre

cas suivants:
i) limsup f(t,u) = +oo, liminf f(t,u) = —o0,

u—+00 u—+00
it) limsup f(t,u) = +oo, liminf f(t,u) =
U—=—00 U——00 d“"( S ™,
ii6) limsup f(t,u) = 400, liminf f(t,u)=—oc0, / " ",
Ut~ OO U—+00 ‘ﬁ s j,. H "%
iv) limsup f(t,u) = +oo, liminf f(t,u) = - { A SRR
U——+00 4 R g

Dans les trois premiers cas, nous pouvons determ.mé\r des sur et sous—so,lutlons bien
ordonnées. Si aucun de ces trois cas n’est vérifié, nous® qvons hm mf f»(t u) > —0o0,

limsup f(t,u) < +oco. Alors si hmlnf M > 0, de (iv) décotle” l’e)ustence d’une sur-

u—00
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solution A et d’une sous-solution B telles que A < 0 < B. L’application du degré

topologigue implique existence de solutions pour (P) (voir ci-dessus, chapitre 3).

7.1 Solvabilité d’un probléme aux limites périodiques

Le probleme (P) est considéré avec une non linéarité f continue, vérifiant les hypothéses
suivantes:
(H19) liminf I—(Z—’fl >0  uniformément en ¢

| 8]—+co
(H20) liminf 2£¢2) = ¢ (ou bien liminf 2242 — 0)
8—-+00 i 8——00 8
T
(H21) lim [[F(t,s) — &s]dt = +oo.
|s|—-+o00 0
L’hypothése (H21) est connue sous le nom de condition de Ahmad-Lazer-Paul [2].
Nous nous limiterons au cas ot le sup f(t,u) est fini ou bien inf f (t,u) est fini car,
u
sinon, nous nous ramenons & 'un des cas cités auparavant, ou 'existence des solutions
découle de 'application de la théorie des sur et sous-solutions et de la théorie du degré
topologique.
Théoréme 7.1. i les hypothéses (H19),(H20),(H21) sont vérifiées, le probléeme
(P) admet au moins une solution.
Preuve: Considérons par exemple le cas o

My (t) := sup f(t,u) < +oo, uniformément en ¢
uek

(le cas my(t) = in£ f(t,u) > —o0 peut étre traité de maniére similaire).
ue
M(.) est supposé au moins mesurable sur I.

Soit J : H} — R, définie par

J(u) =

B =

/ [IU’(t)l2 — F(t,u(t)) + e(t)u(t)] dt
0

J est alors bien définie sur H}.
J est faiblement semi-continue inférieurement;
J est contintiment différentiable et

(J'(u),v) = 0}1[u’(t)v’(t) — f(t,u(t))v(t) + e(t)v(t)] dt pour tout u,v € H}.
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Les points critiques de .J sont précisément des solutions de (P).

Pour prouver le théoreme 7.1, nous appliquons le théoréme de passe-montagne. Pour
cela il faut vérifier la condition de Palais-Smale.

Lemme 7.2. La fonctionnelle ¢ vérifie la condition de Palais-Smale.

Preuve: Soit (uy), une suite dans H} telle que
|J(un)] < k; pourtout n e N (7.1)

et pour tout v € Hx

T
[ B0 (0~ £t un()(e) +e(O)o(t)] | < e o] (72)
0
ou g, — 0" quand n — 400 et g, < 1 pour tout n € N.
En prenant v = —1 dans (7.2), nous obtenons
T
[ (7t un(t)) - e(®) dt| < eaVT
0
ce qui implique alors pour tout n € N
T T T
/ £, un(®))dt] < / [£ (£, un(t)) — e(t)] dt| + / e(t)dt| < enVT + T[]
0 0 0
Si
L= {te L f(tun(®) >0} et b= {t€ L ft, un(t)) < 0}
alors

< VT +Te| + / F(t, un(t))dt

[ £t un(®))dt

11 existe une constante ky := e, /T + T [€] + || M| .1 telle que
T
[ 17t ua(t))de] < k2 pour tous m € N
0

Si dans (7.2) nous prenons v = w, := u, — U,, Dous obtenons, en appliquant les

inégalités de Wirtinger et Sobolev,
T

[ [ = £t un(E)w(®) +e(®on(®)] at

0

47T2 2 T
> — 2N+ = llwn,
2 oy g lenll” — (k2 + T[e)) \/ 73 lenl
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ce qui entraine alors

I < el < (G5 +1) ( +ha Tl) )<k3 73)

ks est une constante positive indépendante de n car &, < 1 pour tout n € N et par suite
eyl < .

Pour achever la démonstration, nous devons prouver que [|un] ;2 est bornée. Pour cela
nous faisons un raisonnement par ’absurde. Supposons qu’au contraire nli};noo tnll 2 =

400, il existe alors une sous-suite de (un)n, appelée toujours (uy)n, telle que
M, ;= maxu, - +00 ou m,:=minu, — —00 quand n — +o00.

Supposons M,, — +00 quand n — +o0, alors, de (H21), nous avons
T
lim_ f (F(t, M,) — eM,) dt = +oo (7.4)
0

D’autre part

M,

T T T
/ (F(t,M,) — eM,)dt = / (F(t, tn(t)) — e(t)un(t)) dt + / / (f(t,s)—e(t))ds) dt

tn (t)

T T M,

< [ (Fltum®) - e®uae)dt+ [ /;Mf~e<t)ids)dt
0 0 \un(t)
T

< [ (Bt un®) = e(t)un(®) dt + 1My ~ ell s M~ ol
0
de (7.1) et (7.3), nous déduisons

T
/ (F(t, My) — eMp) dt < ky + VT3 || My — €], == ks

donc f(F(t, M,) — €M) dt est majorée. Ce qui contredit (7.4).

Al(z)rs llun|| ;2 est bornée et par suite ||u,|| est bornée.

Nous arrivons & la méme conclusion si nous considérons m., & la place de M,,, ou encore
une sous-suite vérifiant M,, — —oo ou m,, — +00. 0

Lemme 7.3. J a une géométrie de passe-montagne.
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Preuve: Soit (0 := {u € H};minu > 0}.
1) Nous montrons que
ulenafn J(u) > —00 (7.5)
Siu € 0 i.e. minu = u(t,) = 0 pour un certain ¢, € I, alors en prolongeant la fonction

e et u par T-périodicité sur R, J peut s’écrire

aﬂw==ifﬁ%m%ﬂf—lﬂauﬁf+dﬂu@ﬂdt2Tfj%hﬂﬂf*ﬁhb@)—eﬁﬂwﬁ}ﬁ

et par 'inégalité de Holder
1
J(u) 2 5 [[Wllge — 1My = ell o flul]

Et puisque u(t, + T) = u(t,), 'inégalité de Poincaré entraine I’existence d’une constante
positive v = y ([ty, t, + T1]) telle que

1

J(u) 2 5 [[llpe — 7 1My — el g2 [l 2 (7.6)
Notons que |ju|| — +o0 si et seulement si
) 1
(' 22 + [22])* = +o0

et comme minu = 0, alors |lull — +oo est équivalent & ||u/[|;2 — +oo et alors (7.6)
implique que ¢ est coercive et alors elle admet une suite minimisante bornée. De plus J
étant faiblement semi-continue inférieurement, alors 151Qf > —00.

2) De 'hypothése (H21), nous déduisons que —J est coercive, i.e. J(r) — —oo quand

r — +00. Et alors il existe R > 0 tel que
max (J(~R), J(R)) < jnf J(u)

avec R € Q et —R € HL\Q. Ce qui achéve la démonstration du lemme 7.3. O
Toutes les conditions du théoréme de passe-montagne se trouvent vérifiées et donc J

admet une valeur critique 3, caractérisée par

A = Inf max J(y(s))

oa I':={y € C([0,1], H7); (0) = R, %(1) = —R} .

Ceci achéve la démonstration du théoréme 7.1. O
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7.2 Existence de solutions sous-harmoniques.

Dans cette partie, nous nous intéressons & P’existence et la multiplicité de solutions sous-

harmoniques pour 1’équation

u” + f(t,u) = e(t) (7.7)

ou f est une fonction continue et T-périodique en ¢ et e une fonction mesurable bornée,
T-périodique.

Par une solution sous-harmonique, nous entendons une solution k'T-périodique ou &
est un entier quelconque. Quand la solution n’est pas T-périodique, nous dirons qu’elle
est une vraie sous-harmonique.

Le probleme de la recherche de solutions sous-harmoniques est classique et a été
étudié avec différentes méthodes. Les premiers résultats sur Pexistence d’orbites sous-
harmoniques au voisinage d’une orbite donnée ont été obtenu par Birkhoff et Lewis
(cf.[14],[99]) par des techniques de perturbation. Rabinowitz [110] a montré I’existence
de solutions sous harmoniques pour des systémes hamiltoniens en utilisant des méthodes
variationnelles. Son approche n’est pas & caractere locale comme celle dans [14]. Elle
a permis d’obtenir ’existence d’une suite de solutions dont la période minimale tend
vers l'infini dans le cas ol la fonction hamiltonienne est & croissance sous-quadratique
ou superquadratique. Ces résultats ont été élargis dans différentes directions comme par
exemple [28],[30]. Des résultats locaux pour ’équation du pendule peuvent étre trouvés
dans [121]. De méme, des résultats pour I’équation (7.7) peuvent étre trouvés dans [42],
obtenus en utilisant Papplication temps.

L’équation (7.7) a été étudiée dans [55] dans le cas de non linéarité L' Caratheodory
avec Phypothese bien connue de Landesman-Lazer. Ils montrent existence d’une suite
de solutions sous-harmoniques dont les périodes minimales et les amplitudes tendent vers
Pinfini (cf. théoréme 2.1 [55]).

Nous procédons comme dans [110] et [55] pour montrer un résultat de multiplicité de
solutions pour (7.7) en considérant le probléme de la section 7.1, i.e. avec une condition

de Ahmad-Lazer-Paul imposée sur f.
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Formulation du probléme et résultat principal

Nous considérons donc 1’équation (7.7) avec les hypotheses suivantes:
(H22) e est mesurable, bornée et T-périodique
(H23) (i) f continue en ¢, u, T-périodique en ¢
(i%) ztelgf(t,u) =: M{(t) < 400 ou bien my(t) := irellf{f(t,u) > —00
(#2) sgn(u) [ f(t,u) — €] > 0 pour |u| assez grande
(iv) y |1ir5~l f [F(t,u{t)) — eu(t)] dt = +o0
Théoréme 7.4. Sous les hypothéses (H22) et (H23), ’équation (7.7) admet une
suite (ug)x>1 de solutions kT-périodiques dont les amplitudes et les périodes minimales
tendent vers l'infini.
Preuve:
1° Existence de solutions kT-périodiques pour (7.7).
L’existence de solutions kT-périodiques est obtenue d’une maniére similaire & celle ap-
pliquée au théoreéme 7.1. Nous montrons I’existence de point critique pour la fonctionnelle
Jx, définie pour tout k > 1 par

kT

Jw) = [ [%u’(t)z——F(t,u(t))+e(t)u(t)} dt

oit u € Hip := {u € W2 ([0,kT],R); u(0) = u(kT).}
Par application du théoréme de passe-montagne, nous obtenons un point critique uy

pour J caractérisé par

Jk(uk) := inf max Jk( (8))

Pel'y, s€(0,1]

Ty = {y € C([0,1], Hir) ; $(0) = By et ¥(1) = — Ry}

uy, est alors une solution faible pour (7.5), kT-périodique et, si e est continue, cette solution
est alors classique.

2° Existence de solutions sous-harmoniques distinctes.

Remarque 7.5. Notons que Ji = Jp, sur Hiy N HL . pour tout k et m, ce qui justifie

la définition suivante.
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Définition 7.6. Le niveau de u € |J H}p est défini par Jp,(u) chaque fois que u € H:r.

Toute fonctionnelle J, admet au nfoins un niveau critique noté 3 1= leilén Jk.

Notons que des solutions sous harmoniques non distinctes ont méme I;iTveau. Alors,
une approche naturelle pour trouver la multiplicité de solutions harmoniques distinctes
consiste en la recherche de niveaux critiques multiples.

La suite 8; n’est pas croissante avec k & partir d’un certain ordre, i.e. il existe un
m € N tel que si k € mN, alors B < Br.

Si B, < (3 pour un certain k, alors le niveau B est interdit pour les fonctions T-
périodiques et tout minimum global de J est en fait une solution sous-harmonique de
(7.7).

Dans notre notre cas Ji (ux) n’est pas nécessairement un minimum global pour Ji et par
suite la condition précédente, méme vérifiée reste insuffisante pour conclure & Pexistence
de solutions véritablement sous-harmoniques. C’est pour cela que nous montrons en plus

que les amplitudes et les périodes minimales des (ux) tendent vers Uinfini.

Nous commencons tout d’abord par montrer que

le(uk) — —o00 quand k — 00

k

Nous choisissons Ry > k et considérons 9 € I'y définie pour tout s € [0,1] et pour
tout t € [0, kT par
(x(5)) (¢) = R [1 — 2s] + 2k (1 — Beli=2e)
(i(s)) (t) = Re[1 — 28] + 2k (1 — |1 — 2s|)

1y, vérifie alors, pour tout ¢ € [0, kT,
(¥x(0)) (£) = Ry et (¥x(1)) (£) = — Ry

Notons que pour tout s € [0,1], (%(s)) (.) est constante en t et alors ¢x(s) € Hir.
Soit s; € [0,1] tel que
Jx(tx(sx)) = max Jx(1x(s))

s€{0,1]

Pour k > 2, nous avons par définition de uy

1 1 : 1 KT 1 kT
EJk(uk) < EJk(wk(sk)) = —EO/F(t, (¥r(sk)) (t))dt+;c’0/€(t) (Vr(sk)) (t)dt
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=3 T
< Zo / F (t + 4T, (¥x(se)) (t +iT)) dt + / e(t +1T) (x(sk)) (t+iT)dt}
< - k:l /F(t (r(s)) (¢ dt+/ (t) (¥(sx)) (t)dt}

1
R
T
< [ [ 17 6, @i(sw)) () — 2 (s() ) dt}

Maintenant, quand k — 00, nous avons |(¥x(sk)) (t)| — +o0, uniformément en ¢.

Alors, d’aprés hypothése (H23)(iv), nous obtenons
li ! J =
Pt w(uk) = —

3¢ Soit

Ap = — = litude d
& (%ﬂ?‘}%uk [IOIl’g);] uk> amplitude de ug

montrons que

A — +oo quand k — +00 (7.8)

Nous avons
lukllo, — +00 quand k — +00 (7.9)

Pour montrer (7.8), nous devons prouver que |||, — +00 quand k — +00 ol ux =
Uy + Ug.

Supposons qu’au contraire ||tix|,, est bornée par (7.9), il existe alors une sous suite,
notée toujours uy, telle que [ux| — +oo quand k — +00.

De l'identité ug(t) = U (1 + 2’3@) nous obtenons |u(t)| — oo pour tout ¢, ce qui
implique min |ug| — 400 quand k — +00.

Considérons le cas ot minuy — +0o (I'autre possibilité, i.e. maxu, — —00 peut étre

traitée de manitre similaire). Par intégration de I'équation (7.7), nous obtenons

kT kT
/ e(t)dt = / F(t, ux(t))dt
0 0

Par T-périodicité de e et f, 'égalité devient

Z/f(t ug(t +iT))dt — k/e(t)dt =

i=07
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d’ot1
1 / kz—l + T )dt—O
— t’ t y —p —_
k0/<i:0f( ug(t +1 )) —€

- Maintenant, vu I’hypothése (H23)(iii) , le lemme de Futou [68] s’applique et nous

obtenons

i=0

T 1 /=2
o > i [ (E ttmerim o)
> liminf [f(t,z) —€|dt >0
0/ T—-+00

La dernitre inégalité est diie & la définition de liminf . Nous avons abouti a une

- contradiction: 0 > 0. Notre supposition est alors fausse et donc
k||, — +oo quand k — 400

ce qui implique que les amplitudes des solutions uy tendent vers I'infini quand k — +00.
Montrons maintenant que les périodes minimales des solutions uy tendent vers Pinfini.
Nous supposons pour cela qu’au contraire nous pouvons extraire de la suite (ux) une
sous suite dont les périodes minimales sont bornées. Alors, pour cette sous suite, nous
pouvons trouver une période commune koT'. La suite (u,) des points critiques de Ji, est
telle que Jio(Un) = 2 Jn(un).
Supposons que ||ty — o0 quand n — oo.
Puisque les u,, sont solutions de (7.7), alors Ji (un) — 0 quand n — oo, et suivant les
- mémes pas de démonstration de la condition de Palais-Smale, nous obtenons n||, bornée
et par suite [@,| — oo quand n tend vers linfini. De Pidentité u,(t) = Tn (1 + %ﬁg) ,
- nous concluons que |u,(t)] — 0o pour tout ¢, ce qui entraine min |ty — +00.
Considérons le cas ot minu, — +oo (I’autre possibilité, i.e. maxu, — —o0 peut
étre traitée de maniere analogue). Par intégration de I’équation (7.7) sur [0, koT'], nous

obtenons
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koT

0 = 0/ (F(t, un(t)) — &) dt

koT

> [ timinf (F(t,ua() - Dt
I‘;)()T

> / limnf (f(t,) - &) dt
0

ce qui contredit ’hypothese (H23)(iii).

Nous concluons que ||u,||,, doit étre bornée et par suite Ji,(un) est bornée. D’autre
part, Jko(un) = 2 Juko(tn) — —00 quand n — oo. Contradiction!

Alors les périodes minimales des solutions (ux) tendent vers I'infini. Ceci achéve la

démonstration du théoreme 7.4. O
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