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Introduction

E. Inonii et E. P. Wigner dans leur article [30], ont défini la contraction
d’un groupe de Lie comme étant ’opération d’obtenir un nouveau groupe de
Lie par transformation singuliére, qui est une limite d'une famille de transfor-
mations linéaires non-singuliéres, sur les éléments infinitésimaux d’un ancien
groupe. Plus tard, dans les années 1960 l'intérét pour les contractions de
groupes de Lie et de leurs algébres de Lie réapparait dans les travaux de M.
Levy-Nahas [37] et de E. J. Saletan [54]. Saletan a entamé une étude plus
générale sur une classe de contractions & un seul parametre € pour lesquelles
les éléments de la matrice de contraction correspondante sont des polynomes
du premier degré en . Dans cette classe, les contractions introduites par
E. Inénii et E. P. Wigner représentent un cas particulier trés simple. Dans
une autre direction les contractions d’Inonii-Wigner généralisées dites aussi
contractions de Doebner-Melsheimer [17] représentent I'extention non linéaire
en ¢ des contractions d’Inonii-Wigner normales. Des contractions de type plus
général ont été envisagées par d’autres auteurs, en particulier, sous le nom
de transitions [49] ou sous le nom de dégénérescences [5, 6, 7, 8, 46).

Au niveau des représentations de groupes de Lie c’est J. Mickelsson et J.
Niederle qui ont donné, dans [45], I'une des premiéres définitions précises de
la notion de contraction de représentations de groupes de Lie. En outre ils ont
montré dans [45] que les représentations, dites de masse non nulle, du groupe
de déplacements R™! x SO(n+1) ainsi que les représentations, dites de masse
a carré positif, du groupe de Poincaré généralisé R**! x SOqy(n, 1) peuvent
gtre obtenues par contraction de représentations de la série principale de
SOp(n+1,1). Dans un contexte d’étude plus générale, A. H. Dooley et J. W.
Rice ont confirmé dans [23] que les représentations de la série principale d’un
groupe de Lie connexe semi-simple non compact G se contractent vers les
représentations génériques de son groupe de déplacements de Cartan. L’ana-
logue de ce résultat dans le cas out G est compact a été également établi dans
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d’application 1'obtention des formules de type Mehler-Heine pour les fonc-
tions spéciales. Par exemple les polynémes de Laguerre, qui expriment les
coefficients de représentations du groupe d’Heisenberg, s’obtiennent comme
limite des polynémes de Jacobi constituant les coefficients de représentation

de SU(2) :

Jim pe™ (cos %) = LY (z?).
Et cette limite a été interprétée par F. Ricci dans [51] en terme de contraction
des représentations unitaires et irréductibles du groupe SU (2) vers celles du
groupe de Heisenberg de dimension 3.

Une deuxieme application des contractions est le transport des résultats
sur les multiplicateurs de Fourier d’un groupe de Lie & un autre, notamment
'obtention des versions non-commutatives du théoréme de De Leeuw, citons
par exemple les articles [53, 52, 19, 21].

Une autre application est celle que nous proposons dans le cadre de ce tra-
vail et qui consiste & appliquer les contractions pour ’étude de la confluence
des singularités des équations différentielles homogenes du second ordre. Le
phénomene de la confluence des singularités pour une équation différentielle
donnée est défini par le passage a la limite "e — 0” de la quantité ¢ intro-
duite dans les paramétres de 1'équation differentielle. Ce passage & la limite
s’accompagne par la fusion de deux singularités en une seule et ’obtention
d’une nouvelle équation différentielle (la confluente). Notre contribution dans
ce travail a fait I'objet d’une publication [65]. Le plan de cette thése est le
suivant :

Dans le chapitre 1, nous présentons dans une premiére section quelques
définitions de base sur les algebres de Lie. Dans la seconde section nous don-
nons la définition des contractions d’algébres de Lie puis nous citons quelques
types simples de contractions notamment les contractions d’Inénii-Wigner, de
Saletan et d’Inonii-Wigner généralisées. Dans la troisitme section nous don-
nons la définition de la dégénérescence qui généralise la notion de contraction
[5, 6, 7, 8, 46]. Ainsi nous terminons la section par deux exemples concer-
nant la classification des orbites de la variétés des algébres de Lie £,(C) de
dimension n sous l'action de GL(n,C) pour n = 2 et n = 3. Pour ces deux
cas, nous déterminons toutes les dégénérescences possibles.

Dans le chapitre 2, nous présentons quelques définitions sur la théorie des
groupes de Lie et de leurs représentations. En suite nous donnons la définition
des contractions de groupes et de leurs représentations inspirée de celles de



Chapitre 1

Contractions d’algébres de Lie

1.1 Algebres de Lie

Définition 1.1.1. Une algébre de Lie g = (V,[,,.]) (de dimension finie) est
un espace vectoriel V' (de dimension finie) sur un corps K (de caractéristique
différente de 2), muni d’un produit bilinéaire antisymétrique [.,.], appelé

crochet de Lie, tel que :

[z,y) =—[y,z] Vz,yeV. (Pantisymétrie)
[z, [y, 2]) + [v, [2,2]) + [2, [x,4]] =0 Vz, 9y, z € V. (identité de Jacobi)

Exemple 1.1.1. 1. Tout espace vectoriel V sur K muni du crochet [z,y] =
0, z,y € V , est une algebre de Lie sur K.

2. Soit V' un espace vectoriel sur K. L’algebre gl(V) des endomorphismes
de V munie du crochet [A, B] = Ao B — Bo A, est une algebre de Lie de
dimension dimn(V')? sur K. Par exemple si V = C* (resp. V = R™), alors
gl(V) s'identifie naturellement & 1’algébre de Lie gi(n, C) (resp. gl(n, R)) des
matrices carrées d’ordre n & coefficients complexes (réels). Le crochet de
Lie sur gl(n,C) (resp. gl(n,R)) est alors défini par le produit matriciel :
[A,B] = A.B - B.A.



Preuve. Ces relations ne sont rien d’autre que ’écriture en terme de C,.’fj
des axiomes de la définition d’une algebre de Lie. En effet,

1. pour k fixé et 4, j = 1,2,3,...,n le nombre de conditions (1.1.2) est
égal & (3) si i # j et il est égal & (7) si i = j. Alors pour k fixé le nombre de
conditions (1.1.2) est égal a (3) + (7).

En revanche si k varie dans {1,2,3,...,n} alors le nombre de conditions

n?(n
(1.1.2) est égal a n[(3) + (})] = —(—2+—1)

2. Pour m fixé et 4,5,k = 1,2,3,...,n le nombre de conditions (1.1.3) est
(3). Si m varie dans {1,2,3,...,n} alors le nombre de conditions (1.1.3) est
égal an(}).

|

L’ensemble des constantes {C¥;} satisfaisant (1.1.2), (1.1.3) peut étre

considéré comme une sous variété W™ C K™ de dimension

n’(n+1) n’(n-1)
-2 T T2
En effet, notons par E™ l'espace de tous les ensembles {C¥;
(1.1.2), comme E™ ¢ K™ il est claire que

dimW" < n?

(1.1.4)

} satisfaisant

dim E® = n® moins le nombre d’équations ” C[’;j] = (”
3 n’(n+1) n’(n-1)
B 2 2

Puisque W™ C E™ alors
n?(n—-1)
2
Remarque 1.1.1. On a dimW? = 2, diim W3 = 6 et pour n > 3 I'inégalité
(1.1.4) est stricte.

dimW" < dim E" =

Définition 1.1.4. Soit g une algebre de Lie sur K. Le centre de g est
Z(g)={r€g|[r,y] =0, Vy€g}
Exemple 1.1.3. 1. Si g est une algebre de Lie abélienne, alors Z(g) = g.

2. Le centre de gl(n,K) est 'ensemble des matrices scalaires, i.e.,
Z(gl(n,K)) ~ K.
3. Le centre de sl(n,K) est trivial.
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Il est clair que le noyau (resp. l'image) d’un homomorphisme g — §
d’algébres de Lie est un idéal (resp. une sous-algebre de Lie) de g (resp. b).
Définition 1.1.9. Une représentation de g dans un espace vectoriel complexe
H est un homomorphisme d’algebres de Lie T : g — gl(H). La dimension de
cette représentation est la dimension de H sur K. La représentation (7', H)
est fidele si T est injective. De plus la représentation (T, H) est irréductible
si les seuls sous-espaces vectoriels de H qui sont invariants par g sont {0} et
H lui méme, i.e., (T, H) est irréductible si T(g)W C W alors W = {0} ou
W =H.

Exemple 1.1.7. L’algtbre de Lie gl(n,R) agit naturellement sur Pespace
vectoriel R" (action d'une matrice réelle carrée d’ordre n sur un vecteur de

R’H)'
O

Définition 1.1.10. L’homomorphisme d’algebres de Lie g — gl(g) défini

par = — [z,.] est appelé la représentation adjointe de g et est noté ad.

Définition 1.1.11. Soient b: V x V — K une application bilinéaire et U un
sous-espace vectoriel de V.

1. Le radical de b est le sous-espace vectoriel rad(b) = {v € V|b(v,') =
0,Vv' € V} de V.

2. On dit que b est non-dégénérée (resp. dégénérée) si le radical de b est
trivial (resp. non trivial).

3. L'orthogonal de U dans V est le sous-espace vectoriel Ut = {v ¢
Vib(v,v") =0, Yo' € U} de V.

Définition 1.1.12. On appelle forme de Killing de V’algtbre de Lie g lap-

plication k définie par

K . gxg—K
(2,4) = Tr(ad(z) o ad(y))
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Exemple 1.1.10. Soit n un entier naturel non-nul. L’algébre de Heisenberg
bon+1 est l'algebre de Lie réelle de dimension 2n + 1 engendrée par 2n + 1
éléments X;,Y; et Z, 4 = 1,..., n, soumis aux seuls crochets non-nuls [X;, ¥;] =

Z. Cette algebre est nilpotente de rang 2 et son centre est engendré par Z.
O
Exemple 1.1.11. Toute algebre de Lie nilpotente est résoluble.

O

Exemple 1.1.12. L’algébre de Lie réelle de dimension 3 engendrée par trois
€léments A, X et Y soumis aux seuls crochets non-nuls [4, X] = X — Y et

[A,Y] = X +Y est résoluble mais pas nilpotente.
O

Définition 1.1.15. On appelle radical d’une algebre de Lie g, noté Rad(g)
I'idéal résoluble qui contient tout idéal résoluble de g ( il existe toujours et

il est unique).
Exemple 1.1.13. Le radical de 'algébre de Lie sl(n, R) est trivial.

a

Définition 1.1.16. Une algébre de Lie g est dite semisimple si elle n’a aucun
idéal résoluble # {0} i.e., Rad(g) = {0}.
Si g n’est pas abélienne et n’a aucun idéal propre (autre que {0} et g) alors

g est dite simple.
Remarque 1.1.2. Toute algébre de Lie simple est semisimple.

Exemple 1.1.14. L’algébre de Lie sl(n,R) est simple et donc semisimple
pour tout n > 2.
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Cette définition peut étre reformulée en terme des constantes de struc-
ture :

Définition 1.2.2. Soient C’i’fj les constantes de structure de I’algebre de Lie
g et (U.)] les coefficients de la matrice de l'opérateur U, dans la base fixée
{e1, ez, ...,e,}. Si la limite
n
Jim > (Ui U3 UHE CE = CE,

i3, k=1
existe pour tout ¢, 5’ et k' alors les é’i’f:j, sont les constantes de structure d’une
algebre de Lie go. Dans ce cas I'algébre de Lie gy est appelée contraction de
'algebre de Lie g.
Le parameétre € est appelé paramétre de contraction et la fonction matricielle
U = U(e) est appelée matrice de contraction.
Le procédé d’obtenir l’algtbre go & partir de l'algébre g est aussi appelée

contraction.

Définition 1.2.3. On dit qu’une contraction de lalgebre de Lie g vers
Ialgebre de Lie go est triviale si gg est abélienne, et impropre si gy est iso-

morphe a g.

Si on a lim._,o(U,) := Uy et Uy € GL(V) alors il est evident que la
contraction est impropre. De plus, pour engendrer une contraction propre, la
fonction matricielle doit satisfaire & une des deux conditions :

1. La limite lim,_,;4(U,) n’existe pas, i.e. au moins un des éléments de la
matrice U est singulier quand ¢ — 0.

2. La limite lim._, ;o(U,) := Uy existe mais la matrice Up est singuliére,
i.e., det(Up) = 0.

Ces deux conditions ne sont pas suffisantes pour avoir une contraction propre.

Les contractions triviale et impropre existent pour n’importe quelle algébre
de Lie. La contraction triviale est facile & obtenir, e.g., par la matrice U. =
diag(e, ¢, ..., €).

La matrice identité U, = diag(1, 1, ..., 1) peut étre toujours utilisée comme
matrice de contraction pour la contraction impropre.
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1. Chaque sous algebre b de ’algeébre de Lie g peut étre utilisée pour
obtenir une IW-contraction de g. Les sous algébres triviales correspondent
aux IW-contractions impropres (h = g) ou triviales (h = {0}).

2. Différents choix de la base complémentaire de la base de  ou le rempla-
cement de b par une sous algébre équivalente de g donnent la méme algébre
contractée a un isomorphisme pres.

3. L’algébre contractée go a la structure de somme semi-directe b @, a, ol
a est un ideal abélien engendré par la base complémentaire choisie de §. La
sous algebre b est isomorphe & l'algébre quotient go/a.

4. La répétition de la IW-contraction suivant la méme sous algebre §
donne aussi l'algebre gp.

Exemple 1.2.1. L’algebre de Lie s0(3) est ’algébre du groupe des rotations
de dimension 3 engendrée par les 3 générateurs ey, e; et es avec les relations
de commutation [ey, eo] = e3, [e2, €3] = €; et [e3, 1] = €.

Si on pose

1 00
U:=1 0 ¢ 0 (1.2.6)
0 0 ¢

alors on trouve [e;, ez]o = e3, [es,e1]o = e et [eq, €3]0 = O les relations de

commutation de I'algébre de Lie m(2) des déplacements euclidiens du plan.

a

Il est counu que les IW-contractions n’épuisent pas toutes les contractions
possibles méme dans le cas des algébres de Lie de dimension 3.
Les IW-contractions de I'algébre de Lie de dimension 3 des rotations so(3)
donnent seulement une contraction propre et non triviale vers I’algébre m(2).
En méme temps, il existe une contraction propre de so(3) vers 1’algebre de
Heisenberg b et elle n’est pas obtenue par une IW-contraction.

Contractions selon Saletan

Saletan [54] a étudié la classe de toutes les contractions linéaires par
rapport au parametre de contraction, i.e. les contractions engendrées par les
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Remarque 1.2.1. Apres itérations des S-contractions par la méme matrice
de contraction on obtient une chaine finie d’algébres de Lie non isomorphes.
La contraction répétée de la premiére algebre jusqu’a la derniére de la chaine
est une IW-contraction [54]. Toute IW-contraction est évidemment une S-
contraction et il existe des S-contractions qui ne sont pas équivalentes aux

IW-contractions, comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 1.2.2. Considérons l'algébre de Lie g = 50(3) ® u(1) ot 50(3) est
engendeée par les 3 générateurs e, e;, e3 et u(1) est 'algébre de dimension 1

engendrée par le générateur ey avec les relations de commutation

[61, 62] = €3, [62,63] = €1, [63,61] = €2, (1-2-11)

[6,‘, 60] = 0, 1= 1, 2, 3.
Soit la matrice de contraction U(e) = €I + (1 — €)u ou u est telle que
ue; =ues =0, ues=f:=ey+es, uf=0.

Remarquons que u?¢ = 0 V€ € g, donc on peut prendre Vi = {0} et Vy =g
et on a u?[z,y]y = 0. Maintenant ug est un espace de dimension 1 donc
[uz,uy]y = 0. De plus, ug est engendré par f, et [f,£] s’écrit comme com-
binaison linéaire de e; et es pour tout £ € g. Puisque ue; = uey, = 0 alors
u ([uz, y]n + [z, uy]n) = O et par suite la condition (1.2.8) est bien vérifiée.

Puisque Vi = {0} alors I’équation (1.2.7) devient
[z,y]o = [uz,yln + [z, uy]n — [uz, uy]nN, (1.2.12)
donc en utilisant les relations en (1.2.11) on trouve le crochet de Lie

le1,e2Jo = —f, [e2,e3)o = €1, [e3,e1]0 = eq, (1.2.13)

[eiaf]Ozov 1= 112a3

qui définit une algebre de Lie go. De plus, E. J. Saletan a montré dans [54]

que cette algebre de Lie ne peut jamais étre obtenue par une IW-contraction
de s0(3) & u(1).
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avec I'algebre de Lie correspondente g = (V, u). L’ensemble £,, est un sous-
ensemble de la variété V* ® V* ® V des applications linéaires de V AV dans
V. De plus, il y a une correspondence bijective entre £, et W,, définie pour
tout u € L, et tout tenseur de constantes de structure (ij) € W, par la
formule p(e;,e;) = >, C’,-’fjek. L, est appelée la variété des algébres de Lie
de dimension n sur le corps K, ou plus précisement la variété de tout les
crochets de Lie possibles sur V. Le groupe GL(V) agit sur £, par I’action

(Up)(z,y) =UWU'z,Uly)) VYU € GL(V),Yu € L,,Vz,y € {1.3.14)

( C’est I'action & gauche sous GL(V); Paction & droite, qui est trés utilisée
en pratique, est définie par (u.U)(z,y) = U~ (u(Uzx, Uy)), cette différence
n’est pas d’importance fondamentale.) L
Notons par O(u) lorbite de p € £, sous I'action de GL(V') et par O(u) son
adhérence au sens de la topologie de Zariski® sur L,,.

Définition 1.3.1. Une algebre de Lie g = (V, u) est dite rigide si son orbite
O(p) est ouverte dans £, (K).

Proposition 1.3.1. (Due d Carles et Diakité [13])
Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique zéro. Si r(n) est le
nombre de composantes irréductibles ® de L,(K) et s(n) le nombre d’orbites

ouvertes, on a
(r(1),7(2),7(3),7(4),7(5),7(6),7(7)) = (1,1,2,4,7,17, 49)
(s(1), 5(2), 5(3), 5(4), (5), s(6), s(7)) = (1,1,1,2,3, 6, 14).

On a 'encadrement suivant [34] e™* < s(n) < r(n) < 2""/¢ pour n assez
grand.

2La topologie de Zariski sur un espace affine, par exemple ’epace K", est définie en
spécifiant ses fermés V(S) = {p € K" | f(p) = 0, Vf € S} plutét que ses ouverts, ot S

parcours toutes les familles finies de polynémes & n variables sur K.
3Toute variété algebrique X peut s’écrire d’'une maniére unique comme réunion de

sous-variétés irréductibles X; avec X; € X; pour i # j. Les sous variétés X; sont appelées
composantes irréductibles de X.

On entend par I'irréductibilité d'une variété X qu’on ne peut pas avoir autre décomposition
X = X1 U X3 que le cas trivial, i.e. X = X; ou bien X = Xj.
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plan affine C2. Relativement & I'action de GL(V), ce plan se divise en deux
orbites : ©; et O, :

L’orbite ©; est représentée par 1'algebre abélienne C2.

L’orbite ©; est représentée par I’algébre de Lie aff(1) du groupe des trans-

formations affines de I'espace & une dimension.
L>(C) = O(aff(1)) = O(C?*) U O(aff(1)).

La seule dégénérescence est aff(1) — C2. L’orbite de aff(1) est ouverte. Il n’y

a pas de dégénérescence vers aff(1) dans £,(C).
O

Exemple 1.3.3. Pour n = 3, la variété L3(C) est I'union de deux compo-
santes irréductibles C; et Cs.

La composante C; est formée par les algébres de Lie & trace nulle, i.e.,
la forme lindaire tr ad(z) est nulle, et la composante Cy est formée par les
algebres de Lie résolubles. En effet, [34]
considérons 'espace des vecteurs g = (a1,a9,a3)7, avec a,, = Zl3c=1 C’T’“n,k,

m =1,2,3 et l'espace des tenseurs symetriques

gkt —

3

ijk ijl vk
Z (e7%C;; +€'CE))
ij=1

DN =

ol ek = Eijk est le tenseur standard antisymétrique de rang 3, avec €103 = 1.

Les constantes Cf; peuvent étre reconstituées & partir de am et s* par

] 3
Ci’fj =3 <6]’-“ai - 5{“(1,- + zfzjlskl>

=1
La condition (1.1.3) prend la forme simple

3

> stma, =0 (1.3.15)

m==1
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ol c= %ﬁ La surface J = £ se divise en deux GL(V)-orbites : en I'occu-
rence l'orbite de t3; et 'orbite de I’algébre de Lie t3 donnée par les relations

[e1, €] = ea, [e1,e3] = €1 + €3, ce qui conduit &
Ca = UaO(t3,4) U O(r3) U O(aff(1) @ C) U O(h3) U O(C?).

La classification de toutes les orbites dans £3(C) est donnée par le tableau
suivant ( cf. [2, 5])

g Crochets de Lie Dimension de O(g)
C3 - 0
bs [e1,e2] = e3 3
aff(l)® C [e1,€2) = €2 5
t3 le1,e2] = ez, [e1,e3] = ea + €3 5
3,0 le1,e2] = €2, [€1,€3) = ae3, 0 <] a|< 1 5
t3,—1 X m(2) (e1,e2] = €2, [e1,€3] = —es 5
t31 [e1,e2] = ez, [e1,e3] = e3 3
s1(2) le1, e2] = e3, [e1,e3] = —2e1, [e2, €3] = 2e2 6

a

Pour déterminer I’adhérence des orbites dans £,,(C) on utilise le théoréme
suivant [46)

Théoréme 1.3.1. Si p — pg est une dégénérescence propre, alors on a
1) dim O(po) < dim O(p)
dim Derpg > dim Dery ;
2) na(po) = na(p);
8) dim Z(po) > dim Z () ; de plus dim pogy > dim ray, LEN;
4) dim u(()l) < dim u®, l e N;
5) dim pb < dim pt, 1 €N;
6) dim Rad(ug) > dim Rad(u) ;
7) dim N(uo) > dim N(u);
8) nai(po) = nai(p) ;
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est indépendante de u et v. Alors €,, définit l'invariant caractéristique de
'algebre y, i.e., €,, est constante sur 'orbite O(u).

L’adhérence au sens de Zariski des GL(V)-orbites dans £3(C) est donnée
par le tableau suivant

g O(g)

c? c3
b3 O(B3) U O(C?)

aff(1) ® C O(afi(1) & C) U O(h3) U O(C?)

T3 O(r3) UO(r3,1) U O(h3) U O(C3)

3,0 O(r3,4) U O(h3) U O(C?)

t3,-1 = m(2) O(m(2)) U O(h(3)) U O(C?)
3,1 O(r31) UO(C3)
si(2) O(s1(2)) U O(m(2)) U O(h3) U O(C?3)

Le diagramme ci-dessous montre toutes les dégénérescences essentielles
( les autres peuvent étre obtenues par transitivité de ces dégénérescences) ,
voir [6)



Chapitre 2

Contraction de groupes et de

leurs représentations

Dans ce chapitre nous présentons quelques notions élémentaires de la
théorie des groupes et de leurs représentations; et nous donnons aussi la
définition de contraction de groupes et de leurs représentations en nous ins-
pirant des travaux de Mickelsson-Niederle [45] et Cishahayo-De Bievre [14].

2.1 Quelques notions élémentaires de la théorie
des groupes

Définition 2.1.1. Un groupe G muni d’une topologie 7 est appelé groupe

topologique si application
GxG—-G
(91,92) = q195" (2.1.1)
est continue.

Définition 2.1.2. Si un groupe G est une variété différentiable tel que I’

application (2.1.1) est C* alors G est appelé groupe de Lie.

27
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suivante :

ou k € SO(n) et v € R™.
a

Définition 2.1.3. La translation & gauche ( resp. & droite) par un élément
g € G est un difféomorphisme I; : G — G (resp. 7, : G — G) donné par
lyx = gz (resp. ryr = Tg™1).

Un champs de vecteur X sur G est dite invariant @ gauche si pour tout
geGonadlyoX = Xol, (dl est la différentielle de I, en un point de G).

Proposition 2.1.1. [62] Soit G un groupe de Lie et g ’ensemble de tous les
champs de vecteurs invariant d gauche sur G.

1. g est un espace vectoriel, et l’application

g : g—-T.G
X - B(X) = X(e) (2.1.2)

est un isomorphisme de g sur T.G Uespace tangent de G en l’élément neutre
e. Par conséquence, dimg = dimT.G = dimG.

2. Le crochet de Lie de deuz champs de vecteurs invariant ¢ gauche est
un champs de vecteurs invariant & gauche.

3. g est une algébre de Lie muni du crochet de Lie sur les champs de

vecteurs.

Définition 2.1.4. L’algebre de Lie d'un groupe de Lie est I'algebre de Lie g
des champs de vecteurs invariants & gauche sur G.
On peut aussi définir I'algébre de Lie d’un groupe de Lie par 'espace

tangent en I’élément neutre T.G de G muni de la strucure d’algébre de Lie
induite par I'isomorphisme (2.1.2).
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Définition 2.1.6. Soient G et H deux groupes de Lie.

1. Un homomorphisme de groupes de Lie est une application ¢ : G — H
de classe C* qui est un homomorphisme de groupes abstraits.

2. Un isomorphisme de groupes de Lie est un homomorphisme de groupes
de Lie ¢ : G — H bijectif.

3. Un automorphisme de G est un isomorphisme de G dans lui méme.

Définition 2.1.7. Un groupe de transformations est un triplet (G, X,.), ol
G est un groupe, X est un espace et ”.” est une action de G sur X, i.e. une
application G x X 3 (g,z) — g.x € A satisfaisant :

1. A I’élément neutre e du groupe G correspond la transformation iden-
tique e.x = .

2. Pour tout g1,92 € G on a (g1g2).z = 91.(g2.7).

Exemple 2.1.2. 1. Soient [ er r les translations & gauche et a droite par un
élément de G, on peut vérifier que (G, G,l), (G,G,r) sont des groupes de
transformations.

2. Soit ’automorphisme interieur oy qui est une transformation oy : G —
G définie par a4(z) = gzg™! ( I'action adjointe), alors (G, G, a) est aussi un

groupe de transformations.

a

Soit (G, X, .) un groupe de transformations et r € A, I’ensemble G, de tout
les éléments g € G tel que g.x = z est appelé (sous) groupe stabilisateur de
z. L’ensemble O, := {g.z, g € G} est appelé orbite de = sous I'action de G.
Fixons un ensemble A C X. L’ensemble O4 := U, 40, est appelé orbite de
A sous 'action de G.

Définition 2.1.8. Si pour tout z,y € X, il existe g € G tel que g.x = v,
alors on dit que G est un groupe transitif de transformations de X.
Autrement dit, si 'orbite de chaque point de X’ coincide avec X'. Dans ce cas

X est appelé espace homogéne.
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Nous avons vu dans l’exemple 2.1.2 qu'un groupe de Lie agit sur lui-
méme par ’action définie par I'automorphisme interieur ay : G — G donné
par ay(z) = gzg~! ( Daction adjointe). L’élément neutre est un point fixe
par cette action.

Définition 2.1.9 (Représentation adjointe). La différentielle de oy, notée

Ad, : g — g, définie un automorphisme d’algebre de Lie g. L’application

Ad : G — Aut(g)
g Ad(g) = Ad,

est appelée la représentation adjointe de G.

Le noyau de la représentation adjointe, Ker(Ad), contient le centre Zg
de G et coincide avec Zg si GG est connexe.
La différentielle de la représentation adjointe Ad : G — Aut(g) est la
représentation adjointe ad : g — End(g) de l'algebre de Lie g, donnée par
X - [X,]

Remarque 2.1.2. Si G C GL(V) est un groupe linéaire agissant sur un

espace vectoriel V, alors la représentation adjoint peut s’écrire :
Ad)Y =gYg™!, adxY =[X,Y]=XY -YX, g€G, X,Yeg

Définition 2.1.10 (Représentation coadjointe). Soit g* I’espace vectoriel
dual de g. La repésentation contragrediente Ad* : G — Aut(g*) de la

représentation Ad : G — Aut(g) est appelée la représenation coadjointe
de G. i.e.,

(Ad*(9)F, Z) = (F,Ad(¢g™")Z), VF e g*,g€ G, Z € g.

Exemple 2.1.4. Soit I'algébre de Lie des déplacements euclidiens du plan
m(2) engendrée par les trois générateurs P, Q), E tels que [P, Q] = E, [P, E] =
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Remarque 2.2.1. La contraction d’algébres de Lie associée & la contraction

du groupe de Lie est :
Ue = (dfe)ec ‘9= 0o

U; est une application linéaire et inversible pour tout & €]0,1] et
liné U Uz, U Yy] = [z, 4o
£ |

pour tout z,y € go.

Exemple 2.2.1. Le groupe de Heisenberg G® = H; est une contraction du
groupe des déplacements euclidiens du plan G = M (2).
En effet,

Considérons le groupe G = R x R? muni de la loi
(0,0).(6',0") = (6 + 0, v+ k(8)?) (2.2.3)

ol

ko) = (C9s(a) -sin(e))
sin(f)  cos(6)

Ce groupe est le revétement simplement connexe du groupe M(2) = SO(2) x
R? = R/27Z x R? muni de la loi (6 désigne la classe de 0) :

(6,v).(6/,v') = 0+ 0, v + k(8)v)

ott k(6) = k().

On peut écrire le produit (2.2.3) sous la forme
(60, v1,v2).(8, vy, v3) = (846, v1+] cos(6) v} sin(0), v +v] sin(8)+v} cos(8))

Soit V=V =G et £.((0,v)) = fe((6,v1,02)) = ( 6,1 vy,  wy)

Les conditions i., ii. et iii. de la définition sont évidemment vérifiées.
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or
(K@) 1M, 1 k® = Z kjiMini1
i=1

et par suite
(KDY plet) 62 = p(e(k®)TH0).
De plus, I'approximation & ’ordre 1 en € donne
(k) Te).plet®) = ple(K®) T + 1)
on obtient donc

lim fe( FUED (D). R (1)) = kDK@ () T 4 ¢2))

€

qui est égal & kW .r(tM).k® r(¢t?). Ce qui confirme la condition iv. et donc
M (n) est une contraction de SOy(n, 1).

a

2.3 Représentations de groupes de Lie
Pour plus de détails voir [60, 61]

Définition 2.3.1. Une représentation d’un groupe de Lie G dans un espace
de Hilbert H est un homomorphisme de groupes fortement continu 2 7 : G —
GL(H) et tel que T(e) = Idy , ot GL(H) désigne le groupe linéaire de H,

et e est I’élément neutre de G.

La propriété d’homomorphisme s’exprime par

V91,92 € G, T(g192) = T(91)T(g2)- (2.3.4)

De cette relation il vient : T(g~!) = T(g)~" et on a bien T'(e) = Idy.
L’espace H s’appelle espace de la représentation T'. On appelle dimension
de la représentation la dimension de l'espace H.

2i.e. pour tout v € H, g — T(g)v est continue sur G & valeurs dans H.
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Cela signifie que T(g)e; = >, ti;(g)e;. On peut vérifier sans peine que
I'equation (2.3.4) peut s’écrire

tij(9192) thk (91)tk;(g2)-

Définition 2.3.3. Deux représentations Ty et T, du méme groupe G dans
les espaces H; et Hs respectivement sont dites équivalentes s’il existe un
opérateur linéaire A : H; — H,, possédant un inverse continu A~1, qui les

entrelace i.e. AT} = T7A.

Ceci définit bien une relation d’equivalence.

Proposition 2.3.1. Soit G un groupe de Lie, a un élément de l’algébre de
Lie de G et T une représentation de G dans H de dimension finie. Soit
A = £T(expta)|i=o alors Vt € R, T(expta) = exptA.

Preuve. Nous avons d’une part

i(T(exp ha)T (exp sa))|n=o0 = AT (exp sa)

d
gL (expta)li—s = —

dt
et d’autre part

—%(exp tA)|;=s = Aexp sA.

Ainsi T(expta) et exptA sont solutions de I'equation X (t) = AX(t), de
plus T(exp0) = Idy = expOgx), ce qui donne 'égalité par unicité des
solutions.

Définition 2.3.4. Une représentation T dans un espace de Hilbert H est

dite unitaire si T préserve le produit scalaire, i.e. :

Vg € G, Yu,v € H,(T(9)u, T(g)v) = (u,v).

Dans ce cas T*(9)T(g) = Idy et par conséquent T*(g) = T~ 1(g) =
T(g7'). On a aussi (¢;;(g))™ = (tji( )). D’ou, il vient facilement

Z ti(9)ti(9) = Dt = G

J
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Définition 2.3.5. Le caractére d’une représentation 7' de dimension finie

d’un groupe de Lie G est défini par

xr(g) = Tr(T(g)).

Ou T'r désigne la trace d’opérateur.

Remarque 2.3.1. 1. Le caracteére d’une représentation 7' de dimension finie

est une fonction sur G, identique sur les classes d’éléments conjugués.

xr(95.9-90) = xr(9)

2. Le caractére de la somme de deux représentations de dimension finie
est égal & la somme des caractéres, et le caractére du produit tensoriel de

deux représentations est égal au produit de leurs caractéres.

X11+7:(9) = x1.(9) + x1:(9), X1197:(9) = X11(9)-X73(9)

3. Le caractere ne dépend que de la classe d’équivalence de représentations.
En effet,
Tr(AB) =Tr(BA), Tr(A+B) = Tr(A)+Tr(B) et Tr(A®B) = Tr(A)Tr(B).

Remarque 2.3.2. Pour une représentation de dimension infinie le caractére
n’est pas une fonction, car xr(e) = dim7. Toutefois, il est souvent possible
de définir le caractére d’une représentation de dimension infinie comme une
distribution sur le groupe G. Pour les groupes de Lie semi-simples, Harish-
Chandra a établi dans [27] que si T est une représentation unitaire continue
de G, alors le caractére de T est défini sur C°(G), I’ensemble des fonctions

indéfiniment différentiables & support compact, et a la forme suivante

O f) = /C;XT(Q)f(g)dg,

ou xr est une fonction mesurable et localement integrable sur G.
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Considérons les trois sous-groupes & un parametre suiivants du groupe
M(2) .

1 0t 1 00 cost —sint 0
Wity =101 0 |, Wat)=| 0 1 ¢ et Wi(t) = | sint cost 0
0 01 0 01 0 0 1
Posons
d
Li = E It=0 T° (Wl(t)) 1= 132,3
alors

(L) ) = peosvFw)
(L2F) () = psin g Fw)
(£aF) @) = ~ 5w
Définissons pour le moment les opérateurs L, et L_ par:
Ly =Ly +ily, L_=L,—iL,
Soit p # 0, et H un sous-espace de L%(S') invariant par T° i.e.
T?(9)HCH Vge M(2).
En particulier pour g = W;(t) on a :
T°(Ws(t)).HC H VteR.

T?(Ws(.)) est une représentation de SO(2) dans H. SO(2) est commutatif
et donc les représentations irréductibles sont de dimension 1 (ceci découle du
lemme de Schur que nous verrons plus loin). Chaque sous espace irréductible

est de la forme C.e, avec e, = ™ n ¢ Z.
H = @,C.e, = Ing tel que éno € H
Lyen, (1) = petnot¥ ¢ H je. eng+1 € H =>e, €H VneZ
L_eny () = peiro-D¥ ¢ H ie. e, 1€ H
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Lemme 2.3.1. (Lemme de Schur). [60] Soient T et Ty deux représentations
d’un groupe G, irréductibles et de dimension finie, dans les espaces £, et Lo
respectivement. Soit A un opérateur de Ly dans L, entrelagant Ty et T (i.e.
ATy = T,A). Alors : ou bien A est | ‘opérateur nul, ou bien A est inversible
auquel cas Ty et Ty sont donc équivalentes et de plus A est unique a constante

multiplicative prés.

Preuve. Notons M; = ker(A) C Ly et M, = Im(A) C L,. Puisque
A entrelace Ty et T}, ces deux sous-espaces sont invariants (par T et 7,
respectivement) :

Vz € My,VYg € G, ATi(g)x = T>(9)Az =0 donc Ti(g)z € M,
Vy = Az € M,,Vg € G, Ta(g9)y = Ta(g) Az = ATi(g9)r donc Ty(9)y € M,

Or T et T} sont irréductibles, donc M; et M, sont soit nuls, soit concident
avec l'espace entier. Distinguons 3 cas

a. 81 My =0, Im(A) =0 donc A=0.

b. Si M1 = £1, k'(f’l’(A) = Ll donc A= 0.

c.Si My =0 et My =L, alors A est une application linéaire injective
et surjective, entre deux espaces vectoriels de dimension finie : A est donc
inversible. Montrons l'unicité de A dans ce dernier cas : Supposons I’existence
d’un autre opérateur B entrelacant T; et T,. Alors pour tout \ € C , B—MA
entrelace également T et T5. Choisissons A dans le spectre de BA™! : on sait
alors que det(BA~1 — \J ) = 0, ce qui signifie que B — A\A est non inversible :
on est donc dans le cas B — A4 = 0, d’ot B = )\A.

Conséquences du lemme de Schur

1. Si la représentation T'(g) est irréductible et si I'on a AT(g) = T(9)A
alors A = A\dy,.

2. Les représentations de dimension finie d’un groupe commutatif sont de
dimension un. En effet, si G est un groupe commutatif, pour tout g,k € G,
on a gh = hg et T(g)T(h) = T(R)T(g).

Pour un 4 fixé, l'opérateur T'(h) commute avec tous les opérateurs T'(g) et en
vertu de I'irréductibilité de T'(g), on a T (h) = Aldy, mais une représentation
de cette forme ne peut étre irréductible que si elle est de dimension un.

3. le lemme de Schur permet aussi d’énoncer
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2.4 Contractions de représentations de groupes

( Selon Mickelsson-Niederle [45] et Cishahayo-De Bitvre [14].)

Soit H ’espace de Hilbert d’une représentation unitaire T du groupe G°.
Soit J un sous-ensemble de 10, 1] ayant un point d’accumulation en 0 et soit
(He,T.), e € J , une famille de représentations unitaires du groupe G. Soit
{D¢,e € J}, une famille de sous-ensembles denses dans H et (fe),e € J, 1a
famille d’applications donnée dans la définition 2.2.1. On a alors la définition
suivante :

Définition 2.4.1. La représentation (H,T,G°) est une contraction de la
famille (H,, T, G) 'l existe un sous-ensemble D dense dans H et une famille

{Z.,€ € J} d’applications linéaires injectives
Ié‘:HE—)DeCH,ee(]

tels que V¢ € D et Vg € G°
1. Ve € J suffisamment petit, ¢ € D, et T(fTH9)I ¢ € I7Y(D,) ;
i limeo | Z. T (£ (9) 252 — T(g) 12 = 0.

Exemple 2.4.1. La représentation (de masse positive) du groupe GO =
M (n) est une contraction de la représentation de la série principale continue
du groupe G = SOy(n, 1).

En effet,
Pour décrire la série principalede G = § Oo(n, 1), on considere la décomposition

d’'Iwasawa G = KAN de G ot K est le groupe des matrices du type

(1)

ou k € SO(n), A le groupe abélien des matrices

cosht 07 sinht
0 I, 0
sinht 0" cosht
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irréductible si s = ”—27-1 +1p, p € R* [36] et elle agit sur I'espace de Hilbert
H = L?(S™!) des fonctions de carré sommable sur S*~. Le produit scalaire

est donné par

(6, 9) = ¢(z)y(z)dp(z).

sn-1
L’action de T¢*) est donnée par

(T4 (g)¢)(z) = e DY (m(k; 9k.))d(g.),

ol T = (1,Zg, .., Tp)' €S |z =22 + 22+ ... +22 =1,
k. € SO(n) tel que k,.(1,0,...,0) = z,
t(g,z) = t(gkz); gz = ka(t)n
et m(k, gk;) signifie le premier facteur dans la décomposition k;lgk, =
man, mEe€ M,a€ Aetne€ N.

Notons par T®*7) la représentation de G® = M(n) dans l'espace de Hil-
bert H = L%(S™1), caractérisée par la représentation D' du ”petit groupe”

SO(n — 1) et par "la masse carrée” = 72, définie par
TUD(g)g(z) = €™ D! (m(ky) k.ko))b(k.)

pour tout g = k.p(t) € G° et ¢ € H.

Nous avons déja vu dans 'exemple 2.2.2 que le groupe G° est une contrac-
tion du groupe G. Prenons maintenant Z, égal a 'application identité pour
tout € €]0, 1], f. est comme celle de ’exemple 2.2.2 et posons s = -”;—1 + L.

Considérons la limite

lim Z.T49(£71(9)) 27" ¢(x) (2.4.9)
. n-1 .7 -1 ! -1 —1 -1
= timesp | (257442 ) A4 0),0)| D £ @) kD 02 )0,

ot p € Het ge GO
Si g = k € SO(n) alors la limite (2.4.9) est égale &

TED (k) p(x) = DH(m(ki L k.kz)).¢(k.x) (2.4.10)
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Posons

Fe(z) = 12T (574 (9)) 2 g () — T (9)e(z)[?

D’aprés (2.4.14) on a lim._ F.(z) = 0.

En utilisant (2.4.13) on peut montrer qu’il existe 9 > 0 tel que

o | (M5 +42) 170009

est borné pour tout z € gn-1

et € < g et par suite IM’ > O te] que
Fe(z) < M' Vo € "1 et ¢ < ¢,

De plus

M'du(z) < 0o
Ssn-1
car S™~! a une mesure finie. Donc Pintegrale [, , F.(z)du(z)

converge uni-
formément Ve < ¢, ce qui nous permet de dire

U I Z. T (£ )6 = T (g) g, 6 € D (2.4.15)

= lim [ /S Fs(z)du(m)rz [ / limFE(:I:)d,u(:r)J%=O

gn-1€—0

O

Remarque 2.4.1. On peut prendre D = H tout entier et puisque les

représentations de G et G° sont unitaires, alors (2.4.14) est toujours vérifiée.



Chapitre 3

Application des contractions de
représentations a ’étude de la

confluence des singularités des
E.D.O

Dans ce chapitre nous étudierons la confluence des singularités de ’équation
différentielle de Mathieu (resp. Lamé) en terme de contraction du groupe de
Lie des déplacements euclidiens du plan M(2) vers le groupe de Heisenberg
Hj ( resp. SOy(2,1) vers chacun des groupes de Lie Hy et M (2)) [65].

3.1 Confluence des singularités

3.1.1 Singularités régulieres et irréguliéres

On considére I'équation différentielle homogeéne du second ordre
Fo(2)y"(2) + Pu(2)y/(2) + Pa(2)y(z) = 0 (3.1.1)

ou Py(z), Pi(z) et Py(z) sont des polynémes en z € C, qui n’ont pas de
facteur commun.

53
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ou
BPy(2
Poo = —Res,_o——2 Qoo = Resz=wz%.
Proposition 3.1.1 (Solutions de Frobenius). [29] Au voisinage d’une
singularité réguliére finie z,, deus solutions particuliéres linéairement indépendantes
dites solutions de Frobenius peuvent étre calculées.

1. Si la différence entre les deux exposants de Frobenius associés d cette

singularité satisfait
Pk1 — Pk2 7é , le Z, (3.1.5)

alors les solutions de Frobenius sont de la forme
o0
Ym(2k, 2) = (2 — 2z;)Pem Zc;”(zk)(z - z) m=1,2.
=0
Si la singularité est a | infini, les solutions de Frobenius sont de la forme
o0
Ym (00, 2) = z7Poom Zc;”(oo)z‘j m=1,2.
=0

2. 8i

Pr1 — pr2 =1, leZ, (316)

alors les solutions de Frobenius pevvent prendre la forme suivante

Wew2) = (=2 Y ) - 2

o0

Yo(2k,2) = (2 — 2z)7 ZC?(Zk)(Z — z) + Ay (2, 2) log(z — ).

Au voisinage de la singularité ¢ | ‘infini les solutions prennent la forme
o0
y1(00,2) = 2771 )" cl(o0)z™
j=0
o9}
Yo(00,2) = z7P=2 Z c?(oo)z" + Asoyr (00, 2) log 2.

Jj=0
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ou Ki(o0) = ky — ko + 2 et Kj(00) = ky — ko + 4, ol ko, k1 et ky sont

respectivement les degrés des polynomes Py(z), Py(z) et Py(z).

Définition 3.1.6 ([57]). Pour une singularité réguliere élémentaire le s-rang

R, est égal & %, et 1 pour une singularité réguliere non élémentaire.

Remarque 3.1.1. 1. Le s-rang est un entier ol un demi-entier > %
2. L’ensemble {R,,, R,,, ..., R} des s-rangs des points singuliers de I’équation

(3.1.1) constitue son s-multisymbole.

Définition 3.1.7. Une singularité irréguliere ayant un s-rang demi-entier

(resp. entier) est dite ramifiée ( resp. non ramifiée).

Exemple 3.1.1 (L’équation hypergéometrique de Gau8). L’équation

hypergéometrique de Gauf} est donnée par
z(1=2)y"(2) +[c — (a+ b+ 1)2] ¥/ (2) — aby(z) = 0. (3.1.11)

Cette équation a trois singularités réguliéres en 0, 1 et & oo.

Au point singulier régulier 0 ’équation indicielle est
plp—1)+cp=0 (3.1.12)
alors les exposants de Frobenius sont
po1 =10 and pp =1-c

De méme les exposants de Frobenius pour les singularités en 1 et & 'infini
sont respectivement :

pui1=0and pjy=c—a—b.

Pool = a and peos = b.

Sic= %, la singularité réguliere en 0 devient élémentaire alors I’équation
(3.1.11) correspond au s-multisymbole {3 L1} (a+b#0,|Ja—b| # )
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Les exposants de Frobenius sont respectivement

po1 =0and ppe =1-—c.

pr1=0and pjs =1-d.

pu=0and py=c+d—a—b.

Pool = @ and peoe = b.

Posons, par exemple, ¢ = d = %, a = %(l +1)et b = —%l, les trois
singularités réguliéres en 0, 1 et ¢ deviennent élémentaires et on trouve

équation différentielle algébrique de Lamé qui correspond au s-multisymbole
{%7 %a %7 1}'

3.1.2 Confluence

Définition 3.1.8. La notion de confluence pour une équation différentielle
homogéne est définie par le passage & la limite sur les parametres de ’équation
( qui dépendent d’une quantité g, € — 0). Ce passage & la limite est accom-
pagné par la fusion de deux points singuliers 2; et 2, en un point singulier z*

avec la condition
R,« > max(R,,, R,,).
Si de plus la condition
R,.=R, +R,
est satisfaite, alors on dit que la confluence est forte. Sinon elle est faible.

Remarque 3.1.2. Dans le cas de la confluence de deux points singuliers, le
nombre d’éléments du s-multisymbole {R., R,,, ..., R} de équation (3.1.1)

décroit d’une unité.



61

3.2 Confluence de I’équation de Mathieu et

contraction de M (2) vers H;

3.2.1 L’équation différentielle de ’oscillateur harmo-
nique et le groupe de Heisenberg Hj

On définit le groupe de Heisenberg H; par 'ensemble R x R x R muni de
loi de composition interne

(@b,)@ V1) = (@ +d,b+V,t+¢ + (@b -Va). (3210
On peut munir aussi R x R x R par la loi de composition
(a,b,t)(a,V,t') = (a+d, b+ V,t +t' +ab). (3.2.17)
Ce groupe est appelé le groupe de Heisenberg polarisé, noté HI.

Les groupes Hs et HF? peuvent étre realisés comme groupes de matrices
triangulaires. Pour tout (a, b,t) € H° on a associé la matrice de la forme

1 at
hia,b,t)=]1 0 1 b (3.2.18)
0 01
ou a, bet t € R. Il est facile de voir que
h(a,b,t)h(a’,V',t') = h(a+d',b+¥,t + ¢ + a.¥). (3.2.19)

et donc ’ensemble {h(a,b,t),a,b,t € R} est bien un groupe. Le groupe
de Heisenberg polarisé HI est isomorphe a ce groupe par l'isomorphisme
(a,b,t) — h(a, b, ). Similairement, on peut identifier le groupe de Heisenberg
Hj avec le groupe des matrices h(a, b, t + 1ab).

L’algebre de Lie de Heisenberg, notée b3, est un espace vectoriel V' de dimen-
sion 3 isomorphe 4 ’algébre de Lie de dimension 3 engendrée par les matrices
suivantes :
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Soit I'opérateur hamiltonien de ’algébre de loscillateur harmonique donné
par
H" = {P"}? + {Q"}2. (3.2.28)

Les fonctions propres ef:(x) de l'opérateur (3.2.28) associées aux valeurs
propres —p = —(2n + 1)h sont

1

el(z) = (2”n!)—%(w/h)‘ze"hz”ﬂHn(\/Ex), h>0, n=0,1,2,.., (3.2.29)
et qui forment une base orthonormée de L%(R) ; {H,(¢)} étant les polynémes
de Hermite. En terme des relations (3.2.27) I’équation H hy = —py n’est autre
que I’équation de Poscillateur harmonique

d2y

yrohal (e h2z?)y = 0 (3.2.30)

En effectuant la transformation quadratique t = z2, I'équation (3.2.30) de-

vient .
dy ldy 1
t—= + -— + = (u— h%t)y = 0. 3.2.31
cette équation a deux singularités : 0 qui est régulier et co qui est irrégulier.

Au point singulier régulier 0, les exposants de Frobenius sont

po1=0  and py=

DN =

Donc 0 est élémentaire alors son s-rang est égal a %

Au point singulier irrégulier co on a K;(co) = 1 et K,(c0) = 4 donc le s-rang
de oo est égal & 2.

Et parsuite le s-multisymbole de équation (3.2.31) est {3;2}.

3.2.2 L’équation différentielle de Mathieu et le groupe
des déplacements du plan M (2)

L’équation difféntielle de Mathieu, dans sa forme canonique, est donnée
par

d2y+( 2gcos2s)y = 0 (3.2.32
75z T(a—2gcos2s)y = .2.32)
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est donc {1;3;3}.

On considére maintenant P'algébre de Lie, notée m.(2) engendrée par les
trois générateurs P, Q, E. avec les relations

[PE’QE] = Es, [P€7 Ee] = —EzQsa [Ee, Qs] =0 (3239)

Pour ¢ # 0, cette algebre de Lie est celle du groupe G. =R x R? avec le
produit semi-direct

(6,v).(¢,0') = (6 +0,v+k: () ) (3.2.40)
ol
cos (e6)  —esin(e6)
ke (0) = ( s‘lO:inE(eG) coz (6) . ) (3.2.41)

Notons par SO, (2) I'ensemble des k.(6), 6 € R. Le groupe G. est le revétement
simplement connexe du groupe M, (2) = SO.(2) x R? = R/gpe-1z x R? muni
de la loi (@ désigne la classe de )

(é, v) . (e v’) = (046, v+ k. (8) V') (3.2.42)

ot k() = k. (8). Pour € = 1, M(2) est le groupe des déplacements euclidiens
du plan M(2). Pour £ quelconque, M,(2) est le groupe des déplacements
associés & la structure euclidienne définie sur R? par

| (v1,v2) |7 = v + %03, (3.2.43)

C’est pourquoi on 'appelle groupe des déplacements elliptiques du plan.
Soit A € R/Z. On considére I'espace de Hilbert He* des fonctions de carré
integrable sur R/2re~1Z et vérifiant f(1 + 2mke™") = ™ f(¥).

Soit & un réel non nul, on définit sur H** une représentation unitaire et
irréductible de G, par

(Rf,/"\(gs)f) (v) = oih(va cos(ey)+e™ n sin(EdJ))f(zjj + 0). (3.2.44)

pour g.(#,v) = g.(6,v1,v2) € G. et f € H**. Cette représentation se factorise
en une représentation de M,(2) si et seulement si f est 2me~-périodique i.e.
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apres le changement de variable s = ey + %, N’est rien d’autre que ’équation

de Mathieu avec
h2e4

a=¢e32u—2q et g= (3.2.48)

Posons t = €2 sin?(ey) dans (3.2.47), on trouve la forme algébrique déformée
de I’équation de Mathieu

dy 1 dy 1
H1 = &%) g + 5 {1 - 2200 4 (= W)y = 0. (3.2.49)

Cette équation admet trois points singuliers : 0, £~2 qui sont réguliers élément-
aires et oo qui est irrégulier ramifié de s-rang égal a g Formellement quand
€ — 0 cette équation tend vers I’équation différentielle de I’oscillateur har-
monique (3.2.31). C’est exactement cette forte confluence que nous allons
interpréter en terme de contraction d’algebres de Lie dans la section sui-
vante.

3.2.3 Contraction de M(2) vers H; et confluence

Contraction M(2) — Hj

On considére ’espace vectoriel V sous-jacent & 'algébre de Heisenberg
bs. I est muni de la base P, @, E. On note par [.,.]Jo le crochet de Lie

[P,Ql,=E, [P,E],=[E,Q],=0. (3.2.50)

Muni du crochet de Lie [.,.];, V est isomorphe & b3.
On note par [, .]; le crochet de Lie définit par

[P.Ql, =E, [P, El, =-0Q, [E, Q=0 (3.2.51)

V muni du crochet [, ]; est isomorphe & I'algebre de Lie m(2).
Considérons maintenant 1’automorphisme ®, de V

O (P)=eP, ®.(Q)=¢Q, ®.(E)=eE (3.2.52)
et le crochet de Lie [.,.]_ définit par

(X, Y], = @71 ({9 (X), 2. (Y)],). (3.2.53)
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ol m € H&* .
Gréce aux propriétés de la fonction ¢, remarquons que
> PHE+2km) =1 (3.2.59)
kEZ
ce qui donne
+00 2me—1
[ mem@seas= [ miEm@ae (3.2.60)
—00 0
Donc les fonctions
$r(€) = 2t VEg(e) ke Z (3.2.61)

forment une base ortonormale de la transformée de Fourier FVe* de 1'espace
. . . n 12

VeX Ainsi les fonctions ¢)(z) = e 7¢(e(z — k — A) forment une base

orthonormée de V**, ce qui nous donne une famille d’injections isométriques

Ly VASver ¢ LY(R). (3.2.62)

La proposition de Meyer [43] stipule que pour tout € > 0, et A € R/Z on a

1. VeA C V'Y des que e(Z + A) C €'(Z + X).

2. nnez Ve = {0}, et Unez Ve = Lz(R)’

3. Pour tout a > 0, f(z) € Vo* & a7 V2f(a"1z) € Vo et pour tout
b€ €Z, si f(z) € Vo alors f(z — b) € VEMY/e, (ie. les injections I, , com-
mutent aux dilatations et translations.)

La famille d’injections isométriques I, est appelée alors analyse mul-
tirésolutions de L*(R) et elle est oo-réguliére.? Elle nous a fourni un sens
précis au fait intuitif que H** "tend” vers L?(R) lorsque ¢ tend vers 0.
Pour tout f € H®* on définit Z, , par :

L)) = F o Loy o F(F) () = ev) f(4) (3.2.63)

Si on pose, pour tout u € L%(R)

Acpu($) = ¢(eyp + 2km)e™ 2 ™y (y 4 2kme?) (3.2.64)

keZ

2Une analyse multirésolutions est dite oo-réguliére, si toute masse de Dirac est envoyée
par I ) sur une fonction de I'espace de schwartz S(R).
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base elliptique qui tendent vers la réunion des deux plans de cotés +h quand
e — 0, i.e. quand le grand axe de Dellipse s’allonge vers l'infini. Ces deux
derniers forment une orbite coadjointe pour Gy.

Pour construire les injections isométriques sur deux copies de L*R) il
suffit d’identifier de maniére naturelle ’espace H®* & deux copies de H2*/2 :
En effet, on considére les opérateurs

L{E,,\ : 'HE’)‘ —_ ’HE')‘, J: H?e,A/2 - HE’)‘
définis par
Unr f0) = P f (47e7),  TJW) = (14+6%) F(9). (3.266)

L’application

(T, Uen 0 T) : HEN? @ 1222 e (3.2.67)
est un isomorphisme isométrique, dont I'inverse est donné par
R
( Rol, ) (3.2.68)

ou R est 'adjoint de I'injection J et est donné par :

R.f(¥) = i (1+e7™) f(v) + % (I—e™) f(y+me?).  (3.2.69)

Proposition 3.2.2. [/ Soit I, 5 une analyse mulirésolutions de Littlewood-
Paley-Meyer de L*(R), alors pour tout u, v € S(R) et X € V expression

sutvante

e 0 . 0
Zoe a2 R RN exp. X)o(T , Usr 0 T) Aoe p/2 u
0 Zpepj2 J\Rol 0 Ay v

tend vers
R" X
(ezpoX) 0 “ (3.2.70)
0 R7"(expeX) v

lorsque € tend vers 0. Cette convergence a lieu dans S(R) ® S(R) au sens de

Fréchet pour tout X appartenant a un compact quelconque de V.
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3.3 Confluence de ’équation de Lamé et contrac-
tion de SOy(2,1) vers Hj

3.3.1 L’équation différentielle de Lamé et le groupe
S0y(2,1)

L’équation de Lamé dans sa forme jacobienne est

2
% -2 {il+1)sn?(z,r) —p}y =0 (3.3.73)

ou r est généralement un nombre réel compris entre 0 est 1, [ est un nombre
complexe supposé ici de partie réelle égale a —%, i est un réel dite valeur
caractéristique de 1'équation de Lamé (3.3.73) et sn(z,r) est la fonction el-
liptique de Jacobi.

Rappelons la définition et quelques propriétés des fonctions elliptiques de
Jacobi.

Définition 3.3.1. Soit I'integrale

"= / ¢( d0 (3.3.74)

1 - r2sin® 0)3

alors 'angle ¢ est appelé I’amplitude de u et notée par ¢ =am u.

On définit alors les trois fonctions elliptiques de Jacobi par

(ST

sn(u,7) =sing, cn(u,r)=cosd, dn(u,r)=(1-r’sin®¢#)2. (3.3.75)
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Pour d’autres propriétés des fonctions elliptiques voir [1, 24].
Si on pose a = r~2 et z = sn%(z,) alors I’équation (3.3.73) devient

dy 11 1 1 1dy p—Il{l+1)x

@izt -1tz =, %+4$(x——1)(:c——a)y_0 (3:3.76)
cette équation est appelée la forme algébrique de I’équation de Lamé. C’est
un cas particulier de I’équation de Heun (voir exemple 3.1.3), elle a quatre
points singuliers réguliers 0, 1 et a ( qui sont élémentaires) et 'infini, elle est
donc associée au s-multisymbole {3; 1;1;1}.

Considérons maintenant le groupe G = S0y(2,1), qui est la composante
connexe de l'identité du groupe SO(2,1) des matrices g de GL(3,R) de
déterminant égal & 1 et qui préservent la forme bilinéaire < z,y >g5;=
—I1Y1 — T2Y2 + T3ys (i.e. tel que < gz, gy >91=< Z,Yy >33 pour tout
z,y € R**1). Son algebre de Lie, notée s0(2,1), est un espace vectoriel V
de dimension 3 formée des matrices

0 a; am
—a; 0 a3 , a1,as,a3 € R.
as a3z 0

Donc cette algébre est engendrée par les matrices

0 10 00O 0 01
P=| -1001], @=1001 et E=]1 0 0 0
0 00 010 1 00
dont les crochets de Lie sont
[P.Ql=E, [PE]=-Q, et [E,Q]=P. (3.3.77)

La décomposition d’Iwasawa de G = S0qy(2,1) est G = K AN ( voir I'exemple
2.4.1) ou K, A et N sont les trois sous-groupes & un paramétre donnés par

cosf sinf 0

K = Sk(@)=| —sinf cos§ 0 | =exp(6P), 6€R },
0 0 1
cosht 0 sinht
A = (a(t)= 0 1 0 =exp(tE), teR },

sinht 0 cosht
1-1¢ ¢ i&

N = (n(f)= -£ 1 § =exp({(P+Q)), £€R
-1 ¢ 14}
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avec [55]

i@
K = {k(e) = ( 602 ef{.g ) =exp (0P), 6 ER} = R/47Z,

ht sinhi
A - {a(t) N ( :?shf f;iféh% ) = exp(tE), tER} =R,
2

Vo= fug = (ES 1‘_"§2§)=exp(§(P+Q», eer}=R

i

ou P, Q et E sont les éléments de su(l,1), l'algébre de Lie de SU(1,1),
donnés par

i1 0 if0 -1 1/0 1
P=§<0 —1>’Q_§(1 o)etE"§<1 o)

et qui vérifient les mémes relations de commutations que (3.3.77).
Une autre décomposition de SU(1,1) appelée la factorisation ”espace-
temps” [25], elle est définie par 'involution

i:9— gT.
Explicitement, chaque g € SU(1,1) peut s’écrire sous la forme
g=jr avec rr' =e (3.3.78)

Le sous-groupe R de SU(1,1) d’éléments r tels que ' = r~! est isomorphe
aS0(1,1) :

¢  _icinh @
cosh2 zsmh2

Rz{r=<isinh%3 cosh% >=exp(¢Q),¢eR}.

L’élément j dans (3.3.78) est déterminé (non-uniquement) par

2 g2 3 0
1 1 _ [ oa®*+p8° 2Re(aB) \ _ [ coshte?® sinht
Ji =99 = < 2Re(af) o2 +§2 = sinht coshte % 3.3.79)

avec 0 < 0 < 27 et t € R. Notamment

6 = arg(a® + B%), t =sinh™}(2Re(af)). (3.3.80)
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laplacien qui égal & B2+ Q? — P? et E = —230;, — 2055, @ = 230z, + Z10s,
et P = 2,8,, — 220,,. Dans [63], les auteurs ont montré que la résolution de
cette équation par la méthode de séparation de variables peut étre realisée
dans neuf systémes orthogonaux de coordonnés : sphérique, equidistant, horo-
cyclique, elliptique, hyperbolique, semihyperbolique, elliptique-parabolique,
hyperbolique-parabolique et semicirculaire-parabolique associés respective-

ment & neuf opérateurs quadratiques symétriques dans 1’algebre enveloppante
du groupe S0y(2,1)

Ll = P)
L2 = Qv
L; = P+ E,

Ly = PX+k%Q?

Ls Q*—-r*P% 0<r<1,

Le PE+EP+7rQ* 0<r < o0,

L, = vQ?+ E*+ P>+ EP+ PE, v>0,
Ly = —vQ*+E*+ P+ EP+ PE, v>0,
Ly = EQ+QE+ QP+ PQ.

I

Relativement aux représentations de la série principale de SOy(2,1), chacun
de ces derniers opérateurs L; correspond & un opérateur symétrique sur un
domaine D des C™-fonctions dans L?(S') et chacun peut étre prolonger &
un ou plusieurs opérateurs auto-adjoints sur L%(S*) (cf. [31]).

Considérons en particulier 'opérateur elliptique Ly = P>+ k*Q* (k € R)
associé au systéme de coordonnés elliptiques. Relativement a la série prin-
cipale (I = —1 +ip,p € R*), il correspond dans I'espace de Hilbert L(S")
a

! I 2 . d 2012 w2 2
Ly = (1+k"cos 1/))@5 + k(21 — 1)s1n1/Jcos1/)w + k*(I° sin® ¢ + L cos® ).

Finalement, pour retrouver ’équation différentielle de Lamé (3.3.76) il
suffit de faire le changement de variable

f() = (1 + k% cos? ) /2y(x), (3.3.86)

2 P .
et r = '1?7;2%7@’ a = —7 dans I'équation L}f = pk®f.
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Si (a,b,t) = expy, (aP + bQ + tE) un élément de Hj alors

(106(0'7 b; t) = eXpSU(l’l) (EaP + €2bQ + 53tE) = ( 26 /86 )

B, @
avec
_ casin(y.)
a; = cos(y.)+i 2 .
1 in(~,
Be = —(€3t—i52b)ﬁ7—) (3.3.89)
2 Ve
e = g\/az —e2p?  g4p2

Maintenant considérons 1’espace de Hilbert H¢ des fonctions de carré
intégrable sur R/27e~'Z et vérifiant f(¢) + 2rke™!) = f(¢). Notons que
HE ~ L2(SY). 5
Posons pour f € L?(S?), f(¢) = f(e¥¥) et

(T (pe(a, b, 1) F)(®) = (T(0e(a, b, ) f) (%) (3.3.90)

Les opérateurs infinitésimaux sont

(PNt = GT (00,00 )eno = 1), 33.91)
QD) = FI 0NN = |Hsines +ccoseut] fw)

BN = G000 Wl = [Hteoser - sincu-L ] o)

Ces opérateurs vérifient les mémes relations de commutations en (3.3.88).
De plus pour p = £ 2h et lorsque € — 0, ils tendent formellement vers les
opérateurs en (3.2.27).

Point de vue d’orbites coadjointes

On sait que I'algeébre g = su(1, 1) est semi-simple alors la forme de Killing
B(X,Y) = Tr(adX.adY) est non-dégénérée. On peut donc identifier g avec
son dual g*.
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avec £ = § B + &£Q" + &P € b
Les orbites coadjointes du groupe de Heisenberg Hj dans b, sont de deux

types :

- Orbites ponctuelles : QM = {AP* 4+ puQ*}.

- Orbites régulitres : Q" = {hE* + £Q* + &P, & € R,i=2,3}

La représentation correspondante & l'orbite QF est la représentation de
Schrodinger R" (3.2.23).

Soit f, = hE*, h # 0, considérons la famille de sous-variétés de R3*
définie par

Q, = ((I)€)*(Ad*SU(1,1))((I)e_l)*(fh)

Elle est donnée par
R I

soit
&+ - g =1

Lorsque ¢ — 0 dans I’équation précédente, on trouve §; = *h. Cela signifie
que les orbites coadjointes €, de SU(1,1) (les hyperboloides) convergent en
quelque sorte vers Q" U Q™" (la réunion des deux plans).

Soit G I'extension de Hj par le groupe & deux éléments [3]

G = {(Eag)a €€ {—17 1}’9 € H3}’
avec la loi
(e, 9)(¢,g") = (e, geg"))

oit 'action de {—1,1} sur H; est donnée par
(—1)exp(aP + bQ + tE) = exp(aP — bQ — tE).

Les orbites coadjointes du groupe non-connexe G° sont :
- Orbites réduites & un point W = {\(P*+Q*)},A € R.
- Orbites & deux points M = {AP* + u@* uP* + A\Q*}, A # p € R.
- Orbites régulieres O* = QP UQ~", h € R\{0}.
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3.3.3 Confluence de I’équation de Lamé vers I’équation
de l’oscillateur harmonique

Pour cela si on pose f(1) = (1 + €%k cos?ey))?y(z) et 2 = ; :;;‘;"c‘zsi =

dans D'équation Lyf = —puf, ot LY = {P‘*"’}2 + k2 {Ql’5}2 (k € R) est

Popérateur elliptique déformé associé au systéme des coordonnées elliptiques

relativement a la série principale (3.3.90) sur le domaine D des C*°-fonctions
dans H*, on obtient ’équation de Lamé déformée (pour k = 1)

d’y 171 g’ et Jdy —p—eSl(l+ 1)z

dz? ' 2 =0. (3.3.93
dx2+2 $+€233-—1+54:c+1 dz 4x(52x—1)(54x+1)y 0. (3.3.93)

Cette équation admet quatre points singuliers réguliers 0, ¢=2, —e—4
sont élémentaires) et 'infini.

Lorsque ¢ — 0; 'opérateur elliptique Lff, l = -—% + ie3h, tend for-
mellement vers I'opérateur Hamiltonien H* de 1’algébre de ’oscillateur har-
monique, et I'équation de Lamé devient ’équation différentielle de oscilla-
teur harmonique. En conclusion finale la contraction SU(1,1) — Hj nous
a donné la possibilité d’interpréter la double confluence des singularités de
I'équation différentielle de Lamé vers celles de '’équation différentielle de ’os-
cillateur harmonique.

( qui



Conclusion

Dans ce travail nous avons appliqué les contractions des représentations
de groupes pour interpréter le phénomene de la confluence des singularités
des équations différentielles. Nous avons atteint notre objectif qui consiste a
interpréter la confluence des singularités de I’équation différentielle de Ma-
thieu (resp. Lamé) vers celles de 1’équation de 'oscillateur harmonique en
terme de contraction d’algébres de Lie du groupe M(2) (resp. SOo(2,1))
vers le groupe de Heisenberg Hj. Nous serons maintenant tentés de develop-
per des interprétations similaires pour d’autres confluences des singularités
d’équations différentielles.

Par exemple, la contraction de SOy(2, 1) vers le groupe M (2) (voir l'exem-
ple 2.4.1) nous permet d’interpréter la confluence de I’équation différentielle
de Lamé vers I’équation différentielle de Mathieu. Dans ce cas le point sin-
gulier régulier élémentaire au point a conflue vers co. De plus le résultat que
les solutions périodiques de 1’équation de Lamé tendent vers les solutions
périodiques de Mathieu déja existait dans le papier de Kalnins et al. [32] ex-
primé en terme de la contraction de SO(3) vers M(2). Ici, la représentation
irréductible de SO(3) est indexée par [ (entier) et les solutions périodiques
de Lamé sont des polynoémes qui vérifient les limites suivantes :

lim 2m(1 el ceam(0,0) b 2ﬁ1(1 uy seam+1(0, q)
l— 400 =1 0] CEam (O’ q) ’ l—+00 Pl 0] 3612"L+1(0, q)
. 2m+1 u ce (0 q)
1. 1 _ 1 1 el N 2m+1 3 3 4
Jim (1 — )2 H ( 9j) (@ a) (3.3.94)

im u } ram+2(6, 9)
lim ui(l —u)? 1- 4 :5f’2m+2(,
( ) H ( ) Se,2m+2(0a q)
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