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Introduction

INTRODUCTION

La population animale , et en particulier celle des poissons peut étre I'objet d'une étude

dynamique.

Toutefois celle- ci est particulierement intéressante lorsque biomasse et structure
démographique varient largement en fonction de facteurs communs et mesurables, ce qui est
précisément le cas des populations exploitées par 'homme surtout si cette exploitation est la

source principale de sa vie, et souvent méme unique.

L'importance économique de la péche aux poissons ou autres organismes aquatiques

pousse les pécheurs a tirer le rendement le plus élevé des ressources naturelles.

D'autre part, I'avenir de la population est menacé, il est & craindre qu'en maintenant
l'intensité de la péche a un tonnage tres élevé par an, le stock ne décline dangereusement d'ou
la nécessité pour les autorités responsables d'assurer la sauvegarde des stocks par des mesures

de préservation de l'espéce animale.

Et avant de se rendre sur les bancs de la péche, encore faut- il- savoir que chaque

structure d'age d'une telle population posséde sa propre dynamique.

Toutes ces raisons constituent de puissants motifs pour langer en priorité les
recherches de Dynamique sur les populations exploitées dans les pécheries . En outre
l'existence de résultats dans ce sens (sur les tonnages par exemple), facilite le travail des

biologistes en leur fournissant une masse d'information précises sur I'évolution de la péche.

Les modeles mathématiques établis par les dynamiciens en collaboration avec les

biologistes permettent de mieux connaitre le comportement des populations de poissons.




Introduction

L'objet de I'étude de ces modeéles (plus ou moins proches de la réalité), consiste a
préciser les méthodes a appliquer et a définir le but a atteindre: maintenir le rendement d'une

pécherie au niveau le plus élevé possible, tout en préservant l'espéce animale.

Plusieurs types de modéles mathématiques existent pour interpréter le phénoméne
écologique celui de la dynamique des populations. Les modéles ou la fonction densité de

population dépend uniquement du temps sont parmi les premiers utilisées.
Des modéles dépendant aussi de 1'dge ont fait leur apparition avec :

LOTKA MC KENDRICK (1929): qui a considéré dans son modéle les taux vitaux

de la croissance de sa population, des paramétres qui dépendent uniquement de I'dge.

YON- FOERSTER (1959): s'est basé essentiellement sur le modéle de Lotka Mc

Kendrick , dans lequel les taux de fertilité et de mortalité dépendent du temps t et de l'age a.

M. E. GURTIN et R. C. MAC-CAMY (1974) ont étudié le probléme ou les taux

précédents tiennent compte de l'age et de la population totale.

Dans ce genre de modéles (dépendant de I'4ge), interviennent plusieurs paramétres
(parameétres démographiques en général) du stock considéré, inconnus a priori et qu'il va
falloir les estimer numériquement & partir de données expérimentales recueillies sur la
population structurée en age.

~ Bien d'autres chercheurs se sont investis dans la modélisation avec dépendance en 4ge

-

/,,ﬁiais le prébléme d'identifiabilité et d'identification reste un sujet encore d'actualité.

Notre exposé se présente de la maniére suivante:

Dans le premier chapitre, un bref apergu est présenté sur le domaine de la dynamique

de populations, une sorte de motivation qui fait le point de départ de notre travail,
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Dans le deuxiéme chapitre, on présente quelques modéles mathématiques structurés en
age tel que le modeéle linéaire de Lotka Mc Kendrick, et le modéle non linéaire de Gurtin et

Mac- Camy.

Le chapitre trois est consacré a une étude numérique d'un probléme d'équations aux
dérivées partielles, étude faite en particulier pour un modéle linéaire celui de Lotka Mc

Kendrick avec présentation du schéma de discrétisation total et de 1'étude de la stabilité.

Enfin dans le chapitre quatre, l'identifiabilité du modéle de Lotka Mc Kendrick est
eétablie. On propose ensuite une méthode d'identification des paramétres basée sur la méthode

des moindres carrés du type Levenberg- Marquardt.

| |
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Chapitre 1 . Préliminaires

PRELIMINAIRES

I. INTRODUCTION

Dans ce chapitre on exposera certaines terminologies classiques employées pour

décrire un genre de phénomeéne €cologique, celui de la dynamique des populations.

II. VOCABULAIRE ET DEFINITIONS

* Le mot population signifie un ensemble d'organismes ou d'individus, souvent
d'une méme espece, vivant a un moment donné dans un écosystéme déterminé et
possédant des caractéres communs transmissibles par hérédité, et sont capables de se

reproduire entre eux.

* La densité de population est le nombre des individus par unité d'espace.

+ L'espace est supposé homogeéne c'est a dire que la population est uniformément

répartie dans l'environnement qu'elle occupe.

* La surface est réduite ou isolée c'est a dire il n'y a pas d'échange avec
l'extérieur.
* Un écosystéme est un systeme possédant certaines propriétés intrinséques et

assurant la stabilité biologique de l'espece, un systéme dont les composantes sont:

1. La biocénose: c'est le groupement d'étres vivants liés par une dépenhance
réciproque, elle est constituée par des populations animales et végétales, qui
occupent un espace dit le biotope. |

2. Le biotope: 1a ou repose la biocénose et trouve des conditions physiques et

chimiques adéquates.
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* La biomasse : c'est le poids total de la mati¢re vivante de la population.
La biomasse peut varier selon les facteurs suivants:
- La natalité qui fait croitre le nombre des individus dans une population.

- La mortalité qui le fait décroitre.

- L'age: chaque classe d'dge de la population possede sa propre dynamique.

D'autres facteurs importants peuvent intervenir dans la variation de la biomasse
tels que: La migration, la prédation, la pollution des eaux, maladies, conditions

climatiques, l'exploitation par I'homme...

Pour simplifier I'étude , on écartera toutes ces interactions qui ont leurs effets sur

l'espéce et sur l'environnement qu'elle occupe.

Phase exploitable- Phase exploitée- stock:

Notons que dans une pécherie géographiquement limitée l'ensemble d'une
population exploitable de poissons se compose de deux parties l'une qui est vulnérable
aux engins de captures autorisés: c'est le stock exploité, et l'autre qui échappe aux

engins de captures et qui comprend éventuellement la classe des jeunes poissons.

En réalité, chaque classe d'age de la population posséde sa propre dynamique,

cependant on ne s'intéresse qu'a celles qui concernent le stock exploité.
Remarques:

- Un stock peut couvrir plusieurs espéces difficiles a distinguer.
- Dans notre travail ne sera traitée que la dynamique des stocks exploités par

I'homme.
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Sachant que le cycle vital d'un poisson est divis¢é en plusieurs phases tres

importantes pour la gestion des pécheries . On définit alors:
* Phase exploitable:
Elle est limitée par deux étapes:

I. Recrutement

Clest le processus qui permet aux jeunes poissons le passage pour la premiere
fois a4 l'ensemble des poissons accessibles. En exemple, le recrutement par
migration des jeunes saumons de l'endroit de naissance (riviéres, fleuves) vers

les lieux de péche et ceci dés qu'ils atteignent 1'dge de recrutement (deviennent

des recrues).

I1. Réforme

C'est le phénomene inverse du recrutement: un animal est dit réformé, soit il est

mort soit il a quitté les lieux de péche pour se reproduire. Exemple les saumons.
On pourra aussi définir les notions suivantes :
Accessibilité: Composante géographique: c'est la présence sur les lieux de péche.

Vulnérabilité: Dépend du comportement engin- poisson, en d'autres termes dépend de
la probabilité pour que le poisson ne s'échappe pas et n'évite pas le chalut, ceci est lié &

la taille et a I'dge du poisson .

Capturabilité: (notée q) Clest la probabilité pour qu'un poisson soit capturé. La

vulnérabilité et 'accessibilité sont deux conditions nécessaires pour la capturabilité.

Effort de péche: C'est la mesure de I'ensemble des moyens de capture appliqués par

des pécheurs sur un stock en un temps déterminé.
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L'effort de péche ne dépend que de la technique de péche, il quantifie "l'effort
nominal" déployé par les pécheurs d'une méme flottille pour réaliser leur captures. Sa
mesure est assez délicate, car elle différe d'un engin 4 l'autre (pour les bateaux de fort

tonnage par exemple, il leur faut un effort de péche considérable).

* Phase exploitée:

La capture d'un poisson dépend non seulement de I'dge de recrutement t,, mais
aussi de sa taille, et de la maille du chalut. Si le poisson est capturé on dit qu'il a 'age de
la premiére capture noté t.. Il se peut qu'un poisson échappe ou évite les engins, dans le
cas de l'évitement 1'dge maximum des captures est noté ty, .

Ainsi la phase exploitée sera la phase comprise entre t. et tp,.

III. RECAPITULATIF

Chaque population exploitée est considérée indépendamment des autres, les
systemes sont essentiellement multispécifiques, et du fait de la _compétition spatiale, des
relations trophiques interviennent souvent, comme la prédation, etc...le stock constitue
la fraction exploitée de la population (figure L.1). Son effectif s'accroit en nombre par le
recrutement et l'immigration; il diminue du fait de I'émigration, de la mortalité naturelle

et de la péche. La croissance individuelle des poissons n'a d'effet que sur la biomasse du

stock et non sur les effectifs en nombre.

Bien que la mortalité naturelle est susceptible de varier d'une année a l'autre,
notamment en liaison avec les variations climatiques; mais personne n'est a Iheure

actuelle capable de déceler les changements de mortalité naturelle.

9
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Emigration Immigration

Pache F
—— > Captures

Recrutement S T O C K

N —
L 4 Mortalit¢ M
naturelle
Croissance en poids Vieillissement

des individus

Figure 1.1: Description d'un processus formé par une population marine exploitée.

REMARQUES y

Dans tout ce qui va suivre, et pour simplifier la modélisation mathématique, on
laissera de coté les mouvements des individus au sein d'une zone bien délimitée
(et donc pas de dimension spatiale). Dans le méme ordre d'idées, on négligera les
phénomenes de migration, d'émigration dans I'étude des modéles mathématiques. En
effet, les interactions ainsi que les échanges sont trés souvent difficiles a quantifier.

On écartera aussi bien d'autres phénoménes comme le phénomeéne de prédation, etc. ..

Et par conséquent, on ne tiendra compte que de la natalité, de la mortalité et le

phénomene de I'exploitation par I'homme pour une population structurée en age.

10
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MODELES MATHEMATIQUES
STRUCTURES EN AGE
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STRUCTURES EN AGE

I. INTRODUCTION

— Afin de bien gérer la situation d'un stock et ceci pour des raisons écologiques ,

économiques , ou autres... plusieurs types de modéles mathématiques ont été proposés
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N h&/
/a dcwnte
Notons par u(a, t) le g,anl)/re d'individus d'dge a 4 l'instant t, si on se donne deux
a;
ages a) et a; , avec a)<ap , alors Iu(a,t)da désignera le nombre d'individus qui a

a4

l'instant t ont un dge compris entre a, et a,.

Amaax
P(t)= j'u(a,t)da sera alors la population totale a l'instant t.
0

Amax : 1'dge maximal de survie d'un poisson.

On note par :

* b= b(a, t): le coeflicient de fertilité a 'dge a et a l'instant t, c'est le nombre moyen de

naissances provenant d'un individu d'dge a a l'instant t.

* m=m(a, t): le coefficient de mortalité, nombre moyen de déceés a l'dge a par unité de
population d'dge a a l'instant t (m (a, t)=mg(a)*+q(a)f(t), mg(a) mortalité naturelle a 'dge
a, q(a) étant la capturabilité a I'age a et f(t) I'effort de péche a l'instant t).

A

u(o, t)= I b(a,t)u(a,t)da >0 est le nombre de naissance 4 I'instant t.
0

La variation du nombre d'individus d'dge a a l'instant t, aprés un intervalle de
temps de longueur h, avec Aa=At=h , (h petit), est due a la disparition de ces

individus entre les deux instants t et t+ h.

u(a+ h, t+ h)-u(a, t )@m(a, t) u(a, Hh 9 @
—_—— T N T ————

wll //mLL*

i o
En divisant par h, et en passant a la limite quand h—0, on obtient: / LtV ¢

Du(a, t)= -m(a, t)u(a, t) sl

Cette équation exprime la diminution d'effectif due & la conjonction de la péche
et de la mortalité naturelle. les effets des deux mortalités sont supposés indépendants et
additifs.

13
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A cette équation, on associe la distribution d'dge initiale (appelée aussi stock
initial) c'est une fonction dépendant de l'dge u(a,0)=p(a), a>0; ainsi que la condition

aux limites: u(0, t)= B(t) qui est le nombre d'ceufs pondus a chaque instant t.

Lorsque b(a, t)= b(a) , m(a, t )=m(a), le systéme suivant :

' Du (a,t)——-—m(a)u(a,t) a>20; 120
Amax
so120.0)= [b(a)(a.t)da 1> 0
0

Lu(a,0)= pla) a=0

est appelé le modéle de Lotka Mc Kendrick.

Dans la suite on fera la résolution générale du systéme :

Du (a,t)z —m(a,t)u(a,tj a20;, t=0

max

A
G Y0.0= [bl, Dula,thkda t>0 ~

0
u(a,0)= p(a) a=0

I1.1.1 ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE

Lorsque u est différentiable, la quantité Du(a, t) n'est autre que la somme:

oa ot

O at)+ 2a 1) Q

Soit (a,,1,) E[O,+oo[><[0,+oo[ avec a,=0 ou 7,=0

Posons le changement de fonctions suivant:

14
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m(h)= ma, +h1,+h) heR”

{;(h):u(ao +ht,+h)

Alors I'équation aux dérivées partielles se transforme en une équation

différentielle ordinaire (D): %(h):~2(h);(h)

— - h—
et dont la solution est donnée par: u(h):u(O) exp —jm(x)dx
0

h
cestadire: wu(a,+h, 1,+h)=u(a, ,)exp —[mla, +x,1,+x)dx

0 (,ow
Soit (a, t)e@xm+ e

Sia>t, en posant ag=a-t, t,=0 et h=t on obtient:

u(a,t)=p(a—t) exp —jm(a—t +x,x) dx (l)
0
Sia<t, onpose ay=0, to=t-a et h=a et donc:
ular)=Bl-a)exp - [m(x-a+x)dx (it} on B(t)-u(o,)
0
Connaissant B(t) , u(a, t) sera bien déterminée. Or ,
B(r)= [b(a, Ju(a,1)da

:jb(a, 1)B(t —a{ exp — jfm(x, I—a+ x)deda + Tb(a, 1)plt —a{ exp —"[m(a—t +x, x)dx}da
0 [¢] t

0
En posant :

N(a,t)zb(a,t).exp[— }m(x,f_m)de

o

0

G(t)= Tb(a,t).p(t ~a){exp - Jt'm(a—t +x ,x)deda

On obtient: B(:)=[B(-a)N(a da+ ()

0

15
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L'équation précédente est appelée 'équation de renouvellement (N(a, t) cest la
fonction maternité chez une femelle ayant l'dge a a linstant t, et G(t) ce sont les

naissances produites  l'instant t par la population initiale).

Dans ce qui suit, on considére plus précisément le modéle de Lotka- Mc-
Kendrick , dont la solution est donnée par:
B(t~-a)z(a) , a=t
u(a, t) =

pla-1)

Avec: zz(a):exp{—j'm(x)dx}, est définie comme étant la probabilité de survie d'un
0
individu de la naissance jusqu'a I'dge a. *

Dans ce cas, I'équation de renouvellement prend la forme:

B(t)= jB(t —a)N(a)da +G(r)

0

Analyse de I'équation de renouvellement
Avant d'analyser cette équation on introduit les hypothéses suivantes nécessaires

pour la suite de I'étude:

Alnux
(Hi) m(.)>0 est continue sur [0, Ape] et on a _[m(a)da:+oo
0

(H2) b(.)=0 est continue sur [0, Apa| , €t b non identiquement nul.
(H3) p=>Oest au moins continue par morceaux sur [0, Amax[ (sinon continue i support
compact).

(Ha) p(2)>0 pour a<w ou w=sup{aecf0,4_, |, b(a)=0 }.

Il
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Interprétation des hypothéses

L'hypothése (H;) exprime le fait que Amax est I'ige accessible maximal. En fait,

une conséquence de cette hypothése est:

lim 7(a)=0

A A

Dans I'hypothése (Hy), il est supposé que le stock initial ne contient que les / LIL
p q

individus d'age inférieur a I'dge maximal de fertilité o

Théoréme 1 [5]
Sous les hypothéses précédentes, I'€quation de renouvellement admet une unique

. solution continue. W,,

A()OA'/L
\
Pour T>0 fixé, considérons I'espace de Banach|{C[0, TJmuni de sa norme définie

. |Bl=sup [B(t)e ™ . ies ya
par: - [Bl=sup JB(fe ¥, egt’

Soit donc l'opérateur S: C[0,T] — C[0, T] défini par:

Preuve

t
S(B)(t):jB(l ~a)N(a)da +G(t)
0
On montre, 4 présent que l'opérateur S est une contraction stricte, en effet:
Soient B et B, € C[0, T]

IS(B, X1)- (3, )(t]e‘“se"’j;N(a)lB,(t—a)-Bz(t—aXda

En posant s=t-a, on aura: D4

17

i i



bk

[

Chapitre 11 Modéles mathématiques structurés en ige

1S(B Xt)-S(B,Xt)e* <e™ (Q/B, (5)~B,(s)| N(1~5)ds A \jﬂf;;
< je"‘/ |B,(s)=B,(s)|e ") N(t-s5)ds ®

<|B,-B,| ;e N(a)da

Si sup je”“N(a)da:k. alors |SB,-SB,|<k|B,-B,| et k<l (on peut

refo.r] o

toujours choisir A de telle sorte_que k<I,ceci grace au theorwwurs

e s

"\—\\~

1n;err}aedlgir ‘s), alors S est une contraction stricte et donc admet un point fixe unique.
—h L 7

Conclusion

La solution de I'équation de renouvellement existe et est unique , par conséquent

le modéle de Lotka Mc - Kendrick admet une solution unique.

Comportement asymptotique des solutions [1] !
Proposition 1:

La solution de I'¢quation de renouvellement est donnée par:

4 !
B(f)= Z/Cj exp (r]. t )

Ou;

ﬁex (—r}. t)G(t)dt .
CJ' = A 2!. p C/)
J-a exp (— r; a) N(a)da o

P
A o
N “6‘” (n}

; o o

Wﬂ‘" Y—” e
ST = e

}\/

18
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Preuve

Le calcul formel (passage a la transformée de Laplace et utilisation de ses

propriétés) appliqué a I'équation de renouvellement conduit a:

~ o
P L-?

B @é(t))(r)z—___l _Lf(;]ggt)g()r ),pour: Rer}/a,o:inf{oeC/L(G(t))(o),et L(N(1))(o)3 } | ; )
e 7 YN gA R S

~N . B kS -

V| [ i S ; N . o [, PN S ) e b RN 5,

] / i?;)\"'[) A > S TR S BV RN RN B élb;ﬂ:‘(kz LA y
T

. 1 I
o gesd i i
) "

Si 1-L(N(t))(r) # 0, passage a la transformée inverse.

St 1=L(N(t)) (r) : C'est I'équation caractéristique de Lotka admettant une solution réelle

unique ry et simple.

| :'r‘ \\ ‘/‘ _ R - r\)‘
) ‘]' En effet: 2 ) n > ‘ é — /\) ’/ ¢ *i\b kl [y

11111

2
\ﬁ q ' (L(N(0)(r) = +ooquandr — —ooet L(N(1))(r) — Oquand r — +oo, de plus L(N(t) (r)est

continue, strictement décroissante.
d +o0

- d—[L(N(t))(r)]:— [aexp(~ra)N(a)da<0
/ 0

La dérivée non nulle d'ou la racine est simple.

Les autres solutions notées r; sont complexes deux a deux conjuguées avec Re(r;)<r.

En effet, en posant f (r) =L (N(t)) (r) on a:

+jmt)sxp( —ra)N(a)da=1

=Re( [exp(~r,a)N (a)da)

+o

— = jexp(——Re(Fj )a)COS(Im(rj )a)N(a)da

400

- < { exp (— Re(r] ))a N(a)da
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LBOX)= 1o —

Ainsi f{r) < f(Re(r;)) avec f décroissante, par conséquent on a: Re(r;)<r

D'autre part:
I=LINOY) = frp [ -1, fEr)=0
0

Et si toutes les racines sont distinctes deux a deux, on a:

LG()) )

c

0 r—rj

(Les fonctions L(G(t) (r) et L(N(t)) (r) sont analytiques en r car continiment dérivables

- et développables en série entiére en r , d'ou I'équation précédente n'a que des pdles

comme singularités)
B(t)= ;c sexp(r,f)
pourvu que la série converge par exemple sous la condition Z‘ c j’<oo

avec !

(GO)r,)

=) S

Gr,) _
2|

C.=

r=ry

j{exp (—-r}. 1 )G(t )t
jia exp (— 7 a)N (a)da

a

et [a, ] lintervalle de fécondité.

Par ailleurs, on a le rapport:
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c,explr,1
p( )) —1 quand 7—>+o0 car Rer,<r,

e

c,explr, !

On en déduit que:

B(1)~c,exp(ry?)

avec ro la solution réelle de I'équation caractéristique.

Remarque

Le comportement asymptotique de B(t) influence celui de la solution non triviale

u(a, t) quand t devient assez grand, et ceci griace a la forme intégrée de la solution de

Lotka -Mc- Kendrick.

Par conséquent la solution du modeéle de Lotka évolue de la maniére suivante:
u(a, t)~Cy ﬂ(a)exp(—roa) exp(7,) et Co une constante réelle.
On voit que le comportement de la solution est réglé par le paramétre rq.

Interprétation du parametre ro:

ro étant l'unique solution réelle (strictement positive) de I'équation suivante:

A max
I (a)b(a)exp(~ra)da =1 appelée équation caractéristique de Lotka
0

u(a,t)

Définissons le profile d'age : w(a )=
p ge: wla) 0

A max

Sachant que P(7) = J' u(a,f)da, et appliquons le modéle de Lotka Mc Kendrick a

u(a,t) = P(w(a,t)

21
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On aura: M ('va
d d 1 d 9 P > /g/z.' u G o~
— [ )+ — t)+——~ —plt = - [ (Ve
daw(a”)+ dtw(a’ )+p(t) dt plo) s (a> 9)\“4( " . w

! fwlat)da=1 ’ " :
0(a,0)= , (a)

D'autre part on a:

Alnax d
P(f)= { ~lua,))da
, A"!IX d A!nnx
P() =-| 7[u(a,t)]da— [m(ayu(a,f)da
o 4aa 0

P'(t):P(t)AT[xb(a)—m(a)]w(a,t)da

Ou I'on a pris :

WA max. t) =0
ainsi:

P' (t)=r(t)P(t)
avec:

Amax

r(t)= _r[[b(a)—m(a)]w(a,t)da —>r quand t—o0

r représente le taux de croissance naturel donnant un profil d'age d'équilibre co(a), il est

dit paramétre Malthusien intrinséque a la population.

Considérons le systéme stationnaire suivant:
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}%a)(aﬁ m(a)a)(a)+a)(a) Aﬁb(a)— m(a) @ (a)da =0
{0(0)= Thako(api

Azn;)(a)da =]
en posant:

r= A:[m[ b(a)- m(a)]a) (a)da

Le profile d'dge d'équilibre est donnée par:

a)(a e’ n(a)

A max

}[e" " z(a)da

Cette solution doit satisfaire la deuxiéme équation du systéme précédent; d'ou la

condition sur r

4 max

1= ;[e‘”' bla)n(a)da

Clest exactement J'équation caractéristique de Lotka, ainsi on doit avoir: r=r, et o(a)

est le profil d'age asymptotique des a)(a,t).

Stabilité du systéme

Un aspect important a étudier est la recherche de solutions stationnaires des

systemes et leur stabilité. Ces solutions ne dépendent pas du temps (u(a, t) = u(a))

23

e | il




Chapitre I1 Modéles mathématiques structurés en dge

Proposition 2

Le modéle (Sy ) admet deux solutions stationnaires: une solution stationnaire

triviale notée u; =0 et une solution stationnaire non triviale notée u,(a) donnée par :

Pn(a)

u,(a)=u(0)z(a)=
gﬂ(a)da

Preuve

u(a) est une solution stationnaire de (So) si et seulement si u(a) est solution du

systéme suivant:

i (a)=—m(a)u(a), a>0,

(804u(0)= [bla)u(a)da,

P= Tu (a)da.

=
cetts
Supposons que: e

Une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme (S; ) admette une

solution u(a) est que le taux de reproduction net soit égal a 1, c'est a dire:
R= Ib(a)zr(a)dazl
0

Dans ce cas la solution stationnaire correspondante a P est donnée par:

u(a)= u(0)r(a)= L7@)

T (a)da

(et si u(0)=0, on aura la solution triviale u;)

24
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A présent, on s'intéresse au comportement asymptotique des u(a, t) solutions du

systéme (So), vis a vis de I'état d'équilibre.
Définition
Une solution stationnaire u(a) est asymptotiquement stable si:

Ve>0,35>0 tel quesi | p(a)-u(a)|<5,ona:

‘ lu(a,t)—u(a] <g (stabilité)

et

lim, ,,Sup,cfo 4 ) | ula,t)-u(a) I: 0

Proposition 3

Soit B:R, - N, solution de I'équation de renouvellement, alors on a:

B(t)<b M exp(bmt)
O B, =SUP[y yee) &, M =5Up, 1o 1 pla)da
o

Preuve

Revenons a l'opérateur S; L

S(B):jB(s)N(z-s)dHG(t) Fe | 6(’9“() - > /Yw/

< (b, Mexp(b, s)ds+b M R oY s
0

'
<b Mexp(b,1) (60 - \s, & W&

25
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Théoréme 2 5]

Les solutions stationnaires:

() u(a) = Tp——— n(a) est asymptotiquement stable. De plus si p(.)
jﬂ(a)da
0 "
satisfait (H4) alors la solution correspondante vérifie:

lim sup } u(a,r}-u,(a)|=0

t—+o0 [O,A

max

(i1) la solution triviale est instable.
Idée de la démonstration ’

Commengons par étudier le comportement de B(t):

* En un premier temps on décrit comment la distribution d'dge initial influence le

comportement asymptotique de B(t):

, Ay 5

Soient B, et B, solutions de I'équation de renouvellement avec les conditions

‘ / g . e
initiales p; et p, respectivement. Alors, d'aprés la proposition 3 et utilisant 'inégalité de e
/

Granwall, on trouve qu'il existe une constante dépendant7é de T, M), M; et [ ¢
®

M; =[p;(@)da, i=1,2.
0

telle que: V7€[0,T]: on a la propriété suivante:

| BB, CTMM,) [l (a)- p,(ada.

Cette propriété exprime le fait que les solutions u(a, t) dépendent continiment de

la distribution d'age initial.

! La démonstration de ce théoréme étant longue et assez laborieuse, nous renvoyons a l'article de Di
Blasio, Lanneli et Sinestrari [5], o elle est développée en totalité ;

-
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* Ensuite, nous donnons a B(t) des estimations constantes soit égales a une constante c

sur des intervalles I fermés de longueur  : I'dge maximal de fertilité.

Il s'avére que soit ¢ = 0, soit ¢ = B, =TE—P— , et si B(t)>0 sur I alors
j n(a)da
0
\ lim B(t)=B, .
t—o0
J

¢
,{'({. /+ Ainsi les solutions u(a , t)= B(t- a) 7r(a) tendent asymptotiquement vers u,(a)=B, 71’(61)

J la solution stationnaire non triviale.

I1.2. MODELE NON LINEAIRE

Dans la formulation du modéle précédent une partie des phénoménes de
population totale-dépendance est ignorée puisque les paramétres de natalité et de

mortalité ne dépendent pas de la population totale P.

Gurtin et Mac Camy [1] proposent le premier modéle avec dépendance par

rapport a la population totale P en prenant b= b(a, P) . m= m(a, P).

Ceci conduit a un systéme d'équations non linéaires:

(Du(a,t)=-m(a,P(tu(ar), a>0,i>0,
u(O,t):- ]Ob(a,P(t) i(a,t Ya, 10,
u(a,O):PO(a), a=0,

P(r)= ;fu(a,,ya.

(S: 4

11-2-1. ANALYSE MATHEMTIQUE DU MODELE

On procéde de la méme maniére que dans le cas linéaire (utilisation de la

technique des caractéristiques), on arrive a:
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B(t - a)exp(— ]Zm(x, P(t-at x))dx} t>a,

u(a,1) =

Py(a- t)exp[— :_[m(a —1+x, P(x))de, I<a k;"

e

Pour connaitre la solution u du systéme (S;) sur R* x[O, T ], il est nécessaire et

suffisant de connaitre B(t) et P(t) sur [0, T].

Plus précisément, aprés avoir remplacé dans la deuxiéme équation du systéme
(S2) par l'expression des u(a, t), la recherche de la solution devient équivalente a la

résolution du systéme des deux équations intégrales suivantes:

(B
jbf a, P(1) exp[ me aP(x }B da+[ba+f P ))exp{ -:‘:1(x+a,P(x))j|p(a)da

Et (Ez)i

P(t):jexp[—j:m(x—a,P(x))dxj! B(a)daﬁfexp[_;jm(x+a,p(a))dx]p(a)da

0

Pour chaque P fixé, I'équation (E,) est une intégrale linéaire de Volterra, donc

admet une solution unique B notée K1(P).

Si dans (E;) on remplace B par K(P) , on définit un opérateur Hr qui a un point
fixe unique P pour T suffisamment petit, ainsi on obtient I'existence et l'unicité locale.

Sous I'hypothése:

b=sup b(a, P)<
a,p

28
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(avec T>0 quelconque) comme point Fixe d'un opérateur obtenu a I'aide du membre de

droite de I'expression de la solution (voir [1] pour plus de détails).
Remarque:

Ce résultat est global car il établit I'existence et l'unicité sur tout ensemble de la

forme R* x[0, T Javec 70 quelconque . e ﬂ
Solutions stationnaires

On proceéde de la méme maniére pour la recherche de solutions stationnaires, on

aura un systeme semblable a celui donné par (S;), soit

¢

u'(a)=~m(a,P)u(a) a=0,

(E){u(0)= [b{a, P)u(a)da,

P= T;l(a)da
0

L'existence de ce type de solution est assuré dés que le taux de reproduction ,

o0

R(P)= [b(a,PYr(a, P)da = |
0
Dans ce cas les solutions stationnaires correspondantes 4 P sont données par:

u(a):u(O)n(a’P):;P”(ﬂ

(J; n(a,PYa

29
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I1-2-2. COMPARAISON ENTRE LES DEUX MODELES

En prenant en considération la population totale, le modéle de Gurtin Mac Camy
représente mieux la réalité que celui de Lotka Mc Kendrick car par exemple: plus la

population croit moins il y a de la nourriture et donc le taux de croissance diminue.

La solution du modéle de Gurtin MC Camy est donnée sous des conditions plus

faibles que celle donnée par Lotka Mc Kendrick.

Le résultat d'existence et d'unicité de la solution est global.

ITI1. CONCLUSION

En réalité, la forme structurale est trés importante dans les modéles
mathématiques établis par les dynamiciens, en effet; dans une population donnée les
différentes classes d'dge ne contribuent pas de fagon identique & la reproduction de
nouveaux individus, et la mortalité n'atteint pas ces différentes classes avec un taux

égal.

Les modeéles ici exposés sont établis pour représenter I'évolution d'une
population structurée en &ge, par conséquent, des paramétres inconnus & priori
interviennent dans I'évolution de plusieurs phénoménes , paramétres qui dépendent eux
aussi de l'dge, et dont l'estimation numérique est nécessaire pour bien comprendre le

comportement d'une telle population.
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Chapitre I Etude Numérique

avec:

ETUDE NUMERIQUE D'UN PROBLEME D'E.D.P MODELISANT
LES DYNAMIQUES DE POPULATION STRUCTUREE EN AGE.

On considére le modéle suivant:

ou Ou A

—+—=—m u(a,l) m>0 £
ot Jda 5;’_
u(0,0)=B(1), u(a,0)=u,(a) L

uo(.) est la distribution d'age initiale.
B(t) est la fonction naissance.

m est la mortalité totale (supposée constante, et ceci pour faciliter I'étude numérique du

modéle).

u(a, t) est la fonction d'dge a a l'instant t, recherchée.

1. Discrétisation du modéle linéaire

Consacrons nous d'abord a I'étude de I'E. D. P. sans se soucier, en premier lieu,

de la condition aux limites ni d'ailleurs de la condition initiale. On suppose que :
ueC(R xR

La discrétisation temporelle nécessite l'utilisation d'un développement limité: formule

de Taylor d'ordre lavec reste de Lagre{hge d'ordre 2, soit:

2 A2 /
(A7) %(a,t-&@m‘), Ou0<6<I

[

u(a,t + At) =u(a,t)+ Al%(a,t) +
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Chapitre II Etude Numérique
t A
nAt ' M,
2At
At
»a
Aa 2Aa JAa

Schéma de la grille des maillages selon I'age et le temps

Si on utilise un maillage (voir la figure ci-dessus), (de pas Ar) de la demi droite
temporelle (t>0), on notera par M]'.':(j.Aa,n.At) un nceud de la grille du maillage

dont l'ordonnée est: nAf ,ne N | constitue en outre un compteur sur le maillage (de

pas Aa) de la droite réelle des ages (a en’ ) JeN .

Une formule de Taylor au voisinage du noeud s'écrit donc:
0((At)2) exprime le fait que le reste d'ordre 2 tend vers 0 lorsque Ar—0.

Ceci dit, nous pouvons écrire:
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o
u(M?™)-u(M])  ou Ce f};
At “a M 0an) A,dbc’”(’ y
¢ a
On O(Ar)—é—éz—( J+0A1)—0 quand A1 —>0.

On dit que la discrétisation en temps est d'ordre 1.

Si on note par u; une valeur approximative de 'u(M 4 ) alors le schéma aux

différences d'approximation de:

n+l n

on uyt —u;
—(M") s'écrit; — M" L
Py M7) ( )~ A

De méme, pour discrétiser la dérivée partielle par rapport a a on utilise deux fois

la formule de Taylor d'ordre 2 avec reste de Lagrange d'ordre 3:

2 2 3
u(a+Aa,t) =u(a,n)+ Aa.%(a,t)+ (Aa) 6_1; a,t)+ (A;) O'u —(a a+0"1Aa,l)
ou 8’ e b
2 2 3
u(a—Aa,t) = u(a,f) - Aa @( )+ 89 -6—171(61,1) (8a)’ 0 d
oa 3
Ooud;el10]
Faisons la différence entre les deux formules, on obtient:
3
u(a+Aa, )-u(a—Aa,1)=2Aa ?(a, t)+(A;) o (a+0 Aa,D)]
a .

Le théoréme des valeurs intermédiaires assure qu'il existe 8 € -1, 1{ t. q:

3

o'u (a+9 Aa I)+27u(a+9 Aa r) A 2:; (a+6".Aa,r) ot |9'ISmax (9,',—9;).
y
btV
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De ce fait on peut écrire que

u(a+Aa,t%u(a—Aa,’):ﬁ’i(a ,) (Aa) O'u ( +6 Aa, t)

2 Aa éa 3 od’
_ M (2,1)+0(Aa)
oa

Si maintenant on écrit cette formule au voisinage de M j',':(jAAa, n.At) on obtient:

u (M”,) u(Mj"_, ) ou
2Aa oa

(M ") 0(Aa)’

Ou M7}, =((j+1)Aa, nAt)=(jda+ Aa, nAr)

Et M ,=((j—DAa, nAt)=(jAa-Aa,nAt)

Si l'on approche, cette fois-ci, u#\M”) par u’ , le schéma aux différences
J ;) paru;

\ P ou ., .
correspondant a la discrétisation de P s'écrit finalement:
a

n
u —ul.l

j+1 —~1 .
X MM~ I )7 ot le schéma est d'ordre 2 car le reste I'est aussi.
a J 2Aa

le schéma aux différences total de discrétisation de I'E. D. P :

ou Ou

— +——=—m-u,(m>0)
of Oa

n+l n n, n

L Sl

A{r 2.Aa

4
Ou: u',”'_u'7+ (W}, —ul_)—m-At-u”
AEEAYYE A )

At
et (\(1 —m-Ar)-u +2Aa Ta M)

est: :—m-uj'.'
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Ce schéma est dit explicite car les valeurs de la solution discréte u au niveau

temporel n+1 sont déterminées explicitement en fonction des valeurs de u sur le

maillage au niveau n.

Ce schéma est aussi centré (en 4ge) a cause de la discrétisation centrée en age de
la dérivée partielle de u par rapport a a:

n n
ou ~uj+, —u,,

n n
_MJH +Mj_,

et M7
Oa 2Aa ! 2

Ce schéma est d'ordre 1 car l'on prend toujours le minimum des ordres de
discrétisation des dérivées partielles: dans notre cas la discrétisation en temps est

d'ordrel et celle en dge est d'ordre 2 donc le schéma global de | 'E. D. P. est d'ordre 1.

I1. Etude de la stabilité du schéma

Proposition

, e . ) .Y ,
Le schéma aux différences: u)*' =(1-m-Af)-u’ +——(u}, —u]_) est stable si:
2Aa "’ !

A< et —A—tzta <(mAt(2-m. At))%
m  Aa

Preuve

Pour étudier la stabilité du schéma aux différences ainsi construit on impose
comme condition initiale une perturbation de nature périodique et on voit la réponse du

schéma a partir du comportement de la solution discréte:
uy(a) = aexp(ipa), a,p E/W'et i=v-1le /c’?le corps des nombres complexes. yd p\ / ¢

Sur le maillage des dges au niveau temporel n=0:

u,(M?) s'écrit: u,(jAa)=u] =aexp(ipjAa)

36

| | i




Chapitre 111 Etude Numérique

A ce niveau temporel, essayons d'établir une relation simple reliant u} a u?, moyennant

un facteur indépendant des compteurs j et n:

u'=8u’, jeN (oujeNnla,B), ou d est dit facteur d'amplification qu'il faudra
déterminer.

At
u} =(1~mAt)u? - —2E(u?+1 - u‘}_,)

= (l—mAt)a exp(ipj Aa)—z—AA—t;[exp (ip(j+l)Aa)—exp(ip(j—l)Aa)]

= (1-mat)aexp(ipj Aa)—?AAt—[a exp (iija)][exp(i pAa)-exp(-ip Aa)]
a

= [l—m At — ﬂi exp(ipAa)—;Xp(—ipAa)] (axexpli p j Aa))
a i

= (1—-m At~i-ét—sin(p Aa)]u‘;
Aa

Ou 5=l—m.At—iAt-sin(p. Aa)
Aa

c'est le facteur d}/ampliﬁcation que l'on cherchait 6eC . -

Montrons, a présent, par récurrence que: L
0 ﬂy(ﬂ(d” C}j},
1
u@: 5" u @
Nous savons déja que:
1 _ 0
u, =0u,

Supposons alors que:

n__gn, 0
u;=6"u,
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et montrons que:

ntl _ ondl 0
u;"=6""u,

Mais:

i . AL
u] ‘:(l—mAt)uj-m(u,n—uj—l)

(5"uf+l —6”1.1;‘_,)

At
=(1-mA1)6"u ————
(1-mAr)s" uf A

=(1-mAt)S" aexp (ipj Aa)—z—AAt—é'" (a exp(i p(j+ 1)Aa)-a exp(ip(j-1)Aa))
a

expli p Aa)-exp(~i p Aa) :l
2i

=(1-m A)5" aexplip jAa )—ii‘iﬁ"aexp (i ija){
a .

=6"aexpli p jAa) [l—m At—iZA—tsin (pAa)]
a

=6"" aexp(i p jAa)
=6""u c.qfd

A présent, nous avons montré que si on imprime au schéma aux différences une

perturbation périodique du type

u; = aexp(ipjAa) = a[cos(pjAa) + isin( pjAa)]

alors la solution discréte du schéma répond a I'application de la condition initiale a
travers la formule:

n_gn 0 .
u;=6"u; ne N,jeZ

La suite {u}"} est donc convergente si et seulement si la suite

neN

éométrique 0" est convergente car :
neN

n n

ni__ n_ 0
‘u] ’—15 u,

s|a| .|5

<|s

u "
]
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puisque:

qu’zl aexplip jAa)=|a]

La suite (5 " )"21 estconvergente <>|5|<1

Or,

2

|5|:{(l—mAt)2 + 212 sin (p Aa)}2
a

Et enfin

2
6] <1 @(l—mAt)er(%] sin?(p Aa)<1
a

S 1m® AP -2m At +(§—’~) sin’(pAa)<]
a

2
@[—Aij sin’(p Aa)<2m At —m* Ar’

Aa

A ce niveau , si I'on se rappelle que p ‘R quelconque alors par passage au

suprémum sur p on peut écrire que la derniére inégalité est équivalente a:

2
(i_;j <2m- At —m*- A1’ carsup peRt (Sin ? (P- Aa))= 1

2 2
et(é—t-j sinz(pAa)S(%) <2m-At—m*-Ar?

Aa a

De ce fait , et pour I'étude de la stabilité on ne considérera que l'inégalité:
ArY
(—) +m* (A1) —2m.At <0

a

At - . ,
Posant alors m, =m-Ar>0ett, = = la condition de stabilité s'écrit alors
a

ta2 + m,2 -2m, <0
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- Considéronsalorsle polynomeent,: P, =t * +m,’ - 2m,
La condition de stabilité devient:

. F..<0

et une étude suivie d'une discussion suivant les valeurs de m, nous donnent le signe de

- P ta .

- -Sim>2, alors 2-my <0 et m¢>0 nous donnent: t,>< 0 impossible.

Et dans ce cas Py, n'a pas de racines et son signe est du signe du coefficient de t,> qui est

- 1
sgnlpa)=l V1,
N Or la condition de stabilité s'écrit:
P.. <0
Mais:
P.>0 VI,

Contradiction et on dit que lorsque:

< . 2
mAt=2 c'est a dire At -—
m

— . g 2 )
- Sim¢ <2 c'est a dire si At<— alors 2—m, >0, et dans ce cas Py, admet deux racines:
m t )

— tau:i,/m,iZ—m,i

t. étant positif on ne prend que la racine positive t,, , d'oti 'on déduit que Py, est négatif

- ou nul si:
l, e}),t‘,2 ]: b,,/m,h—m, )]
—_
‘ o -
( ‘Sl/ﬂ

- - Si m¢ =2, on trouve: —A—I:O:>At:0 =>m=m.A1=0 7 évident e _,e/)( M

A ~ cC~ " . M
- {e




Chapitre III

Etude Numérique

I11. Conclusion

n

4 M 2 n+ n A’ n .
Le schéma aux différences u)"' =(1-m-At)-u’ +K(u’” —uj ) est stable si:
Aa

Ar<Z et éi:ta <(mAt(2-m. At))%
m  Aa
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Chapitre IV Identifiabilit¢ et Identification des paramétres

IDENTIFIABILITE ET IDENTIFICATION DES
PARAMETRES

I. INTRODUCTION

Soit un processus réel, et son modele mathématique, deux propriétés présentent
une importance particuliere dans le contexte de la construction de modéles qui sont:

l'identifiabilité et I'identification des paramétres de ces modéles.

Avant de détailler I'étude de ces deux notions, il va falloir rappeler quelques

définitions concernant certains outils utilisés en automatique.

L.1. SYSTEME

Un systéme ou un processus est une partie de l'univers qui nous entoure. En
halieutique par exemple, un systéme évolue en fonction de la natalité, du vieillissement,
et des mortalités naturelles et par péche. Dans le systéme on observe certaines grandeurs
caractéristiques et le résultat de ces observations forme le vecteur des sorties noté y, par
ailleurs, pour avoir une certaine performance dynamique. nous agissons sur ce systéme

par le biais de grandeurs que nous connaissons c'est le vecteur des entrées noté U.

En halieutique. le systéme c'est le stock exploité, I'entrée c'est I'effort de péche,

la sortie ce sont les captures.

1.2. MODELE

Le modele M est une régle qui permet de calculer a partir des variables mesurées

sur le systéme d'autres variables dont on espére qu'elles ressemblent a celles du systéme

|| 1




Chapitre 1V Identifiabilité et Identification des paramétres

en question. En général le modele calcule a partir de I'entrée U du processus réel , une

sortie yyu devant ressembler le plus possible a y sa valeur réelle.

Dans le processus réel | interviennent souvent des inconnues (constantes ou
variables) . qu'on estime a partir des données expérimentales, c'est I'ensemble des

paramétres notés P . et le modele est dit paramétrique. 3

]
i

La structure du modéle étant choisie. I'estimation de ses paramétres est liée a un;
critére de précision.
1.3. CRITERE

On suppose que le modéle paramétrique M(P) et le processus réel ont les mémes

entrées, sachant que l'erreur de sortie est la différence entre la sortie réelle et celle du

modele.

On espére que l'erreur de sortie tende vers 0, pour cela on définit un critére j
dépendant des paramétres et de la structure a minimiser et ceci pour obtenir la meilleure

* \ L . , .
valeur P des paramétres au sens de ce critére avec une erreur de sortie négligeable.

I.4. OPTIMISEUR

Procédé itératif : partant de p* l'estimée de p a la k™ itération associé a la

valeur du critére j(p*) , 'algorithme d'optimisation cherche un p*'' de sorte que:
i <i").

. , . . . o 0 . .
Ceci nécessite un choix crucial de la valeur initial p° qui peut avoir un effet sur

la convergence de la méthode itérative.
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y(a,l)
S I G
u(l) ey(a,l,p)
—_— C—)———b—— Calcul du critere
v, (at.p
M(p) Y . /
optimiseur

Structure d'identification

II. IDENTIFIABILITE DES MODELES

Définition 1

Soit un systéme. représenté par un modeéle mathématique.

Un modéle est dit identifiable si a partir de l'observation de la sortie y et en

supposant l'entrée u connue, on peut déduire d'une maniere unique la valeur des

parametres.
En halieutique la question qui se pose est la suivante:

Peut-on estimer les paramétres d'un modéle donné représentant I'évolution de la

population marine a partir des captures(sorties) et l'effort de péche (entrée)?

L'identifiabilité consiste donc a régler les parametres du modéle d'une maniere
unique pour qu'il y ait un comportement entrée/sortie identique a celur du processus

réel, pour toute entrée et a tout instant.
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Définition 2

On dit qu'une propriété est structurelle si elle est vraie pour presque toute valeur

des parametres et fausse sur un sous espace de mesure nulle de I'espace paramétrique.
Remarque 1 :

L'identifiabilité des modeéles paramétriques est une propriété structurelle .

/ f i £ o - - AT
! N - PR o PR R T EAROEE WEY -7
s - St o P s

On dit que le modéle M(p) est structurellement globalement identifiable (s. g. 1)

si pour presque tout paramétre le comportement entrée/sortie du modeéle vérifient:

M(p)=M(p*)= p= p*

Remarque 2:

Le modéle M(p) est structurellement globalement identifiable si pour presque

tout p e P le systéme(s) : M(p)= M(p*) admet une solution unique p* =p.

I1.1. DENTIFIABILITE DU MODELE DE LOTKA MC KENDRICK
/
Avant de mettre en ceuvre les procédures de collecte des données et d'estimation,
il est naturel de se poser les questions suivantes:
Quelles sont les paramétres du modéle de LOTKA MC-KENDRICK ?

Ces paramétres, ont ils une signification biologique?

Les mesures envisagées contiendront-elles assez d 'information pour I'estimation

de l'ensemble de ces paramétres m),té//lf ? ;é(z/w‘/"

e

46

-~

L

“




Chapitre 1V Identifiabilité et Identification des paramétres

Peut on donner & chacun de ces paramétres une valeur unique?
Rappelons d'abord le modéle:

Du (a,t):m(a)u(a,t) az0,720
All’llx
u(0,1)= [pla)ula,t)da  1>0

u(a, 0):p(a) az0
ya.n)=qla) f()ula)

(So)ﬁ

Utilisons la définition de l'identifiabilité pour un modéle paramétrique M(P) associé

a un vecteur des parametres P.

Définition 4
Un modéle paramétrique M(P) est identifiable si et seulement si:
y(a,t,p,)=y(a,t,p,),Vaz0,Vi20 = P =P,
Avec P; est le vecteur des paramétres relatif a la sortie y; (i= 1, 2)

Notons y; (a, t) au lieu de y(a, t, P;) la sortie du modeéle relative au vecteur des

parametres P;.

Remarque 3 :

On supposera par la suite que les taux de fécondité, de mortalité naturelle et
éventuellement le taux de capturabilité sont pratiquement constants, d'ailleurs les taux

vitaux (ceux de la fertilité et de la mortalité naturelle ) sont méme supposés connus par

les biologistes.

Retrouvons d'abord les dynamiques de la sortie y(a, t).
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%+%: —gfmu(a,t)+q' fu(a,l)+qf 'u(a,r)
fl

1 +a)+ L+ L Yy
qg f

Avec q'(.), £'(.) sont les dérivées respectives de q et de f par rapport a leurs variables (ici

elles sont nulles car et la capturabilité et l'effort de péche sont supposés constants).

Essayons d'exploiter la définition 4

Supposant que: _Xl/(a,t):yz(a,t) Va>0,V t>0, VI'entréef(t) c'est a dire: / 2
4
ylar)=y,(ar) Ya=0.vi>0 (d1)
»(0.1)=,(0.1) V-0 (42)
Y (a,O):y2 (a, O) Ya>0 (d3)

(d1)3@+%:%+ﬁy_l
da Ot Oa O

=F@mhmﬂ4§hskwmﬂ%ﬁ4§th¢ﬂ

j_(mo,l +q1f)y1 :_(mn,z +q2.f))y2: ceciV f

=m,,=m,,etq,=q,

b (Owt):yz(ovt)qu S u, (O»’):qu 112(0,t)

et: Anax A

Dqlfjbllll(aat)da:qu jbzzlz(a”)‘{a
0 0

Or, yi(a,t)zyz(a,t) dott b =b,.

34 (a,O): Ya (a,O) = q]f(O)ul (a,O) =q, f(O)uz(a,O), ceci V f

t:
© =u,(a,0)=u,(a,0) car ¢,=q,
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Conclusion

Connaissant les sorties (captures) du modéle de Lotka Mc Kendrick et I'entrée

(l'effort de péche), les parametres de ce modéle sont identifiables.

II1. IDENTIFICATION DES PARAMETRES

Dans ce qui précéde, on a examiné un aspect qualitatif, celui de l'identifiabilité

- des paramétres, ceci conduit naturellement a une préoccupation quantitative. Il s'agit
d'évaluer le mieux possible au sens d'un critére de précision ces paramétres. Cette phase
nécessite la collecte de données expérimentales concernant éventuellement l'entrée et/ou

la sortie du modéle paramétrique.

Ces données ne sont en général pas précises car liées aux caractéristiques de la
péche exercée: par exemple I'effort de péche appliqué au stock n'est pas exprimé en une

unité universelle mais en une unité spécifique a la technique de péche utilisée.

Pour un systéme aquatique représentant I'évolution d'une population marine
structurée en age, des données sur les captures ayant l'dge a a l'instant t, sur I'effort de
péche 3 tout instant t, (et peut étre sur le nombre d'ceufs pondus a tout moment) peuvent
fournir les estimations nécessaires pour l'identification des paramétres, car ils

contiennent assez d'informations sur le stock.

Toute flottille ou emmenée de péche est caractérisée par son profil
- d'exploitation: vecteur de capturabilité par adge q(a) et par conséquent le nombre de
captures y(a, t) ayant I'dge a a tout instant t, et par l'effort de péche qu'elle a imprimé au

stock.

— Une fois la collecte des données faite , on essaie a partir de ces derniéres

d'identifier les paramétres du modéle de Lotka Mc Kendrick.
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L'estimation de ces paramétres peut se faire de maniéres diverses, une méthode

classique se basant sur l'optimisation d'un critére explicite est la technique des moindres

carreés.

Le critére a optimiser est quadratique et est donné par:

16)=123 3 1y, ;- y(0.i.0F

i=l j=0

~ Avec:
Xi;: le nombre des captures réelles ayant I'dge a;, 4 l'instant t; . 9

' )/(i, j, @) le nombre de captures associées aux u(i, j), simulées a partir du systeéme

discrétisé (voir chapitre 3) et relatives au vecteur des paramétres & .

On se propose donc de minimiser le critére quadratique pour récupérer les

paramétres @, pour cela :

Connaissant une estimation initiale 6,du vecteur des paramétres 6, on génére
une suite (6;), utilisant la méthode d'optimisation de Levenberg- Marquardt [10] sous

Matlab-toolbox .
L'algorithme de cette méthode est représenté par la relation itérative suivante:

O =0k ~18" 0260+ MIT'8 @) (60). Y

Ou:  g(@): le gradient du vecteur (y(i, j, €)- Vij )i-1.N.j-1.1
y(8) = (y(i, j, @) ¥ij )i-1.N,j=1.1

Remarque 1 :

Cette méthode est convergente, et pour un bon choix def,, la convergence est

quadratique (elle combine l'algorithme du gradient et celui de Newton, et, donc

conjugue leurs avantages).
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On s'arréte dés que:|9,(+1 —9,('-<8 oue¢ est choisi trés petit, et on prendra comme

point optimal 8" = 8,,, ~ 6.
Revenons au modéle paramétrique de Lotka Mc-Kendrick:

Rappelons encore une fois que:

- Pour un groupe d'dge donné, le taux de mortalité naturelle est supposé inchangé
quelles que soient les modalités de l'exploitation, et notamment en l'absence de
I'exploitation.

- Celle-ci ne modifiant guerre les estimations des effectifs, elle est identifiable
indépendamment du modeéle. C'est pourquoi seuls les résultats avec: mp= 0.2 sont
reportées.

- Sur une courte période de temps, on suppose généralement que la capturabilité ne
dépend pas du temps, et souvent on préfere limiter la phase d'estimation de ce
paramétre i la période sur laquelle on est plus ou moins siir que la capturabilité ne

varie qu'autour d'une valeur pratiquement constante.

Du fait de la rareté des poissons &gés dans la population, il y a la faible
capturabilité qu'on suppose négligeable apres un certain dge, et de méme avant un 4ge

minimal de capturabilité.

Le taux de fécondité étant connu par les biologistes, on pourra s'en servir comme

une donnée expérimentale pour lancer un programme de simulation numérique.

Finalement, on se propose de diagnostiquer la situation du stock initial, pour cela
on a lancé des procédures numériques permettant d'évaluer ces stocks qui sont fonction

de l'age.
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III.1. RESULTATS DE LA SIMULATION NUMERIQUE

Le programme de simulation numérique pour lidentification des paramétres
(surtout le stock, et éventuellement la capturabilité), est élaboré sous Matlab 4.2., dans

lequel on a utilisé comme données expérimentales:

- les captures prises par classe d'age et ceci a l'instant t: puisque les captures constituent

la principale fraction observable du stock,. (estimations obtenues de la thése de

D.Pelletier).

- leffort de péche qui dépend seulement du temps: On suppose que la période sur
laquelle on péche est une année, et on suppose que pour certains poissons qu'on peut
pécher durant toute l'année (les sardines par exemple), l'effort de péche est connu

pendant toute l'année, et pour notre cas on le prend pratiquement constant.

En utilisant ces données, l'algorithme de minimisation utilisé est basé sur la
méthode de Levemberg- Marquardt [10], il minimise au mieux I'écart entre les captures
expérimentales et simulées pour fournir les valeurs optimales des paramétres, les

résultats sont les suivants:

1°) La distribution d'dge initial devra suivre une allure qu'on pourra approcher par une
loi gaussienne centrée en l'dge moyen de fécondité, en effet, en supposant que cette
distribution est le vecteur des paramétres a estimer de la meilleure maniére, aprés
simulation numérique, la représentation graphique de cette paramétrisation est donnée

par les figures IV.1 et IV. 2.

52

H | o




Chapitre IV Identifiabilité et Identification des paramétres

ir
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Figure IV.1: Représentation du stock initial (en utilisant la
méthode de Levemberg- Marquardt).
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Figure IV.2: Représentation du stock initial (en utilisant la méthode de la
fonction minimisante).
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Les deux techniques de minimisation, utilisées pour retrouver l'allure de la
distribution d'dge initial montrent qu'on pourra se limiter a une certaine classe de fonctions
pour représenter le stock initial (voir figure IV.1, figure 1V. 2); plus précisément, le stock

initial peut étre représenté par une loi gaussienne centrée ainsi paramétrée:
- 2
P(a)=c. exp [-r (a-a0)].

Ou ap l'age moyen de fertilité, c, r sont des paramétres de pondération a identifier.

. 2%) Les valeurs des paramétres:

Pour les valeurs initiales suivantes:
q0=0.08
Co=1.e04
10=0.01

La minimisation de l'écart quadratique entre les captures expérimentales et les
captures simulées par le procédé de Levemberg- Marquardt a fourni les valeurs suivantes:
q=0.0143
(C=99999.9999
r=-0.0494

Et pour ces valeurs la, la figure 1V.3 représente la surface de la différence

quadratique entre les captures (expérimentales et simulées), minimisée par cette méthode.
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x 10

Figure IV.3: Représentation de la surface "écart quadratique" minimisée par la méthode

de Levémberg- Marquardt.
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Figure IV.4: Evolution de la population marine (structurée en 4ge) exploitée,

relative aux paramétres obtenus par la méthode de Levemberg- Marquardt.

I11.2. Remarque:

Le fait de ne pas avoir des mesures expérimentales fiables, se répercute sur les
résultats obtenus par simulation numérique.
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IV. CONCLUSION

Les notions d'identifiabilité et d'identification des parameétres sont extrémement
importantes dans I'étude des modéles paramétriques, surtout en pratique, lorsqu'on

espeére une certaine performance dynamique, écologique, économique, ou autres. ...

L'étude du modéle de Lotka Mc- Kendrick dans ce sens nécessite:

- l'observation de la sortie du systéme qui sont les captures structurées en Age ainsi

que leurs dynamiques et celle de l'entrée du systéme qui est l'effort de péche ceci pour la

phase d'identifiabilité qui demeure une phase d'étude théorique.

- les valeurs numériques de ces données expérimentales, pour la phase d'identification
des paramétres, en particulier l'identification du stock initial composé de plusieurs

classes d'dge; et qu'on I'a reconstitué a partir de la connaissance des captures.

- Pour ce modele linéaire (par rapport a sa solution mais non par rapport a ses
paramétres) et dépendant de I'dge, les méthodes d'optimisation sont applicables aprés

une étude numérique compléte du modéle.

- Les résultats numériques ainsi que les représentations graphiques relatives a ce
modéle sont plus ou moins acceptables en tenant compte du fait que beaucoup de
phénoménes écologiques ont été écartés et ceci pour simplifier I'étude, ainsi que

l'inexactitude des données expérimentales (le cas de I'effort de péche par exemple).
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux modéles structurés en Age,
modeles gouvernés par des équations aux dérivées partielles, et représentants I'évolution

d'une population animale en particulier une population de poissons.

Sur ces modeles, on a essayé d'appliquer un ensemble d'outils mathématiques
ainsi que des outils issus de l'automatique pour I'évaluation et le.contrle d'une

population marine exploitée.

On s'est penché particuliérement sur I'étude de lidentifiabilité et I'identification
des paramétres des modéles, ceci permettra de connaitre explicitement la solution du
modéle paramétrique et par conséquent de mieux comprendre le processus d'évolution

chez les poissons, ceci afin d'améliorer la gestion et le controle de la péche.

Pour la phase d'identification, utie étude numérique a été envisagée a part, ce qui
a permis d'adapter une méthode d'optimisation classique: c'est la méthode des moindres
carrés, avec ces différentes techniques de résolution (Levemberg Marquardt, technique

de la fonction minimisante).

D'autres part, et d'apres les spécialistes des dynamiques de population, I'étude de
l'identifiabilité et I'identification des paramétres n'est pas évidente, surtout lorsqu'il s'agit

de modéles mathématiques gouvernés par des équations aux dérivées partielles.
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Par ailleurs, il faut signaler les problémes rencontrés au cours de ce travail

résumés en:

1) Manque ou inexactitude de données expérimentales, exemple: I'effort de péche n'est

jamais connu de maniére exacte.

2) Le fait de supposer que le taux instantané de mortalité naturelle reste constant, égal
'a 0.2 quel que soit I'dge semble inexact; en effet, il est possible que ce taux s'éléve pour

les classes trés dgées.

Pour la suite du travail, quelques questions peuvent étre examinées:

- Etude du comportement des solutions pour le modéle linéaire dans le cas ou les taux

de fécondité et de mortalité dépendent de I'dge et du temps.

- Compléter I'étude de l'identifiabilité et de lidentification dans le cas de modéles non

linéaires.
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