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Notations

Géomeétrie

{2: Ensemble ouvert de R™ (n = 1,2,3).
I' = 09 frontiére de 0.

IQ]: La mesure de Q.

E’: L’espace dual de E.

o8

y = —: Variable microscopique.

€: Petit paramétre déstiné a tendre vers 0.

z: Variable macroscopique.

Y: La période de réference définit par: Y = ﬁ]O, Lilavec I; > 0, Vi € {1,...,n}.
j=1

¢: Le conjugué de p (1 < p < +00), clest & dzire: 5+ =1.

n: la normale sortante de €.

e;: Le iéme vecteur de la base canonique.

Espaces

D (Q): L’espace des fonctions C® 3 support compact dans 2.
LP(Q) = ¢ f: Q2 — R t.q. f mesurable et /||f (z)|IRn < +o0 ppour:
Q
1<p<+oo.
L>(Q) =
{f:Q— R t.q. f mesurable et J une constante ¢ > 0 t.q. |f (z)| < ¢ p.p. sur Q}.
W (Q)={ue P (Q): Vue LP (;R™)}.
Wy (): La fermeture de D (22) par rapport & la norme de W1» ().
Hy () = {ve H(Q), ypv = v|r = 0}, ol v, est I'application trace.
H™1(Q): Lespace dual de H} Q).

HL (Y)={ftq. feH! (Y) et f est Y-périodique}.



Cper (Y): L’ensemble des fonctions Y-périodiques, continues & valeurs dans R".
Crer (Y): Ensemble de fonctions infiniment dérivables dans Y et Y-périodiques.
D (& C22. (Y)): Lespace des fonctions réguliéres sur 2 x R telles que pour tout
z€Q, u(z,.) € CE.(Y) et pour tout y € Y,u(,y) e D(Q).
L, (v;C (Q)): L’espace des fonctions mesurables u : y € Y — u(y) € C ()
tel que [[u (@)l (g € L., (V).
C (Q; Chper (Y)): L’espace des fonctions mesurables dans QxRN t.q. u (z,.) €
Cper (Y') pour tout z € Q0 et pourtout y € Y, u(.,y) € C (Q)
Formules et fonctions

(-,-): Le produit scalaire.

(-,): Le produit de dualite.
(u'): La transposée du vecteur .
Ou
7= (5). 0
V: Le vecteur gradient définit par (Vy, ..., V,)".

div (u): la divergence d’un vecteur u est: div (u Z guz
i

1/p
oy = [y + 1927, gy "
1£ @)l ooy = inf {e: | (&)] < e p.p. sur Q).
My (f): La moyenne de la fonction f donnée par My (f) = V] / f (y) dy.

X (A): Fonction caractéristique.



Chapitre 0

Introduction

Aujourd’hui nous assistons 4 la fabrication de nouveaux matériaux tels que les
matériaux composites, les nano structures, matériaux qui possedent des propriétés
nouvelles, fort intéressantes. Ces matériaux possédent une double périodicité I’une
a Déchelle atomique et autre 3 Iéchelle de la nanostructure. La connaissance de
leurs propriétés passe par ’homogénéisation qui utilise entre autres la méthode de
convergence & deux échelles.

La convergence & deux échelles a été introduite pour la premiére fois par Nguet-
seng en 1989, et continué par d’autre. Le but de notre travail est de résoudre une
équation & coefficients oscillants dans un domaine caractéristique par deux échelles
d’espace: IMacroscopique z et microscopique g

Le probléme a homogénsiser est définit comme suit

Au*=f dans Q

(P*)
u® =0 sur 0N}

Homogeénéisé ce probléme (P*) revient & déterminer le probléme limite (P?).
Ce mémoire est composé de 3 chapitres.
Dans le chapitre 1, nous rappelons briévement des définitions et théorémes utiles

et nécessaires pour la démonstration des théorémes et résultat concernant ce sujet.

Pour plus de détails voir (1,4,5].
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Le chapitre 2 est consacré a la convergence & deux échelles. On introduit tout
d’abord 4 théorémes importants et leurs preuves qu’on utilisera par la suite, puis

on définira la notion de convergence & deux échelles et on donnera leg théorémes

concernant cette convergence dans les espaces LP (2), et ensuite dans les espaces de

Sobolev.
Pour plus de détails voir (1,2,3,4].

Au dernier chapitre on traite un exemple pour les équations aux dérivées par-

tielles elliptiques.

Pour plus de détails voir (2,3,4].



Chapitre 1
Préliminaires

On rappelle quelques définitions et théorémes qu’on utilisera plus tard.

1.1 La convergence fajble dans un espace

de Banach

Définition 1.1.1 Soit E un espace de Banach, E' son dual et (.
dualité sur E' x E.

,-) le produit de

1— une suite (zn), dans E est dite convergente faiblement vers x si et seulement

St
<$l7 xn)E',E - <xl, x)E',E ,VIEI € E’)

cette convergence faible est notée par

Tn = x faiblement dans E.

2— Une suite (z,,)  dans E' est dite convergente faiblement * vers x si et seule-
n g

ment si

(a:n,:c')E,,E -— (x,x')E,’E Ve e E,
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cette convergence faible * est notée par
Tn — z faiblement * dans E'.

Définition 1.1.2 (Espace réflexif ) Soit E un espace de Banach et soit J Uinjection

canonique de E dans E". On dit que E est réflexif si J (E) = E",

Définition 1.1.3 (Espace séparable) On dit qu’un espace de Banach est sépara-

ble s’il existe un sous ensemble D C E dénombrable et dense.

Théoréme 1.1.1 Supposons que E est réflexif et soit (zn),, une suite bornée dans

E. Alors

i) il existe une sous suite (Zny) de (z,) telle que
Tn,, = Z faib. dans E quand k — oo,

i) Si chaque sous suite de (zn),, faiblement convergente & la méme limite z dans

E, alors toute la suite (1), converge faiblement vers i.e.

Zn = x faib. dans E.

Définition 1.1.4 Soit (S,B,m) espace mesurable et @ (s) une application définie
sur S & valeur dans un espace de Banach X. (s) est appelée faiblement B-mesurable
81 pour tout f € X', la valeur numérique de la fonction fle(s) = (o (8),f) de §
est B-mesurable, ¢ (s) est dite & valeyr finie si 4l existe un nombre fini d’ensempble
B; disjoint B-mesurable, et elle est constante # 0 avec m (B;) < oo et w(s) =0
dans S\ U; B;.

@ (s) appelée fortement B-mesurable si il existe une suites de fonctions & valeur

fini qui converge fortement vers ©(s) p.p. dans S.

Définition 1.1.5 ¢ (s) est dite g valeurs séparable si Im {¢ (s); s €S} est sépara-

ble. Elle est m-presque & valeur séparable si il existe un ensemble By
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B-mesurable de 0 m-mesure tel que {¢ (s); s € S\By} est séparable.

Théoréme 1.1.2 (Pettis) Equivalence entre lg mesure faible et forte: o (s) est

fortement B-mesurable si et seulement s; elle est faiblement B-mesurable et

m-presque a valeurs séparable.

1.2 Fonction Périodique

Etant donné un intervalle de RY définj par:

Y=]O,ll[x]0,lg[x % ]0,In], (1.1)
l1,la,..,ln sont des nombres positifs donnés.

Définition 1.2.1 Soit vV définie par (1.1) et f une fonction définie p.p. sur RN .

La fonction est appelée Y -périodique si et seulement si:

flz+kle)=f (z) p.p. surRY,

VEeZetVie{1,2, - N}, ot {ey, e, - eN} base canonique dans RY.

Théoréme 1.2.1 Soit 1 < p < 00 et f une fonction Y —périodique dans L» (Y).
Soit f, (z) = f (%) p.p. dans RN, Alors

1-8ip < 0o quand e — 0, alors

Je = My (f) = lY]_/f (y) dy faiblement dans L? (w),

pour tout sous ensemble ouvert borné w de RY.

2- Sip=oco ona

fe—= My (f) = [Y]/f (y) dy faiblement * dans > (RN)



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 9

1.3 Problémes variationnels elliptique

Définition 1.3.1 (Forme linéaire) Soit la forme L : E — R. On dit qu’elle est

linéaire sur E s; et seulement si

L(z+y) L(z)+L(y),Vz,yec E

et

L(Az) = ML(z),Vz€ E,VAeR.

Définition 1.3.2 (Forme bilinéaire) Soit a une application de V x V — R, V

espace de Banach, a est appelée forme bilinéaire sur V ssi pour tout u firé dans V

on a les applications suivantes:

a(u,.) : veEVir—a(uv)eR

a(.,u) : veVir—a(vu)eR

sont linéaires.

Définition 1.3.3 (Continuité) Une forme bilinéaire a : V x V — R est continue

sur V. xV si et seulement si

IM > 0/|a(u,v)] < M Nully lolly , Vu,v e V.

Définition 1.3.4 (Coercivité) La forme bilinéaire a est dite V—elliptique ou

coercive sur E si Ja > 0 ¢ q.
YweV,a(v,v)>a ||v“?,

Soit a une forme bilinéaire sur un espace de hilbert V et soit F' ¢ V, considérons

le probléme suivant

Trouver u € V/ a (u,v) = (F, U>V',V y Ve V.
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Ce type d’équation est appelé equation variationnelle oy forme variationnelle et
Y q

v € V est appelée fonction test.

Théoréme 1.3.1 (Représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert et
F e H', alors il eziste un unique

TF € H tel que (F, Vi = (TF, V) -
De plus Uapplication 7. F € H' —, TF € H est une isométrie (appelée isométrie de
Riesz) i.e. elle satisfait|TF| ;= ||F||,,.

Théoréme 1.3.2 (Lax-Milgram) Soit g une forme bilinéaire continue sur V et

FeV'. On suppose que a est V—elliptique avec constante o alors la forme .- .

. . i P “’“";;\ A N
vartationnelle / />) NG
/0 o
- : N
a (U, U) - <F7 U>V',V / J(/ { - \\
P : Ny
- - - :
i /
veV \ J o
] “ / /
. . Y . > ya
admet une solution unique u € V. NG T
e

Le théoréme de Lax-Milgram est une conséquence du théoréme de Représentation
de Riesz.

Définition 1.3.5 Soient a, BER, tel que 0 < o < B. On note par M (o, 8, O)
Vensemble de N x N matrice A = (aij)lsiy j<n € (L2 (0)VN e que

) (A)A A) > alrf

i) [A(z)Al < BN,
pour tout A € RN et p.p. dans O.

Théoréme 1.3.3 (Formule de Green) Supposons que O est lipschitz continue.

Sotent u,v € H' (). Alors

Oov Ou
u—a?idx = —/va—xidx + /'y (u) v (v) n,ds.
Q Q 50
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Inégalité de Clarkson: Soit 2 <p<oo;ona

P

1
< 3 U5 +1gl,) , vf,g € 7 (@),
e

—_—

15

2

e

Le

cette inégalié s’appelle premiére inégalité de Clarkson.

Soit1<p§2;ona

’

1 -
< G MG + 195172, vh, g € 17 (),

F+alP |If-gl?
e

2

L

cette inégalié s’appelle deuxiéme inégalité de Clarkson.



Chapitre 2

Convergence i deux échelles

2.1 Quelques théorémes Fondamentaux

Soient © un ouvert borné de RY et v — [0;1]¥

définiton, L' (Q; C,e, (Y)) est I’

est le cube unité de RY. Par
espace des fonctions mesurables 3, valeurs dans un

espace de Banach Crer (Y) de fonctions continues, Y- périodiques dans Y et vérifiant

/ 1f @)l v, d2 < +oo.
Q

Théoréme 2.1.1 Une fonction f € LY Cper (V) si est seulement st 4l existe un

sous ensemble E C Q de mesure nulle tel que
a) —Vre Q- E, la fonction y — F(z,y) est continue et est Y -périodique.
b)—Vy €Y, la fonction z s f (z,y) est mesurable.

c¢)—La fonction x +— sup | f (z,y)| a une norme finie dans L' (Q).
yeyYy

Preuve. Les conditions a), b) et c) sont nécessaires. En effet, a) et c) découlent du
fait que f € L1 (Q, C,., (Y)) (par définition). Pour b): Soit T une fonction définie
sur Cper (Y). Du théoréme de représentation de Riesz, il existe une unique mesure

# de Radon qui est Y-périodique tel que

<r,g>=/gdp(y),\fgecper(¥>.
Y

12
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Du théoréme de Pettis, on sait que

<F,f(w)>=/f(w,y) duy),

Y

est mesurable pour tout . Remplagons  par la mesure de Dirac au point g, on

obtient

/ (@) db, () = £ (2,50),

qui est mesurable pour tout Yo, d’oul le résultat.
Supposons que a), b) et c) sont vérifiées, et montrons que f € LY(Q,Cper (Y)).
Dea),ona f € C,, (Y),etdec),ona / sup | f (x,y)| dz finie. Reste 3 prouver que
yeYy

Q
[ — Cper (Y) est mesurable. Du théoréme de Pettis, on va montrer que pour
tout I' € C,, (Y) (T, f (z)) est mesurable. Construisons une suite de fonctions r,

telle que (T, f (z)) est mesurable, et on a

lim (T, f (z)) = (T, f (z)).

n—o0

Il s’en suit que (T, f (z)) est mesurable a partir d’une limite de fonction mesurable.

Soit ' une fonction dans Crer (Y) choisie arbitrairement. Alors il existe deux
fonctions positives I'+ et [~ telles que I' = '+ — I'", par le théoréme de représenta-
tion de Riesz 't et '~ peuvent s’identifier 4 une mesure positive unique u* et y-
respectivement . Soit {Y;} une partition de ¥ en cubes disjoints de longueur X | on
note par uf et u;", p* (Y;) et u= (Y;) respectivement. De plus, soit §; (y) = 6 (y — Yi),

ol y; € Y] et & la mesure de Dirac. Maintenant, on définit I';, commeT, = ry-r-,

ol

f@) = /f (@9)d (101 (9) + .. + piwbon (y)) Zf (z,4:) i,

T f @) = [ £ (760 6) + 4 pmvion () = > f @y
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De b) il est claire que (Tn, f (z)) est mesurable car c’est une somme de fonctions

mesurables. Montrons que

lim (T, f (2)) = (T, £ (2)).

n—oo

Prouvons tout d’abord que

lim (T}, f f(z)) = <F+,f(a:)> .

n-—oo

Commencons par montrer la premiere inégalité

lim (T, f (2)) < (T*, £ ().

n—oo

Soit A un ensemble de fonctions s (z,y) qui sont simples en y et de de la forme
nN

s(z,y) = Za, () 5274 (y) tel que s(z,y) < f(z,y). De plus, soit S un ensemble
de toutes les fonctions s (z,y) qui sont simples en y tel que s (z, y) < f(=z,y).

On suppose que la fonction Y — f(z,y) est positive. Alors

lim (T, (@) = lim /f(x D0 0) + .+ b ()

n—o0

= sup/sxyd,u

s€A

INA
w
e
ho]
=< ~
#
i~2
QQ
Q.
‘:

I
—~
=
Ut
~
8
~

d’ou

lim (T}, f (z)) < (T*, f (2)). (2.1)

n—oo
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Montrons maintenant que

lim (U5, £ (2)) 2 (1%, £ (&)).
Grace 4 la linéarité de I'F et I'*,;ona

Jim, — (T F @) = Jim (T, =1 @) < (T, —f (@) = —(T*, £ (&)
En multipliant par (-), on aura

lm (T, (2)) > (D%, f (2)). (2:2)

De (2.1) et (2.2) on a le résultat. Avec les mémes étapes on a

Mm (T2, f (@) = (T, f (2)). // ? \z\
\; R L

- j
Donc - \\\ /"
lim (T, f (2)) ~ lim (T7,f (2)) = Jim (T} T, £ (2))
= <F+—F—,f(1')>,
d’on
Jim (Do, £ (@) = (T, £ (2)
O

Soit (e5) une suite fixée, de nombres réels, positive qui converge vers 0. Alors

nous avons le résultat de convergence des fonctions dans L' (; Gy, (Y)).
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Théoréme 2.1.2 Soit f(=z,y) € L' (% Cper (Y)). Alors, Ve > 0, f(2,2) est une

fonction mesurable sur telle que

| R TES A [swlfEola
Q

et
) x
gl_{% /f (:c, E) dx = //f (z,y) dydz. (2.4)
Q Qy
Preuve. 1. Du théoréme 2.1.1, de a) et b), on a [ (z,y) est une fonction de type
Caratheodory, qui assure la mesurabilité de f (:c, f) (car tout élement de YV peut

. z
s’écrire sous la forme =, z ¢ Q).
€

2. L’inégalité (2.3) est une conséquence de la définition de la norme dans L' (Q)

ie. On a
b e Dl = [162)
On sait que
£(@2) < sl (s,)
donc
n/f (:v f) dz < n/zleliglf(x,y)ldx
le.

”f (33, ;—c) ”le) < |If (=, y)”Ll(Q;C,,"(Y))

3. Montrons que f (z,y) satisfait (2.4). Fixons f € I? (2 Cper (Y)). Soit n
un entier positif, on introduit le pavé d’unité Y formé par n" petits cubes Y; de

1

longueur n~!. Ce pavé a la propriété suivante:
nN 1
Y=Jv, Wil= %, [YinY|=0siis;
i=1

Soit x; (y) la fonction caractéristique qui prolonge Y; 4 RV par Y —périodicité et

soit ¥, un élément quelconque de Y;. On approxime toute fonction f(z,y) dans
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L' (©; Cper (Y)) par une fonction en escaliers en y définie par

nN

fa@y) =" (2,5 x: (v)

=1

3.1- Montrons que f, satisfait (24). D’apres le théoreme 2.1.1 c) la fonction
T f(z,y) € L (Q) et x, (%) € L™ () alors

tg (2) = 7 [ @ =,
Y

et

lim /f (=,9:) x; (f) dr = /f (@, ;) dz Y. (2.5)

Q Q

En additionnant ’égalité (2.5) pour i = 1.n" | on aura

15%/fn (x g) dz = Zgg%/f(x,yi)dzlﬁl
N
= [ Xt (i (£))

o =1

En utilisant la convergence faible % dans L™ (Q), on aura

g%/fn(x,;—”)dx = /if(x,yi) </x,-(y)dy) dz
Q =1

Y

= [ [h@wdus

QY

3.2- Montrons que f, — [, quand n — 400 fortement dans L' (Q; C,., (Y)). On

définie
on (z) = Sup [fn (2,9) = f(z,y)]
de plus

0< 4, (2) < 2§gly)|f(x,y)l € L'(Q).
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On a
hm/f x— dx—//fxydydx
< hm /f x— dx——/fn z,— da: +11m /fn a:-— dcc—//fn(xy)dydx
+lim !!fn(w,y)dx—!y/f(w,y)dydw
<

. z .
ti £ = £ (=) sy + 0 8IS = £l

D’aprés (2.3), on a

g_{% “(f — ) (x, g) “le) +£gg If— fn“Ll(n;c,,er(Y))
412,182~
2?_1}13 If - fn”Ll(Q;C’per(y)) ’

IA

IA

En utilisant le théoréme de Lebesgue de convergence doming, la suite 4, converge
fortement vers 0 dans J,1 (). Donc fn

D’ou

— f,quand n — +o0 dans L! (Q; Crer (V).

lim || f — FallLy@icpniry < 0.

e—0

Théoréme 2.1.3 Soit B, (2,Y), 1 <p< oo, l'un des espaces LP (2; Cpe, (Y)),
L., (Y;C (%), ¢ (2 Crer (V). Alors B, (R,Y) a les propriétés suivantes:
1. B, (Q,Y) est un espace de Banach séparable.
2. B, (),Y) est dense dans LP QxY).

3. Sif(z,y) e B, (Q,Y). Alors f (z, ’E—”) est une fonction mesurable dans §) telle

Ir(e2)

() < ”f(x;y)”Bp(Q,y)-
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4.V feEB,(Y), ona

g /1 (52)[ o= [ [1f )P dyae

On a aussi le résultat suivant concernant la convergence faible:

Théoréme 2.1.4 On suppose que YV (T,y) = ¢y (2) 0y (y), Yy € L7 (Q),
Yo €LE (V) avec 1 < s,t < 20, 1 <p< oo ettel que

e
+
|
{l
—_

Alors 4 (z,2) € L» (Q) et

0(53) =@ [n 0

Y

faiblement dans L ().

2.2  Convergence a deux échelles dans les espaces

L7 (Q)

Définition 2.2.1 Sost (en),, une suite fizée de nombres réels positifs qui convergent

vers 0. Une suite (u.)_ de fonctions dans L () est dite convergente ¢ deug échelles

vers la limite u € LP () x Y) si

/ Ue (2) ¢ (x -g) dx — / / u(z,y) ¢ (z,y) dydz (2.6)
QY

Q
pour tout ¢ € L (Q; Cpe, (Y)), avec g=p.

- ; . .1 1
Dans tout ce qui suit on prend q comme étant le conjugué de p, i.e. = + = = 1.

Remarque 2.2.1 On remarque que si au liew du cube unité on avait

n 1
un parallélépipede Y = ] (0, a;) ot a; € RY, alors on doit multiplié (2.6) par
i=1

Y]
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Théoréme 2.2.1 §; (ue), converge vers u dans LP (), alors (u.), converge & deug

échelles vers u; (z,y) = u (z).

Preuve. Soit ¢ une fonction dans L (; Cpe, (Y)). On a par hypothése
us — u dans L? (Q)

Montrons que w, converge vers u & deux échelles. On a,

Jue@ 6 (2 2) o [ [ )0(0) dy

Q
< /ue(x)qﬁ(x,g)dx—/u(x)¢(x,§)da:
Q Q

+ Q/u(x)gé(:c,g)d:v—ﬂ/y/ul(x,y)qﬁ(x,y)dydx
/u(x)d;(x,g)d:c—//u(x)gb(:c,y)dydx.

< /lue(w)—u(w)llfb(w,g),der
9}

Q Qy

En appliquant 'inégalité de Holder

< lue (2) - ”LP(Q) ”¢ Lq(n)+ /U )(]5 CE - dz - //u (z) ¢ (z,y) dydx).
Q Qyv

D’apres le théoreme 2.1.3,on a

o (2 ), et e

et puisque
Ue (*) — u(x) dans LP (),
alors

e (@) = w @l o (= )., — 0
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Or
u(z) ¢ (2,y) € L' (Q; Cper (V)
alors en utilisant le théoréme 2.1.2 on aura
T
/u(x)gb (ac, E) dx—//u(x)qb(x,y)dydx — 0.
0 Qv
D’ou
U — u & deux échelles.
O

Théoréme 2.2.2 Soit (e), une suite dans LP ()
u€ LP(QxY), alors

qut converge a deuz échelles vers

w= ()= [u@y)dy

Y
Jaiblement dans L (). De plus (u.), est bornée.

Preuve. Soit
Ue — u & deux échelles,

le.

Q

[ @9 (5. 2) de — [ a8 (s, v6 e 210, 1.
QY

Alors pour une fonction ¢ indépendante de y on a

Ju@o@d — !Y/u<x,y>¢(x>dydx=g/[

Q Y

u(z,) dy} $@)dr= [v(2)¢(x)do

9}
i.e.

U — v(:c)=/u(a:,y)dy.

Y
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Puisque toute fonction dans .9 (€2) peut étre identifiée avec une fonction

¢ € L1 (Q; Cper (Y)) indépendante de y, alors
U —v(z) = /u (z,y) dy faib.
Y

On sait que toute suite qui converge faiblement est bornée, donc (ue)
O

« €st bornée.

Proposition 2.2.1 Sost (), une suite bornée dans I (Q) telle que

/ue (z) (x, g) dr — Q/Y/u (z,9) 9 (z,) dydz, Y1 € D (Q; Cror (Y)) .

Q

Alors u, converge & deux échelles vers y dans LP (2, Cpe, (Y)).

Preuve. Soit ¢ une fonction arbitraire dans L9 (9, Cper (Y)). De plus, soit (¥,)

une suite de fonctions dans D (% Crer (Y)) qui converge vers ¢ dans L9 (€; Cpe, (Y))

quand m — oo. On a

iy e @) ()

Q

= "{1_120 };I_I% [/ue (z) (¢ —v,) (x, g) dr + /us ()9, (x, ;—C) de .

Q Q

Par hypothése on a

7]

lim Jim [ Jue @ (=, 9 de =Jm [ [uy) v @) dye, (2
QY

utilisons le fait que ¢, — ¢ dans L (; Cpe, (), on obtient

lim Jim [ / e @), (=, %) de - / / u(®,9)¢(v,y)dydz.  (28)

Q
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Montrons que

De (2.7) et (2.8), on a

] [5@) @ 2,9 = 6 (2,) iy
QY

< e, - (/5”Lq(9xy)

< cll, - ¢”Lq(n;cp"(y)) )

et
A b = Bll Loy, vy = 0.

En utilisant Pinégalité de Holder et le fajt que (u.), est bornée, on obtient

A [ @ 6= ¥0) (2, 2)de < tim e (6, (., 2) .

m—oo e—0

Q
< lim limelly,,

m—o0 e—0 - ¢”Lq(Q;CP"(Y))

= 0.

Théoréme 2.2.3 Pour toute suite bornée (u.), dans L (),

etu € LP (Q x Y) telle que la sous suite converge a deux échelles vers w.

23

O

il existe une sous suite

Preuve. Soit ¢ € L7 (1, Crer (Y)). De I'inégalité de Holder et du théoréme 2.1.3,

on a

/ue (z) @ (a:, g) dx

Q

< “ue”LP(Q) ”¢ (x, g)““(m <cll¢ (x7y)”L4(Q;Cp"(Y)) , (2.9)
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avec ¢ indépendante de . Ce qui signifie qu'on peut regarder u, comme un élément

Ue de I'espace dual [L9(Q; Coer (Y))] de L1 (Q; Crer (Y)). ie.

x —
Ve O)itstper i1, o(@u0per vy = / ue (2) ¢ (90 ;) dz, V¢ € L1, (Y;C (Q)).

)
(2.10)
La suite (U,), est bornée dans [L%(; Cper (Y))], donc (2.9) implique que
z
0= s adl= | e (s, D) <
”¢“LQ(Q;CpeT(Y))=1 "¢,‘L0(n;0pe,(y))=1 A €

Par conséquence, rappelons que L7 (Q; Cpe, (Y)) est un espace de Banach séparable,

on peut donc extraire une sous suite qui converge faiblement * vers [/ , i.e.

Ue=U  faiblement * dans [L¢ (2 Cper (V)] . (2.11)

La preuve est vérifiée si on montre que U est de la forme

W)= [ [40:9)6 @) dyes
Qv

De (2.9) et (2.10) on a

[

(U, )] < c”¢ (x’ E) ”Lq(n) '

Tenant compte de (2.11) et utilisons le théoréme 2.1.3 et passons a la limite quand

€ — 0, on obtient

il < lmellp (=), = e Wolinioen
le.

(U, d) < e ”¢“Lq(nxy) )
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pour tout ¢ € L7 (Q; Cpe, (Y)). Puisque L? (2; C,., (Y)) est dense dans LI(QxY)

on peut, pour tout ¢ € L9 (0 x Y), trouver une suite ((/)E(h)) dans L (Q; Cp,, (Y))
tel que Pe(ny — ¢ dans LI (Q x Y'), ce qui signifie qu’on peut définir un prolongement
U de U dans L9 (2 xY) tel que

(0,0) = 1im (U, ,4).

e(h)—»O

D’aprés le théoreme de Représentation de Riesz, il existe un unique u € L9 QxY)

<0"/’> =g/y/u (z,y) ¢ (z,y) dydz,

pour tout ¢ dans L? (2 x Y). Spécialement, pour ¢ dans L9 (€2 Cper (Y)) 0n a

tel que

0.0 =(0,0) = [ [ue,)6 (w,9) dyae.
Qv

O

Théoréme 2.2.4 Soit (ue), une suite dans LP () qui converge & deuz échelles vers

Juel)w (2.) do — [ [+@0v @0 dyas,
Qv

Q

pour tout ¥ dans L, (Y; C (Q))

u. Alors

Preuve. Fixons ¢ ¢ Ll (Y;C(Q)). Soit (%) une suite dans D (2 Cx (V)

telle que 3,,, — ¢ dans L7 ( x Y), car L2, (Y;C () est dense dans L9 @xY).
On a

+ lim liné /u‘€ (z),, (x, E) dzx.
mM—00 £— £

Q
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Puisque u, converge a deux échelles vers 4 et Y., converge vers ¢ dans L9 QxY),

alors on a

lim lirré ue ()1, (a:,§> dz = lim //u(x,y)zpm (z,y) dydx
Qv

Q
= Q/Y/u (z,9) ¢ (z,y) dydz.

Reste a vérifier que

i [ 0o (1)~ (5 a0

Q

En utilisant 1'inégalité de Holder et puisque u, converge a deux échelles vers u, alors

(ue), est bornée dans L? (£2), d’aprés la proposition 2.2.1, on obtient

Al fu@ [ (52) - (5 )]

Q

l
<t n D)

Q

Onav, (z, f) — 1 (x, -‘g) dans L¢,. (Y; C (Q)), alors (1) — 1, ) est dans L, (Y; C (Q))
En appliquant le théoréme

LY(Q x Y) on aura

2.1.3 et en utilisant I'hypothése que Ym — % dans

e [0 v (2]

Q

< lim e 1% (z,9) — ¥, (x,y)l"dm)
4/

< 77%1_1’1;06”1/) - 1/’m“Lq(Q><Y) =0,

ou c est une constante indépendante de ¢ et de m.
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Théoréme 2.2.5 Sp;t (ue), une suite dans L () qui converge & deus échelles vers

u. Alors

[ (25) do — n/ y/ u(@,9)¥ (z,y) dyds,

Q

pour tout v de la forme

11
V(z,y) = (2)%; () , 9, € L9 (Q) W2 € L3 (Y) avec 1< 5,1 < +oo et bg ~+2 =1

Preuve. Fixons %1, 5. Soient (@m),, une suite dans D (2) qui converge vers 1,

dans L*7(Q) et (Bm),, une suite dans Crer (Y) qui converge vers ¥, dans L% (Y).
On a

i fue(09 (5 2) =t i 0,06 () - w15, (2]
Q

m—oo -0

9]

+ lim lim [ u, () oy, (2) 8, (g) dz. (2.12)

Puisque u, converge a deux échelles vers et amf3,, converge vers ¥ dans L7 (Q x Y),

on obtient

Aty e @ on @0, (D) de = im [ [u@ )0 ()6, () dyas
QY

m—oo
Q

= Q/Y/u (z,9) ¢ (2, y) dydz.
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Montrons maintenant que le premier terme dans (2.12) est égale 4 0. En utilisant

inégalité de Holder et le fait que (u), est bornée dans L? (2), on obtient

lim lim
m--00 e—(0

/u6 (z) [1/1 (:1:, g) —am (2) 8, (;—C)J dx
Q 1/q
qu)

< e [o(e D) -oni ()
Q

1/q
< Jim lige </ 1) = o @I [ ()] + lam @[ (£) - 8, (f)lq‘””) |

£
Q

ol c¢ est une constante. Appliquons le théoréme 2.1.4, on aura

lim ( [ B 1) = @1 [ (2)] + o

“(2)-an ()

1/q

s (//Wl (2) = am @)1 [ )| + ot (2)|7 |85, (1)) — B, (y)lqdydx)
QY

(2.13)

En utilisant D'inégalité de Holder dans (2.13) et le fait que ay, — ¥, dans L*7(Q)

et ., — %, dans L (Y), on obtient

At [ @ b (5 2) - an @, (2)] r =0

e
)
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Théoréme 2.2.6 Soit (ue), une suite dans LP ()
u€ LP(QxY). Alors

qui converge a deux échelles vers

liﬂiglf “Ue”LP(Q) 2 ”u”LP(QxY) > ”v”LP(Q) ’

ot v(zx) = /u (z,y)dy.

Y

Preuve. Soit (¢m),, une suite dans L7 (2 Cper (V) tel que $rm converge vers |uP~2 y

fortement dans L (Q x Y). En utilisant Pinégalité de Young pour les nombres réels

a et b tel que
Lo 1.,
ab < ~faf’ + = |p|?,
P q
on aura

/

P

ue (z) @, (a:, g)

q
dz.

dr < })Q/lue (a:)l"dx—i—ésl/,(ﬁm (x, S)

Z‘l)n/lus(x)lpdz > Q/ue(wwm (x’f),pdﬂv—éﬂ/f(bm (“7’;) .
Q/,Ue(x)'pdx > pﬂ/ U (z) 6, (xg) de_gn/’(pm <x,§> 1
On a
1 1 S 1__1 1_p__1
pTe T Tt
= p—1—1_),
q
donc

q
dz.

/lue (x)l”dep/ ue (z) ¢, (x,;—”),pdx_(p_n/’(/)m (xf>
Q Q

1)
Q
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Passons 4 la limite en €, on obtient

lilsriiélf ”us”}'ip(n)
> p / / w(2,9) 6, (,y) dydz — (p — 1) / / 16,0 (2, 9)|" dyd.
QvY QY

Passons maintenant 3 la limite en m, on trouve

lminf e 2,0y > / / o 2,9) P dydz - (p— 1) / / [ (2,9)]* dyd

- b / / Ju (2, y) P dydz — (p — 1) / / e (2,9)P dyde = Jul, gy,
Qv Qv

Puis, on utilise I'inégalité de Jensen, on aura

sy = [ | [utap)

Q |y

P

dydz < / / [ (2,917 dyde = [[uff gy,

Qv

O

Théoréme 2.2.7 Soit (ue), une suite dans LP (€2) qui converge & deux échelles vers

u € LP(2xY) et vérifie que

}E}% [l use ”LP(Q) = ”u”LP(QxY) ‘ (2.14)

Alors, pour toute suite (ve), dans LI (

veLI(QXY), ona

Q) qui converge & deuz échelles vers

Q

/ue () ve (x) 7 (2) dz —> //u (T, y)v(z,y)7 (z) dydz, (2.15)
Qv

pour tout T dans Cg° (Q). De plus, si le prolongement Y -périodique de u appartient
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4 LP (Q; Cper (Y)), alors

lim

e—0

ue () — u (:r, E)

£

=0. (2.16)

Q)

Preuve. Soit (#m).n une suite dans L? (€% Crer (Y)) tel que ®,, converge vers u

fortement dans L? (0 x Y') et 7 une fonction dans Cs° (22). Pour montrer (2.15), on

passe & la limite & deux échelles, on obtient

lim lim [ ¢, x,f Ve (2) 7 (2) dz = u(z,y) v (z,y) 7 (z) dydz. (2.17)
i g [0 (5:2) e )7 [ [envenr o

D’autre part on a

e (%) e (2) 7 () do ~ (@,9)v(2,y) 7 (z) dyd (2.18)
Q/u x7‘xmﬂ/y/uxy z,y) T (z) dydz
< Q/ [ue () — ¢, (x, g)] Ve () 7 (2) da
b (2, 2) ve (2) 7 () da - u(z,y) v (z,y) 7 (z) dydz| .
+Q/ (xs)v xﬂ/y/ y)v(z,y yax
De (2.17) et (2.18), on obtient
lim su e (%) ve (2) T (2) dz — (@,9) v (z,y)7( ) dydz| (2.19)
1r?jOpQ/u z Q/y/uxy y) 7 (z)dy
< hgl_.sip Iir?_i}lp Q/[ue (z) - ¢, (a:, g)] Ve (2) 7 () dz| .
Il est claire que (2.15) découle de (2.19) si on montre que
. : x
llrlnn—?olép hlzlj(;lp / [ue (z) — ¢, (:c, 2)] Ve (x) 7 (2) dz| = 0. (2.20)
Q
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De l'inégalité de Holder et le fait que la suite bornée (ve), converge & deux échelles,

on a

/ [ue () — o, (m, g)] Ve (z) 7 () dz
)

1/p 1/q
< 13:1686{7'(1') (/’uE () ~ o, (x, _:_) ’pdx) (/ [ve (x)lqu)
Q

Q

e (2) = g (2,5

(2.21)

< ¢

Pourp>2etg<2 respectivement, 'inégalité de Clarkson donne

p

Ue — &, (x, E)

e/ lle(q)
P
1 P 1 TP Ue + ¢, (x’ f)

=7 [5 R O e It

Lr(Q)
et
z\ |2
“uE =~ (:E, E) LP(Q)

Ue + b (2, %)
2

< 7| (et Lo ()

En utilisant (

g
Lr(Q)
2.14) et le théoréme 2.2.6 pour la suite Ue (T) + B, (,

, -6-) (qui converge
a deux échelles vers v + ¢m € L? (2 X Y)), on aura

. T\ (P
hxiljglp U — @, (x, E) . (2.22)
1 1 u+o, ||P
< 2 [5 ”u“zp(QxY) + 5 ”(bm”ILJp(Qxy) - 2 = J ;
LP(QxY)
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et

x\ |[e
lim sup ”ua - o, (a:, ——>
e—0 9

(2.23)

q
LP(QxY) '

Ona(u+¢,,)/2 converge vers u dans LP (Q x Y). Appliquant lim sup quand

Lr(Q)

Ut o,
2

1
< 2 (Sl ey + L o7 "
-~ 2 Lr(QxY) 2 mlilLr(QxY)

m — oo dans (2.22) et (2.23) on obtient

lim sup lim sup
m—o00 e-0

Ue — @, (x, E)

)

- 2.24
@) (2:24)

Maintenant (2.20) découle de (2.21) et (2.24). D’our (2.16) (il suffit de remplager ¢,
par u). O

Théoréme 2.2.8 Toute fonction u € LP (0 x Y) est atteignable comme limite 4

deuz échelles.

Preuve. Fixons u (z,y) dans LP (0 x Y). Soit (u,) une suite de fonctions dans
LP (Q; Cper (V) qui converge vers u dans LP (2 x V). L7 (0 Cper (Y)) est un espace
de Banach séparable (voir théoréme 2.1.3), i.e. on peut trouver une famille (y,) qui
est dense dans L9 (Q); Cper (Y)). De plus, L9 (€% Cper (Y)) est dense dans L (QxY),
voir théoréme 2.1.3. Ce qui signifie que pour tout YELI(QAXY) et V8> 0 il est

possible de trouver un seul N € L7 (Q; Cper (Y)) et une sous suite Yy, tel que

1% = %l 2oy

IN

Iy, — 77”Lq(nxy) +ln - 1/’”Lq(n><y)

<l - 77“L<1(Q;cp"(y)) + 9 < 20.

Ce qui signifie que (%)) dense dans L9 (2xY). Pourunn fixe, la suite (un (:c, i))

converge & deux échelles vers v, (z,9). ie. pour tout § > 0 il existe € (n) € (e) tel
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que € > ¢ (n) implique que
x x
Q QY
Extrayons maintenant une suite diagonale
O = |lun — u”LP(QxY) .
Alors il existe une sous suite (e (n)), de (¢) tel que ¢ (n) — 0 et
/u z, — pdx—//]u (z,y)P dydz| < & (2.25)
n ;m n T, Y Y > Op, .
Q Qv
/ T ) e (2,2 ) a /u( )i (2,) dyde| <6, (2.26)
Un x7;(_n) k m’e(n) T /n T,Y) Yz, y Y = Un,y .
Q Qv

pour k = 1,... n. Soit Ve(n) définie comme Ven) (2) = u, (z,z/e (n)). On a main-

tenant construit une suite (e (n)),, tel que €(n) — 0 quand n — oo et Ia suite

de fonctions Ve(n) Converges a deux échelles vers u. De plus, pour tout § > 0 et

V¢ € L2(Q; Cper (Y)) on peut trouver k tel que

”"pk - (b”LQ(QxY) <4d

34



CHAPITRE 2. CONVERGENCE A DEUX ECHELLES

35
/U() x)</5<x ‘)dw //U(w y) ¢ (2,y) dydz (2.27)
Q
- Q/u,,( m) <x€—(n_)> dx—!!u(x,y)¢(x,y)dydx
SN B NAES AR

+/ ( n))zﬁk(“")dx // (,9) ¥ (2,y) dydz

Q
+ Un (2,9) ¥y (2, y) dydz — (2,9) ¥y (,y) dydz
/] /]

+ /u (z,y) Yy (z,y dydx—//u (2,9) ¢ (z,y) dydz| .
QY QY

Etudions maintenant les quatres termes de (2.27).
Termel: De (2.25) w, (z,2/e (n)) est bornée dans I (). L’inégalité de Holder

donne

hm

2y b

< el (o) (o)

= ¢ / / 16 (2,9) v, (2,4)|" dydz < o5,
QY

dzx (2.28)

Terme2: De (2.26) on a

Q/ Un (x %) Wy <x ‘%) dz — Q/ Y/ un (2,y) ¥y, (2, y) dyda:

lim
n—oo

=0. (2.20)
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Terme3: De Iinégalité de Holder on a

iim / / (2,9) ¥ (2,y) dyd - / / u(2,9) ¥, (2,9) dyda| (230

s < hm ”un u”LP(QxY) ”d’k”u(an = O-

Terme4: De 'inégalité de Holder on obtient

(2.31)

u(z,y) ¢y (z,9) dyd:v—// (2,9) ¢ (z,y) dydzx
<

= ”u”LP(QxY) s, — qs”u:(nxy) < 05

De 2.27 et (2.31) et le fait que J est choisit arbitrairement |g preuve est finje. O

2.3 Convergence a deux échelles dans un espace

de Sobolev

Le théoréme suivant nous permet d’exprimer la notion de convergence a deux échelleg
p p

pour une suite bornée dans Wt» ().

Théoréme 2.3.1 Soit (ue), une suite dans Wie () tel que

U =y faiblement dans Wi» ()

Alors (u,), converge & deux échelles vers u et i existe une sous suite ¢ et

up € LP (Q; Wir(y Y)) tel que

per

Vug — Yy + Vyuy a deux échelles.

Preuve. Toute suite convergente faiblement est bornée, on conclut que (u,),

et (Vu,), sont bornées dans [P () et [ZP (Q)]", respectivement. En utilisant le

théoréme 2.2.3, on déduit qu’il existe une sous sujte notée ucet ug (z, y) € LP (22 x Y),
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Ul(z,y) € [LP (O x Y)]", tel que
lun/uE (a:)¢($ — dx-//uo (z,y) ¢ (z, y) dydz, V¢ € D (¢ vor (Y))
Q
et

ty [ (V@2 (02)) ds = [ [ 00,0),8 00 s, v € [ 505 L))"

Q Qv
(2.32)

Du théoréme 2.2.2, on sait que

u(z) = / o (z,y) dy.

Si on voit que ug ne dépend pas de y on peut, par I'unicité de la limite faible, dire

que la suite converge & deux échelles vers u. De plus, en utilisant intégration par

,/ o ,Jl\\
parties, on aura TN
S N
,‘/\ o t\\
/ (Vue (z),® (a:, —)) dr = —/ue (z) [divx d (:1:, —) + —div, & (x, —) daf. T )
g £ € ESNTA vy
f 0 /
? R ,//’ //
o . N e
Multiplions par €, on obtient Sl

/us (z)div, ® (:z:, g) dr = —¢ [/ (Vu6 (z),® (w, g)) dzr + /uE (z) div, (:c, E) dz| .

Q Q N

Passons 4 la limite quand € — 0, par (2.32) et 1a convergence & deux échelles de

(ue), on trouve

//uo (z,y)div, ® (z, y) dydx = 0.
Qv

En utilsant la Formule de Green et pour tout & € D (2 xY), on aura

// divy ug (z,y) ® (=, y) dydz = 0,
Qv
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lLe.
divy ug (2,y) = 0 p.p. dans Q x ¥

Ceci implique que U ne dépend pas de y. On va voir que U (z,y) est égale 3

Vu (2)4+-Vyu, (2,y). Soit & une fonction telle que divy ® (z,y) = 0. Alors lintégration

par parties dans (2.32) donne

// (z,9),® (,y)) dydz

= lim (VuE (x),@(m, ;)) dz

e—0

Q

= —ggn/u (z) [lez ( )—i—edlvy@(x ——)] x
= // (z) divy @ (2, y) dydz

/ (Vu(z),®(z yY)) dydz.

Alors, pour toute fonction & (z,y) € [D (2 Coer (Y))]™ tel que div, ® (z,y) = 0, on

a

// (U(z,y) - Vu (), (z,9)) dydz = 0.
Qv

Ce qui signifie que U/ (z,¥) —~ Vu(z) est un gradient, i.e. il existe

w (z,y) € LP (Q; Wo (Y)) tel que

Vyuy (z,y) = U (z,9) — Vu(z).



Chapitre 3

Application

3.1 Homogénéisation d’un probléme d’équation

elliptique

Cette partie, nous fera découvrire comment la méthode de convergence & deux

échelles peut étre utilisée pour 'homogénéisation d’un probléme elliptique avec des
coefficients d’oscillation périodique.
Soit  un ouvert borné de R » €t soit f une fonction dang 2 (©2), on considére

maintenant ’équation aux dérivées partielles donnée par

—div (A (f) Vua) = f dans
u. =0 sur of2

ol A (z,y) est une matrice définje dans Q x Y et elle est Y-périodique en y, tel qu’il

existe deux constantes positive 0 < @ < B < oo satisfait

|4¢] < B1¢] (3.1)

et

(A¢,8) > ale)?. (3.2)

39
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La formulation variationnelle faible est
/(A (%) Va, V) dz = /fwdx pour tout w € Wy? (Q)
Q Q (3.3)

e Wy ().

Théoréme 3.1.1 La suite de solution de (
L2
0

3.3) converge faiblement vers ug dans

Q) et la suite Vu, converge & deux échelles vers Vu, () + Vyu (z,y), on

(uo,u1) est la solution unique dans W 02 () x L2 (Q;wl2( (Y)) de Véquation

per
homogénéisée:

// (y) (Vg (z) + V v (7,Y)), Vg () + Vv (2,y)) dyds = /fvoda:

pour tout vy € Wy () et v, € L2 (Wi (y ).

per

Preuve. 1-Estimation a priori. Ecrivons la formulation variationnelle (3.3) et

en choisissant pour fonction test Ug, on trouve

/A (;—D) Vu.Vu.de = /fuedx
Q Q

comme A € M (a,,Y), alors

/A (g) VuVudz > a/(Vu€)2dx
) Q
a/ (Vu)?de < /fuedx
Q
9 1
”VUEHLz(Q) < a/fuedx.
Q

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Shwartz, on obtient

1
”Vuslliz(g) < o ”f”[}’(ﬂ) ”Ue”L2(Q) :
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En appliquant I'inégalité de Poincaré, on trouve
9 1
Hvue”m(n) < o ”f”L2(Q) Ca HVUEHLZ(Q)
==
Ca
Hvus”p(n) < o ”f”L2(9) (3.4)
On sait que
”VUs”Lzm) = ”uEHWOI‘Z(Q)
Remplagons cette égalité dans (3.4), on aura
Ca
HUEHW&,z(Q) < o ”f”L2(9) : (3.5)

2-D’apres 1-, on sait que u, est bornée dans W, 2 (), i.e.

”ueuwgﬁ(n) <g¢
puisque W2 (€2) est un espace de Banach réflexif, on a alors toute sous suite extraite
de cet espace converge faiblement . Alors, il existe une sous suite notée w,

telle que

Ue = o faiblement dans W2 (Q) .

Du théoréme 2.3.1, on conclut qu’il existe deux fonctions up de W2 (Q) et

w € L2 (O Wh? (Y)) telles que, 4 une sous suite prés, Vu, converge 4 deux échelles

Vue — Vuyy + Vyu1, a deux échelles.

Soit w, de la forme 1, () = v (2) + ev, (2, Y), tel que vy € D () et
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v1 € D (Q Crer (Y)), en utilisant w, comme fonction test dans (3.3), on obtient:

() w05 02 f (4 (2) S50 (1 2)
Q Q

= [fuo(z)dz+e [ fo,(z 2
e

Or, on a

/(Vue,At (E) (Vvo (z) + V,u, (x E)) dx-i—e/ VuE,At( ) Vo, (x, ;—C)) dz
Q
/fvo x)dx-i—e/fvl x —

Maintenant passons 3 la limite quand & — 0, et appliquons le théoréme 224 et le

théoréme 2.1.3. on obtient

/ / (Vo (@) + Yy (2,9), 4 (4) (Voo (@) + V04 (2, ) dyds — / fooda.
QY 9]

Donc

// Y) (Vg (2) + V v (2,9)), Vi (z) + V,u, (z,y)) dydz = /fvodx (3.6)

On note par H I'espace Wy (Q) x L2 (% WL (Y)) et on le munit de Ia norme

”U”H ”vuOHL2(Q) +11V,y “1”L2(nxy)

Vu la densité de D () x D (Q;C (Y)) dans H la relation

per

tout (vo, v1) € Wy'? () x L2 (; w12 (¥)).

per

(3.6) reste vraie pour

On définie la forme bilinéaire g par

a(U,V) = / / (AG) (Vuo () + V11 (2,9)), Voo (2) + V04 (2,3)) dy,
Qv
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et la fonctionnelle f sur A est

£V) = [ foda,
( >Q/vox

le probléme homogénéisé (3.6) est de trouver U dans A tel que
b(U,V) = <f,v> VYV € H.

Le lemme de Lax-Milgram nous assure existence et 1'unicité de 1a solution U si q

est continue, H—elliptique et L est continue, i.e.

b (U, V) < C2 ”U”H ”V”H>
et

0 < e1,0 < 00/ b(UU) > e, U3,

2.1-Montrons que a est continue

bW, V)| = / / (AW) (Vuo () + Yy (2,1)), Voo (2) + V04 (2,1)) dyde

Q

Y
< / (AW (Vo (2) + V1 (2,9)), Voo (&) + V04 (2,)]
Qv

< / / 4W) (Vuo (2) + Vyur (2,9))]. V00 () + V01 (1, 5)| dydi,
QY

en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwartz et 'hypothése sur A, on obtient

b,V < 8 ( / / (Vo (2) + V,, <x,y>>|2dydx) ( / / Voo (z) + V0 (x,y)dedx)
QY QY

1
2
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On a

(Vo (2) + Vyu (2,9)) P dydz = Vo (@)* dyde + [ [ V0 (2,9)[? dyde
/; I/ /]

+2/ (Vg (z) V,yuy (z, v)) dydz.

Or, on a

// (Vg (z) Vyu, (z, y)) dydz = //1 divy (Vo () uy (z,y)) dyd.

Appliquons la Formule de Green et utilisons le fait que u; est Y —périodique au

bord, on obtient
// (Vg (z) V,uy (z yY)) dydzr = —//Vy (1) . (Vg () (z,v)) dydz (3.7)
Qy

+/ L/l (Vo (2) w1 (,y)) n (y) dsyJ dz

0 ly
= 0+0.

On aura donc

I

/ / (Vo (2) + Vyus (2,9)) Pdyde = ||V, @)z + [V (z, )]
Qv

L2(OxY)
= Ul
D’ou
UV <BINUN IV,

Donc a est continue.

2.2-Montrons que a est coercive

b(U,U) = / / (AW) (Voo () + V1 (2,9)), Vit () + V1 (2,1)) dyds
Qv
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comme A vérifie

(48,€) > afe)?,

Alors

b(U,U) > // (Vuo (z) + V,uy (z, v))? dydz

- // (Vo () dydx+a// v (z,9))? dydz

+2a//Vuo () .Vyu (z,y) dydz.
D’aprés (3.7), nous avons vu que

//Vuo () .Vyui (z,y) dydz = 0.

QY

Donc

b(U,U)

v

o / / (Vo (2)) dydz + o / / (Vyur (2,1))? dyde
QY QY

= « (”Vu”iz(n) + ”Vyulni"’(ﬂxy))
= allU|l%.

D’ou a est coercive.

2.3-Montrons que L est continue.

n/f (z) vo (z) dz

/ £ (2) v ()] da
Q

ILV)| =

IA

< / 1 (2) v (2)] do + Q/ 1f (@) v (2,)] da.
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En appliquant Cauchy-Schwartz

1/2 1/2
IL(V)] < C< lvo(x)lgdx) +C(/fvl(z,y)l2dx)

< e (Il + lealZgy,)
= Vil

Donc Le théoréme de Lax-Milgram, nous garantit I'existence et I'unicité de

la solution.

Dans (3.6), si on choisit v, = 0 puis v,

(

= 0, on trouve

/ [ (46) (V0 5) + 1 (0,1), 001 s, ) dydz = 0
QY

[ (40 (7000 + 9,01 01)), Vg ) iyt — / fuode.

L QY

Ces deux formules sont la formulation variationnelle du probléme suivant

[ (40) (T )+ Ve @) =0 dans y
J Y uy (z,y) est Y-périodique

—div, [, A(y) (Vu, () + Vyu (z,y)) dyl = f dans

\ ugp (z) =0 sur Of)

Ce probléme peut étre découplé en un probléme macroscopique et un probléme

microscopique de la maniére suivante

= dive [J, AV) (Vo (2) + Vyur (2,9))dy] = £ dans 0

(3.8)
ug (z) =0 sur 912

et
divy (4 (y) Vyur (2,y)) = ~ divy (A (y) Vg (z)) dans YV

(3.9)
Y+— u (z,y) est Y-périodique.
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Pour terminer la preuve de cette application. Essayons de trouver 1a solution du
probléme (3.9).

La Formulation faible du probléme (3.9) est

Trouver u; (z,.) € H, (Y) t.q.

N 3.10
[ 40V, w0y = - 3 2 Jos @ Sy w ey, vy 410
Y

Y 7:1.7'=1

Pour k=1,. N, on considére le p.b. suivant

/ (A () V,u* (5), Vo) dy = — / (A(y)ex, V) dy, vy € HY (v)

Y (3.11)
w* e HL, (V).
Calculons le second membre de (3.11)
N
0
(Ay) er, Vi) = Y " ay (y) i (3.12)

Ona

N—

N
SUACR LIRSS wi-cy PP

en utilisant (3.12), on obtient

k=1

[ (46 Y, 9y = - 3° o [AeVay. sy
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De (3.12) et (3.10), on aura

Yy k=1

[ 4@ v, vy =3 o2 [(40) vt ), v0) ay
Y

donc

i.5=1 k=1 9IRS T Oy By;
N N .
= /Z ) zg‘g%}g% v
On déduit que

Ouy _ al Oug du*

Oy; o~ Oz Oy
N

o (Z o)

Donc

Remplagons la formule de u1 dans (3.8), on trouve
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A ce stade, on remarque que
Y u Y u
A ~— (ex + Vyub) dy = ——O/A ex + V,u*) d
/Y (y);axk(’“ yw*) dy ;axk AW (e + Vyut) dy
= Vuo/ Ay) (e + V,wk) dy.
Y
= Ahomvu07
avec
Ahom = / A (y) (ek + vywk) dy
Y
Et I’équation (3.8) devient
- divz (Ahom (y) vu() (.’E)) = f dans Q
ug (z) =0 sur 99
a
3.2 Exemple d’homogénéisation d’un probléme
elliptique monodimensionnel
Dans cette partie, on va faire une comparaison entre ’homogénéisation d’un prob-

léme & une dimension par la méthode de convergence 3 deux échelles et par la

méthode classique (c’est 3 dire & une échelle)

Meéthode de convergence a deux échelles
On considére 2 = ]0,1[ c R.

Soit le probléme suivant

—dix <ae () du;x(x)> =f dans =10, 1]

(3.14)
u(0)=u(1)=0

(ac (), une suite de fonction, avec a, (z) = o (;), Vz € |a,b[. On a des hypothéses
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sur cette suite
a: une fonction positive dans [,°° (0,4)
a: l; — périodique, {; > 0 ) (3-15)
O0<a<a (z) <8< +00.
Et fe L?(Q).
La formulation variationnelle faible de (3.14) est
trouver u® € H} () t.q.
duf dv ) (3.16)
/ae (z) - Ed:c = /fvdx, Vv e H} (Q).
Q Q

1- Estimation a priori: Comme FEL*(Q) et u ¢ Hj (52), alors on a,

1 gy < =211 £l gy

I ey < 2= ) ey

Donc (uf), est une suite bornee dans Hj (Q2) et puisque Hg () est réflexif, alors on

peut extraire une sous suite notée 4* qui converge faiblement dans HE (D), ie.

u® — uy dans H} (£2)

)

d’apres le théoréme 2.3.1, il existe deux fonctions U (z) de H} (Q) et

€

d
ur (z,y) € L? (2 H), (Y)) telles que, 4 une sous suite prés, du converge 3 deux
4
échelles vers M + M
dx dy

2- Existence et unicité: Sojt We = vy (2) + evy (z,9) t.q v € D(Q) et
v €D (Q; C

vor (Y)). Utilisons we comme fonction test dans (3.16), on obtient

/ae (z) LS;E (% +59%;3,y) + dv%;,@) dz = /f (vo (2) + e, (z, y))dz
Q Q
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i.e.

du’ dUO d’l)1 (CC, y) dU1 ('Z'a y)
a. () — (~ + ) dr+e [ a, (z) =09 g0 fvo (z) dz+te [ fo, (z,y) dz.
Q/ dz \ dx dy / dz Q/ /

Q Q

. e . du®
En passant & la limite quand £ — 0, et utilisant le fait que o converge & deux
x

échelles, on aura

//a (v) <% + 93”1;%”) (% + %;’y)) dydz = /fvo (z)dz.  (3.17)

Q
On note par V Iespace Hj (Q) x L2 (o Hp,, (y)) et on le munit de Ia norme

2 2

2 dug du;
lully = Tr . -
T L) Y llL2axy)

Vu la densité dans V, la relation (3.17) reste vraie pour (v, v;) dans V.

_ duo dul (:c,y) d'UO dvl (Qi,y)
a(U,V)—//a(y) (%JFT &y ) dyde.
QY
et

L(V)= [ fu, (z)dx,
/

On a vu précédemment que la forme bilinéaire ¢ est continue, V—elliptique et la
forme linéaire I, est continue. Donc a vérifie les conditions du Lemme de
Lax-milgram, i.e. il existe une unique solution U ¢ V/.

On choisit v = 0 puis v; = 0, on trouve

duO dul (l‘, y) d'U1 (x, y) _
//a (v) (% + a5 d dydx = 0,
QY

et

//a (v) (% + du*;,”) %dydx = /fvo (z) dz.
Qv Q
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Donc le probléme homogénéisé est le suivant

/Ah duo )dvo (x) x—/fvo (z)dx

avec Apom est donnée par

Apon =/a(y) (1 + %") dy

Y

ot w solution du probleme

_diy (a (v) (1 - %)) =0,V € H,, (V)

we Hy,, (Y).

Ce probléme homogénéisé admet un unique solution.

Remarque 3.2.1 L’homogénéisation du probléme (3.14) par la méthode de

Autre Méthode (convergence a une échelle)

Théoréme 3.2.1 Soit f € L2(]0,1]) et a une fonction définie dans (3.15). Sost

u® € Hy (10,1)) la solution dy probléme (3.14). Alors,

u® = o0 faiblement dans H; (J0,1]),

avec u® est lunique solution de dans H; (10,1]) du probleme

d 1 df
uO( )=u0(1)=
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7 On a vu par la méthode de convergence & deux échelles que le probléme

homogénéisé s’écrit comme suit:

o 0

d du?
—-;1; (Ahom_%> = f dans Q= JO, ].[
u =90

sur 01,

avec

1
dw
Ahom = /a (y) (1 + @) dy,
0

et w solution du probléme

-2 (ow (1+ T)) =0, w01 € A, (1)
weH, (V).

per

B On déduit de cette équation que

d
- a(y) (1 + 12?5‘7;) ) = constante,

_ on identifie la constante en imposant la condition périodique w (0) = w (1),

a(y) (1 + M) <

dy ) Moy (1)
««««« Donc
dw (y) 1 1
_ 14 %) _
dy Moy (2) a(y)
dw (y) 1
i —£ = 14 ,
dy Moy, (%) a(y)
d’ou
17
w(y) =—y+ dy




Chapitre 4
Conclusion

En suivant Iidée de Nguetseng, on a définie 1a notion de convergence & deux
échelles, le but est de donner une meilleure description d’une suite de fonction qui

oscille rapidement. Des suites bornées dans L? (2) sont démontrées dans un domaine
relativement compact tout en respectant le nouveau type de convergence.

Ces résultats sont souvent utilisés pour ’homogénéisation des équations aux dérivées
partielles avec des coefficients oscillants périodiquement. La puissance et la simplic-

ité de la méthode de convergence & deux échelles est démontrée en plusieurs ex-

emples, notamment ’homogénéisation des equations elliptiques linéajres du second

ordre.
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