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Résumé

L’objet de ce mémoire est de décrire les probleémes de contréle optimal, et la maniére de
les résoudre en se limitant aux équations aux dérivées partielles elliptiques pour simplifier la
présentation. On considére deux problémes de contréle optimal, le premier est un contrble
distribué qui porte des contraintes sur le contréle et le second est de type frontiére sans
contraintes.

Dans le présent document, I’étude théorique établie montrera que P’idée principale pour
une telle résolution d’un probléme de contréle optimal d’une E.D.P est d’introduire un
Lagrangien permettant de ramener ce probléme & une recherche de point-selle qui est le
principe de la méthode d’Uzawa.

Cette résolution numérique des deux problémes de contrdle optimal provenant de la
discrétisation par éléments finis de degré 1 est faite par I’algorithme d’Uzawa qui est une
méthode utilisant la dualité afin de trouver ce point-selle.

Mots clés : méthode d’Uzawa, lagrangien, contréle optimal des EDP elliptiques, contréle
frontiére, contréle distribué.




Abstract

The purpose of this memory is to describe the optimal control problems and the manner
to solve them. We specially study the elliptic case of partial derivates equations to simplify
the representation.

Tow problems of optimal control are considered, the first is a distributed control with
constraints on the control and the second kind is the border control.

In the present document, the established theory survey will show that the principal idea
for such resolution of a P.D.E optimal control problem is to introduce a lagrangian which
brings this problem back to a research of a saddle point which is the principle Uzawa’s

method.

This numerical resolution of the finite element systems of equations is performed using
Uzawa’s algorithm which is the iterative method used a duality in order to find this saddle
point.

Keys words: Uzawa’s method, lagrangian, optimal control of elliptic P.D.E, border control,
distributed control.
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S. BENZERDJEB Introduction

Un probléme de contrdle est I’étude de la minimisation d’un critére par rapport i une
variable appelée contréle le critére dépendant d’une fonction du contrdle appelée état, il s’agit
le plus souvent de déterminer son meilleur fonctionnement possible (optimisation).Donc, un
contrdle optimal c’est bien la recherche d’un meilleur contrdle agissant sur le systéme.

La méthode classique pour résoudre un tel probléme consiste a introduire un état adjoint qui

permet la résolution par I’intermédiaire d’une fonction Lagrangienne.

La théorie du contrle étudie les propriétés des systémes sur lesquels on peut agir au
moyen d’une commande, ou contrdle. Elle se fait sur la base des données suivantes :
<* Un contrdle u dans un ensemble Uaa (ensemble des controles admissibles).
% L’état y(u)du systéme a controler, qui est donnée pour wu choisi par la
résolution d’une équation.

* La fonction cofit J(u) qui est définie & partir d’une fonction.

La résolution d’un probléme de contréle fait appel 4 de nombreuses techniques
d’analyse numérique. Dans le présent document, on présente I’algorithme d’Uzawa pour
une telle résolution qui est amenée a 1a recherche d’un point-selle associé au Lagrangien. La
méthode présentée ici est un outil trés fort pour la résolutidn, le fait qu’elle repose sur la
résolution de deux problémes duaux I’un de I’autre. En effet, on minimise le couple donné
par le contrdle et I’état et puis on maximise le troisiéme par une projection sur RT. Cette
méthode itérative est trés importante par le fait qu’elle construit un tel operateur de projection

facile a déterminer et ce n’est pas le cas avec d’autres méthodes,

Ce travail est consacré a I’étude numérique de problémes de controle optimal gouverné
par des équations aux dérivées partielle (E.D.P) elliptique. Evidement, on passe par I’étude
théorique pour montrer I’existence et I’unicité de la solution qui sera cherchée par une

méthode itérative d’Uzawa.

On commence ce projet par le premier chapitre qui a pour but de présenter une méthode
itérative nommée Méthode d’Uzawa utilisant la dualité pour la recherche d’un point selle

associé 4 un Lagrangien formé par la fonctionnelle 4 minimiser du probléme initial et un




S. BENZERDJEB Introduction

multiplicateur de Lagrange multiplié par les contraintes posées. On montre également que le
point-selle trouvé n’est que la solution unique recherchée du probléme de minimisation initial

donné et on terminera par un théoréme qui établira la convergence de Palgorithme d’Uzawa.

A la suite, on trouvera dans le second chapitre, I’étude de deux problémes de contrsle
optimal I’un est un contrle distribué avec conditions aux limites de Dirichlet et ’autre est de
type frontiére avec conditions aux bords de Neumann. Cette étude sera effectuée d’un point de
vue théorique oll on montre P’existence et Punicité non seulement de la solution u du
probléme de contrdle optimal mais aussi de Ia solution y(u) du systéme d’état. Et puis on

rameéne la résolution de chacun des deux 4 un probléme de recherche d’un point —selle.

Le troisiéme chapitre et le dernier, sera consacré a la résolution numérique des
problémes abordés dans le chapitre précédent, pour ce faire, il faut introduire la discrétisation
spatiale i I’aide de la méthode des éléments finis pour se ramener a la dimension finie et puis

on appliquer I’algorithme décrit au premier chapitre au deux cas étudiés .




Chapitre ]
Méthode d’Uzawa




Chapitre 1
Meéthode d’Uzawa

1. Mottvation :

Dans ce qui suit on suppose que V est unespace de Hilbert, O est un ouvert convexe de V
On définit I’ensemble K comme une partiede O tel que :

K={veo; ¢;v) <0, 1<i<m}

Ou les fonctions ¢;: 0 » R ,1<i<m représentent les contraintes d’égalités ou d’inégalités.
Soit la fonction J définie par J:0-R
Il s’agit donc de trouver le ou les u vérifiant ;

u€K, J)=Infjlw) P

VEK

C’est ce qu’on appellera dorénavant, le probléme (P).

Pour cela, on devra chercher des conditions qui assurent I’existence de la solution du
probléme (P).

IL. Conditions nécessaires et suffisantes en programmation non hinéaire :
Définition (1.1.1):

Soitu € K. L’ensemble | (W) ={ie{l,..,m} telque @i(u) = 0} est appelé I'ensemble des
contraintes actives en u ou ensemble des indices.

Définition (1.1.2):

On dit que les contraintes de K sont qualifiées enu € K si et seulement si, il existe W € V
telle que l'on ait pour tout i € | (w)

*® ou bien (pi(u),w) <0
% ou bien (p;(w),w) =0 et @; estaffine

Cela veut dire, que ce sont des conditions supplémentaires imposées sur les contraintes
pour garantir la possibilité de faire des variations autour d’un point v € K afin de tester son
optimalité.

Le théoréme suivant donne les conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme (1.1.3) (conditions nécessaires) :
Soit u € K au quel on associe l'ensemble d indices 1(u).
On suppose que pour i € | (W), les fonctions @; sont dérivables en u, et continues en
usi i € I(u). En fin soit une fonction J:0cV — R, dérivable enu .

5
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Si la fonction | admet en u un minimum relatif par rapport & K , et siles
contraintes sont qualifiées au point u , alors :
1l existe des nombres A;(u), i€ I(u) tel que :

]’(u)+Z/1,-(u)¢,f(u)=0 et w20 iel(u)
i=1

Remarque (1.1.4) :
Si les fonctions ¢@;, 1<i<m étaient convexes, alors ces contraintes sont dites

qualifiées s’il existe ¥ €V tel que I’on ait pour tout i € {1,..,m}
% ou bien (p; (W), 7)< 0
% ou bien {p; (W), 7) =0 et ¢; estaffine

L’avantage de cette novelle définition est de ne pas nécessiter de connaitre le point de
minimum u ni de calculer les dérivées des fonctions ®1, - , Pm c€ qui donne des conditions de
qualification plus simples donc plus faciles 4 vérifier en pratique.

Attention, le résultat du théoréme précédent n’est pas une équivalence au sens ou ce
n’est pas une condition nécessaire et suffisante de caractérisation de minimum. Elle le devient
par contre lorsqu’on considére une fonction convexe J. En effet, on a le théoréme suivant :

Théoréme (1.1.5) (Kuhn Tucker) :
Soit ]:0 €V — R une fonction convexe et dérivable en un poimtu € K,

On suppose également que les contraintes @;, 1<i<m sont convexes, dérivables
en u € K et qu’elles sont des contraintes qualifiées.

Alors :
La fonction ] admet en W un minimum relatif par rapport & l'ensemble K si
et seulement s’il existe des nombres 3; 1<i<m tel que les relations de
Kuhn Tucker soient satisfaites : ’
m
G+ ) 4 @) = 0
=1
m
AWy =20, 1<ism Zli(u)tpi(u)=0
i=1
Démonstration

Si u est un minimum de J sur K on peut appliquer le théoréme (1.1.3), qui donne exactement
la condition d’optimalité mais seulement il faut vérifier que la condition de qualification dans
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le cas convexe entraine la qualification des contraintes au sens de la définition (1.1.2).En
effet :

Sii € I(u) et si @;(¥) < 0 alors d’aprés la convexité de @;(voir annexe proposition 4),
ona

(@i (), ¥ —u) = (@; (W), —u) + 9;(u) < 9;(F) <0
D’autre part, si i € I(u) etsi@;(¥) = 0, @; est alors affine.
En calculant la dérivée de ¢, au point u dans la direction de® — u, on obtient :
(9i(W), ¥ —u) = ¢;(D) — py(u) = 0

Donc, la définition (1.2.1) de qualification des contraintes est satisfaite avec W=7V -—-u,
méme si W = 0, les fonctions ¢; étant affines convexes pour tout i € I(u) .

Réciproquement, on montre que u est un minimum pour J
Pour v €K, o(v)<0, 1<i<sm

De plus pour tout i € {1,...,m}ona A 20
Donc

m
—Aigi(v) 20 = "Z'li ei(v) 20

i=1

On ajoute aux deux membres de Pinégalité J(u)

m
J@) 21 = Y Ao (v)
i=1
Si i€ I(u),alors ¢;(u) = 0, sinon on prend 4; = 0. Ce qui implique que :

Jw) < J@w) - Z 2 (1) — @i (w))
iel(u)

Comme @; est convexe alors on a
J@) S J@) = ) Ao -u)

i€l{u)
D’aprés les relations de Kuhn Tucker on a
J@) < JW) + '), v —u)

La convexité de J implique que J(u) < J(u) + J@) = Jw) = J(v)
C’est-a-dire : J) <j(v) VveK

7
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D’ou le résultat
J@) = Inf ](v)
veK

Remarque (1.1.6):

1. D’une part, la convexité des contraintes ¢; permet d’établir la nécessité des
relations de Kuhn Tucker avec des hypothéses de qualification sur les contraintes.
L’hypothése supplémentaire de la convexité de la fonction / permet, d’autre part,
de montrer que ces deux relations sont également suffisantes. Cela veut dire que si
J n’était pas convexe alors la condition suffisante n’a pas lieu.

2. L’idée que garantit ce théoréme est trés importante car il exprime I’existence d’une
fonction dont la dérivée premiére au point u est nulle ce qui permet de dire qu’elle
admet le méme point de minimisation que la fonction cofit / .cette fonction sera
dite fonction Lagrangienne, et on la note £ .

III. Lagrangien et point selle :

Définition (1.3.1) :
On appelle Lagrangien du probléme (P) la fonction L(v,y) définie dans R par :

L) =) + ) me®) =J0) + (o) ) Vo €V xR
=1
Remarque (1.3.2) : l

1. Lafonction L est définie en général sur un ensemble quelconque E X F, mais
dans ce contexte on a préféré donner cette définition.
2. On constate que la fonction Lagrangienne englobe 2 la fois la fonctionnelle |

et les contraintes ¢; < 0, 1 <i < m Elle représente donc bien le
probleme (P).

Définition (1.3.3) :
On appelle point selle de L sur V x RT , tout couple (u, 2) vérifiant :
Llu,p) < L(u,A) < L(v,A) V(v,u) EVXRT

Autrement dit :

Sup L(u,p) =L(w,A) =Inf L(v,})
HERT vevy

1l est souvent appelé également min-max ou col.

A est appelé multiplicateur de Kuhn Tucker.
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L’intérét fondamental de la notion de point selle se situe dans le prochain théoréme, en
effet : sous certaines conditions, toute solution u du probléme (P) est également premier
argument d’un point -selle (u, 1) du Lagrangien associé au probléme considéré.
Réciproquement, si (u, A) est un point-selle de ce Lagrangien alors u est solution du
probléme (P).

Théoréme (1.3.4) :
1. Si(u,A) €V X RT est un point-selle du Lagrangien L le point u € K est solution du
probléeme (P) .

2. On suppose que les fonctions ], @;, 1 <i<m sont convexes, dérivables en u € K et

les contraintes qualifiées.
Alors : si u est une solution du probléme (P) il existe au moins un vecteur A € R

tel quele couple (u,A) €V X R soit point-selle du Lagrangien L .

Démonstration :
1. 11 suffit donc de montrer que J(u) <J(v) VvEV ,ona

Pour tout 4 € RT,

L) S L@ = ) (-4 @) <0

=1
Ce qui entraine que

m
Zli oi(u) 20 lorsque p = (0, ...,0)
i=1

Or, pour 1<i<m,

m
pi(u)<0 et A, =20 = Z,liqa,-(u)so

i=1
D’ou
m
D @) =0
=1
pourtout ve vV Lu,A) £ L(v,2)

Jw s/ + Zli 9i(v) pourtout vev

=1
En particulier, pour les v € K,

m
Zli pi(v) <0
i=1

9
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Et donc J(w) < J(v) pour toutv € K

2. En appliquant le théoréme de Kuhn Tucker et puisque u est solution de (P) on obtient

’existence de A € RT , tel que

Y a@e@=0, @+ 46 =0
i=1

i=1
La premiére égalité entraine que pour tout u € RT
m m
£lup) =JCu) + 5’1 w0 < J0) =@ + ) Lig,@) = £, 2)
i= =1

Par contre la seconde est une condition suffisante pour I’existence d’un minimum
pour la fonction convexe L .Donc on trouve pourtoutv € V

L) < L, 2)
Il en résulte que (u, A) est un point-selle du Lagrangien L.

IV. Dualité (Description de la méthode):

Un bref apercu de la théorie de la dualité pour les problémes d’optimisation va affirmer qu’a
Pexistence d’un point-selle (u,A) du Lagrangien, on peut associer non pas un mais deux
problémes d’optimisation (plus précisément, un probléme de minimisation et un probléme de
maximisation), qui seront dits duaux 1’un de I’autre.

Théoréme (1.4.1) (de la dualité).
Si le couple (u, 2) .est un point-selle de £ sur V x RT , alors

Sup Inf L(v,u) = L(u,A) = Inf Sup L(v,u)

HERT vev VEV ueRP

Démonstration :
Pour tout (v,u) € V x RT, on a évidement

Inf L(V,[l) < L(v,u)
VeV

Et donc

Sup Inf L(v,u) < Sup L(v,u) Yvev
UERT veV HERT

Et finalement

Sup Inf L(v,u) < Inf Sup L(v,u) 1.1
UERT vev VeV ueRy

10




S. BENZERDJEB Chapitre I : Méthode d’Uzawa

En utilisant maintenant ’égalité du point selle (u, )
Inf Lw,A) = L(wA)= Sup L(u,p)
vEV perR?

D’une part, on obtient

Inf Sup L(v,u) < L(u,A)

InfLiv,A) < L(ud) &
vey veEV peRT

Dautre part
L(u,2) < Sup L(u,u) L(u,A) £ Sup Inf L(v,u)
UERT HERT vev
Ce qui entraine
Inf Sup L(v,u) < Sup Inf L(v,p)

vEV peRT UERT veV

En rapprochant (1.1) et (1.2) on obtient les égalités annoncées.

(1.2)

On voit alors que ce théoréme traduit la possibilité d’échanger I'ordre de I'Inf et du
Sup appliqués aux Lagrangien £ . Ce fait qui est faux si £ n’admet pas de point-selle,
explique le nom de min-max qui est souvent donné a un point-selle s’il est atteint.

C’est grice a ce théoréme et celui de (1.3.4) qu’on peut associer au probléme (P) son dual.

En effet :

Si on suppose connaitre A solution du second argument du point-selle alors la
résolution du probléme (P) sera ramené a résoudre :

L(uy, A) = Inj; Lw,A)= Sup InfL(v,u)
143

(P3) u €V tel que
UERT vEV

Car 'unicité du point-selle est assurée que si le second argument A est unique.

A P’aide du théoréme précédent on peut trouver ce A
&y, 4) = inf L(v,4) = :61:‘% inf L(v,p)

A ce stade, on définit ’application
G R? — R telque G = InfL(v,u)
veV

qui construit le probléme dual (Q) associé au probléme primal (P) tel que

@ A ERD G() = Sup G(u)
HERT

11
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u est nommée la variable duale, de la variable primale v € K c V qui définit un probleme
de maximisation avec contrainte facile a résoudre.

Une fois le probléme dual résolu, donc 4 obtenu, on obtient u comme solution du
probléme de minimisation sans contraintes. C’est une procédure trés utile si le Lagrangien
provient d’un probléme de minimisation sous contraintes. En effet, on remplace ainsi une
difficile minimisation sous contraintes par la combinaison de la résolution du probléme dual
et la minimisation sans contraintes du Lagrangien.

Maintenant, on explique en quoi I’introduction du probléme dual peut étre utile pour la résolution
du probléme d’origine (ou probléme primal).

Théoréme (1.4.2) :
On suppose que le probléme (P) a au moins une solution u, que les fonctions

J.@; 1<i<m sont convexes, dérivables en WUet que les contraintes sont qualifiées.

Alors : Le probléme (Q)admet au moins une solution.

Démonstration
En appliquant le théoréme (1.3.4) -2, on conclut qu’il existe au moins un point-selle (u, A)du
Lagrangien vérifiant d’aprés le théoréme précédent les égalités suivantes :

L) = inf L(v,4) = :et;& Inf L(v, )

11 en résulte que

G(A) = sup G(u)
HeRY

V. Alorithme £'Uzawa :

La méthode qu’on va présenter est issue de la théorie de la dualité convexe introduite ci-
dessus. L’idée générale est de considérer le Lagrangien £ au lieu de la fonction J , ce choix
est motivé par deux raisons:

+ la fonction Lagrangienne englobe 2 Ia fois 1a fonction J et les contraintes ¢;
et représente bien le probléme.

% De plus, pour que u soit un minimum de ] , il faut qu’il soit un point
critiquede £ ( i.e. VL(u,y,p) =0 = VJ(u)) (conditions de Kuhn
Tucker).

1. Description de algorithme :
Cette méthode qui repose sur la recherche d’un point-selle suggére la résolution du
probléme dual (Q) tel que

G(2) = sup G(u)
ueRT

12
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dont les contraintes correspondent & un opérateur de projection P,: R™ — R™ défini par:
P.(A4) =max {1;,0}, 1<i<m

Etant donné un paramétre p, on a
6Q) = Sl;lzng(ll) = (VgA,u—2) <0
ue

Ou VG(A) est la dérivée de Gateaux de G en A .
Pour 1 ¢ R} A—-@A+pVGAD)),u—-2) 20 avec p>0

D’apres le théoréme de projection
A=P,(A+pVG(D))

Il est donc naturel de définir comme méthode d’approximation de la solution du probléme
dual la méthode des approximations successives appliquée a I’application :

g:AER™ - g(A) = P, (A +pVG(1) ) € R}
Soient Ay e RT' arbitraire, et une suite de couples (A%, ux) EVX RT k=0 telque

At = g(2%) = P.(A* + pPgG(A%))

Puisque (VG(A),u— ) = (p(u),u—2), ona

calcul u; : L(ug, %) = inf L(v, %)
VeV
calcul Ak+1: A = max {4* + pe;(uy), 0)7,

Il découle de toute cette théorie un algorithme itératif permettant de trouver un point-selle :

1. Initialisation
k=0, A%donnée, p>Oreelfixé

2. [Itération k :

A¥est connue,

calcul uy : L(uy, 2*) = inf L(v,2¥) (P¥)
vev

calcul AF*+: A =max {4" +po;(), 0}, 1<i<m

3. Critére darrét:

Si |lug41 — urll < & sinonon pose k = k + 1et on remonte 3 2

13
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Dans ce qui suit on note par {.,. ) et |l. lI,, le produit scalaire et la norme euclidienne de R?
Définition : (1.5.1)

On dit que la fonctionnelle | est V-elliptique (Dans certains ouvrages, elle est dite « Jortement
convexe » ou « coercive » ou bien « a-convexe ») s’il existe une constante @ > 0 tel que

(VW) - (), u—-v) , = allu — v||,,>

2. Résultat de convergence :
Théoréme (1.5.2) (convergence de la méthode d "Uzawa) :
On suppose que V = R" ot que Jest elliptique. Soit ’ensemble Knon vide donné sous la
Jorme suivante
K={veRrR; cv<d) C € Apn(R),d € R™

Alors: Si0 < p < "—i,cl:—z, la suite (uy,) converge vers la solution unique du probléme

primal (P).

Démonstration :

La démonstration se fait en 2 étapes :

e 1°" étape : Pexistence des solutions
L’ensemble K est un ensemble convexe non vide et fermé et de plus Jest elliptique ce
qui entraine que le probléme (P)admet une unique solution u ainsi que les

problémes (P") de minimisation successifs de solution Uy
I1 résulte du théoréme (1.3.4), (2) que le probléme dual admet au moins une solution.

La fonction ¢ rencontreée ici est une application affine telle que p(v) = Cv — d de
sorte que son Lagrangien s’écrit :

L, 1) = J(0) + (1, (@) = J(¥) + (@, CV), — (1, d)
FT@) + (CTu, v}y — (1, d)py

D’aprés le théoréme (1.3.4), on en conclut qu’il existe au moins un vecteur A € R™ ref
que le couple (u,1) € V x R soit point-selle du Lagrangien L.

Pour que u soit un minimum on a

D’une part % (AN , 0 (équation d’Euler)

W
e Vw+CTai=0

Et d’autre part, le probléme de maximisation implique
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(VGD,u-2<0 (inéquation d'Euler)
Ce qui entraine que

{ VW) +CTa=0

A=P.(A+pp(w)) 1<i<m

Ces relations sont vérifiées, également pour les problémes de minimisation successifs donc
elles le sont pour u, — u et A**1 — 1 | de plus I’application du théoréme de projection
permet d’avoir :

{ Vj(w) — Vi) + CT(A¥*1 - 3) =0 (1.3)
It = Al o < 1A% = 4+ pCCuy — Wy (14)
Car I’operateur de projection n’augmente pas les distances.

* 2eme étape : convergence de la suite (M=o
On éléve au carré les membres de Pinégalité (1.4)

A+ — AN% < 12% = A2, + 2p(CT (A% — 2), wp — u), + P2IIC (uy — w12,

L’¢galité des deux relations écrites auparavant entraine que
NAE*2 = A% < UA* = ANE, ~ 200V (uie) ~ V) ), — why + P2IC i — W,

<A = A% = pQa - plICH)lluy, — ull2

Ce qui implique
AL — A2, 1A% - AlIZ, < —p(2a — plICIIZ)lfuy ~ ull?

Puisque 0 < p < H(Z‘% alors —p(2a - plIC||?) est de signe négatif, ce qui donne
A+ — Al = 1A* = Al < 0 pour tout k > 0

La suite ([|Ak - A”m)kzo étant décroissante et minorée par 0, donc
Um A = 2012 — 4% — AlL,%) = 0

Alors on en déduit que bl — ull? =
—00

D’ou la convergence de la suite (u,,) k20 VEIS U .
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Chapitre I

Résultats Théoriques

L. Motivation

Dans le présent chapitre, on s’intéresse & Iétude des problémes de contrdle optimal régis
par des équations aux dérivées partielles elliptiques dont la théorie est présentée par J.-L.
Lions.

Une maniére de formuler un tel probléme de contrdle optimal est la suivante :

Etant donnée une observation y, peut-on trouver un contréle admissible u tel
que y(u) = yq ot y(u)est la solution de l'équation d'état du probléme
dépendant du contréle?

La formulation du probléme de contrdle optimal repose sur une fonctionnelle ] a valeurs
réelles dite fonction cofit ou critére qui minimise I'écart entre y(u) et y, au sens de la norme
L2, a laquelle on ajoute un terme qui assure la régularité du contréle et I'unicité de la solution.
Concrétement, le probléme est donné par :

Trouver u € Uyy tel que

Py ) = Inf )
v€lUaq

En premier temps, on considére le cas le plus simple, dont le contrdle est une fonction
d’action sur 1’état du systéme et ceci 4 I’intérieur méme du domaine d’étude qui est un ouvert
borné de R™ noté par £) . Ce type de contrdle est nommé « contréle distribué ».

Dans la deuxiéme partie, on étudiera un contrle de type frontiére cela veut dire que le
contrdle agit sur la frontiére du domaine I" et que I’on P’appelle « contréle frontiére ».

Dans la suite on désigne par V I’espace de Hilbert munis du produit scalaire {.,. )y .

II. Controle distribué :

1. Position du probléme :
On considére ici le probléme de contrble d’une membrane élastique déformée par une
force extérieure f et fixée sur son contour. Le comportement de la membrane est modélisé par

-Ay=f+v dans 1]
{ y=0 sur I (1]
ou
<y est I’état du systéme, elle représente le déplacement vertical de la membrane,
y € H}(Q) qui est un espace de Hilbert de dimension infinie.
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¢ v est une force de contrdle qui sera la variable d’optimisation. On se donne une
fonction limitative § dans L?(€). on définit, alors I’ensemble des contrdles
admissibles
Uyg ={veL?2), telque 0<v(x)<p()}
qui est un ensemble convexe fermé et non vide de L?(£2). Pour montrer que U, est
fermé on peut se contenter de montrer que U, est un fermé
U, ={vel?(), telque 05 v(x)}
En effet,
Soit (u, ), une suite dans U, avec u,, - u dans L?(£2),ona

f U,gdx=0 vgel,
1}
En faisant tendre n vers I’infini, on a
f ugdx=>0 vgeU.,
It}
Il s’en déduit que u € U, et puisque U,y < U, , alors Uy, est un fermé.
+ fel?(Q).

On cherche a contrdler la membrane pour qu’elle adopte un déplacement y; €L%(2) . On
définit donc un critére

Jw) = fn W) —ya)?do + N fn vide = lly() - zall® 2oy + N IVII? 2

ou y solution de [1] et dépend de v et N > 0.Le probléme de contréle s’écrit

Jw = vlerll’f J) (P1)

2. Dexistence et unicité des solutions :

L’équation une du systéme [1] peut &tre écrite sous sa forme variationnelle
(formulation faible. donc on la multiplie par une fonction test @ € D(Q) ¢ H(Q) et
puis on l'intégre tout en utilisant la formule de Green et en tenant compte du fait

que @ II‘ = 0, on obtient :
nyV(p dx = ff(p dx + fmp dx Vo e Hy( Q) 2.1)
2 2

0

On pose :

{ a(y,9) = f,VyVp dx

L(p) = [,fodx + [, vodx

Les deux formes, a qui est bilinéaire et L qui est linéaire sur Hj (Q), sont reliées par le
probléme [2] :
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{trouver y € H(l) @ tel que 2]

a(y' ‘p) = L(‘p)

Proposition (2.2.1) :
Le systéme [1] admet une unique solutiony(v) . De plus I'application v — y(v)

est affine continue de L>() sur Hj(2).

Démonstration :
1) De ce qui précéde, le systéme [1] était équivalent a [2]. Donc pour s’assurer de
P’existence et ’unicité de la solution de [1], il suffit seulement de montrer que :

a) laforme a est coercive sur H}(2):
On doit vérifier donc qu’il existe a > 0 tel que
Vo € Hy(), alp.9) 2 allollyq

a(0.9) = |07 dx
2
& a(e,9) = oy, . = el avec a=1
Hp(2) Hg(a)

b) 1a forme a est continue sur H3(Q) x H3(Q):
Cela veut dire qu’il existe > 0 tel que
pourtout @, € Hy(2), |ale. )| < Bllellyzml¥llazc)

Ona

| al, )] < f VoVl dx
0

Par application de 1’inégalité de Holder, il vient que :
fa(p,¥)| < "V(P"LZ([))“ "V‘p"Lz(n)"
D’ou le résultat -
| a(@, )| S 10llgya - W1 avec f = 1

c) laforme L est continue sur H}(Q):
IM>0 telque Vo € Ho@), | L)l < Mliglly

|L(@)] < ] \fol dx + f vg] dx
n n

L’inégalité de Holder entraine que
LL(p)l < lifllz@yllelizay + IVl 2@y ll@ll 2ca)

< | L(p)l < ("f"l,z(n) + "V"Lz(n)) flollizca)
D’apres I’inégalité de Poincaré
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3CQ) >0, Vo€ Hy(@) liplizq <€ Dol

Il en résulte
[L(p)l <M ||<P||H(1)(m avec M = C(Q)Ifllz¢y + lIvllizay)

On est bien placé dans les conditions de I’application du théoréme de Lax Milgram, donc il
existe une unique solution y(v) € H}() vérifiant [2] et c’est bien la solution unique du
systéme [1].

2) L’'application v +— y(v)est affine continue, en effet,
s [1] est équivalente &
“Ay=f+v = y=-Alp-A"1f
On obtient, alors le systéme suivant :

{y =—-A"ly + B dans avec B = {_A—lf dans 0
y=0 sur I 0 cur I
D’ou y est une application affine de la forme
y=Av+B
-1
avec A un operateur défini par A = { —A v dans 0
0 sur T

N

% On vérifie que cette application est continue.
En effet, on se donne y, et y, deux solutions de [1] tel que :
Y1 (Vl) = A’Ul + B et y2 (172) = AUZ +B

ly2 (v2) — 1 (171)",1(1)(") = |A(v; - vl)"H},(n)
Il suffit donc de montrer que A est continu par rapport 3v , or A correspond au
systéme d’état homogéne de [1] (quand f = 0)
Donc d’apres la formulation variationnelle (2.1) on peut avoir :
a.0) = [Vyvpdx =Lip) = [vpax  voeHl@)
I §2
Pour¢g =yona

a@.y) = WPy = f vedx
2
L’inégalité de Cauchy Schwartz entraine que :

Y130y < W9l 52ay 1Yz

Poincaré

"y"zHll)(n) < c(n)”v"[,zm) "}’"H(l)(m
— Wl < @l
Cela veut dire que I'opérateur A est continu
En particulier si v=v, - et y(v) =y,(v;) —y,(v1)
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Alors  lyz (v2) — ¥4 (171)“,1(1)(“) < cWlvz — v llz)
On conclut que v — y(v) est une application affine et continue de L?(?) dans H} ().

Théoréme (2.2.2) :
1l existe u € U,y tel que le probléme (P1) admet en u une unique solution.

Démonstration :
On sait que siJ est une fonctionnelle convexe, semi continue inférieurement et infinie a

I’infini sur un convexe fermé alors (P,) admet au moins une solution, et si de plus elle est
strictement convexe, le probléeme (P;) a au plus une solution d’ou I'unicité de la solution
optimale, pour se faire il suffit de montrer que :

a) ] est continue :

La proposition précédente a confirmé que I’application v — y(v) est continue, donc
lly(w) — yqll ) ©st aussi continue, de plusv+— |[lv|l;2¢g) est une application

continue,
Par la suite / est continue car la somme de deux intégrales continues est toujours
continue.

b) ] est strictement convexe :
On établit cette propriété en calculant la valeur de la dérivée directionnelle au point u
dans la direction de v —u

J'(w),v) = Blir(l;l+ (](u + 01;) —](u))

=2 ] (y(u) - yd)(y'(u),v Ydx + ZNf uv dx
Comme (y'(w),v)= elirng% (Au+ 6Av + B — Au— B) =ﬂAv, alors on trouve :
J'(w,v)= 2[ () -y Avdx + ZN] uv dx
Ce qui entraine que i ’
J@W,v—u)y=2 fﬂ(y(u) ~ YA —u)dx + ZNLu(v —u)dx

=2 f W - y)(y(w) — y(w))dx + 2N f u(v —u)dx
4] n

Canbona yw)—y(u=Av+B—-Au—-B=A(v—u)
Donc

0@ -r@u-v= [ (- yon2ar+ N [ @-vydr
2 [7}

= ly(u) = Y@ 2j2(g) + Nl = vliZe g
Puisque (J'(u) —J'(v),u — v) = 0, on peut dire que la fonctionnelle ] est convexe,
car /' est monotone, de plus :
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JW-JWu-v)=0 u=v
On conclut qu’elle est strictement convexe.
c) ] est infinie al'infini :
Ona:
J@) = lly(®) = ya P2y + N llvllfzm) =z N Ilvllfzm)
Ce qui implique
J() — 400 quand ||vll;z¢qy) — +o0

Par I’application du théoréme de I’existence d’un minimum (consulter I’annexe), il en
résulte que le probléme (P;) admet au moins une solution u dans U,; d’une part, et d’autre
part J étant strictement convexe, (P4) a au plus une solution u dans U, . Enfin le probléme

(P,) admet une unique solution udans U,,.

3. Interprétation Lagrangienne:

Pour tester I’optimalité de u il est nécessaire, pour chaque fonction teste v, de calculer
I’état correspondant y(v). Pour contourner cette difficulté on a recours a la notion d’¢tar
adjoint qui est une idée trés utilisée dans la théorie du contrdle optimal. Elle sera appliquée
quand on introduit un Lagrangien associé au probléme de minimisation (P;) qui considére
P’équation du systeme [1] comme des contraintes entre deux variables indépendantes v et
z et on définit le Lagrangien comme la somme de J(v, z)et I'équation d’état multipliée par
p qui représente le multiplicateur de Lagrange pour la contrainte de [1] avec p € Hj ().
C'est-a-dire

L(v,z,p) =](v,2) — fnp(—Az —f-v)dx

1
avec J(v,z) = -if(z—yd)zdx+va2 dx
i )
Donc le probleme (P;)devient :

vEUy, z€HMD)

Minimiser J(v,z)
sous la contrainte d'egalité [1]

Définition (2.2.4) :
Soit p € H3(Q) tel que

“@W=[(w-y)vd  vveH@ @2)

(2.2) est appelée équation faible adjointe

Remarque (2.2.5) :
Si a est symétrique. alors a*(p,¥) = a(¥y,p)

Lemme (2.2.6) :
p est définie de fagon unique par (2.2).
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Démonstration :
On a I'équation faible adjointe

a(p,p) =alp¢)= f VpVip dx
2
De ce qui précéde on sait que a est une forme bilinéaire continue, sur H}(2) x Hi(Q) et

coercive sur H% @).
De plus la forme linéaire L est continue sur H (1) (12), en effet

L)l = fn & = ya) ¥ dx| < Wl zlly - vall 2
inégalié de
Poi é
Lonearé, | ()] < Ml 30 avec M = C(Ily - vall 2

Donc L est continue dans H} (),
Par Papplication du théoréme de Lax Milgram, on peut affirmer que (2.2) admet une solution
unique p.

Définition (2.2.7) :
On dit que le triplet (u,y, p)est un point-selle de L sur Uggq X Hi(Q) x Hy () si

Sup L(u,y,q) =L(wyp) = Inf L(v,z,p) V(,z,q9) €Uyy X H%(.()) X Hé(ﬂ)
qEHH() (v.2)EU ggxH§(2)

Théoréme (2.2.8) :
Si (u,y,p)est un point-selle de L dans U,q X H(@2) X H3(2), alors u est solution
de (P 1).

Démonstration :
Puisque (u,y, p)est un point-selle de £ dans U,y X H3(R2) x H3(£2) on a donc
Ly @) < Lwy,p) SLWzp)  V(v,zq) € Uy x H3(2) x Hj(2)
a) De I’inégalité de gauche il vient que
L(w,y,q) < L(u,y,p) pour tout q € H} ()

Ce qui entraine

-[@-p-ty-u-frax g0 veenw
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= f(q—p)(—Ay—u—f)dx >0 VgeH)®
n

Pour tout ¢ € Hj(22), 3q € Hj(N) telque ¢ =q —p

e Sig = 0alors
f(p(—Ay—u—-f)dx =20 Vo EHI(2) = —Ay—u—f =20
0

e Sig < 0alors
f(p(—Ay+y—f)dx =0 VoEHI(D)= —Ay—u—f <0
a

On adonc -Ay—-u—f=0 (2.3)

b) De ’inégalité de droite, il vient que
L{u,y,p) < L(v,z,p) Y(v,z) € Uy x HY(2)

D’aprés (2.3) on obtient
Jwy) S Jw.2) - [ p(-dz= v f) dx V(v,2) € Uy x H3(@)
n

Comme I'équation —Az(v) =f+v Vz(v) € H}(2) admet unec unique
solution pour chaque contréle v € U,,, et que cette &quation représente la contrainte
d’égalité pour la minimisation effectuée, alors pour tout (v,z) € U,q X H} (1), il
découle que —Az = f + v.

Par la suite, ona J(u,y) < J(v,z2) V(v,2) € Uy X H%(.Q).
11 en résulte que

Jw) < J(v) Vv € Ugqg
A la fin on a aboutit a

J@) = Inf J(v)

V€U 4

Remarque (2.2.9) :
Le résultat que présente ce théoréme est trés important, en fait la résolution d’un

probléme de minimisation (P;) est ramenée a la recherche d’un point selle dont le 1%
argument coincide avec la solution recherchée dans (P,).
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Théoréme (2.2.10) :
Si (u, y, p)est un point-selle de L , alors (u,y, p) vérifie le systéme d optimalité [3|
Létat di ( —Av=f+u dans Q2
tat direct { y=0 sur I
-Ap = - d 0
< PF L. a4 o Fr_ 3. _a ‘ p y(u) Zd ans {3]
L eLui uujuuu
l p=0 surl
Condition d'optimalité f p+Nw)v—-uwdx =0
\ fs

Démonstration :

De la démonstration du théoréme précédent (a) on a abouti a I’équation (2.3)
-Ay+v—-f=0 dans Q

De temps plus y est dans Hj(2) , donc y = 0 sur I. Alors on abouti au premier systéme de

I’état direct.

~n L o ot f%
rour avol i1 CHualvil valiee pal i Cu

oL
5, (n.2,p) (2.4)
0z wy.p)
En appliquant deux fois la formule de Green au Lagrangien, on obtient
L(v,z,p) =](v,2) - fz(—Ap) dx + fp(f + v)dx (2.5)
0 o

oL 1
= (3; w.z.p).0) = lim Z[L(v,z + 6¢,p) ~ L(v,2,p)]

Leos tormes du Lagrangien qui ne contient pas Pargument 2 ont de dérivées act nulles,
donc on a

ac }
{—{(v 7, p) @0)= lim — [ {7+ 8 — va\zdr _— [ (7 — v..\zdr

aZ 9—’°+ -’ﬂ 2 J

- llm [ (z + B9)(—Ap)dx — [z( Ap)dx]

= (—(v zZp),g) = llm [ [Za(a(z Vo) + 0% 2dxl - ltm [0«)( —4p)dx

N
)}
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aL
= (a—(v.z.p).fp) = f p(z—-yg)dx — f p(—4p)dx Vo € Hi(2)
Z n n
L’équation d’Euler (2.4) entraine que
fn oy —yg)do = f @(—4p)dx Vo € Hy(2)
fr

Puisque D(Q) est dense dans H}(2) donc on peut avoir le systéme de I'état
adjoint au sens des distributions.

Enfin, on montre I'inégalité restée tout en posant la condition d’optimalité et c’est bien
I'inéquation d’Euler donné par

oL | ‘
(?a? (wy,p)v—u)20 Vv € Ugq (2.6)

On considere la formule de £ donnée par (2.5), puis on calcule sa dérivée de
Gateaux par rapportav.

aL 1
(51; (vr z, p)l w)LZ(I‘) = ol_!';rgl_‘*, 5 [‘C(v + glp; Z, p) - L(vl Z, p)]

N , 1
=J£%1+ﬁ[f‘7(v+0¢)zdx—fflv2dx]+ali1(1)1+§[Lp (v+91p)dx—fnpvdx]
=me/:dx+fpz/:dx vy €L?()

a Q

En utilisant (2.6) avec Y =v—-u Vv €U, ,onobtiendra
f(Nv+p)(v—u)da =20 Vv EUy,y,
N

D’oti le résultat.

II1. Contrile frontiére :

1. Position du probléme :
Cette partie concerne 1’étude d’un probléme de contrdle optimal frontiére régi par une
équation aux dérivées partielles elliptique et donné par

JW) = Inf J(v) (Py)
v€Ugq
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Avec ] définie par
J(v) = f(y(v) —z4)%do + Nf v?do
r r
Ou
& 0 estun ouvert borné de R™ et " = dQ sa frontiére.

% z;C'est 'état désiré pris dans L2(T)
% N est un réel strictement positif.

(P3) est associé a un systéme gouverné par un probléme de Neumann. Il s’agit donc de
contrdler ou commander le systéme d’état associé suivant :

-Ay(w)+y(w)=Ff dans ]
o) _ sur I [4]
on

L’étude sera faite sous les hypothéses suivantes :
* fel?(Q).
< Le contrdle v € L%(I)
% L’état du systéme y(v) est pris dans H1() qui est un espace de Hilbert de
dimension infinie.

2. L’existence et ’unicité des solutions :
On suit les mémes étapes décrites dans la section (II-2) pour déterminer la forme

variationnelle associée a [4] et compte tenu de la condition aux limites %f;ﬂ =v,o0n
trouve pour tout ¢ € H1(Q) > D(Q)
d
nyV(pdx— f%‘pda + fytpdx: ff(pdx
2 r 2 0
=>[Vy|7<pdx +fy<pdx=ff<pdx+fv<pda Vo € HY(Q)
0 n 2 r

{ a(y.9) = [,VyVpdx + [, yp dx
On pose :

L(9) = [, fo dx+ [, vodo
La proposition suivante donnera une propriété importante pour unique solution y(v)
de [4].

Proposition (2.3.1) :
1] existe une fonction'y(v) € H'(Q)et une seule telle gue

Yo €H'(Q), a(.¢)= L(p) [5]
De plus I'application v — y(v) est affine continue de I*(I' ) dans H(q).
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Démonstration :
1. Comme dans la démonstration de la proposition (2.2.1) a est une forme bilinéaire et L est
une forme linéaire. Il suffit donc, de montrer que

a) a est une forme coercive sur H1(Q):
a(p,9) = f (Vp)? dx + f (p)? dx
n n

a(e, ¢) = llollur) = lollyra) avec a=1

b) a estune forme continue sur H1(2) x H1(9):
Ona

| a(p, )] < f Vvl dx + [ oyl dx
N n

L’inégalité de Cauchy Schwartz entraine que :
la(p, )l < I V‘P"[,z(n)n "V‘IJ"LZ(Q)" + "(ouz,z(n) "1/}"1,2(:1)
= | ale, ¥)I < (7@l 2y Hioll2gy) - (1Pl 2gayn + MWl 20))

En utilisant I’inégalité de Young, on trouve

latp. )l < |2 (Il + IWlZs ) [2 (17012 g, + I0IZ )

Il en découle

lalo, )l < 2llellyra) - 1Pllarca)
D’ott la continuité de a .

¢) L estune forme continue sur H1(0):
En appliquant ’inégalité de Cauchy Schwartz a L , on obtient
[L(p)] < ||f"1,2(n) ||(P"L2(n) + "17||1,2(r)"‘P"L2(r)
Et puisque I’application trace y,: H1(2) — L2(T) est continue
Le, 3¢y, >0 telque Yo e H'(N), ool < cpllollurcg
Alors, on trouve
[L(p)| < "f"z,z(n)"(P"Hl(n) + ¢y, "V"LZ([') "(P"H1(n)
D’ou
[ L(p)] < Mllolly1(q) avec M = ||flli2q) + cpollvll iz

Donc L est bien continue sur H1(2) A
D’aprés le théoreme de Lax Milgram, on déduit qu’il existe une unique solution y €
H'(2) vérifiant [5] et [4].

2. L’application v+ y(v)est affine continue, en effet,
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%  La premiére équation dans [1] est équivalente &
(J—Ay=f = y=U-N'f

Et de méme pour la seconde qui est une condition de Neumann, on peut avoir

2w = =(@)
=" Y=\en) "
On obtient, aiors ie systéme suivant :
y=(4—-8)"1f dans 0 y=0v+(g—A)"f dans )
= !
y =( ) v sur I

an

ny=(——q—)‘lv sur I’

De cette écriture on peut conclure que y est une application affine de la forme :

y(v)=Av+B
0 danc 0
= -1 = - A1
Avec A i(_:_n) sur T et B =(l4-4)

s  Cette application est continue_en effet :
Soit y, et y, deux solutions de [1] tel que
{}’1 (1) =Av, +B

Ly faa Y = Asn L D
NTLNvES v~

Alors lly2 (v2) — y1 W)llgacay = HA(W2 — vl yrca)

Donc, on montre que A est continu par rapport a v, et puisque A correspond au

systéme d’état homogene de [1] (quand f = 0)

-Ay(v) +y(v) =0 dans 1 ,
{ ai;iv) =v sur I (]

Alors la formulation faible de [1'] est:
a(y,@) = nyV«'p dx + ]ycp dx = L(p) = fvcpda Yo € HY()
n 7 r

= a0 = WPy = [y do

r
inégalité de
Cauchy Schwartz
SRV CCRETE M2 e fel . Wl e o Bl fall .
ns o H‘(ﬂ) T ORLT(L RS RLT L) o Tygt T BT ) U e \dd )

— "y"Hl(ﬂ) < CYo"v"Lz(l‘)
Cette inégalité est vraie pour tout y € H'(22), en particulier si v = v, — v,

Dou lyz (v2) = y1 Wdlluray = ¢y livllizn
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Donc I’application v > y(v)est affine continue.

Théoréme (2.3.2) :

Tl oilednar 1= P20 siaan snltestsnm as sminne deo

“ AL A e & \l ’ ” o UV'""V v 1"’ -

Jw)= Inf J(v) (P2)
vELZ(T)

Démonstration :
a 78 228l e mmzab Bl mzatliaats: smmiis In mmahiddsnma (D \nn Ancren
['\llll uc uluuu (=7 c’Al.’ccuoc €& l uuu,lu.. Gl COwia il u‘u-.uucu W frires s F R = \* LoVves WTPSE

MOIHI‘GI'/ESPOIHLS' suivants ;

a) J est continue :
On a déja montré que Papplication v+ y(v) est continue (d’aprés la propriété
(2.3.1)) et comme la trace de ¥ sur I est continue sur L?(T"). Alors le premier terme de

la fonction coiit est continu.
D’autre part, on a la norme qui est une application continue ce qui entraine que

v J.véda est continu.
Par la suite J est continue car la somme de deux intégrales continues est toujours
continue.

b) ] est strictement convexe :
En suivant les mémes étapes faites dans la partie qui concerne le contrdle distribué, on

trouve aprés calcul de la dérivée de Gateaux de / au point u dans la direction

U@ =] () u-v) =2 [ [r (y(w) - y(v)) 2do + N ]r (u~- v)Zda]

= 2{ly(w) = y() %2, + 2N = vlfZ2,

Cette quantité est positive donc /' est monotone par suite / est convexe
JW-JWu-v)=0 u=v
D’ou la stricte convexité de | .
¢) Jestinfinieal'infini :
Ona:
J @) = Iy(W) = 24 ey + N o2y 2 N Il
Ce qui imphique
J(v) — 4+ quand  ||lvll 2 — +oo

Enfin le probléme {P») admet une uniaue solution u dansL?(I")

3. Interprétation Lagrangienne:
On remarque que la fonctionnelle / dépend explicitement de v par l'intermédiaire du terme
de régularisation et implicitement par le premier terme "y(1v)".
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On peut donc considérer v et y comme indépendants en assimilant les équations liant v et y 3
des contraintes d'un type particulier. Ainsi, on peut poser

J(v,y) = f(y—zd)zda+va2da
r r

de telle sorte que J opére sur L2(I") x H1(2). Le probléme (P,) s'écrit autrement, soit

Minimiser J(v,z)
(P) ve LX), yeH()
sous les contraintes d'égalités de [4]

Définition (2.3.3) :
Soit p € H'(2) , on définit 'équation faible adjointe par [6]
cEW = [0 -vis  vyer@ (6]
r
Lemme (2.3.5) :

[6] admet une et une seule solutionp € H'(12).
Démonstration :
La forme bilinéaire a qui est continue et coercive est aussi symétrique tel que

a’(@¥) = a@,p) = [,vpVipdx + [ ypdx

Maintenant, on montre que L est continue sur H1(Q), en effet y(u) — z4 est continue d’aprés
I’application trace qui est toujours continue sur L?(T") , par suite

f()’ —zg)Ydo| < "V’"LZ(F)")’ — z4]| 2@ S Gy, "1/1"511(9) Ity — zall 12D
r
Donc L est continue dans H(12),

Alors d’aprés le théoréme de Lax Milgram, 3!p € H!(02), tel que I'on ait [6]

Définition (2.3.6) :
On dit que le triplet (u, y, p)est un point-selle de L sur

2Zmxv={ye Hl(ﬂ),-g% =v surT}x H'(2) Si

Sup L(u,y.q) =L(wy,p) = Inf L(v,zp) V(v.z,q) € *(T) x V x H(Q)
qeH () w.2)ELZ(T)xV

Remarque (2.3.7):
On peut définir le point-selle (u,y, p) dans L2(I') x H1(2) x H1(2), tout en faisant

apparaitre la contrainte définie sur T, Z—Z = v dans le Lagrangien comme étant

31




S.BENZERDJEB Chapitre 11 : Résultats Théoriques

L(v,y.0) =J(0,) fﬂ p(~Ay) dx - fﬂ p(y — fdx

la formule

de Green L(v,y,p) =J(v,y) _f VpVy dx + fvp da—fp(}'-f)dx
n r a

Encore une fois, on fait usage de la formule de Green, on trouve

1 N d
L(v,z,p) =—f(z——zd)2 da+—fv2da—f—£zda+fvpda

—fz(—Ap) dx —f Pz dx—fp(—f)dx 2.7)
0 a a
Théoréme (2.3.8) :
Si (u,y,p)est un point-selle de L dans L>(I') x Hl(.(l) XH 1(.()), alors u est solution
de (P 2).

Démonstration :
On suit les mémes démarches que la preuve du théoréme (2.2.8), en effet
Pour (u, y, p)est un point-selle de £, on a donc

Llw,y,q) £ Lw,y,p) < L(v,2,p) V(v,z,q) € L*(I') X H'(Q) x H1()

On tire de la premiére inégalité
~-Ay+y—f=0 (2.9

En utilisant I’équation (2.8), dans la seconde inégalité, on obtient

Jwy) < J(v,2) V(v,z) € [*(T) x H'(Q).

Ce qui entraine que

Jw) = Inf j@)

veL(T)
Théoréme (2.3.9) :
Si (u,y, p)est un point-selle de £ , alors (u,y, p) vérifie le systéme d’optimalité [7]
Ay+y=f dans
L'état direct { ay
—=u sur I
on
J -Ap+p=0 dans 0
L'état adjoint dp [71
—=yu) -z, surT
on
Condition d’ optimalité f P+NW)(w—-u)de =0 Vvel?()
\ r
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Démonstration :
Tout d’abord on montre que ce point-selle entraine le systéme d’état
Déja, de la démonstration précédente, on a (2.8)

-Ay+y—-f=0 dans
Cette contrainte d’égalité intervient dans le lagrangien mais sans oublier la seconde
g—i = u définie sur la frontiére qu’elle-méme est utilisée comme contrainte pour

effectuer la minimisation désiré sur le Lagrangien afin d’obtenir le meilleur controle
agissant sur le systéme. Donc on aboutit au 17 systéme d’état :

-Ay+y=f dans
4
é—ﬁ—u sur I

En deuxieéme position pour avoir I’état adjoint, on fait usage de I’équation d’Euler,
car(u, y, p) est un point-selle de £ , et donc le minimum en (v,2) — L(v, z,p) est atteint en
(u,y,p) alors on peut avoir

aL
<'a7 (wy,p),0)=0 Vo € H1(2) (2.9)

On fait usage de (2.7) pour le calcul de la dérivée de Gateaux de £ par rapporta z,on a

ar 1
(5; (v,z,p), ) = alggg r [L(v,z + 89,p) — L(v, z,p)]

Les termes du Lagrangien qui ne contiennent pas 1’argument z ont des dérivées nulles,
alors

aLr
(Gz »zp) o) = ’”339 f(z + 69 —zy)* do ——[(z zd)zda]
1
- Jim, 5[ fn (z + 6¢)(—Ap)dx — L z(—Ap)dx]

9-»0+9U ——(z + 6¢)do — f——zda]— ltm Uﬂp(z+0<p)dx—fnpzdx]

aL
= (Fz- (v,z2,p), @) = hr(r)]+9 [ fZO(p(z —24) + 0%¢? da} - llm fﬂ(p(-Ap)dx

o1
—elirtr)gafarpa do - ll1(1)1+§fnf)rppdx
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aL )
= <a—(v,z,p).rp>=fcp(z—zd)da—f¢(—4p)dx~ftp-égdrf—prdx
z r 1 r on n

op
= -z, ——=\do — - Vo € HY(Q
frfp(z g an)d" fnfp( 4p + p)dx ¢ EH(Q)
(2.9) donne
op 1
f(p(y—zd-—b——)da—f(p(-dp+p)dx=0 Vo e H'(Q) (2.10)
r n a

Puisque D(£2) est dense dans H'(Q) donc on peut se restreindre 2 D(f2). En effet

vee p(@), ¢ =0

r
Alors I'équation (2.10) implique
f(p(-Ap +p)dx =0 Vo € D(Q)
0

llenrésulte que —4p +p = 0 dans £, au sens des distributions

Dans ce cas il découle de (2.10) pour tout ¢ € H1(Q)
dp
L(p(y—zd—-é—ﬁ)da— 0

4 op
—55_0 = =Y 2 surl’

Cela veut dire que
Y-z

Ala fin, on obtient le systéme suivant au sens des distributions :

dp
=— =y(u)—2z, sur I’

{ -Ap+p=0 dans
on

Pour terminer, il reste 3 montrer la derniére équation décrite dans le systeme
d’optimalité. On considére, également I'équation d’Euler mais cette fois ci par rapport a
v telle que

(g—ﬁ (wy,p),v—u)=0 vv € L3(I) (2.11)
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Ona

(—-— v, 2,p), )z = Jim, —[L(v +6y,2,p) — £L(v,z,p)]

= e-»o+ 26 U (v +6y)? do — frvz do'] + lzm —;—
U(v+0¢)pda-fvpda]
r r

= Nfr(v-f-p)tl)da Vi € 2()
Donc
(——- (v, 2,p), Y2y = (Nv + p, )iz vy € L*(T)
pour tout v € L?(T), On pose dans (2.11) Y=v-u
Ce qui entraine que

--P
(uy,p) Nu+p=0 =u=
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Chapitre 11T

Résultats Numériques

L. Cadre général de la résolution ;

Dans ce chapitre, on abordera le coeur du sujet : L ‘algorithme d’Uzawa pour la résolution
numeérique du probléme de contréle optimal a partir d’un lagrangien. En vertu de la théorie
ctudiée précédemment, le probléme de minimisation, dans des espaces fonctionnels
appropriés, de la fonctionnelle J est compliqué a traiter. L ’idée donc, est de considérer la
minimisation de J sous contraintes d’égalités données dans le systéme d’état [1] s’il s’agissait
du contréle distribué, ou bien de celuj de [4] qui interpréte le cas du contrdle frontiére. En fait
cette minimisation est ramenée a la recherche d’un point selle(u,y,p) € Uy x V x V
(V étant un espace de Hilbert et Ugqun convexe fermé d’un Hilbert noté Q) associ€ au
Lagrangien £ tel que I’on a

supL(w,y,q) =L(w,y,p) = __inf  L(v,zp)
qev ( v

v.Z)eUqgX%
Celui-ci est formé de la fonctionnelle Jdont les arguments sont la variable d’état yetle
controle v qui sont indépendants, et des contraintes d’égalités. Un tel point selle sera calculé
par I’intermédiaire de I’algorithme d’Uzawa, pour se faire il faut que :
® Le paramétre p soit bien choisi de fagon 3 assurer la convergence de la
solution approcher vers la solution exacte.
® p soit dans RT pour résoudre le probléme dual.

Il va en dire que dans la pratique, on doit d’abord chercher une version discrétisée de ce
probléme, pour se ramener ainsi 4 un probléme de dimension finie. Pour réaliser ces buts, on
introduit la méthode des éléments finis qui consiste & construire un sous espace de fonctions
globalement continues et affines sur chaque maille, et qui représente une approximation de
I’espace fonctionnel.

1. Approximation par éléments finis
Soit Ty, une triangulation du domaine 7 c R¢ composée uniquement des triangles K,
vérifiant les propriétés suivantes : vV K, K’ € Tpona:

@

e KnKk' ={0u un coté entier commun

ou 1sommet commun

® 3K est soit une face pour un autre triangle K’ soit une partie de la frontiére
r=a40.
Cela veut dire que :
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2=«
Kety
Avec h un pas de discrétisation uniforme,

Maintenant, on construit V;, et Qp, deux espaces de dimensions finies respectivement,
comme une approximation aux deux espaces fonctionnels V et Q

Vi ={z, €V telque zn| ¢ Py}

K

Qn = {vn €Q tel que vh, € P}
K

ou P; désigne I’espace des polyndmes de degré <1

Ces deux sous espaces sont formés de fonctions affines par morceaux. De plus Uaan st un
sous ensemble deQ,, de la forme :

Usan={vneQn tq 0<v,<p}

Remargue (3.1.1);

Les fonction données f,z, , Ya et B seront évaluées sur les sommets des triangles K

Vi , étant un R sous espace vectoriel de V , donc :

1
Vo€V =<o,... 0> F{g}iZh cR telque q, = ZCIi 12
Ou {y; }i=5 sont des fonctions de base de V;, vérifiant: -
Yila)=06,; 0<i,j<I
Avec:  a; est dans'ensemble des noeuds de § vVji=0,..,1I
Ce qui entraine que: 1
n(ay) = Z a¥i(a) = g;
= q; = qn(ay) et n = (90,91, -, q1) € R™*?
Alors, pour cette raison on identifie: Vp = RIH1

Cette remarque est valable pour z, puisque elle est définie dans V qui contient V),
I

I
VZh € Vh , 3 {Zh}€=0 cR Zh(aj) = Zz,—tlll.(aj) = Z; et z; = Zzi wi
i=0

i=0
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Remarque (3.1.2):

Comme z),, g;, sont bien des fonctions appartenant a P; sur chaque K de la
triangulationzyalors Az, =0 = Agy,

Compte tenu des notations précédentes, on a
% le probléme (P) peut s’écrire sous la forme:

J(uy) = o Eig;h] (vn) (Pr)

% la formulation variationnelle associée a [1] ou bien a [4] est équivalente 3
a(n, 1) = L(gpy) Von €V,

Qui peut s’écrire sous la forme d’un systéme

I
D valpv)=Lw)  viefo,.n 3.1)
7=0
On pose la matrice carrée A = {a(¥;, ¥)}osi jr
le vecteur inconnu  y = (y,,y4,...,y;) ¢ 3.2)

le vecteur b = (L(¢0)'L(¢1)I 'L(ll}l))

Done (3.1) est équivalente a résoudre
Ay=b = y=A1p
2. Choix du paramétre de convergence p
C’est I’étape la plus importante dans I"application de cet algorithme, elle consiste  faire
2a

hAlj2
ol A est la matrice déterminée précédemment telle que

un choix convenable de p de fagon que 0<p<

1
Ml = max( >l | (3.3)
j=0

On choisit un parameétre p qui assurera la convergence de la solution optimale estimée vers
la solution exacte. Soit donc, £ > 0, Py, un réel positif. Comme il a été expliqué dans le
premier chapitre V-1, a chaque itération k, on cherche a minimiser le lagrangien £ par une
méthode numérique connue : la méthode du gradient avec projection a pas fixe dans le cas des

contraintes ou seulement avec un gradient a pas fixe s’il s’agit d’une minimisation sans
contraintes. Dans ce contexte on peut se référer 8 G. ALLAIRE [2], P.GCIARLET [13].
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Dans les deux cas, pour un g, assez petit et un paramétre y posmf fixés, on se donne un

vecteur initial u}**, A chaque itération r, la détermination de up”est élémentaire puisqu’on a
simplement

( ’I:r+1 =Py, (u,': M— (uh Vi ph)) (methode du gradient projeté)
J ou bien 3.4)
kr+1 Kkr oL . N .
U T =y~ #ﬁ (uh , yh, ph) (methode du gradient a pas fixe)

Remarque (3.1.3)
Le choix de y est trés important puisque la convergence de cet algorlthme dépendra de ce choix.

D’aprés G. ALLAIRE [2], P.GCIARLET [13Lil faut que 0 < < = de fagon que
< L, soit hpschltznenne sur Q , c'est-a-dire qu’il existe une constante C>0 telleque

”617 v.5.p) “‘(W'y' P)” < Cllv —wj Vu,weQ (3.5)

% L est a-convexe.

On arréte ce processus lorsque
"uk ,r+1 u}l:,r" < &

Donc on peut déterminer uh comme étant uh = u,’f Tt

Remarque (3.1.4)
C’est les mémes démarches suivies pour la minimisation du lagrangien par rapport au second

argument yf et 4 la fin on trouve yE = y,f T

A ce niveau, on résout le probléme dual
(PE*), = max (0.P¥ + p(~Ayk - £ — u,’:)) 0,..,1 (3.6)
On s’arréte lorsqu’on obtjent
[luh** —ukfl < &
lyirt -kl <«
3. Convergence de la solution discrétisée :
Dans cette partie, on montrera la convergence de la solution approchée vers la solution exacte
Théoréme : (3.1.5)
On suppose qu’il existe W sous espace de Q dense dans Q et une application
W - @y tel que
YVvEW, }lingllv 1P
Alors
limllu = upllg = 0

40




S.BENZERDJEB Chapitre IlI : Résultats Numériques

Démonstration
Soit & > 0 puisque W dense dans Q, alors il existe v € W tel que |lu— V|l < f;
Par définition on a

ﬂr&llv —mMllp =0 (vg >0,36,>0,h<6(e) = |lv - @l < %)

A ce niveau, on doit se rappeler du théoréme de convergence (d’aprés THOMAS RAVIART
[10]) suivant :
Théoréme :
Il existe une constante strictement positive et indépendante de Q), < ( tel que

u—u <cinfllu—-v
Il rllg i it rllg

Donc on a
"u - uh”Q <c inf [Iu - vh"Q Vvh € Qh
thQh

Ce qui implique
lu —uplly < clju— (g

= Mu-ully scliu—vlly+cllv-nwl,

< £+ &
Sc—+c—=¢
2c 2c

Par passage 4 la limite, Il en résulte que
limllu —upllg =0
Remarque (3.1.6)

Ce théoréme est valable pour montrer que
Limlly ~ yully = 0

I1. Contrile distribué (1D)
Pour un exemple de test on se restreint  la dimension une, on considére donc un intervalle

ouvert borné de R; Q =]0,1[ .
Soit le probléme stationnaire suivant :

-y =f+v dans Q =]0,1]
[1]
y(0) =y(1)=0 sur T

On a montré dans le chapitre précédent, I’existence et 'unicité de la solution y(u) agissant
sur le systéme d’état [1] et de méme, pour le contrdle optimal u qui est une unique solution
pour (P).

En gros, on doit chercher un point-selle (W, y,p) € Ugg x HA(Q) x HZ(02) associé au
lagrangien £ défini par
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L(v,2,q) = J(0,2) - f A=Y~ f=v)dx  V(1,2,9) € Up x HQ) x HI()
n

Avec

1 N
Jv,2) = ——f (z—yy)%dx +—[v2dx
2 Jg 2]y
Ou z€HI() et v,y, € L’(Q) N>0

Puisque les espaces considérés sont des espaces de Hilbert de dimension infinie, alors on se
ramene  la dimension finie par une approximation (up, y,, py,) de (u, Y,p) dans Uy p, x

Vo,u X Vo1, 0t Vg sest un sous espace de Hg (12) constitué de fonctions continues affines par
intervalles. En effet ;

On subdivise I’intervalle Qen n + 1 intervalles K;, 0 < i <n de méme longueur h = n—il ou

h est appelé le pas de discrétisation uniforme auquel on associe les points :
a;=th 0<i<n+1

On a les notations suivantes
¢ K =[a;_4, a;] pour 1<i<n+1
* Q=UL,K;
* Vor ={z5 € H(Q) tel que Zh, €P 1<i<n}
K;
¢ Qn = {v, €L2(Q) tel que vh, €EP, 1<i<n)
K

* Uggn={rph€Q, 0< vp < Blest un ensemble convexe fermé
dth c 1? (.Q)

Les fonctions définis sur chaque sous espace s’écrivent comme une combinaison linéaire des
fonctions de base et leurs valeurs aux pointsq;, 0<i<n+1.

~—_p
Ap+1

Figure (3.1)

Il est clair que la dimension deVy,p, est n, on doit donc déterminer sa base telle que
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( VO,h = (1,01; ¢2' '"rlpn)
J ¥i( ) =6 Vij€fl,..,n)
n
Yn€Vor = Ayl cR y, = Z}’i Wi
. i=1

Une telle fonction de base est donnée analytiquement par :

Ix — a;
1——— x € [a;_4,a,,]

Yi(x) = h

0 sinon

Remarque (3.2.1)

Qr, est un sous espace de L2 (€) qui est de dimension finie €gale 4 n + 2 car les fonctions
de base sont définies sur la frontiére, mais comme le contréle est défini uniquement a
Pintérieur de Q alors on se restreint aux n fonetions de forme citées ci-dessus.

De plus on a U €0 = il cR u, =31, u o,
Donc on est devant le nouveau probléme

sup  L(un, Yn, qn) = L(up, Y, pp) = L(vp, 2y, pp) 3.7)

inf
qnEVon On.zn)€ Uggpx Vo

On recherchera le point-selle indiqué dans (3.7) par I’intermédiaire de P’algorithme
d’Uzawa donc il faut tout d’abord, vérifier les conditions assurant la convergence de la
solution estimée.

On commence par la vérification de I’'q — convexité de ] par rapport a uy, et Yy, car le
Lagrangien est formé de la fonction coit J dépendante de u et de y qui eux-mémes sont
Indépendants, donc I'a — convexité de J sera vérifiée par rapport aux deux paramétres de
minimisation approchés par u;, et Vh

Aprés tout calcul, on trouve

N
U no yn) = J' Wn y), up — vp) = 7 lfup = vpI?

1
U nyn) = J' (up, 2), yy ~ Zp) 2 5 1y — z4(f?

. N 1
Cela veut dire que ] est @ — convexe avecq = max ;,5) pour N € R}

Remarque : (3.2.2)

Dans le chapitre I, les contraintes qualifiées ¢;, i = 1, ..., m étaient affines, on les a, par
conséquent, représenté sous la forme matricielle @ = Cv — d, dans ce cas, elle est donnée par
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la premiére équation du systtme d’état [1] —y,,” — f — v, = 0 qui elle aussi est affine donc
convexe. Et de plus ce systéme est équivalent 4 sa formulation variationnelle

a(Yr, ¢n) = L(py)

Cette formulation va nous aider 3 calculer le pas de descente, qui est le but de la partie
suivante.

1. choixdep:

Pour déterminer la valeur du pas de descente p on doit calculer la matrice A.En fait, on
sait que le support de chaque 1; est Kiv1 UK, 1<i<n cequipermet de calculées le
premier terme uniquement sur K; . Ainsi, le troisi¢me sera évalué uniquement sur K, , . Par
contre le second sur tout le support. En utilisant (3.1) et (3.2), on peut avoir :

Z via(W; ;) = yioqa(i_y, V) +yia(Wu ¥) + yip1a(@Wies, ¥)
=1

a(W;, ¥y-1) si j=i-1
Q;j = a(’l’i: 1/)]) = a(llli.?/)i) si j=i
a(i, P141) si j=i+1
Le premier terme et le dernier sont €gaux puisque a est symétrique tel que

Qi+ -1
a(Wi¥i1) = a(Pi_q, ¥;) = [ _ Y dx = W

Egalement, aprés calcul du second terme, on a

Qi+1 2
aWuvi) = [ yPax=2

Qj—y

Donc on peut remarquer que la matrice associée a Pair d’étre une matrice tridiagonale

L)

> =
(N
|
[y
o

Et donc (3.2) entraine que ||A4| = %

2
Par suite 0<p< %

b=L{y), 1<i<n

4
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On applique le méme prmclpe pour calculer L(y;), 1 <i <n.Enfait,ona

LW, = f fo; dx+Zv, f Yy dx

=f f(1+ dx+faiﬂf(1—x al)dx

Ay
+vi_1f“ (1+x al)(l_x al_)d

Qi1

+vi(fai (1+—;—‘ﬁ) dx+[i+1(1—x;ai)2 dx)

Qj-1

+vi+1f M(1+-x—iﬂ (1_x a’) dx

@iy ag -_q.
=2h +— (f fxdx - f fxdx)—v,-_lf e\ ol a, 1)
aj—q h
X — a U1 oy — a
+vl( x+f )
Qj-1

1y —q; X —a
vl+1f ( i+1 ( 1) dx
a;
Remarque (3.2.3) :

Ces calculs peuvent étre effectués par une méthode d’intégration numérique.

Notation :
Pour des raisons de simplification de la notation, on prend vy, uy, y;, Zp,qp et py,
respectivement comme étant v,u,y,z,qetp

2. Construction de I’algorithme :
On a bien le probléme primal Pr)
Minimiser J(v,y)
(Pr) VE€Ugn , yE€EVy,
sous les contraintes d'egalités de [1]

qui est équivalent 3 son dual D):
Maximiser L(u,y, q)

(D)
q €Vor
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Pour résoudre la premiére étape de Ialgorithme, on propose la méthode de gradient a pas
fixe, pour la minimisation sans contrainte du Lagrangien par rapport 4 y on doit donc vérifier
l'a - convexité de £ par rapportay

En utilisant la dérivée partielle de £ déja calculée dans le chapitre T,

aL
(@ (wy,p)o) = fn (v — yq + Ap)g dx

On obtient pourgp =y —z :

9L oL
Gy WP~ (wzp)y~-z) = fn O-2%dx 2 |ly -zl a=1

Le caractére de lipschitiz de Ly, présentée dans (3.5) donne

i
funy

=lly-zll < lly - z|| c

oL aL
,_a_:; (u)y: p) - 5; (u: Zz, p)

De tous ces calculs on conclut quel < pyy < -Z—': = 2.

Maintenant, on passe au second cas, la minimisation avec contraintes du lagrangien par
rapport au contréle v. Comme il a été mentionné dans le paragraphe I. on résout ce probléme
par le gradient A pas fixe avec projection. On vérifie aussi I’ — convexité de £ par rapport
a v . Du calcul fait dans le chapitre Il on a

oL
Gy @220 = [ Wut p)gdx (3.8

On obtient pourp = v —y :

ac oL
- - - = —p)?
(au (u,y,p) 75 w,y,p),v—u) fﬂ N(u—v)%dx

Il faut également que £,," soit lipchitzienne par rapporta u :

|

2
Alors dans ce cas 0 < p, < C—Z =2/N.

oL L
™ (wy,p) — 3 w,y,p)

,=N|Iu—v|l£N!Iu—vll C=N

A ce niveau, on peut définir Poperateur de projection P de Vo surUyg, (ou bien sur le
segment [0, f(x)]) tel que 'ona

Ppo, pxy) u = min(B(x), max(0, u(x))). 3.9)

En résumé, soit £ > 0 assez petit, on se donne un vecteur initial nul p? parce que zéro est
la plus petite valeur positive que peut prendre un réel positif. D’autant plus que I’on peut se
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donner un vecteur initial ¥° pour la seconde minimisation en résolvant le

quey® =41 p

systéme (3.1) tel

Dans ces conditions et en utilisant les deux formules de (3.4) et celle de (3.9), on peut

déterminer 1’algorithme recherchant le point-selle(u, y, p):

1. Initialisation :
k=0,p°=0, u®=0 ¢ assezpetit ,
2. Itérationk :

usqu’'a ce que :
q q
"uk,r+1 _ uk,r" <e
sinon on répéte le processus

(lnitialisation
r=20,
calcule b
y0 = A—lb

A, y,, uy donnés

b) J Iterationr
YOl = ykr -y (ykr — y )

Jusqu'a ce que :
kr+1 _ 4k,
[[yer+t — ykr| < &
sinon on re pete le processus

3. Teste d’arrét
et — k) < e
et |yl —yk<e

Sinon enpose k = k + 1 et on passe a 2

9 @) =max (0, p* +p(—Ay* — f —uk)), i

P > 0 fixé et N donnée

p* Connue
( Initialisation
r=0, ub®=0, pu,:fixé et B donnée
Iterationr
a) J ukr+1

0,...,n
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II1. Contréle Frontiére en 2D:

Soit 2 =] 0,1[x]0,1[ le carré d’unité de R2

Etant donné une fonction f e L*(2) de la forme f(x,y) = xy .11 s’agit de résoudre le
probléme de contrdle optimal des €quations aux dérivées partielles de type frontiére, cela veut
dire que le contrdle n’est pas défini & intérieur de £ mais seulement sur la frontiére I' qui
représente une courbe.

Le systéme d’état attribué a ce type de contréle est:

ad
4 =v sur T 4]

{-Ay+ y=f dans )
on

Compte tenu de tout ce qui a été vu auparavant, il est clair d’obtenir les résultats sujvants :

% Le systéme d’état [4] est équivalent a sa formulation variationnelle associée telle que
V @ € H(N), il existe un unique y(u) € H1(2) solution de :

a(, ¢w)) = L(p) [5]

Cela veut dire que

[VyV(odx+fy(pdx=ff<pdx+j(puda
Q o o r

% Le probléme de minimisation suivant

J@) = Inf J(v) (P)

VvEUgq
admet une unique solution d’aprés le théoréme de Lax Milgram.

% Résoudre (P) est équivalent a trouver un point-selle (u.y.p) associé au Lagrangien
L dans L2(I) x H(Q2) x H1(Q) défini par :

L(v.z.q) = J(v.2) — [q (—4z + z — f)dx
i
ol J(w.2) = § Sz —2,)% do +§ Jovido

En utilisant une approximation par élément finis, on réduit le probléme (3.7) 4 un probléme

en dimension finie. De fagon plus précise, on se donne un entier naturel n et on choisit un pas
e e . . . , 1

de discrétisation uniforme en abscisse et en ordonnées comme étant h = o7 acepas hon

associe les points

Qm={hmh) O0<lm<n+1
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qui subdivisent le domaine {7 en 2n2 triangles de la forme:
Kim; = {(a,_m; al+1,mial+1.m+1) 0<Im<n et0<ic< 2(n+1)?

ry
N nh K/,m,
(m+1)h // rs
I mh
/
A4
0 th (+Dh  nh=]

I

Comme précédemment, on construit les fonctions de base {Wim Jm=0 de V}, vérifiant la
propriété
Yim(@m) =8,n  pour Lm = 0,..,n
La dimension du sous espace Vpestl = (n+ 1)2

1. Choix du p:

En calculant p* = ”%ﬁ;, on peut déterminer le pas de convergence qui doit étre inferieur

strictement & p*
> D’aprés la démonstration du théoréme (3.2.2) (b) qui a été établi dans le chapitre

précédent, on a obtenu le résultat suivant
V60 =J @) u=v) = 2ly@) - y@) I,y + 2Nl = vl

Ce qui entraine que
U'(up) = J' wn), up — vp) 2 2NJJuy, - Vallfz g
D’ou ’a — convexité de | (Pellipticité) avec a = 2N
» D’autre part, on doit calculer Al

De (3.1), on sait bien que
a(y;, ¥;) = Z ( [ Vi Vip, dx + f Y dx )
ostimsn+1 V' Kim Kim

Cette matrice sera obtenue pour une évaluation de chaque terme a(lll s lpi) qui

représente un élément de la matrice 4 pour cela on utilise des formules de
Iintégration numérique. D’aprés M.FORIN et R. GLOWINSKI [9], on utilise
des formules de quadrature pour des résultats exactes.
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2. Construction de L’algorithme
On a bien le probléme primal (pr)

Minimiser J(v,y)
(Pr')

ve Qh s y € Vh
sous les contraintes d'egalités de [4]

qui est équivalent & son dual (D N
Maximiser L(u,y, q)
o
qeEW,

Pour la résolution du primal (Pr") on propose la méthode du gradient 2 pas fixe, pour la
minimisation sans contrainte du Lagrangien par rapport 3 y et 2 v. On doit donc vérifier
l'a — convexité de £ par rapport 4 y

En utilisant la dérivée partielle de £ calculée déja dans le chapitre II,

aL dp
<a_ (wy,p), @) = f @ (z -2y~ —) do — f(p(—Ap +p)dx Vg e H(Q)
Yy r on 0

On obtient pourp =y — 7 ;

ac oL

—— —— —_ = —n)2 > —- 2 —
De la méme maniére que (3.5), on présente le caractére de lipschitiz de Ly, parrapporta y . ce qui
donne

=lly-zll <lly-z| c=1

aL aL
,@ (w,y,p) —E(“' z,p)

De tous ces calculs on conclut quel < puy < z—‘: = 2.

Comme il a été vu dans le premier cas. On vérifie aussi I'a — convexité de £ par rapport 3 v.
Du calcul fait dans le chapitre II,ona
aL
Gy @¥2)9) = [ (Wu + pgdo 3.10)
r

on obtient pour p = v —y :

oL oL
— - = —_ ) = —1)2
(6u (w,y,p) P W, y,p),v—u) fr N(u—v)2dx

= N"u - UHZLZ(I-) 2 N"u - v"2L2 a=N

®

I1 faut également que £, soit lipchitzienne

S0
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=NHu—le$Nllu-vll C=N

oL L
7 (wy,p) - a (u,z,p)

Alors dans ce cas 0 < Uy < 2—‘: =2/N.

En résumé, soit &£ > 0 assez petit, on se donne un vecteur initial nul p° et pour la méme
raison d’exactitude que précédemment -en utilisant la formulation variationnelle associde 3 [5]

et la formule (3.2), on choisit 0 tel que y9'=A4"1p

En utilisant la premiére formule de (3.4) on abouti a la construction d’un algorithme
recherchant le point-selle (u, ¥, p):

1. Initialisation :
k=0,p°=0, cetp> fixés; N donnée

2. Itération k :
p* Connue
(Initialisation
r=0, u*® =0y donnée

Iteration r
@) J ukr+l — ukr — ,ul(Nuk'r + pk)

Jusqu’a ce que :
"uk,r+1 - uk,r” <e¢
\ sinon on répéte le processus

(Initialisation

r=0, A,zjetu, données
calcul b
yk,() — A—l b

Iteration r
yk,r+1 —_ yk,r -y ( yk,r — zd)

>

b)

Jusqu’a ce que :
I+t =y < e
\ sinon on répéte le processus

o (P**'), = max (0, p* + p(=dy* —f—uk)), i=0,..,(n+ 2)?
3. Teste d’arrét
"uk+1 — uk" <e¢
et |y —yki<e
Sinon enposek =k + 1 et on passe a 2

s1

o




il




Conclusion

Conclusion

Dans ce Manuscrit on est arrivé 3 voir Palgorithme d’Uzawa pour la résolution de
problémes de contrdle optimal des ED.P & partir d’un lagrangien qui représente une méthode
efficace pour la résolution du fait qu’elle utilise la dualité.

Du fait des contraintes sur Iétat, le probléme de contrdle primal n’est pas simple a
approcher numériquement. Par contre le probléme de controle dual est souvent un probléme
sans comtrainte sur 1’état, et de ce fait son approximation est plus aisée.

Evidement on a constaté que I’operateur de projection du probléme dual est immédiat,
tandis que ce n’est pas le cas pour le primal. On remarque ainsi, que Ialgorithme d’Uzawa
correspond au gradient avec projection du probléme dual.




Annexe

Dans ce qui suit-on considére V un espace de Hilbert et que K est un sous ensemble convexe
et fermé de V, on définit Ia fonctionnelle / : V —» R

Définition 01 :
Soit Vun espace de Hilbert. [ une fonctionnelle deV dansR .
On dit que f admet une dérivée directionnelle au point a dans la directionw , si :

_ 5. fla+6w) - f(a)
(Vf(a),w) = alrg)g 7

l
-

Si, de plus, la dérivée directionnelle en u existe pour tout w € V et que w +— (Vf(a),w) est
une application linéaire continue deV dansR, alors on dit que [ est différentiable au sens
de Gdteaux en u.

Définition 02 :

Un ensembile K < V est dit convexe Si, pour tout x, y € K et tout réel a € [0, 1], I’ element

(ax + (1 — a)y) appartient aK.

Définition 03 :
On dit qu 'une fonction | définie sur un ensemble convexe non

vide K €V et “a valeurs dans IR est convexe sur K si et seulement si
Jlau + (1 - av)<a/lu)+ (1 - a)J(v) Yuv EK, Va € [0,1].

Proposition 04:

Soit JErreur ! Signet non défini. une Jonction différentiable définie sur un convexe C deR™,
alors] est convexe si et seulement si :

V(x,y) €ECX C, (V](x),y - JC) S](}’) —](X)
Proposition 05 :

Soit ] une fonction convexe de classe C 1, définie sur R™ et x*un point de R™. Alors, x* est
un minimum (global) de | si et seulement siV](x*) =0

Théoréme 06 (de ’existence d’un minimum) :

Si la fonction |qui est convexe et semi continue inférieurement est infini & Uinfini
J@) >+ quand  vlly - +oo

Ou bien si le convexe fermé K est borné.

Alors le probléme (P) admet au moins une solution optimale tel que

Jw = '17 7611): J(@) (P)




Proposition 07:
] est convexe, respectivement (strictement convexe) si et seulement si | 'est monotone
(respectivement Strictement monotone)
Clest-a-dire

V') -V (v),u— vy 20 Yuvevy
(Respectivement V@ -v'@w),u-v)>0 Yu,vevV)

Théoréme 08 (Inéquation et équation d’Euler):
e Soitu € K convexe. On suppose que ] est convexe et différentiable en u. alors u est
un point de minimum de] sur K, si est seulement il vérifie

(VJ,v-u)>20 vvecKk.

®  Une condition nécessaire et suffisante pour que Le probléme optimale (P) sans
contrainte admette une solution u est que cette solution vérifie I'équation d’Euler
suivante
V'w,v-u) =0 VvEK=V
Théoréme 09(Lax Milgram) :
Soit L(.) une forme linéaire continue sur V,a(.,.) une forme bilineaire, continue et coercive
sur V.Alors la forme variationnelle suivante

trouver u € V tel que
{a(u, v) = L(v) pour toute fonctionv € V
admet une unique solution.
Zhéoréme 10 (Projection) :

Soitw €V, il existe un et un seul Pw tel que
PweK et |[lw—Pw|=Inf flw — v
vek

Pw Est appelé la projection de w sur K
Siu verifie

(u-wv—u)>0 pour toutv € K
Alors u = Pw
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