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Chapitre 1

Introduction

Les modeéles mathématiques des maladies infectieuses sont importante en
épidémiologie, ils permettent en effet de prévoir I’évolution d’une maladie
infectieuse au sein d’une population et en fonction de divers paramétres,
tel que les déplacements interne de la population et les contraintes spatio-
temporelles. Ces modéles permettent également de trouver des stratégies op-
timales pour éviter les épidémies ou des stratégies de prévention. Au cours
de la derniére décennie, plusieurs travaux ont été effectués sur la dynamique
du virus de I'Hépatite B (VHB), le virus de I'Hépatite C (VHC) et le virus
de 'Immunodéficience Humaine (VIH). Ces études ont fourni des idées sur
la réplication virale, le taux de mortalité des cellules et I'éfficacité du traite-
ment. Dans ce travail on va présenter un modéle mathématique, qui décrit
I’évolution du VHB, ce dernier est un virus extrémement contagieux, 50 a
100 fois supérieure a celle du VIH, il se contracte par le contacte avec le sang
et d’autre liquides corporels.

Le modeéle mathématique proposé a I’étude est un systéme d’equations dif-
férentielles non-autonome, dont la dynamique virale est décrite par I’évolution
temporelle des trois populations: les cellules non infectées, les cellules infec-
tées, et les particules virales libres. on s’interesse a I’existence des solutions
périodiques de ce modele, pour cela on utilise le théoréeme de continuation
de Mawhin [5], qu’on va presenter dans le chapitre suivant.

Ce mémoire est composé de deux chapitres:

Le premier chapitre, est consacré a quelques définitions élementaires et
des notions mathématiques qui vont nous servir dans ce travail. En deuxiéme
chapitre, on présente le modéle mathématique qui décrit 1’évolution du VHB,
son étude mathématique et on termine par des simulations numériques pour
illustrer les résultats théoriques.

Mots clés: solution périodique, virus Hépatite B, degré topologique.



Notations:

Ces notations seront utilisées tout au long de ce mémoire
X etant un espace vectoriel normé

CHRY) : I'ensemble des fonctions contintiment différentiables
r = (11,2, T3, .., T,) : élement de RY

i(t) = 4 ]a dérivée temporelle

Q) : un ouvert de X

Q : la ferméture de Q

0€) : le bord du (2

I|l.]| : la norme dans l’espace vectoriel X

dist : la distance associé a cette norme

E etant un sous espace vectoriel de Xon notera par
X/E : Déspace quotient de X par le sous espace F
dim(£) : dimension de E

codim(F) : codimension de E

Dom (L) : domaine de définition de lapplication L
ker(L) : le noyau de L

Im(L) : 'image de L

Ind(L) : Iindice de L

L4 : la réstriction de I'application L sur I’ensemble A
det : le déterminant

exp(z) : exponentielle d’un élément x

2T . le transposé du vecteur

deg : le degré topologique

Id : I'application identique

sgn : Iapplication signe

J¢  :le jacobien de f

f est w—périodique : f est périodique de période w



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré a un bref rappel de quelques notions mathéma-
tiques relatives a I’étude des systémes différentiels non linéaires dont on aura
besoin dans la suite du travail.

1.1 Degré topologique

Soit y € RY, f: RY — RY une application au moins continue, et considérons
I’équation

f@)=y (1.1)

Comment peut-on s’assurer de maniére "un peu pratique " qu’il existe au
moins une solution z a (1.1)7

Il y a une réponse relativement simple dans le cas ol f est une applica-
tion linéaire, grace a la non nullité de déterminant de f, ceci n’est pas une
condition nécessaire et suffisante, méme si le déterminant de f est nul, il peut
exister des solutions pour certains y € R¥mais ne sont pas stable.

Ici on s’intéresse & un invariant topologique qui posséde ’avantage de
déduire l'existence de zéro de f dans le cas oul f est une application non-
linéaire, nous souhaitons developper un outil jouant, pour des applications
non-linéaires ce role de déterminant pour les applications linéaires: un réel
"le degré topologique " qui indique par sa non-nullité que (1.1) a au moins
une solution. De maniére évidente, ce degré dépendra de f, y et aussi de
I’ensemble sur le quel on cherche les solutions de (1.1). Souvent en pratique,
il est tres simple de prouver la non nullité de degré topologique que de prouver
que (1.1) a des solutions.



1.1.1 Degré topologique de Brouwer "dimension finie"

nous allons maintenant définir le degré topologique de Brouwer.

Théoréme 1 [7] pour tout ouvert borné Q C RN, etV y € RY il existe une
application deg( f, Q, y ) appelée le degré topologique de Brouwer satisfaisant
les propriétés suivantes:

(ow, f:Q — RN wune application continue)

i) normalisation: si y € Q alors deg( Id, 2,y ) = 1.

ii) additivité: si €, 5 deus ouverts disjoints bornés de RN
etsiy ¢ f(0Q)U f (02)  alors

deg(fanUQ%y):deg(f7Qby)+deg<f7927y)'

iii) la continuité: deg( f, €2, y ) est continue par rapport a f, et a y.
iv) l’invariance par translation: deg( f, 2, y ) = deg( f —y, Q, 0).
Définition 1 [8]:

Soient 2 un ouvert borné de RVet f € C'(Q),Vy € RY tel que y ¢ f(0
), on définit le degré topologique de f en y par

deg(f, Q,y )= > sgn[det df,]

zef ~'(y)

= 2 sgnlJ(x)]

zef ~Hy)

Si f ~Yy) =0 alors deg( f ,Q,y)=0.

Nous allons énoncé une autre définition qui est équivalente a
la premiere



Définition 2 [8]:

Soient © un ouvert borné de R¥et f € CY(Q),Vy € RY tel quey ¢ f(99),
considérons la fonction ® € (]0, +oo[, RY ) a support compact contenue dans

10, af telle que [ ®(x)dx = 1, on appelle le degré topologique de Brouwer de
RN
f dans 2 par rapport au point y le nombre

deg(. ) = [ ®(1f(a) ~y)la)do
Remarque 1:

le degré topologique deg( f, €2, y) est indépendant de la fonction ® et de sup-
port de ®.

Propriétés principales de degré [8]:
La premiére propriété importante de degré est sa stabilité

i) Stabilité par rapport a la fonction: soient {2 un ouvert borné de
RY et y € RY. On suppose que fi, fa : © — RY sont deux fonctions
continues telles que y ¢ f1(0Q) U f2(052), alors si

11 = foll < sty £1(09) U f2(09),

deg( f17Q7 Y ) = deg( f2797 Y )
il y’a d’autres types de stabilité liées a la perturbation de la cible

ii) Stabilité par rapport a la cible 3: soient { un ouvert borné de R
et f € C(Q,RY). On suppose que y1, y» € RY telles que

y1 et ya & f(O), pour |y; — yo| suffisamment petite, on a

deg(f7 Q> yl) = deg(fv Qa y2)

iii) L’invariance du degré par homotopie:



Définition 3 [8]:

Soient X, Y deux espaces topologiques et f, g deux applications continues
de X dans Y, on dit que f est homotope & g dans Y s’il existe une fonction

continue
H:0,1]xX—>Y

telle que H(0,z) = f(x) et H(1,x) = g(z) pour tout z € X. La fonction H
est appelée une homotopie.

Proposition 1 [8]:

Soient H :[0,1] x @ — R une fonction continue et y ¢ H([0,1] x 9£), ou
Q un ouvert borné de RY alors pour tout ¢ € [0, 1] on a:

deg(H(0,.),Q, y) = deg(H(t,.),, y)

ca veut dire que deg(H, 2,y ) est independant de t.
L’intérét principal de cette notion réside dans le fait que si deux applica-
tions sont homotopes, elles ont le méme degré.

iv) Propriété d’existence:

sideg( f, Q,y ) #0alors 3 x5 € Q tel que f(zg) =y
si deg( f, 2, y ) # 0 alors f(€2) est un voisinage de y

v) Dépendance aux valeurs sur le bord:

Soient © un ouvert borné dans RN et f, g € C (ﬁ, RN ) , supposons que
f =g sur 0f) alors

deg( f, €,y ) =deg( g,y )
Pour montrer ce résultat il suffit d’utiliser I'invariance par ’homotopie de

degré topologique, tel que ’homotopie suivante:

H(t,z) =tf(x)+ (1 —1t)g(x), Vtel0,1]



1.1.2 Degré topologique de Leray-Schauder "dimen-
sion infinie"

Nous cherchons ici & construire un degré ayant la méme finalité que le
degré de Brouwer en dimension infinie ie: un invariant topologique qui permet
d’assurer l'existence de solution d’ une équation de la forme f(z) =1y, ou
f est une fonction continue d’un espace de Banach dans lui méme, donc
I’idée de cette partie est de généraliser la notion de degré topologique aux
espaces de dimenssion infinie et & une classe d’application (les perturbations
compactes de 'identité).

Définition 6 [3]:

Soient E un espace de Banach et T un opérateur compact défini sur Q & valeur
dans FE, posons () = Id — T cette application est appelée une perturbation
compacte de 'identité.

Définition 7 [3]
Soient £ un espace de Banach et Q un ouvert borné de E, soit T € C(Q, E)

telle que T'(2) soit contenue dans un sous-espace de dimension finie F' C E
et posons ¢ = Id— T cette application est appelée une perturbation de

dimension finie de l'identité.

Définition 8 [3]:

soit ) une perturbation compacte de l'identité: ie Q = Id—T, 00T : Q — E
un opérateur compact et V y € E\Q(012), on définit le degré topologique de
Leray-Schauder par

deg( Q, €,y ) = deg( Qc, 2,y )

ol, (). est une perturbation compacte de l'identité en dimenssion finie,
vérifiant pour tout = € Q tel que [|Q(z) — Qc(z)| < €, avec € = dist(y,
Q(0%))

Propriétés principales du degré:

Rappelons que le degré de Leray-Schauder est une généralisation du degré
de Brouwer dans un espace de dimenssion infinie et a une classe importante
d’application (les perturbations compacte de I'identité), ce qui entraine que
les propriétés fondamentales de degré de Leray-Schauder sont similaires a
celles du degré de Brouwer qu’on a déja énoncées.



1.2 Opérateur de Fredholm

Définition 1.2.1 (définition d’une projection) [5/ soit X un espace vec-
toriel, un opérateur linéaire P : X — X est une projection

si P(P(z))=P?*(z)=P(x), VreX

Proposition 1.2.2 [5] Soient X un espace vectoriel et P : X — X une
projection alors

ker(P) =Im(I — P) et Im(P)=ker(I—P)

I suffit de prouver que ker(P) = (I — P)(X), et lautre résultat est
spontanément résolu en remplacant P par (I — P)

Définition 1.2.3 (espace quotient) [1]/ soit E un K espace vectoriel et
F un sous—espace de E, alors le quotient de groupe abéliens E/F, dont
l’ensemble sous-jacent est {e+ F \ e € E} est un K —espace vectoriel appelé
espace quotient muni de la lot interne:

+: E/FxE/F — E/F
(e+F,e+F) — (e+F)+(e+F):=(e+e)+ F.

et de la lot externe
KX E/F — E/F
Ne+F) — A-(e+ F):=(Xe)+ F.
le K—homomorphisme
. E — E/F
e — e+ F

est appelé application quotient ou projection canonique.

Définition 1.2.4 (codimension d’un sous espace vectoriel) [5] soit X
un espace vectoriel normé, un sous espace vectoriel fermé' Y C X est de
codimention fini dans X si l’espace quotient X /Y est de dimension finie, donc

la codimension de Y dans X est la dimension de [’espace vectoriel quotient
X/Y.

Définition 1.2.5 [5] soient X et Y deux espaces de Banach, un opérateur
linéaire L : dom(L) C X — Y est dit de Fredholm si:
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i) ker(L) est de dimension finie
ii) Im(L) est fermé dans Y et de codimension finie
Définition 1.2.6 ["indice d’ un opérateur de Fredholm est
ind(L) = dimker(L) — codim Im(L)

Sidimker(L) = codim Im(L) alors L est un opérateur de Fredholm d’indice
z€ro

Remarque 1.2.7 si L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro, alors il
existe deux projections continues P: X — X et Q:Y — Y

telles que Im(P) =ker(L) , Im(L) = ker(Q) = Im(I — Q)

par suite, il meéne que
X =ker(L) @ker(P) , Y =Im(L) & Im(Q)

Puisque on a

ker(P) = (I — P)(X)

on définit Lp comme la réstriction de L sur dom(L) N ker(P)
Lp :dom(L) Nker(P): (I — P)(X) — lim(L)
il est clair que Lp est une bijection, donc notons par K, son inverse
K, :lim(L) — dom(L) N ker(P)

1.3 Opérateur L-compact

Définition 1.3.1 (Opérateur compact) [3] Soit X et Y deux espaces de
Banach. un opérateur linéaire T' : X — 'Y est dit compact si pour tout sous-
ensemble borné Q) C X, son image T(2) est un sous-ensemble relativement
compact de'Y, c’est-a-dire que l'adhérence de T'(S2) est compacte dans'Y.

L’ensemble des opérateurs compacts de X wvers Y est noté K(X,Y). Si
X =Y, on note simplement K(X)
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Définition 1.3.2 [5] Soient X et Y deux espaces de Banach et N : X —Y
un opérateur continue, soit Q un sous ensemble borné dans X, on dit que N
est L-compact sur 2 si:

i) QN : Q — Y est une application continue, et QN () est borné

ii) K,(I —Q)N:Q — X estune application compacte

Théoréme 2 (Théoréme d’Ascoli-Arzéla) [2] Soit E un un espace métrique
compact, F' un espace métrique complet. On désigne par C(E, F) [’espace
des fonctions continues de E dans F, un sous ensemble M C C(E,F) est
relativement compact, si et seulement s’il vérifie les deux conditions suiv-
antes:

i) M est équicontinue, c’est-a-dire

Ve > 0,36, > 0, Vi1, ts € B,V € M telle que (Jt; — t2] < 0.) = |x(t1) — z(t2)| < €.

ii) Pour toutt € E, l'ensemble M (t) = {z(t),z(.) € M} est relativement
compact dans F.

Généralement pour prouver l'existence des solutions periodiques des
systémes différentiels non linéaires, nous faisons usage du théoréme de con-
tinuation de Mawhin suivant:

1.4 Théoréme de continuation de Mawhin

Théoréme 3 [5] Soient X et Z deux espaces de Banach et L : dom(L) C
X — Z un opérateur de Fredholm d’indice zéro, N : Q — Z est une appli-
cation L-compact sur ), pour tout 0 ouvert borné de X, et P, Q sont deux
projections continues, tel que P : X — X et Q : Z — Z, on considére J
comme l'isomorphisme définie de Im(Q) vers ker(L ).

Supposons:

i) pour tout A € ]0,1[, L(z) # AN(z) pour tout z € 92 N dom(L)
ii) pour tout = € IQNker(L), QN(z) #0
iii) deg(JQN(x), QNker(L),0) # 0

alors 'equation L(x) = N(z) a au moins une solution dans Q N ker(L).



Chapitre 2

Présentation du modéle
épidémiologique du virus
Hépatite B (VHB) étudié

L’objectif de ce chapitre est d’é¢tudier un modele épidémiologique qui
décrit I’évolution du VHB, on va tout d’abord présenter un bref rappel sur
cette maladie, on présente ensuite le modele VHB, puis on donne des condi-
tions suffisantes pour assurer 1’éxistence d’au moins une solution périodique
de ce modele en se basant sur le théoréme de continuation de Mawhin [5], et
on termine par des simulations numériques pour illustrer les résultats analy-
tiques obtenus.

2.1 Définition de ’Hépatite B

L’Hépatite B est une maladie infectieuse, d’origine virale qui se traduit
par une inflammation, plus ou moins détectable au niveau du foie. Elle
peut atteindre les personnes de différents dges. Suivant les constatations des
services concernés déclarent que la catégorie jeune est la plus menaceé, et
I'infection peut mener vers des complications trés critiques.

Le VHB fait partie de la famille des Hepadnaviridae [18], c’est un virus
extrémement contagieux, 50 a 100 fois supérieure a celle du VIH, il se con-
tracte par le contact avec le sang et d’autre liquides corporels. La grande
majorité des patients a savoir 90% refusent spontanément le virus dans le cas
ou I’Hépatite demeure sans symptomes, ou provoque une evolution rapide se
déclare sous forme d’une Hépatite aigué (guérison spontanée), pour les 10%
des personnes infectées ’'Hépatite devient chronique et peut mener a des com-
plications graves telle que la cirrhose ( la destruction des cellules du foie ) ou

12
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le cancer du foie, qui présentent la cause des décés d’un quart de ces malades,
les formes chroniques peuvent se compliquer et arriver a la distruction des
cellules du foie a lorigine du risque du développement du cancer du foie.

Plus de 5% des personnes infectées ne présentent aucun signe apparent
durant plusieurs années ce qu’on I’appel des porteurs (sains), donc 'Hépatite
B est toujours asymptomatique dans 2/3 des cas, et les personnes atteintes
sont toujours menacés d’avoir des complications au niveau du foie, les signes
s’ils existent sont souvent constatés par une fatigue, une fiévre et une col-
oration jaune de la peau [18]. L’infection par le VHB constitue un probléme
de santé publique au niveau mondial. Ainsi, on estime actuellement que
deux milliards d’habitants de la planéte ont été infectés au cours de leurs
vie et que 350 millions (8.5% de la population mondiale ) sont porteurs
chroniques du virus [18], la prévalence de I’'Hépatite B est le plus élevée en
Afrique Subsaharienne et en Asie orientale. La plupart des habitants de ces
régions sont infectées par le VHB au cours de leurs enfance, o 70% a 90%
de la population présentent des porteurs du VHB, selon [18].

. ‘
' 1 Q‘—‘""m-

Répartition géographique du =
risque de contamination en 2005 :
. Haute : préevalence superieure a
8%

|:| Movenne : entre 2 et 7 %

|:| Basse : inféerieure a 2 %

Le VHB peut survivre a I'extérieure du corps pendant au moins 7 jours.
Durant ce laps de temps, il reste capable d’occasionner une infection s’il
pénétre dans l'organisme d’une personne non protégée par le vaccin. La
durée d’incubation du VHB varie de 45 & 180 jours et le diagnostic biologique
de I’Hépatite B se fait par une prise de sang afin de decouvrir certains
marqueurs tel que les anticorps: anti-VHB et les antigénes (une structure
moléculaire reconnues spécifique par le systéme immunitaire, et qui va induire
la synthése d’anticorps).
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Les différentes étapes d’activité du VHB

Les interférons sont des médicaments qui aident & lutter contre le VHB
en augmentant la défense de ’organisme.

Les antiviraux agissent directement contre les virus en limitant leur
multiplication afin de ralentir I’évolution de la maladie.

2.2 Description du modéle de VHB

Dans Nowak et al [11], ces auteurs ont proposé un systéme d’équations dif-
férentielles suivant pour d’écrire I’évolution du VHB

dy; t(t) = b— ey (t)ys(t) — hay (1)

dys(t) = cy1 ()ys(t) — haya(t) (21)
dt

dys(t)

e ky2(t) — gys(t)

ou
y1(t), ya(t), et y3(t) représentent les densités des cellules non infectées et
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infectées et du pathogéne respectivement a l'instant ¢.

b: est le taux de natalité du cellules non infectées.

c: est le taux d’infection.

hi1, ho représentent les taux de mortalité des cellules non infectées

et infectées respectivement.

i : la période de survie du pathogéne dans le sang.

k: est le taux de conversion des cellules infectées mortes en pathogéne.

Par suite, dans Fang et al [4], considérant un systéme d’équations dif-
férentielles non-autonome suivant pour décrire I'influence de la variation péri-
odique de I'environnement sur le developpement du VHB

dy;;w = bi(t) — ety ()ys(t) — )y (2)
dy;tt) = by(t) + c(t)yr (t)ys(t) — halt)ya(t) (2.2)
dy;it) = k(t)ya(t) — g(t)ys(t)

ou,
bi(t), ba(t) représentent les taux de natalité des cellules non infectées et
infectées respectivement & l'instant ¢.

2.3 Analyse mathématique du systéme (2.2)

Notre objectif dans cette partie est de chercher des conditions suffisantes
pour assurer ’existence d’au moins une solution périodique et positive, pour
simplifier faisant les notations suivantes:

€

|

= Lhf@®)dt, f'= min f(), M= max f(1)

w te[0,w] te[0,w]
ou, f est une fonction continue w— périodique.

Théoréme 4 supposons que b;(t), hi(t), (i=1, 2), k(t), c(t) et g(t) sont des
fonctions positives w—périodiques, alors le systéme (2.2) admet au moins une
solution positive w— périodique..

preuve :
La preuve du théoréme (4) est basé sur le théoréme de continuation de
Mawhin [5],
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Posons le changement de variable suivant:

yi(t) = exp(z;(t)), 1=1,2,3 (2.3)
Le systéme (2.2) devient:

dx;t(t) = b1 (t) exp(—x1(t)) — c(t) exp(z3(t)) — hq(t)
dx;t(t) = by(t) exp(—x2(t)) + c(t) exp(x1(t) + x3(t) — 22(t)) — ha(t)
da:;t(t) = k(t) exp(as(t) — z3(t)) — g(t)
(2.4)
Il est clair que si le systéme (2.4) admet une solution (z73(t), z3(t), z5(t))
w—périodique alors (y;(t), y3(t), y3(t))" = (exp(x}(t)), exp(xs(t)), exp(%(t)))T

>
est une solution positive w—périodique pour le systéme (2.2).
Soient X et Y deux espaces de Banach tel que:

X=Y= {(wl(t),afg(t),xg(t))T € O(R,R?)\ it +w) = xi(t),i = 1,2,3},
muni de la norme
1G@1(2), @2(®), @s()" || = max a1 ()] + max |wa(t)] + max [zs(¢)]

On définit 'opérateur linéaire:

dzy(t) dao(t) das()]”
dt 0 dt O dt

L:dom(L) C X =Y, Lxi(t), x2(t), z3(t)] =
Ici

dom(L) = {(z1(t), z2(t), z3(t))" € C'(R,R?)}

On considére 'opérateur N définie par:

N:X->Y

2(1) exp(=3(t)) + (t) exp(a:1(t) + w3(t) — 22(t)) — ha(?)
k() exp(w2(t) — z5(t)) — g(t)

[ 1(t) exp(=z1(2)) — e(t) exp(ws(t)) — ha(t)

T
N |
T3
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On définit les projections P et @ telles que:

1 1 i}&)xl(t)dt 1
P | x = Q To = %f0x2(t>dt , | X9 e X
I3 T3 w T3
L [Ls(t)dt

il est clair que

ker(L) = {(a1(t),z2(t), 23(t))" € X : (z1(t), 22(t), 23(t))" = (c1, ca, c3) € R?}
= R3.

On observe que dimker(L) = 3 < 0o
Remarquons que:

Im(L) = {V(z21(t), 22(t), 23(t))" €Y, I(x1(t), 22(t), 23(t))" € X : zi(t) = L(x(t)),i = 1,2,3}
= {(z21(t), 2(t), zs(t) €Y : z(t) = x;(t),z' =1,2,3}

= {(z(t), 2(t), ) €Y : / zi(t)dt =0,i=1,2,3}
0
est fermé dans Y, et par suite

dimker(L) = codimIm(L) = 3

ainsi L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.
Soit L, la réstriction de L & dom(L) Nker(P), alors L, est une appli-
cation bijective a valeurs dans Im(L), donc elle admet une fonction inverse
qu’on notera

K

p

:Im(L) — dom(L) N ker(P).
On pose

L(z(t)) = 2(t) = =(t) = =2(t)
= /Ost(s)ds: i 2(s)ds

= x(t)—x(O):/ z(s)ds

o at) = /0 2(s)ds + 2(0).



Puisque = € ker P

/Ow x(t)dt

0
z(0)
Par suite
x(t) =
Donc
<1
Kp Z2 —
z3
et
X %{0 [bl (t
QN |z | = | 1,
I3 l]‘u
wdJO

19

/Ow {/Otz(s)ds + $(0)] dt

/w t z(s)dsdt + wz(0)

! /0 ’ /0 t 2(s)dsdt.

w

[ ot [ topisa

ftozl(s)ds - éfow fot 21(s)dsdt

ftoZZ(S)dS - éfow fot 2o(s)dsdt

=
[\
—~
+~
~—
@
»
T
—
|
X
[\

[k(t) exp(z2(t) — 23(t)) — g(t

i foz3<3)d5 - éfow f(f z3(t)dsdt

~—
—

La forme intégrale de deux termes QN et Kp(l — Q)N implique que
QN et Kp(I — Q)N sont des opérateurs continus dans X. Par le théoréme
d’Ascoli-Arzela, on montre que QN () et Kp(I—Q)N () sont relativements
compacts pour tout {2 borné de X, ce qui entraine que N est un opérateur

L-compact sur ().

Afin d’appliquer le théoréeme de continuation de Mawhin [5], on aura
besoin les estimations suivantes:

Considérons I'équation suivante Lz = ANz, A € |0, 1]
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dxc}t(t) = Alba (t) exp(—a1(t)) — e(t) exp(x(t)) — ha(t)]
dx??( ) Aa(t) exp(—a(t)) + cft) expl(t) + w(t) — (1)) — ha(0)]
dxgtt = A[k(t) exp(@s(t) — z5(t)) — g(t)]

(2.5)
Dans cette partie nous allons montrer que si (x1(t), z2(t), 23(t))T € X
est une solution w—périodique du systeéme (2.5) alors (z1(t), zo(t), x3(t)) est
uniforement bornée.
Intégrons les trois équations du systéme (2.5) sur [0, w] on trouve:

/0 " by (1) expl(—: (1)) dt = /0 (et explzs®) + ())dt (26)

/Ow(bg(t) exp(—x2(t))+c(t) exp(xy (t) +x3(t) —22(t)))dt = /Ow ho(t)dt (2.7)

et

/Ow(k;(t)exp 2a(t) — ma(t /0 ot (2.8)

a partir du systéme (2.5) et d’équations (2.6), (2.7) et (2.8)
on obtient

r

xll(t)dt) < /Ow b1(t) exp(—mz1(t))dt + /Ow(c(t) exp(z3(t)) + ha(t))dt

_ / " (eft) explealt)) + ha(#))dt, (2.9)

x;(t)dt’ < /Ow(bg(t) exp(—xa(t)) + c(t) exp(xq(t) + x3(t) — z2(t)))dt + /Ow ho(t)dt

/
@ — def

_ / ho(t)dt = 2T, < d, (2.10)
0

et

x’g(t)dt’ < /Ow k(t) exp(:vg(t)—:lzg(t))dt+/0wg(t)dt

r

< 2/ g(t)dt = 205 < ds, (2.11)
0



21

le systéme (2.5) implique que:

/0 by(t)dt = /O () expl@n(t) + 25(1)) + () expa()dt (2.12)

/O " (ba(t) + c(t) exp(an (£) + w5()))dt = /0 (@) exp(ma(®)dt (2.13)

/Ow k(t) exp(zo(t))dt = /Ow g(t) exp(z3(t))dt (2.14)

a partir de (2.12) on obtient:

/0 " L exp(a (1))t < /0 " () explan (1)) di < /0 () exp(an (£)+-25 (1)) (1) exp(s (1)) )dt

= / exp(z1(t))dt <ir w(c(t) exp(x1(t) + x3(t)) + ha(t) exp(z1(t)))dt
h_ll “bu(t)dt = u;sl o (2.15)

D’aprés (2.13), il résulte que:

h /Ow exp(z2(t))dt < /OLu ha(t)(exp z2(t))dt
- / " (balt) + clt) explan () + x3(8))dt - (2.16)

= wby +/ c(t) exp(xq(t) + x3(t))dt.
0
D’aprés (2.12), on voit que,

/Ow c(t) exp(xy(t) + x3(t))dt < /Ow by (t)dt = why (2.17)

De 14, on a

w by + b2) de
/ exp(mg(t))dt<w( 1}: 2) def Py (2.18)
0 2
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D’aprés (2.14), on trouve

g /0 " explas())dt < /O " () exp(as(t))dt

— [ kO explaa(oye < 1 [ explaa(t)

wkM (Z_?l + 52)

(2.19)
h
ce qui nous permet d’écrire
“ wWkM (by + by) ge
/ exp(z3(t))dt < % el . (2.20)
0 29
D’aprés (2.9) et (2.20), on a
/ :p’l(t)dt’ < 2/ (c(t) exp(xs(t)) + hi(t))dt
0 0
< 2 (cM/ exp(xg(t)dt—i—wEl) (2.21)
0
9 M M (7, 7 — de
wkMe 1(1?1 + b) 2wk, def ds.
hag
a partir de (2.15), (2.18) et (2.20): 3¢, € [0,w], 1 = 1,2,3 tel que
P1 P2 P3
In — In —= In ==, 2.22
21(§;) <In o ,T2(§5) < In o ,23(§3) < In o (2.22)

d’autre part on a:

/ £ (s)ds = (t) — 2(€)
13

cela nous raméne & dire

:c(t)—x(ﬁ):/;atl(s)ds</0wx/(s)ds</Ow

pour tout £ € [0,w], et tout te [0,w], il résulte de (2.10), (2.11), (2.21) et
(2.22) que:

xl(s)‘ ds, V¢ € [0, w]
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l’l(t) <$1(€1)+/w ( )‘dt<ln +d1, (223)
.I'Q(t) < 1'2(52) + /w ( )‘ dt < hl —|— dg, (224)
et

Choisissant t; € [0,w],i = 1,2, 3, telles que
t1) = mi t ty) = mi t), x3(t3) = min x3(t
1(t1) tg'[l(}g}fﬁl( ), wa2(t2) tg[lolgf@( ), w3(ts) = o] 3(1),

alors d’aprés le systéme (2.5), on a

by(t1) exp(—x1(t1)) — c(t1) exp(zs(t1)) — ha(ty) =0, (2.26)

ba(ta) exp(—xa(te)) + c(t2) exp(z1(te) + z3(ta) — z2(te)) — ha(ta) = 0, (2.27)
et

k(tg) eXp(l‘g(tg) — (Eg(tg)) — g(t3> =0. (228)
L’equation (2.27) implique que

b2<t2) — h2<t2) eXp(l’g(tg)) <0= h2<t2) eXp(l’g(tg)) > bg(tg)

ce qui entraine que

hol exp(xa(ts)) > ha(ty) exp(xa(ty)) > by(ts) > bl

ceci donne

by des
hM
D’autre part, 'equation (2.28) implique que

exp(xa(ty)) > 0s. (2.29)

g™ exp(z3(ts)) > g(ts) exp(ws(ts)) = k(ts) exp(za(ts)) > k' exp(za(ts))
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il en résulte que

E exp(xo(t KB e
exp(zs(ts)) > pg(M2( A ~ gM}fM = 5. (2.30)
2

D’aprés (2.25), (2.26), on a

bh < by(ty) = c(t1) exp(z(ty) + m3(t1)) + ha(ty) exp(z1(t))
< (M exp(z3(t1)) + hy") exp(z1(t1)) (2.31)

< (CM exp(In % +ds3) + hiw) exp(z1(t1)).

il résulte que,

v’ wh)
exp(z(t1)) > 1 = L (2.32)
M exp(In ’&) +dz) + hM M exp(ds) ps + whiy’
w
D’aprés (2.29), (2.30), (2.32), on a
Il(tl) > In (51, IQ(fg) > IH(SQ, I3<t3) > 11153. (233)

Donc a partir de (2.23), (2.24), (2.25) et (2.33), on trouve:

|x1(t)‘ < maX{lln 51' , In % + dl} d;f 1,

|x2(t)‘ < maX{Hn (52| R ln % _|_ dQ} déf T2’
et

|x3(t)‘ < maX{lln 53' , h’l % + d3} d;f .

de cette maniére, on a montrer que x1(t), 22(t), 23(t) sont uniforméments
bornées par les quantités respective r1, ro, et rs.

Notons par M =1y +ry + 13,

On définit ’ensemble ouvert borné 2 comme suit:

Q = {(21(£), 22(t), 23())" € X : [|(1(£), wa(t), 5(£))|| < M}

Montrons que €2 vérifier les trois conditions du théoréme de Mawhin,
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i) il est clair que, r;, (i = 1,2, 3) sont indépendant de A. Dela la premiére
condition du théoréeme de Mawhin est satisfaite.

ii) siz € dNNker(L) = IQNR3, alors (w1, z9, 73)T est un vecteur constant
de R?, avec ||(x1,x2,x3)T|| =M,ona@QN(z)=0

by exp(—x1) — cexp(ws) — hy =0
1_7_2 exp(—x3) — hy + peexp(zy + 3 — 12) =0
kexp(zg —x3) —g=0
(2.34)

D’aprés (2.18), (2.22), (2.29), (2.30) et a partir du systéme (2.34) on
obtient:

by by
0 < w1_<exp(x1)<:§ﬂ
CpP3 + whq 1 w
3 by +b
52§T2<exp(x2)< 1—1— 2 _&
ha he
et
ok by + Do)k
53§_2—<exp(x3)< ( 11_ 2) S@
- - w
hag hag
suite a ceci
£1
|z1(t)| < max{|lnd;|, ln; 1
P2
|z2(t)| < max{|In ds|, lnz }
et
P3
|z3(t)| < max{|lnds|, lna }
Or
(21,22, 23)"|| = max|21(t)| + max |z2(t)] + max |z5(t)]

} + max{|ln ds| ,

}

< max{|lndq|, )ln&
w

ln&
w

+ max{|ln 03], ‘ln&‘}
w
< ritrot+rs< M
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ce qui conterdit le fait que H(:El, xg,xg)TH =M,
Alors V z € 00 Nker(L) = 9QNR3, ona QN(z) #0

iii) calcule du degré topologique :

Soit J = Id : Im(Q) — ker(L) Papplication identique,
On considére 'application ¢ défini par:

¢ :dom(L) x [0,1] — X

1;1 exp(—z1) — cexp(zs3) — hy 0

G(x1, T, T3, 1) = | exp(—z2) — ha +u | cexp(ay + a3 — T2) |

- 0
kexp(ry —x3) — g

o, i € [0, 1] est un parameétre réel.
Il est clair que

d(x1, x2, 23, 10) # 0, ¥V o € 0QNker(L)

la propriété d’invariance par homotopie du degré entraine que

deg (JQN(ZBl, Ty, 23)", Q Nker(L), (0,0, O)T) = deg(¢(w1, 19, 73,1), 2N ker(L), (0,0,0)T)
= deg (¢>($1, Tg,x3,0), Q2 Nker(L), (0,0, O)T)

puisque le systeme d’équation algebrique suivant :

by exp(—x1) — Cexp(ws) —hy =0
by exp(—z3) — hy =
kexp(ry —x3) — g
%, In 2, In @)T comme une seule
Ckby + higha  he  Gho

solution dans 09 Nker(L), on a

admet (27,23, 23)7 = (In

deg((by exp(—x1) — cexp(xs) — hy, by exp(—x2) — hy, kexp(xs — x3) — §)7, Q2 Nker(L), Ogs)
—byexp(—z3) 0 ~ —cexp(x})
= sign| 0 —byexp(—x3) 0
0 kexp(zs —x3) —kexp(zh — a%)
= sign (—bibok exp(—a} — %))
= —1#0.
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Ce qui achéve la preuve du troisiéme condition, et par suite la démonstration
du théoréme. m

2.4 Simulations numeériques

Dans cette section, nous faisons la simulation numérique du systéme
(2.2) autour des solutions périodiques, les valeurs des parametres utilisées
dans les programmes sont regroupés dans le tableau ci dessous:

Notation Définition du parameétre

bi(f) = 5.77 x 103(sin(£) + 1.1) | le taux de naissance de y;

ba(f) = 5.77 x 10°(sin(&-) + 1.1) | le taux de naissance de y»

hi(f) = 0.3 x 10‘4(cos(1i;) +1.1) | le taux de mortalite de y,

h2(f) = 0.043(cos(Z) +1.1) le taux de mortalit¢ de y»

c(f) = 4 x1078(sin( &) + 1.1) le taux d’infection

g(#) = 0.65(sin(5) + 1.1) le taux de mortalit€ de y3

k(f) = 5. 54((:05(%) +1.1) le taux de conversion de y, en ys

ow, by (t),ba(t), c(t),h1(t),ha(t),k(t) et g(t) sont des fonctions positives 24—périodiques.
Prenons les conditions intiales: y;(0) = 1.92x 10%, y2(0) = 0, y3(0) = 400.
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fig 1: la solution de systéme (2.2) en fonction de temps
x 10
10 -

fig 2: plan de phase de systéme (2.2)
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2.5 Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié un modele mathématique de la dy-
namique virale du VHB, précisement nous avons examiné de prés le modeéle
mathématique de base du VHB a coefficients périodiques, dont ’objectif prin-
cipal est de donner des conditions suffisantes pour assurer 1’éxistence d’une
solution périodique et positive. Ce résultat réflete ’apparition d’une infection
chronique de I’'Hépatite B. De point de vie biologique 1’éradication complete
du virus, est possible avant I'intégration de L’ADN du VHB en génome hé-
patocytaire, de fagon d’éviter la construction d’une cirrhose et par la-méme
I’apparition du cancer, mais si le VHB apparait plus compliqué a traité et
si son éradication demeure actuellement utopique du fait de son intégration
hépatocytaire, le virus ne peut étre éradiquer ce qui provoque I’apparition
d’une infection chronique.
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