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Introduction générale

Au fil des siécles, avec le développement de la technologie, les moyens de transport ont
progressé, favorisant les contacts entre humains et leurs intrusions dans tous les écosys-
témes. L'epoque moderne a connu les déplacements de dizaines de millions d’individus sur
des espaces régionaux, continentaux, transcontinentaux ou intercontinentaux (armées, mi-
grations massives, commerces, tourisme) avec la mondialisation. Lors de ces déplacements,
les étres humains ont souvent amené avec eux, volontairement ou non, des animaux, des
plantes, des micro-organismes, des virus, des bactéries et des maladies qui se sont révé-
lés néfastes aux terres d’accueil, et y ont apporté de nouvelles maladies infectieuses et
épidémies... Avec ceux de voyageurs de plus en plus rapide et des échanges commerciaux
florissants, ces risques de contamination pourraient méme augmenter. Au-dela des tragé-
dies humaines qu’elles provoquent, ces maladies infectieuses déstabilisent, voire aggravent
la situation économique des pays touchés, en particulier les pays a faible revenu ou pays en
voie de développement. Les modeles des maladies infectieuses ont d’abord été utilisés pour
comprendre la dynamique temporelle et spatiale d’'une épidémie, puis pour envisager une
stratégie thérapeutique ou de lutte contre la maladie. Les modeles mathématiques sont de
plus en plus fréquemment utilisés en médecine, dans des domaines d’application de plus en
plus variés. Formalisant des phénoménes biologiques complexes, ils permettent d’évaluer
des hypothéses en fournissant des éléments de compréhension ou de prédiction.

Dobjectif de ce travail est la mise au point de modéles mathématiques de la vaccination, elle
est un des plus beaux exemples de la maitrise de ’homme sur son environnement . Aussi
empirique qu’elle soit, la mise au point des premiers vaccins n’en a pas moins emporté de
grands succés avec la quasidisparition de la diphtérie, du tétanos, de la poliomyélite et la
premidre éradication désormais certaine d'une maladie grave : 1a variole. Ces maladies res-
ponsables d'une forte mortalité infantile il n’y a guére que soixante ans sont aujourd’hui
presque oubliées. Pourtant, certaines sévissent encore dans différents pays et sont suscep-
tibles de resurgir en un point de la planete, & Poccasion d’'un reldchement de la couverture
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introduction générale

vaccinale. Bénéficiant de I'avancée des connaissances dans le domaine de Timmunologie
et grice aux technologies innovantes, la vaccinologie est désormais une discipline a part
entiére. Depuis Pasteur, les chercheurs ont vu leurs efforts couronnés de succes par le dé-
veloppement de nombreux vaccins qui ont pour une part contribué a ’amélioration de la
qualité de vie. Ces vingt dernidres années, quatorze vaccins ont vu le jour. Louis Pasteur
fonde autour de lui une véritable école de pensée scientifique. Il forme des chercheurs en
infectiologie, immunologie, parasitologie, génétique et dans de nombreuses autres spécia-
lités biologiques. Linstitut Pasteur est fondé en France en 1888, avec une vingtaine d’im-
plantations en Europe et en Outre-Mer. Les « pastoriens »continuent oeuvre du maitre et
mettent notamment au point le vaccin BCG contre la tuberculose (1921), le vaccin contre
la diphtérie et le tétanos (1923 — 1924), un vaccin contre la fievre jaune (1927) et un vaccin
contre la poliomyélite (1954).

Certains pays appliquant une politique de vaccination systématique, le débat entre par-
tisans de la liberté vaccinale et tenants d’une protection vaccinale maximale de la popula-
tion est lancé. Il reste toujours d’actualité.

En 1958, l’Organiéation Mondiale de la Santé (OMS) décide de vacciner contre la variole
toutes les populations vivant en pays d’endémie. Dans les années qui suivent, le programme
est renforcé et favorise la production locale des vaccins. XOMS annonce I’éradication mon-
diale de la variole en 1976.

Malheureusement, la vaccination systématique de I'ensemble des populations a baissé
dans la plupart des pays les plus pauvres et les nouveaux vaccins restent hors de portée
de nombreux enfants qui en ont particulidrement besoin (notamment en Afrique subsaha-
rienne et en Europe centrale et orientale). Face a ces inégalités croissantes en matidre de
vaccination, de nouveaux partenariats internationaux se forment.

Principes du vacein :

Le systéme immunitaire est le mécanisme de défense que I'on retrouve chez chaque in-
dividu et qui aide l'organisme 2 lutter contre la maladie infectieuse. Lorsque des agents
infectieux (bactéries, virus) pénétrent dans Porganisme, le corps lutte contre Pinfection, no-
tamment en produisant des anticorps qui attaquent ces microbes. Ce phénoméne s’appelle
I'immunisation. Le systéme immunitaire fonctionne ainsi constamment pour nous protéger

des bactéries et des virus qui sont dans notre environnement.

1. Docteur en Sciences,(1822-1895)
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De fagon similaire, les vaccins permettent de lutter contre certaines maladies en sti-
mulant les défenses immunitaires de 'organisme contre ces maladies (production d’anti-
corps spécifiques & ces maladies), mais sans donner lieu aux symptomes et complications
graves qui se développent parfois lorsqu’on contracte ces maladies. Pour stimuler les dé-
fenses immunitaires contre une maladie sans déclencher cette maladie, on introduit dans
Porganisme :

1. Soit une partie de 'agent infectieux qui provoque cette maladie

2. Soit la totalité de Yagent infectieux mais sous une forme atténuée

3. Soit une anatoxine, c’est-a-dire la toxine de ’agent infectieux dont on a détruit la

toxicité.
Si par la suite, 'individu vacciné est exposé a cet agent infectieux ou a sa toxine, les dé-
fenses immunitaires de son organisme, déja activées par le vaccin, pourront le rendre inof-
fensif avant méme que la maladie se développe. Le principal ingrédient de la plupart des
vaccins est donc le microbe (agent infectieux tué ou atténué) ou une partie du microbe,
qui stimule le systéme immunitaire pour qu'il puisse reconnaitre et prévenir la maladie a
Pavenir. Les vaccins renferment habituellement aussi de Peau stérile ou une solution salée.
Ce travail est organisé de la fagon suivante : Dans le premier chapitre, nous rappelons des
résultats préliminaires et quelques théorémes utilisées dans ce mémoire.
Dans le deuxiéme chapitre, on definit le taux de reproduction de base et on analyse des
exemples des modeles de bases en épidémiologie, a savoir, SIS (endémique) et SIR (épidé-
mique et endémique).
Dans le troisieme chapitre, nous donnons quelques définitions et nous introduisons un mo-
déle SIR avec deux stratégies de vaccinations, & savoir la vaccination constante et par
pulsation. Le chapitre quatre est consacré a ’6tude d’un modéle SIR avec transmission ver-
ticale et application des deux stratégies de vaccinations. Le dernier chapitre, est dévoué a
étudier un modéle SVEIR.
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Chapitre 1

Outils mathématique

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles pour la suite

de ce mémoire.

Soit le systéme suivant

{ L= ),  te,b),

(0) =y, (1.1

ol f:Q —R" est une fonction donnée, Q un ouvert de R*, x0€Q, et beRY.

Théoréme 1 (Cauchy-Lipschitz , [17]). Si f est continue sur ) et s’il existe une constante
I>0telle que

If (1)) — oo = Lilxy ~xoll, Vap,2p€Q, t>0,

alors le probléme (1.1) admet une solution globale et elle est unique.

1.1 Stabilité des équilibres

Soit P'équation différentielle

% = f(x), (1.2)

ou f: Q< R™ — R" est une fonction de classe ¢*. Soit x* un point d’équilibre de ’équation
(1.2) G.e. f(x*)=0).

Définition 1.1.1. Léquilibre x* de (1.2) est dit stable si pour tout & >0, il existe n> 0 tel que
pour toute solution x(t) de (1.2) on a '

20 —x*| <p = flx(®)—x*|| <&.

1



Chapitre 1. Outils mathématique

- Définition 1.1.2. Léquilibre x* de (1.2) est dit globalement attractif si pout toute condition
initiale xo du probléme (1.2) on a

lim flx(t) ~x*|| = 0.
t—+00

Définition 1.1.3. (/17]) L'équilibre x* de (1.2) est dit globalement asymptotiquement stable
§’il est stable, et globalement attractif

Soit Jp(x*):= %‘;(x*), la matrice jacobienne de f évaluée au point x*.
Considérons le systéme linéaire suivant

r=Ax, (1.3)

ol A = Jr(x*) g’appelle le linéarisé ou ’approximation linéaire du systéme non linéaire (1.2)
en x*. |

Liétude de la stabilité de I'origine pour le linéarisé permet dans certains cas de caractériser
la stabilité de I'équilibre x* de (1.2). Plus précisément on a.

Théoréme 2. ([10])
1. 8i toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle strictement négative
alors Uequilibre x* du probleme (1.2) est stable.
2. S'il existe au moins une valeur propre de la matrice A de partie réelle strictement
positive) alors x* est instable.

3. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x* .

1.2 Stabilité des équilibres au sens de Lyapunov

Définition 1.2.1. Soient Q un ouvert de R* contenant 0, et soit V : Q — R une fonction de
classe C1,

1. V est dite définie positive si :

(i) V(u)> 0 pour uecQ\{0}.
2. V est dite définie négative, si ~V est définie positive.
3. V est dite semi-définie positive si :

(i) V(0)=0,

(i) V(u)=z0 pour tout u Q.



1.2 Stabilité des équilibres au sens de Lyapunov

4. V est dite semi-définie négative si ~V est semi-définie positive.

Théoréme 3 (Stabilité au sens de Lyapunov ). Soit x() solution du probléme (1.2)

et soit V une fonction de classe C! définie positive sur Q un voisinage de x* =0 (sans

perte de généralité on prend léquilibre exactement l'origine)

@ Si %’ est semi-définie négative alors x* est stable.
(ii) Si €Y est définie négative alors x* est asymptotiquement stable.
dt

Dans le cas (i) V(x) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (ii) V(x) est dite
fonction de Lyapunov stricte.

Théoréme 4 (Théordme dinvariance de LaSalle, [35]). Soit yeR® — V(y) de classe C! et

définie positive
Ly(y)<0.

Alors, pour toute condition initiale y,, la solution de ¥y = f(y) (définie pour tout temps
t > 0) converge asymptotiquement vers le plus grand sous-ensemble invariant contenu dans
Vensemble des points §cR™ tels que £V (&) =0.

Considérons maintenant un systéme planaire,

% = f(x,y),

14
dy (1.4)
dt "‘g(x’y)-

Lemme 1.2.1 (Critére négatif de dulac). Soit le systeme (1.4) et D une région simplement

connexe, soit B(x,y) une fonction stictement positive, continue et differentiable. Supposons

HBg)
oy

limite entiérement contenue dans D.

que la quantité Q%—ZQ + ne change pas de signe dans D. Alors il n'existe pas un cycle

Lemme 1.2.2. ([15]) On considére léquation differentielle impulsive suivante

{ L=g-bult), t#nT
u(nT)=1-0unT"),

aveca>0,5>0, 0<0<1et u(nT")=lim;._,pu(t). Alors il existe une solution périodique

(1.5)

unique, globalement asymptotiquement stable du systéme (1.5), définit comme suit,

i(t) = % +(u* - g—)e_b(t*(”'lm, (n-1DT=<t<nT,

3



Chapitre 1. Outils mathématique

avec '
. _ 0o/b(1-0)1-ebT)
T 1-(1-0)edT

Lemme 1.2.3. (/27, 14]) Considérons Uéquation suivante

dx
ke a1x(t — 1) - ax(t),

oL a1,a2,7 >0 et x(t) >0, pour ~7 < t < 0. La solution x(t) vérifie,
1. Siai<ag, alors lims_.qx(t)=0;

2. Sia;>as, alors lim,_. x(t)=oo.

Définition 1.2.2 (La matrice fondamentale). Soit le systéme suivant

dX
717 = AX(2), (1.6)

oi A(2) est composé de fonction continue sur un intervalle I de R. Pour chaque t, A(t) étant
une matrice carrée réelle de taille n. La solution X(t) est un vecteur de R". Soit (u1,...,up) un
systéme fondamental de solutions, c’est-a-dire que (uy,...,u,) est une base de lespace vectoriel
des solutions. On appelle matrice fondamentale associée & ce systeme, la matrice ¢(t) dont
les colonnes sont les coordonnées des vecteurs u1(2), s Un(?). En particulier, on a u;(t) = ¢(t)e;,
ou (ey,...,ep) est la base canonique de R™.

Théoréme 5 (Théoréme de Floquet,[25]). Soit le systeme suivant

aX
r7i ABX (@), 1.7

o A(¢) un matrice carré périodique de période w,ce théoréme nous dit qu’il existe une matrice
inversible P(t) de période w telle que le changement de variable Y = PX transforme (1.7)
en un systéme a coéfficients constants

dy
T =BY(?),

Corollaire 1.2.1. Si on a une solution Dériodigue et la matrice fondamentale o ¢(t) associe
a (1.6) admet des valeurs propres par valeurs absolues inférieur strictement a unité alors le

point d'origine est localement stable et par suite la solution périodique est localement stable.

Lemme 1.2.4. (/7)) On suppose que la suite {trlsatisfait 0 <ty <ty < to... avee l1m tk = 00, 80it
f:R* xR® — R" fonction monotone en x,pour chaque t et y;(u) € C[R",R"] est non decrozssante
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1.2 Stabilité des équilibres au sens de Lyapunov

en u pour chaque k = 1,2,..., supposons que (u(t),v(t)) € PC([ty,00],R") ot PC est l'espace des

fonctions continues par morceaux satisfaisant

{ Dru(t) = f(t,u®), tz=to,
5 w(t}) s yp(ulty), k=12,...,

{ Dto@) = f(t,v@), t=to,
() zyrp(te)), k=1,2,..

Alors u(tg) < v(ty) implique que u(t) < v(t) pour tout t = ty.




Chapitre 2

Modélisation épidémiologique

L'épidémiologie est I'étude de I’état de santé des populations, de leurs variations et de
leurs causes. Une maladie est dite endémique si elle persiste dans une population. Elle
est dite épidémique si elle apparait pendant une période relativement courte dans une
population (moins d’une année). L'épidémiologie g’occupe aussi bien des facteurs que des
agents infectieux, le mode de transmission, la période de latence, la période infectieuse,
la susceptibilité, la vaccination et la résistance que des facteurs sociaux, culturels, démo-
graphiques, économiques et géographiques. La modélisation épidémiologique a pour but
essentiel de comprendre et contrdler, dans la mesure du possible, la propagation d’une ma-
ladie infectieuse transmissible. Elle consiste en gros a construire un modéle mathématique
qui permet de rendre compte de la dynamique de la maladie en question a I'échelle ma-
croscopique, i.e. & 'échelle de la population, & partir de données et d’hypothéses de nature
miscroscopique sur la population, i.e. & Péchelle de lindividu, ainsi que sur Pagent patho-
géne. Lapproche compartementale est trés souvent utilisée dans la construction des mo-
déles épidéologiques. Elle consiste & partitionner la population en compartiments disjoints
dont la taille varie en fonction du temps. Chaque compartiment regroupe les individus qui
se trouvent dans le méme état vis- A-vis de la maladie. Les différentes connaissances dont
on dispose en ce qui concerne la maladie sont ensuite utilisées pour déterminer les taux de

transfert entre les différents compartiments.

2.1 Taux de reproduction de base

Llune des questions fondamentales concernant une maladie infecticuse est de savoir
dans quelles circonstances elle peut proliférer dans une population donnée. Dans beaucoup
de cas, la population a une situation d’équilibre ot 1a maladie est abscente. En termes
mathématiques, cela signifie que le modéle épidémiologique a un équilibre sans maladie

6



2.1 Taux de reproduction de base

(C’est-a-dire tous les compartiments contenant des individus infectés sont vides). Intuitive-
ment, une maladie peut proliférer dans une population si en moyenne un individu infec-
tieux en infecte plus d’un. Ceci permet de définir le taux de reproduction de base Ry comme
étant le nombre moyen d’infections causées quand un individu infectieux typique est intro-
duit dans une population complétement susceptible durant toute sa période d’infectiosité,
voir [16, 22]. 1l est implicitement supposé que lindividu se mélange a la population héte
exactement de la méme fagon que la population se mélangerait. Pour une trés large classe
de modeles épidémiologiques, il est prouvé dans [18, 16, 34] que l'équilibre sans maladie
est localement asymptotiquement stable si Rg < 1 et instable si Ry > 1. Lorsque Péquilibre
sans maladie est instable, cest-a-dire la maladie peut proliférer dans la population, plu-
sieurs situations peuvent se présenter. La plus simple consiste en 'apparition d’un équi-
libre endémique globalement stable, voir e.g. [28, 29, 30]. Il est aussi possible que plusieurs
équilibres endémiques, ou des oscillations périodiques, apparaissent, voir [6, 32]. D’autres

phénomeénes beaucoup plus complexes peuvent se manifester, voir [9].

Les modéles en compartiments

Nous nous intéressons dans cette section aux microparasites et nous nous focaliserons
sur P'état clinique des individus hétes, & savoir si ils sont susceptibles ou infectés ou méme
eventuelement guéris. Cette approche permet donc de compartimenter la population des
individus hétes selon leur état clinique et consiste & étudier les flux d’individus entre les
différents compartiment([16]). Un des modéles les plus simples est le modéle dit SIR qui
divise la population héte en susceptibles (S), infectieux (I) et guéris ou réfractaire (R). Les
individus susceptibles deviennent infecté (et infectieux) au taux A communément appelé
force d’infection et les individus infectés guérissent au taux g. On peut montrer que le
temps de séjour moyen dans un compartiment est égal a l'inverse du taux de sortie de ce
compartiment ([22]) voir aussi la remarque 2.1.1 ci dessous. Donc ici la durée moyenne d’in-
fection est égale é —. Lélément crucial de ce modele en compartiment est indubitablement
le processus de contagion : comment un individu susceptible devient infecté ou comment
est construit le taux A. Comment ce processus de contagion rend compte du passage du
parasite d'un individu infecté & un individu susceptible, on comprend que le nombre de
nouveaux malades dépend non seulement du nombre d’individus susceptible, mais égale-
ment du nombre d'individus déja infectés précédents dans la population. On pense que la
force d’infection est proportionnelle au nombre I d’individus infectieux dans la population

7



Chapitre 2. Modélisation épidémiologique

A= PI o le paramétre de proportionalité 8 rend compte du taux de contact infectieux. Il est
important de noter ici que ce parameétre dépend 2 la fois de proriétés intrinséques 4 la po-
pulation héte, des caractéristiques du parasite et de la maladie étudié, une expression de g
souvent proposée étant §=—clog(l ——p) (Keeling et Rohani 2007) ol ¢ est le taux de contact
entre individus et p est la probabilité qu'il y ait infection sachant que le contact a lieu avec
un individu infecté (caractéristique du parasite et de la maladie). Ici, le terme "contact”
est pris dans son sens le plus large. Il peut s’agir de contact direct pour les maladies &
transmission directe ou de contact indierct pour les maladies & transmission indirecte.

Pour les maladies & vecteurs comme le paludisme ou la dengue, transmises par des
espéces de moustiques, a reservoir ou transmise dans le milieu (comme le choléra) on peut
concevoir que le taux d’infection dépend effectivement du nombre d’individus infectés dans
la population : plus il ya de personnes infectées par le choléra, plus il ya de "vibrio cholerae"
rejetés dans le milieu et plus il y a de chance qu’un individu sain contracte la maladie.
Toutefois, pour les maladi'es a transmission directe décrites par le modéle SIR comme la
grippe ou la rougeole, le taux de contamination n’est pas plus élevé & Alger (2 millions
d’habitants) qu’a Tlemcen (300 000 habitants). Ceci tient au fait que le nombre de contacts
entre individus ne dépend généralement pas de la taille de la population dans laquelle
se trouvent ces individus : durant une journée type, un Tlemcenien est en contact avee
autant de personnes qu’un Algerois. Une expression plus appropriée de la force d’infection
pour les maladies & transmission directe serait donc 4 = BI/N ol N est la taille totale de 1a
population héte. Cette fois ci, la force d’infection n’est plus proportionnelle au nombre de
malades dans la population héte, mais a la proportion de malades dans cette population
(McCallum et coll 2001.)

Pour comprendre le comportement des modéles épidémiologiques il est utile d’étudier
d’abord les trois modeles de base que sont le SIS endémique, le SIR épidémique ainsi que le
SIR endémique. Nous présentons ces modeles, chacun dans une sous-section & part. Nous
nous inspirons ici trés largement de Particle [32].

2.1.1 Le modeéle endémique de base SIS

Le modele de base SIS est le plus simple modale de maladie infectieuse qui ne confere
pas d'immunité, Ainsi les susceptibles peuvent étre infectés et redevenir susceptibles aprés
rétablissement. C’est un modéle endémique parce qu’il peut arriver que la maladie peut
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2.1.2 Modéle épidémique SIR

persister. Le modéle avec la dynamique vitale est donné par

48 = N - BSI/N — puS +gI
(2.1)
d = BSIIN - (u+ ),
ot N =S +1 est la taille de la population et les parametres B, , et g sont respectivement le
parameétre de transmission, le taux de natalité supposé égal au taux de mortalité et le taux
de perte d’infectiosité.
Les nouveaux nés sont tous supposés susceptibles. Les naissances équilibrent les décés
de telle sorte que la taille de la population N soit constante.
En divisant les équations par N et en posant i(¢) = I¢)/N et s(¢) = S¢)Y/N = 1-i(t) on
obtient
di

i Bi(1-i)—(g + pi. 2.2)

Cette équation contient la fraction infectée i, mais ne contient pas la taille N de la popula-
tion. La substitution y = % la transforme en Péquation différentielle linéaire

dy

g7 =" B-p-gy+p.

La solution générale de 'équation (2.2) est donc
o(H+eNRo-1)t

i@)={ Ro(e®+dFo-Dt_1)/(Ry—1)+1/ig
1
pour Ro=1,

pour R() # 1,

Bt+1/iy

8+p

ou Ry = L_ ost le taux de reproduction de base. Le théoréme suivant découle directement
de la solution explicite. '

Théoreme 6. La solution i(t) de Uéquation (2.2) approche 0 quand ¢ — +oo si Ry <1 et
approche 1-1/R0 quand t — +oo 8i Ry > 1.

Ce théoréme signifie que pour une maladie sans immunité, quelle que soit la fraction
infectée initiale positive, 1a fraction infectée approche une valeur constante endémique si
le nombre de contacts dépasse 1. Sinon, la maladie a tendance 4 disparaitre.

1 \ .

2.1.2 Modeéele épidémique SIR

Le modele SIR divise la population en trois cathégories : les individus susceptibles de
ce faire infecter, les individus infectieux (infectés et contagieux) et les individus ne pouvant
plus transmettre la maladie (guérison, immunité, décés). Nous noterons S(¢), I(¢) et R(¢) la

9



Chapitre 2. Modélisation épidémiologique

taille de la population faisant partie de chacune de ces trois catégories. Le modéle SIR est

donné par le systéme suivant

48 = —pSI/N,
dl - BSI/N - ¢, (2.3)
¢ =gl,

ott N =S +I +R est la taille de la population et avec les conditions initiales S(0)= S, 1(0) =
I, et R(0) = Ry. Les paramétres § et g ont la méme signification que le modele SIS. Ce
modele épidémique est utilisé pour des périodes de temps relativement courtes, il n’a pas

de dynamique vitale (e.g influenza).

[Susceptible] — —

La premiére question qu'un acteur en santé publique se pose est de savoir si ’épidémie
d’une maladie donnée peut apparaitre dans une population naive (i.e. qui n’a jamais connu
1a maladie). Répondre 2 cette question peut se faire aisement en examinant la deuxieme
équation du systéme (2.3). Cette equation nous informe sur le nombre de malades qui aug-
mente dans la population dés que % >0, cest & dire dés que r1 = ENS' —g >0, ou encore dés
que Ry > 1, R; étant défini comme R; = 57% ol R; est le taux de reproduction de la maladie.
Pour savoir si une épidémie d’une maladie donnée peut apparaitre dans une population
naive, il suffit donc deregarder la valeur de R; lorsque tous les individus sont sains, c’est
3 dire lorsque S = N. Dans ce cas le taux de reproduction de base prend la valeur initiale
Ry= Qf?» (taux de contact fois le temps de séjour moyen dans le compartiment infectieux.)

Remarque 2.1.1. (La durée moyenne de la période contagieuse)

On definit lo variable aléatoire X(w) comme étant la durée de la période contagieuse d'un
individu w, p;(t) représente la probabilité qu'un individu qui entre dans le compartiment in-
fectieux a Uinstant t =0 et reste dans ce méme compartiment & un temps t > 0. Formellement

cette fonction vérifie le systéme suivant

dpr _
dt —8P1,
{ pr0)=1, @4
la solution de ce systéme est,
prty=e8,

10



2.1.3 Modéle endémique SIR

en terme de variable aléatoire , on a

pIt):=prX(w)=t) =e 8", (2.5)
On définit maintenant la fonction de répartition comme

1-¢78, t=0

F(t)={ 0, 1t<0

par conséquent la fonction de densité est égale
f®=F'(t)=ge™#,

La durée moyenne de la période contagieuse est représentée par l'espérance mathématique
de la variable aléatoire X, a sqvoir ’
| 1

E()= fo et = :

. |
De la méme facon, on peut calculer la durée moyenne de la période de survie (' 3)'

2.1.3 Modele endémique SIR

Jusqua présent nous nous sommes intéressés & une seule épidémie. Une épidémie dure
généralement quelques semaines & quelques mois, laps de temps au cours duquel les va-
riations démographiques de la population hote sont négligeables. C’est pour cette raison
que la démographie de ’héte n’est pas incluse dans le modéle précédent. Si maintenant
nous nous intéressons a ce qui se passe sur le plus long terme pour les épidémies récur-
rentes par exemple, nous devons prendre en compte la démographie de la population héte.
On pou commencr dane un gremier tepre 8 potioner depopsdérer quelndl dede
%B@ﬂ%%%ge est constante, les mortaiités étant compensée par des naissances, cette hy-

&ﬁﬂfx%g lpﬁlﬁilauﬁ%%gggl%s)iux de natalité égal au taux de mortalité, On peut consid
Le modélieqSIR endémique de base estgdonné par le syst e (‘{S’équarc)lons ifarente s

ordinaires suivant :
d8 = uN — BSI/N — 8,

dl - BSIN - (g +wI, (2.6)
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ot N=S+1I+R est la taille de la population.

Le modele SIR endémique est différent du modéele SIR épidémique par Parrivée des
nouveaux nés dans la classe des susceptibles au taux pN et les décés dans les classes aux
taux pS, ul et uR. Le taux de natalité est égal au taux de mortalité, ainsi la taille N de la
population est constante.

@] - [{©] - &)
¢ | |»
R

En divisant les équations du systéme (2.6) par N et en posant s = -1‘%, i= ﬁ et r=% on

obtient le systéme
us — Psi,

&.’&.

=u-
%— Psi—(g + i, @D

avec r(t) = 1-s(t)—-i(t). Le triangle T = {(s,i) s 2 0;i = 0;s + i < 1} est posivement invariant,
et le modeéle est bien posé. Pour ce modele, la quantitté seuil By = Eg_ﬁ’ est le produit du

).

taux de contact par la période moyenne d’infection asjustée par les décés G

Théoréme 7. Soit (s(t),i(2)) la solution de (2.7) dans T. Si Ry <1 ou s(0) = 0, alors toute

solution qui commence dans T approch‘e Péquilibre sans maladie (1; 0). Si Ry > 1, alors
1
toute solution avec i(0) > 0 approche l’équ‘zlzbre endémique (s*,i*) = (= B Sle—lz).
0
| |
Léquilibre endémique donné par (s*‘z*) (

est localement asymptotiquement stable lorsque Ry > 1 alors que I'équilibre sans maladie

1 §r—(—Iig—--—)) est instable lorsque Ry <1 et

donné par (s,i) = (1,0) est localement asymptothuement stabe lorsque Ry < 1 et instable
lorsque R > 1. Ainsi les deux équilibres échangent leur stabilité lorsque Ro = 1 et 'équilibre
endémique devient épidémiologique et localement asymptotiquement stable lorsque Ry > 1.
C’est un cas typique de bifurcation transcritique.

Démonstration. la démonstration se fait la méthode classique de linéarisation. En effet,
posons Fi(s,i) = —Bsi+u—pus et G(s,i) = Psi—(u+g)i. On calcule le matrice jacobienne associée

au systeme (2.7),
oF @F
_ 0s 01
Jis, i) =
oG 9G
ds 3



2.1.3 Modéle endémique SIR

alors au voisinage du point (1,0), on a

I -B
Ja,o =
0 B~-(u+g

Les deux valeurs propres associées a cette matrice jacobienne, sont données par

Apg=—u=<0
M=p-(u+g)

pour pouvoir assurer la stabilité locale de 1’équilibre sans maladie il faut que toute
les valeurs propres soient stictement négative (voir chapitre 1), c.a.d que A; < 0., et par
conséquent Bp < 1.

Concernant la stabilité de I’équilibre endémique (s*,i*), et par le meme raisonnement

que précédemment, on a

-pRy ~(u+g)
J(s*,i*) = (2.9)
Ro—1) 0
det(Jsx i) = 1 p+g)XRo—-1)<0 si Ro>1
tra(J i) = ~pRo <0
On deduit que le point d’équilibre (S7,I7) est localement stable. O
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Chapitre 3

Application de la vaccination a un
modéle SIR de la base

Dans cette section nous allons étudier deux politiques de vaccinations, & savoir la vacci-

nation constante et la vaccination par pulsation.

3.1 Vaccination constante

Selon la stratégie de vaccination constante , tous les nouveau-nés doivent étre vaccinés,
et p est la proportion de ceux vaccinés avec succés (0< p < 1). Si la population est vaccinée
avec une couverture vaccinale de p, alors la condition (voir aussi section 3.2) pour qu’il n’y
ait pas d’épidémie devient :

R=Ro(1-p)<l,

soit
p>1-1/R,.

Cette derniére relation nous donne la couverture vaccinale minimale qu’il faut appliquer
pour empécher le démarrage d’'une épidémie dans une population. On remarque que cette
couverture est inférieure 4 100 pour cent ce qui veut dire qu’il n’est pas nécessaire de vac-
ciner tous les individus de la population pour protéger entiérement cette population contre
une maladie. On remarque aussi que la couverture minimale & appliquer dépend du taux

de reproduction de base Ry, d’'ou Vimportance cruciale de ce paramétre en épidémiologie.

- En pratique, des couvertures de vaccination élevées (supérieur a 75 pour cent) sont difficile

3 atteindre et ce d’autant plus que la superficie sur laquelle est appliquée la politique de
vaccination est élevée. C’est pour cette raison que la variole est & ce jour, la seule mala-
die infectieuse que l'on ait réussi a éradiquer de la surface du globe. C’est aussi pour cette

raison que, malgré les éfforts fournis, on n’a toujours pas réussi a éradiquer la rougeole.
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3.1.1 Vaccination par pulsation

3.1.1 Vaccination par pulsation

La vaccination constante est assez efficace et c’est 1a politique de vaccination qui a été
choisie contre la plupart des maladies infantiles dans les pays occidentaux depuis les an-
nées d’aprés guerre. Malheureusement, cette politique est trés cofiteuse et logistiquement
trés lourde 4 mettre en place. La plupart des pays en voie de développement ne peuvent
s’offrir de telles politiques de vaccination. Les maladies infantiles tuent encore de trés nom-
breux enfants dans ces pays (500 000 morts en afrique chaque année d’aprés 'OMS) de
nombreux travaux de recherche ont exploré des politiques de vaccination alternatives. C’est
ainsi que dans les années quatre-vingt-dix la vaccination par pulsation a été proposée.

La vaccination par pulsation consiste & maintenir dynamiquement la proportion des sus-
ceptibles dans la population en dessus du seuil critique, nécessaire au démarrage d’une
épidémie en appliquant des évenement de vaccination avec une couverture vaccinale p
chaque T années. Aprés chaque évenement de vaccination, la proportion de susceptibles
dans la population augmente avec un taux de natalité. L'idée de cette politique de vaccina-
tion est de maintenir dynamiquement la proportion de susceptibles dans la population en
dessus du seuil critique pour le déclenchement d’'une épidémie. Ceci est assuré par Pappli-
cation d’évenement de vaccination avec une couverture vaccinale toutes les T années. Les
modeles théoriques prédisent que cette politique vaccinale est plus économe et au moins
aussi efficace que la vaccination de masse, ce que semble confirmer les premiers résultats
obtenus sur le terrain depuis le mileu des années quatre-vingt-dix (Nokes et Swinton 1997 ).
Elle est également beaucoup plus facile & mettre en oeuvre logistiquement, ce qui est un
facteur non négligeable pour nombre de pays en voie de développement oit les moyens en
terme de santé publique sont souvent limités. Le but ultime des politiques vaccinales est

bien évidemment, sinon I'éradication des maladies, la diminution des nombres des cas.

3.2 Application de la vaccination constante au modéle
SIR

Dans cette partie nous allons supposer qu’une proportion p des nouveau-nés sont vacci-
nés avec succés, on peut schématiser comme suit

ba—p)l pbl

S| —2— 1] —%— [R®)

g |+ |+
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Chapitre 3. Application de la vaccination a un modéle SIR de la base

Le modéle SIR devient alors :

93 = u(1-p)-BSI-pS

al = BSI-(u+g)I (3.2)

9% =gI-uR + pu
avec S+1+R = 1. Le systéme (3.2) admet deux points d’équilibre : (1 - p,0) Péquilibre sans
maladie et (S*,I*)= (I~l__+_g_, E(—l;f—ul - E) Iéquilibre endémique.

B~ BS p

Théoréme 8. Posons R, = gﬁ:f)—)é Le point d’éguilibre sans maldie (1 p,0) est localement
stable ssi Ry < 1. Le point d’équiﬁbre endémique (S*,I*) est localement stable si R, > 1.

Démonstration. la démonstration est similaire que celle du théoreme 7. En effet la matrice
jacobienne au point (1 - p,0) est

|~ -p(1-p)
Jo20=(¢ g o) @9

les deux valeurs propres sont données par : Ao=—-u<0 et A;=p(1-p)—(u+g),
alors pour avoir la stabilité locale il suffit que A; < 0 ou bien (R; < 1). Concernant le point

d’équilibre endémique ,on a

| -eR1  (u+g)
J(S*,I") - (H(Rl ~1) 0 ) (3.4)

donc on a det(Jg+ 1) >08iR;>1 et la trace(Jg 1+)) <0

Par conséquent le point d’équilibre endémique est localemant stable si B; > 1 . O

Remarque 3.2.1. Si R, > 1 implique que p>1-— I;—o avec Ry = ‘—t—_-'_ﬂ—- est le taux de repqr-
duction de base pour le modéle SIR. Cela veut dire que la vaccination constante révele qu’il
ya une proportion critique p. qu’il faut la vacciner afin d’éradiquer la maladie. Le seuil est
donné par
Pe=1- 1—?1;. (3.5)
La conclusion finale est la suivante
(1.) Pour les taux de vaccination relativement importantes, & savoir, P =p., Véquilibre

sans maldie est stable.
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3.2 Application de la vaccination constante au modéle SIR

La vaccination constante
0.7 LI S s s D

o
o

© o =
w E [3,]

La proportion des infectés

o

B R e G e
0 100 20 30 4 S B0 70 S0 90 100
Le temps{les anndes)

FIGURE 3.1 — La stratégie de la vaccination constante

(2.) Pour les taux de vaccination relativement faible, c’est & dire, p < p., Uéquilibre endémique
est stable
Par conséquent, augmenter la proportion de vaccination p réduit & Uéquilibre et de facon
linéaire le nombre d’individus infectieux, mais le nombre d’individus susceptibles reste in-
changé.

Le seuil de vaccination concernant la rougeole est ,

pc=10.95. (3.6)

Alors pour que la stratégie de vaccination constante devienne fiable, il faut vacciner au
moins 95% de tous les enfants peu aprés leur naissance. Comme déja montioner, dans la
pratique, il est a la fois difficile et codteux de mettre en uvre la vaccination pour une telle
couverture importante de la population. Nous sommes donc conduit & examiner le potentiel

d’autres stratégies telle que la vaccination par pulsation.

Remarque 3.2.2. La figure (3.1) décrit L'évolution temporelle de la proportion de personnes
infectées avant et apres le début de la vaccination constante qui a été appliquée & t=40. Un
nouveau point d’équilibre est apparu juste aprés Uapplication de la vaccination constante.
Les valeurs des paramétres prise sont =2, p=0.5, p=04 et g =0.5. Toutes les simulations

numériques de ce mémoire ont été effectuées sous le langage Borland C++.
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3.3 Application de la vaccination par pulsation & un
modele SIR

La stratégie de vaccination par pulsation (PVS) est constitué des répétitions périodiques
de vaccination impulsifs dans une population, sur toutes les cohortes d’age. A chaque fois
une fraction constante p de personnes susceptibles est vacciné. Ce type de vaccination est
appelée impulsif puisque toutes les doses de vaccin sont appliquées dans un temps qui
est trés court par rapport & la dynamique de la maladie étudiée. Son étude théorique a
été lancé par Agur et ses collaborateurs dans [3]. (PVS) permet d’atteindre ’éradication
d’une maladie avec quelques avantages pratiques. Au lieu de constamment vacciner une
proportion extrémement importante de tous les nouveau-nés, la stratégie de vaccination
par pulsation propose de vacciner une fraction p de toute la population vulnérable dans un
temps assez court, tous les T années. Immédiatement apres chaque (PVS), le systéme »SIR
«évolue & partir de son nouveau état initial sans étre plus affectée par le schéma de vacei-
nation jusqu’a application de la prochaine (PVS). Le principe sous-jacent est d’appliquer
des impulsions de vaccination assez souvent de maniére a empécher la population infec-
tieuse d’atteindre un certain seuil, 4 savoir, par le mamtlen < 0 pour tous les temps. Une
telle stratégie garantit que I(#) est une fonction decrmssante du temps, et la population
infectieuse finira par diminuer & zéro. Nous allons voir que la condition % < 0 sera tou-
jours remplie si S est maintenue en permanence en dessous du seuil épidémique, S,,. La
discussion ci-dessus suggére immédiatement la étrate’gie de recours a (PVS) lorsque S (t)
augmente a un niveau qui est proche ou égale a 1a valeur de seuil S,.

Lorsque la (PVS) est incorporée dans le modéle SIR , le systéme peut &tre rééerit comme

suit ;

(48 = _gST- yS+;u, t#nT
4 =pSI- (u+g)I t#nT
y B =gl-yuR, t;fénT 3.7

8T)=(1- p)S(nT-),

RnT)=R(nT )+ pSnT-),

avec n€N' et nT~ le moment juste avant la néme vaccination. On suppose que
S(T)= lim S =8nT"),
t—.nT
ou nT* représente le moment immédiatement aprés la n®"¢ vaccination. Notre principal ob-
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3.3.1 Construction de la solution périodique

jectif est de chercher une condition pour laquelle on peut construire une solution périodique
stable ($(2),0) (sans maladie) pour le systéme (3.7).

Nous commencons par étudier la dynamique des susceptibles entre deux (PVS) succés-
sives et en P'absence d’infectés, Ceci est motivé par le fait que I* =0 est un point d’équilibre
pour notre systéme.

Dans ces conditions, nous montrons que la population des susceptibles S oscille avec
une période T, en synchronisation avec la (PVS) périodique.

|
3.3.1 Construction de la solution péﬁoﬁque

En absence de la population infectieuse et dans l’intgrvalle [(n-1DT,nT)les susceptibles
|
suivent la dynamique suivante ]

%—f:—,u.5'+y to=(n-1)T<t<nT. 3.8)

La taille des susceptibles 8(t) immédiatement apres la n *™e vaccination est

SaT)=1-p)StT), 3.9

D’aprés (3.8) et (3.9) on aboutit a la formule suivante

Q) =1+(S(p) - De M=) o =(n-DT << nT
S@®) = (3.10)
(1-p)Q®), t=nT.

Notons que la condition initiale S(to) prend des valeurs différentes a chaque fois que
lintervalle change.
Posons S(nT)=8,, alors d’apres (3.10) on a la formule de récurrence suivante

Spi1= F(Sn)f 3.11)

F(82)= (1= p)(1+(S, - DetT), | 3.12)

La fonction F est appelée stroboscopique, (i.e. fonction qui détermine la taille des suscep-
tibles juste aprés chaque vaccination.)
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Cette fonction admet un point fixe globalement stable. En effet d’apres (3.10)on a

- T_
s*=F(gn =1 -1

T (3.13)

de plus,

dF(8,)
das,
On peut démontrer facilement que la suite S, converge vers le point fixe S*,
Posons maintenant S(tp) = S* dans (3.10), on obtient une expression d’une solution pério-
dique « sans maladie »(voir aussi figure (3.2)) donnée par

e (1-ple*tT <1, (3.14)

. pett  ~ult-to) -
S(t)-':{ l+me 0, (n 1)TSt<nT (3‘15)

S*, t=nT
et
I®=o0.

3.3.2 La stabilité locale de la solution périodique

On s'intérésse maintenant & 1a stabilité de la solution périodique (S(2),0) déja construite
dans la sous section précédente. Pour cela posons

S =8@)+s
{ IO=I+i (3.16)

ou s et i sont des petites perturbations. Par linéarisation des équations du systéme (3.7) on
obtient

L = —BS@)i - ps,
. (3.17)
&

= (S~ (u+g))i.

On sait que la solution périodique du systéme (3.7) est localement stable si Péquilibre
(i*,s*‘) =(0,0) du probléme (3.17) est localement stable. Celle ci peut etre démontrer en
utilisant le théoréme de Floquet [25]. Dans un premier temps nous allons construire la
matrice fondamentale A(z) du systéme linéaire (3.17). En effet, soit

81(2) Sz(t))

(1)
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avec (s1(2),11(2) et (sg(8),i2(?)) sont solutions du systéme perturbé (3.17) avec les conditions

initiales suivantes :

s1(0)=1, i1(0)=0,
$2(0)=0, i2(0)=1.

par un simple calcul, nous obtenons :
(=0

s1(t)=e™H (3.18)

io(t) = eJo PS@-(ug)do).
Notons qu’il n’est pas nécessaire de calculer la forme exacte de sa(t), car on aura pas be-
soin dans analyse qui suit. Les multiplicateurs de Floguet sont définis comme des valeurs

propres de la matrice fondamentale A(T), & savoir,

e+ s2(T)

0 1 — elo (B5@)~(u+g)do) (3.19)

det(AI — A(T)) = A=

Selon la théorie de Floquet ([25]), la solution périodique (S(2),0) est localement stable si la
valeur absolue de tous les multiplicateurs de Floquet sont inférieures & I'unité. Alors
Ai=eHl <1
¢ (3.20)
Ao = edo B8@)~(u+g)do)
par conséquent la solution périodique (S(#),0) est localement stable si

IA2| < 17

plus explicitement si, r
. lf S(o)do < btg :=8,.(3.21)
T Jo B

S, est appelé valeur seuil des susceptibles.

Remarque 3.3.1. La condition de stabilité (3.21) peut également étre calculer en utilisant
la fonction stroboscopique pour i(t). En effet, en intégrant la deuxiéme équation du systéme

(3.7) dans Uintervalle t, =(n - 1T <t <nT, on trouve

nT .
i, =in_qenp( f B8 - (u+g)d),
(n~-1T

avec i, = i(t,) il est clair que le nombre des infectés décroit si

nT
f BS@®) - (u+g)dt)<0.
(n-1T
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Chapitre 3. Application de la vaccination a uz‘: modéle SIR de Ia base

Définition 3.3.1. Le taux de reproduction de base associé au modéle (3.7) est définit comme
suit,

RuTy=—PB_ [Ts
D)= fo $()do (3.22)

Avec 8(t) est lu solution Dpériodique définit dans (3.15).

La figure (3.2) décrit la proportion des susceptibles lorsque la (PVS) est appliquée au mo-

déle (3.7). Les susceptibles converge vers la solution périodique sans maladie. Les para-
metres du modéle sont (T'=2,p = 0.5)

La vaceination impulsion
05 T T

La proportion des suscéptibles

: A : :
GRTASEIRIE ,

i

U'ZO ] 10 15 20 25 30 34 aa 45
Le temps(les anndes)

FIGURE 3.2 — La stratégie de la vaccination par pulsation
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3.3.3 La stabilité globale de la solution périodique

3.3.3 La stabilité globale de la solution périodique

Théoréme 9. La solution périodique (5(t),0) est globalement asymptotiquement stable si
Ro(T)< 1. 3.23)

Démonstration. D’aprés ce qui précéde on sait que si Ro(T) <1 alors (S(2),0) est localement

stable, donc il suffit de montrer Pattractivité globale. D’aprés (3.23), on peut choisir >0

telle que

T
b= exp(f BS()+e)—(p+ g)do) < 1. (8.94)
0

Soit x la solution du probléme suivant

{ %—f—#p——px(t), 0<t<T . (3.25)
x(nT)=1-p)x(nT").

Notons aussi que d’aprés (3.7) on a &8 < p—pS(@), S(T)=@1-p)S(T), )
lus on a x(#)—S) — 0

9.4) nous permet de conclure que S)y=x(t)enp

alors le lemme (1.
our tout £>0

¢ — 0o. Par conséquent et pour t suffisament grand, on a p

lorsque
S@) < x(t)< 8@ +e. (3.26)
De (3.7) et (3.26) nous obtenons
dl S - , (n-DT=t<nT
dl < (X P(S(o) + e)-(u+g), 327
IGT)=InT"), neN.
Alors " )
I(nT) < I{(n—DTexp( j; o p(8(e)+e)—(p+ ando),
n—
ainsi pour { grand on a I(®) = I(0)6™ et par conséquent I1(2) — 0 quand £ — oo. D’autre part
&apres le systeme (8.7) et 1e fait que 0< I(t) < g1 pour | assez grand,on a
ds
—_— + wSE)+ 1.
37 > (Per+p 2
Maitenant soit y 1a solution du probleme suivant
42 = —(Be1 + YD+ i 0<t<T (3.28)
y(Ty=@1-py(T7).
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Chapitre 3. Application de la vaccination a un modéle SIR de la base

En utilisant le meme argument que précédemment on a y(t) < S(¢). Maintenant faisons

tendre £ — 0 on obtient y(t)— S(¢) — 0 quand ¢ est assez grand, ou encore
S@t)—e < y@) < S®). (3.29)
En combinant (3.26) et (3.29), on trouve

St)-e<S)<S@)+¢

pour t assez grand. O

3.3.4 Calcul de la période maximale T,,,, de vaccination

La condition de stabilité (3.23) peut &tre entiérement spécifiée par la substitution de

Pexpression exacte S(¢) et en intégrant. En effet un simple calcul nous donne

(p—uT)(l-—e“T)+;,tpTS;,L+g. (3.30)
pT(p—1+etT) B

Il est possible d’obtenir une expression pour la période maximale autorisée de 'impul-
sions, Tma. Pour laquelle le critére de stabilité est satisfait. La valeur rﬁaximale se produit
quand il ya égalité dans (8.30) . Ceci est une conséquence du fait que le terme situant &
gauche de (3.30) est une fonction croissante en T. Pour calculer Tpg,x, on peut simplifier
(3.30) en utilisant le développement de Taylor. Ce développement est justifié si on suppose
que la période des impulsions et durée moyenne de la maladie sont beaucoup plus courte
que la durée moyenne de vie d’'un individu, (i.e. T << 1/p et 1/g << 1/u). Dans ce cas on

obtient,

8P
Tmax = . .
BE=p/2—glp) (3.81)

On remarque bien dans cette expréssion, la dépendence de la période maximale Ty
a la proportion de la vaccination p. Cela veut dire que si la proportion de vaccination est
grande alors la période de la vaccination devra assi etre grande. Par conséquent pour pou-

voir éradiquer une maladie, il faut que la période de vaccination T soit inférieur & Tp,q,.

Remarque 3.3.2. Rappelons que la vaccination constante est inefficace si la proportion des
vaccinés p est inférieure @ p.:=1— 1710-. Cependant la vaccination par pulsation peut conduire
o Péradication de la maladie méme pour des valeurs relativement faibles de p (p < p.,) st la

période de vaccination satisfait T < Trqy.
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3.3.4 Calcul de la période maximale T}, de vaccination

Si la période de vaccination T est plus grand que Tpq. la solution sans maladie devient
instable ou plus précisement toutes les solutions de notre probléme sont permenente i.e. le

nombre des infectés ne tend pas vers 0.
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Chapitre 4

Application de la vaccination par
pulsation & un modéle SIR avec
transmission verticale

Définition 4.0.2 (La transmission verticale). La transmission verticale, également connue
sous le nom de la transmission de la mére Uenfant, est défini comme une transmission

d’une infection ou d’une autre maladie de la meére & son enfant durant la période périnatale.

Certaines maladies comme par exemple Phépatite A ou B peuvent étre transmises d’un
individu a 'autre via la transmission verticale dans la vie réelle. Dans ce cas les nouveaux
nés sont répartis en deux classes, une partie de ces nouveaux nés reste suscptible et 'autre
est infecté. Pour etre plus précis nous supposons que les nouveaux nés issus d'une meére
infecté sont susceptible avec une proportion p.

Dans ces conditions un modéle SIR avec une transmission verticale peut etre proposé

comme suit
%.ES_ =—BSI—uS+pul + 148 +R),
U = BSI—pl +(1-p)pl - 71, (4.1)
=rl- ”‘R’
avec
SE+IH)+R(¢)=1. 4.2)

Comme la troisiéme équation est redondante, nous allons alors seulement congidérer le
modele SI comme suit ;

@ = —BSI - S + pul + (- pwl,
(4.3)

W o

=BSI—rI-pul,
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4.1 App]ication de la vaccination constante

avec

SH+I@)=1. 4.4

Ce n’est pas difficile de remarquer que les points d’équilibres associés au modele (4.3) sont

— v ey (PR Ry -1)
0,10 =0 et 83, 1) = =, =Ry
avec

_ B
Ro= = US]. (4.5)

En employant les memes arguments que précédemment, on aboutira au théoréme suivant

Théoréme 10. Le point d’équilibre sans maladie (1,0) est localement stable ssi Ry < 1. Le
point d’équilibre endémique (81,17) est localement stable si Ry > 1.

Cette section est largement inspirée des articles [5, 22].

4.1 Ap licatiOn de la vaccination constante

Maintena?t si on veut vacciner constament une proportion m des nouveaux nés suscep-

tible, voir le schéma ci dessous,

~

1-m)uS+R) et (1~m)pul 1 pul l mppl et mu(S+R)

[5®)] L. [iy]
| d

le modéle SIR avec vaccination constante devient alors
4 = —BSI - S +(1—m)ppl +(1- m)uS +R),

S

(4.6)

% [w
G

%
®

-“% =ﬂSI-—[.lI+(1"'p)ﬂI—rI’ “@n
%I_t?_ =rl-puR+mppl + mu(S +R),

ol m(0 <m < 1) est la proportion des nouveau-nés susceptible vaccinées avec succes.
avec
S +It)+R()=1. (4.8)

Pour les mémes raisons que précédemment, nous allons considérer le modole SI comme

suit
48 = —BST - S~ (1~ myu(1 - p) + (1~ m)ps,
(4.9

at
% =BSI~(pu+rl.
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Chapitre 4. Application de la vaccination par pulsation a2 un modéle SIR avec
transmission verticale

avec
S@+IH)=<1.

Le systéme (4.9) admet deux points d’équilibres, & savoir le point sans maladie (Sg.1p) et le
point endémique (87,17) définit par

Sy=1-m, I%=0,

et
«_ Pptr Hpp+r)Ry-1)
ST = , Ii= , (4.10)
! B 1 B((1~m)p+r+mup)
avec
Ry=8=™F
pp+r

Notons que 'ensemble D = {(S,I) e R%,0 < S =< 1,0 < I < 1} est invariant pour le systéme
(4.9).

Théoréme 11. Le point d’équilibre (1 —m,0) est globalement stable ssi Ry < 1. Le point

endémique (S1,I}) est globalement stable si Ry > 1.

Démonstration. 1. Supposons que R < 1, alors aprés linéarisation du systéeme (4.9) au

voisinage du point d’équilibre E¢ = (1-m,0), ’équation caractéristique est donnée par

A+ p)A-BA-m)+(pu+r) =0,

ainsi toutes les valeurs propres sont négatives ssi Ry < 1. Par conséquent, Eq est loca-
lement stable. En outre, on définit P(S,I),Q(S,I) comme

P(8S,I)=~BSI - uS -1 -m)u(1-p) +(1—m)y,

QS,D=BSI-(pu+rl.

Afin de démontrer que le point d’équilibre sans maladie est globalement stable, nous
allons appliquer le Critére négatif de dulac (voir lemme (1.2.1)). A cet effet on définit
la fonction B(S,I) comme suit, B(S,I) = % Un calcul direct nous permet de conclure
que 2F + B2 - (54511 <0.

Ainsi on conclut qu’il n’y a pas de cycle limite dans R? et par conséquent le point
Ey=(1-m,0) est globalement stable.

2. Supposons 'a présent que R; > 1, alors le Jacobien au voisinage du point d’équilibre
endémique est donné par
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4.2 Application de la vaccination par pulsation '

9 Ol 1 BT* —t(l—m)
P | |"#-BI] ~p(l-m)-r-mpp
FELID=\% & —l pr; 0

S oS 1

ce qui conduit aux relations suivantes

det(7*(Sy,I1) = BI; (1 = m) +r+mpu) > 0,

trace(j*(S7,17)) = ~(u+ BI7) <.

Par conséquent, le point (S7,1}) est localement stable. Pour montrer la stabilité glo-
bale, nous allons construire une fonction de Lyapunov et utiliser le principe de La-
salle ; pour cela considérons la fonction suivante

LI T

V(S,I):s;‘(% —ln%n (pp+r)+(1 - m(l - p)
1

1
Cette fonction est continue pour tous 8,1 > 0. Par un simple calcul on a

ov S

s TE
0V pu+r+(1-mu(l-p) I

(1-=).
ol pu+r I3

11 est facile de voir que P'état d’équilibre endémique (S 1-17) est un minimum globale de
la fonction V(S,I) dans R?. En utilisant le systéme (4.9) ainsi que les deux équations
ci dessus, on a la relation suivante,

S 2

5 )=0,

X S*
V()= —(1-m)(u—pu1 - p)I)-:S-l-u -

pour tout (S,I) appartenant & D. Liégalité V(S,I) = 0 est vérifiée uniquement sur la
ligne droite § = S}. En remplacant dans le systéme (4.9), on obtient que I =1I7.la théo-
réme de Lasalle ([20]) nous permet de conclure que (S 1,17) est globalement asympto-
tiquement stable. |

1

4.2 Application de la vaccination par pulsation

Dans cette section on s’'intérésse & la vaccination des nouveaux nés susceptibles prove-
nant des trois classes, a savoir, S, I et R, en une seul impulsion durant une période T, qui

sera renouvelé durant chaque période 7.
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Chapitre 4. Application de la vaccination par pulsation a un modéle SIR avec
transmission verticale

Lorsque la vaccination par pulsation est incorporée dans le modéle SIR avec transmis-

sion verticale, le systéme devient alors,

4

\

98 = —BSI-uS+upl+ S +R), t#nT,neN

%:ﬁSI-—,uI—rIHl—p)MI, t#nT,
%:I‘I—[.LR, t#nT

STy =8I )~muS(nT )+ R(nT" ) -mpul(nT-),
InT)=InT"),

R(nT)=RnT )+ muS(nT )+ RnT N +mpul(nT-),

avec S +I+R = 1. Le modgle peut &tre rééerit comme suit

(& =—pSI-uS-p(1-pI@+p,  t#nT
9 = BSI-rl-pul(t), t#nT
%Itizrl-/.tR, Jt#nT

ST)=8mT ™ )—mu+mul - p)I(nT™),

InT)=I(nT"),

RuT)=R(nT ) +mu-mu@d -plnT-),

\

4.2.1 Construction de la solution périodique

(4.11)

(4.12)

En absence de la population infectieuse, les susceptibles suivent la dynamique suivante

| %‘-f—:—-ys-i-y, t#nT
SnT)=8SnT")-myu,

9B = —uR(t), t#nT

| R(uT)=R(T")+myp.

Il en résulte de la premiére équation du systéme (4.13) que,

8(8) = 1+(S(tp) - 1)e Ht—t0), to=(n—-1T=<t<nT.

En utilisant la deuxiéme équation, on a

ST =1+Sn-1T) - Ve T —mu:= £(S((n - 1T)).
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4.2.2 La stabilité locale et globale de la solution périodique

D’aprés que ce précéde on a,
my

" 1-exp(~uT)
est un point fixe globalement stable de la fonction f. En plus la solution périodique du

8* =

systéme (4.13) est donnée par la formule suivante

§()=1— — (it~
$(0=1- g —sexp(-ptt ~to), (4.15)

qui est également globalement asymptotiquement stable . De méme on a

3 = —F  p(—ult—
RO = g enpl—it~to),

avec R* = i'—e_a:;F(—Lpﬂ-
4.2.2 La stabilité locale et globale de la solution périodique

Définition 4.2.1. Le taux de reproduction de base associé au modele (4.12) est définit comme
suit :

T
Ro(T)= — B fo Swdt (4.16)

(pu+nr)T
Avec S(t) est la solution périodique définit dans (4.15).

Théoréme 12. La solution (S(¢),0,R(1)) est localement asymptotiquement stable si Ry(T) <« 1,

ou plus explicitement si
TB<mB+(pu+nrT. (4.17)

Si de pluson a
| TB<mPBp+(pu+r)T, (4.18)

alors celle ci est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. La demonstration consiste & montrer dans une premiére étape que notre
solution périodique est localement stable puis A prouver sa globale attractivité.

La stabilité locale de la solution peut étre déterminér en utilisant 1a méthode de linéa-

risation. En effet, pour
8@ =8@) +u®), 1) = v(t),R(t) = R(@t) + w(t), (4.19)

ona .
4% = —pu(t)- BS()(t) — (1~ pIo(e),

i

L = BS(I(t) - (r + pu(),

d‘;’ =rv(t) - pw(t),
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Chapitre 4. Application de la vaccination par pulsation & un modéle SIR avec
transmission verticale

u(t) u(0)
(v(t)) = cp(t)(v(O)) , 0Os¢=<T,
w(t) w(0)

avec ¢(t) satisfait

= 0. BS@A-G+pw O

- PS@)-pu(i-p) 0
| Joo
0 r -

et ¢(0) =13, ot I3 est la matrice identique. Ainsi la matrice fondamentale au point 7T est

exp(~uT) ® 0
M) = 0 exp(Jif BS(O) - (- + pp)d6) 0
0 * exp(—uT)

Drapreés la théoreme de Floquet([25]) la stabilité locale des solutions périodiques est dé-
terminée par les valeurs propres associées & la matrice fondamentale. I1 en résulte alors
que,

T
A1 =exp(~uT) < 1,Ag = exp(—uT) < 1,13 = exp( fo BS©6) - (r + pr)do).

En conséquence pour pouvoir affirmer la stabilité locale de la solution périodique il suffit
que, A3<1,i.e. ,
TB<mp+(pu+nrT,

ou bien
Ro(TY< 1.

Montrons & présent que cette solution est globalement asymptotiquement stable si (4.18)
est vérifiée.

Tout d’abord observons que si la condition (4.18) est vraie, alors (4.17) est également
vraie. D’ol1 la stabilité locale. Il reste alors & proi:wer la globale attractivité.

On considére I'équation différentielle impulsive suivante

[ 2u0 =p—-pu(t), t#nT,neN,
dt
4 unT)=u@mT )-mpu, (4.20)
u(0%)> 0.
D’autre part d’aprés (4.12), notons que
%ﬁ su~-uS, t#nT
¥ (4.21)

S(nT)=S(nT")-mpu.
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4.2.2 La stabilité locale et globale de la solution périodique

En utilisant le théoréme de comparaison des équations impulsives (voir le théoréme
3.1.1 dans [7]), nous avons S(¢) < u(¢). En employant les mémes arguments que dans le
chapitre précédent, on arrive a construire la solution périodique #(¢) du probléme (4.20); &

savoir,
~ mpy
= 1= et p(— (£ —~ £0)).
() 1 exp (uT)exp( w(t—to)
Par conséquent on a,
S(t) < u(t) < a(z). (4.22)

D’aprés la deuxiéme équation du systéme (4.12) et (4.22) nous obtenons,

{I(t)s(ﬁa(t)-pu—r)l(t), t#nT,neN, (4.23)

InT)=I(nT"),

ce qui conduit &

nT
InT) s I((n - DTexp( j(. _I)T(ﬁﬁ(t) ~pu~-r)dt)

T
=I{(n-1)T)exp fo (B - p(1-8t)) - pu—r)de) := I((n - 1)T)6.

puisque
#(t)=1-p(1-8()).

Ce n’est pas difficile de vérifier que (4.18) est équivalent a,

T ~
6=exp([| (- p(1- SN~ pu-ride) <1,
par conséquent I(nT) < I(0)6™ et I(£) — 0 lorsque ¢ — oo.

Sans perte de généralité, on peut supposer que 0 < I(¢) = £ pour tout ¢ =0 et pour tout
€>0. En utilisant ce dernier resultat et le systéme (4.12) nous avons

dS(z)
dt

=z —(fe+wSE)+ u~ (1 - p)e, t#nT,neN

S(T)=S8(nT")~mp.

Soit 21(#) la solution du probléme suivant,

d
T;ti =~(fe+wai®)+p~p(l-pl,  t#nT,neN

21(nT)=2:(nT")-my, (4.24)
21(0)> 0,
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Chapitre 4. Application de la vaccination par pulsation & un modéle SIR avec
transmission verticale

Pour (n- 1T <t <nT, la solution de ce systéme est donnée comme suit,

PP il Ll )N my
Pe+u 1-exp{—(fe+ T}

exp{—(Be + p)t —(n— DT} (4.25)
Comme S(¢) est une sur-solution du probléme (4.25), on a pour tout &; >0, un T; > 0 tel que

S(t)>z1()—¢e1, pour t>T;. (4.26)

D’autre part, soit 22 1a solution du probléme suivant,

d?t(t) = p— pza(t),
4.27)

29(nT) = 290(nT™)—mu+mu(l - pe.

Par le meme raisonnement que précédemment (noter que S(f) est une sous-solution du
probléme (4.27)) on a S(¢) < z5(t) et 29(¢) est donnée par la formule suivante

mu—mu(l—pe
1-exp(—pT)

z2(t)=1- exp(~u(t—(n—1)T).

Observons maintenant que 2z1(£)— S(£) — 0 et za(t) — S(¢) — 0 lorsque ¢ — oo.
En combinant ces résultats on conclut que

St)-e<SE)<8@) +e,

pour tout £ >0 et ¢ assez grand. De meme on peut montrer que R@®) - R() — 0 quand

t— oo. N

Remarque 4.2.1. Le schéma (4.1) décrit la proportion des susceptibles lorsque la vaccina-
tion par pulsation est appliquée au modéle (4.3). La taille des susceptibles converge vers la

solution périodique. Les paramétres sont choisis comme suit (T =2, =0.65,m = 0.3)
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4.2.2 La stabilité locale et globale de la solution périodique

Lavacenalion krideton

@

Lo tempafias anndse)

FIGURE 4.1 - La stratégie de la vaccination par pulsation avec la transmission verticale

Remarque 4.2.2. Calcul de la période maximale de vaccination
Posons f(T)=mp+(pu+r)T - pT. Alors sous la condition (4.17) on a f(T)>0, pour tout T et

par conséquent, la période maximale de vaccination Ty, est donnée comme suit

_mB__
B-(pu+r)

Définition 4.2.2 (La permanence). Le systéme (4.12) est dit permanent s'il existe des

Tmax =

constantes positives m;,M;,i = 1,2,8 et un temps fini Ty tels que my < 8(t) < My,mqo < I(t) <
Ma,m3 < R(t) < M3 pour tous t = Ty,

Théoréme 13. Le systéme (4.12) est permanent si on a
mB+(pd+r)T<TB

Pour 1a preuve voir [13]
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Chapitre 5

Application de la vaccination par
pulsation a un modele épidémique
SVEIR avec un temps de retard

5.1 Modéle SVEIR avec un temps de retard

Dans le présent chapitre, nous allons introduire un nouvelle classe répresentant les
individus vaccinés dont le vaccin n’a pas un effet immédiat. Le modele suivant prend en
compte le temps de lattence entre le stade susceptible-infecté et vacciné-infecté. Le modele
SVEIR est donnée comme suit

(25 = - uS() - BSWHI(D),

av
dt

I

=B1V@I@E) -y V() - uV (D),

{ 4B = 5SIG) + 1V I - fe P SG - — 1)~ Pre * V(¢ —TI(E ~ 1)~ pE(®),

B

= Pe WSt —~1T)(t~T)+ fre F V(U - DI - 1)~ Iy + p+ ),

QU

{ Ti% = ’}/1V(t) + '}’I(t) - ”-R(t)s

ou S,V, E, I et R désignent respectivement les susceptibles, vaccinés, exposés, infectés et
réfractaires. L'interprétation des paramétres est la méme que celle présentés dans les cha-
pitres précédents. Notons que le modele SVEIR prend en compte la probabilité de survie
durant la période de lattence. le taux de transmission 8, est toujours pris inférieur au taux
B. Ce chapitre est largement inspiré de Particle ([24]).
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5.2 Application de la vaccination par pulsation

5.2 Application de la vaccination par pulsation

Dans cette section on s’intérésse a la vaccination des susceptibles en une seul impulsion

durant une période T, qui sera renouvelé durant chaque période 7.
(98 = - puS(®)- BSWI), t#nT,

v = _ B, VOI®) -y V@ -V @), t#nT,

gy
%—? = SO+ BLVOI@) - Be FTS(t—1)I(t - )~ ﬂle—FTV(t - -1)-puE@), t#nT,
dl  fe b S(t -t -7+ Pre PV (e~ DI~ D) ~I@Ny +p+a), t#nT,

@R =y V@O +yI(e) - puR(), t#nT,

SuT)=1-8)S(nT"),
VD) =VnT)+08SnT),
EmT)=EnT"),
InT)=I(nT"),

| R(nT)=R(nT"),

(5.1)

Soit T = C(~7,0];R,), Lespace des fonctions continues (ou des fonctions intégrables) de
Pintervalle [-,0] & les réels non-négatifs. Les conditions initiales sont définies comme suit
8(0),V(0),I(0)eT et E(0),R(0) € R* ol 8(0) = 8(0),V(0) = V(8),1(0) = I(6),~7 < 0 < 0. Les équa-
tions de E et R sont indépendamment des autres équations. La dynamique de (5.1) est
déterminées par
(€8 = p—pS@)- PSWI), t#nT,
& = —pVOIR) -1V -uV (), t#nT,
d = Be P S(t - DIt~ 1)+ Pre MVt - DI~ 1)~ I@Ny +p+a), t#nT,
{ (5.2)
S(nT)=1A-0)S(nT"),

V(inT)=VnT )+68(nT"),

| I(nT)=1(nT"),

Les conditions initiales de (5.2) sont
S) = $1(0),1(0) = ¢p2(0), V(@) = ¢p3(0), -1=<0<0, 5.3)
ot ¢ = (1, ¢2,¢3)T € PC([-7,0],R,;) avec PC est Pespace de toutes les fonctions par morceaux

gl = sup 0{|¢1(0)I, p2(6); 13O}

~150%
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Chapztre 5. Application de la vaccination par pulsation & un modéle épidémique SVEIR
avec un temps de retard

Lemme 5.2.1. Supposons que X(t) = (S(t),V(¢),E(t),I(t),R(t)) sont les solutions de (5.1) avec
les conditions initiales (5.3) ,alors S(t) < LE(#) <1,V(t) < 1,I(t) < 1,R(t) < 1,pour tout t assez
grand. :

Démonstration. Soit N(t) = S(¢) + E(t) + I(£) + R(t) + V(¢) est la population totale du systéme
(5.1),avec N(¢) est continue ou ¢ € [0, +o0].Calcul de la dérivée de N(¢), nous avons que

%(t).—_u—uN(t)—aISw-uN(t)

ce qui implique que lim;.., supN(t) = 1 Ainsi, par la définition de N(#), nous obtenons qu’il
existe nombre entier positif n; tel que S#) <= LE@) < 1,V(#) < 1,I(#) = 1,R(¢) < 1 pour tout
tznT. O

5.3 Attractivité globale de la solution périodique « sans
maladie »

Dans cette section, nous commencons I'analyse (5.2) d’abord démontrer Pexistence d'une
solution périodique,« sans maladie »out les infectés totalement absente de la population ,
pour tout ¢ = —7. Considérons le systéme suivant :

(%§~u uS@), t=nT

L =y V@)~ pV(@), t=nT
J (5.4)
S(T)=(1-0)S®T"),

| V(D)= V(T )+6S(nT")

D’aprés ce que précede,il est facile de construire des solutions périodiques(S(z), V(t)) qui
sont globalement stable pour le systéme (5.4) , ou

S@t) = 1+(S* - 1)e~#t-nT)

V(t) = V*e~(tr)t-nT) , te@mT,(n+1)T]

Avec

* _ (1-0)1~e 4Ty
8% = 1-(1-8)e~kT »
V* = 9[1+(So-De 7]

- 1—e— Y1 )T
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5.8 Attractivité globale de la solution périodique « sans maladie »

Théoréme 14. Si R; < 1, alors la solution périodigue « sans maladie AS(2), V(2),0) de systéme

(5.2) est globalement attractif, o

R e F (11— P ﬁlge~(l-t+Y1>T
1= (y+p+a)l-(1-0)+T) ( 1-e-w+r)T )

Démonstration. Puisque R; < 1, ,on peut choisir £; >0 suffisamment petit de telle sorte que

e (1 - e~ HT) ﬁlge"(ll""')’l)T
(1-(1-0)e+T) ( 1—e~trnT

A partir des premidre et deuxiéme équations du systéme (5.2), nous avons

+2£1) <(y+u+a) (5.5)

ds
TR p—pS()

et

av
F7 11V (&) - pV (@)

puis nous considérer le systéme de comparaison ci-dessous avec impulsion
(%= p—px®), t=nT

% =—y19()—uy(t), t=nT
< (5.6)

2(nT)=(1-0)x(nT"),

ynT)=y@)+0x(nT"),

\

alors on a,x(f) — #(#) et y(t) — $(t) quand ¢ — co ,avec

~ 1 e HE-1T)
Bty =1 1—(1-8)e—#T>

, te(nT,(n+1)T]
o (t) _ 9(1_e—yT)e—(u+71)(t-nT)
W) = I T [1-(1-B)e FT]

(%), #2) sont des solutions périodiques. Par le théoréme de comparaison ([7]),et pour t

suffisament grand, on a

SO <&B)+e1 < TS o +e1 =54,

- (1—e FTye~Wir)T
V()< t)+e1 = e G I (00T

re =Vy te@T,(n+DTl,neN (5.7

En outre, & partir de la troisiéme équation du systéme (5.2), nous avons
4 < (Be#*Sp + P1e FTVA(E~ 1)~ (y + p+ I (2)

puis nous considérons 'équation comparaison suivante :

d
E%’ =(Be F'Sa + B1e P Vp)y(t —T) — (y + p+ @)y(t)
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Chapitre 5. Application de la vaccination par pulsation a un modéle épidémique SVEIR
avec un temps de retard

D’aprés (5.5),et par le lemme (1.2.3) ,nous avons lim;_., y(t) = 0.Par conséquent,lim; .o, I @)=
0.Donc il existe un &, > 0 assez petit ,pour que I(t) < g5,pour tout t suffisamment grand . A
partir des premiére et deuxidme équations du systéme (5.2),nous obtenons
48 > p— puS(8) - PeaS (),
, pourt>myT. (5.8)
&Y > ~B1eV () - 71V () - pV (@),
Ensuite, nous considérons le systéme de comparaison ci-dessous avec la vaccination par

pulsation :

r

99 = - p() - Peopl(t), t=nT
d

ﬂtz = —B1E99(8) - Y19(t) — py(t),
< (5.9

e(nT)=Q1-6pnT"),

| () =y(nT ) +0¢®nT"),
Donc, ¢(t) — @) et y(t) — §#(¢) quand ¢t — oo avec (@(t),§(?)) les solutions périodiques du
systeme (5.9) ,ou

O ~(feg+uXt-nT)
¢(t) = 3 | - Fegip® Z(p .
E9+ 1-(1—@)e~(PE2TIT 2
g (o Op_,—(pegrpXe-n) | 5 LE (nT,(n+DT].
7(t) = i) g Pepti
Y= 1—g-Wegt71+viT | Pea+pt  1—(1-@)e~Peg+)T |2

Par le théoréme de comparaison ([7]) ,on a

S@t)z p(t) = p(t)— €1,

Vo zuzit-e @ @@+ DIln>maneN

Depuis (¢1,62) sont suffisamment petites et d’aprés (5.7) et (5.3),nous avons

SW)-e1<8®)<8@) +¢1,

V) - s VO V@O +e, * 2T
alors : )
V©-V@©) -0,
It)—0,
Quand ¢ — co. _
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Conclusion

Apres avoir pris connaissance des différents aspects du systéme SIR et SVEIR avec la
vaceination constante et la vaccination par pulsation du point vue démographique et épi-
démiologique,nous avons mis en évidence les principales caractéristiques a examiner dans
un modéle mathématique .

Nous avons remarqué que pour eradiquer la maladie ou le cas de la vaccination constante,
il est nécessaire que le taux de la vaccination soit assez large.Pour la vaccination par pul-
sation est plus efficace et plus simple car il suffit a chaque période bien fixer(T) de tel sorte
qu’il soit toujours inférieur a la période maximale(T,ax).Lorsque le modéle mathématique
est aussi structuré en age ;ce qui fourni une EDP,au lieu et place ’'EDO ,le probléme reste

ouvert & notre connaissance.
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