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Résumé:

Nous considérons la prévision d’un processus & temps continu admettant une
représentation autorégressive AR(1) dans I’espace des fonctions continues Cj¢) par
une méthode die a Parzen utilisant les espaces & noyau reproduisant associés & la
fonction de covariance du processus. Nous donnons des résultats de convergences des
prédicteurs suivant plusieurs modes avec les normes associés aux espaces fonctionnels
considérés. Nous traitons ensuite le cas d’un processus autorégressif & coefficients
aléatoires par la méme méthode de Parzen. Nous utilisons les résultats obtenus sur
ce type de prédicteurs en illustrant leur performance sur des séries chronologiques
réelles et sur des séries simulées et en les comparants avec d’autres méthodes de

prédiction utilisées dans la littérature.

Title: Parzen Prediction of a Functional Autoregressive Processes

Abstract:

First we consider a Parzen prediction of reproducing kernel space of a contin-
uous time stochastic process admitting a functional autoregressive representation
AR(1) in the space of the continuous functions Ci5.We give convergence results
of the predictors in different stochastic modes with norms of associated functional
spaces. We consider also Parzen prediction of an autoregressive processes with ran-
dom coefficients. We use the obtained results by illustrating their performance on
real chronological series and simulated serie and compare with the other methods of

prediction existing in the literature.

Mots clés: Processus autorégressif fonctionnel- Prédicteur de Parzen-Espace &

noyau reproduisant- Processus autorégressif fonctionnel & coefficients aléatoires- Série

d’El Nino.

Key words: Functional autoregressive process-Parzen Predictor- Reproducing ker-

nel space - Functional autoregressive process with random coefficient- El Nino series.



i

iv

Table des Matiéres

Introduction o . ' 1

1 PROCESSUS AUTOREGRESSIFS BANACHIQUES D’ORDRE

UN 4
1.1 Définition et existence d’un processus autorégressif Banachique d’ordre
0 Y P 4
1.2 Représentation ARB(1) de processus réels & temps continu . . . . . . 6
1.2.1 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck . . . ... ......... 6
1.2.2 Construction d’'un modéle ARC(I}(B=Cly) -+ -+ v+« « - 8
1.2.3 Une classe ’ARB(1) a valewrs dans Lfy ;. . . . . . . . .. .. 10
1.2.4 Processus avec saisonnalité ... . . . . ... ... .00, 10
1.3 Loi Forte des Grands Nombres LFGN pour les processus autorégressifs
banachiques . . . . . . v« o o e e e 11
1.4 Processus Autorégressifs Hilbertiens d’ordreun . . . ... ... ... 11
1.4.1 Définition d’un ARH(1) . .................... 11
1.4.2 Estimation des opérateurs de covariance'et A . . ... ... 13
1.4.3 Estimation des éléments propres: . . . . ... .. ... I ¥ ¢
2 PROCESSUS AUTOREGRESSIFS ET ESPACES A NOYAUX RE-
PRODUISANTS ‘ 22
2.1 Définition et propriétés des espaces & noyau reproduisant . . . . . . . 23
2.2 Exemples d’espaces 4 noyau reproduisant. . . ... ... ...... .. 25
2.3 Meilleur prédicteur linéaire sans biais & erreur quadratique minimale
‘ BLUP . . i e e e e e e e e e e e e e 26
2.4 Estimateur linéaire sans biais de la moyenne & variance minimale MVUL 32
© 2.5 Prévision d’un processus autorégressif AR (p) réel ... . .. ... ... 37
2.5.1 Application . ... ... ... ... o i e 38
2.6 Prévision d’un processus autorégressif ARC(1) . ... ......... 39
2.6.1 Prédicteur BLUPdiscret . . . .. ... ... ... ... ... 42
2.6.2 Prédicteur BLUP continu . . ... ... ... ......... 46

2.6.3 Liens avec le prédicteur probabiliste. . .. ........... 54



g -~
2.6.4 Comparaison entre les prédicteurs X, et X,,. .. ... ... 57
2.6.5 Estimation par interpolation linéaire . ............. 58
2.6.6 Estimateur MVUL de la moyenne d’un processus ARC . . .. 62

3 PREVISION D’UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF HILBERTIEN

A COEFFICIENTS ALEATOIRES 63

3.1 Imtroduction . . . . .. .. .. i i i e 63

3.2 Prédicteurs BLUP Cas particuliers . ... ............... - 64
3.2.1 Estimation de E(p,) connaissant les vecteurs propres de 'opérateur

DXy e ot e e e e e e e e e e e e e e e 67

3.3 Prédicteur BLUPdiscret . . ... ... ... ... ... ... ... 72

3.4 Prédicteur BLUPcontinu . ... .................... 74

3.4.1 A) 1°cas. Estimation du prédicteur BLUP continu X}* dans
le cas ou les vecteurs propres de 'opérateur de covariance I x,sont
COMIMUS. .« v v v v vttt o e ot bt e ettt oo a e e 74
3.4.2 B) 2°" cas. Estimation du prédicteur BLUP continu de
X () dans le cas oti les vecteurs propres ¢,de I x,sont inconnus. 80

4 SIMULATIONS , : 83
4.1 Simulation et prévision d’un processus ARC(1). . . . . e .. 83
4.1.1 Définitions . . . . .. .. - T e e s i e ... 83

4.1.2 Prédicteur BLUP casdiscret . . . . ... ... ......... 85

4.1.3 Prédicteur BLUP cascontinn . . .. ... ........... 85

4.2 ' Simulation dans le cas d’un Processus a coefficient aléatoire . . . . . . 95

Bibliographie 101



Introduction

Les variables aléatoires & valeurs dans des espaces fonctionnels sont considérées na-
turellement dans plusieurs domaines des probabilités et statistiques. Aussi I'interprétation
d’un processus stochastique a temps continu comme une variable aléatoire & valeurs
dans un espace fonctionnel a trouvé un grand intérét aussi bien dans les théorémes
limites pour des variables aléatoires & valeurs dans des espaces de Banach que dans
Pinférence et la prévision des processus stochastiques. Nous étudions la prédiction
d’un processus aléatoire & temps continu sur tout un intervalle par une modéli-
sation autorégressive fonctionnelle. Précisément considérons un processus stochas-
tique réel Y = (Y'(¢), t € R) observé sur un intervalle [0,7"] et nous nous intéres-
sons & la prévision du processus Y sur lintervalle [T,T + 4], 6 > 0. En posant
Xn(t) := Y (t + nd), ¢t €[0,0] nous générons une suite de v.a. X = (X, n € Z) &
temps discret & valeurs dans un espace fonctionnel approprié dont I’évolution tem-
porelle est supposée vérifier une équation du type autorégressive. En particulier si le
processus Y est a trajectoires continues I’espace fonctionnel naturellement associé sera
I’espace Clo 5 des fonctions réelles continues sur [0,6]. Ainsi la prévision du processus
Y sur [T, T + 6] est ramenée 4 la prédiction de la v.a. X,, comme élément de Cl 5.

Deux types d’espaces fonctionnels nous semblent intéressant dans les applications:
Pespace de Hilbert L, 5 et 'espace de Banach Clo,g).

Pour résoudre ce probléme de prévision dans les espaces de Hilbert, D. Bosq et 'T.
Mourid (1990) ont introduit les processus autorégressifs & valeurs dans un espace de
Hilbert que nous notons ARH. Nous présentons la définition de ces processus & valeurs
dans un espace de Banach sépa,rable; que nous notons ARB. En particulier, nous nous

intéressons aux processus autorégressifs d’ordre un, notés ARH (1) et ARB(1).



Le premier chapitre est consacré au processus autorégressif d’ordre un ARB(1) et

ARH(1). Le processus X = (Xn, n € Z) vérifie la relation

N rn Xy o 24
ou\p est un opératéur .Borné continu et (£i,%1 € Z ) est im B-bruit blaric.' Nous donndns
ensuite une relation entre les opérateurs de covariance du processus (X;) et Vopérateur
p. La loi forte des grands nombres a été établie pour les processus ARB(1) par D.
~Bosq [8]. 11 donne également des exemples de processus admettant une représentation
autorégréssive ARB (1) Nous reprenons l'exemple de construction d'un ARB(1)
donné par Pumo [25]. Nous citons les résultats dus & D.Bosq, concernant ces processus
8].
| Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons la théorie des espaces autorepro-
duisants [3]. Par ailleurs, nous donnons les liens entre les espaces autoreproduisants et
la. prévision des séries chronologiques [17]. Cette relation est utilisée pour construire
le meilleur prédicteur linéaire sans biais & erreur quadratique minimale noté BLUP
de la valeur du prbcessus en un point t € [0,T] et le meilleur prédicteur de variance

minimale de la moyenne du processus en un point ¢ € {0, T| noté M VUL.

Nous appliquons les résultats du deuxiéme chapitre aux processus autorégressifs
Banachiques d’ordre un ARB(1). Plus particuliérement aux processus autorégressifs
3 valeurs dans P’espace des fonctions continues sur [0, 1], noté ARC (1).

A partir d’un nombre fini de discrétisation de observation continue, nous con-
struisons un prédicteur qui converge en probabilité. Dans le cas général, nous con-
sidérons le sous espace des fonctions de Lipschitz. En supposant que le processus est
a-mélangeant, nous montrons la convergence presque stre dans V'espace L%o,u du pré-
dicteur utilisant les vecteurs propres de 'opérateur de covariance T et de 'opérateur
de covariance empirique I'n.

En particulier lorsque p est un opérateur intégral, nous comparons le comporte-
ment asymptotique des prédicteurs précédents avec ceux studiés dans Pumo [26].
Nous montrons aussi la convergence presque stre de ces prédicteurs dans P’espace

Co-
Dans le troisiéme chapitre, nous considérons les processus autorégressif & coef-



ficient aléatoire et & valeurs dans un espace de Hilbert ARHA(1) [1] et nous rap-
pelons quelques résultats sur I’estimation des éléments propres de son opérateur de
covariance empirique C,. Nous étudions ensuite quelques propriétés de Popérateur
intégral en comparant avec les résultats obtenus par Pumo ([25], chapitre 3) et notre
prédicteur du processus. Enfin nous terminons par ’estimation et la prévision du
processus ARHA (1) par la méthode BLUP.

Dans le chapitre quatre nous présentons les études de simulation. Nous reprenons
exemple numérique du processus ARC(1) donnée par Julien Damon qui prend en
considération le travail de Pumo(1993). On présente le modele utilisé pour simuler
n+1 observations d’un processus ARC(1) et on donne quelques détails sur le calcul
du prédicteur BLU P dans le cas discret et continu.

Pour simuler le processus et les prédicteurs on utilise le logiciel R avec spécification

- d’un modele particulier. Plus précisément, on simule un processus dont les trajectoires
appartiennent & l'espace engendré par les fonctions propres

{ej(t) = V2sin[(j — 1/2) nt],j = 1,2, ...,h} de Yopérateur de covariance du mou-
vement brownien.

Des applications variées dans plusieurs domaines se trouvent dans ([8] ch. 9 et
les références citées). Parmi elles nous pouvons citer: la prévision du phénomeéne
météorologique "El Nino", la prévision du trafic routier, la consommation de Pénergie
électrique d’une région, I’électrocardiogramme, la prévision du nombre annuel de
passagers dans les chemins de fer Frangais et récemment la prévision du niveau de
pollution atmosphérique [4]. |

Nous appliquons cette méthode de prévision 4 la série chronologique climatologique
décrivant le phénomeéne (ENSO) pendant une période de douze mois de année 1986 et
puis de I’'année 2006, en utilisant des observations mensuelles de la période 1950-1985
et 1950-2005 respectivement. De méme, on s’intéresse & la prévision sur une année
de la température de Nottingham sur la base de données mensuelle. L’ensemble des
données sont les températures mensuelles moyennes de ’air au Chateau de Notting-
ham de Janvier 1920 & décembre 1939. La prévision porte sur année 1939. On fait
aussi un travail similaire & la température maximale moyenne et minimale moyenne
a Alger durant la période 1956-2004.
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Chapitre 1

PROCESSUS AUTOREGRESSIFS
BANACHIQUES D’ORDRE UN

Un processus Banachique d’ordre un, noté ARB(1), est une généralisation na-
turelle d’un processus autorégressif 4 valeurs dans R¥. Dans ce chapitre nous donnons
la définition et les résultats les plus importants concernant ces processus contenus dans
8].

Nous donnons d’abord la définition d’un ARB(1) puis une relation entre I'opérateur
de la covariance T' de Xj, l'opérateur de la covariance croisée A* de X;, Xo et
lopérateur d’autocorrelation p. Nous indiquons ensuite deux processus réels a temps
continu qui peuvent se mettre sous la forme d’'un ARB(1). Une loi forte des grands

nombres est présentée ensuite.

1.1 Définition et existence d’un processus autoré-

gressif Banachique d’ordre un

Soit (B,fBp) un espace de Banach séparable muni de la tribu borélienne et de
la norme ||.|. Considérons une suite (€n,n € Z) de v.a & valeurs dans B, définies
sur P’espace probabilisé (€, A, P) indépendantes et de méme loi telles que 0 < o? =

E ||en||* < 400 et E(e,) = 0 ot Pespérance est prise au sens de Bochner. Nous dirons



qu'une telle suite est un B — bruit blanc.
Soit p un opérateur linéaire borné de B dans B et on note ||oll; la norme d’opérateurs

linéaires bornés et m € B.
On dira qu'une suite de v.a. (X,,n € Z) définie sur (Q, A, P) et a valeurs dans

(B, B) est un processus autorégressif d’ordre 1 noté ARB(1), si

X,—m=p(Xn1—m)+éen, nE€EZ (1.1)

Lemme 1.1.1 [9]. Si il existe jo > 1 tel que lo®ll <1 alors la série

> Pengn€Z (1.2)

izl

converge dans L% et presque strement.

Preuve. Posons

Ak,m i sn——j
SE(HWWD
i=k
< E<§:np’n nsn_gn)
< B (zz . m)

IA
Ma

||p’|| 14| E (llei=sll lleiill)

k)
R‘
o~

?:-ME, i

IA

2
||p7||> — 08Si k,m — +00

(

Comme la convergence de la série ., || P|| est équivalente & la condition: il

existe jo > 1 tel que [|p®|| <1 — ([9] p. 74 ) donc le dernier majorant S g |07l



tend vers 0 si k,m — +oo . Par suite la série }_.-; pei_; converge dans I'espace
L% . La série converge presque sire est un résultat de Geffroy (cf [13]). W

Pour me B on pose

oul (g;) est un B — bruit blanc et la série converge presque strement et dans L%.
Alors ¢; est indépendant de (X, j < 1), la suite (X,) est strictement stationnaire et

on nous avons :

Xn——_m=p(Xn_1—m)—|—&:n, nez (1.3)

Par suite (X,) est un processus autorégressif Banachique d’ordre 1, ARB(1) a

valeurs dans B.

1.2 Représentation ARB(1) de processus réels a
temps continu

Nous indiquons une classe de processus réels & temps continu admettant une
représentation ARB(1). Cette classe contient notamment le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck. Les résultats des deux sections qui suivent sont das & Bosq [8] Chap.
2.

1.2.1 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

On consideére le processus réel

§t=/texp(——c(t—u)) aw (u), te R

o0

ou W est un processus de Wiener et ¢ une constante strictement positive.

Pour construire un ARB(1) a partir de (&;) on peut choisir B = Cjp,1j et poser

Xn(t)=&pe 0St<1L, nEZ



La version choisie de &, étant supposée & trajectoires continues, on définit ainsi
des v.a X,, & valeurs dans C' = Cjp ).

D’une part,

n-+1
B (6l sSm) = B[ €W @) /6, s<n)
ot Co n+t
- B / e~ W (u) + / eI AW () /€., 8 < n)

= E(| e t™dW (u) /¢, s<n)

3

3

= / e~ AW (u)
= e %, 0<t<1

Ce qui améne A poser:
pf () =ef(1)
et
e (t) = [ e H0AW (u) = 5 et dW (n + v)

Alors

n+t n
e (t) = / e~ HIGW (u) — e™* / e~ dW (u)
= L — (pXp1)(t) 0SS, nEZ

D’autre part , comme (W (u)) est & accroissements indépendants, (€n) un bruit
blanc et

lo"l| = sup ||p"f]| = e~
IFl=1



alors Y50 ll0"]| < oo et ainsi (Xn) est un ARB (1).

1.2.2 Construction d’un modéle ARC(1)(B = Cjpy))

Nous rappelons le théoréme de Karhunen-Loéve et une application de ce théoréme

pour construire un processus de Wiener.

Un processus stochastique du 2°™ ordre est une famille de variables aléatoires

réelles &,, t € T telle que E (|¢,|*) < oo pour tout ¢ € T.

Soit (¢,,a <7 <b) tel que a et b sont finis, un processus stochastique de 2¢™¢

ordre de moyenne nulle et de fonction de covariance K continue. Soit (¢;, ¢ =1, 2...)
“ une base orthonormale de I’espace engendré par les fonctions propres correspondantes

aux valeurs propres non nulles de 'opérateur intégral associé a K.

(Af) (s) = [, K(s,8)F(t)dt

Dans ces conditions le théoréme de Karhunen-Loéve donne:

(&) =iT i (B), t € a,b]

ou§; = f:( (t) @; (t) dt, sont des variables aléatoires orthogonales de moyenne
nulle et B [|€;]*] = \i. Cette série converge dans L?, et uniformément sur [a,b].

Si le processus est Gaussien alors tout vecteur aléatoire (&, ...,¢,) est gaussien
dans R" pour r > 1. Dans le cas d’un processus de Wiener. (W (t), ¢ > 0) sa fonction

de covariance est

K (s,t) = min (s, t)

Les vecteurs et les valeurs propres de l'opérateur de covariance du processus de

Wiener (opérateur A) sont:



0 (t) = ﬁsin[(i—é—)m], i>1

i>1

En prenant §; = \/—%f ot &; sont donnés par le développement en série de Karhunen-

Loéve, on obtient:

W (t) \/—zfz smZ ) 7t

1=1 - 5) Q
Pour un processus de Wiener sur un intervalle [0,n + 1], nous considérons le

développement suivant

(t) = 2 sin z—l‘w—i— S
AR V] 2)Tnr1) M-

2

W (t) = ,/ Zﬁzsm Z._f))_f,f“] tel0,n+1]

2/ n+l

et

ol les (£) sont des variables aléatoires ii.d normales réduites.
.Posons pour tout w € Qetn € N :
€n:[0,1] xQ+— R
v, w) — Wniy (w) — Wy (w)
Maintenant nous définissons 'opérateur p. Puisque nous resterons dans le sous

espace engendré par les vecteurs ;, il suffit de définir p (;) . Nous prenons

plpil (8) = B; wi(s)

ol la suite (B;) est une suite de réels donnés.

Xn = Z pjé’n_j.
. =0

Ainsi (X,,) est un processus ARC (1).

Posons
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1.2.3 Une classe ’ARB(1) a valeurs dans Ly

P Soit (Z;,t € R) un processus réel du second ordre, centré et a accroissements
- indépendants et strictement stationnaires. On suppose que nous avons une version

N de (Z;) & trajectoires localement de carrés intégrables. Alors en posant:
sn(t)=Zn+t;.—Zn, OStSL neEz

. on définit un bruit blanc dans Lf ; = H.

Soit p un opérateur linéaire sur H, intégral de noyau K défini par

1
(pf)(t)=/0 K(s,8)f(s)ds, 0<t<1, felby

ou

1 1
0_<_/ / K% (s,t)dtds < 1
o Jo

Alors ||p]| < 1 et on définit un ARH (1) en posant:
H Xn(t) = Yis0’ (Eni) (8) ,0<E <1

(Z:) peut étre un processus de Wiener oll un processus de Poisson centré.

- 1.2.4 Processus avec saisonnalité

Considérons un processus réel de la forme
n=m(t)+&,t€R

ol (£,) est un processus centré, 4 trajectoires continues et admettant une représen-
tation ARB(1) ou B = Cjpy.
On suppose que m est une fonction continue, non aléatoire, de période h et non

constante. Dans ces conditions 7, admet une représentation ARB(1) avec

Xn(t)=£n+t Ostsh, nGZ

et
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EX,=m

X, est donc stationnaire alors que (7,) ne P'est pas.

Conclusion: De nombreux processus usuels admettent une représentation au-

torégressive dans un espace bien choisi.

1.3 Loi Forte des Grands Nombres LFGN pour les

processus autorégressifs banachiques

Posons Sp, = Yy Xiy Xn = 22, 8, = Lﬂﬁlﬂ et R=73 5, llF’ll < oo, le résultat
suivant établit la loi forte de grands nombres pour (X,) ~ ARB (1)
Théoréme 1.3.1 [9]. (L.F.G.N) Soit (X;) un ARB de moyenne m, alors

Xn—m p.s. | (1.4)

Pour la convergence en moyenne d’ordre r > 1 dans un espace de Banach on a le

théoréme suivant.

Théoréme 1.3.2 [15]. Sous les conditions du Théoréme 2.3 [15] chap. 2 nous avons
pour tout r > 1

lim E|X,—m| =0

n—r-+400
1.4 Processus Autorégressifs Hilbertiens d’ordre
un

1.4.1 Définition d’un ARH(1)

Nous donnerons ici la définition d’un ARH (1) tel qu’on utilisera dans cette section

avec deux hypothéses supplémentaires par rapport 4 la définition d’un ARB(1).Considérons

un espace de Hilbert réel et séparable muni de la norme ||.|. Un ARH (1) est une

suite de variables aléatoires & valeurs dans H telle que
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X;=pXio1+e §=0,+1,%2, ...

ou (g;) est un H — bruit blanc et p est un opérateur compact et symétrique sur H
tel que |||, < 1 pour jo > 1.

Si ¢ est un vecteur propre de p associé & A alors ((X, ¢),4 € Z) est un AR(1).

Pour les variables aléatoires Hilbertiennes, les opérateurs de covariance et de co-

variance croisée comme des opérateurs linéaires sur H sont définis par:

Cx, (z) = E ({Xo, z)Xo) -
Cxox: (7) = E ({(Xo,2)X1) -

Pour un ARH (1) on a Cx,x, = p Cx,

Proposition 1.4.1 [9]. Si (X;) est un ARH(1) associé a p et (&;) on a:

EXy =0
C’Xo = POXOP + Ce
= pjcepi
=0

CXO,X-k = OXOpk, k= 1,2....
Cx_k,xo = kaXO, k= 1,2....

Dans la suite on note
I'=Cx,, A*=Cx,x,

Les deux derniéres équations de la proposition s’écrivent donc
A*=Tpet A=pl

Comme cela a été signalé dans le livre de Bosq [9], 'estimation de p est un probléme
difficile méme si Pexistence de l'inverse de I' entraine p = I'tA. Cela est da au fait

que H étant de dimension infinie ! n’est pas un opérateur borné.
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1.4.2 Estimation des opérateurs de covariance I" et A

Rappelons d’abord (cf [12]) qu’un opérateur linéaire T' sur un espace de Hilbert
séparable (IL||.||) est de Hilbert Schmids si :

o0 o0
IT5 =) I Teill = ) (Tes, e5)3 < o0,
=1 ig=1

ou (e;, i€ N) est une base Hilbertienne dans H. ’espace S des opérateurs aléatoires
de Hilbert Schmidt sur H est un espace de Hilbert pour le produit .,.)s suivant: si
T1,T2 €S '

(11, Tz) = Z (Theie; 2 )y (Tzei i)y
4j=1

Les opérateurs I' (z) = E ({(Xo,z)Xo) et A(z) = E ({(Xo,z)X;) sont des opéra-
teurs de Hilbert-Schmidt.

En fait si X et Y sont des variables aléatoires Hilbertiennes du second ordre, alors
Cxy est un opérateur de Hilbert Schmidt car

Z “CXY (903') ”2 = ZZ(CXY (¢5) 1)

J i 1

E Z (E(X, <Pj)(Y, ‘Pz))z

i 1

< ZZE<X7¢J'>2E<K¢[)2
i 1

< EIXIPE|YI* < oo

ol (cpj) est une base orthonormé de H. Leurs normes de Hilbert Schmidt sont

respectivement:

ITlls = (ZlE(<X0,%>(Xo,soz))|2)

jl
3
2
lAlls = (ZIE(<XO,%><X1,¢Z>)|)
4l
Un estimateur naturel de I" est 'opérateur de la covariance empirique, noté I',,
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Ln(z) =137 (Xi,3)X;, z € H.

Cet opérateur est de rang fini et donc de Hilbert Schmidt. De fagon analogue on

définit un estimateur de A par:
Ap(z) =530 X, )Xo, z € H

On lappelle opérateur de la covariance croisée empirique de Xp, X;. Il est de
Hilbert Schmidt. On montre que I',, est un estimateur symétrique sans biais de T'.
La proposition suivante donne la convergence p.s de I',, vers I' et une vitesse de

convergence de I'ordre <.

Proposition 1.4.2 [9]. Supposons que E || X,||* < oo. Alors

A
E |y —~Tf5 <~ (1.5)

-1
od A=E||Xol|* [1+4lloll* (1~ lloll*) "]
De plus on a:
ITn —T|lg — 0 p.s.

Preuve. Considérons les v.a. a valeurs dans S
Zi = <Xi, >Xz -I' 1= 1,2,

Puisque

E\Z§ = EY.||Zag;||”
J

= E) (Zup; 1)’
il

ZE (X, 93)(Xar 20) = (Cj )

IA

< Y E ((Xn, 0)( X0, 1))
il
E Z(X’IH 90]>2EZ(X7L7 Q0l>2
g l

< E|Xol*

IA
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car E(Xn, 0;){(Xn, 1) = (Cxopj, 01)-

Donc
n+p—1

‘E||Zn+...+zn+p_1||§ = Y E||ZI|S+2ZE (Zs, Z;)s

f=n i,j=1
p—-1

< pE||Xol*+2Y (p— b) E(Zo, Zn)s
h=1

Pour trouver une majoration de E(Zy, Z;) nous écrivons

E{Zo,Zn) = Y E(Zip; ) Znejr 1)

gl
= Z E ((X07 (pj><X0a (Pl><Xh’ (Pj>(Xh’ (Pl>) - Z(F(pja ‘70l>2
gl gl

ot (p,) est une base orthonormé de H. Utilisons
Xn = en+penit+..+p" a0+ p"Xo
E{(Zo,2Znys = — 2@9% @)’ +

M E ( Xo.p;)( Xo,wz)(Zp (k) +0"Xo,;) (ip (en—k) +p X0:€l>>

gl k=0

-1 étant indépendant de €,_p pour k # et Xodeepipsik<h-—1

E(Zo,Z) = 3 E ({(Xo,9;)(Xo, 00) (0" X0, 05) (" X0, 1)

3l
h—1
+Z((Fsoj,<pz><2 (P*Tep") w,m) Z(F%,soz
j k=0

Enfin en utilisant T' = Yr7¢ p*T p*F + p"Tp" on trouve
E(Zo,Zi)s = 3B ({Xo, 0;){Xo, 1) (Xo, 00} Xo, p"1)) =

3l
h—1
> ((F%-, o (D (F'T< £°) @5, m)
gl k=0

E{{Xo, )Xo, (p" Xo, Yo" Xo)s — (Cxo» P"Cxop™)s
2

< E|Xo|?E||p"Xo||” + ICxlls IERYAP

2||p|[*" E [1Xoll*

Il

IN
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puisque les opérateurs Ty = (Xo,.)Xo, T2 = (p"Xo, V" Xo et p"Cx,p" sont de
Hilbert- Schmidt (par exemple le troisiéme opérateur : p"Cx, est de Hilbert-Schmidt
car p est borné et Cx, est Hilbert-Schmidt) et de norme

IT3)% = 52, I Tvel® = 4(Xo, #3)? 1% = [|Xll*
De méme on obtient

1T = 0" X%o||” < NolZ 1 Xl

et
0" Cxa®|| < NlAIZ" I Cxolls
On a donc
E\\Zn A+ o+ Znapalls <P (E 1%oll* + 4E1||i(°|||t|||l2p ”2) |
Puisque
2

1 n
=N (X, )X T
n =1

1
= EEE 121 + .. + Zul%

B\ Xo|* <1+ 41lellz )

2
n 1—lellz

E|T,-Tls = E

S

IN

on aboutit donc & (1.5). En utilisant le lemme 1 [18] p. 78, on vérifie la L.F.G.N.
]

Proposition 1.4.3 [§]. Pourn > 2
' B
E||A,— Ally = E||A; — A% < | (1.6)

ou B =2E|Xo|*E lleol|® 4+ 24 ot A est défini dans la proposition 1.4.2.

De plus on a:
1A, — Allg = A5~ A"[lg — 0 pas.
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1.4.3 Estimation des éléments propres :

Soient Aip, > Agn > ... > Ay > 0 les valeurs propres de T, et P1ins Pony - 1€

systéme complet de vecteurs propres de I, tels que
Toin = Aintin 5 =1,2,...
Alors des estimateurs naturels de A, et ¢; sont respectivement \j, et Din
Lemme 1.4.1 [8]. Pour tout entier positif j nous avons.
[Ajn = X < ||IT = T| (1.7)

et si A1 > Ay
o — 41| < arra — 1] (18)

ot a; = 2v2(\; — )\2)—1, et st pour un j > 1, Aj_y > Aj > Aj1 alors
o — ]| < aslmw T, )

oti a; = 2v/2[min (Aj_1 — Aj, Aj — Ajg)] ™ Ted oy = (39(0sm0 05)) 055 5 2> 1,

. 1 sszx>0
ov 29 (x) - —1 sinon

Preuve. I et ', étant des opérateurs compacts symétriques, I'inégalité (1.7) est
une conséquence directe du corollaire ( 2.3) p 31 de Cohberg-Krein [10]

Pour la démonstration de (1.9) on part de la relation
Pgojn - )‘j%'n = (P - Fn) Pin + ()‘J'TL - )‘J) Pin
De (1.7)

[P0 — Ajeosn]| < 2|Tn ~ T (1.10)

Sl] > 1: puisque <P(pjna (10_7> - (Ajgbjn’ 90_1) =0
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400
“P%’n - Aj‘PjnH2 = Z (F%'n — AjPjns 901>2
=1

= Z ((F‘Pjn,<Pz> = {XjPjns ‘Pz>)2
I#i

> min ((>\7’——1 - Aj)2 ’ (A] - )\j+1)2) Z(‘pjn’ 90j>2
I#j

D’autre part

! 2 > ’
Ojn — %H = (pjn— v 00"
=1

|

= ({Pjns P3) — $9{Pjn> ‘Pj))z + Z(SDjm 1)’
I#j

S (1 - l(‘ijm QOJ)DZ + Z(@j'm Qol>2

l#j

S 2 Z(‘pjnv 90l>2 (111)

1
En utilisant (1.10 et 1.11), on obtient (1.9)

La démonstration de (1.8) est similaire. M

Proposition 1.4.4 [9]. Si | Xoll < d p.s, (Xi) est géométriquement a- mélangeant

et
)\j=arj . a>0 ,0<r<l j=12,..

1
alors pour 0<7<Z, nous avons pour tout € > 0 et n>ny

3 N __en 2ad®r 1,
P(T,—Tllg>e)<2n exp( 10dze\/§) + e ﬁ)zescp logrn (1.12)

et

o g(n—1) 2ad’r ox —0—1—n— -
P4~ Ble> ) <0 p( 10(d2+,||Aus)e\/§>+e2<1—ﬁ)z p (s} 0= 17)
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Proposition 1.4.5 [8]. Nous avons

A
E (sup |Ajr — )\j|2> < — (1.14)
i1 n
sup [Ajn — Aj| — 0 p.s
jz1
et sous les hypothéses de la proposition (1.4.4) la vitesse de convergence est de

Vordre O (exp (—en?)), 0 <y < %

Preuve. De (1.5) et (1.7) on obtient (1.14). La convergence p.s. est directe, car

I, =T £ 0

Si on utilise (1.12) la vitesse de convergence est de I'ordre O (exp (—cn?)) . B

Proposition 1.4.6 [9]. Pour tout j tel que A\j—1 > \j > Aj;1 alors on a
: A
Bl il <43

ot A est défini dans Prop (1.4.2) et |, — ¢;|| — 0 p.s..

Si \j = ar? et ky = o (logn) alors

12
E( sup gojn—cpj“ )——»0 D.S.

1<j<kn

1
et la vitesse de convergence est O (exp (—cn?)), o 0 <y < i

Preuve. (est une conséquence directe de la proposition (1.4.4) , la proposition

(1.4.2) et des inégalités (1.8) et (1.9). B
Proposition 1.4.7 [8]. Pourn > 2

B

E|Ax - Allg=E A% - Aflg < — (1.15)

ot B = 2E || Xo||> E |eo||* + 24 et A est défini dans prop (1.4.2)
De plus on o
[An — Allg=1147 - A%ls — 0 p.s
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Preuve. Posons

Wi= (X0, ) X1 — A ,i=1,2..,
D’aprés (1.1) et puisque A = pI', nous avons

Wi = (Xi, Jeiy1 + p[{X;, ) X; =T
Ainsi

. _W1+...+W_1 1 =

Wn e ;(Xz', Yeirr+p([Tny—T)  (L16)

En choisissant une base orthonormé de H, de Pindépendance des v.a. e,,5_; et

(Xn, Xnth, €nr1) Pour b > 1 et de Ee,, = 0 on a:

E«Xna -)5n+1a <Xn+ha ->5n+h—1>S = ZE ((Xna ‘Pi)<5n+17 90j><Xn+h7 90j><5n+h+1a Wj))
E ((Xn, 0;)(Ent1, PN Xotns 03)) B ((Enthit, ;)
= 0

Il

D’ot Vorthogonalité des v.a. (X,,.)enr1, n > 1, dans L%. Comme pour tout
neiIN

B (X, demsalls = B 54 Ko, 0)ensa | = B llemsa > Sl X 02)? = B ol B | X

On en déduit que:

C _ BIXol*E ol

B n—1

n—1

1 n—1
Z(Xiv '>€i+1
=1

s
D’autre part pI'n_1, pI" sont dans S car I',_; et T, appartenant & S et p est borné.

Donc

Ellp (Tn-1 = D)5 < llol7 E|ITw — T3
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En utilisant les majorations précédentes on obtient:

Ela.—Al}y = E|Wa

n—1 2
1

= F Z n—_i<XZ, .>8i+1 —p (Pn—l - P)
i=1 : S
n—1 1 2
2
< 2E ; X Jein . +2E||p(Tn-1 —D)|l5
1Xo* B lleo]” 2 2
S 2= +2 lollz EIT» — Tl

Maintenant on utilise la proposition 1.4.2 pour obtenir (1.15). En utilisant (1.15)

on a

[Walls < 1255 725(Xe Yein|l g+ lloll, ITw = Tl

D’aprés la proposition (1.4.2) ||I', — I'|| — 0 p.s et pour les v.a. {X;,.)e;41 étant

orthogonal dans L?, elles vérifient donc

n+p—1

E[(Xn, Jent1 + oo+ (Xntpts Yenipally = B Y 1(Xs, Jeiall’
=1

< PE || Xo|* E |leo|®
pK

IA

ot K = E || Xo|* E [leo|*
Ainsi, on applique le lemme 1 [18] p 78 avec G = S muni de la norme || |4 et on

obtient:
L SHXG, e — 0 ps

D’ou la convergence W,, — 0 p.s .M
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Chapitre 2

PROCESSUS AUTOREGRESSIFS
ET ESPACES A NOYAUX
REPRODUISANTS

Dans ce chapitre nous rappelons la définition des espaces & noyau reproduisant. La
théorie des espaces & noyau reproduisant s’est avéré un outil intéressant en théorie des
probabilités, des processus stochastiques et I’analyse statistiques des séries chronologiques.
Particuliérement pour la prédiction d’'un processus

(Y(t),tel)oulC R présenté sous la forme:
Y()=m(t)+ X(t),Vtel

Cette théorie a permis de donner des formules explicites pour le prédicteur de
la valeur Y'(¢), et de la fonction m(t), t € I. Nous utilisons cette théorie pour la
prédiction de processus (Y (¢),t € I ) admettant des représentation AR du chapitre
1.
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2.1 Définition et propriétés des espaces & noyau

reproduisant

Dans -cette partie nous rappelons les résultats essentiels de la théorie des espaces

a noyau reproduisant et leurs liens avec la prédiction de processus.

Définition 2.1.1 [7]. Un espace de Hilbert H est dit un espace o noyau reproduisant,
dont le noyau reproduisant est K, si les éléments de H sont des fonctions sur T, ol

T C R et 8'il eziste un noyau K sur T X T ayant les deux propriétés suivantes:
K(,t)€H et K(.,t) aupoints €T est égale & K (s,1) (2.1)
(g, K (.,t)) = g (t) pour toute fonction g dans H - (2.2)

Théoréme 2.1.1 ( Loéve [15], p 466). K est la fonction de covariance d’un processus

aléatoire si et seulement si K est un noyau symétrique non négatif.

Théoréme 2.1.2 (Moore-Aronszajn [3]). Tout noyau symétrique non négatif en-
gendre un unique espace autoreproduisant qu’on note par H (K), ou K est le noyau

reproduisant.

Remarque 2.1.1 . On peut voir facilement que espace de Hilbert engendré par
la famille {K (.,t),t € T} muni du produit scalaire (K (,t),K (.,8)) = K(s,t) est
Uespace H(K).

Théoreme 2.1.3 (Mercer). Si {¢, (t),n=1,2,..} est la suite des vecteurs propres
et {\,n =12, ..} la suite des valeurs propres du noyau continu K satisfaisants les

relations:
[P K (5,8)pn(s)ds = Anpn(t) , 6 SEZD.

lsim=mn
12 om(8)en(s)ds = 8 (m,n), o § (m,n) = { .
0 sinon
alors K(s,t) peut se présenter par la série
-+00
K(s,t) = D Mnn(t)¢n(s): (2.3)
: n=1

Cette série converge absolument et uniformément pour sur [a, b]z.
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En théorie des probabilistes et son lien avec la théorie des espaces de Hilbert dans

I’étude des processus aléatoires, nous avons les théorémes fondamentaux suivants:

‘Théoréme 2.1.4 [23]. Soit Hy, H, deus espaces de Hilbert et notons par (uy, ug);,
(v1,v2)2 les produit scalaire dans Hyet Hy respectivement. Soit T Pensemble des in-
dices. Soit {u(t),t € T} une base de Hy et{v(t),t € T} une base deH,. S pour tout
8, t dansT on a (u(s),u(t)); = (v(s),v (t))2 alors il eziste une isométrie Y entre Hy
et Hy vérifiant:

Pu®) =v(t).

Théoréme 2.1.5 (/23] p 966). Soit {Y (t), t € T} un processus aléatoire de noyau
K (s,t) = E[Y (s)Y (t)]. Alors il existe une isométrie entre Ly [Y (¢), t € T| (I’espace
de Hilbert engendré par la famille {Y (t),t € T}) et Vespace H (K), qui associe K (., )
a Y (t), vérifiant pour toute variable aléatoire du second ordre Z et toute fonction g,
h dans H(K):

<K('at)7Y>K = Y(t)
E[Z(hY)k] = (pgz,h)k
El(hY)k (9.Y)k] = (hg)x Vhge H(K)

ou (h,Y)x est la variable aléatoire dans Ly [Y (t),t € T] correspondante & g sous

I'isométrie précédente.

Théoréme 2.1.6 (/22] p 91 ). Soit K (s,t) = cov (Y (s),Y (2)) le noyav. de covari-
ance du processus {Y (t),t € T}, E[Y ()] = m(t) ot m est un paramétre inconnuy
appartenant & une classe de fonctions M. Supposons que M est un sous espace de
H (K). Alors il existe une isométrie entre L:[Y (¢),t € T) et H(K) vérifiant les
propriétés suivantes: pour tout t € T, 9, h dans H (K).

(K(,1),Y)k = Y(t)
En[(h,Y)k] = (h,m)x pour tout m dans M
cov[(h,Y)k, (9, V)K] = (h,g)x
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ot (h,Y)x est la variable aléatoire dans Ly [Y (t),t € T| correspondante & h dans

H (K) sous cette isométrie.

2.2 Exemples d’espaces a noyau reproduisant.
Pour illustrer la notion d’espaces & noyau reproduisant nous reprenons les exemples
donnés dans [21] p. 475 et dans [23] p. 967.

Exemple 1 . Considérons un processus aléatoire {Y (t), a <t < b} de noyau de
covariance continu K (s,t) = E (Y (s) Y (t)) d’éléments propres (), <,oj)j>1. En util-
isant la représentation de K sous la forme (2.3), on peut démontrer que l’espace

H (K) consiste o toutes les fonctions de carré intégrable h (t) sur l’intervalle [a,b]

telles que:
b +00
[ mera=>
a n=1

Zin /a h(t) e, (1) dt

Le produit scalaire dans cet espace est défini par:

k=1 [0 [ 000 24

n>1

2

/ RO o () dt

2
< +400.

La variable aléatoire (h,Y )i dans Lo [Y (t), t € [a,b]] correspondant & h (t) dans H (K) est

donnée par:
1

b b
Y= 1 [ @O [ YO0 (2.5
nZl n Ja a
Exemple 2 . Soit {Y (t),t € T} un processus aléatoire stationnaire de fonction de
covariance:
R(t ) = g exp(~Blu—t), B> 0.
L’espace H (K) correspondant & ce noyau est l’espace des fonctions différentiables,

muni du produit scalaire

(o= [ (£ +85) (¢ +Bo) de+26F (a) 9 @)

D’une fagon plus générale, si nous considérons les noyaur de covariance suivants
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Fzxemple 3 . R(t - u) = cexp —f |u — t|, alors le produit scalaire est défini par :

o=z [ 0+ 8%0) ] +L 09 @) 10y 0

La variable aléatoire (h,Y)y dans Ly [Y (), t € [a,b]) correspondant 4 F (t) dans
H (K) est donnée par:

1

b 1
(h,Y)g = e [ / (WY’ + B2hY) dt} +5-[h (@)Y () +h(B) Y ()]

a
 Dans le cas oty h est deuz Jois différentiable, en intégrant par parties, on a:

/ ’ W (@)Y (&) =B (b)Y (b) — ¥ (a) Y (a) - / bY () h® (¢) dt

Exemple 4 . Supposons que T ={1,2,...N } oo N >0et K un noyau de covari-
ance symétrique défini par la matrice (Kij)1cijen @'inverse (K% )1<ij<n-

L’espace & noyau reproduisant H (K) consiste a tous les vecteurs F=(QQ),.., f(N)) de
produit scalaire:

(fiod =" f(i) K¥g(j)

Gj=1
et
N ..
(£¥)k =" f() K9Y (j)
£,J=1
Le produit scalaire (f,Y )k est aussi donnée par:

Kn .. Kiw f(1
H w M Ky ... Kiy
C Y Spm | e A . (26)
Kny Kny  f(N) |-
Kyi ... Kyn
Y1) .. Y(N) 0

2.3 Meilleur prédicteur linéaire sans biais a erreur

quadratique minimale BLUP

Soit {Y'(t),¢ € T} o0 T C R un processus stochastique tel que E [V (¢)]* < oo,
Vt € T. Pour Z variable aléatoire réelle du second ordre, on définit la fonction de
covariance croisée p (t) = E (ZY (), Vt € T .
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Un probléme classique de la statistique est de construire un prédicteur linéaire &
erreur quadratique minimale de Z sur la base de 'observation de {Y (¢),t € T}. Plus
généralement étant donnée une variable alédtoire Z, on cherche une variable aléatoire
7 linéaire en observations {Y (t), t € T}, dont

la distance LA Z soit minimale.

L’existence et 1'unicité de Z sont prouvées par le théoréme de la projection dans

les espaces de Hilbert.

Théoréme 2.3.1 [13]. Soit H un espace de Hilbert et F' un sous espace fermé de
H, soit v un vecteur dans H, v* un vecteur dans F. Une condition nécessaire et

suffisante pour que v* soit 'unique vecteur dans F satisfaisant
lo* — vl = min ||u — ] | (2.7)

est ( v* ,u) = (v,u) pour tout u dans F.
Le vecteur v*  satisfaisant (2.7) est dit projection de 9 sur F, on le note par
pum (v) ot E* [v/F).

Théoréme 2.3.2 (/22] p 86). Soit {Y (t), t € T} un processus aléatoire de noyau
de covariance K (s, t) et de moyenne m élément d’un ensemble M de fonctions connu.

Le prédicteur linéaire & erreur quadratique minimale est donnée par:
=< pg, Y >k | (2.8)
et d’erreur de prédiction :
Elz*— 2" = Elo|* - < p,, 0, >k

Preuve. D’apreés le théoréme (2.1.5) on a:

E[{h,Y)k (9,Y)x] = (h,g)k
E[Z <h7Y>K] = (pz7Y)K
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Toute variable aléatoire dans Lo [Y(t),t € T| s’écrit (h,Y)x pour un certain h
dans H(K). Par conséquent l’erreur quadratique moyenne entre toute fonctionnelle

linéaire (h,Y ) et Z est donnée par:

E[(hY)k - 2I)] = E[(hY)i]+E[Z%] -2E[Z(hY))
= E[Z]*+ (h,h)x — 2{pz, h)x
E[Z%] —{pz,pz)k + (h—pzh—pz)x  (2:9)

Il

De (2.9) on conclut directement que (py,Y)x est le prédicteur linéaire & erreur

quadratique minimale.

Nous donnons quelques exemples d’expressions explicites des prédicteurs.

Exemple 5 . Supposons qué T = {t1,ts,...,tn}. D’aprés Uexemple 3 le prédicteur
linéaire & erreur quadratique minimale Y*(ty) de Y (to) basé sur les observations
Y(t1),...,Y(tn) est donné par:

K . Kin Ki,
H i Ky ... Kiy
Y*(to) =<K (.,to) ,Y>K= - o e
Kyi ... Knn Kin |-
Kni ... Knn
Y(t1) ... Y(tn) 0 ,
(2.10)

ol Kij = K(ti,tj) = E(Y(tz)Y(tJ)) et Kto'i = K(to, ti) pour 1:, _7 = 1, ceny N.
Y*(to) peut s’écrire encore Y*(to) = Ky K'Y o

K; = (K(to,t1), ..., K(to,tn)) , K = (K (ti,85))1<s j<nv
et YI = (Y(tl), ooy Y(tN)) .

Exemple 6 . Considérons le processus aléatoire {Y (t), t € I}, I C R, de noyau de

covariance

K (s,t) = Cexp(-Bls—t|)
= R(s—t)
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Supposons observé Y (t) pour a <t < b, on désire prédire Y (b+ ¢) pour ¢ > 0.
Poura<t<bona
p(t) = EIY §)Y (b+¢)] = Cexp (~B0) K (b,

Donc et d’apres (2.8),
Y*(b+c)={(p,Y)x = Cexp(—Bc)Y (b)

Plus précisément pour le processus (Y (t)) défini précédemment on a :

Théoréme 2.3.3 Doob [11]. Le prédicteur Y* (b+c) de Y (b+c) est de la forme:
Y*(b+c)=A(c)Y (b) si et seulement si R(u) = Cexp (=B |ul), Cet B sont des

constantes et A(c) est une constante qui dépend seulement de c.
Preuve On a d’aprés (2.8)
Y*(b+c)={p,Y)k
ou

p(t) = E[Y (b+c)Y ()]
= R(b+c—1)
= Cexp—flb+c—t
= Cexp(—pBc)exp(b—t)
= A(c)R(b—1)
= A(c)K (bt)

Alorsl(p, Y)x = A(c) Y (b) . Inversement, de (2.8)
pt)=A(Q)K (bt)=p(t)=A()R(b-1)

Sion pose b—t = d alors R(c+d) = A(c) R(d). Donc pour d = 0, R(c)=A(c),
ona R(d+c)= R(c)R(d) ce qui améne a représenter R sous la forme (cf Parzen
[24] p263)

R (u) = cexp (—8 |u|) [
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Exemple 7 . Soit {Y (t), t € T} un processus 4 trajectoires continues. La conti-
nuité des trajectoires est équivalente o la continuité de la fonction de covariance K.

5% (Any Pn)ns1 50t les éléments propres de K alors K (s,t) se présente sous la forme:
(Théoréme 2.1.3)

+00
K (s,t) =Y A, () 0 (1)

Pour une variable aléatoire Z , le meilleur prédicteur linéaire & erreur quadratique

minimale Z* est donnée d’apres (2.5) par:

b b |
Z=s V=33 [ 00 a [ Yoe0a @)

n>1 7"

Théoréme 2.3.4 (/22] p 108). Soit K (5,t) = cov[Y (s),Y (t)] le noyau de covari-
ance du processus {Y (t),t € T}, E[Y ()] = m (t) ot m est un parametre inconny
appartenant & une classe M connue de fonctions définies sur I. Soit Z une variable
aléatoire de variance var [Z] connue et notons pz () = cov(Z,Y (t)). Supposons que
M C H(K) et que la moyenne de Z vérifie E,, [Z] = (h,m) pour tout m de M et ou,
h est une fonction de H (K).

Alors le prédicteur linéaire sans biais & erreur quadratique minimale noté BLU P

Z de Z est donné par:
2 ={p5,Y) +(Pu(h - ps),Y)x
L’erreur quadratique de prévision est:
C Blr—f vz o 1P - )

Remarque 2.3.1 . Le prédicteur linéaire (9, )i de Z est dit sans biais, si pour

tout m ddns M on a:

En ((g, Y>K) = <gam> = (m’ h’) =E, [Z]

En effet 'erreur de prévision du prédicteur sans biais est donnée par
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El(.q’Y>K—Z|2 = 'varl(g,Y)K—Zl
= wvar|Z] + var|(g, Y)x] — 2cov[{g, Y)k,Z]

En utilisant le théoréme (2.1.6) on a:

Elg.Y)k = 2" = var[Z]+ (g, 9)x — 2(py, )
El(g,Y)k - Z|* = var|Z] - lozlla + g — pzl%

Pour g = p, + f, on trouve que le prédicteur est donné par Z= (pz+f,Y )k, ou f
est une fonction de norme minimale satisfaisant la contrainte (f,m) = (m, h — Pz K

pour tout m dans M. C’est clair que on a f = Py, (h—pz). B

Remarque 2.3.2 . Dans le cas particulier og 7 — Y (to), nous avons p,(t) =
K (to,t) et
Em[2] = m (to) = (pz,m) = (h,m)
Donc
(pz —h,m)=0,Yme M

Ce qui implique que p, — h = 0 et done f=0.

Dans ce cas le prédicteur BLUP Y(to) de Y (to) est (K(.,t0),Y)x et il est aussi
donnée par (2.6)

A a 2
Corollaire 2.3.1 . L'erreur quadratique 62 = E Y()Y(t) - Y (t)| est donnée par:

K(tt) K(tt).. K(tts) K(tt)

........................................

K(tut) K(tnts) K(tnts) K (b t)
K(tt) K(t) K(tt) K1)

62

Ml =

ou -
K(tl,tl) WK (tl,tn)

I'=
K (tn, t1) .. K (ty t,)
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Preuve. En gardant la notation de Pexemple (2.4.1), soit &' = (g;,..., ¢,) tel que
&= KK, donc Y (t) = 37 &Y (¢;) et

9 n n
E 'Y(t) —y (t), = D &4K (1) -2 6K (1)) + K (t,1)
ij=1 =1
= ¢Ke— 2K, + K (t,t)
= K, (K7) KKK, - 2K, (KY) K, + K (t,¢)
= K (K™ K, 2K, (k™) K, + K (t,1)
= —K, (K™ K, + K (t;¢)

= —¢K,+K (1)

D’oti le résultat, en écrivant ¢6%sous forme quotient de déterminants.ll

2.4 Estimateur linéaire sans biais de la moyenne 3

variance minimale MV UL

Sous les conditions du théoréme (2.3.4), considérons le cas particulier ou lorsque
M est le sous espace engendré par des fonctions données wy (t), ..., we (t). Ainsi pour

m € M, la fonction moyenne s’écrit:

m (t) = Bywy (£) + ... + B wg (t)
ou fy, ﬂz; .-, B4 sont des paramétres inconnus & estimer.

Définition 2.4.1 . Une fonctionnelle ¥ (m) est dite linéairement estimable 8’il existe

une fonction g tel que Uestimateur (g,Y )y soit linéaire (élément de Ly [Y (¢) ,t € T))
€t sans biais i.e d’aprés le théoréme (2.1.6):

En[{g, Y) k] = {9,m) = ¥ (m) pour toute m dans M | (2.12)

On conclut que ¥ (m) est linéairement estimable si et seulement si il existe une
fonction g dans L, [K (.,t), ¢ €T} v‘ériﬁant (2.12).
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En utilisant le théoréme (2.1.6), la variance de cet estimateur est donnée par:

var [(9,Y)k] = cov (9, Y )k, (g, Y)k]
= (9,9)k
= |gll%

Par conséquent trouver un estimateur linéaire sans biais de variance minimale
U* = (9%, Y)k de ¥ (m) est équivalent 3 trouver une fonction g*dans I, [K(.,t), teT]
vérifiant la contrainte (2.12) et de norme minimale. Ainsi dans ce cas on choisit la

projection de g sur M car Vm € M:

(g m)k = (Puy(g),m)
= (9, Py (m))
= (g,m)
= ¥(m)
Et d’aprés le théoreme de 1a projection, Py, (9) = g*est de norme minimale dans
Pensemble des fonctions vérifiant la contrainte (2.12).

Théoréme 2.4.1 (/21] p 484 ). L’estimateur MVUL U*de Ig fonction linéairement
estimable W (m) est donné par:
U= (Pu(9),Y)x
de variance:
var () = || Py (g)[%

ol g est une fonction vérifiant (2.12). En particulier | ‘estimateur MVUL m* de

m au point t est donné par:
m*(¢) = (Pu (K (,1)),Y)x
puisque

m(t) = (K (.,t),m)g



Remarque 2.4.1 .

dimension finie engendré par la famille de q fonctions wy, .

(wl,wl)K...(wl,wq)K (wl,Y)K
Wom* () = — | e
(Wo,w1) ... (W, o) (g, Y

w (2) ... wy (t) 0
(w1, w) g (w1, w)x wy (¢)

Woar m* (] |~ wreerereermssmssseeseennne,
S R

wi(t) .. wy(t) 0

ol
(wl,wl)K....(wl,wq)K
W =

('wq’ "Ul)K"-(wq,wq)K

D’une fagon générale une fonction lindaire ¥ (8) de la forme:

T(B) =08, +...+ V.8,

ot Wy, ..., ¥, sont des connus, Pestimateur MVUL de ¥ (.) est:
V(B) =W +...+ 1,8

ou A, ..., 3, sont les solutions des équations normales:

[ b1 [ (w1, Y)g

<’LU1,’LU1)K ce (wl,wq)_K

...............

5] | o |

En effet Si M admet la base w;, ..y Wy alors:

-y We; ON @
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Dans le cas particulier ot M est un sous espace de Hilbert de
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Pu (K (1)) = Y2, afw,

=1

et Pps (K (., t)) est Pélément minimisant Ia, norme: ||K (.,t) — w|| ot w = 2t asw

Or
g 2 q q
NK (.,t) — Zaiwi = (K(,t) - Zaiwi, K(.,t) - Zaiwi)
i=1 H(K) i=1 =1
q q
= K(t, t) - 2Eaz-w,- + Z aiaj(wi, wj)K
i=1 2,j=1

- C()

En utilisant 1a méthode des moindres carrés on a:

9C (a) 0 0 c d
%o, = wy () + Z;aiwi(t)+22ai(wi,wr)1(=0, pour1<r<yg

1= z=1

Donc af, ..., ayy sont les solutions des équations normales

’-al- [-w1(t)-

(wi, w)dg . . . (wi, wy) i

............... e e, =1, (2.13)

| % | | Wy ) i
Si wy,...,w, sont linéairement indépendantes alors le systéme (2.13) admet la
solution (o, ..., a}):

(wla'wl)K (w1,’wj—1>1{ wy (t) (wl,wj+1)K <'w1awq)K
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................................

Aussi

m”* (t) = <PM (K (‘a t)) ’ Y)K

g
= Z o {w;, V)i
i=1

<1U1,1U1>K (wlawq>K (’LU]_,Y)K
-1

w

(wq’wl)K <'wq,'wq)K <wq’ Yk

wn (t) e Wy (t) 0

q
= > Bjw ()
3=1

ou fBf,i=1,...,q sont les solutions des équations normales

’- (w1, Y )k

...............

Bq ] | (wq,Y}K J

w, * ’ID2
6*;%1%—1};)%etvarm (t)=zﬁw% n



37

2.5 Prévision d’un processus autorégressif AR (p)
réel

Soit {X (¢),t € Z} un processus autorégressif réel stationnaire d’ordre p défini
par:

X(t)=a1X(t—1)+...+apX(t—p)+77(t)

ol (7 (t)),c, sont des variables aléatoires i.id d’espérance nulle et de covariance

a2,

On pose

Xy (t) = ﬁlNX(t— 1) + ... +é7,NX(t—p)

Ou 41, ...,A,x sont les estimateurs des moindres carrés de q;, .- Op, qui Sont solu-
tions des équations de Yule -Walker

A

R(,1) .. R(@1,p) a1y R(0.1)

R (p, | ) I R (p,p) GpN R (0,p)
et

N
AL 1 . . .
R(z’J)=NZX(t—Z)X(t_J) 7Z7J€Z
t=1

Nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.5.1 . $ X (t) est le predzcteur BLUP de X (t) basé sur les ob-

servations {X (t—1),.., X (t —p)}, alors X (t) coincide avec le meilleur prédicteur

probabiliste X(t) = a, X (t D+ 4aX(t-p), te 2z

Preuve. X () est donné par: (cf exemple 24.1)
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[ RO, R(Lp) R(0,1)
* T e
Xt = ==
© r R(p, 1), R (p,p) R(0,p)
| X(t—~1) ., X(t-p) o |
= ia;X(t_z)
=1 .
= X(t) |
R, e R(1,p)
onl'=( e,
R(p,1) oo R(p,p)

D’autre part, X (t) est le meilleur prédicteur pour I’erreur quadratique. C’est un
élément de L [X (t_i),i =1, - P]. Mais comme X (t) est le meilleur pour lerreur

quadratique dans cet espace alors les deux prédicteurs coincident.

De plus on a
d’aprés ( [18] p. 184)

(alNﬂ""é’pN) N?Iil-.)oo (a]_, cery ap)..

2.5.1 Application

Si (Xn, 7 € Z) est un processus autorégressif d’

ordre p a valeurs dans un espace
de Hilbert (H, ||.||) vérifiant la relation

Xn=p1Xo1+ ...+ PpXn—p + €n (2.14)

0l (&n),,cz Sont centrées i.i.d. gaussiennes et p;, ..., Pp des opérateurs linéaires bornés

(cf. [18] chap. 1 pour les conditions d’existence d’un processus AR(p) (X,,) stricte-

ment stationnaire). On suppose pour simplifier, que les opérateurs p*l, .

vy p*p admettent
un vecteur propre commun ;. Alors:

Xin = <Xp, by >=<p Xy 1, by > + < PoXn-2,hy > 4.4 < PpXn—pyh1 >+ < €., hy >
= M <X —1,h > +A < Xpg, b1 > +... +/\p < Xn_p, h1 >+ < En,h1 >
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et (Xin,m € Z) est un processus autorégressif réel d’ordre p. Posons 02 = F <
€0, hl >

Corollaire 2.5.1 . i X7, est le prédicteur BLUP de Xin =< Xy, by > basé sur
{Xn-1,15 s Xn—p1} alors:

E|X}, ~ X <E (L(/\,)\)) + o2

0% A1, ..., Ap sont les estimateurs des moindres carrés de Ay, ..., A\, et

L) = (A= AR\ — A), R= (Ri,j)ls,i’jsp
Ri,j = E(< Xi,hl >< Xj, h1 >)

Preuve. C’est une application directe de la, proposition (2.5.1) est d’un résultat
du chapitre VI ([18] p. 144).M

2.6 Prévision d’un processus autorégressif ARC(1)

Dans ce paragraphe nous considérons les deux normes suivantes: la norme de L[0 1
notée [[.||, et la norme sup notée |.| oo - On aura besoin aussi de la norme sup d’une
fonction g définie sur [0, 1], qu’on notera ll9ll«

Considérons un processus (Y (t),t € R) a temps continu admettant une représen-
tation autorégressive banachique dans ’espace des fonctions continues sur [0, 1], ARC.
(voir le Chap I paragraphe 1.2 ). En posant Xn1(t) =Y (n+1t),t € [0,1]. Nous
donnons le prédicteur BLUP X, (t) de Xy (t) pourt € [0,1], (Xnys (2),t € [0,1])
représente la trajectoire du processus ¥ sur Iintervalle [n,n +1] ). Nous construisons
ensuite une approximation des prédicteurs X 41 suivant les deux cas suivants:

1) les observations discrétes du processus: {X; (t;), j=1,..,n, i=0, Ty 4 € [0,1]}
sont disponibles

2) les observations complétes des trajectoires: {X;(t), j=1,..,n~1, te [0,1]}

‘sont disponibles.
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Les deux cas sont appelés dans la suite prédicteur discret et prédicteur continu
respectivement.

On plonge P'espace C([0,1]) dans l'espace L%([0,1]) comme dans Pumo [25] et
Mourid [18]. Les opérateurs I'x, et I';, du processus ARC (1) sont définis comme
des opérateurs de L2. Ainsi nous utilisons leurs éléments propres pour construire les
estimateurs de X (s) .

Soit (X,) un processus autorégressif ARC(1) défini par (1.2) (chapitre I). Nous

disposons des observations Xj, ..., X, et nous définissons c, ¢,, d, d,, d*, d;, par:

c(s,t) = E(Xo(8)Xo(t)), cnls,t) = ZX )X (¢)
d*(s,t) = E(X1(s)Xo(t)), di(s,t) = 12)(”1 ) Xi(t)
d(s,t) = E(Xo(s)Xl(t)),dn(s,t)=7—2—_—1-ZX¢(s)Xi+1(t)

ol s,t € [0,1]. Toutes ces quantités existent puisque E || X;||> < +oo.Soient
T, Ty, A, A, A* A% les opérateurs intégraux de noyaux respectifs c, ¢,, d, d, d*, dy,.

Nous avons par exemple

A*(f)() = / W)@y . fe€Con

et rappelons les opérateurs de covariance et de covariance croisée des variables

aléatoires Xo et Xg, X7 respectivement:

Tx,(f) = E ({(Xo, f) Xo) et A(f) = E ({Xo, ) X1).

Considérons le systéme orthonormal des vecteurs propres (¢;) de I'. Soient (A;) les
valeurs propres correspondantes. Le systéme ((,o,- ® %, EN *) est aussi orthonor-

mal dans L[z0 yy2- Nous utilisons les hypothéses suivantes ([25]) :

e Les trajectoires (X;,i € Z) dans Cjo 1) sont Lipstchitziennes d’ordre o:
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|X; () — X; (y)] < L(w) |z—y|*,@>0, i € Z et L une variable aléatoire positive

Sous cette condition nous avons,

|1 Xi ()] < 1Xi (2) = X (0)] + X (0)] < L (w) + | X: (0)]

e Un processus stationnaire (X;, ¢ € Z) est dit a—mélangeant ou fortement mélan-

gent si ¢

a(m)= sup  |P(ANB)—P(4).P(B) — 0

AEF®_ ,BEFE™ . Mmoo

et S—mélangeant ot absolument régulier si

B(m)=E sup |P(A/B)-P(B)] — 0

AcF® _ BeFE> m—+00

ou E désigne la tribu des événements engendrée par les variables aléatoires
(Xi,m<i<m)

Pour la propriété du mélange fort d’un processus ARC (1) nous avons le théoréme

suivant: -

Théoréme 2.6.1 (Voir [2] ). Si le processus (X;,i € Z) est un processus ARB (1)
et vérifiant les hypothéses suivantes:
Gi: loll <1
Gz: La loi de probabilité P;, est absolument continue par rapport & la mesure A,
une mesure o — fini sur (B, B) est de densité f et I’ensemble de positivité E = {f >0}
est un ouvert contenant l’origine 0.
Gs:La mesure \ est telle que pour tout A € B de A(A) > 0 il existe un ouvert
U € A tel que A(U) > 0.
Alors le processus (X;) est géométriquement absolument régulier et par suite géométrique-

ment fortement mélangeant i.e 3¢, 0 < £ < 1 tel que a(n) = O (£§").



42

Nous rappelons un résultat v_de [25]. Nous faisons ’hypothése suivante:
([ 0< m (0) < E (X3 (0)) < M (0 ), m (0) et M (0) sont des constantes
E|X§(0)] < M*2(0) k! E(X2(0)),k> 3
Hif  Voyel01]0<m(z,y) <E(X2<w)x2<y)) < M (2,9) < +oo,
m(z,y) et M (z,y) sont des constantes dépendants de z et y
| Ve, €0,1] BIXF (2) X3 (9)|° < M*2 (2,y) k! E (X2 (z) X2 (1)), k > 3
Theoréme 2.6.2 ([25]). Si les trajectoires de (Xn) ~ ARC(1) sont Lipschitziennes

d’ordre a, si le processus (X;,i € Z) est geometmquement o — mélangeant et si la

condition H est vérifiée, alors pour 0 < e < 1 et pourtoutn>0et0<f < ;}; on a:

P o=l > ) (34 1) xp (e ) + exp (et 5)

1 1
HIs- (1+nf)n.exp (— log (Eﬁ)> + 1z exp (—n?)
ot ng = E (exp L (w)) < co. Un résultat similaire est aussi vrai pour ||d% — d*||_
5% on suppose que E (L (w)) < +oc.

Alors pour n assez grand et 8 < % on a

- 1
P(llen = cllo > ) < arexp (—azszn%"’) +b1- exp (—bzn%) + crexp (—n%)

0t ay, ap, b1, by, c; sont des constantes positives et n est une constante qut peut étre

choisie suffisamment petite.

2.6.1 Prédicteur BLUP discret

Supposons que ’on dispose des observations Xit),i=1,..,r, t; € [0,1], j
1,...,n. Le prédicteur BLU P discret X* nt1 (8) de X1 (s) est: (cf chap II exemple
5).

(& (tl, tl) ...C (tl, tr) d* (8, tl) :

..........................................

Xop1 ()=~ Sl R (2.15)
* C(tryt1) e trty) d* (b, s) ot ottty
rybl) .- Ty b

Xo(t) .. Xn(t) O
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Dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck nous avons le résultat suivant:

Proposition 2.6.1 i {Y (t),¢ € R} est le processus d’Ornstein- Ulenbeck, alors le
meilleur prédicteur probabiliste pX,, de Xn+1 coincide avec le predzcteur BLUP X},
construit & base de l'observation X, (1) sur [0,1].

Preuve. L’opérateur p est défini par pf (t) = exp (—ct) £ (1) pour f € Clo,q (cf
Chap. 1 page 6).
Pour construire le prédicteur BLUP X}, (t),t € [0, 1], nous utilisons seulement

I'observation X,,_; (1). Dans ce cas

c(L,1) d*(t1)
X, (1) 0
d*(t,1) Xa(1)
c(1,1) ’

Ko (t) = +c(1,1)

or c(s,t) = £+ exp (—c cls—t]) et d* (s,t) = L exp (~c|s — t — 1))

X () = e—""‘—c—”x Q)

= pX, (i; |

Remarquons que si I'opérateur p de la représentation autorégressive AR (1) est
de la forme:

pf = Zai f ()

our € N,r > 1 et les o (i=1,..,7) sont des éléments de Clo,y), alors le prédicteur
BLUP X}, (s) de X,.1(s) basé sur les observations Xn(ti), i =1,.,7 X2 (s)

coincide avec pX, (s) le meilleur prédicteur probabiliste dans le sens suivant:

Va* € C*, Elr* (Xnr — pXn)]* < Efo* (Xpy1 — T (X))

ot C* est 'ensemble des mesures 3 signe bornées et pour tout opérateur 7" sur Clo,1-
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En effet nous prenons z* tel que z* (f) = f(to), f € Cloy et to € [0,1], alors
Xpnt1 (8) = pX,, (s) est meilleur en erreur quadratique point par point, Xot1 (s) est
aussi le meilleur en erreur quadratique dans 'espace Lg [ X, (), = 1, ..., 7] et comme

X1 (8) est un élément de cet espace, d’ou le résultat.

Considérons le prédicteur X* +1(s) de Xz 1 (s),s€[0,1]:

A:; 1 (s) | e er, (2.16)
" Cn (t'ra tl) -Cp (tra tr) d:; (tr, 3)

Xo(t) . Xu(t) O

et

...........................

Cn (tryt1) -oeCn (bry Tr)
ol ¢, et d,, sont définies & la page 40.

La proposition suivante compare les deux prédicteurs.

Proposition 2.6.2 . Si le processus autorégressif ARC (1) vérifie les hypothéses du

théoréme (2.6.1) et si les observations sont Lipschitziennes d’ordre o, alors on a:

‘Preuve. D’une part, sous les conditions du théoréme précédent c, (¢;,1;) L+,
n—+4+o0o

c(ti, t5), d, (ti,t;) —E—> d* (t;,t;). D’autre part, X, et X%, au point s € [0, 1] sont
N—r1-00
aussi donnés par:
Xni ()= X;C™'D, )?;H (s) = Xrtzq;lD_n

ol

— 0

* 3k
n+1 n+1 00 N—H00

‘ P

d* (S,tl)
& (tl,tl) ...C (tl, t,-) Cp (tl,tl) ...Cp (tl, tr)-

...........................

c(tr, t1) ...c(tr, tr) Cn (try 1) ooiCn (B Tr)

d* (s,t)
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- -~ -

[ d5 (s,t1) Xn (1)

dr, (s, %) Xn () ]

Ona

ot les matrices C;! et C~! existent.

Xpa = K| < 1Xall (I07 ld = dally + Il o |G = €71)

Pour la transposé de X, : on a || X%|| < M} od M} est une constant dans R* et
||| est une norme dans R". Posons & = 2 (||d||, +1)7%, n>0et ||C~Y|| = M~ (ici

on désigne par ||.|| une norme dans I’espace des matrices carrées d’ordre ).

(” An+1H s) (|d [ ”C" 0—1” S 77(||d|k.2;:+ 1) r) N

P (1= dol, > T ) .17

Soit H = {||C,, — C|| < M}. Sur H, on a 1 - ||C7Y||||Cn — C|| > 0. Nous avons
I'inégalité suivante: (Dunfort-Schwartz cf ([12] p 585)) nous avons

IC= 1P [Cu =l
ST I=leHIC -l
En utilisant le fait que ||C, — C|| < 7llen — ¢l

ozt - o <

(2.18)

» M
P(|Cy=C| > M) < (Pllen — ¢l > T) <m e:)cp(——azrzM_zn'fl?_”)—l-blrM_1 exp(—bgn%)

v (2.19)
En utilisant ( 2.18), pour 7 >0, 'événement

_ -1 _ -1
- {icst - c=1> {6 - ol <
implique

M—z ”Cn - C”
1-M1C, = O = My
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Ce qui entraine

-1
> M2 n n
ICn—Cl| = M M'n, (I—I—MM*)

et donc

P (En) < P(||Ch = C|| 2) < agexp (-a2 (77*)2"?4%_7’) +b1'7’1—» exp (—bzn’%)+cl exp (—

1 (2.20)
.- M Mn\~ |
o =5t (1+3)
T
P(lo - 07> 45 ) < P B + P ()
D’autre part, on a : '
P(ld:ll > lld*| + 1) < P(||dy, — d*|| > 1) (2.21)

En utilisant ( 2.19), (2.20), (2.21) on obtient une majoration pour (2.17) et donc
le résultat. W

2.6.2 Prédicteur BLUP continu

Dans ce paragraphe nous utilisons Pobservation compléte de la trajectoire Xy, . Le
processus étant  valeurs dans Clo,yj, nous avons alors la continuité de la fonction de

covariance

K% (s,t) = B (Xi (s) X5 (8), Vi,§ > 1, Vs, € [0,1]

et en particulier la continuité de c(s,t) = E (Xo (s) Xo (t)) .
Le prédicteur BLUP continu X, (s) basé sur la trajectoire Xy, est donné par :

(cf chap II exemple 7)

+-00 1 1 . ' ‘
ok — _L * S X ] .
B =25 [cengoe [ xoeoe e

)
ne
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ot (A, cpj)j21 sont les éléments propres de l'opérateur I'x, et donc du noyau

c(s,t). _
Nous étudions une approximation de X}*, (s),s € [0, 1] suivant deux cas.

A) 1°" cas. Estimation du prédicteur BLUP continu X}* quand les vecteurs

propres de l’opérateur de covariance I'y, sont connues.

Soit ()\j, cpj)j>1 les éléments propres de I'x, et (Ajn) i>1 les valeurs propres de I'y,.
On suppose que les p; sont connus et les )\; sont estimées & partir des Ajn.

On définit: »

; . kn 1 1 1

=2 5 / & (5,1) ; (t) dt / X (t) 3 () dt (2.23)
g=1 """ _

et

R%=

Sun k"1,1*. Pl "
- (')‘;X; /0 & (1) oy (1) /0 Xo (8) ; (&) dt

Nous avons le résultat suivant:

2

Préposition 2.6.3 . Soit N; = || Xi||,- Sous les conditions Hyet Hy suivantes:
H : Aj > 0 pour tout j
H, : PAm>..> M >0)=1

on a 3 2 A2 21.3
16A k2 ||All; N2 N 8Aky 8BN2K3

214 2 212
ne2ny, n\;,  ne*,

Ve >0, P(R,>¢) <
ot (k) /' oo et A est l'opérateur de covariance croisée de Xo, X1, A et B sont

des constantes.

Preuve. Nous avons:

R = i::/\lj[/Old*(-,t)wj(t)dt—/\—i;/oldi;(-,t)w,-(t)dt] /OIXn(t)(Pj(t)dt
< SY_: _l_/ld*(.,t)goj(t)dt—S\%k/Old:‘,(.,t)cpj(t)dt”2 /OlX‘n(t)goj(t)dt

j=1 A Jo



43

De P'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a:

Do, 0 < (/Ol_xﬂt>)%(/olso§(t)dt)%
No, car_</0;<p§(i)dt)2=1

]

AN

Donc

(%- xl‘) [@conmars | (@ (1)~ (8 vy B

/ & ()5 (8) dt

g=1 2

_SZN[

- D’autre part, on a:

[ @ o-a e o

|
Ajn

/o 1d*(.,t)<pj(t)dtH2 < u?ﬁi‘il / d* (1) f(t)dtu

< 1A%, = 1Al Al = supnAfnz

<1

et

1
[ @H-a 08 dtH <A1 - A%, = 1A, - Al
2

11
X Ajn

Soit E, = {|)\kn — Aepn| < )‘—’;ﬂ} Posons gy = m, nous avons -
Ao — A :
AL B €0, En) + P (ETCL)

)
—_ <
' P( “L ~ 2ann> - P( jn}‘j

P <————"\"" Ml so> + P (Ey)

A

Ak
2 Ak

| i ) 60)\2n \ 4A
P (|,\,-n =Xl > = ) +—3

16AK2 || A|2 N2 L 44
ne2 Xy, ni;

IA

IA

(2.24)
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o1l nous avons utiliser (1.4) pour avoir :

P(E) = P(lxknn—xk,.bﬁ“ﬂ

2 e \ 2
(%)
4B||T, — T|)°
= ———)\2_—
4A
3z 2.2
- n>\2n (2.25)
et
22 22
P (l)\jn — Ajl > i%) < P (IlI‘n -T| > f°_2£'z>
16Ak2 || A2 N2
» . 2.26
. n€2>\4n ( )
D’autre part,
1 € 1 €
—_ — — < el - -
F (A,-n 18n = Al > 2Nnkn) < P (Aj 1180 = Al > 2Nnkn’E">
| +P (E2)
€Ak, - 4A
. n'vn kn
ANZEE | 4A
< E||A, - Al =252
< Blan - AP G+ o
8BN2k: 4A
S 2.27
ne2\s * nAZ (2.27)

puisque E||An — AlP < 2. (cf chapitre I prop 1.4.2). Par conséquent,
P(R,>¢) < P(g‘an LR e e® at| +

Jh 8 - d (D) g B at]| > )

i s (s,1) — & (,8)) 5 () i, >

1
Ajn
kn :
< P w1l > meiw) + P(|
J= "

2k:Nn )
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‘fo d* (., 1) p; (t) dt” s ) TP (:\ij 1A, — A%l > 2k:N,,)

‘ 16 k%IIAllLN% 8BN2k2
< k" ( ne2)j + n,\2 + 52,\5
D’ou le résultat. W

Proposition 2.6.4 . Sous Hq, Hy, si k, tend vers linfini,

k3N2 I 4 — Oet KSN2ZnIAL ~2 = 0, alors on a:
n—-0o et =00
‘ Sp

_ oy P
n+1 *n+1

—— 0
2 n—-+00

Preuve. Nous avons

P NOEP GROE er & (s,1) ; () dt fy Xa (t) ; () dt—

R G e ) X ()6, ()

I)onc

|2 - xin Z [ e ontn [ X0 0
=kn +1

et alors

S *k
P(l n+l = “nil 9

9 < r(ao

+p(

Supposant que la série} 7 v fo d* (s, t) o, (t) dt fo Xo (2) @; (t) dt converge uni-

>—) — 0
n—=400

\

>§
/

/ d* (.,t) p; t)dt/ Xn (t) p; (t) dt

j=kn+1 Aj

formément présque partout.

(£

/ d* (1) o, (t)dt/ X, (8) 3 (8) dt




|

o1

D’autre part d* (.,t) est continue sur l'intervalle fermé borné [0,1], donc elle atteint

son sup en un point so € [0,1] et donc

/ & (s0,t) 5 (£) . \

/ & (1) @; (t) dt / X (8) 9, (t)dt”

j—k +1 Aj

[ xe0

]—k

‘Dot la convergence de la série dans Clo,y et par suite la convergence dans Lfm]

ent. D'otl le résultat.ll

B) 2°"cas. Estimation du prédicteur BLUPcontinu de X;*(s) dans le cas

ot les vecteurs propres ¢; sont inc'onnus .

Sment ()\Jn,gom ;J€N *) les éléments propres de Vopérateur intégral I'y. Sup-
posons dans cette section que le processus est géométriquement o — mélangeant
borné, Lipschitzien d’ordre o avec E ( L(’”)) < oo. Supposons enfin que la condition
H de la proposition 2.6.1 est satisfaite.

On note les hypothéses suivantes

HY MN=arf;a>0 0<r<l1

Hy PAm>Nn>..>Mn>0)=1

Proposition 2.6.5 [25]. Sous Hy, Hj et si kn = o (logn ) et pourn > n,, on a

sup “% - %-H — Op.s
1<j<kn R

Pijn — ‘P;”oo > 5) < Ajexp(—An™) + Az exp (—A4e2n%'2’7) +

P( sup l
1<j<kn

1
Asg exp (—Asn%—”)

ou A;, 1 = 1,6, sont des constantes positives et n > 0, % <m < }1 peuvent étre

choisis convenablement.
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Preuve. On a

' 1 . , ’
el = ||¢j||m=j\;w8€‘[§)131]|/\i<p,- (2)] (pour @ cf lemme 1.4.1)
1 1
= 3 sup / c(y, ) p; (y)dyl
j z€[0,1] _

< ~—sup / (y,z
] z€[0,1]
< II lleo
Sans perte de généralité on peut supposer que les |, || o < M, puisque d’aprés

la proposition 2.6.5 ”(pjn - go;- ”oo converge vers z€ro p.s et o, est fini. Soit M’ (k,) =

max M; , M* (k,) = max M et posons
1<i<kn 1<j<kn

H(kn) = max (M*( n) M (kn))

‘Nous définissons le prédicteur X* (s) de X7 (s),s € [0,1] par :

><))
i :

/ % (5,1) oy (8) dt / Xo ) 930 (1)

Proposition 2.6.6 . Supposons que le processus (Xn,n € Z) vérifie les hypothéses
du théoréme 2.6.1 JHi,H , Hy et que Xl < My, M; > 0, k, = o(logn) et
M(kn) = O (logn) Alors on a

”\\** P

X= —-X . £ o0
n+1 n+1 2_n—»+oo

Preuve. Posons
, b1t : 1 ,
Xa® = 3 [aeng0e [ X040
g=1 79"

On remarque que X,,; (s) = X T (s).
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e ,

fal—
Posons R}, = | X1 — Xp41

o0

-~ %

B @ =Ko ) = Lgot [ B Do [ X ek

- [aeosoe [ X000

)?n-{-l —'X;»+1H < 2521 }i [fol fol dy, (-, ) [‘Pjn (t) @jn (tl) - ‘P;' (t) 90;' (tl)] Xn (t') dtdt'] ”“
Or || Xil| o <°<J>\42- par hypothése, donc,

< ke Aol s () 65 () (03 () = 5 () + 03n (8) (030 (¢) = 25 (£))] altdt’”oo

oin (8) — 0} (1) dtdt +

R = X EM L1660 1o
/01 o )] /01 |, (.,t)||°° .(pjn (t) _ ?0;_ (t) | ‘?t i

Mol Mol [ s b (o 0lat+

0 s€[0,3]

“wm %H “w,“oo/o sup |dy (., t)| dt

s€[0 1]

Par suite,

kn
<> He o~ | (lemll+ |i]l.)

ot ||dkll, < d2 p-s.

Alors presque slirement, on a :

ok
M
R: < "
;Wnl

Comme M (k,) = max (M* (k) , M (k,)). On a

o — 03| _ da (M (k) + M’ (kn))
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P(R.>¢) = P(i-ﬁ—/{ﬂ
< ZP(

- (p;."ood2ﬁ(kn) > s)

w4 > £)

Soit g9 = m, en utilisant prop 2.6.6 on a donc
1 ' 1 .
P /\ NPin — P “ > &0 < P )‘ Pin = Pj H > €0, E,|+P (En)
Jjn in .
< (Hw]n 90,” ’“55") + P (E;)
< Ajexp(—Agn™) + Asexp ( 1A450)\k né 2’7)
4 1 4A
+A (—Aené—
ez 0)‘kn P o ) " nAin

ot A;, i = 1,6, sont des constantes positives et 7 > 0, < v; < 1 qui peuvent
étre choisis convenablement. '
Enfin, posons ¢}, = A; exp (—A2n™)+Asz exp (—A4ag)\inn%'2’7 / 4) +As i €Xp (——Aﬁn%“"
: C0%n

44 Alors de
nAL %

oKk

’Xn+1 Xotl| Xn+1—X,'H_1 ’ “X;;il n+1“ =
=

co
n—+4o00
oo +

< X5 = Kol
0 (par la prop 2.6.4)
On en conclut que

P

ok
Xn+1 - Xn+1

—— 0
n—-+00

2

D’ou le résultat. M

2.6.3 Liens avec le prédicteur probabiliste.

Si p de la représentation autorégressive (1.2) est un opérateur intégral & noyau :

F@) = [lr(s,t) f(s) ds
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ol

sup |r(s,t)| < 1, alors on a le corollaire suivant :
s,t€[0,1]

Corollaire 2.6.1 . Si l'opérateur p de la représentation autorégressive est un opéra-
teur intégral & noyau alors le meilleur prédicteur probabiliste pX,_1 (t) de X, (t) coin-
cide avec le prédicteur BLUP X (t) de X, (t),Vt € [0,1].

Preuve. Nous avons

Aj

§>1

5@ = Yo [ d g0 Xors (O, (1)

- /Zd*,soz () 0y (B)¢; t)dt/x_l(t)%(t)dt

1_7>1

out dy, sont les coefficients de Fourrier de d* (s,t) dans le systéme (goz ® @;,4,5 > 1)

sur [0 1] Par suite

X6 = X 5 %y / o5 () 0; (£) di; (5) / X ()¢ 0)

3’21

- —soz /X_l(tso,

y,z>1

= / X1 (t —soz (s) p; (t) dt
= / Xn-1 (s,t)dt
= E(Xn [Xn-1) = (pXn-1) (5)

o nous avons d’aprés le lemme 3.1.1 (p.35 [25] ) : % = 1, avec r;; les coefficients
de Fourrier de r (s, ) dans le systéme (p; ® ¢;,1,j >1). B

On peut montrer le résultat différemment. De la relation :
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pXn(s) = /X— r(s,t)dt
= [Xa0 X Ea@e 0
Fi>1

= _Qoz /X- t)(pj

],2>1

= Z @ij(s)§;
7

on € = fy Xu(t); (t) dt et Sip; (s) = ay (5).
Comme(;) ., forme un systéme orthogonal dans I'espace Lz [Xn_1 (t) t € [0,1]]
alors pXp-1(s) est 6lément de cet espace. Or X*(s) est le meilleur pour I’ erreur

quadratique dans cet espace. Donc
pXn1(8) =X} (s). N

Comparaison entre les prédicteurs X o X
Rappelons que Xp41 le prédicteur de X *+1 proposé par Pumo (cf [25], chapltre 3)

dans le cas ol les ¢; sont connus est défini par :

1 kn .
Ko (8) = / e (5,8) X () s Tt (5,8) = 3 TiinPin () @1 (5)
0

G,j=1
& . 1 pl g ' .
Tijn = 322 et dign = [y [y dn (s,8) @i (1) p; (s) dsdt
Proposition 2.6.7 . Nous avons :
e Xt s 0
ntl ntl n—+00
o0

Preuve. On a



kn 1 ' 1 ‘ .
R (s) = Z;L / & (5,1) 5 (8) dt /0 Xo (8) 5 (£) .

Sy

=1 4>

- [ Yy )00 ()

j=1 i1

Il

/ oy (£) 0, (2) dbips (5) / X, (£) ; (£) dt

- / vt (5,8) X (£) dt

0

ou

nk Z Z ,jn (pz (3) (pj )

j=1 i>1
. PS oL
Lorsque kyn — +oo, on a ||k, (8:t) = Tnk. (s,t)“ — 0. Par suite :
_ i n—>+00
Xty — Xnit £ 0 =
n—r+o0
ok ~

2.6.4 Comparalson entre les prédicteurs X nt1 €6 X e

37

Rappelons que le prédicteur proposé par Pumo (cf [25], chapitre 3)-dans le cas

ot les ; sont inconnus est défini par :

o~
o~

4,j=1

ol
%

N di , ; 1 pl .
R= 5 @ d"’f"=/ / dr, (8:1) @y (£) Pin (5) dsdt
Jn 0 0 |

Rappelons aussi que :

Xnls) = / P (8,8) Xacy () dt, 7o, (5,1) _ 3 B (930 9
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—~ kn 1 . 1

= 1 .

Xua®) = Y- / % (5,1) oy (£) dt / Xo (£) 0y (£) .
g=1"7"

li

kn dr 1 . ' ) '
> 2 3 [ @emOdtons) [ Xty
=1 Jn JO 0

i1

Proposition 2.6.8 . Nous avons :

o~ Kk ~
~~ —~ p
. N—=>4-00

Preuve. Comme fol Piin () 0 (t) dt converge vers fol @y (t) @; (t) dt, alors de
fol Pitn () Pjn (t) dt = 1,81 j # 4 et 0 sinon p.s, quand 7 — oo on a:

SRk 1 En a: ., :
Xn+1 (8) = /0 Z Z )\’J Pin (8) Pin (t) Xn (t) dt ‘

g=1d>1 “I7

- / S5 B () 00 (8) X (1) dt

j=1 i>1

1
_ / R, (,8) X (8) dt
0

ou Ry (s,t) = Z;L Yis1 Rpin (5) 9jn (t) .Comme Ry, (s,t) — 1oy (s,t) con-

1~ k% ~

o~ A~ p

Xpo1— Xowa|] = 0,et
0o N—r-00

verge vers 0 presque surement quand n — +o0, donc:

par suite
)?n+1 — Xnia LJ:OO 0 car “ Xnt1 — X -—% 0 (cf [25] chapitre 3
p.51) M *

2.6.5 Estimation par interpolation linéaire

Reprenant les résultats de Pumo [25] chapitre 4 p.56, oti une méthode d’approximation
d’une fonction aléatoire, définie sur [0, 1], connaissant ses valeurs seulement sur un
ensemble de points discret est proposée. Les instants d’observations peuvent &tre

équidistantes ou non, mais une condition d’équidistance asymptotique sera demandée.
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Soit f une fonction aléatoire définie sur [0, 1] et supposons que nous connaissons

les valeurs de f aux points (t;,7 = 1,2, ...,m). Une approximation linéaire de f serait:

f(t),0<t<ty
fot) = C=tiz)f QG 5 ¢, | <t <t;i=2,..,m—1
fltm) tm <t <1 |

Nous montrons que fz posséde de bonnes propriétés de convergence.

Faisons 'hypothése suivante qui assure la convergence uniforme des écarts (t; — ti-1)
a vitesse L

H4,Eia>0 sup (ti—t,-_l)s%oﬁto—-:O, tmt1 =1

i=1,...,m+1
Lemme 2.6.1 . Supposons que f est Lipschitzienne d’ordre o, 0 < o < 1 i.e il existe
une variable aléatoire positive de carré intégrable L(w) telle que Vs,t :
|f (¢, w) — f (s,w)| < L (w) s —¢|*

Alors sous Hy, f; converge vers f en moyenne quadratique et

Preuve. Soit ”f2 f“ = sup |f2 @) - (t)] Pour t € '[0’ t1] out € [tm,1], on

a respectivement:

E (L2) a2a

a1l s

o) = £ O] = 1£ () = £ O < Lw) I~ 17 < L(w) ftr ~tol"
726 = £ B =17 (tm) = £ )] < L) ltm = 87 < L) omes = nl®

Pourt € [ti-1,t] on a:

Ifz @) —f (t)[ , (t = tim1) (f (8) = f (&) + @& = &) (f (ti1) — f‘ t)) ‘

ti—tia

L(w)lti—tiq]|* @t =ty + 8 — '

< l )] tl.l. (t LT t)'=L(w)|tz'—tz’—1|a
T T Ui—1 ‘
D’oun \ ‘
n 2y 2c
E( . )Sw
. m
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Application. Supposons que les trajectoires de (Xn)nez €t (€n)pez Sont Lip-

schitzienne d’ordre o alors les trajectoires définies par
pX —1 - Xn - 871,

sont aussi Lipschitziennes d’ordre o car

o () P (0] = Va0 = 0 40) 20 (05) = X 02)]

< an (w’ t) — Xn (w’.s)l + lsnv (’wv t) - ‘?n (’wa 3)‘
< Ly (w)ls—t[*+ La(w)|s — t|*
< L(w)|s—t|* ou L(w)=1Ia (w) A+ La (w)

Supposons que nous connaissons les valeurs des trajectoires des prédicteurs X, et
X*, seulement sur un ensemble discret de points (si, i=1,..,m).

Alors des estimateurs de X, et X seront:

Xn(s1),0<8< 81
Y: (3) — (s—Si—1)Xn(sz')+(s¢—-s)Xn(3i—Q si 81 < 8 < Si, i=2, ,m -1

8;—8j—1
*
Xn(sm),sm<s<1

X.(51),0<s< 8

Y (S) — (s—8i—1)Xn(8:)+(8:—-8) Xn(8i=1) o 81 <8< 8, 1= 1,2,...,m—1

8;—8i~1

o~

Xn(Sm), Sm<s<1
ou (s;i=1,..,m) vérifie 'hypothése Hy. -

Donc d’aprés le lemme 2.6.1, nous avons :

L e L8 o ABIX YR
— Y < o)
P(IX:-Yilw>5) < -

3
2\ 20

< 4E (L?) a 2 0

- m2®  m—+oo

Sur [0, 1] ona: |



= \XZ (s1) — X, (s1)

- Falo

-

oo~

Sur }8m-1,Sm] OR &

o~
o~

@) -] =[x (om) — X (o)

i

o~
o~

Xt - X,

174N

oo

Sur ]8;-1,8i),4 = 1y s M~ 1, ona

_ \<s—si_1>X:<si)+(si—s)x;(si;11 _ (s=si)Rn(ei) Hsi=9)Xn(siz1) \

8{—8i—1 8;—8i~1

Y (s) = ¥ (8)

+¢§:;ﬁl(§nwpﬂ-Xi““”)\

8; — Si

E:Z&il(%nGﬂ-nXﬁwﬂ)

8; — Si—1

X (8i-1) — Xn (Sz‘—l)\

< \;?n(si)—-X;'{ (s9)] +
< 2l|%.-x2
0
Par suite Y:—?’n\\ <2 ;?H—X: .
Comme\_;?n——X;: n_—_)—;)ooO, on en déduit Y,’:—;\;n n_—_%@OI
o0

Ainsi nous avons obtenus le résultat suivant :

Proposition 2.6.9 . Sous les conditions précédentes nous avons -

P
— 0
n— 00

Xt —Ya

oo
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2.6.6 Estimateur MVUL de la moyenne d’un processﬁs ARC

Soit (Y (t),t € R) un processus de noyau de covariance K & représentation au-
torégressif (X,) dans Clp,yj o0 X, (t) =Y (t +n),n € Z,¢ € [0,1]. Notons par m} (t)
Iestimatéur MV UL de m (t) construit & partir des observations {Xit), i=0,.,n}.

Sous les conditions du théoréme 1.3.1 nous avons le résultat suivant

Proposition 2.6.10 . Soit (X,)ZE z UN processus autorégressif ¢ valeurs dans l’espace
C"[0,1} tel que, Vn € Z7 E (Xn) =meE C[071]. Alors Vit € [0, 1] ,

Elm, () ~m @) £ 0

n—-+400

* P
et donc m;, (t) o™ (®)

Preuve. Considérons les obéervationé {Xi(t), i=0,.,n}={Y (i+t), i=0,.,n}
Notons I’espace Lo (Y(i+t),i=0,..,n) = K,, On a vu que:

my, (t) = (PM (K ("t))’Y>Kn

m;, (t) est le meilleur estimateur linéaire sans biais de variance minimale de m (t).
Dongc le meilleur en erreur quadratique. Et comme X (t) est un élément de
L{X;(t), i =0,.;,n} donc linéaire il est sans biais et de variance minimale (Lemme
de Schefté) alors les deux estimateurs coincident. Les résultats concernant X, restent

vrais pour m;; (t) et on a

B, @) =m @) < B sw |m(s) = m (s)]*

< E”X m” — 0 N

n—-+00
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Chapitre 3

PREVISION D’UN PROCESSUS
AUTOREGRESSIF HILBERTIEN
A COEFFICIENTS ALEATOIRES

3.1 Introduction

Soit (Q,A,P) un espace probabilisé complet et (F,||.||) un espace de Hilbert réel
séparable muni de sa tribu borélienne. On note L(H ) l'algebre de Banach des opéra-
teurs linéaires bornés définis sur H et & valeurs dans H, munie de la norme usuelle I .-
Soit (£, n €Z) un bruit blanc fort Hilbertien et une suite (o, n €Z) d’applications
mesurables de (Q,A,P) 3 valeurs dans L(H ) Nous considérons un processus (Xa, 0

€Z) défini sur (Q,A,P) 2 valeurs dans (H,H.,||||) vérifiant I'équation suivante:

Xn = ppXn-1 + €n OU XY = p¥Xn1(w) + €n (iu),'w eQ,neZ (3.1)

Ainsi pour tout w € ,n € Z,p¥ est un opérateur linéaire borné sur H. Le
processus (Xq, n€Z) est appelé processus autorégressif hilbertien a coefficient aléatoire
noté ARHA(1) d’ordre un. Cette classe de processus constitue une extension en

dimension infinie des processus AR a coefficients aléatoires (voir [20]).
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Dans la suite nous imposons la condition suivante:

Al. Lesv.a. (p, ) sont iid et la suite ( p,.) est indépendante de la suite (€n,n € Z)
Pour Dexistence et les propriétés de tels processus voir [19).

3.2 Prédicteurs BLUP Cas partlcullers

Propos1t10n 3.21. Sil’ opemteur P, de la représentation autorégressz’ve (3.1) est

de la forme :

pn.f = Zaiﬂnf (t)

=1 .
ot les a; sont des fonctions appartenant & Clo,1) et les B,, sont des variables aléa-
toires indépendantes des X;, i < n. Alors le meilleur prédicteur probabiliste coincide

avec le prédicteur BLUP défini au chapitre 2.

Preuve. On a

d(s,t) = E(Xp(s) Xno1 (t))
= E((ann_ (8)+€n (3))Xn-— (t))
= E((p,n n-1(8) Xn_1 () + & (5) Xy (2)))

- Zai (8) BaXn—1(t:) Xn-1 (t))
= vZOAZ (8 tht)

Or de (2.16) on a:

c(t,t1) ..c(ts, t,) d* (s,t)

..........................................

X3 (5) = - e
c(trsts) c(tr,t)  d*(t,,s)

Xy (t2) o Xnt (&) 0

L R R R

¢ (tryt1) ooC(tp, t,)
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En multipliant par I}, E (8,) ci (s) et retranchant chaque colonne de la derniére
colonne on trouve
X; (s) = -
aq (S) E (Bn) c (tl’ tl) e (8) E (IBn) c (tl’ t"‘) d* (S’ tl) - Z:=1 187 (S) E (ﬂn) c (tl’ ti)
01 (8) B (By) ¢ (brt1) -wr () B (Bp) et ty) @ (b, 8) = Liny 0 (8) B (By) e (B 1)
o1 (8) E (By) Xne1 (t1) s () B (Ba) X1 (&) — 241 0 () B (Bn) X (&)
[T E (By) i (8) T |

= i1 @i (8) B (Br) Xn-1 (8:)

=FE (pn) Xn—1 (8)
D’ot le résultat.l

Dans cette partie on suppose que I'opérateur aléatoire p,, est un opérateur intégral

défini par

o
pud O = [ 1alat) £(5) ds
ott les v.a r,, continues symétriques en (s,t) sont i.i.d, et indépendantes de (&;, i € Z)

et sup |rn (w,s,t)| <1 ps.
s,t€[0,1)

Proposition 3.2.2 . On a
1. d*(s,t) = f3 k(y,8) e (y,t) dy ou k (y,8) = E(ri (y,9)), i € Z.

2. kij Aj = dfy; ouky, d;; sont les coefficients de Fourrier respectifs du noyau k, d*

dans la base ¢; ® ¢;.
3. A*=TE(p,)

4. Le prédicteur BLUPX;: coincide avec le meilleur prédicteur probabiliste X, =
E (p 0) Xn1

Preuve.
1) Soient s, t€ [0,1]. On a
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X; (8) Xica (£) = / 7 (9,8) Xi1 (4) Xia () dy + & () Xoes (8

X1 () = / Bro (y,5) E (Xi-1 (4) Xict (8)) dy + (e (5) Xooa (1))

_Comme r,, est indépendants des v.a (ei) et les v.a (:) sont indépendants des v.a

X;, j <t alors

d* (s,t) = /0 k(y,s)c(y,t)dy

[ [ & 600600 @das
= /01/01/01‘:k(y,8)0(y,t)cp,~ (S)Wj‘(t)dydtds
- /01 /01 k(y,s) @i (s) /0 1 c(y,t) p; () dtdsdy
B //Olk(yvs)%' (s) Ajw; (y) dsdy
= Ajki
3)

A (1) (s / d* (t,5) £ (t)dt
_ /O/Okt,y)c(y,s)dyf(t)dt
_ /Olc(y,s)/olk(t,y')f(t)dtdy

_ / c(y,3) E (00 () (v) dy
= Cx, (Epy (f)) (s)
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4) Le prédicteur BLUP est: . |
+oo 1 1 |
X;(s) = Z%/ @ (1) 0y @)t [ Xoca (D5 ()
: -
= Z / Zd"‘/% (8)p; (t) oo (2 dt/X- (t) @, (t) dt

oo 4
= & () [ 0 (@) oy @t | Xoa (t)
jz;’\fz,x e )/w()so ) / 1 (£) @, (£) dt
= /0 (Z %soz( 8) ®; (t)> Xn-1 () dt

1
_ /0 B(5,8) X ()t = E (o) Xn1(s) W

3.2.1 Estimation de E(p,) connaissant les vecteurs propres de
TPopérateur I'y,

Soient (A;,¢;) les éléments propres de I'opérateur de covariance intégral I'x, et
(Ajn) les valeurs propres de I';. On suppose dans ce cas que les (p; sont connus.

Soit (X, n€Z) un processus ARHA(1). Dans la propOsition suivante nous avons
la cbnvergence en moyenne quadratique de ’opérateur de covariance croisée empirique
du processus ARHA(1). Nous ferons la condition d’estimabilité suivante:

C1. sup|lpillpm< 1, pn 11.d et la suite (p,) est indépendante de la suite (£,) et
i
E||X0||4<oo.

‘Proposition 3.2.3 [1] chapitre3. Sous l ‘hypothése C1 on a :

. K
E||AL - A% < 1 K est une constante positive.
Proposition 3.2.4 [1] chapitre3. Nous avons
K
E(sup | Ajn — M) < =%, 00 Ky >0
i>1 n _

Rappelons que d};,, sont les coefficients de Fourier de d;, par rapport aux ((pi ® p;,%,5 € N*

ijn
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&5 /fstgu%st

Lemme 3.2.1 . Soit K la constante définie dans la proposition 3.2.3 Alors

E <sup | iin — i ])
65>

Preuve.
1 1 1 1 '

d — | = /@@w%w%wmmj//w@ﬁ%@wwﬁ@
< \// (dx (s,t) — st)ds dt\// goz s)<p](t) ) dt
< ja- NM¢/% | %@@)ﬁ
< lan-ar, .

car

|An = A¥l, = sup
Ifllo<1

A«mmrwwmﬂwm

2

v

|[ @eo-a

> \//01 (/01 (d2 (5,8) — d (s,t))ds)zdt

D’ou le résultat en utilisant la proposition (3.2.3) . H

On définit un estimateur k;;, de k;; par kijn:%ni’_-‘- p.s.. Ce qui permet de définir -

un estimateur de k(s, t) par:

Nn

kn (5, t) = Zkijnﬂoz' (s) Pj (t) 8,1 € [0’ 1]

,j=1

ou N, — o©



Rappelons les hypothéses suivantes
H' JN=a;a>0 0<r<l
Hy : A; > 0 pour tout j

Proposition 3.2.5 . Posons

R,= sup
8,t€[0,1]

ki (5,2) — Zm () ; (t)

,j=1
et M; tel que ||¢;|l, < M;. Sous Hy, H; on a: Ve >0
4K,

AN,

P(R, > e)s% (

N4
+ coM* (N, = ) N?

Preuve. De Lo, = Ap; on a

|hipi (s)] = c(y,8)¢; (y) dy

< \/ cz(y,S)dy

1
loilleo < 5= llelle = M,

Dot

Par suite;

Ny,
R, < Z |kijn — kij| MM
i,j=1
Par conséquent,

Nn,
P(Rn > 8) < P(Zlkljn_kZJIM’tMJ >8)

t,j=1
1,=1

€
27 (ko1 s

4,j=1

IA

Nn
< )P (MiMj |ijn — Kij >N2>'
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Soit E, = { AN, — Awon| < ﬂgﬁl} 60 = £/ N2M; M

70

P(Ikijn - kz]l > 80) = P <|kijn _kijl > 60,.E_) +P(Ik‘mn - k"]l > £o, En)

< P (l)\Nn

Pour le premier terme on utilise _la proposmon 3.2.4 pour avoir

A E AN, — Anonl?
P (IANn _ ANnnI > 12vn) S | Nn évn |
ANy
(%)
4K,
n/\}?\,n

Sur E,, on a An,n > An, /2, par suite:

d:‘m d;;
)\

z]n I + l’\

X hin

P (ucijn — kij| > eo, En) - P ( > &0, By )

AN
By

IA
"

IA
g,

.7 zjn - d:jl + p‘] - /\jnl ld;kj

)\2
o) 2 (-

< P

A,
2

Az )+P(|km ky| > ;O,En)

Jnll ZJI > &9 )\Nnn >)‘Nn/2)

A | i — |+|)‘ Jnl'ld’z"jl'>ao '
~5EAN,

/\2
J‘nl Id;'kj ilvn)

/\2 A?Vn
< (I ijn l >604,\1) +P |)‘ jnl ~ Eom
140

En utilisant le lemme 3.2.1 on obtient

,\%vn) < K42\

(All ijn d;?j| > €o 4 nso)\4
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et la proposition 3.2.4 implique:

AZ : A2
P{IAMIL A = Ajml > Nn) < P{|A, - N
(1 s =2l > 5052 ) < P (10— Al > sy
Ky 164"
no ey

Posons M(N,,) = sup;;<n, M; alors

4K N2
M4
ANn + (Nn) 2)\4

P(R, >e)$% ( )-Nﬁ,co>0

D’oﬁ le résultat. W

Posons:

oo
K, (s,t) = Z kijo; () p; (8)
IKall, = sup |Kn(s, t)l
s,t€[0,1]

On suppose que la série ) kijp;p; converge absolument et uniformément

alors dans ce cas ||Kyl||, — 0 si Ny — +00

n—-+o00 n—-00

Lemme 3.2.2 . Sous les condition Hy, H, n"\M* (N,) \joN§ — 0 et nIN2AY —

0 alors

sup |kn(s,t) —k(s,t)] — 0 lorsque n — o0
s,t€l0,1]

Preuve. Elle résulte des propositions précédentes [ |

On définit le prédicteur

X3 () = / e () X (4) (3.3)

Le meilleur prédicteur probabiliste de X1 est B (po) Xn qui est

X5 () = / B (y, ) Xa (v) dy NS
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Proposition 3.2.6 . Sous les conditions du lemme précédent on a :

n+l Xn+1

P
l — 0 lorsque n — o0
o0

Preuve. On se donne un 1 > 0 et M,, > 0 tels.que

P (|| Xall, > My) < 3

Alors pour tout ¢ et n assez grand on a

P

n+l Xn+1

| >¢) < P(1Xall. > Mp)+P |

m = X > & Xl < M)

<2+P(IK.— K| > 5)

<

3.3 Prédicteur BLUP discret

Supposons que Pon dispose des observations (X (¢:),5 =1, .,mi=1,..,7, t; € [0,1])

et que les ¢; sont connus. Le prédicteur BLUP X}, de Xy est donné par (cf

chap.2)

Xat1 (s) =—

C (tl, tl) ...C (tl, t,-) d* (S, tl)

...........................................

X (t) - Xa(ty) O

Cltrtr) e lts) d* (trs) |

C (tl,tl) ...C (tl, tr)

...........................

c (tr, t1) ... (tr, tr')

Considérons le prédicteur X*,, de X3 (s),s e [0,1] suivant

:{+1 (s) = -

et

C; (tl, tl) C:; (tl,tr) d; (S,tl)
G (b b1) ol (b t) 2 (Ery )
X (1) o Xn (&) O

|+ Ty (3.6)
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.......................

& (b 1) it (£, 1)
. kn '
ol ¢ (s,t) = _Zl)\jngoj (s) p; (£)
J:

Proposition 3.3.1 . Supposons que k3M* (k,)n™t — 0, kSM* (k,)n™! — 0
n—o0 )

n—00

Preuve. Montrons tout d’abord que

alors

~*
n- Xn+1

0
o0 n—v+<x>

llch = elloe = 0

i

On a _ -

| kn kn
llen = cllos < sup |3 Ajnp; (5) 95 () = 32 Ajep; (8) 5 (£) |+ sup Z%n% (s) ; (£)

) 8,t€[0,1] |j=1 j=1 8,t€[0,1] | k.
D’une part,
w .
sup (37 Ajng; (5) @5 (t)‘ —— 0, (Th. de Mercer)
8,¢€[0,1] | kn, n—00 '

et

s 13% 3 (6) 5 6= 2 s ()0

8,t€[0,1] [5=1

ko

< Zl [Ajn = Aj| M2 (kn)
]:

Donc

Pl —dl > ) < 5P (wn A M2 (k) > i)

< Blsup o = )y )—M

< k3M4(k" K1 (propostion 3.2.4)

11 suffit donc d’appliquer le proposition 3.4.3 pour d* (s, t)

Le reste de la proposition est similaire a celui de la proposition (2.6.2).' ]
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3.4 Prédicteur BLUP contina

Nous donnons les analogues des estimateurs définies dans le chapitre 2 et nous
montrons dans un premier temps leur convergence dans Pespace Ls [0, 1] .Sous des
conditions supplémentaires on a aussi la ‘convergence dans ' espace clo,1].

Le prédicteur BLUP X**(s) continu s’écrit :

+o00 1 : 1
X3, (s)=Z§; / &" (s,1) o, (t) dt / Xo () g, (t) dt

ol (Aj, <pj)j>1 sont les éléments propres de Vopérateur I'x, de noyau ¢ (s,1).
Nous étudions des estimateurs de X3 (s), s €[0,1] dans deux cas.

3.4.1 A) 1%cas. Estimation du prédicteur BLUP continu X}**
dans le cas ou les vecteurs propres de ’opérateur de

covariance I'y sont connus.
al) Convergence dans ’espace L, [0, 1]

-Soit (A, 901')]'21 les éléments propres de I'x, et (\jn) ;>1 les valeurs propres de I',.
On suppose que les (p; sont connus et les A\; sont estimées 3 partir des Ajn.

Posons ;
N ka4 1 1
Xa=Y 5 [ a0 [ X006 )
j=1 7In 0 0 -

ouk, /oo
et

R, =

R ( )—Z /d* = t)dt/ Kapy O |

Nous avons le résultat suivant:

Proposition 3.4.1 . Soit N; = || X;||,, sous les conditions H, et H, (cf proposition
2.6.4):
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on a
16 K3 A2 N2 | 8Kk, = AKN2K

neg. nAz ne2\

ou (kn) / 00 et A est lopérateur de covariance croisée de Xy, X1et Ky et K sont
des constantes.

Ve > 0, P(R >e€) <

Preuve. Nous avons :

i(}%/ol (t)%(. l/\ml/d*( t); (t) )/X ), (t) dt

J=

B =

2

/d* (0 ()t - 1 ,/d* (2 8) 05 (8) dt

/X ) o, ( )dt,

De inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

/01 el dt, > (/o1 @ ) | (/01 03 () dt> %
< Ny car (/01%2‘(15)(1;)%:_1'

Donc
[ 1 1
R, < ;Nn '(:\__)\_.>/ d* (., tcpj(t)dt+———/ (dx ( () p; (t) dt
< N, |— - = / d* (,t)p; (&) db|| +-— / dy (1) — d* (s,2)) ; () dt
jz=; Ai Ao ( )%() s Ajn 0( &) ( ! 2
D’une part,
1
Laconod] < sl oo
0 2 £ a1

< A, = IAIIL IIAIIL~Sup||AfH2
Il,<1

et
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“/ (8 =d'( t>>%(t>dtH < NIAL = A%l = [1An - A,

= — -—E = £ '
Posons E,, { Ak = Akun| < 2% }, et go = 5 AT Nous avons
Ajn )‘j

8 p—
< C
P( %N) < P( .y >50,En)+P(En)

< I“T——]l >eo | + P(E;)
2 Ak '

. . ' : 80)\’,2%. 4K1
< P(l)‘jn_’\jl-> 2 )‘l‘n/\%n

16K1K2 ||Al|2 N2 L A
ne2\; nAz.

(3.8)

ol nous avons utilisé pour les processus ARHA(1) les résultats de Allam ([1]) pour

avoir :

| M\ Eleupn =)
PED = P(Pon= el > 2] < 2L
| (’5"‘)
4K1 ’ .
< 3.9)
TonAL (39)

et

oM}, 16K:1k2 || A2 N2
P (I)‘jn = Al > _2k—> > n€2)\4 L

D’autre part, |
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1 | € 1 £
P{—= A=A, > < P[=A, - _£
()\jn “ ”L 2Nnkn> — P (/\]n ”A A“L > 2Nnkn,En>

+P(Ey)
8/\k 4K1
< PllA, - i
<. (u A||L>2Nn_kn)+mﬁn
’ 4N2k2 4K
< E|A, - A|? nin 1
= A
AK N2k2 4K
nn . (3.10)

ne?);  nAl

puisque E [|A, — A|* < 2B (prop.3.2.3).
Par conséquent
P(R,>¢) < P(Yk N,

*.-"—-I“fo d* (. t)o; t)dt”
- pvm f (d5 () = d* (,2)) ; (£) dt“ > €)
¥ P( b 1> w4 (2 R 6 00 - 2 .00 O, >

kn, * * *
<P (%= | |6 @ Coe Oa], > z5)+P (KA - Al > z5)
<k, (161c2HAIILNn+ 8K, +4KN2k2). '

204 e2X%,

D’ou le résultat. W

Proposition 3.4.2 . Sous Hy, Hy, ky, /" 00, k3NZn=1A* =, Oet E3N2n—12;2 —
n——400

" n-—+o00
0, ona
s P
l n+1 .n+1 2 N—s+00

Preuve. Nous avons

K @-X0 = i [ 60w [ X0 0-
g>1

o /0 5 (5,1) ; (8 dt / X (8) 0 (8) dt

Donc

%

*ok *k
Xn+1 Xn+1

S Fnt “ jhnt1 bW fol d* (., 8) p; (¢ dtfo t)p; (¢ dt“



78

ou R, est défini a la page 74.

'Par suite,
P([ A,";*+_1—X,’:j_1“2>&:) < P(Rn>§) | (3.11
, - R
+P( P dt/ X (00, ()| > ¢
b1 i Jo . 2

La série (2.5) étant convergente ona:

P(

En combinant (3.12), (3.13), prop.3.4.1 on a le résultat. W

/ 0 () @, (6) dt / X, (8) o, (t)dt

>— 12

—k +1 Aj

a2) Convergence dans C[0,1]
':On suppose que les vecteurs propres p; sont connus et A; estimés par Aj,.

Proposition 3.4.3 . Posons

kn
d** (s, 1) z () 0 (1), i (s,8) = D dijupi (5) 95 (2)

Jri=1 Ji=1
et

Ry, = sup |d* (s, t) a* (s, )|
8,te(0,1]

Alors
1)P(R1n>€)SEg‘-A%:—"ZK

2) P | sup |di(s,t)—d*(s,t)] > ¢ < B

e2n
8,t€[0,1]

Preuve. Rappelons que M (k,) = sup M; (cf chapitre 2 ).
‘ . 1<i<kn
On a du lemme 3.2.1

3|=x

2
E'(supl i d:;l) <

4,720
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Donc on a:

kn
P(Ry,>¢) < P ( sup |i; (s) 5 (8)| |y, — dfy| > ”8_)
1 8

ji= H€[0,1] kyz,
. _

o E(?l.lp'ld?jn —'d;-“,-l)

P(Riu>e) < ) — 020 -

3=l (W(T))

KM (k) K

e2n

IA

D’ou le résultat. W

Proposition 3.4.4 . Posons

R = 253 [ (.0, 0) [ X, 06,0 =32 % L0 (1) 05 () [ X (0, 0)
Alors

etka MO (kn) Ny | eabNZM? (k) | 4K

P(l|Ra,ll.. >¢e) < :
(I1Ranlle > ) < =22 R R

(3.13)
ot ey =4Ke?, gy = K116 ||d*||% 2.
Preuve On a:
| Ranlo <
kn

> (i (s () = @ (,8)l) [y, +

chrljﬁ;llw > <

R P (Rl (8 = (e > g )+ (
k.
- "k ok Akp €
< 2P (I (1) = 4 ()l > ity Bn)
J=
Ai—Ain

+P( pves vl 1P IId*Hoo2lchnM(k,,)’En) +2P (Ey)

458 M (kK2 K N2 L e}, 4K
<k, ( AL 3 + P ([Aj = Ajn| 2 @ @ No b oy ) T nAZ
< 4k MO (kn) KN2 M2 (k) 4 Ka16]1d*[oo kN2 M (kn)

Akp K .
nz\%n €2 nz\tn g2 + nig,,

L1
Ajn A

4 (Ol [FAREA

N B BN g
Ajn M| 7 ¥ | oo 2kn Nn M (k)

ot E, = {|/\kn — Moml < égu} m
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Prbposition 3.4.5 . Sous les conditions des propositions 3.4.4,
ke M° (k) N2 0102 — 0 et ks NZM? (ko) N — 0 lorsque n—s +00, on

% - X:;i';l 0
Preuve. Posons:
d** (s;t) Z dij0; (8) p; (t) et rdi* (s,) Z diin®i (8) @5 (¢)
j=kn+1 i, j=kn+1
et
En 1
Tk *k 1 ok
[ %= x| < Rans 5 /rd t)<pj(t)/X O, ) dt| +
J=1 0 6o
ka1 1
A—/ rd (1) g, (t /X (), () d|
g=1 "9 0 )
Or,
ke 1 ‘ 1
2Xl_-frd**("t)()oj(t)an(t)(pj(t) ZA Z @, (s) dy, f% ) ¢ t)fX () g, (1

Jj=1 2,7 —kn+
Comme _]7é ] ce dernier terme vaut O de méme pour

B [ (00 [ X 00,0

En utilisant les propositions précédentes (3.3.4), (3.3.5) on trouve le résultat. W

3.4.2 B) 2°™ cas. Estimation du prédicteur BLUP continu de
X (s) dans le cas ot les vecteurs propres p;de I'x, sont

inconnus.

- Soient (Ajn, 9jr ;4 € N*) les éléments propres de Popérateur intégral L.
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bl) Convergence dans I’espace L, [0, 1]

Prbposition 3.4.6 . Supposons que le processus (Xn,n € Z) vérifie les hypothéses
du théoréme 2.6.3, H, , H, et que 1 Xill, < N;yN; >0, k, = o(logn),‘]/\'/!\(kn) =

O (logn) .
Alors
X;::_l )?n+1 n:p:oo 0
2

Preuve. Posons

kn, 1 . ' . 1
! 1 % I ’ .
Xogs ()= 3 - /0 0% @ [ Xa0g 0 d
j=1 Jn .

On remarque que X, (s) =X, (s).
Posons R} = X - X ” . Alors
2

-~ %

kn 1 1
o= X0 = 35 [a 6000 [ X000~

Ain/ & (5,4) &, () dt/ X, ()¢} (0

Or || X;|l, < N; par hypothése, donc

/ 1 5 (1) (sojn () — <pf,- (t)) al | [ ; (£) X (t) dt‘ +
° 2170

/ o () (o)t

l)‘jnl

D’autre part,

2 /01 X (t) (‘pjn (t) — ¢ (t))} dt~

[ %0 (ent) - 0) @ < \/ [ = \/ W[ -4 o a

< e
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Donc v :

B < g%//(/oldw)%dt2(/01(%,,<t>_¢;<t>) ) et
([ e ) L ([ (entr-4, ®)") %dt —

D’autre part

= (/l/ld*2(s t)dtds)é _
(/ / Z — (s>) thds)

i,5>1

(Z Z dij d /So(t)éo (t)dt/ soj(s)go (s)ds)

N (/01 (. t)) a

>1] >1

.7
7i>1

2 //d(tsno(t)sa](s)))
- Ja;

ok

o '
+1 = Xn+1

= Zk_.l N&#ﬂl (”‘Pjn <Pj“2 + Htpjn - <pj||2) Soit C tel que
. 2
| Rallg < C et rappelons que E, = {l/\k = Xn| < %ﬁn} Alors




P(ﬁ;>8) < Z—P(’

Pin = ‘”J” 4CN k) +P (

83

Cy e)\kn
in = ‘01'”2 >y 4CNnkn) +2P(1

, 2
i 16k2C2N2E (Hcpjn —~ <p,-|l2) | 4Ck, N, E (”<Pjn - %j”z)

<
= XL,

k

"\ K [16k2C3N?  4CE. N
< ) N1 n n ni¥n
= <j;a’) n ( O €Ak, )

car on a d’aprés [1].

D’ou le résultat. W

5

. ! 2
Yin ~ <'D"“2) 264

n

&€ )\kn
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Chapitre 4

SIMULATIONS

4.1 Simulation et prévision d’un processus ARC(1)

4.1.1 Définitions

Pour simuler des trajectoires de processus AR fonctionnels et le calcul des pré-
dicteurs BLUP (cas discret et cas Continu) nous utilisons le travail exécuté par Pumo
dans sa thése (1992) et la bibliothéque far développée’ par Julien Damons et Serge
Guillas ( Modelization for Functional AutoRegressive processes Package: far Version:
0.6-2 License: LGPL-2.1 version 2.0.0 du logiciel R) .

Plus précisément. On simule un processus dont les valeurs appartiennent & I’espace
engendré par les fonctions {e;(t) = v2sin [(G-1/2)nt],j=1,2, b}

B.Pumo a simulé un mouvement Brownien sur [0,n+1]. Ainsi on peut construire

n +1 observations & partir des définitions suivantes:

| e Bruit blanc

Pumo (1992) utilise la décomposition de Karhunen Loéve pour simuler les trajec-

toires de mouvements browniens indépendahts sur [0, 1] comme suit:

& (W) s = Wiy, () = W, (w), s € [0,1]
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Wy, = ]}; Von + 2)’;-*.$in Er(J(]-_lﬁé)"?%] » W€ [0+ 1]

Les Y;* sont des variables aléatoires iid N (0,1)

Cette méthode est un peu fastidieuse 3 programmer, c’est pourquoi nous lui avons
préféré d’itérer n fois un mouvement brownien sur Pintervalle [0,1]

(i —1/2)

Pour la simulation on doit approximer des sommes infinies par des sommes finies.

- i\/iyj*sin [(G—1/2) 7er]

¢ L’opérateur p

Pujsque nous resterons sur le sous-espace engendré par les vecteurs(e;) s il suffit
de définir

plex (s)]. Nous posons

plex ()] =Brex (s)
ou la suite (3;) est une suite de réels.convér-gen’.ce .
o Valeur initiale deX,

Pour la simulation d’un ARC(1) on prend comme valeur initiale la valeur X, =0
ou Xy =¢y
Soient (X7) j =1,....,2m les coordonnés de X; dans la base (e; pour i =0,1,...n)

On a:

Xy =8X{+e,, j =1,...2m
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4.1.2 Prédicteur BLUP cas discret
La fonction simul.blup.discret

e Description

Etant donnée les observations Xj(t) (j =1m, i =L:m), on calcule le prédicteur

BLUP X** (%), i =1:m, en utilisant un nombre discret de points
0 Usage
‘simul.blup.discrét k
o Détails

on utilise les n observations pour prédire la (n+1)*™ observation

Le prédicteur BIUP discret est. défini par la forme matricielle suivante

[ (s,t2) |
Cn (t1,t1) ...cp (21, tm)
X1 = XoC'D,, Coo= | » Dn = ;
timst1) ...Cn (o b '
[ X (t) ] [ X2 () ] '
n(t) | ) X, (t) .. X, ()
X, = o , X, = ) s X= 1 -
) . Xl (tm) Xn (tm)
i Xn (tm)J X;:j—l (tm)J

Cn et D,, sont définis par les formules suivantes C, =1/n X,, X,, 5D, =(1/n— 1)
a AtOn trouve la matrice a et A en retranchant le premier et le dernier vecteur de

la matrice X respectivement.

4.1.3 Prédictéur BLUP cas continu

On utilise dans ce cas la fonction suivante:
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La fonction simul.blup.continu
° Deécription

Etant donnée les observations Xj(t:) (=1, i =1: m) on calcule le prédicteur

BLUP continu X,,,; (%), i =1:m en utilisant les trajectoires simulées d’ observations
e Usage
éimul.blup.continu
o Détails

Pour le prédicteur X** on propose d’estimer les va,nables Xi(t=1,.., n) par les

fonct1ons aléatoires proposées par Pumo

. _i '3 . .
X;(t) = X; (i)_,_tTm [Xi (ﬂ) - X; (l)J A

On suppose Connaitre les valeurs X; ( i) v ] = O,...,mT“let dans ce cas pour estimation
des trajectoires on pose X; (1) = X; (21)

i+ 1
It i, met
m .

IN
iA

t

On a dans ce cas

Xih (s) = ZA (Z f_ z+1(3)X (t)®; (t)) (mf ffm‘ Xz (t) ®; (2) dt)

=0 =0
Nous presentons ci dessous des 31mulat10ns d’un processus ARC(1) sur des inter-

valles success1fs et les prédicteurs BLU P (discret ou continu) de la derniére trajectoire

du processus simulé accompagnées de Perreur quadratique.
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La Figure (1.1) représente la simulation de n=70 trajectoires successives d'un

processus ARC(1). Chaque trajectoire est calculées en m=25 points de discrétisation
de [0,1]. ‘

simulation d'un ARC (1)(m =25,n=70)

0 10 20 30 40 50 60 70

time

~ Figure (1.1)

Les Figures (1.2), (1.3), (1.4), representent le prédicteur BLUP discret ou continu
(trait pointillé rouge ) de la 70eme trajectoire (trait continu noir) pour le nombre

d’observation n= 69 et n=39 et les valeurs de m— 10 et 20 (points de discrétisation).

prédlcteurdlscret(m =10,n=69) prédictour continu (mMm=10,n=69)

10
10

05
<10 05 00 05
I

-10 05 o0
!

-1.5
-1.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 - 1.0

eq= 5.108118 eq= 6.08478

Figure (1.2)
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prédicteur discret(m=20,n=69) prédicteur continu (m =20,n=69)
o _] o _|
3~ 8 4
o _| o
=1 o ]
o _| 0.
] ¢ -
o _| e _|
0 v _|
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0qg=4.868467 eq=6.112041
Figure (1.3)
prédicteur discret (m =10,n=69) prédicteur continu (m =10,n=69)
e _] o |
w | w
o S
q__ Qo
=3 Lae T
0 0
C 3 -
a | e _|
| o, |
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0
eg=5.108118 eq= 6.08478
Figure (1.4)

Nous remarquons que le prédicteur BLUP donne une bonne "indication " de la
tendance mais moins sensible aux variations. Pour mesurer I'effet de discrétisation sur
la prévision, nous présentons ci-dessous pour 200 réplications, la moyenne des erreurs
quadratiques pour n = 70 ( fixé) et différentes valeurs de m = 15, 25,35 (points de
discrétisation) (Tableau 1) et ensuite pour m=25 (points de discrétisation fixé) et
différentes valeurs de n = 30, 50, 70, 120, 130. ‘ ’

Tableau 1
m 15 25 35

Mean | 2.6789 | 3.566 | 4.308

Tableau 2
n 30 50 70 120 130

Mean | 4.220 | 3.990 | 3.566 | 3.6202 | 3.4088
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Nous remarquons pour n fizé erreur moyenne croit avec m (Tableau 1) et pour
m fizé elle décroit avec n (Tableau 2). Ce qui suggere un choix de m par validation
croisée.

Exemples.

Nous utilisons les prédicteurs BLUP pour la prévision de séries réelles et nous
comparons leurs performances avec d’autres méthodes de prédiction.

1) Série climatologique ENSOQ. Nous apphquons la méthode de prédiction
BLUP a la série chronologique décrivant le phénomeéne climatologique ENSO qui
résulte des interactions entre ’atmosphere et 'océan au dessus de I'Océan Pacifique
tropical. Le phénomeéne EL Nino (EN) est le composant océan dans ENSO tandis
que Southern Oscillation (SO) est la composante atmosphére. Un index mesurant la,
variabilité d’ EL Nino est fourni par les températures a la surface de 'océan ramenées
4 une moyenne observée dans le domaine Nino-3 (50S - 50N, 1500W - 900W). Des
valeurs moyennes mensuelles sont enregistrées depuis le mois de Janvier 1950 & Juin
2007 par des centres nationaux de la prévision environnementale aux Etats-Unis. La
série chronologique de cet index montre des variations 1nter—annuelles marquées et
superposées & une composante saisonniére forte. Cette série a été analysée par beau-
coup d’auteurs (voir, par exemple, Besse, Cardot et Stephenson, 2000[6]; Antoniadis
et Sapatinas, 2003[5]). Pour pouvoir comparer avec leurs résultats nous utilisons des
observations mensuelles durant la période 1950—1985 pour la prédiction de la tem-
pérature durant ’année 1986. La qualité d’un prédicteur )?,; calculé aux points
ti,t=1,...m, pour prévoir X, .; est mesurée par lerreur relative absolue RMAE

définie par:

| m X1 (8) — X (&)
1 +1 +

RMAFE = — , ,
m; |Xn+1(i)|

Le tableau suivant donne les valeurs de I'erreur RMAE associées aux différentes
méthodes de prévision : Wavelet IT et Wavelet III : Antoniadis et Sapatinas 2003)
[5], Antoniadis, Paparoditis et Sapatinas. (2005) [4], ARH et ARHD: André Mas et
Besnik Pumo [16], FAR: Besse, Cardot et le Stephenson, 2000 [6].

Tableau 3: Erreur RM AE de différentes méthodes de prévision de la température

a la surfacede I'océan de Pannée 1986



Méthodes de prévision | RMAE |
Wavelet 11 0.89%
Wavelet II1 1.20%
ARHD o =04, 8 =0.8 | 1.33%
ARHD o = 0.1, 8 =0.4 | 1.25%
FAR 0.89%
SARIMA 3.72%
ARH (1) 1.60%
BLUP discret 1.25%
BLUP continu 1.70%

91

Nous remarquons' que les méthodes BLUP discret ou continu fournissent des er-

reurs RMAE assez faibles.

La Figure (2.1) représente la variation de la température (EL Nino3) de 1950 a
2006. Les figures (2.2) et (2.3) représentent la température a la surface (EL Nino3 )

de I'année 1986 et sa prévision par le prédicteur BLUP discret et continu avec leur

erreur RMAE.

EINiIino3 tem pérature(1950.200686)

23 24 25 26 27 28 29

T
1850

T T T T T
1960 1970 1880 1990 2000

tim o

Figure (2.1)

prédicteur discret (1986)

Température I’El Nino3
250 255 260 265 270
]

RMAE= 001251050

- Figure (2.2)
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Prédicteur continu (1988)

Py

Température d'El Nino3
250 255 260 265 270
l

RMAE=0.01706410

Figure (2.3)

Dans la suite nous utilisons les observations (un intervalle =1 année) de la période
1950-2005 pour la prévision de la température A la surface de I'océan de ’année 2006,
Dans [6] plusieurs méthodes de prévision ont été utilisées en particulier la méthode
de prévision "Climatologie" est basée sur Pestimation du cycle moyen d’une année
pour la prévision de ’année suivante,

Tableau 4: Erreur RMAE de différentes méthodes de prévision de la tempéra-

ture 4 la surface de Pocéan de I'année 2006,
Méthodes de prévision RMAE
Climatologie 2.5%
SARIMA 3.7%
Kernel 2.3%
Functional kernel 2.2%
Smooth FAR(1) 2.3%
Smooth FAR(1) with q=p=12 | 2.4%
Local FAR(1) 1 2.2%
BLUP discret 1.40%
BLUP continu | 2.25%

Nous remarquons que les méthodes BLUP discret et continu fournissent de bons
résultats avec des erreurs RMAE les plus faibles. A ‘
Les Figure (2.4), (2.5) représentent la température  la surface de ’océan (EL Nino

) de Pannée 2006 et son prédicteur BLUP discret ou continu avec erreur RMAE.
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prédlcteqr dlscret(zooe)

Température d'El Nino3
250 255 260 265 270 275

RMAE=0.01408529

Figure 4.1: Figure (2.4)

Prédicteur continuy (20086)

Température d'El Nino3
250 255 260 265 270
1

RMAE=0.02252589

Figure (2.5)

2. Prévision dve la température & Nottingham. Nous appliquons aussi la
méthode de prédiction BLUP sur la série historique des relevés de la température &
Nottingham (température moyenne mensuelle au chateau de Nottingham de Janvier
1920 et arrétée en 1939) disponible dans la série Nottem de la, bibliothéque de MASSE
de S-PLUS. Nous utilisons les observations de la période 1920-1938 pour la prévision
par la méthode BLUP discret ou continu de la température de 'année 1939 et nous
presentons les erreurs RMAFE des différentes méthodes de prévision disponibles (voir
[5]).

Tableau 5: Erreur RM AE de prévision de différentes méthodes de la température
de I'année 1939 & Nottingham.
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Méthodes de prévision | RMAE
Wavelet —Kernel 30 %
SS (Spline Smoothing) | 28 %
SARIMA 31 %
BLUP cas discret 4.5%
BLUP cas continu _ 2.96%

Nous remarquons que les méthodes BLUP discret ou continu fournissent les erreurs
RMAE les plus faibles.
La Figure (2.6) représente la température & Nottingham de 1920-1939. Figure

(2.7), (2.8) représentent la température de ’année 1939 3 Nottingham et sa prévision
BLUP. ‘

Temopérature a Nothlngham(1920-1939)

3_

8_

3_

s_

3_.

‘?

'3-

g T 1 Ll ] T

19820 1925 1930 1935 1940
tim e
Figure (2.6)
prédicteur discret(1939)

£ 8 -
2
[~] [T —
,é [}
4
= .
: 2
B,
E ~
[ o _|

-

RMAE=0.04507418

Figure (2.7)
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Prédicteur continu (1939)

60

55
]

Température & Nothingham
45
|

40

RMAE=0.0206848

Figure (2.8)
3-Prévision de la température 4 Alger. Dans cette troisiéme partie nous
presentons des résultats de prévision de la température maximale et minimale moyenne
& Alger pour 'année 2004. La Figure (2.9) représente la variation de la température a
Alger durant la période 1956-2004. Les Figures (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) représen-
tent la température moyenne maximale et minimale de ’année 2004 & Alger et les

prédicteurs BLU P discret et continu avec les erreurs quadratiques respectives.

Température d'alger(1970-2004)

15
|

10
|

T T T T T
1960 1970 1980 1990 2000

time

Figure (2.9)

prédicteur discret(2004)

20
]

Température min moy a Alger

RMAE=0.13994233

Figure (2.10)
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