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Résumé: Dans cette thése nous considérons la prédiction d’un processus a temps
continu admettant une représentation autorégressive AR(1) dans 'espace des fonctions con-
tinue sur [0,1] par la méthode des sieves.

La prédiction d’un processus aléatoire & temps continu sur un intervalle par une modélisa-
tion autorégressive fonctionelle a suscité beaucoup de travaux théoriques et appliqué. Etant
donné un processus réel Y = (Y (t), t € R) observé sur [0,7], il s’agit de prévoir le com-
portement de Y sur tout Uintervalle [T',T+46},6 > 0. En posant Xo(t) :=Y (t+nd).t € [0, ]
nous générons une suite de v.a. X = (Xp, n € Z) & temps discret & valeurs dans un espace
fonctionnel approprié et régie par une équation du type autorégressif.

Ainsi la prédiction du processus ¥ sur [T, T + 6} est ramenée a la prévision de la v.a. X,
comme élément fonctionnel et Bosq et Mourid ont introduit les processus autorégressifs a
valeurs dans un espace de Hilbert pour résoudre ce type de prévision. Nous nous intéressons
aux processus autorégressifs hilbertiens d’ordre 1 ARH (1).et & lestimation de cette classe
de processus par la méthode sieves.

Le paramétre d’intérét est I'opérateur d’autorégression d’un processus ARH (1) et son es-
timation par la méthode des sieves. Nous donnons les résultats de convergence presque
stre de lestimateur sieves pour le cas d’un opérateur & noyau de convolution et une
forme explicite de l'estimateur sieves dans le cas Gaussien. Dans le cas d’un opérateur
de Hilbert Schmidt, nous donnons des conditions générales pour I'existence et la conver-
gence presque stre de Pestimateur sieves. Nous donnons une vitesse de la dimension m, de
la sieve pour l'opérateur a noyau my = O(n'lé'_”), n > 0 au lieu d’une forme logarithmique
my, = o(log(n)) obtenue auparavant par d’autres auteurs Nous donnons enfin un résultat
de convergence du prédicteur sieves pour la norme de L?[0,1] Nous présentons des études
de simulations d’un processsus AR en utilisant le logiciel R version 2.4.1 et Bibliothéque far
de Damon en considérant un opérateur p & noyau de convolution K avec simulations des
trajectoires du processus et leurs prédicteurs sieves. Les résultats obtenus corroborent les
résultats théoriques. Pour des applications nous avons considéré la prévision du phénomeéne
météorologique "El Nino", durant année 2006 en utilisant des observations mensuelles de la
période 1950-2005. Pour pouvoir comparer avec les résultats de sa prévision durant Pannée
1986 qui existent dans la littérature nous avons au.isi présenté sa prévision sieves de I’année
1986. De méme, la prévision de la température en 1939 du Chéteau de Nottingham sur la
base de données mensuelles.de 1920 & 1938 et la prévision de la température moyenne en

2004 & Alger basée sur la période 1970-2003 sont présentées.Les résultats sur les erreurs de
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prévision sont trés faibles comparativement aux erreurs obtenues par d’autres méthodes de

prévision.
Title: Sieves prediction of A Functional Autoregressive Processes

Abstract: In this thesis we consider the prediction of continuous time stochastic
process admitting a functional autoregressive representation AR(1) in the space of contin-
uous functions Cyg 5 based on sieves approach. The prediction of a continuous time random
process on an interval arises in many applications.When a sample path of a a real proéess
Y = (Y(t), t € R) on the interval [0, T} is available, we predict the behaviour of Yon the
entire interval [T,T + §),6 > 0. Considering X,(t) := Y (¢t +nd), t € [0,6],we generate a
discrete time function space valued random process X = (X, n € Z) whose time evolution
is assumed ruled by an autoregessive equation. |
Hence a predictor of the function space valued r.v. X1 provides a predictor of the process
Y on the entire interval [T, T'+6]. Bosq and Mourid have introduced a class of functional au-
toregressive random processes with values in a real separable Hilbert space (ARH) to solve
this kind of prevision. we are mainly concerned with the sieve estimation of the parame-
ter operator of a first order Hilbertian autoregressive process. The parameter of interest
is the operator of an hilbertian autoregressive process ARH(1) and its estimation by the
method of sieves. We give the results of the almost sure convergence of sieves estimate
when the operator is of a kernel type and an explicit form of the sieves in Gaussian case
afterwards we give general conditions of existence and almost sure convergence of sieves
estimate when the parameter is a Hilbert Schmidt operator.In the kernel operator type the
almost sure convergence is obtained under plynomial growth dimension m, = O(n%"”),
n > 0 improving the logarithmic growth m, = o(log(n)) obtained earlier by others authors.
At last, we give a result of convergence of sieves predictor in the norm of L%[0,1]. We
present studies simulations of an AR process using R version 2.4.1 and The far Package of
Damon by considering an integral kernel operator p. Simulations of the trajectories of the
process and their sieves predic’bors are given. The obtained results corroborate the theorit-
ical ones. For applications, we consider the prevision of "El Nino" phenomenon during the
year 2006 using monthly observations of the period 1950-2005. To compare the results of

prevision of the year 1986 obtained in the literature, we use its sieves prediction -of 1986.
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Also, the prevision of the historical data of temperature in Nottingham Palace during 1939
on a monthly data basis from 1920 to 1938 and the pi"evision of the mean temperature in
- Algiers during the year 2004 based on the period of 1970-2003 are presented. The values
o of quadratic errors ‘and relative errors are very weak compared to those obtained by others

methods of prediction.

Mots clés : Processus autorégressif fonctionnel- Estimation Sieves-Prédicteur sieves-
Simulations-Série "E] Nino"

Classifications AMS: 62A10;62Ml();46E15

Key words :Functional autoregressive process- -Sieves Estimation-Sieve’s predictor-

-Simulations-"El Nino" series.
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Introduction

L'interprétation d’un processus stochastique & temps continu comme une variable

aléatoire 4 valeurs dans un espace fonctionnel approprié est considéré naturellement dans
plusieurs domaines des probabiltés et statistiques. Dans ce travail nous étudions la pré-
diction d’un processus aléatoire & temps continu sur un intervalle par une modélisation
autorégressive fonctionelle . Comme modéle classique les processus autorégressifs hilber-
tiens et banachiques ont suscité beaucoup de travaux théoriques et appliqués derniérement,
et s'est avérée d’un grand intérét ([7], [14], [20]). Plus précisemment soit Y = (Y'(t),t € R)
un processus stochastique réel observé sur [0,7], il s’agit de la prédiction du processus
Y sur tout Vintervalle [T, T + 6],6 > 0. En posant X,(t) := Y (¢t + nd),t € [0,d] nous
générons une suite de v.a. X = (X, n € Z) a temps discret & valeurs dans un espace
fonctionel approprié et dont 1’évolution temporelle est supposée régie par une équation du
type autorégressif. Sile processus Y est a trajectoires continues ’espace fonctionnel naturel
associé sera l’espace Cjg 5 des fonctions continues sur [0, 6]. Ainsi la prédiction du processus
Y sur [T, T + 4] est ramenée & la prévision de la v.a. X,, comme élément de Cio,5- Pour
des applications voir ([7]ch. 9 et les références citées): nous pouvons citer : la prédiction
du phénomene météorologique "El Nino", la prévision du trafic routier, la consommation
de Pénergie électrique d’une région, l’électrocardiogramrhe, la prévision du nombre annuel
de passagers dans les chemins de Fer Francais et la prédiction des niveaux de pollution
atmosphérique.
Bosq et Mourid [8] ont introduit les processus autorégressifs & valeurs dans un espace de
Hilbert pour résoudre ce probléme de prévision. Nous présentons la définition de ces pro-
cessus & valeurs dans un espace de Banach séparable noté ARB et & valeurs dans un espace
de Hilbert noté ARH.Dans ce travail nous nous intéressons particuliérement aux processus
autorégressifs hilbertiens d’ordre 1 ARH(1).



Soit (B, 8g) un espace de Banach séparable muni de la tribu borélienne et de la norme -1l
Considérons une suite (5,1 € Z) de v.a & valeurs dans B, définies sur Pespace probabilisé
(©, 4, P) indépendantes et de méme loi telles que 0 < 02 = E ||e,,)|2 < +00 et Ee,, = 0 ot
l'espérance est prise au sens de Bochner. Nous dirons qu'une telle suite eét un B — bruit
blanc. Soit p un opérateur linéaire borné de B dans B et on note ||p||;, 1a norme d’opérateurs
linéaires bornés et m € B. _

On dit qu’une suite de v.a. (X,,n € Z) définie sur (Q, 4, P) et & valeurs dans (B, p) est

un processus autorégressif d’ordre 1 noté ARB(1), si
Xn—m=p(Xpn1—m)+en, n€Z

Les principales propriétés de cette classe sont établies par Bosq [7] ot 'on trouve aussi
des exemples de processus & temps continu admettant une représentation autorégressive
ARB(1).

Le premier chapitre contient des préliminaires et des définitions des processus
autorégressifs hilbertiens et banachiques ARH et ARB. Pour illustration, nous citons des
exemples de représentations ARB de processus réel & temps continu [7]. En suivant Grenan-
der [13], Shen X. Wong W.H [22] et White et Wooldrige [23] nous présentons des exemples
d’estimations de parameétres de dimension infini par la méthode des sieves. En définissant
le cadre général de la méthodologie de I'estimation par la méthode des sieves nous donnons
en particulier I'estimation de paramétres de type moyenne de loi de probabilités gaussienne
en dimension infinie, opérateurs de covariance et de fonction de régression .

Le second chapitre est consacré a I'estimation du paramétre I'opérateur d’autorégression
d’un processus autorégressif hilbertien d’ordre 1 par la méthode des sieves. Dans le cas d’un
opérateur & noyau de convolution, nous obtenons des résultats sur ’existence de P’estimateur
sieves et leur convergence presque slre et avec une forme explicite de Pestimateur sieves
dans le cas Gaussien . Dans le cas ou le parmeétre est un opérateur de Hilbert Schmidt,
sous des conditions générales similaires & [12] nous obtenons I’existence et la convergence
presque stire de P’estimateur sieves en norme de Hilbert-Schmidt. Nous donnons une vitesse

de la dimension m, de la sieve pour P'opérateur & noyau m, = O(né“”), 7 > 0 au lieu
d’une forme logarithmique m,, = o(log(n)) obtenue auparavant par d’autres auteurs Nous
donnons enfin un résultat de convergence du prédicteur sieves pour la norme de L2[0, 1] [18]

Dans le troisiéme chapitre nous présentons des études de simulations d*un process-

sus AR en utilisant le logiciel R version 2.4.1. [Bibliothéque far] [10].Nous nous inspirons



de l'exemple de simulation d’un processus ARC(1) donnée par Damons [10] qui prend en
considération le travail de Pumo [19]. Leur travail permet de simuler un bruit blanc dans

Pespace C[0, 1] en utilisant les fonctions propres

(ej(t) = v2sin[(j — 1/2) 7t],,5 = 1,2,...)

de Popérateur de covariance du mouvément brownien. Pour simuler les trajectoires
de notre processus AR et les prédicteurs sieves considérés nous devons spécifier le modéle.
Plus précisément, nous considérons un opérateur p & noyau de convolution K paire péri-
odique de période 1 sur R de norme L? inférieure & 1. Les exemples de noyaux K considérés
sont :

K@) =~ cos(t),  K(t) = —t, K(t) = —tcos(t), ¢ € [0,1]
102 108 102

Nous simulons n + 1 observations d’un processus ARH (1) qui seront necessaires
pour calculer les prédicteurs sieves et qui seront comparés & la n+ 1 eme trajectoire du pro-
cessus. Les résultats obtenus sont trés satisfaisants et corroborent les résultats théoriques.
Les erreurs quadratiques et les erreurs relatives RMAE de prédiction sont trés faibles et de
Pordre de quelques pourcents surtout dans le cas des séries réelles . Pour des applications
réelles nous avons considéré‘ la prévision du phénomeéne météorologique "El Nino". Pour
sa- prévision de I'année 2006 on utilise les observations mensuelles de la période 1950-2005.
Pour pouvoir comparer avec les résultats de sa prévision durant I’année 1986 qui existent
dans la littérature (2] nous avons aussi présenté sa prévision sieves de I’année 1986. De
méme, la prévision de la température en 1939 du Chéateau de Nottingham sur la base de
données mensuelles.de1920 & 1938 et la prévision de la température moyenne en 2004 &
Alger basé sur la période 1970-2003 sont présentés. En général les résultats sur les erreurs
quadratiques et les erreurs relatives RMAE de prévision sont trés faibles comparativement

aux erreurs quadratiques et relatives RMAE obtenues par d’autres méthodes de prévision.

Publications
1. Bensmain,N., Mourid, T. Estimateur sieves de Popérateur d’un processus ARH

(1) . Comptes Rendus Acad. Sci. Paris t. 332 Serie 1. 2001

2. Mourid,T., Bensmain, N. Sieves estimator of the operator of a functional au-

toregressive process. Statistics and Probability Letters 76,93-108. 2006



3. Bensmain,N., Mourid,T. Prédiction des processus AR Hilbertien via la méthode

des sieves. Simulations et exemples . soumis 2008



|
i

[

Chapitre 1

PROCESSUS AUTOREGRESSIFS
BANACHIQUES. EXEMPLES
D’ESTIMATION PAR LES
SIEVES

La classe des processus autorégressive Hilbertiens et Banachique d’ordre un, noté
ARB(1), est une généralisation naturelle en dimension infinie des processus autorégressif
& valeurs dans R¥. Dans ce chapitre nous donnons les définitions et les résultats les plus
importants concernant cette classe de processus contenus dans [7].

Nous indiquons ensuite deux exemples de processus réels a temps continu qui
admettent une représentatuion autorégressive ARB(1). Une loi forte des grands nombres
est présentée ensuite. En fin nous présentons la méthode d’estimation sieves en dimension

infinie de Grenander avec des exemples de la litérature.

1.1 Processus autorégressif Banachique ARB

Soit, (B, Bg) un espace de Banach séparable muni de la tribu borélienne et de sa
norme |.]l. Considérons une suite (en,m € Z) de v.a. définies sur un espace probabilisé
(9, A, P) et & valeurs dans B, indépendantes et de méme loi telles que 0 < 02 = E |z <

+00 et Fe, = 0 ol 'espérance est prise au sens de Bochner. Nous dirons que la suite



(en,m € Z) est un B — bruit blanc.
Soit p un opérateur linéaire borné de B dans B et on note ||p||;, la norme d’opérateurs

- linéaires bornés et soit m € B.

Une suite de v.a. (Xn,n € Z) définie sur (Q, 4, P) et & valews dans (B, Bp) est

un processus autorégressif d’ordre 1 noté ARB(1), si elle vérifie
Xn—m=p(Xp1—m)+ep, n€EZL » (1.1)

Le résultat suivant donne une condition pour l'existence de tel processus

o Lemme 1.1.1 [7]: 8i) ;5 ||| < +oo  alors pour tout , i € Z la série

_ > e (1.2)

321

converge presque surement et dans L%.

Preuve. Nous avons

: 2
i e—— m.
‘ An,m : =F ij‘si—j
»: j=n
ﬁ 2
= m '
o < EY |eil
| j=n
* . 2
m '
| < E Y]] llesl
i j=n
< B[l llleicsl o Heical
; j=nl=n :
l"‘ e e .
| < S UA N e & lesl Nleiald
j=nl=n
‘:,—‘ m 2
[ 2 j
< (3101

Sous la condition du lemme le dernier majorant tend vers 0 si n,m —— 400 et
donc la suite est de Cauchy dans LQB.La convergence presque sure découle d'un résultat de

Geoffroy (1959)(ct [7]) .



Pour m € B et (g;) est un B — bruit blanc on pose
X, =m+ ijai_j ,1€Z
320

s 2 P N 2
Par le lemme précédent la série converge presque sfirement et dans L

Alors le processus (X,.n € Z) est strictement stationnaire et on a

Xi—m=p(Xi-1—m)+e, i€Z (1.3)

et &; est indépendant de (X, j <),
Par suite (Xn,n € Z) est un processus autorégressif d’ordre 1, ARB(1) a valeurs

dans B.

1.1.1 Représentation ARB(1) de processus réels & temps continu

Nous indiquons une classe de processus réels & temps continu admettant une
représentation ARB(1). Cette classe contient notamment le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Les résultats des deux sections qui suivent sont dus & Bosq [7] Chap. 2

1.1.2 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

On considére le processus réel d’Ornstein-Uhlenbeck

€= / exp (—c(t — ) dWa, t€ R

o0

o (W,) est un processus de Wiener et ¢ une constante strictement positive.

On choisir B = Cjg 1) et pose
X (t) =&,y 05t<1,nEZ

La version choisie de £, étant supposée & trajectoires continues, on définit ainsi
des v.a X,, & valeurs dans Cjg1y.et Xn(t),t € [0,1] représente le morceau de trajectoire du
processus &, sur Uintervalle [n,n + 1].

D’autre part,



-t
E(£pit/6s s<n) = E(/ e VAW (u) /€,, s <n)

e e

' n 4t
= E( / e~ gw (u)+/ e~ =W AW (u) /€, 5 < n)

Jn

= E(/ e~ AW () /€, s < n)

= / e~ W (v)

o

= e %, 0<t<1

Ce qui ameéne & poser:

pf () =e " f (1)

et
A1 -t
en (t) = / e g () = / eI AW (n 4 v)
Jn JO
‘ Alors
vt e
- en(t) = / e~ g (u) — e / e~ W (u)

= én—l—t - (an—l) (t) 0<t<1l,ne Z

Enfin comme le processus de Wiener (W,,) est & accroissements indépendants, alors la suite
(€r) est un bruit blanc.

- D’autre part ||p"|| = sup ||p"f|| = e—cln—1)

flFl1=1
Donc

- - S le" < oo

n>0

et par suite pér le lemme nous déduisons que le processus (X,,) est un ARB(1).

1.1.3 Construction d’un processus ARC(1) (B = Cp ).

Rappellons la construction du processus de Wiener par le théoréme de Karhunen-
Loeve. Soit (£, t € T ) un processus stochastique du 2°™¢ ordre telle que E <|£tl2> < 00
— pour tout t € T et ({,,a <r <b) un processus stochastique de 2 ordre de moyenne

nulle et de fonction de covariance K continu tel que a et b sont finis. Soit (cpj./ j=1, 2)



]

une base orthonormale de I’espace engendré par les fonctions propres correspondantes aux

valeurs propres non nulles de 'opérateur intégral associé & K.

_ / " K(s,)f (1)t

Dans ces" conditions le théoréme de Karhunen-Loéve donne:
ZEM , t € [a,b]

ot §; = f:C (t)w; () dt, sont des variables aléatoires orthogonales de moyenne nulle et
E “5 jlz] = ). Cette série converge dans L?, et uniformément sur [a,b].
Si le processus est Gaussien alors le vecteur aléatoire (¢4, ...,&,) est gaussien dans R". Dans

le cas d’un processus de Wiener (W (t), ¢t > 0) on a:
K (s,t) = min (s, t)

Les vecteurs et les valeurs propres de l'opérateur de covariance A sont:

w; (t) = +/2sin {(z - -;—) 7Tt:|
_ 1
SRSV
En prena,nt' &= \/'E-—ﬁf ol §; sont donnés par le développement en série de Karhunen-Loéve,

etona: 0o ) ( . 1)
_ LS (7 —5) 7t
=V G,
j=1 J—3
qui est le le développement de Karhunen-Loéve du processus de Wiener . Pour un processus

de Wiener sur un intervalle [0, B], nous trouvons,

e
\/—'ZE*Sm. '%‘é‘]

Si B =n-+ 1 on aura une version du processus de Wiener sur [0,n + 1] donnée par:

et donc

5 +o0 slng( 2)7("—"'1]’“6[0,77/-}‘1]
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ot les (Y;) sont des variables aléatoires i.i.d normales réduites.

Posons pour tout w € N et 1 € N :
g : [0,1]]—R

s +— g;(8):=Wips —W;

alors (ep,) est un bruit blanc.
Nous définissons maintenant I'opérateur p. Puisque nous resterons dans le sous

espace engendré par les vecteurs ¢, il suffit de définir p (v;) - Nous prenons

plei] (s) = Bi s (s)

ou (B;) est une suite de réels

Et posons
> .
X;= Z[ﬂei_j.
J=0

nous obtenons un processus (X,) qui est un ARC (1).

1.1.4 Classe de processus ARB(1) dans Lﬁ),ﬂ

Soit (Z;,t € R) un processus réel du second ordre, centré et & accroissements in-
dépendants et strictement stationnaires. On suppose que nous avofis une version de (Z) &
trajectoires localement de carrés intégrables. Alors en posant:

!

en(t) =Znyt —Zn, 05t<1l, neZ

on définit un bruit blanc dans L[20 1= H.

Soit p un opérateur linéaire sur H, intégral de noyau Kdéfini par

1
e ® = [ K(0f(9)ds, 0<2<L, felhy

ou

1 gl

os/ / K?(s,t)dtds < 1

0 Jo

Alors ||p|| < 1 et on définit un ARH (1) en posant:
Xa(®) =) ¢ (eny) (8) 0L
J20

(Z;) peut étre un processus de Wiener ot un processus de Poisson centré.
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1.1.5 Processus avec saisonnalité
Considérons un processus réel de la forme
n=m(t)+&, tER

ot (£,) est un processus centré,  trajectoires continues et admettant une représentation
ARB(]_) ou B = 0[0’1]4 v
On suppose que m est une fonction continue, non aléatoire, de Ppériode h et non constante.

Dans ces conditions 7, admet une représentation ARB(1) avec
Xp(t) =6,y 0<t<h,nEZ

et BEX,, = m, X, est donc stationnaire alors que (7;) ne P'est pas.

Conclusion . Ces exemples montrent I'intérét de cette classe de processus ou
des processus réels usuels admettant une représentation autorégressive dans des espaces

fonctionnels bien choisis cf (7).

1.2 Loi Forte des Grands Nombres (LFGIN) pour les proces-

sus ARB
Posons
n _ S, Zn £: .
Sn=3 XiXn =0, En= = et R=) ||| < oo,
i=1 §>0

Le résultat suivant établit la loi forte de grands nombres pour (X,) ~ ARB (1)

Théoréme 1.2.1 [7] . (LFGN) Soit (Xy) un processus ARB de moyenne m, alors

Xp—m ps _ (1.4)
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Pour la convergence en moyenne d’ordre r dans un espace de Banach on a le

théoréme suivant

Théoréme 1.2.2 [17] . Sous certaines conditions (cf [17])
Alors pour tout r > 1:

lim E||X,—-m|" =0

T—>-+00

1.3 Processus Autorégressifs Hilbertiens d’ordre un

1.3.1 Définition d’'un ARH(1)

_Nous donnerons ici la définition d’un ARH (1) que Yon utilisera dans cette section
avec deux hypothéses supplémentaires par rapport & la définition d'un ARB(1).
Considérons un espace de Hilbert réel et séparable muni de la norme |.]|. Un brocessus
(Xn) est un ARH(1) centré & valeurs dans H si

Xi=pXi1+e i=0%1,%2, .

-ott (g;) est un H — bruit blanc et p est un opérateur compact et symétrique sur H tel que

Fo=1 / [|p®|, < L.(cf [7] chap. 2)

1.4 Exemples d’estimation par les ”sieves”

1.4.1 Estimation par les ”sieves” pour des observations dépendantes

Quand le paramétre 4 estimer prend ses valeurs dans un espace de parameétre © de

dimension infinie, les méthodes traditionnelles d’inférence statistique ne s’appliquent pas
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directement sans des modifications substantielles. Grenander [13] a; introduit la
méthode des "sieves” pour remedier 4 Pestimation dans ce type de problémes.

Une "sieve” notée par ©(u) est une famille de sous ensembles paramétrique de ©
indexés par u appelée dimension de la ”sieve”. L’approche de Grenander est basée sur la
maximisation de la vraisemblance sur les sous ensembles ©(p) qui sont de dimension finie
de telle sorte que le maximum de vraisemblance local existe.

D’autre part, quand la dimension de ©(u) croit avec la taille de I’échantillon le
but étant d’obtenir la convergence de I'estimateur du maximum de vraisemblance local sur
O©(p) vers la vraie valeur du parameétre.

Plus précisément on a

Définition 1.4.1 Soit (©,d) un espace paramétrigue muni d’une distance d. Soit (O(u))y
une famille de sous ensembles de ©. La famille (©(p)), est appelée "sieve” st
1) ©O(u) est compact.
2) (©(u))u est une suite croissante
3) UO(u) est dense dans ©.
7

Les résultats ci dessous sont tirés de [23] et illustrent la méthode des sieves dans
des applications . Fn particulier cet exemple montre comment étendre les résultats obtenus
par la méthode des ”sieves” dans le cas ”i i d” au cas non ”i i d” .On note par B(©) la
tribu borélienne engendrée par les ouverts de Uensemble © et la tribu borelienne de R par
B=B(R).

Théoréme 1.4.1 [23] Soit (Q, F, P) un espace de probabilité complet et soit (©,d) un es-
pace métrique complet séparable et (Or) une sieve de ©.

’ Soit Q1 O X 0, — R une application F ® B(©,)/B(R).—mesurable. On suppose
que pour tout w € Q, Qn(w,.) est semi continue inférieurement sur O, n=1,2,...Alors: 1l
eziste

P

O O — O, F/B(8,) — mesurable

telle que:
Qnlw, bn (W) = , é%f @n(w, ). Pour tout n
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Ce résultat implique :

P(w, sup |Qn(w,8) — Qn(8)| > ) — 0 quand n — +oo.
€0, '

Théoréme 1.4.2 [23] Soit (O, F, P) un espace de probabilité complet.(©, d) un espace métrique,
. {9} une sieve de ©.Soit

{600 : x O, — Ron.t=12} et {mu:Ox6, —Rnt=1 2,....}

deuz vecteurs de fonctions. Pour tout 8 € ©,, Sy et my; sont F'/B mesurables .On suppose

qu’il existe une suite {dy : ©, — R+} et une constante A > 0 telle que pour tout 8 € O, :
|50t (6°) = $3¢(6)| < et (6)d(6°,6)

pour tout 0 € n,,(6) ow
N, (0) = {6° € ©,,d(6°,6) < dn(6)}

n
soit My > sup > E(muy(0))
060, i=1
On suppose en plus qu’il existe des fonctions:

e 0, xRT - RT 4™ 0, x RT —» Rt
telle que pour tout 8 € O,

P > Al <45 (6,A)

Z Snt(e) - E(Snt(e))
t=1

P> " mm(8) — E(mnu(6))| > A| < v(6,A)n=1,2,..
t=1

On définit:

[h(A) = sup 7,,(6,4), I7(A)=suwp 7i(0,A); AeR*n=12, .
eeeil 96@11

Soit Gp(e) le plus petit nombre d’ensembles ouverts de rayon € qui recouvrent O,

H,(c) =log Gn(g)
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Pentropie métrigue de ©y.Soit

{an} = O(My eiggn dn(6))

et on suppose que pour tout e > 0:
Gn([Ean/fiMn]l/)‘) = O(min[I‘f,_(Mn)_l, F:?(*fan/?’)_l])

Alors:
pour tout € > 0

P(sup |Sn(0) - Sn(8)| > €an) — 0 quand n — +o00
0€€n

ot Sp(0) = t}:lsnt(ﬂ), 5,(0) = E(Sx(9))
Le résultat implique en particulier :

P(w, sup |@n(w,8) — Qn(6)] > €) — 0 quand n — +oco.
6Oy,

Corollaire 1.4.1 Sous les hypothéses du théoréme 1.4.1.0n suppose qu’il existe une fonc-

tion :Q : © — R telle que pour tout € > 0
Plw, sup |Qn(w,8) —~ Q(8)| > €] — 0 quand n — +o00
oee‘lz

Q a un unique minimum fini en Gy € O et Q est continue en By. Soit {On} est

une suite croissante et | ) O, est dense dans ©. Alors:
n

d(Bn,00) — 0 en P probabilité

Ce résultat est quelque peu similaire au résultat de [12].
Ici on n’exige pas que P soit un produit infini de mesures de probabilités appropriée 4 un
processus de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.

Une version de l'inégalité de Bernstein appropriée & cette application est la suiv-

ante:
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Théoréme 1.4.3 [23] Pour tout n =1.2.... Soit { X} un processus stationnaire tel que
|Xnt[ < Dn < +OO:E(X7M€) =0

ou bien (k) = op* ou a(k) = agpFay, w0y >0,0<p<, k>1. Alors:

lls ezistent des constantes 0 < c1,ca < +oo non dépendantes de n telles que

ZXnt

t=1

P >A| <crexp [—czAn—l/z/Dn

Ces résultats précédents s’appliquent pour obtenir la convergence et la vitesse de
convergence des estimateurs "sieves”.
Dans le modeéle suivant et pour des raisons de commodite, on considére un processus ¢ ou
a—mélangeant stationnaire (Y;) sur l'intervalle IT = [0, 1].
L’intérét est I'estimation sieve de la fonction de régression E(Y;/Yi_1) = 6(Yie1) ot 6
représente la fonction inconnue. On suppose ici que 6y € @ = C([0, 1]) et on munit © de la
norme du sup .|| .

Par conséquent, (©,d) est un espace métrique séparable avec

d(61,62) = |61 — 62
Une variété de choix pour @, est possible. Si on considére la méthode des moindres carrés
Pestimateur est donc

n

O = arg min 0™ 3 (Y, — 6(Y;-1))?

t=1
ot {On} une suite sieve de © compacts choisis convenablement .

Le résultat suivant donne la convergence en probabilité de lestimateur sieve par

des moindres carrés .

Proposition 1.4.1 [23] Soit (Q, F, P) un espace de probabilité complet et soit {V;:Q —
IT} un processus stationnaire o ou (p) — mélangeant avec (k) = @op* ou a(k) = agp”
ag,pg>0,0<p<l, k>0,
On suppose que

E(Y;/Yi—1) = 6o(Yi1), 6o € ©
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Et soit
d(61,62) = (|61 — bal]
Ou |.|| la norme du sup .Soit
{; T [=1,1],5=1,2,..}

une suste de fonctions continues linéairement indépendantes. Soit {qn} une suite d’entiers

positifs et soit {By} une suite de nombres réels positifs.On définit les ”sieves”

dn
O,={0:T-R,0= Zﬁjlpj, |,33| < Bn,j=1,.,qn}
j=1

Telles que

4o
0={]Jon.
n=1
On suppose que Oq est la solution unique du probléme

| min B([¥; — 0(Y;-1)]")

et on définit 0, comme solution mesurable du probléme

n

min n 'Y (¥V; — 6(Y;-1))?/2.

Si pour 0 < By < 400, on choisit By, = By(log n)l/ 2 Bngn >1 et on prend

A}

4 = O(n*/%/ log n)

Alors:

9n - 90“ — 0 en P probabilité

1.4.2 Paramétres dans ’espace/? et L2

Les exemples traités par la suite sont dans [13] [p.p. 420, 426, 444].
Nous considérons séparément les cas de © = [%et © = L2 .
Soit © = [?
z=a+y;, acO
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ot et y sont des variables aléatoires & valeurs dans 2, y a une loi gaussienne sur
© de moyenne nulle et d’opérateur de covariance R.

Nous avons le résultat suivant : pour que les probabilités P, et Py, soient équiv-
alentes il faut que

a—op € Im( R3)

Il est donc naturel de supposer que o € I'm( R%) L’opérateur de covariance R est & trace.
On introduit ses valeurs propres A, et vecteurs propres ®,.

Le développement de Karhumen-Loéve de y est sous la forme

400
y= Z \/}‘_u-yvq)u

v=1
ou {®,} sont des vecteurs orthogonaux dans ©.
Posons (z,®,) = x, les observations ou (.,.) est le produit scalaire.

La dérivée de Radon Nicodym est donnée par l'expression

Py(dz) 7 . [20nm —ol
Poldz) Eexp [-————] (1.5)

2M

Si on maximise la vraisemblance (1.5) par rapport au paramétre «, on obtient estimateur
du maximum de vraisemblance

of =z,

Si on dispose d’un échantillon d’observations indépendantes identiquement distribuées M, ...,z e
I2. alors
IR A0 SO

o= ——=1I
n

D’aprés le chapitre 4 section 6 [13] 'estimateur Z est consistant dans 2.
Exemple

Soit X = (z1,...,2,) ol 2 est donné par ’expression
Ty = (1 + )€,

et (£,) sont iid de distribution exponentielle sur R de moyenne égale a 1.
Si |

a=(0g,..,ay) €12
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alors on applique le théoréme de Kakutani [9] pour f(z) =e™® . La condition suivante
T 1
1 ‘ 2 —x
= e fdr—1| =< <o
8 / 8
0
est vérifiée par conséquent les probabiltés P, et Py, sont équivalentes se réduit a o € 12

Par conséquent on obtient la dérivée de Radon Nicodym par

oc

P,(dx) 1 o, T,
= { 16
Po(da) e {1 n a,l (1.6)

=1

Pour chaque facteur dans (1.6), on doit choisir
Quky, = (xll - 1) - (gl/ - 1) + ngy

Avec une probabilté égale & 1, la suite (a,€,) est dans [? et (£, — 1) n’est presque strement
pas dans [%, donc ax ¢ 2.

Dans cet exemple une "sieve” est nécessaire bien que 'espace © soit le méme pour
Iexemple précédent. Ce qui montre que l'utilisation de "sieve” ne dépend pas seulement
de la topologie de I'espace paramétrique © mais dépend aussi de la maniére dont la mesure
P, dépend de a dans ©.

Soit © = L? et nous considérons Pestimation du parameétre la moyenne d’un pro-

cessus gaussien. Soit le processus (X (t), t € [—1,3]) vérifiant:

11

X(t)= [ a(s)ds+W(t) te[-5,7]

b
wh—*\_r#

ol a € Lz[(-%', %)],W est le processus de Wiener de variance 1. On suppose que les
coefficients de Fourier de a par rapport-au sinus sont nuls.

On observe (X (t), t € [—2,1]) et on veut estimer o.Nous avons

NI

cos 2rkt X (dt) = oy, + wy.

z, = V2

'\

Wl D=

ak=\/§

cos 2mkta(t)dt

—

N

1
wp = \/§/2 cos 2mkW (dt)

o=
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Le processus (Xy.t € [—3, 3]) induit une loi de probabilité P, sur C ([~3%.3)). la dérivée de

Radon Nicodym de P, par rapport & Fy est (cf [12]):

Pa(dx) . Foo 1 ,
Py(dz) — eXp(:L:g(o‘kxk - 50'1%)) (1.7)

. 9 , . . .
Puisque oy, € ¢, P, et Py sont équivalentes.Pour maximiser (1.7), on maximise

chaque terme de la série.Alors le maximum de vraisemblance aj = 2. Mais
Q2
T = o +w, et ay €17

or

+o0 o0
wy €12 car Zvar2(wk) = Zl = +00  presque strement.

donc zx ¢ [2. D’ott le maximum de la vraisemblance n’existe pas dans 12

On peut choisir une ”sieve” O, définie par

o .
O, = {ac, a € 6 Zk%‘% < m}
k=0

O,,, est compact, 0,, C O et O, = 0O.
Soit A\ le multiplicateur de Lagrange. Pour obtenir le maximum de vraisemblance, on a &

résoudre le probléme suivant:

max y Z(of.kmk — o) — Ak?ad
e k=04=1_ '
];0 kZa,% <m

On obtient alors

Cet estimateur est consistant voir le théoréme 1.4.4 qui sera énoncé ultérieurement.
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1.4.3 Paramétres dans espace Cjgy

Soit o une fonction continuement différentiable par morceaux sur Uintervalle [0, 1]

ca € © = PCY([0,1]). Considérons le modéle

Y i

v
z, = a(g) + 2, v=12,..,n

0l z, sont iid et suivent la loi normale réduite N(0.1).
Pour estimet la fonction de régression o par le maximum de vraisemblance on a & résoudre

le probléme suivant
i3

min ¥ [z, — a(=)?
o 7
v=1

le suprémum est atteint pour oj,y, € © donné par

v . .
af‘vﬂ,(ﬁ) =z, o est pris arbitraire pour le reste dans [0,1].

Il n’est pas possible de spécifier la fonction o* dans le reste de I'intervalle [0,1] de
sorte qu’on puisse garantir une convergence en probabilité de oy vers a par rapport & la

topologie uniforme de ©. D’ou la nécessité de passer par une "sieve” .

1}
S_
n

On montre que cette "sieve” rend l'estimateur du maximum de vraisemblance

On introduit une "sieve” dans ©

&

O(u) = {a / a € PC* || et

consistant. La quantité sup L(c) est atteinte en un point de ©(u) puisqu’on a & résoudre

et ceci dépend seulement des valeurs de o aux points £ de telle sorte que la fonction de
vraisemblance puisse étre vue comme une fonction continue sur un compact de R™. Il n’est
pas important d’avoir les dérivées aux points - mais entre ces points, on peut rendre «
linéaire si u est suffisamment petit pour unéchantillon donné. Si 8 € C(0,1) I'espace des

fonctions continues sur [0, 1] nous considérons la forme quadratique s :
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S(6) = =l - BEF -1
v=1
1 & v N0 1 < B 2 v v
= ﬁ Uzl[a(a) - B('ﬁ)] + (; Lo S 1) + E V;[O‘(;) - /B(;,Z)]zl/
= istsptsy (18)

Quand 7 — +o0 on a la convergence en probabilité

53 =

= n n
n
max, v v
< 275 [a(=) — B(— z 1.9
< el BN > 0 (19)
Donc
s3 — 0 en probabilité
Or

2
s = ——(7—7,)111L+c

Alors (1.9) montre qu’avec une grande probabilité s est proche de I(f3).

On fait tendre p vers zéro. Alors avec § = « dans (1.8) et (1.9) on voit que

1
-~ z[my - oz(%)]2 —1 en probabilité quand n — 400 (1.10)

1 & P ZN0 1 Viog 2 = v w vV
LS —a R = 23— e+ 2 Y ale() - oY)
v=1 =1 v=1 .
LS () - ay ()P
- “yoarZ
n n in
v=1

Cette quantité n’est pas plus grande que (1.10) par la définition de a;ﬂ.
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n
1 Zl zla(Z) — o ()] peut étre écrite sous la forme
V=
2 2 v v+1 " :
H[Z Zl,[oz(;) —af ” )]+ Zna(1)] 4 27 terme (1.11)
v=1 ' ’

Z, =21+ 29+ ot 2

Ainsi le 2™ terme se présente de la méme fagon sauf que of (%) remplace a(X) et a €

O(u)., Donc le premier terme dans (1.11) peut étre majoré par

%ZEIZ,,I + %EIZn! (1.12)
L ,

V=

ou la constante ¢ dépend seulement de y. Mais Z,, suit une loi N(0.v) donc (1.12) est

majoré par

n
c c
— — d .
- UE=1 N 7 quand 1 — +00

en utilisant P'inégalité de Cauchy Schwartz.

Par suite
2 n v , U ) -
=) la(=) - a,u(_)] — 0 quand n — +o0 en probabilité.
ni=ton n

Supposons que pour un ¢ fixé, Iz € [0.1] tel que

puisque

car

Oé(xo) — Oc;(mo) > 48 (1.13)
o) - ap(aa)| < 2222
oy, € O(p).

11 s’ensuit que si on considére les v pour lesquels

o(2) — afeo)| <

[N o)
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alors
v v v . v
o(2) = o (Z) = a2) - alse) + alzo) - af(m0) + o (0) — 04, (2)
§ 1 v
SR
2 u n
6 1 v
= 2 _Zgs— 2l 1.14
2 ‘ 0 n‘ ( )
Pour les mémes v, considérons ceux satisfaisant &
v ué
— — —. 1.1
In mO‘ < 4 (1.15)

!

Faisons la somme sur v et notons la par > etona:
1, v R ZNN 1end 1 Vg
- ) z > - - -z
22 lel el = 230G~ gl

5 ’
%#{u dans Z}

v

ot # désigne le cardinal de Pensemble.
De (1.14) et (1.15) on a

!
T
#{v dans Z} > on mln(z, —/;) = dnK

Donc n 0

1 v w/ Vya o 0%k

= Nt (D))E > =L

YO RS
Comme

1 v v
. = Z[a(—-) — er(——)].2 — (0 en P probabilité.
nin n

par conséquent on peut rendre cette quantité aussi petite que 'on veut ce qui contredit

(1,13). On fait de méme pour

a(zg) — a;(xo) < =4

pour aboutir & une contradiction.

Alinsi, en notant aussi que les bornes ne dépendent pas de zp, 'estimateur sieve

o* converge uniformément vers o en probabilité, ce qui meéne au théoréme suivant:

Théoréme 1.4.4 [13] Le mazimum de vraisemblance ), dans ©(p) tend uniformément

vers o en probabilité si iﬂtend vers zéro quand n tend vers +oo.



1.4.4 Opérateurs comme parameétres

Dans cette partie o est un opérateur sur [2 et il est représenté par une matrice
diagonalisable. On peut noter a par la matrice diagonale notée (a1,ag,..) ol (o) des
nombres positifs (a;) € 11

En introduisant la dérivé de Radon Nicodym de P, par rapport & Pg, on a:

B=(817ﬁ2)")7 :/’3y>0 Z,Bz/<+oo:

dPLg ﬁﬁ ﬁexl [ {— - z}j (wlli/)ﬂ

=] v=1

L’estimateur emv est N
18

= O v=12) e
=

ol © est I’espace des opérateurs de Hilbert Schmidt sur [2. Notons par (V1. Vs,...) la vraie
valeur du paramétre o et considérons o les coordonnés de o* qui sont stochastiquement
indépendantes.

1= 25200,
Mais

la* — a|| = max |af — Vi
7

ceci est égale en loi &

1
en, = max V; ljxi(z) — 1‘ :
% n

qui peut s’écrire aussi

e = max Vi[L1x2(i) — 1]
e, = min V;[£x2 (i) — 1]

n

en = max(e;,e)

Considérons la loi de €]} et il en sera de méme pour e, . Pour ¢ > 0

Pler <e) = HEz(—(};(l +e)
=1 i

ou F, est la fonction de répartition de x2. Alors;

—WP{ef <e}= Z{—an v- S,

=1
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En utilisant ’argument de la convergence dominée et en appliquant I'inégalité de Chebyshev

avec le moment d’ordre 1 et

n n

nze 2
E /2 —N| = —5—————_
ol =
et en utilisant I'approximation de Stirling
n
E lX% —n| ~ p
on obtient une horne asymptotiquement de
, El|x2 —n
1-P(pd —n| < ) < Ebe=rly,
et )
MV Lk
Vi t we
Done
1= Ffn(l+ ) = —o,;
Or
V; — 0 quand i — +o0.
Par suite
€ n
In Fy[n(1 + “71,)] 2 APl (14 e)] —1]
~InFyn(l +‘—/ < 21— Fn(%(l + )]
1
= —=0(V;).
Z=0(V)
De
' c ¢
~Inplef <e) < —= ZW = —=Tr(a) — 0 quand n — +o00.
nSESTR 2 7
donc

P(e} <€) — 1 quand n — +o0

Pour I'inégalité inverse, on a pour € > 0

—InP(e, > —¢) = Z—ln[l — Fo(n(1 - ‘i/))]
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Mais

I 1
=7

Comme 'opérateur est & trace

—InP(e, > —¢) CZV; cTr (a) — 0.
Ceci implique que
Ple, > —¢) — 1.

Donc

en — 0 en probabilité.

Alors l'estimateur o* converge en probabilité pour la norme des opérateurs. D’oi le

théoréme:

Théoréme 1.4.5 [13] L’estimateur du mazimum de vraisemblance de 'opérateur de co-

VaTiance coONverge en probabilité par rapport & la norme des opérateurs, pour tout € > 0

P{||le* —af| > €} — 0 quand n — +oco0.

1.4.5 Régression non paramétrique

Les résultats et 'exemple suivant sont dans [22]. Nous avons besoin de quelques
préliminaires.
Préliminaires:

Définition 1.4.2 La quantité e—entropie métrique d’un espace métrique (0,d) est le log-
arithme du nombre minimal de e—boules qui recouvrent ©. Si la métrique utilisée est celle

de L2, on obtient L2—entropie métrique.

Pour définir I'entropie avec "bracketing”, considérons

F={f(6,5); 9€6}

ol f est mesurable définie de 6 X X dans R, et E2f(t,Y) finie pour tout 6 € ©. Si on
considére la norme ||.||, dans L2, alors pour tout f(s,Y), f(t,Y) € F

17(s,Y) = (&, Y)lly = (B(f(5,Y) = F(2, )}/



28

ol 'espérance est calculée sous la loi de Y. Pour tout € > 0, s’il existe

Sle. ) = { L, fs oo fL S} C L2

avec

fi =1

maXx ‘
<k

~C
1< 2

tel que pour tout f € F, il existe j avec f]I SIS v

Définition 1.4.3 S(e, k) est appelé "e—bracketing” recowvrement de F par rapport a |[.{|, .
Soit

NP (e, F) = min{k; S(e, k) est un "e — bracketing” recouvrement de F'}

Le nombre

HP =log N2 (¢, F).

est appelé Uentropie "bracketing” métrique L? de F.

Les conditions suivantes sont utilisées pour énoncer le théoréme suivant .

Condition C1:
pour A; > 0 et o > 0 et € > ( assez petit

inf E(l(80,Y) = 1(6,Y)) > 2A;16%*.
{P(Gﬁo)?}?, 0c0,} (1(60,Y) = 1(0,Y)) > 2456

Remarque 1 La quantité [(6g,y) — 1(0,y) est appelée critére de différence. Pour
obtenir la convergence de l'estimateur, I'espérance de cette quantité doit tendre vers zéro.
Ainsi, la condition C1 précise la minoration de cette espérance quand 4 s’éloigne de 6.
D’autre part, quand @ tend vers 8y, cette différence doit tendre vers zéro.

Condition C2:

Pour des constantes ‘Ag > 0,8 > 0, et pour .tout ¢ petit
sup E(l(6,Y) —1(6,Y))? < Age?
{p(6,80)<e, 0€0,}
et

sup E(l(6g,Y) —1(6,Y))? < Agn?
0€B,
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Remarque 2 La condition C2 controle la distance entre [(6,y) et {(fy,y), par-

ticulierement quand p(6,6.) tend vers zéro.

Condition C3

Soit
Ta(0,y) =16, y) — Umnbo, v)
et
TGS (0,4) = Tn(8,y)I
n Y, n( ,'!/) ( sup (Tn_(e,y)gb))
{p(8,7nby) <3, 0con}
ot I sup (Tn(6,5)<b)) €st Vindicatrice de ( sup (Tn(8,y) <)),
{p(0,mn80)<8, 6€O,} - {p(0,mn00)<8, 0€O,}
supposons pour les constantes 0 <rg <35, >0, =1, 2. r>0tet A3 >0
§ . [ -
H (e, %)) < Agn® max (75507 2)
ou
HE (e, F"9)) est I'entropie "bracketing” métrique L?.
de

F&O = (T8 (0,y), p(8,mn00) <6, 6 €Oy}

et

Remarque 3 La condition C4 compléte C3 en fournissant une borne supérieure

a la partie tronquée de G(4).
Condition C4

Pour B > 0, il existe
g(8) = O(min(6%, 1))

pour ¢ petit positif, et
n = O(n?)
ol Kk est un nombre positif avec

< 20=2r) 0t;

3(4a—2B)
8(1—27'0) . .
K < 2(4a—pB2—7r)+r17r0) si0<r <2
1—2rp+4l i
= ——-%i- - 151111111;_7, sir=2;

1—27r9+2rl : .
< EEER sir > 2

tel que

P( sup T”(H §f) > 9(5)[371) < Agayn
{p(0,mn80)<8, 0€OL}
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pour A4 > 0, ol
o(l/nlnlnn) sif<a;
G =
o(l/n) s8> aq;
Remarque 4 La condition C4 compléte C3 en fournissant une borne supérieure

a la partie tronquée de G(9).
G(6) = sup{g(6)~"(1(8,) — Umnbo,1));  p(. 7o) < 6. 6 € On}

Théoréme 1.4.6 [22] On suppose que les conditions C1. C8, et C4 sont vérifiées et by,
satisfait & '

Ln(én) > sup Ln(0) — 1,
€6,

avec n,, = o(n™%), ot

La(6) = (1/n) > Inp(6,Yi) =1/n> 1(6,Y)
=1 : =1

M, sir=07F
o 2(1212:0 , si0<r<2
e iz
ﬂ, sir>2

il est supposé aussi que la condition C2 est vérifiée pour 0T < r < 2.
Alors:
p(Bn, o) = Op(max(n™", p(m,bo, 60), K/ (7,80, 60))

ol
K(mn00,60) = E(1(00,Y) — l(71,00,Y))
et
4a—11;i?:(()cy,ﬂ) _ In[maX((/zgl—nTi)ln n,2)] sir=0"
;= ey si0<r=<2,
%ﬂ - 51%1—11;;% str=2,
o girs 9

Remarque 5 Le théoréme est obtenue par un argument de troncature. Ainsi, la
constante de troncature b, dans la condition C4 peut étre déterminée par des conditions

sur les moments. Ceci est illustré dans Pexemple que nous allons traiter. Dans un cas pareil,



31

les constantes n’affectent pas la vitesse finale. §'il n’existe pas suffisamment de moments,
alors k dans la condition C4 peut ne pas satisfaire I'inégalité exigée. Dans ce cas , la vitesse
obtenue est non optimale et elle dépend de .

Remarque 6 Pour plusieurs "sieves” en dimension infinie, on peut chbisir Ty =
ro = ( dans la condition C3.

Pour les problémes de dimension finie, on a o = =1, r = 0%, ro =0, ro = § alors

n"T = (1/v/2)n"2.

Remarque 7 Si K(wnb6p,60) = O(n‘hﬁ);oﬁ T est détermilié dans le théoréme,
alors K (7,60, 6) n’'influe pas sur le calcul de la vitesse.

Remarque 8 Si les constantes A; et A dans les conditions C1 et C2 dépendent
de n, la vitesse de convergence va étre affectée. On peut modifier la démonstration pour
obtenir le résultat dans ce cas. Par exemple, si A1 = an ™ et Ay = cyn®? pour des
constantes positives ¢;, b;,1 = 1,2, on parvient aux résultats du théoréme en remplagant 7o

par 7o + by + by max((2 — ),0)/4 pour 7 > 0F et ro + b1 + ba/2 pour r = 0%,

Exemple

Considérons le modeéle:
Y =6(X;) + ¢ 1i=1,2,..,n

Le parmétre & estimer est la fonction § € © ot © est un espace fonctionnel..
On suppose que X; et g; sont indépendantes, ¢; sont iid. FE(g;) = 0 et E(e?) = ¢2.0n
suppose de plus que les X; sont uniformément distribuées sur [0,1]. On distingue trois cas

d’espace paramétriques :
1°" cas:
0= {9 € C?(0,1]; HQU)H < +00,j = 0,...7; (9(7’)(3:1) - 9(7")(962) <L|z - x2|m}

ol p est un entier, p +m > 0 et L une constante inconnue. Si on considére le critére des

”moindres- carrés”
_ 2
Dans ce cas I'estimateur des "moindres- carrés” n’est pas consistant car 'espace

paramétrique © n’est pas compact. Considérons pour
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(i) p+m > 1/2 la "sieve”

Tn Tn
©,={0€0, 0(z)=a+ Z(o:j cos(2mjz) + B; sin(27jz)), od + j2d(a? + ﬁ;‘)) <2}
j=1 i=1
ol d est une constante arbitraire proche de p +m telle que p+m > d > 1/2.
On suppose que E |g;|7 < 400 pour v > 0 suffisamment grand. Le choix de Iy, 7,y

sera fait ultérieurement. Soit

p(61.62) = [E(0; — 62)41/?

D’apres la propriété d’approximation de cette "sieve”™, pour tout § € O, il existe

0 € Oy, tel que

plma8,6) < sup [ (6)(z) — (2)] < O m)
Notons que
Oy + 6
00, Y) - 18, Y) = 2(60— )Y — —5—) (1.16)
E((86,Y) ~U6,Y) = B(6o— )2
B(U(60,Y) ~16,Y)) = Bl2(do ~6)( - LI
9 (90-1-9 9
E(l(6,Y) = 1(6,Y)) = 4E[(90—¢9) (6o —ei — 5 )]
= 4B[(6 - 6 (=i + "))
= E[—(eO ;6)2 — (60 — )]
— 1m0 Bi(a, — 6y + aB(E260 ~ 0))

4
= E(6p — 0)* +40*E(6o — 6)*

car ¢; et z; sont indépendantes. D’aprés (1.16) la condition C1 est vérifiée pour

En utilisant I'inégalité d’interpolation [22]

1/2d
16— Bollo, < 116 — 6072 o — 60 CEL
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E(0 — 6g)* E(6 — 00)%(6 — 65)*
“sup(8 — 80)E(0 — 64)?
(sup(6 — 60))*0*(9, 60)

16— Bolle. #*(6- 60)

IN A

IA

et d'aprés (1.17), ceci est majoré par

1y 1/2d o ‘ "
116 — 90“5261 1)/2cz_H9(d) _ 981)” p2(9,90) < li/Zd(p(9790))2(1+(2d—1)/zd)

_ 5721/2d g2(2d—1)/2d

La condition C2 est vérifiée si on prend As , pour ¢ > 0. soit

2&

I, = n*%, ot ® sera déterminé ultérieurement.

(B sup [I(s,Y) = I(t,Y)]?) = Esup(s—t)2(2Y ~ (s +1))?
B.(s) B.

< 0(?)

On calcule Pentropie ”bracketing” métrique de L? utilisée pour la condition C3. On définit

BE(S) = {t € ®77‘7 Ht - 's”oo <g, p(t,ﬂ'nGO) < 5}

Soit F,sb’é) les classes définies dans C4, et soit

B(é) = {t € 671: p(t)ﬂ—'lleo) S 5}
D’aprés le lemme 1 d’Ossiander (voir [22]) on a :
HE (e, F™) < H(e, B9),||-loo)

Notons que pour

Tn

t = ag+ Z(aj cos(2mjz) + B, sin(2mjz))
j=1

ool + > laj| + |5,

j=1

[1£l] oo
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Par les lemmes 5 et 6 [22] on a

H(E’ B(5)7 P) < AST’n 111(111111(5, ln’n,_% /5)
ou Az > 0. |
Sip+m> (1++/5)/4~0.809, on choisit et d tels que
1 ‘
28 < (d—3) = (p+m)/[2(p +m) + 1]

Prenons 7, = n?". alors

CHP (e, F&YY < H(e, B(5),p)

< Agn® 111(—2).

pour ¢ < & et Az > 0. Donc C3 est vérifide pour 7o =7, r=0", r =0et

T = 1.
On vérifie la condition C4 avec
bn = 3l7(3/2d)+1 et 9(5) = 5(2d_1)/2d
P( sup 16,Y) — l(mp0,Y) > b, 634—1)/2d)
{p(6,mn80)<8, 6€6,)} '

< P( sup (mnbo — 0)(2Y — (0 + mnbo)) > b, d241)/2d)

{p(0,m60)<8, 0€6,}
< P( sup 7m0 — 6| [|12Y — 26| + |6 — bo| + |7nbo — bo]] > brdPd—1/2d)

{p(8,7,00)<8, 0€6,}
< P(s%-1)/2d/2d sup [12Y — 266| + |6 — Bo] + |mnfo — Bol] > b,dG3-1)/24)

{p(@,’ﬂ'ngo)Sé’ 96@11}

< P(|2Y — 26o| > 31, — sup (16 — 60| + |7rnbo — 60l]

{p(G,ﬂ'nGo)Sé, 96@“}
< P(IQY - 290] = 3ln - 2ln)
< P([Y - 6o] > %)
< c——J—ElE.1 !

L

pour une constante ¢ > 0, alors la condition C4 est vérifiée pour v > 0 suffisam-~

ment grand, par exemple v > max(2,1/29).



Notons que

I\’(?Tn@o,eo) = E(Z(Qo,Y)—l(ﬂ'nQo,Y)
= %E(éo—wné’o)Q
1

r%’(]?—l—m) )

= O

Il s’ensuit de la remarque 4 que la vitesse de convergence de l'estimateur de "sieve” est

max (n -2 +®N/2 p=2r(pdm))

Pour optimiser cette vitesse, on choisit

O 1-29
22(p+m)+1)

Donc la vitesse de l'estimateur sieve est

Op(en) avec en = n—(1=28)(p+m)/[2(p+m)-+1]
Choisissons méintenant I, qui satisfait a

Z}L/2d6121(2d—1)/2d =0(1)
Mais

Si on considére la ”sieve”

{0 € B, p(0,60) <en}

on peut vérifier qu’avec cette "sieve”, la constante Az dans la condition C2 peut étre choisie

indépendante de n. En appliquant le théoréme, on obtient la vitesse
Op(n~ (p+m)/ [2(17_+Tn)+1] )
Dans 'application de ce théoréme, la condition sur les moments est déterminée par
T>1/29

Considérons le cas 1 <p+m < (1+5)/4.
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Dans ce cas, on a une borne légérement inférieure & 'entropie métrique
HE (. F09Y < Agn?T In(n/e).
La vitesse de la "sieve” est

Op(n~rm)/Rprm)+1} (I ) (ptm)/R2(p+m)+1]y

™= (14 0%)/R2p +m) +1)

.. " _ 1
(ii) Pourp=0et m < 5.

On construit une “"sieve” différente

Oy =< 0€0; 6(z) = ag + Z(sz cos(2mjz) + B, sin(2wjz)), sup ’9(-i)‘ <l,
=1

ol d est une constante arbitrairement proche de m telle que m > d > (.

L’optimisation sur cette "sieve” est plus compliquée que la précédente. La vitesse

de convergence est
oI

Op(n_ﬁﬁ (lnn) )

avec un argument similaire & celui présenté dans le cas précédent avec

T = 77,2T — 77,5—2#, ln < n((24+2)2(;:z+1)+1), rg=7T, T1= O7 rog =1
(2d+2)@2m+1) + 1)
' 2dm '

Pour obtenir les conditions du théoréme, on applique l'inégalité d’interpolation suivante:

16 = bolloo < 110 — Bl |0 — 6| L/24+

2°™¢ cas
L’espace paramétrique est similaire au cas précédent avec les bornes uniformes de
HQ(] ) H - bour 7 =0,...,p et la constante de Lipschitz sont connues.

On suppose que

rol=

y>m4+p, sim4p>
Ele[" <400, ol ¢ y>2, sim+p=3

hof

Yy>m-4+p, sim+p<
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On utilise les méme critéres de fonction et distance qui mesure la divergence entre deux
fonctions. L’optimisation est faite sur 'espace ©. La condition C1 est obtenue avec a = 1.
En appliquant l'inégalité d’interpolation
2(m+p
2(m+p)+1
sup|8 — o] < clp(6,60))
pour ¢ constante, on a la condition C2 ave 8 = 1 et I = (0. Suivant un résultat de [8], la

condition C3 est vérifiée avec

ro=r1 =r9=0¢etr= )
0=T1="772 tm

Par analogie au cas précédent, si

2(m +p)

bp=n et s=1— TP
pE S 2(m+p) +1

alors, on a la condition C4.

La vitesse de convergence de 'estimateur de régression est:

___(m+p)
Op(n Emto)+T), sip+m >
[E(B,(2) — 8o(2))2]"/2 = Op(n"%(ln n)%), sip+m=
Op(n_%); sip+m< 3

hop= Wb

367716 cas
Considérons une "sieve” construite a partir des approximations par les B-splines.

Soit

rn+p+1
On,=<0c0, 0= g a;®;, = max las| < .
1 i=1,...,rn+p+1
1=

ott (@1, ..., Py, +p+1) sont les B-splines d’ordre p+m sur [a,b], avec [z;, Titps1] les
supports de ®; et (a = 1, ..., Zr,4p+1) est la répartition de [a, b]

L’approximation de l'erreur de cette ”sieve” est de 'ordre de O(ry, (ptm) )

qui est une con-
séquence d’un résultat de Schumaker (voir [22])

Notons que pour § € ©,, nous avons 'estimateur sieves

n
C .
||9H§ = |i———————-——2} Za%; pour ¢ constante positive.
(777'+p+1) i=1
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et

6]l < ci::l,fr,lg.,)ﬁ—p—l—l la;|; - pour une constante ¢

P en appliquant une technique similaire & celle du lemme 5 [22] . On suppose que les conditions

C1, C3, et C4 sont vérifiées et 0,, satisfait a

L’”(én) Z sup L”(G) —
0€O,

e avec 1,, = o(n~%), o

N = (1/n) Zlnp (0,Y;) = Z

—9r .
212”’), sir=0%

[ 21— )
L —%;—ZFQ, si0<r<?2

1-2r¢ _ Inlnn
: 2 Inn >
Po— 1—279

Ly r

w =

P il est supposé aussi que la condition C2 est vérifiée pour 0T <r» < 2.
~— Alors:

~

p(On, 00) = Op(max(n™", p(7rbo,b0), Kl/Qa(wnGQ, 60))

- ou
K{(mnbo,60) = E(l(60,Y) — [(mnb0, Y))
o et
4a—1r;12nr((:x,ﬁ) - h.l[max((g 1:12)111 n.2) sir=0"t,
o ;= mﬁiﬁ%:ﬁ si0<r <2,
. %Q - % sir =2,
—1-5—3{‘1 sl 2,

avec quelques modifications, on obtient

IA

H(e, B(6), || lloo)

P HY (., F9)
c(rn-l-p-l-l)lng—; pour 0 <e <detc>0

A

Apres quelques calculs, on arrive 4 la vitesse de convergence de I’ estimateur sieve :

___(m+p)
OP(TL 2(m+p)+1).
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Différentes bases de fonctions peuvent mener & la méme vitesse optimale. Il est intéressant
de noter que pour le cas p 4+ m < I, estimateur basé sur I'approximation du 2 cas
3éme

n’atteint pas la meilleure vitesse de convergence tandis que les estimateurs du 1" et

cas ’atteignent.
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Chapitre 2

ESTIMATEUR SIEVES D'UN
PROCESSUS AUTOREGRESSIF
HILBERTIEN

2.1 Introduction

Soit (H,By) un espace de Hilbert séparable muni de sa tribu Borélienne. Le
produit scalaire de H est noté par (.,.).
On considére une suite (et,t € Z) de variables aléatoires & valeurs dans H, définies sur

Pespace probabilisé (€2, .4, P), indépendantes et de méme loi et telles que
2 _ 2 —
o“=FE|ef|" <+oco et FEeg =0

Nous dirons qu’une telle suite est un H—Dbruit blanc. Soit d’autre part, p un
opérateur linéaire borné de H dans H tel que djo>1 / H p7°“ L <L
On dira que (X;,t € Z) est un processus autorégressif 4 valeurs dans H, associé

p et a (e;) et d’ordre 1 si

Xe=pXi1+e, t€Z (2.1)

L’estimateur du maximum de vraisemblance n’est Pas consistant quand le parameétre
a estimer p appartient & un espace de dimension infinie.

Nous appliquons la méthode des "sieves” pour estimer le paramétre p.Comme nous I’avons
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introduit, la méthode des "sieves” consiste & maximiser la fonction de vraisemblance sur
des sous espaces de 'espace paramétrique appelés "sieves" de dimension finie qui croit avec

la taille de Péchantillon .

2.2 Definitions et notations

Soit @ l'espace des opérateurs linéaires bornés de norme inférieur a 1, muni d’une
métrique d, (H, B) est 'espace de Hilbert muni d'une mesure A o — finie . Soit P, la loi
stationnaire induite par la variable aléatoire X, satisfaisant (2,1) et Py la loi de gg. La
mesure Py sera la mesure de probabilté définie Sur (H, B) par rapport a laquelle les dérivées
de Radon Nikodym sont évaluées. Sous la condition de p est de Hilbert Schmidt et commute
avec l'opérateur de covariance de la variable aléatoire Xo, les mesures de probabilité Fyet
Py sont équivalentes ([8], proposition 4), cette condition sera considérée par la suite. Le
modele (2.1) est identifiable dans le sens ou la famille des loi de probabilté {P,, p € O} est
telle que P, # P3 si p # [ o1 O est I'epace paramétrique.

On a les notations et les définitions suivantes:

(a) pour p € Oy,

Bm(P:E) = {ﬁ//B € em; d(ﬂ ﬁ) < 5}

(b) La densité de probabilité stationnaire de transition du processus (Xp) satis-

faisant (2.1) est notée par
9(z,y,p) = P,(dz | Xo =y)/Po(dx) otuz,y€H etpc®©

on définit I'entropie conditionnelle par

H(p,B) = E,In g(Xo,9,) = / In g(z,y, £)9(z,y, ) 4Py ()

(c) Pour toute extention de fonction & valeurs réelles g sur A C O, et tout B C A

on pose

g(B) = sup g(B)
pBeB

(d) Lu((z1, ..., Zn), p) est la fonction de vraisemblance conditionnelle évaluée au

point w = (x1, ..., Tp)
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(e) L’ensemble des estimateurs du maximum de vraisemblance sur O, pour un

echantlllon de taille n est défini par

]V—[:;'Lz, = {p € 67717 Ln(wap) = Ssup Ln(w7/3)}
BEOM,
L’ensemble du maximum de Pentropie conditionnelle est noté par

Am = {,0 € em; H(Poap) = H(pﬂa @m)}

ol py est la vrai valeur du paramétre

(f) Quand G, C 4, la notation Cr — p signifie SUPgec,, d(p, B) — 0 quand m

croit. par la suite, m = My et my, est suite croissante vers I'infini avec n.

2.3 Estimation Sieves de Popérateur d’un ARH (1)

Notre but est d’obtenir une convergence presque sfire de 'estimateur sieves de
Popérateur p dans différentes situations. Dans un premier cas, nous considérons un
opérateur & noyau et on montre que le maximum de vraisemblance est atteint pour une
sieve particuliére (2.6) et nous donnons une forme explicite de I'estimateur sieves dans le
cas Gaussien. Dans le cas d'un opérateur de Hilbert- Schmids, nous donnons une condi-
tion générale similaire & celle dans [12] pour I’existence et 1a convergence presque stire de
lestlmateur sieves.Les convergences sont établies dans Ia, norme de L2([0, 1]) et nous don-
nons un résultat qui fournit une vitesse de croissance de m,, la taille de la sieve ©,,, pour
Vopérateur & noyau, cette vitesse est de forme plynomiale m,, = O(na M), n > 0 au lieu
de la forme logarithmique obtenue auparavant par ([7] chp8), [17], et [19] avec des formes

spéciales de valeurs propres de Popérateur de covariance.

2.3.1 Le paramétre p est un opérateur 3 noyau

Soit (Xn)n = (Xa(t), t € [0, 1])n un processus satisfaisant (2.1) dans lespace des
fonctions de carré intégrable L*([0,1]), et () est un bruit blanc gaussien. La relation (2.1)

s’écrit alors dans L2([0,1]) comme:

Xn(t) = pXpn1(t) + en(t), t €0, 1] (2'2)
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ol on suppose que l'opérateur p est un opérateur de Hilbert Schmidt 3 noyau de

convolution défini par .
PO = [ K= o)i(e)ie

avec K e L%[0,1], K]l < 1, et K périodique de période 1. TL’equation (2.2)

devient
.1

X (t) = /0 K(t = )Xot (s)ds +en(t), ¢ e 0,1]

ou
Xn(t) = (K % Xoy)(t) + en(2) (2.3)

L’estimation de I'opérateur p passe par 'estimation de son noyau K. Dans ce cas,
I'espace © sera I'espace des fonctions LZ[O7 1]. Nous considérons la basge trigonomeétrique de

sinus et cosinus dans L0, 1]:

(b0 = 10,11, ¢ar(t) = V2 cos(2rkt), k1 (t) = V2sin((2k + L)me), & > 1)

Nous notons respectivement, par
ar(Xn), ar(Xn-1), ar (en), ap(K)

les coefficient de Fourier par rapport & la fonction cosinus et par
b (Xn), bi(Xn-1), bi.(en), b (K)

les coefficient de Fourier par rapport a la fonction sinus, des fonctions Xny Xn-1,

€n, K. Les variables aléatoires ar( en) et bi( en) sont gaussiennes indépendantes et supposées

de méme variance.

D’aprés (2.3), nous avons les relations suivantes:

a’k(Xn) = (ak([{)a’k(Xn—l) - bk(K,)bk(Xn——l))/Q + ak(sn)
be(Xn) = (o (B)Be(Xnt) + by (K )an(Xo1))/2 + bi(er) (2.4)
Pour k‘ =0,ona
a0(Xn) = ao(K)ag(Xp-1) + ao(en)

Dans cette partie, nous considérons Phypothese suivante:
H.: K elI¥[0,1]), |Kl|l, <1, et K paire périodique de période 1.
d’ot, b (K) =0 '
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Par conséquent, en notant

Tnl = ak(Xn)a Tp-1k = a'k(X_ —1))677.,]6 = ak(an); Cp = ak(K)

la premiére relation dans (2.4) meéne a:

Tn0 = C0Tn-1,0+ Eng (2.5)
1
LInk = §Ckmn—1,k + Enk

on obtient deus processus autorégressifs réels de premier ordre. L’estimation du
noyau K passe par l'estimation de ses coefficients de Fourier.

On choisit une sieve ©,,, définie par

Om,, = {K € L*/ K(t) = colpo,1(t) +§:ck\/§cos(21rkt), telo,1], Zk‘zc% < mn}
k=1 k=1

(2.6)
ol K est périodique de période 1 et m, — 400 quand n — +o00.
Le résultat suivant donne estimateur sieves R du noyau K pour des observations
(X1, ..., X,,) satisfaisant (2.3).

@

Théoréme 2.3.1 (18] Sous Uhypothése H , Vestimateur sieve K du noyau K est donné

par
!

R(t) = elpy(t) + D &v2cos(2rkt), teo,1]
k=1

ot
¥4
A Do Ti0Tio10 Do TipTi 1k b1
=1 = S=no1o3 NG =L, my
i=1 3%i-1,0 i=1 215 T 20

ol My, une suite croissante vers | ‘infing et A > 0 tel que kago kgéi = MMy,.

Preuve
Puisque les variables aléatoires réelles (¢n) sont gaussiennes et indépendantesde
moyenne nulle et de variance 02, La densité de transition stationnaire du processus (Xn)

défini par (2.2) par rapport 4 la loi gaussienne P de o est donnée par
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+oc

R 1 . 1
(Xna }ln 1 A) = eXp(Z "2-05[$727,k - (xn,k - §Ck$77,-—1,k)2])
=0 k

+oo 1
= eXp(Z W[xn,kckxn—l,k - Zc%xi_l’k])

la derniére série conver ge puisque les coefficients de Fourier sont dans /2.

D’ot la vraisemblance conditionnelle L(X1,Xs, ..., X K ) par rapport a PO la loi

de gg est donnée par

(X17X27--- }lmK) = Hg(Xi,Xi_l,I()

n
1
= epo 22 2 TZACka_lk —46233727 1k] (2.7)
=1 k=1

On doit maximiser 'expression (2.7) sur la sieve { @, } donnée par (2.6)

My Mn
O, = { K € L*/K(t) = colp yy(t) + > " cuv2cos(2rkt), ¢ e [0, 1], Y K< mn}
k=1 k=1

Soit A le multiplicateur de Lagrange, nous aurons a résoudre le probléme suivant:

n
1
2,2 2.2
max E 5 [®ikchti-1k — =caz2_q 4] — Mo c
O, ; 4 ’

En dérivant par rapport & Ck , k> 0, on obtient les formules annocées au theoreme Pour

k = 0, nous utilisons la relation

Tn,0 = C0Tn—1,0 + €no

et Pexpression de Pestimateur &, est obtenu par des calculs simples.l

Remarque 1
(a) Si nous considérons les coefficients be(K) non nuls, les equations (2. 4) per-
mettent le calcul du maximum de vr aisemblance mais la détermination de les‘rnnateul du

maximum de vraisemblance sous la contrainte de la sieve (2.6) pour (ay) et (b;) est plus
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difficile & écrire.En effet, en utilisant la base sinus et cosinus pour estimer un noyau K ,
nous arrivons 4 une diagonalisation par bloque 2 x 2.
(b) Si nous considérons une base réelle orthonormale (ex) dans L2[0,1], les coeffi-

cients de Fourier satisfont la relation suivante;

(e, ¢}
Zp k= Z AriTn—1;i + En

i=1

ot (dy;) sont les coefficient de Fourier de la fonction fo K(. — s)ex(s)ds par rap-

port & la base (e;). Donc on choisit- une sieve similaire 3 (2 6) mais avec la condition

g k-l /czd,c i < My, nous obtenons par suite un systéme de m?2 inconnus & résoudre, d’olt

le choix d’une base arbitraire ne permet pas la diagonalisation de Popératue & noyau p.

D’autre part, nous pensons que le choix d’une base exponentielle dans L2 [0, 1] permet sous

certaines conditions sur les densités des parties réelles et imaginaires des variables aléatoires
d’odtenir les coefficients de Fourier.

(c) La convergence presque stre dans Pespace (L?[0,1],dz) pour I'estimateur £

est donnée dans le théoréme 2.3.3.

2.3.2 Le parameétre p est un opérateur de Hilbert-Schmidt

Rappelons quun opérateur linéaire p sur un espace de Hilbert H muni de la norme
[l et du produit scalaire (., .) est de Hilbert-Schmidt si

1

) =) Mlz,e)f;, zeH

ol (e;) et (f;) sont des bases orthonormales dans H et (A;) une suite réelle telle
que A2 < oo, _v

L’epace S des opérateurs de Hilbert-Semidt est un espace de Hilbert muni de la
norme ||pflg = 2 A )2 Soit © espace des opérateurs de Hilbert-Scmidt, la norme ||.| s
induit une métrique d sur S en posant d(p, ) = ||p — | s Nous considérons la relation (2.1)
avec (gn) un bruit blanc, py est la vrai valeur du parametre. Nous étudions la convergence
presque slre de l'estimateur sieves de Popérateur p, nous suivons (12]. Nous gardons les
notations du paragraphe précédent. Le théoréme suivant établit une convergence presque
stire de 'estimateur sieves dans la norme l.lls, Dans cette partle, le processus n’est pas

nécessairement Gaussien.
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Le théoréme suivant donne la convergence p.s. de l'estimateur sieve p,, de Po-
Théoréme 2.3.2 v[18] Supposons que la sieve Om, est choisie telle que:
(1) Pour tout n et tout p € Om,, il eziste € > 0 tel que

E,Do ]'ng(X07 Y, an (pv 8)) < %

2) Am — py quand m — 400 S m,n — +oo alors
0 ! .

My —py  ps dow "SHAI/DI 12n = polls — 0 p.s
E kel

n m

Remarque 2
La condition (1) est utilisée pour obtenir des moments finis. Comme dans [12]
nous pouvons avoir une condition suffisante pour la condition (2). En effet la condition

H(py, b)) — H(py, pg) implique en général p,, — py. Et si la sieve ©,, est choisie telle que

pm € Om et H(py, p,,) — H(pg,pg), alors ona A, — Po quand. 7 — +o0

Preuve

Rappelons que la densité de probabilté de transition du processus (X,,) est notée

par g(z,y, p). d’ott la vraisemblance conditionnelle est

n :
L(w, p) = L(X1, ..., Xni p) = [ [ 9(Xs, Xi1, )

i=1
4 cause de la continuité de g(m,y, .) sur Pespace métrique (©,d), la vraisem-
blance L(X1, ..., X,;.) et Pentropie H (Po,.) sont continues sur Om. alors de I'hypothése
(1): E, Ing(Xo,y, Bm, (p,€)) < o0, les ensembles M7, et Ay, définis précédemment sont
compacts et presque stirement non vides.
‘Notons par By, (Apm, ) un = voisinage de A, dans le sens de la distance d. Il suffit

de montrer que M® C B,, (A, %) presque stirement pour n assez grand et par Ihypothése

(2) on a le théoreme.
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Puisque I’ensemble
Cm = Om — By (A, —1—)
m
est compact, on peut trouver un nombre fini de boules B, (pk,, sf;q) qui recouvre
Crm ol ok € Gy, et ek >0 pour k = 1., b,

Pour 8, fixé, 8,, € A, on a.

P(Alﬁr C Bp, (A'm m)) <P sup Ln(wap) b Ln(w:l@m)}
Peem‘Bm (Am 711)

< P{ sup Ly (w, Bm(pm )) > Ly (w, Bm)} (28)
k=1, lm

: P{k sup, LelpTafhhl) > 1}

Soit
€O Bu(Am, =), ot ay >0
pm m m My m 3 ok,
tel que
H{po, o) = H(pp, Om) < ~ae
Soit
A = EPO (ln(g(X'“ Xi_17 B'ln(pf%, 8’5‘7'1)))) - Epo (ln(g(X’H X’i—la /B'm,)))
De la définition de 4,, et pour B € Am, on a
g(X'LaXz 15 m(Pm; )
A=E, In
g(XhX’L—lem)
et

In Q(Xq, Xi—1> Bm-(pi‘;m 81]\;7))
ro 9(Xi, Xiz1, 8,,)

pour X suffisamment petit.

< %apﬁq‘ . (29)
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Mais

111L(w,Bm(p1,‘}l,afh))—hlL(w,ﬂm) = In sup Hg(Xq;,Xi_l,B)—-lan(Xi,Xi_l,ﬁm)

BEBm, (Pﬁwgﬁh) i=1
= B

t=1

et

n

In H 9( Xy, Xi_q, Bm(pf;u 55‘77)) —In q(X7, Xi-1. ,6171)
=1
- i(ln (8K Xiy, B (o, k) )
9(Xi. X1, 8,,)

8]
A

=]

de plus, conditionné par X;_; les lois des variables aléatoires g( Xy, Xi_1, B (pk,, ek N
(et (X, Xiz1,B,) ) sont les images de g par translation des lois de ¢; qui sont i.i.d. Donc
par la loi forte des grands nombres des variables aléatoires ii.d et par (2.9) nous obtenons

pour n assez grand.

” Y. ko ok . Kok
% Z {lll(g(X“ Xi1, Bm(pmy vm))} ~ Epo ln(g(Xz, Xi—1,Bm (101m "m)> <—a
e

9(Xs, Xi—1,B,,) 9(Xi, X1, 8,n)

[:8
par conséquent, presque stirement pour m grand:

Ln(wa By, (p'ﬁw Eﬁz)
Ly (w, B,,)

En choisissant ¢ = MiNg—y .. @y, nous déduisons presque strement pour m

< exp(—na )

grand
sup L, (w7 By, (Pﬁu eﬁz)
k=1,.. ln Ln(w’ ﬁm)

Il existe Ny, tel que pour tout m > N, :

ko k
P{ sup Lﬂ,(w,Bm(pm:Em) Z 1} S miz

< exp(—na, )

k=1,...,lm Lﬂ(wa ﬁm)
En fin, de (2.8) on a
1 1
) <
P(]\Jm C Bm(Am: m)) =2

la démonstration s'achéve par application du lemme de Borel-Cantelli @
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Nous considérons les notations suivantes avec les notations et les définitions con-
sidérées au paragraphe précédent.

Cl (a) Si (p,,) est une suite telle que

v"'-"apm € @m et‘H-(pOa pm) — H(p07 pO) alors Pm = P

(b) Il existe une suite p,, € O, telle que H(py, pr,) — H (py, po)-

Pour tout d > 0 et tout m, nous définissons Pensemble

Dm = {p € Om | H(pg, p) < H(pg, pyy) — 6}
ol p,, est la suite dans C1 (b).

Etant donné ! ensembles I'y,...,T dans ©,,, nous posons

o = supia By exp 110 { S0 T 1
k

g(-Xn; Xn—h pm)
Le corollaire suivant assure sous d’autres conditions la convergece presque stire de

Pestimateur sieve de 'opérateur p pour la norme l-ils-

Corollaire 2.3.1 [18] Supposos que {Om} est choisie telle que la condition C 1 est vérifiée,

et que pour tout § > 0, on peut trouver I'1,..., Ty dans O, n = 1,2,...tels que

ln
(i) Dm < | JTp

k=1

oo
() Y b (P, )" < +00.

n=1
Alors

My, —p ps o SUp ||on ~ polls =0 p.s
prEMY,
Preuve

Fixons ,§ on veut monter que

P(Dm, N M2 #0) =0 (2.10)

Si (2.10) est vérifi¢, alors avec une probabilité égale & 1



. > P
S"El,%lff;m H(p07/)) = H(po’p"nn) 5

mn

pour n suffisamment grand.

Puisque § est arbitaire et

H(pOz pm) - H(vapO)

Par la condition C1(b)

liminf inf H(pg,p) > H{pg, po) ps

pEME

Sachant que

H(py,p) < H(py, po)

im  sup [H(pg,p)— H(py,pe)l =0 ps (2.11)
n—>~|—oop€Mgln

et si on fixe € > 0 et pour tout n on choisit By € M7, tel que

d(pOMBn) > sup d(p[):p)

—¢
1+ d(pg, Br) pemy 1+ d(pg, p)

la condition C1(a) combinée avec (2.11) impliquent

d(po, B,) =0 ps

Donc

- d(va lo)
limsup sup —C200  «
ppeMI}?LLn I+ d(p07 p) B

puisque € est arbitraire, on a donc M7, — pg ps.

ps

Il nous reste & démontrer (2.10).

Fixons m,n. Alors

(D, NMy #0) C{sup Lp((z1, vy Tr)y p) 2 Ly ((z1, e ZTn)y P )}

PEDM
[ n n
C U {Sup H g(Xi,Xg—l,P) 2 H g(Xi:Xi—-lapmn)}
k=1 p€l}i=1 i=1

Im 7

< U{( 19(X7:=X13~1>FZ7'") > ,ng(XivX'i—la/)m.n)}
k=1 = d=
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notons
P(Dm, N M7, #0) =7
Ona

Im n n
T < ZP(HQ(Xi,Xi—l;FZh)ZHQ(XiaXi—I,Pmn))
k=1 i=1 i=1
l n
. g(Xini—laFm")}
= Plexp t In{ k >1
. ];1 ( ;[ k .g(XiaXi—lapmn) ]_ )
-
- g(X'iaXi——larmn) "
< E? 1 k
- Z( Po <eXp [ k n{g(Xi,Xi-l,Pmn)

k=1

.pour 2y, ..., % arbitraire, positifs.

D’ou
T lm (Qom)n

Donc par le lemme de Borel Cantelli, on obtient (2.10).&

Une application du Corollaire 2.3.1 donne la convergence presque stire de P’estimateur
sieves du noyau Ky de g, considéré dans le Théoréme 2.3.1 et fournit une forme plynomiale

de la taille de croissance m,, de la sieve (2.6).

E3

Théoréme 2.3.3 [18] Sim, — +oo telle que m, = O(n%_s) pour € > 0. Alors
-], -0 »

quand n— +oo et lI-la est la nome dans (L2([0,1], dz).

Preuve

La démonstration consiste  vérifier les conditions du corollaire 2.3.1. Notons que
les consta.nteé dans la suite peuvent changer d’une ligne & autre. La sieve considérée 0.,
est donnée par (2.6) et I'existence de estimateur sieves K associé est expliciternent obtenu
par le théoréme 2.3.1. D’ott 'ensemble My, est non vide pour tout n. Ky est Le noyau du
vrai baramétre Po- '

Vérifions la condition C 1 (a). De la définition de entropie conditionnelle F (voir

le paragraphe précédent), la formule de la densité de transition (cf preuve du Théoréme
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2.3.1 ) et si nous notons par Ck, Ck,0 les coefficients de Fourier de K, et Ko respectivement,

soit

C= H([{o, ]{mn) — H(Kg, IX'())

=1 1 1
—_ § , . 2 2 o 2 .2
C = 0_% E[vcn,kclc,n'r.n177,—1,13 - 561;:177,17 Tr—1.k — TnkChk0Tn—1k + ?)'Ck,.Oa’n—l,l;]
k=0 Z

1 [xn,k(ckxn—l,k - Ck:,()xn——l,k)"i"
= 102 .2 2 .
= Z 952 EE 1( 0% 1k + Chmn Tre1.2)*+ S Tk
2 , .

k 1
5Ck.m,, Tn~1,k (clc.O:En.—lk = Ck,m,, mn—l.k)]

1
= Z go__2E<ck,O-’En—l,k = Ckm, xn—l,k:)z (212)
k k

Par conséquent, si

H(Ko, Kpm,) — H(Ko, Ko) — 0, quand n — +o0

alors
Ckony, — Cko quand n — 4o
D’ou
Ko, — Ko dans la norme de L2quand n — +oo.

Pour la condition C 1(b), nous utilisons la densité de U@m" dans l'espace des

fonctions paires, périodiques de périodel de L2 pour déduire que

3K, € @;nn tel que K,,,, — Ky la norme de L2

d’ou ¢k, — ck0, par suite nous obtenons H (Ko, Km,) — H(Ko, Ko) — 0. d’ou
la condition C 1 (b) vérifiée.

Montrons maintenant que la condition (i) du corollaire 2.3.1est vérifide. soit K €
Om, la sieve définie dans (2.6), par la contrainte dans Om,, les coefficients de Fourier sont

tels que

my,

|ek| < pour k #0, etcy<+/m.

pour k& # 0, on subdivise I’intervalle[——@, Y22) en [m2/k + 1] intervalles de

méme longueur, ou [z] est le plus petit entier inférieur ou égal & = .

Soit Ij, 'ensemble des points qui sont les extrémités de ces intervalles. Pour £ = 0, I
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s’obtient de la subdivision de 'intervalle [—an, 1/777,,,,] en [m,Z1 + 1] intervalles de méme

longueur. Si! est la longueur de ces intervalles, ou

2

My

I <

Pour ¢ > 0, nous associons & chaque collection

{or, be€lr, k=0,1,.. [mk]}

un ensemble

™ ({)) = {K € Om,, K(t)= chek, e = x| < 2m™8 k=01, [m ]}
k=0 ‘

. /1M I
Puisque [c;| < ¥, choisissons

/My, n My,

Cl = — 2 Fp, ]):0,1,.... (213)
Alors
Vﬁ; Vi | me i,
7. < — » <
el < RIS TR
Qk g (1
— p< BT /My, <9 m. +1)mn

My, My
= p<cmy,

= p(l"'m’llﬂ) < cm,clm’lﬁs

ol ¢ une constnte positive. Le nombre de fonctions K dont les ¢, sont de la forme (2.13)

l'm.n
P R 1+e l+e N £ N
est inférieur & p(+mn) < emd™n . D’ol U '™ recouvre ©,y,,, oil
k=1
14¢
Ccm.
lmn < (Cmn) " (214)

Nous définissons

I =T"0Dp, k=1,..1,

- D’aprés ce qui précéde



el

ot
(&34

Iy,

T .
U I recouvre ©,,,
k=1

d’ou la condition (i) du corollaire 2.3.1.

Vérifions la condition (ii) du corollaire 2.3.1. Fixons k € N , et posons

(/(Xn:Xﬂ—-l»Fz'Ln) }:l)
t) = Fp, | exp |[tln< = —
SD( ) Ko < p { {g(An;-Xﬂ.“l? I&mn)

alors
#(0) _
‘¥71,X"__ )I"'m'n
#(0) = B, ([in {gge=t L)
ol

Q(Xan—l:FZZn)z sup Q(Xan—laﬂ)
pery®

our K fixé dans I''", soit

A= Eg,Ing(Xp, Xn—1,T0") — Elng(Xp, X1, K)

+oo
A=Eg, sup > 557 [(ehTn1k = ben1,6) (k1,6 + bxn_1 k ~ 221)]
Bery: k=0 Tk

avec (by) les coefficients de Fourier par rapport & la fonction cosinus de la fonction pgely

Or {f‘zn"}k recouvre O, . D'ousi K, e W, alors

sup |K (z) — B(z)] < ) lex — byl
L k=0

2

mt/2"

Donc
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A cvVmitem,,
1/2
mn/ mite
c
2
me/

ol ¢ désigne une constante. Donc de la définition de Dy, et de la condition (i) du corollaire

2.3.1 , nous avons pour § > 0

C

3
me/

#(0) < H(Ko,K)— H(Kp, Km,) +

IA

em €% — 6

A laide d’un résultat de Hwang (cf [12]) on a

¢ (t) < em?  pour ¢ € [0,1/cmy)

Donc par le développement de Taylor on a

e(t) < 1+t(lem;s?—4)+ t2em?

1 c ) c
90(—m—%) < 1+“*m2+e/2—ﬁ2“+mg g

c 0

< 14—~ —

< +m% m%

Alors

1 é
— ) <1 - — 2.1
o) S1- o (215)

De la définition de ¢,

= sup inf (t) = sup inf Ex, [ exp |[tIn 9(Xn, Xn-1, ")
TR R = SRR T (PP P (X Kt Kom)

et des inégalités (2.14) et (2.15), nous pouvons déduire pour m,, sufisamment grand que

emite 8 n
lmn (‘pmn)n < cmnmn (1 - Z;;g) i
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et si m, = (n%“f), la série 3 lm(p,,)" est convergente [12] d’ou le résultat de Corollaire

n
2.3.1 que nous pouvons appliquer afin d’obtenir le résultat

M:rlbn — Ko Ds.

et puisque X ¢ M.y, et nous considérons la norme de L? sur la sieve O, et sous la

condition m,, = O(ns ~¢), nous arrivons & avoir le résultat du Théoréme 2.3.38

2.3.3 Prédiction

Le modéle (2.1) permet la prédiction d'un processus stochastique & temps continu
£ =(£(t), t € R) sur un intervalle entier comme cela a été expliqué en introduction. De la
relation (2.1) il esf facile de voir que le meilleur prédicteur probabliste de la variable aléatoire
Xnt1 en effet p(X,) = E( nt1 | 0(X1,..., Xn)).Ainsi, le prédicteur natirel de X n-+1 aura
la forme p(X,,) ot p est l’est1mateur sieves de p. Les résultats de la convergence preque sfire

de Pestimateur sieve assure la convergence du prédicteur en norme de H = L2([0, 1]). Nous

. avons le théoréme suivant:

Théoréme 2.3.4 (18] (1) Sous les conditions du théoréme 2.3.2, nous avons quand n —
+00:

16(Xn) — p(Xn)|ly = O en probabilité =
(2) §i p est un opérateur & noyau et m,, = O(n%‘g) pour 1 > 0, alors

4

16(Xn) = p(Xn)|ls — 0 en probabilité quand n — +oco

Preuve

(1) Pour @ > Oet 8> 0, I'inégalité de Markov et la finitude de & [ Xo||* impliquent

P(p(Xa) = p(Xa)lly > ) < PXall I3~ pllg > )
< ( s> ) +P(1X] 2 8)
< (up ol ) - ZIl
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. 2, \1/2 o
Choisissant 8 = (.‘ZE | Xol| /5) nous déduisons que

P(1p(Xn) ~ p(Xa)lly 2 o) < P (Hﬁ pllg g.> +

DN Jony

Mais de Théoréme 2.3.2 on a
12— plls —0p.s

Donc, la derniére probabilté est inférieure ou égale 4 £ quand n est suffisamment grand.
Puisque ¢ est arbitraire nous arrivons au résultat.

(2) la démonstration est similaire & (1).H

Remarque. Les derniers résultats de convergence sont établis dans la norme de
L?([0,1]) sous la croissance polynomiale de la taille m,, = O(n%"s) de la sieve (2.6) sans
conditions de mélange sur le processus et seulement avec condition sur le moment d’ordre 2.
Tandis que, dans [17] et [19] les résultats de convergence des estimateurs sont donnés sous
la forme logarithmiques de croissance m,, = O(log(n)),avec condition de mélange fort et des
formes spéciales de valeurs propres de 'opérateur de covariance et condition sur le moment
d’ordre quatre sur le processus. Dans ([7] page 221) la convergence presque sfire dans la
norme des opérateurs est obtenue sans condition de mélange mais avec mpn = O(log(n)) et

avec le moment d’ordre quatre.
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Chapitre 3 |

SIMULATIONS

3.1 Simulation de processus ARH(1)

3.1.1 Introduction

Pour simuler des trajectoires de processus AR fonctionnels et le calcul des pré-
dicteurs sieves, nous utilisons le travail exécuté par [19] en utilisant le logiciel R version
2.4.1. et la bibliothéque far développée par J.Damons et S.Guillas {10]. Nous nous inspirons
de Yexemple de simulation d’un processus ARC(1) [10] et [19] qui permet de simuler un

bruit blanc dans 'espace C[0,1] en utilisant les fonctions propres .

{eja)==v§snluj-—1/2)wﬂ,j::1,2,",h}
\
de lopérateur de covariance du mouvement brownien. Pour simuler notre processus et les

prédicteurs sieves nous spécifions le modele particulier. Plus précisément, nous considérons
un opérateur p & noyau de convolution K paire périodique de norme L? inférieure 4 1. Les

exemples de fonction K considérés sont :

1

Eﬁ,xm—iﬁwm)

K(t) = # cos(t), K(t)= =15

Nous simulons n + 1 observations d'un processus ARH(1) qui seront necessaires
pour calculer les prédicteurs sieves et qui seront comparés & la n + 1 eme observation.
Les résultats obtenus sont trés satisfaisants et corroborent les résultats théoriques. Les

erreurs quadratiques et les erreurs relatives RMAE de prédiction sont trés faibles et de
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Pordre de quelques pourcents dans le cas des séries réelles considérées. Pour des applications
réelles nous avons considéré la prévision du phénoméne météorologique "El Nino". Pour
sa prévision de 'année 2006 on utilise les observations mensuelles de la période 1950-2005.
Pour pouvoir comparer avec les résultats de sa prévision durant I'année 1986 qui existent
dans la littérature (2] nous avons aussi présenté sa prévision sieves de l'année 1986. De
méme, la prévision de la température en 1939 du Chéateau de Nottingham sur la base de
données mensuelles.del1920 a 1938 et la prévision de la température moyenne en 2004 a
Alger basé sur la période 1970-2003 sont présentés. En général les résultats sur les erreurs
quadratiques et les erreurs relatives RMAE de prévision sont trés faibles comparativement

aux erreurs quadratiques et relatives RMAFE obtenues par d’autres méthodes de prévision.

3.1.2 Deéfinitions

e Simulation de bruit blanc

Pumo [18] utilise la décomposition de Karhunen Lodve du mouvement brownien
pour simuler les trajectoires dun bruit blanc sur [0,1] . Le bruit blanc est défini comme

suit:

et (s) = Wips =Wy, s €0, 1]

[ee] 1 _12 i
W= S vy U1

nG-13)

Les Y* sont des variables aléatoires i.i.d N (0,1).

u € [0n+1]

Pour la programmation, nous itérerons n fois un mouvement brownien sur intervalle

[0,1] par la formule suivante:

= «sin[(7 —1/2)
W= 2V

J=1

Pour la simulation , les sommes infinies sont approximées par des sonunes finies.
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e L’opérateur p

Nous considérons le cas d'un opérateur p & noyau K paire, perlodlque de période 1de

norme L? inférieure a 1défini par :

1
) = [ K(t—s)f(s)ds
[x

Nous prenons les noyaux suivants : K(¢) = 1—(1)—2 cos(t).. K(t) = 7fzt? et enfin
K (t) = 15zt% cos(t)
Pour le calcul de I’intégrale de convolution, nous utilisons la fonction "convolve”

du logiciel R version 2.4.1.

* Valeur initiale de X

Pour la simulation d’un ARH(1) on prend comme valeur initiale la valeur Xy —
et (e,) est un bruit blanc défini précedemment ou les trajectoires sont calculées en 2m
points de dicrétisation (ici le nombre m est différent de My qui est la dimension de la
sieves). Nous effectuons ensuite un changement de base pour ce bruit blanc en utilisant
la fonction BaseK2BaseC de [10] pour avoir I'écriture du bruit blanc (€n) dans la base
canonique et en posant X1 = 7.

De la relation autorégressive (1.1) chap. 1 et en notant XD =1,...,m les
coordonnés de X; dans la base canonique s =1, ...,n , nous avons:

XY, = convolve(1072K, XDh+el, J=1..m

K2

Cette formule nous permet de générer un échantillon d’observations de taille n du
processus.
3.1.3 Calcul des Prédicteur sieves
La founction sieve.prédic

¢ Description
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Nous utilisons les n observations du processus pour prédire la (n+1)™ trajectoire
du processus .
A partir des observations X; (t) G=1:n,7=1": m), on calcule le prédicteur

steves )A(M_l (t;), 7 =1:m, aux points discrets i;.

1
)L'n—f—l( ) -}l"/) /IX i/ — & X77( )
0

"

La fonction "sieve.prédic" calcule le prédicteur sieves Xn+1 (t), en utilisant la

formule du Théoréme 2.3.1 chap .2 sur les coefficients de Fourier associés a la fonction K:

My,

o Li kTi—1,k
K(t =2 2 cos 2kt
(®) sz_l T Y 2eos 2k,

ol My, est la taille de la sieve. Pour les simulations on prend m, =5, et X est le

multiplicateur de Lagrange qui vérifie-

M

Z k% =m,, (3.1)
k=1
Différentes valeurs de X vérifiant (3.1) sont possibles. Nous allons considérer
quelques valeurs de X et nous verifions empiriquement leffet de ces dernidres sur les erreurs
quadratiques et les erreurs relatives RMAE sur des exemples de simulation.
Nous présentons ci dessous les simulations d’un processus ARH(1) sur des inter-
valles successifs et le prédicteur sieves de la derniére trajectoire du processus simulé.
La qualité d’un prédicteur fnz calculé aux points ¢;, j = 1,...,m, pour prévoir

Xn+1 est mesurée par 'erreur quadratique et I'erreur relative absolue RMAE définie par

m

K1 () — Xng1 (&)
1 +1 145 -+ 7
RMAE = —

m ; an+1 (tj)l

Pour le noyau nous avons pris K (¢) = T(l)—z, cos(t). La figure (3.1) présente la simu-
lation de n=80 trajectoires successifs d’un processus ARH(1), chague trajectoire est calculé

en m=30 points de dicrétisation de l'intervalle [0,1].



63

Simulation d'un ARH(1) (M=30.n=80)

ol

N

Figure 3.1:

Les figures (3.2), (3.3), (3.4) représentent le prédicteur sieves (trait pointillé rouge ) de la

8péme trajectoire (trait noir) pour m=30, 25,15 points de dicrétisation et \ = 5.
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prédicteur sieves (m=30, n=80.lambda=35})

0.0 c.z2 o4 0.8 0.8 1.0
aq=0.96, RMAE=124

Figure 3.2:

prédicteur sieves (m=25, n=g0, lambda=35)
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Figure 3.3:
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prédicteur sieves (m=15, n=80, lambda=15)

0.0 0.2 04 0.6 0.8
egq=0.81, RMAE=1.25 '

Figure 3.4:

Dans les exemples qui suivent le calcul du prédicteur sieves Xio est basé sur la
simulation d’un processus fonctionnel avec m fixé et n fixé.m=15, n=50 et \ variable. Dans
les graphes suivants nous présentons I'observation Xy et son prédicteur sieves Xg,o, la
valeur de l'erreur quadratique (eq) ainsi que l'erreur relative RMAE pour les valeurs de

A=5,7,12,15.
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prédicteur sieve (m=15, n=50, lambda=%5)
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eq=1.00, RMAE=1.26

Figure 3.5:

prédicteur sieve (m=15, n=50, lambda=7)

T T T T T
0.0 0.2 a4 0.5 .8

eq=0.70, RMAE=0.91

Figure 3.6:
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prédicteur sieve (Mm=15, n=50, lambda=10)
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eq=0.64, RMAE=0.71

Figure 3.7:

prédicteur sieve (IMm=15, n=50, lambda=12}

T T T T
o2 04 [SH] (s R3]

eq=0.69. RMAE=0.64

Figure 3.8:
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prédicteur sieve (m=15, n=50, tambda=15)

)
/

0 0
]
N
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4
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3

T T T T T
Q.0 0.2 a4 0.G 0.8

eq=0.Y9, RMAE=0.S57

Figure 3.9:

Pour mesurer l'effet de discrétisation des observations m et le multiplicateur de
lagrange A sur le calcul du prédicteur sieves , nous présentons dans le Tableau 1 la moyenne
des erreurs quadratiques pour 200 réplications du processus avec n = 120 ( fixé) et pour

différentes valeurs de
m = 10,12,15,25,30,40 (points de discrétisation) et X = 5,7, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 50.

Tableau 1

MmN 5 7 10 15 20 25 30 35 50
10 222 7 2.08 |213]210|1.99 | 2.17 | 2.03 | 2.10 | 2.09
12 2.41 | 2.29 | 225|213 234|218 2.15 | 2.31 | 2.26
15 2.86 | 2.69 | 2.59| 252 | 2.68 | 2.54 | 2.68 | 2.50 | 2.52
25 5.46 | 4.72 | 4.34|3.83|3.37|3.71 | 3.36 | 3.26 | 3.18
30 743 | 742 | 6.16 | 4.79 | 4.16 | 4.26 | 4.16 | 4.03 | 3.88
40 | 14.93 | 12.17 | 9.60 | 8.28 | 7.48 | 6.68 | 6.09 | 6.31 | 5.04

Nous remarquons que la moyenne des erreurs quadratiques décroit avec A, tandis

qu'elle croit avec m.
Dans le Tableau 2, nous donnons la moyenne des erreurs quadratiques pour 200
réplications du processus pour différentes valeurs de n = 15, 35,70, 120, 130 pour m = 25 et

A =) fixés.



s

Tableau 2
T n | 15 | 35 ] 70 | 120 130
EQ moyen | 15.21 | 10.60 | 6.45 | 5.4

| en

484

69

En général nous remiarquons Ja aussi que P'erreur quadratique croit avec A et m et n fixés

(Tableau 1) et elle décroit avec n pour A et m fixés. (Tableau 2).
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Dans les exemples qui suivent nous considérons le noyau

. 1,
IX (t) = ‘i-o—:,’t

La figure (3.10) représente Ja simulation d’'un ARH(1) (m=>50, n=70), les figures (3.11) et
(3.12) et (3.13) représentent le prédicteur sieves pour m =50, 40, 30 et n=70 fixé.
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Simulation d'un ARH(1) (M=50,n=70)
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time

Figure 3.10:

prédicteur sieves (m=50, Nn=70, lambda=S5)

0.z 04 0.6 (SR
eq=2.84, RMAE=1.33

Figure 3.11:
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prédicteur sieves (m=40, n=70, lambda=5)
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Figure 3.12:

prédicteur sieves (m=30, N=70, lambda=5}
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Figure 3.13:
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Pour les simulations suivantes nous avons considéré le noyau

- L s
K(t) = Eﬁt cost
La figure (3.14) représente la simulation d’un ARH(1) . Les figures (3.15), (3.16) et (3.17)

présentent le prédicteurs sieves pour la derniére observation Xgg, et n=60, 25 ;15 et A =15

fixé.
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