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Présentation Générale

L’estimation de la moyenne @ d’une variable aléatoire de loi gaussienne multidimensionnelle
Np(60,1p) dans R? , I, est la matrice unité, a connu de nombreux développements depuis les
articles de C. Stein [22]. et W. James et C. Stein [15] Beaucoup de travaux et généralisations,
ont ét¢ menés notamment par C,Judge et M.Box [16], D. Cellier et D. Fourdrinier [12], J. O.
Berger et M. E. Bock [9], D. Benmansour et A. Martin [4], Y. Maruyama [18]. Marvin. H. J.
Gruber [14], P. Shao et W. E. Strawderman [21] etc... ‘ ‘
Dans ces travaux, il s’agit essentiellement d’estimer la moyenne d’une loi gaussienne
multidimensionnelle Np(0,1,) dans RP par des estimateurs dits avec "rétrécisseurs” déduits,
de la moyenne empirique qui se sont avérés meilleurs en cofit quadratique que la moyenne
empirique. Le but en général, est la détermination d’une classe d’estimateurs 2 rétrécisseurs
qui serait minimax et optimale en rapport avec le cofit quadratique . '

Plus précisément, si X représente une observation ou un échantillon de la loi gaussienne
multidimensionnelle Np(0,1,), il s’agit d’estimer 6 par un estimateur 5(X) relativement au
cofiit quadratique :

L(3,0) = [6(X) -0
ot .| p ©st 1a norme usuelle dans R?. Nous associons sa fonction de risque :

N _ 2 _ 2
R(5,0) = Eo(L(5,0)) ;f (15(x) 0112) exp(_M)ﬂ

RP (27[)17/2 2

Amsi si nous prenons comme exemple I’estimateur classique des moindres
carrés, 6(X) =X, il est minimax et sa fonction de risque est égale p
R(4,6) =E9<”X —HH’ZJ = Var(X). Ainsi tout estimateur dominant Iestimateur des
moindres carrés serait lui aussi minimax.

W. James et C. Stein [15], ont introduit une classe d’estimateurs § (X), équivariants
relativement au groupe G des transformations orthogonales (ie pour toute matrice orthogonale
I, T6(X) = 6(I'X))), de la forme -

g(uxnz))
0gX)=11-2>—"_2 |y 0.1

ou g(u) est une application réelle, et la quantité E(u) = 1 - g(u") est appelée rétrécisseur.

Ils exhibent ensuite un estimateur dominant Iestimateur des moindres carrés § (X) = X des
que la dimension de I’espace des observations p > 3. De plus ils proposent une forme
explicite d’un estimateur, améliorant & (X) = X, noté : :

w® = (1222 )%
sl ( X))




avec &(u) = 1 - 22 |
Cet estimateur est appelé estimateur primitif de James-Stein. Cette forme d’estimateur ayant
un rétrécisseur débordant négativement en dehors de I’intervalle [0,1], A. J. Baranchik [2]

propose la partie positive de I’estimateur de James-Stein notée:

+ — _ P - 2 '
(X max(O,l HXH2 )X

olu cette fois &(u) = max(0,1 - £ ). Ainsi en éliminant cet inconvénient il obtient un
estimateur ¢* (X) dominant I’estimateur primitif de James -Stein ¢ ,.(X). En fait intuitivement
le rétrécisseur &(u) doit rester dans [0, 1] pour tout u réel. D’autre part, d’autres améliorations
de classes d’estimateurs avec &(u) > 1 ont été étudiées par troncature supérieure de &(u) dans
la thése de troisieme cycle de D. Benmansour et A. Martin [4] p 62-64).

Notons aussi que quand les estimateurs proposés ont des rétrécisseurs 2 valeurs dans R, c¢’est
a dire qu’on applique le méme facteur de rétrécissement i toutes les composantes de
P'estimateur des moindres carrés ¢o(X) (= X dans ce cas ), on les appellera estimateurs 2
rétrécisseurs "uniformes". Dans le cas ot les rétrécisseurs sont 3 valeur dans R? , et sont donc
a valeurs différentes par composante, on les appellera estimateurs 2 rétrécisseurs "ridges". On
trouvera dans Marvin. H. J. Gruber [14] (pp- 227-305) un excellent résumé sur les estimateurs
a rétrécisseurs "ridges", avec des simulations montrant numériquement les dominations de ces
derniers sur ¢g.

Enfin, quand les rétrécisseurs de certains estimateurs sont différentiables, C. Stein [23], &
donné des conditions de domination de ces estimateurs sur ¢o. Nous traiterons le cas
classique de P’estimation de la moyenne # sans aborder le cas Bayésien ot il existe une
littérature abondante sur le sujet. Une étude du cas Bayésien étant traitée dans la thése de Y.
Maruyama[18], D. Benmansour et A. Martin [5], Marvin. H. J. Gruber [14].etc...

Le plan de notre thése est le suivant :

»Dans le chapitre I, nous' présentons une synthése des travaux sur les estimateurs 3
rétrécisseurs de la moyenne 6, d’une loi normale N,(0,1,). Nous rappelons un résultat de
minimaxité de I’estimateur primitif de W. James et C. Stein [15]. Une premiére extension de
ce résultat, a été donnée par A. J. Baranchik [3];, pour des estimateurs de la forme (0.1). En
effet J. Baranchik [3] démontre que pour toute fonction réelle g, positive non décroissante et
majorée par p -2, Iestimateur &§,(X) = (1 - g(IIX|| 2)/l[XH 2>X est minimax. W. E.
Strawdermann [24] étend ce résultat 3 une autre fonction g , avec une borne supérieure égale
a 2(p - 2). Une extension de ce résultat, quand la variance de X est inconnue, est dans la
thése de D. Benmansour et A. Martin [4], que nous rappelons dans le chapitre II. Une égalité
fondamentale établie par C. Stein [23] : s1 Y ~ N(v,1) et g : R — R une fonction
différentiable telle que: Elg'(Y)] < «), alors Elg(Y)(Y-v)] = E[g'(Y)], appelée égalité de
Stein. Pour des estimateurs de la forme générale ¢z (X) = X + g(X) , nous donnons le résultat
de C. Stein [23], a savoir : si g(x) est une solution de I'inéquation différentielle suivante :

p ~
g [1%] +2§[ g | <o

C.




alors ¢,(X) = X + &(X) est un estimateur minimax. Nous rappelons aussi un résultat de B,
Efron and C. Morris [13], obtenu pour les estimateurs 3 rétrécisseurs uniformes §,(X) donnés
par la formule (0.1), ot g est une fonction réelle différentiable et soumise a la condition : si
8(u) est solution de I’inéquation différenticlle

g 202 =8W) 4o

alors 5,(X) = (1 - g( uxuz)/uxuz)x est minimax .

Nous présentons ensuite une classe d’estimateurs 3 rétrécisseur "ridges" proposée dans le
travail de D. Cellier et D. Fourdrinier [12]. Leur modele choisi est plus général ie
X ~ Nn(6,062V) ainsi qu’une fonction de coiit

(X)) -0 X) -6
Loag(d:6) = 0X) 96X -0
ol O est une matrice positive pas nécéssairement, définie positive. Ils définissent un
estimateur de la forme

a(X) = $o(X) ~ hlo%$0(X)Bgo(X)]C(o(X)

ol B est une matrice symétrique définie positive sur © ( espace des parameétres), C un
endomorphisme de © et 4 une application de R* dans R*. Ils obtiennent alors une condition
de minimaxité de ¢#(X) sur la fonction A qui est, si on note:

_ 2[r(VOC) - 2pgvp(VQC))
pgvp(QC?B1)

ol pgvp signifie la "plus grande valeur propre”, sous la condition I’application ¢ -» th(t) est
croissante et majorée par a, alors ¢,(X) est minimax, quand o2 est Supposé connu (une
condition similaire est obtenue quand o2 est inconnu). Les auteurs dans [12], obtiennent avec
les estimateurs 3 rétrécisseurs "ridges", des conditions de domination de I'estimateur des
moindres carrés ¢, similaires 3 celles obtenues pour un estimateur a rétrécisseur "uniforme",
notamment pour les estimateurs de W_E. Strawdermann [24]. ’

Nous donnons ensuite des résultats de domination de certains estimateurs sur I’estimateur
primitif de James-Stein noté ¢ss(X). Nous rappelons d’abord un résultat de domination de la
partie positive de I’estimateur de James-Stein noté 93s(X) sur ¢,5 établi par A. I. Baranchik
[2]. Une autre forme d’estimateurs a rétrécisseur de type polyndmiale, donnée par Tze Fen Li

and Wen Hou Kuo [26] est notée comme suit:

) _ X _(, p-2 cX
¢TZ,C(X) ¢JS(X)+ “X”r (1 ”X“Z + ”X”r)X

ol ¢ et r sont réels. Nous rappelons un théoréme établi dans [26], de domination de 91z SUr
¢ss quand 2 < r < ”ZLZ etc=7C = (r—2)2<%2>F<£;—’>/1“<—p—_22L2>. Les auteurs dans [26]
proposent ensuite par récurrence une autre forme d’estimateurs 3 rétrécisseur de type
polyndmiale commes suit : Ils prennent r = 4, d’ott € = 2(p - 6). Donc ‘

-2 2@-6))
=[1-2 X
Przip-s ( X7 e




Ainsi pour p > 6 |, 9122006y domine ¢5. Bt pour p > 10, ils donnent le principe de
construction de ¢ 173

pP-2  2(p-6) 2<p—10>2>
X2 T T e

ol d = 2(p - 10)2. Les auteurs dans [26] démontrent alors que P 122(p-10)2 domine d1z2(p-6)
qui domine bien entendu ¢s etc..Nous présentons quelques simulations montrant les gains
des fonctions de risque des uns par rapport aux autres.

Nous présentons ensuite des résultats généraux sur une classe particuliere d’estimateurs 3
rétrécisseurs ridges, proposés par J. Berger et M. E. Bock [9]. IIs notent 00 (X) = O(X)X et
posent : :

g
1220102 = Kl -

5(1>,q1(X) = (PX) +¥Y(X)X

ol O(x) et ¥ (x) sont des matrices P x p. Les auteurs dans [9] considérent dans leur article un
modele plus général. 1l s’agit de I’estimation de la moyenne ¢ € RP d’une variable aléatoire X
€ RP ayant une densité de probabilité de la forme fx — 6) par rapport i la mesure de
Lebesgue sur R. Pour tout x e R?, ils notent : x% =* (X15ee s Xiil, Xir1, .. .Xp) et une fonction g:
RP — RP est dite fonction symétrique par coordonnée si
8(xix') = gl-xi,x) Vxpxietl <i< p

La densité de probabilité fx=0) = (flxi - 0;,x - 67) ) est dite unimodale par coordonnée si
fxi — 0, x" — 6) est unimodale comme fonction de x; pour tout x* , 1 < i < p. Un résultat de
domination de §¢ . (X) sur § »(X) est obtenu ( Th.1 [9] voir énoncé Th 1.16 Chap I) sous les
conditions suivantes :

1) fix - 0) est unimodale symétrique par coordonnée

2) O(x) et ¥(x) sont des matrices diagonales dont les élément notés ¢i(x) (respectivement
wi(x) ) vérifient: .

wi(x) est une fonction symétrique par coordonnée et non négative, Vi, 1<i<p et

14
2 [02® - (0@ + i3 x2] > 0
i=1

et ils déduisent un corollaire important (Corollaire 2 [91) que nous utiliserons par la suite pour
montrer I’inadmissibilité des estimateurs de P. Shao et W. E. Strawderman [21]. Le résultat
du corollaire (voir énoncé 1.17 chap I) est le suivant : en notant les ensembles
Wi={xeRP: $;(x) < 0} et les fonctions symétriques par coordonnée t; : RP - [1,2],
I<i<p,etsifilx—0) et O(x) vérifient les conditions du Théoreme 1.16 et ¢;(x) est
symétrique par coordonnée, 1 < { < p , alors 'estimateur dont les coordonnées sont définies
par

013, X) = {1 - t:(X)I'w,} :(X)X;

domine 5. D’autre part, comme &7, est un estimateur i rétrécisseur positif, et si =1,
1 <i < p, nous retrouvons naturellement sa partie positive 63,. Ils déduisent alors que dy,
domine 5. Enfin, & I'aide du Théoréme 1.16 , nous démontrons élémentairement la
domination de ¢ sur ¢ s, établie par A. J. Baranchik [2], dont la démonstration &tait plus



compliquée. Nous rappelons ensuite les conditions nécéssaires de domination de Iestimateur
0¢(X) donné dans (0.1) avec g différentiable, sur ¢ s, formulees par Y. Maruyama et W. E.
Strawderman [20]. IIs notent

R($,5,0) = R(54,0) = Eo(Eg(JIX|1*))
avec

2

g(u> _ {g(u) l(‘p 2)} +4g’(u)
et obtiennent des conditions nécéssaires sur g(u) et &,(u) pour que 6:(X) domine ¢, (X). A
savoir : si g est bornée et si I’estimateur §, domine I’estimateur ¢ ., alors pour tout u > 0, il
existe uo > u tel que Eg(ug) > 0. Ils en déduisent un corollaire avec les conditions suivantes:
si la fonction &(u) est bornée et absolument continue et si 1’estimateur 6, domine 1’estimateur
¢ ;s de James-Stein alors :
i) pour tout # > O il existe ug > utel que g (u) >0
ii) si limy.i ug’ (u) existe alors elle est nulle
iii) si limy.,o g(u) existe et lim, .. ug (u) = 0 alors cette limite doit &tre p—2.
Les auteurs dans [20] donnent un autre théoréme dans le cas ol g est deux fois différentiable,
avec les conditions suivantes: les fonctions g(u) et g( . sont bornées, & (u) = o( ) et

&' (u) = o(——~) Si Pestimateur 6, domine l’estlmateur ¢,s de James-Stein alors lim, .o

g(u) =
Notons que ¢ 7 €t les estimateurs polynomiaux de Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [26] qui
dominent ¢ ,, ne satisfont pas les conditions nécéssaires de domination de ¢ .
Enfin nous rappelons les résultats de domination de ¢*;, établis par G. G. Judge et M. E. Bock
[16] et P. Shao et W. E. Strawderman [21]. Dans Marvin. H. J. Gruber [14] (p307 , p370) on
trouve une étude numérique détaillée sur une classe d’estimateurs proposés par les auteurs
[16], dans laquelle des formes d’estimateurs sont notées :

9Xi) = (1 —u)lo (@)X + ar(1 — i My o) () Xi + a2(1 = un)lig o (u1)Xs, 1 <i<p

ol1 14 est 1a fonction indicatrice de 1’ensemble A.

L’étude montre qu’aucun de ces différentes formes d’estimateurs ne domine I’estimateur ¢,
uniformément en 6 € RP. P. Shao et W. E. Strawderman [21] généralisent d’abord I’égalité
de Stein (donnée par (1.8) ) par un résultat fondamental (Lemme 1 dans [21] voir aussi
énoncé Lemme 1.24 Chapitre I) et ensuite proposent deux classes d’estimateurs dominant
uniformémeht en 8, ¢7.(X). La premlere étant de la forme

X
6(a,g,X) = ¢3,(X) - ig%ag_)m@z\nxuz P)

ou a est un réel , g est une fonction définie sur le compact [p — 2,p], (avec rappelons le
p2 3) linéaire et symétrique autour du point p—1, telle que gp-2)=gp) =0,

g(@-2)<0et|gw|=1ppsur[p-2p] (la courbe de g étant en forme de "W). Ils
construisent ensuite g(u#) sur des subdivisions dans lintervalle [p — 1,p] et donnent des
conditions sur le réel a pour que estimateur 6(a, g, X) domine ¢* (X).



La deuxiéme classe est de la forme:

2
§(a.kh,g,X) = ¢(X) - a( gUX
Lo IXl
oil a et k sont réels et g est une fonction continue, avec un graphe en forme de "W , définie
sur [g,+oo[, avec g(g) = g(®w) =0, etp-2<g<p- 1. De plus g est dérivable sauf en un
certain nombre de points fini ot il existe une dérivée 3 droite et & gauche et prenant des
signes successivement positifs, puis négatifs ( g est dite "piecewise” différentiable), et i une
fonction continue, bornée , négative et définie sur [0, g], telle que Ih(2)i < M et h(q) = O pour
p—2 < g < p-1. lIs donnent ensuite des conditions sur les réels a et k pour que I’estimateur
5(a;k,h,g,X) domine ¢7(X). Les deux classes d’estimateurs définies par P. Shao et W. E.
Strawderman [21], sont inadmissibles étant donné qu’elles ne sont pas analytiques. Nous
retrouvons ce résultat ( Corollaire 3.18 chapitre III) que nous déduisons du Corollaire 1 de J.
Berger et M. E. Bock [9] ( voir Corollaire 1.17 dans le Chapitre I).

»Dans le chapitre II. Nous donnons un résumé succint de diverses formes d’estimateurs a
rétrécisseurs uniformes, qu’on appellera estimateurs de James-Stein généralisés, qui dominent
I’estimateur des moindres carrés ¢, et qui sont présentés dans la these de troisiéme cycle de
D. Benmansour et A. Martin [4]. Les deux manuscrits [4] et [5] ont été publiés comme
documents de travail au C.N.R.S (Equipe de recherche associée au C.N.R.S N° 900) dont les
intitulés sont :

01 : D. Benmansour . Présentation dans les cadres classiques et Bayésien, des estimateurs de
James-Stein généralisés. Document de travail - Nouvelle série 1984 -01 [6].

02 : D. Benmansour. et A. Martin Etude numérique des estimateurs de James-Stein
généralisés de type polynomial. Document de travail - Nouvelle série 1984 -02 [7].

Les divers estimateurs proposés dominent tous, sous des conditions particulieres I’estimateur
des moindres carrés. Ils ne sont pas forcément comparables entre eux, sauf pour certains, que
domine 1’estimateur primitif d& James Stein.

Le modele proposé est plus général, puisque I’on considere qu’il s’agit d’estimer la moyenne
d’une loi gaussienne multidimensionnelle de moyenne 6 et une matrice de covariance o%%,
ot1 6 € ® ( sous-espace de R" de dimensionp), 3 <p <n ), 2 réguliere connue et o? suivant
les cas connu ou inconnu.

Nous montrons dans la suite que pour un choix approprié de la fonction de coiit, nous
obtenons, 2 un facteur prét, les mémes résultats que pour un modele simple ie
X ~ Np(6,0I,). La forme la plus générale de ces estimateurs est :

PULX) = g+ [1= EX = 9o(X), po(X) — 1) ($o(X) — 1)
ot u est appelé pdle, y € © et il est choisi au préalable par le praticien. Notons que le choix
de y évite de rétrécir Iestimateur qbflo_) vers O si & est proche de 1. Deux Lemmes (2.1 et 2.2)
permettent de passer au modele simple X ~ N,(#,02I,) avec un choix approprié de la

fonction de cofit , et u = 0. Ce qui réduit I’écriture de ¢(0?;( X) sous la forme

1
pQ(X) = [1 - E(X - $o(X), $o(X))]$0(X)

Fn observant que les variables aléatoires X — ¢go(X) et po(Xj— p sont  gaussiennes

Trpxpzs g) + kh(|IX] 21(&!X!!2< 7) “lX
-



Np(0,0%%) indépendantes. Nous déduisons des formes particulieres de ¢L°3 , qui permettent
de faciliter le calcul de leur fonction de risque. .

De la forme générale précédente , on introduit pour des fonctions réelles i, < , v et p les
estimateurs suivants:

oD (X) = u+[1-n(X - po(X))S(o(X) — 1)]($0(X) — 1)

B = i+ [ 1=y (X = goX), [ 4o(X) — 1) J(po(X) - ) (02)
Aussi une combinaison de ces deux cas particuliers donne :
P X) = i+ [1-nX - goX))p(ldo(X) - ull*) J(9o(X) - 1)

Nous formulons un Lemme (2.3) qui donne une condition nécéssaire et suffisante de finitude

du risque de (/)E&Z, et donc de ¢>(1) et de qbi,a,),. Un autre Lemme (2.4) donne la finitude du

I8 X .
risque de E,l,;,z,,)g. Pour o2 connu, nous avons la minimaxité de ¢§11,,’,2,27 (Proposition 2.5) et nous
retrouvons ainsi un résultat de W. E. Strawdermann [20]. Pour o2 inconnu, nous avons la
minimaxité de ¢} (Proposition 2.5), ce qui étend un résultat de [20], pour des rétrécisscurs
de la forme [ 1 —1(X — $o(X))p(ll¢o(X) — 1|*) ], sous des conditions sur et p.

Comme cas particulier de ¢?) on a :
PiprX) =+ [ 1= 020 p(|po(X) = 1) J(o(X) — 1)

o1 'indice r est omis s’il est égal 2 0, et r est un réel et o2 est connu. Si o2 est inconnu , ¢+
s’écrit : :

: _ 2\ - ,
G0 H) = [1 - ( IX= g0 ) p(l$o(X) - uuz)](«po(X) -

Une autre forme de ¢ est
o X) = u+[1- X~ goX)(IpoX) - 1| J@oX) ~ 1)

Un lemme (Lemme 2.6) de condition de finitude du risque de ¢m,r est donné.
En combinant (i)ff:,)],r avec ¢ et @ (c réel ), donne avec 6% connu

1-r
(34) gy B a? ' _
‘ it (X) w{l C< I|¢0(X)—u||2> }(cbo(X) )

et pour ¢ inconnu on a

; 2 1-r
64 %) _ | 1- ( 1X - 40X) | ) .
i (X) u+[ |\ oo iz | #®

Des conditions de finitude du risque de ¢L3,§f), et la minimaxité de ¢§Efr) pour p > 3 et

-Z-Zﬂ < r < 0 sont dans la Proposition 2.7 . Le meilleur est obtenu pour r = Qetc = p— 2. Ce

qui correspond 2 Pestimateur primitif de James-Stein : ¢Js = é,i’i)z .On poursuit Ja méme

démarche (Proposition 2.9) pour (pffr\ (quand ¢ est inconnu) en donnant des conditions de
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finitude du risque de (1)5,3,’:,) , et la minimaxité de ¢§13¢4r) pour p >3 et -Ziﬂ <r<0. Le

meilleur est celui obtenu pour r = O et ¢ = Lp—;—%ﬁ%’f)—. C’est I’estimateur primitif adaptatif de

. ’ A . P . . 5
James-Stein : ¢ ;.= gb: (p)—Z)(n—pJ .Finalement nous présentons des résultats sur les estimateurs a
n~p+2
rétrécisseurs obtenus par troncature inférieure (en 0) et supérieure (en 1). Rappelons
I’estimateur &+ obtenu par troncature inférieure de I’estimateur &.

. EsiéE>0
Er =
i 0sié<0

Cette modification améliore les estimateurs de James-Stein généralisés donnés par (0.2). Une
application f : R* — R™ est dite de classe C si pour tout % entier positif ou nul ,elle vérifie
I’inégalité suivante

[ Ao = myzhonidw = 0

olt 72 est la densité d’un Khi-deux 2  ddl. Alors ¢%). domine ¢y si 'application y définie

dans (0.2) est telle que l’application w - w~(v,o2w) est de classe C , pour tout v
(Proposition 2.12). Un estimateur &, obtenu par troncature supérieure de I’estimateur & est

= inf(§,1) = 1-(1-8)"
Alors l’estlmateur ¢ i\, Obtenu par troncature supérieure de l’estlmateur de James-Stein

généralisé (i)“ » » défini par (0.2), est uniformément meilleur que d) 1y (Proposition 2.13).
De méme, la double troncature v} de v définie comme suit

1siyv,w)>1
W= wv,w)sio<yv,w) <1
Osiy(v,w) <0

appliquée a ¢ 1.y défini par (0.2) donne ¢> iyt qui domine ¢ -

»Dans le chapitre IIL, nous présentons une étude sur une classe particuliere d’estimateurs a
rétrécisseurs différentiables ( Article paru dans le volume 51 - Fascicule 1-2 (2007) Revue
des " Annales de I'ISUP ", en octobre 2007, intitulé "Etude d’une classe d’estimateurs
avec rétrécisseur de la moyenne d’une loi gaussienne”) [8).

L’étude porte sur une classe particulidre d’estimateurs proposés par J. Berger et M. E. Bock
[9] de la forme :

55, = @UIXI?) +v(IX1*)X 0.3)

o la fonction ¢ sera soit ¢ (X) ou ¢%(X) et y(.) est une fonction différentiable assez
réguliere définie pour tout u dans R* et a valeurs dans R. Nous établissons deux lemmes
fondamentaux (Lemmes 3.1 et 3.2 ), utiles pour le contrdle des differences de risques des
estimateurs . Deux classes de fonctions y sont définies (ci-dessous) et nous déterminons des
sous-ensembles paramétriques dans R? dans le but que I’estimateur 6, (X) domine la partie
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positive ¢* (X) de I'estimateur de James-Stein et donc de ¢ ,(X). La classe d’estimateurs
proposés, posséde un rétrécisseur de la forme &(u) = ¢(u) + v () qui n’est pas en général
analytique et reste donc inadmissible. L’étude consiste a déterminer des parties paramétriques
dans R pour que I’estimateur 643, (X) défini en (0.3) pour ¢ = ¢, domine particllement la
partie positive de I'estimateur de James-Stein ¢7(X). La décomposition des différences de
risques en deux termes (cf Proposition 3.3 et décomposition (3.16) ), suggere au moins deux
classes possibles pour la fonction y :

{ w /y > 0asupport [a,b],(0<a<b) }

dérivable, (b pouvant étre infini ) , y (0*) < oo,y (b)7) < o0

w /[y asupport [a,bl,(p-2<a<bh),

dérivable sur ]a,b[ et tel que y'(a*) < o0, y (b)™) < @

Nous établissons des résultats de domination de la partie positive de I’estimateur de
James-Stein. En utilisant le Lemme 3.2 et des conditions sur les fonctions y dans la classe A,
nous donnons des sous-ensembles paramétriques de RP oil notre estimateur domine la partie
positive de I’estimateur de James-Stein. Les sous-ensembles paramétriques de RP sont de
type “grandes ” boules privées de zéro, “petites” boules centrées 4 I’origine ou RPprivé d’une
boule centrée en zéro ou enfin une “grande” boule centrée a I’origine (Théorémes 3.9, 3.10 et
3.11)).

Nous donnons aussi pour des fonctions yw dans la classe A, des sous- ensembles
paramétriques dans R? (ou R? tout entier) assurant une domination sur I’estimateur primitif de
James-Stein ( Propositions 3.13, 3.14 et 3.16).

Une étude similaire est aussi menée pour la classe B ( Proposition 3.17).

Nous montrons aussi en suivant Y. Maruyama et W. E. Strawderman ([20] Th 2.1) que nos
classes d’estimateurs vérifient les conditions nécéssaires de domination de ¢ ,;(X).

Des simulations ont été réalisées, représentant graphiquement les différences de risques
correspondants aux estimateurs &, (X) et d4:,(X) par rapport aux estimateurs de
James-Stein avec des choix particuliers des fonctions y dans les classes A et B. Une
extension des résultats précédents au cas de I’echantillon est proposée.

Nous consacrons un Appendice a des lemmes techniques et nous présentons une conclusion
pour ’ensemble de 1’étude menée. Enfin dans I’ Annexe nous présentons un travail que nous
avons mené dans le cadre d’une collaboration avec 1’équipe d’écologie végétale du
département de Biologie de 1’université de Tlemcen et qui est publié dans la revue "Ecologia
Méditerranéa " Tome 32 fascicule 1 - 2006 (Sous presse) intitulé "Comparaison et
phytoécologie des Atriplexaies en Oranie (Algérie)" [1].
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Chapitre I

Rappels et Généralités
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[.1 Introduction

Nous présentons une synthése des travaux sur les estimateurs a rétrécisseurs de la moyenne 0,
d’une loi normale N,(0,I,). En effet depuis qu'en 1956 C. Stein ([22]) a annoncé
I’inadmissibilité de I’estimateur des moindres carrés noté dans toute la suite, ¢o(X), pour la
moyenne 6 d’une loi normale N,(6,1,), avec p > 3, puis qu’en 1961 W. James et C. Stein
[15] ont exhibé une classe d’estimateurs avec biais, dominants 1’estimateur des moindres
carrés, une littérature trés abondante a ét¢ développée. Les ouvrages de C. Judge et M. Box
[16], Marvin. H. J. Gruber [14] synthétisent une grande partie des travaux sur les estimateurs
a rétrécisseurs.

Dans ces travaux, il s’agit d’estimer la moyenne d’une loi gaussienne multidimensionnelle
N,(6,1,) dans RP par des estimateurs avec rétrécisseur déduits de la moyenne empirique qui
se sont avérés meilleurs en cofit quadratique que la moyenne empirique. Le but est en général,
la détermination d’une classe de rétrécisseurs optimale. Ces travaux ont été, dans un premier
temps développés pour des estimateurs dont les rétrécisseurs sont a valeurs dans R, c’est a
dire qu’on applique le méme facteur de rétrécissement a toutes les composantes de ¢o. On les
appellera estimateurs a rétrécisseurs "uniformes”. Dans le cas ol les rétrécisseurs sont a
valeurs dans R", et sont donc a valeurs différentes par composante de ¢o, on les appellera
estimateurs a rétrécisseurs "ridges”. On trouvera dans Marvin. H. J. Gruber [14] (pp.
227-305) un excellent résumé sur ces derniers, avec des simulations montrant numériquement
les dominations des estimateurs a rétrécisseur "ridges” sur ¢o. C. Stein [23] a ensuite donné
une égalité ( appelée depuis égalité de Stein) et défini les estimateurs a rétrécisseurs
différentiables sous la forme : ¢(X) = X + g(X) et il obtient des conditions de minimaxité sur
les retrécisseurs g(X). Des extensions des travaux de W. James et C. Stein[15], et C. Stein
[23]; a des lois sphériques symétriques multidimensionnelles, ont connues aussi un grand
essor. On peut y retouver ’essentiel de ces résutats dans C. Judge et M. Box [16] par
exemple. Nous donnons un résultat obtenu par J. Berger et M. E. Bock [9] en L5.c.

Plus précisément, si X représente une observation ou un échantillon de loi gaussienne
multidimensionnelle N,(6,1,) , le but est d’estimer 0 par un estimateur 5(X) relativement au
colit quadratique :

L(5,0) = [6(X) -6 (1.1)
ou ||. | p est 1a norme usuelle dans RP. Nous associons sa fonction de risque :
R(6,0) = Eo(L(5,0))

« o2 12
[ (16t -012) exp(_ Ix ;’ll,_,)dx 2

(27 )P

Ainsi  si nous prenons comme exemple [estimateur classique des moindres
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carrés, 5(X) : ¢o(X) = X , il est| minimax et sa fonction de risque est égale p (
R(5,6) = Eo(I1X~61;) = Var(X),
W. James et C. Stein [15], ont introduit unme classe d’estimateurs &(X), équivariants

relativement au groupe G des transformations orthogonales.(ie pour toute matrice orthogonale
[, I'6(X) = 6(I'X))), de la forme :

%@=<L£ﬂﬂﬁgx (1.9

|x1*

oll g(u) est une application réelle, et la quantit€ S(u) == 1 - g(,f L est appelée rétrécisseur.

Ils exhibent un estimateur dominant|I’estimateur des moindres carrés 5(X) : ¢o(X) = X, des
que la dimension de I’espace des observations p > 3.
Iis proposent une forme explicite d’un estimateur, améliorant 5(X) = X, noté :

S0 = 1—p_2>X 1.4
%) ( IX11? a4

1% ]

= p-2
avec {(u) = 1 — .

- Nous appellons cet estimateur I’estimateur primitif de James-Stein.

Cette forme d’estimateur ayant un rétrécisseur débordant négativement en dehors de
’intervalle [0,1] , A. J. Baranchik [2] propose la partie positive de lestimateur de
James-Stein :

+ - _p_2 1
) m“<al nmﬁ)X -9

-2 > Ainsi en éliminant cet inconvénient il obtient un

ou cette fois &(u) = max(O,l - =
estimateur ¢ (X) dominant ’estimateur primitif de James -Stein ¢ ,;(X). En fait intuitivement
le rétrécisseur &(u) doit rester dans [0,1] pour tout u réel. En effet si £(u) > 1, on peut a
nouveau améliorer cet estimateur par troncature supérieure pour certaines formes de
rétrécisseurs( D. Benmansour et A. Martin [4] p 62-64 ).

Dans cette partie, nous présentons les travaux de certains auteurs que nous utilisons dans
notre document.

Dans toute la suite, on considérera X, comme une observation ou un échantillon de loi
gaussienne multidimensionnelle N,(6,1,). Les estimateurs généralisés de James-Stein 6,(X),
auront la forme (1.3), la fonctionde cofiit L(,,6), choisie, est donnée par I’égalité (1.1) , et le
risque quadratique R(54,0) = E¢(L(5,4,0)) étant exprimé par I’égalité (1.2). L’estimateur des
moindres carrés ¢o(X) sera dans ce cas égal a X.

.2 Estimateurs Minimax a rétrécisseurs uniformes

W. James et C. Stein[15] donnent pour I’estimateur ¢ ,(X) = (1 - ﬁ%)X, de la moyenne

0, et p > 3,un résultat de domination de !’estimateur des moindres carrés ¢o.
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Théoréme 1.1 (W. James et C. Stein [15]) L'estimateur ¢ ,(X), exprimeé par (1.4)
est minimax. Sa fonction de risque est

R;s(0) =p- (P‘2)2E<;':21+—2K‘) (1.6)

N . , , . lenz 7. 2
oU K suit la loi de Poisson de parametre —2“— <1e K-~ P(%) )

En généralisant la forme de ¢, A.J. Baranchik [3], donne pour un estimateur 6 ¢(X) donné
en (1.3), de la moyenne 0, et p > 3 un résultat de domination de I’estimateur des moindres

carrés ¢o.

Théoréme 1.2 (A. J. Baranchik [3]) L'estimateur 5,(X), exprimé par (1.3) est
minimax si

i) g(+) est monotone non décroissante , et

i) 0=<g(-) <P-2)

On retrouve dans ce résultat la forme de ¢ 5, en prenant g = p — 2.
W. E. Strawderman [24] améliore les conditions sur la fonction g . Pour p > 3, il donne le
théoréme suivant

Théoréme 1.3 (W. E. Strawderman [24]) L'estimateur 6,(X), exprimé par (1.3) est
minimax si

i) g(+) est monotone non décroissante , et

i) 0<g(-) <2p-2) |

Dans le chapitre II (Proposition 2.5) nous avons amélioré ce résultat pour des formes plus
générales de §,(X), pour o2 inconnu.

1.3 Estimateurs a rétrécisseurs différentiables

a) Introduction
Dans ce qui suit, nous rappelons 1’égalité de Stein et donnons une condition suffisante de
domination de I’estimateur des moindres carrés ¢o, par un estimateur de la forme

16



p(X) = X+ g(X) (1.7)

ol g est une fonction différentiable. La fonction g sera suivant les cas a valeurs dans R ou R”.
C’est 4 dire qu’on donnera des conditions de minimaxité des estimateurs ¢(X), formulés en
(1.7), a rétrécisseurs soit uniformes, soit ridges.

b) Egalité de Stein .
Le lemme fondamental suivant définit I’égalité de Stein.

Lemme 1.4 ( C.Stein [23]) Soit Y une variable aléatoire réelle de loi N(v,1) et soit
g : R — R une fonction différentiable telle que:

| Ellg' (D] < =
Alors
E[g)(Y-v)] = E[g' (V)] (1.8)

Démonstration Nous notons po(y) la densité de la normale N(0,1), et dont la dérivée est :
Po(y) = —ypo(y). On a alors

Ef 0] = [ g 0ipoty-vidy+ | g'0hpoly—v)dy
en utilisant la relation _
po(y—v) = foo(z = v)po(z—v)dz
N y
on obtient
I8 0po -ty = [~ 5'0)([ e pote - v )y
= ["@=vipoe=v)(] 8 OMieady )dz

= [ @=vpoa-v)(g(2) - 8(0))dz (1.9)

oit Iy, est la fonction indicatrice. La troisiéme égalité étant obtenue par le théoréme de
Fubini .
De méme nous obtenons

Y
[" g omoy-vidy = [ (c-vipola— (e - 8(0))z (1.10)

en combinant (1.9) et (1.10), nous obtenons
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Hg'(0]) = [ (2= vpo(z=)(g(@) - (0))dz

= E[g(Y)(Y —1)]
D’oti le résultat .c '

En utilisant I’égalité¢ (1.8) du Lemme 1.4, et pour un estimateur de la forme (1.7) avec g
: RP — RP , une fonction différentiable vérifiant .

Eol(0/0x;)gi(x)l < o0 pouri=1,...,p
la fonction de risque de I’estimateur ¢(X) = X + g(X) s’écrit alors comme suit

R(0;9) = Eo([¢(X) - 6]°)

p
= Eo([IX-0)*) +Eo[llg®[*] +2 ) Es(((X - 0)g(X))
. i=1

p
= p+Es(I80112) +2 3 Eo Lg:00)) (1.11)
i=1 !
Ainsi ’expression
p
P+ 18017 +2)| g0 | (1.12)
i=1 t

fournit un estimateur sans biais du risque de ¢. C. Stein [23] déduit alors le théoréme suivant

Théoréme 1.5 ( C. Stein [23]) Soit ¢,(X) = X + g(X) un estimateur de 0. Si g est une
solution de l'inéquation différentielle -

P
g 1?1 +2 3 L gt | <0 (1.13)
i=1 !

alors $5(X) = X + g(X) est minimax et domine donc l'estimateur des moindres carrés

(ici po(X) = X).

B. Efron et C. Morris [13] ont obtenu pour les estimateurs a rétrécisseurs uniformes 5 ,(X),
exprimés par (1.3), le résultat suivant

Théoréme 1.6 (B. Efron and C. Morris [13]) Soit 5,(X) un estimateur de 6 (défini
par (1.3)). Si g est solution de l'inéquation différentielle
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g(u) (2@_2,3 L) +4g'(w) >0

vérifiée, par exemple par : si

1) g est monotone non décroissante
2) 0 < g(u) < 2(p-2) pour toutu > 0.
alors 6, est minimax.

Remarque 1.7
i) Dans le Théoréme 1.1, W. James et C. Stein [15] utilisent une e démonstration assez longue
par la méthode du y* décentré. L’égalité de Stein permet d’écrire simplement : si

X =[1-—£- X
P ( an2>
2
R®,¢.) = E € X-6
©-9) 9(”( ||Xn2> )

r
—E(I1X-012 g 1 2E Xi(X:-0:)
S(IX-6]%) + e 9<nxn2> : 9<§ﬂ2§=1X%

P
X.
= p+c2E 1 -2 E d i
pre 9<uxuz> 22, "(fbﬁ( 7 XZD

= p+c?] 1 - 2c Zf_ X ZXZ
7 E9<1|X|12> ZZ (sr.x)

— 2__2 _ 1
p+(c*=2p 2))E9( ||X[|2>

oit la troisiéme égalité est obtenue a ’aide de I’égalité de Stein ( égalité (1.8)). Ainsi
R(6,¢.) < p et atteint sa valeur minimale pour ¢ = p—2. On obtient ainsi I'estimateur
primitif de James-Stein § ,, donné par I’égalité (1.4).

ii) Nous retrouvons dans le Théoréme 1.6 des fonctions solutions vérifiant les mémes
conditions que celles du Théoréme 1.3 (W. E. Strawderman [24]) avec en plus la condition
supplémentaire de différentiabilité.

iiiy Le Théoréme 1.6 fournit & nouveau une classe d’estimateurs a rétrécisseurs
différentiables dominant [’estimateur des moindres carrés ¢o.avec des rétrécisseurs
uniformes. L’inégalité (1.14) étant satisfaite pour g(u) = p~2 , ce qui donne I’estimateur
primitif de James-Stein .

iv) Notons aussi que le Théoréme 1.5 contient les estimateurs "ridges" dont g est solution de
I’inéquation différentielle donnée par (1.13).

alors
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1.4 Estimateurs Minimax a rétrécisseurs "ridges”

a) Introduction

Dans cette partie on présente d’autres types d’estimateurs de James-stein généralisé dont la
fonction de rétrécissement des composantes de I’estimateur des moindres carrés ¢, varie
composante par composante. Nous donnons un résultat général sur la minimaxité des
estimateurs "ridges", extrait de I’article de D. Cellier et D. Fourdrinier [12]. Nous
présenterons aussi dans le paragraphe (1.5) les estimateurs a rétrécisseurs ridges proposés par
J. Berger et M. E. Bock [9], quand I’observation X, suit une loi sphérique symétrique dans
RP.

b) Modéle

La variable aléatoire observée est X ~ N,(0,52V) avec V est une matrice symétrique, définie
positive connue (il sera pratique de la considérer comme un isomorphisme linéaire de E* sur
E). On notera V la forme quadradique associée. On notera aussi Vg la variance de ¢o.

Les estimateurs ¢ auquels nous nous intéressons ici sont construits 4 I’aide:

-d’une forme bilinéaire symétrique définie positive B sur ® .

-d’un endomorphisme C de © .

-d’une application s de R* dans R*.

Si o2 est connu, ¢ s’exprime sous la forme;

$X) = po(X) ~ h{o™?B(¢0(X))]C($o(X) (1.15)
Si o est inconnu, nous remplagons, dans la formule précédente, o2 par son estimateur sans
biais usuel '

VI(X - ¢o(X))/(n—p)

Et ainsi ¢ s’éxprime sous la forme;

. X) = go(X) — __""P 3 X]C 1.16
P(X) = ¢o(X) [V“I(X—qbo(X)) $o(X)) |Cldo(X) (1.16)

La fonction de coiit sera définie par Q , forme bilinéaire positive mais non nécéssairement,
définie positive.

L 25(¢30) = _Q_(_qi(fz)__g) (1.17)

Dans ce qui suit ils notent :

(X)) = h[o™2B(¢o(X))] si ¢2 est connu
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7YY — (n-p) - P
h(X) = K[ V(X = o)) B(¢o(X))] sl ¢~ est inconnu
et ils supposent que B, C et h vérifient les propriétés suivantes:
(P1) I existe une base (ej,............. ,ez) de E ,orthopormale pour V! et dont les p
premiers éléments constituent une base de @ orthogonale pour Q et pour B, et dans laquelle
I’endomorphisme C diagonalise.
(P2) Les valeurs propres de C sont toutes positives ou nulles.
(P3) L’endomorphisme de ®* QC?B~! n’est pas identiquement nul.
(P4) Pour tout § de © , Eg (Q{A(y) C(go(») } ) < .
Nous notons par pgvp(C) : "plus grande valeur propre” de la matrice C. Ils obtiennent Ie
théoréme suivant qui donne une condition suffisante de domination de I’estimateur des
moindres carrés ¢o.

Théoréme 1.10 (D. Cellier et D. Fourdrinier [12]) Soit
_ 2[r(VeQC) - 2pgvp(Ve OC)]
pgvp(QC’B™)
Sous les conditions (P1),(P2),(P3) et (P4), une condition suffisante, pour s> connu
(resp inconnu), pour que l'estimateur ¢ défini par (1.15) (resp (1.16)) ci-dessus soit
uniformément de risque inférieur a celui de I'estimateur du maximun de
vraisemblance ¢, est que l'application t - t h(t) soit croissante et majorée par o

n—p
(resp a np )

Pour que de plus ¢ définie par (1.15) (resp (1.16)) soit uniformément de risque
strictement inférieur & celui de ¢, , il suffit qu'il existe deux nombres réels t, ett, tels
que

O0<t1 <ty et 0< tih(ty) < 3h(R2) < «
resp(0 <t <ty et 0 < tih(t]) < h(£2) < a%

n—i

Remarque 1.11 Nous retrouvons dans ce théoréme une condition sur le rétrécisseur
similaire a celle donnée sur les estimateurs de James-Stein généralisés de type (1.2), définis
dans le Chapitre 11, ainsi que la condition 2 des Théorémes 1.2 (A. J. Baranchik [3]), et 1.3
(W. E. Strawderman [24]).

Une étude détaillée sur les propriétés et formes de Q , C, B et V , ainsi que d’autres
propriétés des estimateurs ridges est faite dans Marvin. H. J. Gruber [14] (pp. 227-305).

1.5 Domination d’estimateurs a rétrécisseurs sur I'estimateur de
James-Stein

a) Amélioration de I’estimateur de James-Stein par troncature
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Pour des raisons de simplification d’écritures, nous adopterons le modele simple
X - Np(0,1,) .Rappelons que dans ce cas 13, ’estimateur des moindres carrés ¢o(X) = X.
Rappelons aussi la forme de I’estimateur ”primitif”’ de James-Stein (formule (1.4)).

s = l_p_2>X
P ( 1x1?

R(0:¢55) =p - (@ -2)"E(IXII™*)
C’est un estimateur de James-Stein-généralisé de type (2) Chapitre III, avec v (v,w) =

sa fonction de risque est

p-2
X2

La partie positive de 1’estimateur “primitif” de James-Stein . (formule (1.5)) :

-2
* (X) = max<0,1 P )X
1x1°

domine uniformément 1’estimateur primitif de James-Stein ¢ 5. C’est un résultat qu’on trouve
dans A. J. Baranchik [2], qui utilise une démonstration assez longue utilisant des lois du y?
décentrée. J. Berger et M. E. Bock [9] retrouvent ce résultat plus simplement (voir IL.5.c).
Nous avons ainsi un estimateur obtenu par troncature inférieure qui domine ¢ s.

Nous illustrons graphiquement les différentes fonctions de risques ( R(¢o,0),R(dss,6) et
R(¢%s,0) enfonctionde A = 0] (p = 6).

B

Figure 1 Estirnateur des muoindres carrés
Criure e Eabivriater de Jarmes-t '
Fartie poste de James-=Stein

Fig. 1 (Z}raphe des fonctions de risques ( R(6;¢0),R(0;¢ss) et R(0;¢%) ),en fonction de
A=161" (p=6).
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Le graphe montre que R(0;¢7g) est uniformément inférieur & R(0; ¢ys) et & R(8;do) pour tout
A= 116]°%

b) Amélioration de Destimateur de James-Stein par des rétrécisseurs
polynémiaux

Les estimateurs proposés Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [26], sont de la forme générale
proposée par J. Berger et M. E. Bock [9] (égalité (1.6)):

0u(X) = pusX) + v (I1X1*)X
ol l//c<HX | 2) = ;“, , ¢ et r étant réels. Ceux sont les estimateurs polyndmiaux proposés

par Tze Fen Li and Wen Hou Kuo [26]. Nous les notons

X
¢17c(X) = 9ss(X) + H;fﬂ

p—2 C
( X2 m) (118

~ Nous avons alors le résultat de domination de ¢z (X) sur ¢ s suivant

Théoréme 1.12 (Tze Fen Li and Wen Hou Kuo [26]) Pour tout 2 < r < ”+2

l'estimateur ¢1z=(X) de la forme (1.18), avec

p-r
¢ =(r-220) Eg_mz)) (1.19)

domine ¢ ;s uniformément en 0.

Nous illustrons graphiquement les dlfferentes fontions de risques ( R(¢o,8),R(¢ys,0) et
R(0; ¢1z2(-6)) enfonctionde A = 6137 =4 (p = 8).
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3 P
..;-“'“w“-

(aale

T R A D T Y

s e e Estimateur des maindres carrés
Figure 2 v s EStiaAteUr de James-Stein ‘
——  Estimateur de Tzé-Fen-Li format)

Fig. 2 Graphe des fonctions de risques ( R(0;¢0),R(0;01s) et R(0; 0 1z2p-6)) ),en fonction
ded = |0]|*(r=4,p=28).

Le graphe montre que R(0; ¢1z2(,-¢)) est uniformément inférieur a R(9; ¢ ss) et a R(0; po) pour
tout A = [0 %

Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [26] construisent d’autres estimateurs en utilisant le méme
procédé d’écriture. A partir de 1’estimateur ¢z obtenu ci-dessus et ils lui ajoutent & nouveau

la quantité -”—“)—("T‘l—,—, oli d est réel. Ils obtiennent un nouvel estimateur , ¢ 57 dominant ¢7zz ,

avec bien entendu des conditions sur r et p ( d étant la valeur de d rendant la fonction de
risque de ¢, optimale). Ainsi, ils construisent au fur et 2 mesure des estimateurs de telle
sorte que le dernier estimateur obtenu domine, au sens du risque quadratique, tous les
estimateurs construits précédement. Ces résutats sont obtenus sous des conditions,
notamment la dimension de I’espace des parametres, p, de plus en plus croissante. Le
procéde est le suivant: pour r = 4; et dans ce cas on obtient de 1’égalité (1.19), T = 2(p - 6)

et donc N
p—-2 2@p-6)
Prz2(0-6) = (1 - +. X
I1x X

Ainsi pour p > 6 , ¢7z2-6) domine ¢ s uniformément en 6. Pour p > 10, ils donnent dans le
théoréme qui suit, le principe de construction de b1z

Théoréme 1.13 (Tze Fen Li et Wen Hou Kuo ([26]) Pourp > 10, 'estimateur
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P1z200-102 = (1 -2

N “X

domine ¢z, ,-¢) uniformément en 6.

-2 2(p-6)  2(p-10) )X
’I”

o

Nous illustrons graphiquement les différentes fonctions de risques ( R(¢ 75,0),R(65 9 172(p-6) )
et R(0; ¢ rzap-1002 ) €n fonctionde 1 = ||6]|2 (p = 11,7 = 6).

T
V -

.
- -e-;:_::«1:'*":'“a
i R

___,-‘-;J-f"*p
5 el
3
-]
A

N . — y ——r : - )
s o 4 R a 10

Figwe 3 - Estimateur de James-Stain

Estimateur de Tze-Fen-Li formal)
Estimateur de Tze-Fan-Li formal)

Fig. 3 Graphe des fonctions de risques ( R(0; ¢ 15),R(0; 0 122(p-6) Jet R(H; @12,(2@—10)2> ),en
fonctionde . = |0|*(r=6,p = 11). ‘

Le graphe montre que R<9;(1072,(2(p—10)22 est uniformément inférieur 4 R(0;¢1z2-6)) €t a
R(O;0us) pour tout A=6]"°. On constate que la différence
R<9; (p,z,(z(rw)z> ~ R(0; 9 12,2(p-6)) €St trés "minime."

c) Estimateurs de J. Berger et M. E. Bock [9] _ :
Il s’agit d’estimer la moyenne § € RP d’une variable aléatoire X ¢ RP dont la densité de
probabilité est de la forme f{x—6) par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur R. Nous

présentons des résultats généraux sur une classe particuliere d’estimateurs proposés par J.
Berger et M. E. Bock [9] de la forme :
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So(X) = DX)X (1.21)
S (X) = (O(X) + V(X)X (1.22)

ot P(x) et YP(x) sont des matrices p x p. Pour tout x < RP, on note x'
= (X1 s Xicd s Xitd5 2 Xp)

On notera aussi par /4 la fonction indicatrice de I’ensemble A. Nous donnons les définitions
suivantes.

Définition 1.14 v

Une fonction g : R” - RP est dite symétrique par coordonnée si
g(xi, x') = g(—x;,x%)

pour tout x;,x'etl1 <i<p

Définition 1.15
2) La densité de probabilité f{x — ) = flx; — 8;,x' — 6%) est dite unimodale par coordonnée si
flxi — 6;,x' — 0") est unimodale comme fonction de x; pour toutx’, 1 < i < p.

Ils donnent ensuite le théoréme suivant, en adoptant la fonction de cofit donnée par (1.1):

Théoréme 1.16 (J. Berger et M. E. Bock [9]) Si

1) fix - 0) est unimodale symétrique par coordonnée

2) ®(x) et ¥(x) sont des matrices diagonales dont les élément notés di(x)
(respectivement v ;(x) ) vérifient: g

a) v:(x) est symétrique par coordonnée et non négative, pour tout 1 <i<p
b)

P
D[ 9H®) ~ {6:ix) +yi@)} 2] = 0
i=1

alors . |
R(69,v,0) < R(5¢,0) pour tout § < RP

s déduisent alors du Théoréme 1.16 les.corollaires suivants :

Corollaire1.17 ( J. Berger et M. E. Bock [9]) Sifix-0) et d(x) vérifient les
conditions du Théoreme 1.16 et si
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1) ¢:(x) est symétrique par coordonnée, pour tout 1 < i < p.
2) Soient, pour tout1 < i <p, W; = {x € R? : ¢;(x) < 0},
a) t; RF - [1,2] une fonction symétrique par coordonnée
b) et s;,,(X) , lestimateur dont les coordonnées sont définies par
5:¢1(X) = {1 — ti(X)IWi}(bi(X)X,‘
alors
R(63,0) < R(6w,0) pour tout 6 < RP

Notons que 67, est un estimateur a rétrécisseur positif, et que danslecasot ;= 1,1 <i < p,
nous retrouvons naturellement sa partie positive 8. Ils déduisent alors le corollaire suivant:

Corollaire1.18 ( J. Berger et M. E. Bock [9]) Sifix - 0) et ©(x) vérifient les
conditions du Corollaire1.17 .
Alors l'estimateur dont les coordonnées sont définies par

6i0(X) = 7 (X)X;
alors
R(6%,60) < R(6w,0) pour tout 0 € RP

Le Corollaire 1.18 se déduit simplement du Corollaire 1.17 en prenantt; = 1, 1 <i<p

Remarque 1.19
i) On peut déduire du Théoréme 1.16, une démonstration trés simple de la domination de la
partie positive de I'estimateur de James-Stein " (X), sur I’estimateur primitif de James-Stein

¢ 15(X). En effet
(sz(X) = (bjs(X) - ¢;s(X)

~2
oi p~.(X) = max<o, P2 _ 1>X
# I1x1?

Ainsi en notant par ( , ) le produit scalaire dans R, nous avons :
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R($15(X),0) — R(§5(X),0) = Eo(95(X) |*) + 2E5((8, $(X)))

i <255, [ P=2  Nyx)
= Eo( 19X ) +22 Ey| max| 0, 5 — 1 671'Xi)
P 1 X7

>0
Comme max(O, ﬁ - 1) > 0, alors le Théoréme 1.16 implique que le deuxiéme membre
de la deuxiéme égalité est positif. D’ou le résultat.
it) Nous remarquons que les auteurs choisissent dans ce travail un cadre général pour les
estimateurs a rétrécisseurs (ici de type "ridges") et pour la loi de I’observation X, (ici loi
sphérique symétrique unimodale par composante). Ainsi les résultats obtenus dans ce cas-la
se prolongent naturellement au cas o la loi de ’observation X, est gaussienne
multidimensionnelle, et aussi au cas des estimateurs Q rétrécisseurs uniformes, équivariants
relativement au groupe G des transformations orthogonales.(ie vérifiant pour toute matrice
orthogonale T', T6(X) = 6(I'X))). Ces résultats seront exploités au chapitre I1I.

1.6 Conditions nécessaires de domination de I'estimateur de James-Stein

Dans [20] Y. Maruyama et W. E. Strawderman , obtiennent pour des estimateurs de la forme

SUX1>
5:(X) = (1 - -‘—’——>X
- X

ou ¢ est différentiable, des conditions nécessaires de domination de l’estimateur de
James-Stein . IIs montrent

R($.5,0) -~ R(64,0) = Eo(g:(|IX[|%))

2
gew) = - EW =@ D7 4e, (1.23)

obtenue a I’aide de 1’égalité de Stein, et donnent des conditions nécessaires sur & et g= pour
que 6:(X) domine ¢ ,(X).
Leur résultat est le suivant (Théoréme 2.1 [20].)

Théoréme 1.20 (Y. Maruyama et W. E. Strawderman [20]) Supposons que Ia
fonction g: est bornée. Si l'estimateur 5 : domine I'estimateur ¢,s de James-Stein
alors pour toutu > 0, il existe ug > u tel que g:(ug) > 0.

s en déduisent le corollaire suivant ( Cbroﬂajre 2.21161)
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Corollaire 1.21 (Y. Maruyama et W. E. Strawderman [20]) Supposons que la
fonction ¢ est bornée et absolument continue. Si I'estimateur 6 : domine 'estimateur
¢ ,, de James-Stein alors :

i) pour toutu > 0 il existe uy > u tel que &'(u) >0

ii) Si lim,.. u& () existe alors elle est nulle

iii) i limyn £(u) existe et lim,.... ué (u) = 0 alors cette limite doit étre p — 2.

Les auteurs donnent aussi d’autres conditions nécessaires (Théoreme 2.3 [20]) dans le cas ol
& est deux fois différentiable.

Théoréme 1.22 (Y. Maruyama et W. E. Strawderman [20]) Supposons que les

E(u)

fonctions & et <3 sont bornées, et que &' (1) = o(L) et (u) = o(-L-) . Si

u2

l'estimateur 5 : domine l'estimateur ¢ ,, de James-Stein alors lim,... (u) = p - 2.

Remarque 1.23 Nous savons que la partie positive de I’estimateur de James-Stein, ¢ , qui
est bornée, mais dont la fonction de rétrécissement n’est pas différentiable, domine ¢ .
Quant aux estimateurs proposés par Tze Fen Li et Wen Hou Kuo [26] dans Th. 1.12 et Th.
1.13, ils donnent dans les deux cas, limy_.... £(u) = + et aussi lim,.o g:(u) = *oo. (suivant
les choix de r). Ces estimateurs dominent bien [’estimateur de James-Stein ¢, mais ne
satisfont pas aux conditions ni du Théoréme 1.20 ni du Corollaire 1.21. Nous verrons dans le
chapitre IIl des exemples d’estimateurs dominant Iestimateur de James-Stein ¢ ,; et qui
satisfont aux conditions nécéssaires de domination de ¢ ;. Ces exemples étant déduits de la
forme générale des estimateurs proposés par J. Berger et M. E. Bock [9]. Nous remarquons
ainsi toute la diversité de formes d’estimateurs pouvant dominer et I’estimateur des moindres
carrés , et I’estimateur primitif de James-Stein ¢ ;.

.7 Estimateurs de P. Shao et W. E. Strawderman

Nous signalons tout d’abord que Marvin. H. J. Gruber ([14] pp 307 -370) a fait une étude
numérique. détaillée d’une classe d’estimateurs proposés par G. G. Judge et M. E. Bock [16]
dans laquelle plusieurs formes d’estimateurs susceptibles de dominer la partie positive de
I’estimateur de James -Stein sont proposées. Marvin. H. J. Gruber note

¢(Xi) = (1 —uMpn@)Xi + ar(1 — w10 ()X + a2(1—un Mgy 1)X; 1 < i< p

ou
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Ia(u) =1 si uec A
=0 sinon

Les choix de a,,az et « sont résumés comme suit:

; Estimateurs . a; §a2§a
M),s 1 Ojoo
St =05 0 10 0]
P 110 o

s ‘—1'1 :2;
P ERR Py
b 11 2|

+ P i
448 | ;

L’étude de ces différentes formes d’estimateurs montre qu’aucun ne domine I’estimateur oL,
uniformément en 0 . L’estimateur ¢} s st le seul a dominer ¢*; pour les grandes valeurs de
A = ||0]|, avec des choix de a; a et a, appropriés. De plus les gains de ces différentes
formes d’estimateurs se font sur des domaines trés réduits de 6.

P. Shao et W. E. Strawderman [21] ont proposé deux classes d’estimateurs dominant ¢7.(X)
uniformément en 6.

Ils donpent d’abord une généralisation de I’égalité de Stein (donnée par (1.8) ) dans un
lemme fondamental et ensuite proposent leurs classes d’estimateurs. Le lemme s’écrit comme
suit :

Lemme 1.24 ( P. Shao et W. E. Strawderman [21]) Soit v une fonction a support
[a,b] et continue telle que ' posséde au plus un nombre fini de points de
discontinuité 0 < a = ap < a; <...< ax < ag; = b. Si, pouri=0,...,k+1, y/'(a:f) et
v (a;) sont finies . Alors

E§[ (X~ 00Xy (IXI ) oyy2y | = Es[ QUIXI2' (1X12) v XU iy, |
+fla) - fib) (1.24)

<

ou
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fla) = Kigi1(Ja) + (p - 1)K1g2(Ja)
fib) = Kag1 (Vb ) + (p - DKaga (Vb))

d 1611% +
= (o Voo @ pens( 12222

p 2
_(_1 o1~ +b
e (g vl 2252

avec
g1(e) = [ ... ¥ (cos(a))?(sin(e)Pfexp( |9 | csin(e) cos(p1) +exp(-|8]sin(a)cos(py))]

x (sin{g1))P-3. . sin(p,3)dadp;. . dopo
et

£2() = [ 7... [ ¥ (cos(a))2(sin(e) 2exp(18 | ecos(@)) +exp(—|6 | ccos(a)]

x (sin(@1))P73...sin(pp-3)dadpi...dg, 2

Remarquons que K, K> ont respectivement le signe de v (a) et w(b), et que si a = 0 alors

fla) = 0.

(X - 0) indiquant le transposé du vesteur (X — 0)). Si de plus y(a) = w(b) = 0, on retrouve

alors ’égalité de Stein pour des fonctions invariantes orthogonalement. Enfin signalons aussi

que P. Shao et W. E. Strawderman [21] ont proposé deux classes d’estimateurs dominant
1 (X)- o

La premiére de la forme

X 2
6(a,8,X) = ¢3(X) - %Xl@—zsnxn%p) (1.25)

ol g est définie sur le compact [p — 2,p], (p > 3) linéaire et symétrique autour du point p — 1,

avec g(p-2)=g(p) =0, g (@P—-2) <0 et lg’(u)l =1 p p sur [p-2,p] (Ia courbe de

g €tant en forme de "W”). Ils construisent ensuite g sur des subdivisions dans 1’intervalle

[p — 1,p] et donnent des conditions sur le paramétre a pour que I’estimateur 5(a, g,X) domine
*(X). IIs définissent ensuite

S(t)=2(p-1)—-t p-1<t<p
et

Fp(t) = exp(fz—t)t%“"l p—1 <t < p etnun entier naturel > 0

Les auteurs montrent ensuite que si p > 3 et n > j(p), avec j(p) le plus petit nombre entier
supérieur 2 <5+ /1+6p >/2 et t (e [p-1,p] ) alors F,(t) > 0. IIs démontrent aussi
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I’existence d’un point ¢p (¢ [p—-1,p— 1 + —‘/22]) tel que
[° Fowar = [* Fonar
p-1 Yoy
IIs définissent un point ¢; (< [p - 1,p] ) tel que
] T Fo(dt = | " Fo(t)dr
p-1 cj

Leur résultat fondamental est le suivant

Théoréme 1.25 (P.Shao et W. E. Strawderman [21]) Soita un réel positif, p > 3 et
soit p* une valeur de l'intervalle

(Co,min(6‘1,6'2,...,cj(p)_1,p—1+g)
o
b=1-2(¢*-(p-1) <min(L,p-p)
et soit |
1-p; si p*<t<
g(t)=(2p*fp_t, si p—plftsz*

la definition de g s’étendant sur [p —2,p — 1] par symétrie autour dep — 1, cest &
dire :

) = t—3p+2p* +2, 5i2p-1)-p*<t<p-1
s p-2-1, Si p-2<t<2(p-1)-p*
Soit
S
A=1-exp(l-0>b)
et
o [Dagwes(tre
B = p 2 2o pour]:0719---a](p)—1
jp—zg (exp(5 )1z 2dr
Si

0 < a < min(B,2(p — 2)bA)

Alors l'estimateur 6(a, g,X), défini par (1.27), domine la partie positive de
James-Stein ¢* (X) uniformément en 6.
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1 a deuxieme classe est de la forme:

glx|*
X1
ot g est différentiable avec un graphe en forme de "W et h est bornée continue et négative.

Les auteurs dans [21] donnent alors le théoréme suivant de domination de 1’estimateur (1.26)
sur ¢ 7.

5(a k., g, X) = ¢*,(X) — a[: Lo o) +RBOXI T e ) }X (1.26)

Théoréme 1.26 (P.Shao et W. E. Strawderman [21]) Soient a et k deux nombres
réels positifs et g une fonction continue, avec un graphe en forme de”W” , définie sur
[g,+c0[, avecg(q) = g(w) = 0, etp-2 < q < p— 1. De plus g est dérivable sauf en un
certain nombre fini de points ou il existe une dérivée a droite et a gauche et prenant
des signes successivement positifs, puis négatifs ( g est dite "piecewise”
différentiable) : il existe des nombres t1,1ts,....ts , lels que

P-2<qg<ti<ty<t3 <ty <ts<tg<®
avec
8(t2) = glta) = 0
et
, <>0, si t) <t<tzouts <t<o
g )=

<0, sig<t<tiouts<t<ts

Soit h une fonction continue, bornée et négative définie sur [0,q], telle que|h(t)l < M
eth(q) =0pourp-2<q<p-1.
Soit

by = 259w (2 + )
On suppose qu'il existe un entier J tel que
6 —t 2 +d+1
tHexp| == jt27dt >0
fq g (1) p( 5 )
et
6 —t \ 211
t = dt>0
jt3g()eXp(2 >t2 >
On suppose aussi que pour toutt > t¢

g’ (1) < 4g (1)
Soit B; < B, deux constantes telles que si0 < w < 2B; ou 2B, < w pour un entier
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N>

r” g’(t)exp<_7t>t%_l 2% [ t)exp( >t2¢]_1dt/w\j>

S by — b; 2/ 7Y
On suppose |
413 j g (Hyexp( 3 )7 an(Bh)1b;
k= B; jo h(t)exp<7>tzdt
et

2[ g’ exP<—7t)t%~1dt T k(g-p+ 2)]; k(@) exp(—_zi)t%”ldt >0
. §

et
: _ 1 Bi
0 < a< mln(O.S,AI,AZ, qua kM>
ou
2G1 +k(g—-p+2)H; ® —\.2-1
A = , Gy = fexp( =t )tz dt
1 g ps 1= [ g we(F)
et
(e =t ,2-1 _ {7 ,2 52
Hy = _[p_zh(t)exp< 5 )12 dr , M, _[q g (t)exp( 3 >t2 dt

N = J.z h2(r) exp(—‘f—)t%dt

La quantité A, est donnée par

4G,

42 = 36, M5

ou
Gy = J‘:o g exp(%’)t%‘ldt , My = J.: g @ exp(%)t%‘ldt
[

Sous toutes ces conditions et hypothéses , I'estimateur &(a, k, h, g,X), défini par
(1.28), domine la partie positive de James- Steln ¢+ (X) uniformeément en 6.

Les deux classes d’estimateurs (3.4) et (3.5), sont madmlss1bles étant donné qu’elles ne sont
pas analytiques. Cependant P. Shao et W. E. Strawderman [21] pensent qu’on peut extraire
une sous-classe, de la deuxiéme classe d’estimateurs (égalité 1.26), admissible. Nous
constatons la difficulté 4 construire les estimateurs (1.25) et surtout (1.26). Dans les deux cas,
les conditions, notamment sur g sont assez compliquées. Ces deux classes d’estimateurs sont
en effet inadmissibles, puisque on peut 4 nouveau les dominer par les estimateurs définis dans
le Corollaire 3.18 ( voir chapitre III).
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Chapitre I1

Estimateurs généralisés de James-Stein
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I.1 Introduction

Dans ce chapitre nous résumons nos résultats que nous avons développé dans notre thése de
3e cycle D. Benmansour et A. Martin publiée dans les deux manuscrits [4] et [5] : des
documents de travail au C.N.R.S (Equipe de recherche associée au C.N.R.S N° 900) dont les
intitulés sont :
01 : Présentation dans les cadres classiques et Bayésien, des estimateurs de
James-Stein généralisés. '
Document de travail - Nouvelle série 1984 -01 [6].
02 : Etude numérique des estimateurs de James-Stein généralisés de type
polynomial .
Document de travail - Nouvelle série 1984 -02 [7].
qui porte sur I’estimation de la moyenne ¢ d’une variable aléatoire de loi gaussienne
multidimensionnelle N, (0,525 ) dans le cas classique et non Bayésien.
Depuis que Stein ([22]) a annoncé I’inadmissibilité de I’estimateur des moindres carrés pour
la moyenne 8, d’une loi normale Np(0,1,), avec p > 3, puis que W. James et C. Stein ([15D)
ont exhibé une classe d’estimateurs biaisés, dominants 1’estimateur des moindres carrés, une
littérature tres abondante a été développée. L’usage de tous ces résutats et travaux est rendu
difficile par la variét€ des cadres d’hypothése dans lesquels se situent les différents auteurs.
C’est pourquoi nous avons entrepris dans notre travail, de reprendre toute une partie de la
Littérature existant dans ce domaine, et ce, dans un double but :
1) fournir une présentation unifiée des différents estimateurs de James-Stein "généralisés"”,
disponibles dans cette littérature, en nous efforcant chaque fois d’étendre au maximum le
cadre dans lequel ils se justifient.
i) effectuer une étude numérique compléte de certaines classes d’estimateurs suggérés par la
considération d’estimateurs existants (en termes de recherche de coefficients minimisant le
risque quadratique sous certaines contraintes). Ce travail ayant ét€ développé dans le
document ([3]). On y améliore les estimateurs de James-Stein (au sens du risque Bayésien)
généralisés de type polynoémial proposés par Tze Fen Li en([25]). Nous ne présenterons que
T’étude classique des estimateurs de James-Stein geénéralisés et non la partie Bayésienne.

a) Présentation
On observe un vecteur aléatoire X gaussien multidimensionel, de moyenne @ et de matrice de
covariance ¢%¥ : (0 € @, sous-espace vectoriel de R” , de dimension p connu et2 < p < n.

X ~ Ny(6,57%)
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Z est réguliere et connue et suivant les cas étudiés, o2 sera supposé connu ou inconnu.
Remarquons que ce choix exclut, les études des cas ol la variance serait non réguliére ou
moins bien connue. D’autre part, on ne s’intéresssera qu’aux estimateurs a rétrécisseurs 2
valeurs dans R (rétrécisseurs uniformes). Nous avons donné aussi en Appendice quelques
lemmes "probabilistes” connus qui regroupent les éléments parfois épars dans la littérature.
Les Lemmes 2 et 4 et les Corollaires 3 et 5 reprennent tout ce qui est nécéssaire pour les
méthodes de "Poissonisation” qui facilitent les calculs de risque classique des estimateurs de
James-Stein généralisés. (voir par ex. les travaux de A.J.Baranchik [3] et I’ouvrage de
Marvin. H. J. Gruber [14]). Le Lemme 6 est dii a Tze Fen, Li et Wen Hou Kuo [26]. Les
autres lemmes étant des exercices sur les lois de probabilités.

b) Notations
On introduit les classes suivantes d’estimateurs de James-Stein généralisés : 1’estimateur "le
plus général" est défini comme une application de R” dans © de la forme:

Dui(X) = 1+ [1= EX - po(X), do(X) — 1)]($o(X) — 1)

ol 4 est appelé pole (1 € ®) et choisi au préalable par le praticien , & est appelée la fonction
de rétrécissement(shrinkage function) et qbo étant I’estimateur des moindres carrés. Notons

que le choix de u nous évite de rétrécir qS - vers O si des foix ¢ est proche de 1. L’estlmateur
q& 1 est appell€ estimateur de James-Stein generahse associé 2 la fonction de rétrécissement & ¢

et au pole ..
On introduit ensuite pour des fonctions réelles 7, ¢ , v et p les estimateurs suivants:

b /(X) = p+ [1 - n(X - $o(X))E($o(X) — 1)1 (PoX) — 1)

o () = 4 [ 1=y (X = go(X), o (X) - 1) J(@o(X) - )
En combinant ces deux cas particuliers on a :
i (X) = p+ [1=1(X = $0(X))p(l$o(X) — 1l|*) J(go(X) ~ )
On a ensuite, comme cas particulier de ¢ (1-2)
oprX) =+ [1= 0 p([|go(X) - u*) J($o(X) - 1)

(utilisé si o2 est connu; I’indice r est omis s’il est égal a 0, avec r réel).
On a aussi, comme cas particulier de ¢-?), dans le cas oit o2 est inconnu et doit étre estimé

_ 2 N\ 1-r
x) = [h( X201 > P(||¢0(X)—H”2)](¢0(X)—

(Adaptation de ¢, au cas otl ¢ doit &tre estimé)
Un autre cas particulier de ¢ est

biir(X) = s+ [ 10X~ $oX)) (I $o(X) — 1|2 (o (X) — )

Qui, combiné avec ¢ et 9>’ | quand o est connu, (c réel ), donne
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' 1-r
G4y B o2 _
Piier(X) = p+ I:l C< 160(X) — a2 ) . ](¢O(X) 1)

et quand o2 est inconnu donne

I r_ 2 1—"
(3.4) [X = ¢o(X) ||
%) = 1—( > ]< ) - )
" ’ L Co-plpom-az) |90

Enfin des cas particuliers de ¢ 3*) et ¢>* sont les estimateurs primitifs de James-Stein:

B ~ (p—2)o? ~
¢’JS,,L1(X) = U+ lil ”(f)o(X) —,U”Z J(QSO(X) /J)
et
: _ L P=DX-goX) > ~
Pasu) = 0t [1 (n—p+2)[$o(X) - 4l ]("5"00 &
¢) Principaux résultats

i) Les formules de calcul des risques, et leur spécialisation au cas des estimateurs de type
(1,2) (Propositions 2.5 et 2.7) relévent du calcul "statistique linéaire" le plus classique et se
trouvent sous une forme ou une autre, dans n’importe quel "text book" traitant un passage de
la statistique linéaire et Bayésienne. Ils n’ont donc d’autre originalité que leur présentation
dans le cadre des estimateurs de James-Stein les plus généraux, adopté ici

ii) Pour les estimateurs de type (3), avec r = 0, et rappelons le, quand o2 est connu, W. E.
Strawderman [24], améliorant un résultat de A. J. Baranchik [3], a fourni une condition
suffisante de domination de I’estimateur des moindres carrés (a savoir le fait que 1’application
u ~ up(u) est croissante et dominée par 2(p — 2). Nous avons étendu ce résultat aux cas de
tous les estimateurs de type (1,2) (Proposition 2.5 ) et méme dans le cas Bayésien qu’on ne
résume pas dans ce travail. Le majorant dépendant alors de la fonction 7. Ceci nous a permis
en particulier de généraliser le résultat de W. E. Strawderman [24] aux estimateurs de type
(3), utilisables quand 2 est inconnu.

iii) Troncatures : Il semble naturel de penser qu’une fonction de rétrécissement "doit" étre 2
valeur dans [0, 1], et que, s’il n’en est pas ainsi , on I’améliore en la tronquant en ces valeurs.
C’est en fait évident dans le cas Bayésien; dans le cas classique, et pour la troncature en 0,
cela a ét€ démontré par A. J. Baranchik [2] pour I’estimateur primitif de James-Stein ; mais
son calcul s’étend immédiatement (Proposition 2.12 ) pour la troncature en 1. Nous
fournissons (en Proposition 2.13 ) une caractérisation de certains estimateurs de type (2) pour
lesquels cette amélioration a lieu. |
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IL.2 lntroduction du modeéle

a) Modele
On observe un vecteur aléatoire X de loi normale, multidimensionnelle, de moyenne 9 et de
matrice de covariance 23, : :

X ~ No(6,025)

2 est connue et réguliere et suivant les cas étudiés, o2 sera supposé connu ou inconnu.
Chaque fois que celd ne préte pas A confusion , on note |. | (respectivement 1) la norme
(respectivement I’orthogonalité) définie par la forme quadratique ( respectivement la forme
bilinéaire symétrique) définie par *~!. On suppose que § appartient 3 © sous-espace vectoriel
de R", de dimension p connu (2 < p < n) . Dans tout le texte , U désignera la matrice (n,p)
d’une application linéaire de R” dans R" dont I’image est ®. On suppose de plus, que les
colonnes de U sont £~! orthogonaux. Autrement dit U est la matrice d’une isométrie de R?
(muni de la distance euclidienne usuelle) dans R” (muni de la distance associée >-1), dont
I’mage est @. Elle vérifie

'UEU = I,.
De méme V désignera la matrice (n—p,p) d’une isométric de R*P( muni de la distance
euclidienne usuelle) dans R*(muni de la distance associée 2 >1) dont I’image est ©+. Elle
vérifie

tvz_l V = I n-p-
Suivant les circonstances o2 sera supposé connu ou inconnu ( et dans ce cas on exige p < n);
et dans tout les cas on exige que o > 0, de sorte que le support de la distribution de X est R”
tout entier.

Soit ¢(X) un estimateur de §> On utilise la fonction de cofit quadratique relativement 2 la
forme bilinéaire associée a ¥ :

X) —0]?2 t _ -1 B
Las@s0) = 10EL00 o) T80 ~0)

On note R(0,0;¢) la valeur en 0 de la fonction de risque de I’estimateur o :
R(0,0;0) = Eo(Ly25(4:0))

= [ (16) - 017)Na(0,075: )

~ ol on a noté N,(0,02%;dx) la densité de la loi gaussienne dans R”. Si o2 est connu on notera
R(8;¢) pour R(0,5;¢).
On pote ¢o I'estimateur des moindres carrés généralisé de 6 : c’est le projecteur orthogonal
sur ©, relativement a la forme bilinéaire symétrique définie par T-!. Sa matrice est :

‘ dg = U(tUz—]U)—ltUz—l = tys-i

Son risque est constant et égal a p. Il est minimax.
L’estimateur sans biais de sa variance est -
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3 o IX= o)

b) Définition générale
Soit I’estimateur qﬁfj (X) défini par (2.1). I'estimateur de James-Stein généralisé associé 2 la
fonction de rétrécissement ¢ et au pole y. Le risque de cet estimateur est noté :

RO6,0;1,8)

Dans le cas particulier ot 4 = 0, on note

% pour p3) et RO(0,051,&) pour RO(9,030,E)

Dans ce qui suit nous considérerons les différents cas particuliers des estimateurs de
James-Stein généralisés cités plus haut. Nous comparons les différents estimateurs de
James-Stein généralisés introduits, en recherchant en particulier si, dans telle ou ou telle
sous-classe il en existe un uniformément meilleur que les autres.

c¢) Cas particuliers
On remarque que les deux "composantes” de &, c’est & dire X — @o(X) et ¢o(X) — u sont
Nn(0,0%%) indépendantes. Ceci explique les simplifications dans le calcul des risques pour

les estimateurs oll ¢ est le produit de deux facteurs dépendants séparément de X — ¢o(X) et

Po(X) — u.
Ces estimateurs seront dits estimateurs de James-Stein généralisés de type (1); on note alors

b (X) = ¢(X)

ot E(v,u) = n(v){(u), avec u := gpo(X) — petv = X — ¢po(X)
Le risque de cet estimateur est noté

RYO,030,1,0) = RO(9,051,8) |
Un autre cas particulier important des estimateurs de James-Stein généralisés, est celui des
estimateurs de James-Stein généralisés de type 2, pour lesquels & ne dépend de ¢o(X) — 1 que
par I’intermédiaire de la norme || ¢o(X ) — || ,on note alors

* jv (X) = $ot(X)
ou &(v,u) =y (v, [fae]] 2). Le risque de cet estimateur est noté
RA(0,05u,w) = RO(0,05u,E)
Les estimateurs a la fois de type 1 et 2 seront dits de type (1,2) et on note alors
Dlinp (X) = $LA(X)
ot S(v,u) = n(v)p(Jlull 2. Le risque de cet estimateur est noté
RO a5 1,1, p) = RO(G.05 11, 5)
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I1.3 Calcul du risque des estimateurs de James-Stein généralisés

a) Les composantes de X sont indépendantes et identiquement distribuées.
2
On note ©7 la matrice (n,n) symétrique, vérifiant ‘<Z%> =2 et on rappelle que
-1
(2%)7 = (=")? (onle note T7%). X suit la loi Na(6,0°%) et soit X* = T2X; X* suit

alors la loi N,(0",c2I,) oll 6% = $7%6 . L’ensemble des valeurs de 0° est le sous-espace
vectorie] ®* de R" image de ® par une application linéaire (de méme dimension p) de
matrice: :

U* =710
A tout esltimateur ¢ de 6 calculé sur I’observaticlms X, on associe 'estimateur ¢* de
0*(= 2‘79> calculé sur 'observation X* (: Z‘?X); défini par:
(X)) =273 g(22X")
Il est clair que I’application ¢ ~» ¢* définit une bijection de I’ensemble des applications
mesurables de R" dans ® sur ’ensemble des applications mesurables de R” dans ®*. Notons

aussi que ¢o étant le projecteur orthogonal sur ® , relativement a £-1, ¢§ est le projecteur
orthogonal sur ®*, relativement a /,. En effet on a, pour tout * € ©* et tout X*

(0% — $5(X*))6" =" (3770 - 577 o(X)L 770
=1 (8- go(X)T 10
=0

Rappelons ce résultat connu, pour tout estimateur ¢.

Lemme 2.1 (Lemme 1 D. Benmansour et A. Martin [4]) La valeur du risque
(relativement a la fonction de colt L,»; ) de ¢ en 0 , est ég.?le a la valeur du risque
(relativement a la fonction de colt L2, ) de ¢* en 0*(= £720).

Démonstration Notons par N,(0,52%; dx) la densité d’une gaussienne N,(6,02%X)
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R(0,05¢) = ;12— jRn (6(x) = )T (P(x) - 0)N(0,025: dx)
=5 ] (= 1,1\-9:“..2%2*‘:%./(15*( Ex) =0 ) Nalf, 67 dx)
1 ol
[ () o) (k) e
= L | 197 =07 1] Nu(6" 0 s dx")
= R(6*,0;¢")
D’ou le résultat .-

Il résulte de ce lemme que toute propriété relative au risque des estimateurs, et démontrée
dans le cas ou X = I, se transforme au cas général avec T symétrique définie positive. On
pourra donc se limiter dans de nombreuses démonstrations au cas oil & = 1.

b) Cas pérticulier ot le pole est I’origine

Lemme 2.2 (Lemme 2 [4]) La valeur du risque de I'estimateur de James-Stein
geneéralisé de pble . et de fonction de rétrécissement & est égal, en 9 — 1, au risque
de l'estimateur de James-Stein généralisé de péle 0 et de méme fonction de
rétrécissement & v

RO0,051,5) = RV - p,038)

Démonstration
ROO,0518) = 5 [ 1+ [1= E(xr= g0, bo(x) ~ 1)]($o(x) ~ ) = 0 Na(0,0733 )
= L 1= 2= o), po () ~ ) (Bolx — 1) — (0 = 1) | 2Na(6, 0253 )
o R
= 25 [ N1~ £z = po(2). $o(2))1bo(2) = (0 = 1) | "Na(® ~ 1,073 )
06 - u,05¢)

D’ot le résultat . -

I résulte des Lemmes 2.1 et 2.2 que toute propriété relative au risque des estimateurs de
James-Stein généralisés, et démontrée dans le cas ot 1 = 0 et = = I, , se transfére au cas
général.
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c) Conditior pour que le risque soit fini:
Dans ce paragraphe nous donnons des conditions nécéssaires et suffisantes de fimitude de
risques.

Lemme 2.3 (Lemme 3 [4]) Pour que la valeur du risque de I'estimateur de
James-Stein généralisé ¢ soit finie, il faut et il suffit que

i) »
= Y . ]

J'RPan—p ‘:2(6Vt’GUx) Hx” ZNP (E’Ip’dx>Nn—p(0,In—p,dt) < 4o

ou y verifie: Uy = 6 — u

Dans le cas d’un estimateur de type (1), ¢

if)

(1) - cette condition devient

. 2 Y or. 2 .
IRP (2(oUx) |x] 2Ny (L Iysde) UW n (cht)N,,_p(O,I,,_p,dt)> < 400
Dans le cas d'un estimateur de type (2), ) cette condition devient
iif)

2
_[R+XRH wZ(GVt,sz)wx;i((ﬂ?G—””) ;dw>N,,_,,(O,I,,_p;dt) < 400

Démonstration On supposera €tre dans lecasou = Qet2 = I,
)
RO(0,538) = = [ 1bo(x) ~0 ~ £z~ po(x), $o(x))go(x) | *Na(6,07 s )

Soit z (¢ RP) tel que po(x) = Uz ; z existe et est unique, car U est une isométrie de R? sur ©;
la loi de z est N,(y,021,), ou O = Uy; on remarque que |6 = ||y ]
On a donc

J 100 ~ 01 Nu(O,0%Ldx) = | llz—7|I*Np(y,o*lpsde)
=po? <
Pour qué R0, 0;&) soit fini, il faut et il suffit donc que
J o 20— B0, 00| $0() | *Na(0, 07 s i) < o (2.10)

Soit alors ¢ tel que x — (/)'o(x‘) = oVt ; t existe et est unique , car V est la matrice d’une
1isométrie de R*? sur ©* ; la loi de ¢ est N,,,(0,1, ); 1l résulte alors de 1’indépendance des
variables aléatoires X — ¢o(X) et ¢o(X) que (2.10) s’exprime dans ce cas

43



J.RP><R"‘I’ §Z(O‘Vt, GUX) ”xH sz(_7—6-7Ip;dx>Nn—P(OqIn—p;dt)

D’ou le résultat 7).
ii) est une conséquence immédiate de i)
iif) Par définition méme d’un estimateur de type (2), la condition iii) s’exprime dans ce cas

| oo V(YO U] |5 ZNP<%;-,I,,;dx>N,,_p(O,I idt) < +oo (2.11)
Or [|Ux|| = |lx]
Et pulsque Uy=60-u, |vII*=160-ul> la loi de IX|? est 1a loi du y? décentrée

Xp( 16-ul> ) et le premier membre de (2.11) s’exprime par

JR+XR"_p WZ(GVtaGZW)WXIZ,(( |6 G,U” ) ;dw > Nup(0,1,p;dt)

D’ou le résultat .o
Il.4 Estimateurs de James-Stein généralisés de type (1,2)

a) Généralités
On rappelle que les estimateurs de James-Stein généralisés de type (1,2) sont ceux de la forme
(n=0)

dho (X) = [1=n(X = go(X))p([$oX)[1*) Jpo(X)

Le calcul du risque de d),,;,, est précisé par le lemme suivant.

Lemme 2.4 (Lemme 4 [4]) On suppose que
A2(0) = | s TOVONwp (0, L i dt) < +20

et on pose
: Avo) = [ n(0VDNwp(0.1npidr)

Alors, si

| oo u)%(n k du) o
G .

la valeur du risque de ¢ est infinie, sauf dans le cas particulier ou n est presque
sarement nulle sur ®* (auquel cas </)f,1p2 et ¢ ont le méme risque égala p)

Si
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J p2(cu)uy? —-—-”9”2 1du | <
R 14 0.2
ia valeur du risque de 17 est finie et

) 2
RU2(9, 53, p) = p - jNURv 241 (0)p(c?u)(u - 2h)]H< 191 ;dh)

2
Tl Az(g)ﬁz(c’zu)uxizh(du)]H( 1] 'dh> (2.12)

ou I1(1) indique la loi de Poisson de paramétre /

Démonstration

Rappelons qu’on suppose &tre dans le cas ott 4 = 0 et T = I,,. La condition de finitude résulte
de R12)(0, 031, p) résulte immédiatement des inégalités i) et iii) du Lemme 2.3.

Soit donc désormais

2
J' p(GZW)WX%< HGE ;dw) < oo
R o
on a alors
RI2)(0,03m,p) = '0-1_2 J.Rn do(x) 0 - n(x = $0)p (4o () 1*) po(x) | “Na6, 0713 dx)
- sz l¢0(x) = 0]|2Nu(8, 0% ,; dx)
g% JR"

o] 70~ 900)p” (190(x) %) [606) |°Nu0,0°Tns )

-2 o 10~ 20)p([l90(0) 17) ($0()) (o (x) ~ )N (6,023 dx)

D’autre part, si on pose (comme dans la démonstration du Lemme 2.3) :¢o(x) = Uz = oUy,
x—¢o(x) = oVtet = Uy., on ales égalités suivantes

[ e 1= 0 ENNa(8,070ide) = [ n(GVONn 5O Loysd)
= A1(0)

oo T E = $0CNINa(0, 0% niddx) = [ n*(OVONn p(O Lyt
= A2(0)

et
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1= [ o160t 12) $o(x) (o) — O)Na(6,0Lssdx)
R

m_z(' / ZlAIZ\ / v /7/ . \
SN G DE S \NP\G Ipidx)

2
o J-Num p(gzu)(“_Zh)Xizh(du)]n( ”20 ” dh>

(ot on a utilisé, pour la derniere égalité, la formule (iv) du Lemme 4 de 1’ Appendice).
7= [ o (oo 1) Lo | Na(6,0%0n: )

=2 [ p(o2lx) 1PN, (& dpidx)

=02 [ [ plomupudm(au) |1 (”9” dh)

(ol on a utilisé, pour la derniére égalité, le Lemme 2 de 1’ Appendice). Il en résulte que

o112
RA2)(9,03m,p) = p—241(c) J.NUF p(c?u)(u - 2h))(§+2h(du)}1‘l< “26|| dh)

il

+Az(o) J.N“.m p(c?u)uy? oy (du) JH( “29“ dh)

D’ou le résultat .

Une famille d’estimateur de James-Stein généralisés de type (1,2) uniformément meilleurs
que ¢ est fournie par la proposition suivante

Proposition 2.5 (Proposition 1 [4]) Soit un estimateur de James-Stein généralisé
de type (1,2)

by’ (X) = [1-n(X = goX))p (I o(X)11*) Jpo(X)
On suppose que n et p sont a valeurs positives ou nulles, et que
B A2(0) = [ nHOVONwp(0Lnpsdet) < o0
ou V est une isométrie de R™? sur ®+ et rappelons
A1(@) = | 1OVONn (0, Lnpidt)
(1,2)

Alors une condition sufisante pour que ¢, soit uniformément meilleur que ¢o, est
que pour tout o, I'application définie sur R* par: u ~ up(c’u) soit croissante et

majorée par2(p - 2) ﬁ‘ (Z) (Ce qui suppose, pour que ¢\’ ne coincide pas avec ¢,
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quep > 3).

Démonstration 1.’ application u ~+ up(c”u) étant majorée, on a

2 af 1617 _
up(c=u)y; > cdu | < 4oo
IR. o

I en résulte du Lemme 2.4 que R (0,0;1,p) est fini. De méme du Lemme 2.4 (égalité
(2.12)), une condition suffisante pour que ’on ait, pour tout (8,c), R12)(0,05:n,p) < p est
que, pour tout entier positif ou nul £ , on ait

Bi = | [241(0)p(c%u) (u—2h) ~ A2(0)pX (07w u 2 a(du) = 0

n et p étant a valeurs positives ou nulles. On distingue alors deux cas:
— I'une des deux fonctions 17 ou p est presque strement nulle (relativement a toute mesure de
Lebesgue sur @+ (resp ©)) et alors R42)(0,03n,p) = p
-~ 1 et p ne sont pas presque siirement nulles, alors A1(c) > 0, A2(c) > 0 et p > 3. Nous
nous situons désormais dans ce cas. Il vient

B = 1(0) [ up(on)| 2(1- ) - 429 o) [y

Ay(o)
Aa(o)

Par hypothése, on a pour tout u, 0 < p(c?u) < 2(p —2)
D’ol
2-p-2h
By > 24A,(0) J.R+ up(ozu)(l + ———%—-—)xi%(du)

Orp +2h > 2, donc

s 2 2h

jm (1 —p‘“))(p+2h(du)
étant croissante, il en résulte que

J w1+ 2B 2

est la covariance relativement a y2 2 de deux fonctions croissantes, elle est nécéssairement
positive ou nulle (d’apres Théoréme 1 Appendice). Ainsi By > 0 (et méme By, > 08i p et
ne sont pas presque siirement nulles).

D’oti le résultat .-

L’application u ~» Z22%

b) Cas ¢? connu

On suppose o connu, et on s’intéresse au cas particulier oii la fonction 1 est constante. On
peut toujours (2 condition de modifier p en conséquence) prendre cette constante égale 2.
Autrement dit, on étudie les estimateurs de la forme (2.5) et r = 0 qui rappelons le
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3
Dip(X) = i+ [1=02p(llo(X) - > J($o(X) - )
Ces estimateurs seront dits estimateurs de James-Stein de typé (3)' on notera alors
Pir(X) = $id,(X) et RO(Bp,p) = RD(B;11,1,p)
On a alors (en reprenant les notations de la Proposition 2.5)
Ai(o) = c? et As(o) = ot

I  suffit donc pour que gbff), soit uniformément meilleur que ¢o; que I’application

u ~» up(cu) soit croissante (sur R*) et majorée par 222 . Les estimateurs obtenus sont
2

ceux proposés par W. E. Strawdermann [20].

¢) Cas o2 inconnu

On s’intéresse au cas ot on prend pour 77(X — ¢o(X)) I’estimation sans biais usuelle de o2
c’est a dire o (v) = ”,,v_ii, . Ces estimateurs seront dits estimateurs de James-Stein de type

(3) adaptatifs (formule (2.6) et r = 0) ou de type (3) . On notera alors

63 (X) = ¢2,(X) et R (0,030 p) = R2(0,031,1,p)
et rappelons

, _ 2
82} (%) = [1— IX= 20001 5 (fipox) IIZ)](%(X)—#)

On a alors (reprenant les notations de la proposition 2.5)

Ai(o) = 62
love|l*
Azx(o) = ———5Nnp(0,1np;dt
20) = [y 1y g7 M Ordacpidt)
n- p)Z-[ Y2 xh-p(dy)
4(” p+2)
n-p
11 suffit domc, pour que (bu » soit uniformément meilleur que ¢o, que 1’application
u ~» up(c?u) soit croissante (sur R*) et majorée par 2(p—2) 2;2;; = ;—2—2—33(;—%—)1%)3)—.

Autrement dit, que I’application w ~» wp(w) soit croissante (sur R*) et majorée par

2 (’z:zﬁf; ). On a ainsi obtenu une condition ne dépendant pas de o.
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I1.5 Estimateurs de James-Stein généralisés de type (4)

a) Cas p(w) = w™l.

Un cas particulier fréquent des estimateurs de type (1.2) est celui ot p(w) = wrl. Les
estimateurs de James-Stein généralisés ainsi obtenus (formule(2.7)) sont dits de type (4), et
on note

d)ﬁi',),,r(X) = qﬁi,l,,’,z,,');(X) et R®(8,0;u,1,7) = R¥(0,0511,p)

et rappelons leur forme ‘
B0 = i+ [ 1= (X = o) (190 = 1l *)" [0 = 1)

Quand r = 0 on note

s x) = ¢AX) et RM(9,05u,m) = RID(6,031,1,0)

Le calcul du risque de ¢§ﬂ,),,, est précisé par le lemme suivant

Lemme 2.6 : (Lemme 5 [4]) On suppose que
Ax(o) = | o, TPOVON (0, Tnpide) < 40

et on pose |

(o) = [, n(oVONap(O, Lnpidt)
On note, pour tout 5 > 0 et tout réel r

1 (p, Sy — r-1,2 ,
p.9) j.m ulyy(0,du)

et en particulier

1(,6) = Io(p,6) = | 4 23(6.du)

Alors, si

le risque de ¢§f?7,r est infini, sauf dans le cas particulier ot n est presque strement
nulle sur ©* (auquel cas ¢Efb%,r = Po).
Si
2-p
4

49



le risque de ¢, est fini quelque soit 0 et vaut

, _ 2
R“’(‘?vffkuniar')=p—2A1<o>(p+2r—2)02"—1)1/1),(”9 “”\\
NERN s )

G
+A2(U)o-{t(r—1)[2,<p’ (M)Z) (2.13)

Dans le cas particulier oir = 0; onapourp > 2
R™(8,051,1,) =p—[2(p—?2A1(6) - A?f) ]h(@(@)? | (2.14)

Démonstration On prend comme convenu y = 0 et T = I,. La condition de finitude du
risque résulte de celle énoncée dans le Lemme 2.4. La condition

Az(0) < +©

fm uz('_l)XI%((‘Hg—”)Z;du) < 400

c’estadire 2(r— 1) > —%..
Le calcul du risque effectué dans la démonstration du Lemme 2.4 se modifie ici car

1oi= [ p(1600)1%) o0 (Bo) — OINa(8:0°Lai dy)
= [ 1900 17D 90()) (Bo(y) — OINa(0:0° i dy)
=% 2V ex(x - LN (Ldpse)

2
= Gzr(p + 27‘- 2) jR+ u(r_l)%§<____”i! ;du)

2
- 02'(p+2r—2)1,(p, ”i! >

avec § = Uy et donc |0 2=yl i’ et pour la derniere égalité, on a appliqué la formule )
du Corollaire 5 de 1’ Appendice. Ainsi '

s’exprime en effet ici
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1= (180001 1900 I*Na(O: o Enidly)
JYR,. o) |2 Nu( 8,0 Lns dy)

— o2t [ 2N, (L L)
RP

2
= g2@r1) LRP HZHX%(< “LH ) ;du)

_ gy [ 10
. , 02
' lel \*
R&)(8,03n,1) = p —2A1(c)(p +2r—2)0>" VI, p,(—g——>

2
+ A2(6)64("1)12r<l’, (@) >

La simplification de (2.14) dans le cas ou r = 0 est évidente.
D’ot le résultat .o

et donc

b) Cas o2 connu
On suppose 2 connu, et on s’intéresse au cas particuler ol la fonction 7 est constante. Onla
notera co2-"). Autrement dit, on s’intéresse aux estimateurs dont on rappelle la forme

(formule (2.8))
TN 1-r
LX) = p+ [1 - c( o (XG)Z_ e ) }(%(X) )

2(1-r)

On notera alors en posant 77(v) = co
P (X) = pin.(X) et ROY(G,05mcr) = RD(O,0301m.7)

On a alors la proposition suivante.

Proposition 2.7 (Proposition 2 [4]) La fonction du risque de l'estimateur de
James-Stein généralisé de type (3,4) est infinie (sauf pour ¢ = 0 cas ol 600 = go) si
el seulement sip < 2(1 - 2r).

Sip>21-2ryona
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RBYO;,c,7) =p—20(p+2r—2)1< (”9 l > )

+c212,&p,< i6 - un) )

ot pour touts > 0, p € Nettoutr > % +1,
1,(p,5) = j w1y 2(5,du)
Pourp > 3 et 2—;5 <r<0; q;fffr) est uniformément meilleur que l'estimateur des
moindres carrés ¢o pour tout c tel que
p+2r-2) T(F+r-1)
271 (% +2r-1)
Parmi tous ces estimateurs, le meilleur est celui obtenu pourr = 0 etc = p - 2.

0<c<

Démonstration On a ici (notation du Lemme 2.6)
A1(0) = c(c?)'™" et Ax(o) = c*(c?)

Il résulte donc immédiatement du Lemme 2.6 que le risque de (/)E,%f,) est fini si et seulement si
p > 2(1 —-2r); et vaut

. i 2
RGHO; p,c,1) =P—20(p+2r—2)1r<p,<————“0;u” > >+0212r( ,(———”9;#” > >

Pour 6 fixé, ce risque est inférieur ou égal 4 celui de o si et seulement si
, _ 2 _ 2
2p +2r - 2>c1,<p, (”—G-gi) ) - c212,< (M) ) > 0

Autrement dit si
60—t 2

(52 ))

Pour que cette inégalité soit satisfaite uniformément en (6, ¢ ); il faut et il suffit que
1r(p,9)

inf ————

“56>0 1 ZT(p 5)

2(1-r)

0<c<2p+2r-2)

0<ce<20p+2r-2)

ol § = < (16—l )
2-p

Supposons r < 0 (ce qui implique, pour que I'inégalité =~ < r puisse &tre satisfaite, que
p > 3) on a alors
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—%<2r—1§r—1<0

11 résulte du Lemme 6 de I’ Appendice que
. b
i_nf If(psb) _2-—r r<3—+r-—1>

520 I2r(p,8) r(L&+2r- 1)
3.4)

Ainsi ¢§,,c,r est uniformément meilleur que ¢o si et seulement si

Py
0<e¢<2V(p+2r-2) F<2+r 1>
r(L+2r-1)

1 résulte d’autre part de (2.15) que R®*)(6; 1, ¢, ) prend sa valeur minima pour

Ir(p, ( -4 I >2>

c= (p+2r-2) 5
0—u
IZT(p’<L6LL> )

e (52
(. (52

Dans le cas particulier o » = 0, la valeur optima de c est:

Ce minimum vaut

H* (@:pr) =p=(p+2r=2)°

C=p-2
(indépendant de 0 , o et u ). 1l existe donc, pour chaque i , un estimateur optimum parmi

34) . T ) .
ceux de la forme ¢,;.; e es; $, = (pf;) , dont le risque est

2
R(O;u) =p- (P—2)210<p, (‘He—o—-ﬂ‘“‘) )
. 1l reste & vérifier que pour tout (¢, ) et tout r tel que —i—p <r<0,ona

| HO(0;1,7) > R(63 1)
Autrement dit '

p+2r—2\?2 [Ir(p(J_@;JI_I,)Z):IZ
) o T Y
or ‘
“1< p;Z_r,;Z <1

et d’apres 'inégalité de Schwartz, pour tout 6>0
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L. = | [ w36, du)]

r -’2
°u 3 o,du
R+ Afp( )J

j’
[ e, aw || [ w2, du) |
= I2-(p,6)lo(p,0)

IA

I'——'Il_'_"lf———_l

D’ott le résultat .

Remarque 28

On remarque que pour tout 1 et tout r> 0, il n’existe pas de valeur de c telle que
I’estimateur (bp,c,r soit uniformément le meilleur. Par contre si =0, ¢ss, d) p rz est

uniformément meilleur parmi tous les estimateurs qbf,f) . C’est Uestimateur “primitif” de
James-Stein de pdle (1.

- _ (=20’ _
P “+[1 II¢0(X)—HH2](¢0(X) &

L’intérét principal de la proposition precedente est d’établir que ¢ys, est méme
uniformément meilleur parmi tous les estimateur (/) I, cr ol |i est fixé, c réel et r € ]Zpr,O];

_ 2
Ry (Osu) =p—(p— 2)210<P, (_“_9_0__”_”> )

Le risque Rys(-;u) n’étant pas constant , les estimateurs de James-Stein primitifs
correspondants & des choix distincts de y1 ne sont pas comparables entre eux. :

son rlsque est

¢) Cas ¢? inconnu
On considere les estimateurs qui se déduisent des estimateurs de type (3,4) en remplagant c?
par son estimation sans biais usuelle.
2
22 _ X goX)
: : B n—p
Autrement dit on int:oduit les estimateurs (formule (2.9) dont on rappelle la forme

1-r
64 ) 11X~ @)’ ) »
pies (X) [ (,, P 9000 I ($o(X) - )

2 \ T
n—p) H

©

On notera alors, en posant 77(v) = c(

634 (x) = ¢X) et RBH (0,03u.c,7) = R4 (0,05 18,m,7)
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On a alors la proposition suivante

Proposition 2.9 (Proposition 3 [4]) Soit r < 1+
 l'estimateur de James-Stein généralisé de type (3, 4 , est infinie (sauf pour c = 0 cas
ol gbfo", = ¢o) Siet seulement sip < 2(1-2r).

Sip > 2(1 - 2r)(autrement dit =~ ” <ryona

RG34 (6,05,c,7) = p—26@+2r—2)< n%p>

1rF<_—+1—r> (p “9_#”2>
SCONNN

o 2 N TP +21-n) ( HG—ulIZ)
at) Ry T e

ol pour§ > 0, toutp € N* ettoutr > —% +1
L(p,5) = j w5 2(5,du)

Sir<0(ie p=3), r/)Eff) est uniformément meilleur que l'estimateur des moindres
carrés ¢o, pour tout c tel que
n-p P
O_<_c_<_2(p+2r_2)< g )f—l F<T+1—r> T<7+r—l>
=P/ T(ZZ+201-1)) I(§+2r-1)

Parmi tous ces estimateurs , pour tout pole v fixé, le meilleur est celui obtenu pour

(p-2)(n-p)
n-p+2

r=0et c=

Démonstration Notons que (V étant une isométrie de R"7 sur ®+),ona

Ax0) = [ M(@VON (O Lpid)

Ve 2\
fRn_p"( Hn~;')l ) Nup(0,Inp;dt)

g 21- r)

I

lrr<2+1r> Slr<1+ p

- <"-" EON
+o0 Sir > 1+1;—”

Et de méme
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— 2 .
Ax(0) = | m(oVONp(O,1npi )
_ o ot 211y (g
- (n—p)>" Jm W Ky ()
n:p . n-p
_ (n—p l_("_;&> Slr<1+—4—
+oosir> 1+ 25
On suppose désormais r < 1 + =. Alors d’apres le Lemme 2.6, le risque de ¢ L c ) est fini si
et seulement si p > 2(1 - 2r) (autrement dit 7> —2%’1, ce qui est possible puisque
221+ 22). 1l vaut alors

! - o _ — :
(3:4) (Q,G;M,C,r) =P—20(P+2T-2)<"’2‘.p>1 F< 13( 'l—P1> r> "( ’M—o‘_éu.u_>
n (5 +2(1- —ul’
(2 (F+21-n) ,<p, 16— u )

() %

Pour (6, o) fixé, ce risque est inférieur ou égal a celui de ¢o (qui coincide avec ¢.0, quelque
soient y et r) si et seulement si

(2.16)

g 2
r-1 F(ﬂ‘ +1 —T> Ir<P, (M) >
o=e= 22255 ) T ) 1o (B ))

Pour que cette inégalité soit satisfaite uniformément en (6,0 ), il faut et il suffit que

5 Nt T(EL+1-1) I(p,5)
0<c<2p+2r- 2)(,, p> n—p+2(1_r)>(lsr>lof12r(l75)

ol s = ( el ) Dans le cas ol r < 0, on en déduit (comme dans la démonstration de la

Proposition 2.7) que ¢;+; est uniformément meilleur que ¢o si et sculement si
-1 T +1-~- I'(2+1-

0<c<2(p+2r-2)( 72 ) < ) TG 7)

P 22 +2(1-1) T(& +2r-1)

11 résulte d’autre part de (2.16) que RO (8,03 1, ¢,r) prend sa valeur minima pour

c=(p+2r- 2><n2p>1 r(22 +1-7) Ir(p,<||9;HII 2)

"—P

22 12(1-1)) IZr(p, (Lo 2)
et que ce minimun vaut
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rz a0 [P O]

»r e A h fa—utt \ 2
r<-2_>r< 5ot 2l-nm) ]2r<p‘,<mo-( > )

HE (0,030,r) = p - (p+ 2r—2)°

Dans le cas particulier ot » = 0; la valeur optima de ¢ est

o _ (=2 n-p)
(n—-p+2)

(indépendante de 0 et o et ) -

Il existe donc pour chaque 4 , un estimateur optimal parmis ceux de la forme (/)L?f’f) 1 c’est

75 (X)) = qb G 4> , dont le risque est

, i
Ruoie) - p- LI °<p () >

Il nous reste a vérifier que pour tout triplet (6,0, 1), et tout r tel que %% <r<0,ona

_ H(3’4)l(9,o;y,r) > R(3’4)I(9,a;u)
Autrement dit

(2222 ) [I(2 oD e p 2 Lo (M) )
77 ) T (CE 2= n)a—p) rar(p, (251 1o (. (1521 )

Or on sait (voir la démonstration de la Proposition 2.9) que

<p+2r—2>2-§\1‘ of [ ( (”HH> ”
p-2 Iy(p(@) >1< <||9—un> )

11 suffit donc d’établir que, pour tout r < 0 (ie 1 —r > 1)

[r(%241-DT" __n-p _rn-p
r(ZE+21-r) ~ n-p+2 2

Posons, pour toutx > 1

[r(22 07

T )

On remarque que

g(l) = r(n2p>

et le résultat découle de la décroissance de la fonction g (voir Lemme 8 de I’ Appendice).
D’ott le résultat.~

n- p+2
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Remarque 2.10

N 34) . .
Pour tout u et tout r > 0 il n’existe pas de valeurs de c telle que ¢)},‘7:c,r’ soit uniformément le
meilleur.

. , 34) . . . . .
Par contre sir = 0; ¢;5, = (,75( (,,)_2)(,.-_,,) est uniformément meilleur parmi tous les estimateurs
. 2]
(n-p+2)

(¢£,3’;4) = ¢Ei;‘f& ainsi p5F > ). C’est Iestimateur primitif "adaptatif de James-Stein de pble

JT;

P U T T > 11001 MR VN
d)JS,,u(X.) - (1 (n_p+2) ”(b()(X)—-/,( “2 )((po( ) ,U)

- ! A
L’intérét principal de la proposition précédente est d’exprimer que ¢;5, est méme

!
. . . . . 34) o P -
uniformément meilleur parmi tous les estimateurs (]5/(,1,(:,12 ou u, est fixé c réel et r € ]%—{HO].

Son risque est
, 92 — 9 - 2
Ro(B:p) = p (p(n —)p(:fz)p)l"( ( 16— il ) )

La fonction les(-;c, [) n’étant pas constante, les estimateurs de James-Stein primitifs
correspondants & des choix distincts de 1 ne sont pas comparables entre eux.

1.6 Amélioration des estimateurs de James-Stein
généralisés de type (2)

a) Troncature inférieure
1l est intuitif que I’amélioration qu’apportent les estimateurs de James-Stein généralisés par
rapport & ¢o est due au fait que la fonction de rétrécissement & "rapproche” 1’estimation

¢>§,°j (X) de u, Ce rapprochement n’est effectif que si

X —¢o(X),po(X) —u) 20
En effet le Corollaire 1 dans J. Berger et M. E. Bock [5] et rappelé en Corollaire 1.17, le
confirme bien. Ainsi il serait raisonnable de remplacer ¢ par sa partie positive £* , dés que &
prend des valeurs négatives. Nous allons montrer que cette modification améliore les
estimateurs de James-Stein généralisés de type (2). Nous utilisons la définition suivante.

Définition 2.11 : Une application f : R* — R* est dite de classe C si et seulement si elle
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vérifie pour tout entier positif ou nul &, I’inégalité

ij Aw)(w—h)y2(w)dw > 0 (2.17)

Exemple : Pour tout » > 0 (donc > —% ) Papplication: w — w” appartient & la classe C.
En effet

o o= miaw) - %(21“(121 +r+ D) -hr(dan)

r2'+1F(—g— +7)
r(:)

>0

Notons que le rétrécisseur de ¢jg est de classe C et que le rétrécisseur de ¢ ne 1’est pas (
pour le rétrécisseur de ¢jg, (2.17) s’exprime comme la covariance de deux fonctions non
décroissantes alors que pour le rétrécisseur de ¢ , (2.17) s’exprime comme la covariance de
deux fonctions, I’une non croissante et I’autre non décroissante). Le résultat suivant donne

I’amélioration de qbﬁ/ par ¢ qu)ﬁ

Proposition 2.12 (Proposition 4 [4]) Soit 52 > 0. On suppose que I'application v
définie sur ®*+ x R*, est telle que pour tout v, I'application

ww y(v,0%w)

appartient a la classe C. Alors, quelque soit 6, 'estimateur de

. PR 2 e . 9
James-Stein-généralisé de type (2) ¢z est amélioré par ¢'>). :

V0, R®G,05my) = R¥(0,05u,y™)

Démonstration Nous prenons toujours i = 0 et & = I,,. Il résulte des Lemmes 2.1 et 2.2 que
I’inégalité sur les risques obtenue dans ce cas, s’étend au cas général. On a alors

AR :=R®(0,0;v) - R @,0;y")

L [ 160 -0 -y (x— 4o, I4o(x)12)do®) || "N(6,0%1us d)

= [ 60 = 0= (2= 9o, [ 90@) 12) do(x) || *N(6, 02ss )
= ﬁ(A +2B)
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A= R UECAT GRS 12) = ()2 (x~ do), o) %) } o) I *N(B, 0 L dx)
et A
B = [ v (x=00x), 1600x) %) ($o(x) - )0 (x)Na(6.0% uidlx)

1l est clair que A > 0. D’autre part, d’aprés I’indépendance de X — ¢o(X) et ¢o(X) , st on note
Qe.0n(1eSp O} ;5 ) 12 Joi de X — po(X) (resp po(X)), on obtient:

= (] 0= ( 1) (= 0)u0h ) )Qsonl@)

- J.e)l (j@ 1//‘<v,02||x||2'>t<x_ %)pr<%,1p;dy>)QG’G’n(dv) |

2
-2 [ [ 1~< [ v moPw)w - 2k>X§+2k(dw>)n< ||290_H2 ,dk> ]Qe,(,,,(m

(On applique ici la formule iv) du Lemme 2 de I’ Appendice). Par hypothése 1’application
w « y~(v,0%w) appartient 2 la classe C, on donc a pour tout

[ v motw)r =20 30 dw) = [y 0w = P+ 260 ()

+

>0
Ainsi B > 0.D’ot le résultat.o

b) Troncature supérieure _
Le “rétrécissement” éffectué par le rémécisseur ¢ est mis en défaut quand,

E(X ~ ¢o(X),po(X)) prend une valeure supérieure ou égale a 1, car d)ﬁfé(X) et go(X) se
trouvent de part et d’autre de .
Donc il a été suggéré de remplacer & par:

. =inf(g,1) = 1-(1-¢)"
La Proposition 2.13 ci-dessous justifie cette méthode pour les estimateurs de James-Stein
généralisés de type (2).

.

Proposition 2.13 (Proposition 5 [4]) Soit ¢> un estimateur de James-Stein
généralisé de type (2). Alors l'estimateur obtenu par troncature supérieur de v en 1,
2. est uniformément meilleur.

V6;Vo R®6,05u,y) = RP 0,051,y )

Démonstration Nous prenons toujours 1 = O ety = I,.
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AR® = R®(8,0;31,y) — RP(0,05 1,y %)

- (;1 Ln [1—v/<x—¢o<x>,\1¢>o<x>1!2>]¢o<x>—91\ > Nu(8,020n; dx)
- T =G ot 9ol T o) - 9 | Na(6, 071 )
= —6—15—(A+ZB)
o |
A= ][0y (= g0, Ioo@ ) T o) | Nal0:0 a5
N IR(CEIIC IO LD TV 160) 1Na(, 0T )
et

B = IIRn(l — )" (x - do(x), [ dox) sz(qf)o(x) YON (8, 023 dx)

Il est cla;ir'que A > 0. D’autre part, de I’indépendance de X — po(X) et po(X), et si on note
Qo n(rESP Q} ;) laloide X — ¢po(X) (resp po(X)) et rappelant que 6 = Uy , on obtient :

B = f@l_ {U@(l ~y)"(» HunZ)tquﬁ,,,(du) ]9} Qo.on(dAV)
Or
[Ja-w( %) Qb n(dt) |0

o jRP(l - x//)_<v,62\lxll2>thp<%;—,Ip;dx> Uy
2
of (f.0- w-(,v,62w>x,%+2+2t<dw>)n(%“2—,dt> I71”

>0
On a donc B > 0. (Pour la dernicre égalité, on a appliqué ici la formule iii) du Lemme 4 de
I’ Appendice).
D’otl le résultat.c
¢) Double troncature

Si ¢§Z.?, est un estimateur de James-Stein généralisé de type (2), tel que y prenne 2 la fois des
valeurs strictement négatives et des valeurs strictement supérieures a 1,et si de plus v satisfait
aux conditions de la Proposition 2.12, on pourra bien sfir ’améliorer en utilisant qﬁz/j ol
1siyv,w) > 1
wi = w(v,w) si0 < y(v,w) = 1
0siyww) <0
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Chapitre 1

Classe d’estimateurs avec rétrécisseur de 1
loi gaussienne.
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1.1 Préliminaires et Généralités

"

Nous présentons dans ce qui suit I’essentiel de notre article publié dans la revue des
Annales de P'ISUP ", en octobre 2007, intitulé "Etude d’une classe d ‘estimateurs avec
rétrécisseur de la moyenne d’une loi gaussienne”) [8].

Le but de ce travail est sutout de dominer au mieux la partie positive de I’estimateur de
James-Stein, avec des estimateurs (généralement tronqués ) & rétrécisseurs aussi simples que
possibles et avec un minimum de conditions imposées dessus.

Considérons X est une observation de loi gaussienne Np(6,1p) dans RP, et soit y une fonction
mesurable, a support [a,b]. Nous imposons Jes conditions suivantes sur la fonction y ( dans
lecasou b = +0©)

cl Eo[ 1X112y2(IXI1%) ] < e
2 Eo[ 1X)1 2y (1X]1))] <

Le Lemme 1.24 du chapitre I, paragraphe L7 ( Lemme 1 dans P. Shao et W. E. Strawderman
[21]) est essentiel au calcul de toutes les expressions de fonctions de risque, dans tout ce qui
suit. Une conséquence de ce lemme est le résultat suivant

Lemme 3.1 Soity une fonction vérifiant les conditions du Lemme 1.24.
1. Siy(a) =w(b) =0 ona

Eo['(X - )Xy (X1 ayzrzany | = Eol X1y (1X1%) oy (X)) eyt ]
2. Siy(a) = 0 etlimp..y(b) = 0 (ouy bornée) ona
Eo[ X - Xy (1X1 ) iy ] = Eo[ (2112 (I1X1*) +py I gxisa |

Démonstration Pour le résultat 1, sous la condition y(a) = w(b) = 0, on a directement des
expressions de K et Kz du Lemme 1.24:

Ki = K, = Oetpar suite fla) = ib) = 0.

Pour le résultat 2. sous la condition y(a) = 0 on a K; = 0 et par suite fla) = 0. Sous la
condition limp_. v (b) = 0 (ot y est bornée) on a d’une part limp... K2 = 0 et d’autre part,
par passage a la limite dans les intégrales finies définissant g1(a)et g2(b) ona aussi fib) = 0
(Th de convergence dominée). On retrouve dans ce cas I’égalité classique de Stein][23](
égalité (1.18)).

D’ou le résultat.o

Dans la suite les expressions (3.2) et (3.3) du Lemme 3.1 et le lemme suivant sont
déterminants pour 1’ évaluation des différents risques.

63



Lemme 3.2
1. Soit w une fonction a support [a,b], dérivable sur]a,bl ety (a*), v (b) finies.
Alors
Eo[ -pw (1X11%) - 21X 11"y’ (Ix1%) + IX WPy (1X1*) ] - fla) + Ab) = AE(y (2 +2,4)) (3-4)

ol ¥2(p +2,1) estune v.a. suivant une la loi du y?* décentrée a p+2 degrés de

libertés et de paramétre de décentrage 7 = ||0 1% .

2. Soit y une fonction a support [a,b], dérivable surla, b (resp [a,+) ,

w(a) = y(b) = 0,6ty (@), w'(b-) finies, (respy(a) =0, lim.ow(b) = 0 ¥ (@)
finie ). Alors

Eo[ -py(1X11%) - 20X 1%y (IX17) + X2y (1X12) ] = AEw (2> +2,1)) (3.5)

Démonstration. 1. Soit y une fonction a support [a,b] et appliquant le Lemme 1.24:
E[*x-0)Xy(IXI1M) ] = Eo[ 21X11 %" (1X1%) +pw (1X11%) ] + fla) = A1b)
Par conséquent ‘
Eo[ (1X112)X6)] = Eo[y (1XIPIXI” = 21X 1%/ (X)) - pw(IX11%) ] - fa) + /) (36)
d’autre part, nous avons '
Eo (p (1X1)%: ] = Eo[ (Xe = 00w (IXI%) ]+ 0:Es (w(IX1%) ]

or

(2m)P"?

oo vl lx-0ll,
= %0, jRP (271)1”2 exp(- 5 P idx

%Ee[w/(nxu%j

= OBy (2(p + 2,0)] - BiEs[w (1X1%) ]
oit la quatrieme égalité découle de [14] p. 109, et 3 %(p + 2, ) est une v.a suivant la loi du y?
décentrée a p + 2 degrés de libertés et de parametre de décentrage A= 10l 2,
Ainsi '

2\(x: _ O, ' ~0)?
E[ G- oowXID] = | (%] 2) G = 00 exp(_ Ix : Iy > 0

E[ (X 0w (X% ] = 2By (" @ +2,4)] (3.7)

Les égalités (3.6) et (3.7) impliquent finalement I’égalité (3.4).
D’ou le résultat 1.2 ’
2) le Lemme 3.1 implique dans ce cas 1a que fla) = f(b) = 0 et ainsi on obtient I’égalité (3.7).

64



D’ot le résultat 2.0

Rappelons que les expressions f{a) et f(b) sont données par le Lemme 1.24 et qu’elles ont
respectivement le signe de v (a) et y ().
Considérons X est une observation de loi gaussienne Np(0,1p). Nous définissons une classe

d’estimateurs en posant : :
54y 00 = (9(IXI?) +w(IX17) )X (38)
ot la fonction ¢ sera soit ¢ JS(X) ou ¢*(X) ety dans les classes A ou B. Son risque
quadratique est noté: ‘
R(S4y,0) = Eo(L(6 4 (X),0))

y vérifiant les conditions C1, C2 ( quand b = +00). Les conditions C1, C2 assurent la

finitude du risque de 64,y (X)-
Nous avons le résultat suivant qui donne une condition simple sur la fonction y assurant la
domination de & s, SUT G5y €L UNE minoration de la différence de risque : ‘

R(d)JS’ 9) - R((bjs(x)’ 9)

Proposition 3.3 Si pour tout u dans [a,p—2]
-2
y(u) < %(————p = - 1) (3.9)
alorsona: :
1. ARy = R(8¢s5-9) —R(5¢;s,.,,,9) >0 ie Sy domine 6 4 .y

o R(6.(X),0) R0 2 2[00 - 2= 0y () *(: 101w
ol *(p. 101l 2 u) indique la densité d'une v.a. Khi deux décentrée a p degrés de

Ve

libertés et de paramétre de décentrage 6| 2

Démonstration 1. De la déﬁniﬁon (3.8) nous avons
S gy (X) = 0500 + w(IXIHX
et on peut écrire alors ‘
8o (X) = 91 (X) + Y (|XI )X = $5(X) = Sgg X) —3(X)

ot ¢ (X) = max(O 22 _1)x

T x1?
Ainsi en potant (. , . ) le produit scalaire dans R” nous avons :

65



ARy : = R(845:0) = R(84s5y-0)

’ 2 .
| [max 0,222 - ) nxuﬂ- 2B [ (95X + y (IXIP)X - 0,055 ]

Lo )
_ p—-2 2] p-2 2
- E{m@’ xi? 1>”X“ { max<°’ P 1>+2"’<“X” >H
~ 2E5[(0,¢3(X))]
Comme les fonctions max(O, "’; sz - 1) et la depsité de la loi gaussienne

multidimensionnelle vérifient les conditions du Théoréme 1 dans [9] (rappelé dans le
paragraphe L.5.c, Théoréme 1.16) par conséquent on a Eg [0, (X)] = 0.

Par suite de la condition (3.9) sur la fonction y nous obtenons le résultat 1..

Pour le résultat 2. nous avons d’apres 1a définition (3.8) de Pestimateur 0,y (X) :

R(55,,0) = R($,0) + Eo[ 1X|?w2(1X11*)] L 2B [ (p(IX 12X - 0w (IX17)X) ]

Posons
4

Ay = R(3,,,.0) —R(#,0)

Alors

Ay = Es[ X122 (X1 ] + 2B 1XI7@CIx 1w (1X17) ] - 2E,[w (IX)|?)-X.0)]  (3.10)
D’apres 1égalité (3.6) on a:

Eo[w (1X1)(X.60)] = Eo[ 1X1*v(1X1*) - 201X %' (1X1%) - py(IX1%) ] - fl@) + fb) -
Ainsi , .
As = Es[ 1X12w 20112 + 20X 17y (IXIZ) (X1 - 17]
+ Eg[41X11 %' (1X11%) + 2w (IX1%) ] + fla) - i) (3.11)

De la définition (3.8) de I’estimateur 6,(X) et en remplagant ¢ = ¢ ,; , nOUS obtenons alors de
(B34)et(3.11)

Mg, = Eo[ IX1Py2(1X 1) + 41X )20 (1XI1) + 4y (|X11%) ] + Ra) - fib) (3.12)
AN (RZD (R 21X 112w (1X11%) - 20 - 2w (1X1%) ] (3.13)
—2AE(y (x2(p +2,A)) |

De méme en remplacant ¢ = ¢7; nous obtenons
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Ags, = Es[ IX1Pw2(1X1) L 4)X] 2 (X1 + 2oy (1X0%) ] + fla) - Ab)

2 . o
2 [P wwuy (1017, aw) 27 (p - 2w, 10112, 1)du (3.14)
a p-2

WA REC(E 21X )12w (X112 ] - 22Ew (e + 2. 4))
P2 2 2 e 2 2
2" 101 dw 2 [ (0= 2y 027 1010
= B[ I1X) 221X 1)) ]~ 2AE(w (x> + 2. 10))
2 j;:(p 2wy (W@, 101 wdu (3.15)

ot dans les égalités précédentes x> (@, 6] 2 ) indique la densité d’une loi de y” décentrée a
p degrés de libertés et de paramétre de décentrage el >
Ainsi
p-2
My = 2] o =2 Wy @ P 0N Ags (3.16)
Par suite, de la déﬁﬂﬁon de A, , nous avons
. ' p-2
R(Sgs50) — RGpssr0) = “R($50) + R(¢70) +2 ja @ -2 - wy @@ 101|%udu

La condition (3.9) sur y et le résultat 1. impliquent que la différence —R( ,5,0) + R(¢35,0) est
négative.
D’ou le résultat 2. o

Remarquons que si y = 0, on retrouve le résultat de domination de ¢Js sur ¢ s obtenu par A.
J. Baranchik [2] et retrouvé par la proposition 3.3 (résultat du Corollaire 2 dans [9], rappelé
dans le paragraphe L5.c, Corollaire 1.18)

Nous avons le résultat suivant qui exclut certains choix de la fonction v permettant la
domination de 6 3, (X) sur ¢lis-

Proposition 3.4 Soity a support [0,b] ol b < p—2.
Siy est négative, ou telle que Ew(x*@+2,4)) <0, alors l'estimateur
8 gson (X) = 95X + w(|X|)X ne dominera jamais ¢;(X).

Démonstration Soit w < 02 support [0,b] (b < p—-2) ou telle que E(y(x*(@+2,4)) <0,
les relations (3.16) et (3.13) donnent
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b
Aoy =2) P-2- W () 22, 10112 w)du + Ay
0

!-b

i+ 2 | (py (g« 2uy () = wy @) 27 P 10 1%, w)du + A10) — fib)

b a2
= j wy () (5 19l
0 0

= [y 2p. 01~ 22 (P + 2. 0)

>0
D’ot le résultat. =

Remarque 3.5
1. Dans 1’expression de la différence de risque (3.14) associée a Iestimateur (3.8) avec
*(X) , on peut la transformer comme suit :

s = 17 i 0000 207201017+ ] 0 = 20p = 2w 0001l

+ 26 [ 21X 112y (1X1%) + py (1XI1) ]

oil on a pris y positive 4 support R* et en remarquant que f{0) = limp co f(b) =0 (on a
LMy w(u) = 0). Les conditions de bornitude sur rendent les deux premiers termes Ci
dessus négatifs et avec la condition : Eg[pv/(HXHZ) + ZIIXHZx;/’(!lXHZ)] <0 ona Ay, 0.
Ce qui permet a Uestimateur 8 gy (XD de dominer ¢"(X) quelque soit 0 € RP tel que § + 0.
Cependant comme le referée nous I’avait signalé ,d’apres [10] et [11] il est vain de chercher
un estimateur dominant partout la partie positive de I’estimateur de James-Stein en imposant
cette troisieme condition. En effet, cette condition jointe avec les conditions de bornitude sur
w n’est satisfaite que pour Yy identiquement nulle. Ce qui réduit notre estimateur
S gty (X) = (X)), qui est sans intérét. Par contre en utilisant un lemme dans [21] (reécrit
en le Lemme 1.24 paragraphe 1.7 et Le lemme 3.1 déduit du Lemme 1.24, dans le paragraphe
II1.1), nous donnons certains sous-espaces paramétriques ou cette condition est satisfaite.

3. Une condition pour dominer 1’ estimateur ¢ (X) est de le dominer en 6 = 0. Un choix de y

positive ou nulle dans R* ne nous permet pas de dominer pt(X)en8 = 0. En effet:
R(G 45,0 0) — R(#%5:0) = 2Eo[ (93Xw (IX11%), X) ] + Eo[ w>(1XIM)1X1* ] (3.17)

qui est positive. Par conire (3.17) est équivalent a

R 50-0) = R93:0) = Eo[l//(lIX\lz)IIXll2<w(ilXH2) " 2(1 - ﬁ;uzz )I[uxuz@_ﬂﬂ (3.18)

Ainsi (3.18) suggére que si 0 = w(u) = 2(” ;2 - 1> pour tout u > p—2 . Cette différence

peut étre négative et donc on peut définir une autre classe d’estimateurs dominant ¢*.(X) pour
¢x(1X] ) )X
X1

tout O dans RP. Par contre I’ estimateur proposé par [16 ] avec: 5x(X) = (1 -

ou
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exp(—3)
i ‘E‘_z ui
J A7 2 exp(=4-)dA

px(u) =p—-2-2

posséde un risque égal au risque de ¢ ,(X) en 6 = 0, et donc ne domine pas ¢ (X).

Dans le Chapitre 1 , on [rouve une classe d’estimateurs Ot défini par
0Ty = Ous(X) + v (1 X 2\X ou la fonction y est polynomiale du type -

' 2r+2

2 )

wx) = —4— x>0, avec 2<1< P+2 g - (r—22FrEDm B
pour dominer ¢ ,5(X). Du fait que v est positive , en modifiant dans ce cas leur estimateur en :
S145(X) = ¢ X) +w(I Xl )X on obtient un estimateur ne dominant pas ¢*(X) en 0 = 0.

p 2
3. Dans ([18] Théoréme 3.41) propose un estimateur admissible 5:(X) = (1 - %)X et
donne des conditions nécessaires de domination de ¢*(X). Plus précisément si & vérifie:
1) limy ol (W) =0
2) lim.uaoo(‘;(u) = p - 2 y
3) 1l existe uo > p — 2 tel que E(uo) >p—2.
Or

550,y () = #3500 + y (XX = (1_ min(X1p 2 H—znxnzwnxn% )X

et dans ce cas é(llXHZ) = min(HXHZ-,p -2) - HXHZV/(HXHZ). Ainsi pour satisfaire les
conditions de ([18] Théoréme 3.41, w (u) doit étre au moins négative sur un intervalle [a,b]
avec a>p-2, liMu.o u(y (u) + uy'(u)) =0 et limu..ouy(u) =0. Et par suite
limyoe #?y' (u) = 0.

Notons que la troisiéme condition du Théoréme 3.41 de ([18]) est surtout une condition de
domination de ¢*,(X) en 6 = 0. Un choix donc de y positive ne permet pas dans ce cas de
dominer ¢*,(X) en 0 =0 puisque min(||X||%,p—2) - IX|12w (|1 X]|%) < p—2 pour tout
u € R*. Ce qui nous améne 4 faire un choix de fonction y ala »limite” par rapport a la
condition 3, par exemple en prenant des fonctions y a support égal a [0,p - 2].

lIl.2 Domination de la partie positive de l'estimateur de James-Stein

Dans le paragraphe IIL1 , la remarque 3.5 et les Propositions 3.3 et 3.4 nous suggerent au
moins deux classes de fonctions y a support [a,p]joua=>0eth>0 (b pouvant étre infini ).
Dans toute la suite les fonctions y v& .fient les conditions C1 et C2 (quand b = +00) et nous
considérons les deux classes suivantes:

A w [y = 0asupport [a,b],
0 < a < b dérivable, y (0%) < o,y (b)7) <™
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w /v asupport la,bl, p—2<a<b,
dérivable sur 1a, b[ et tel que v (a”) <=, w (b)) <

~

~

Pour toute fonction y nous modifions I’estimateur (3.8) en posant
oo (X) = Satzp(X) = 05X) + ey (IXIHX (3.19)
ol ¢ est un parametre positif. Le choix de y positive ne permettant pas dans ce cas de

dominer ¢*, en 6 = 0, on déterminera suivant les cas des sous-ensembles paramétriques © de

RP, dépendant de y en général privés de z€ro et que nous allons préciser par la suite.
Pour tout v € A de support la,b]a>0, bsp- 9 et & l’aide du Lemme 3.2 et de la
fonction f du Lemme 1.24, nous définissons la fonction g pour a < [0,2] par

b , 9 5
g(e,0) = | (2py(w)+4uy () — cany () + fl@) — fb) ) 1 2P 1017w

Posons

M = max u), m = min uM=maxuuetm=minuu
. {a<u<b} v () /\a<u<b}w( )» Mo {a<u<b} v (w) 07 acu<b) y (@)

tels que m > 0, mo > 0 et 2m >Mp > 0.
Nous introduisons les sous-ensembles paramétriques suivants.

@ =<0 R? [ g(0,0) >0}
et pour my < 0 on pose
@ ={6e R / g(2,0) <my <0}
et alors SUP 6., g(2,0) =m" <= my < 0 (Voir en page 69 que © < ® et ainsi ©) n est pas

vide).

Cependant ces sous-ensembles sont difficiles a expliciter par la complexité des intégrants qui
les définissent. . '

A la place nous utilisons des sous-ensembles plus petits” mais plus explicites :

®3:{9e R 1 2 =6]> et0</1§£:—ln0£}

@, = {GGRP JA=]0)? et AZ__I’JEMT}
: ST (=)

Nous remarquons que nous avons les implications suivantes :
| ’ @) C Bp et B2 < O
En effet pour la premiere implication, soit

gcosie 0<is 2

Mo
De I’égalité (3.4)ona
4(0,0) = ~2cAELw (x2(p+ 2,11 + 2E[ IXI"w (X 1*)]
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Comme

My = max wy(u), et mo = min wy (4)
{a<u<b) Ja<u<b}

donc
()"

Z+lr(5+k)

= P b u P
AETw (y2(p + 2,2 Ay ez wrwe Tui ™ du
Ely (2@ + 2,1)] 2:; perey J )

IA

Mo pa < 2p4) < )

et
E[ 1|2y (I1X11)] = moP(a < x*(p:1) < b)
Ainsi pour 0 < A < £

< B
2(0,6) > 2c(—/1—A%°— + mo)Pla < y2(p, 1) <b)

>0

Dol € Op
La deuxiéme implication se fait de fagon similaire.

Remarque 3.6 Nous donnons un exemple de fonction Y € A et explicitons les

sous-ensembles paramétriques O et ©2. Soit la fonction y(u) = exp(—u) a support [TI(Y’ 1]
(p = 3). Le calcul nous donne : M = exp(—45) » Mo = 1 my = = exp(-g):m = L Ainsi

0 < My < 2m est vérifiée et nous avons

. _ pp _1a12 3 exp(-X
;= {oe R [ L=10]" et 0< )= exp(5) |
_ _ 2 9
02= {0k /2=10l et 1 = 6exp(5)

Pour étudier la domination de I’estimateur (3.8) défini par une fonction v dans la classe A sur
la partie positive ¢, nous donnons les lemmes préparatoires suivants.

Lemme 3.7 Soity < A vérifiant les conditions du Lemme 3.2 et & support [a, b]
a>0, b<p-2.

Sio c ©,, alors il existe a*(y,0) € [0,2] unique tel que gla*(y,0)) =0. Plus
précisément on a
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fi(Zp\//(u) + 4u1//'(u) + fla) ~f(b)>x2(p, 16 Hz,u)du
.[i wr () y*(p, 10112, 1)du

a*(y,0) =

Démonstration Vérifions que la fonction g(o,0) vérifie les conditions du Théoreme des
valeurs intermédiaires sur 1’intervalle [0,2]. D’une part, d’apres le Lemme 3.2. 1) nous avons
pour

g(2,0) := ji@pw(n) +duy () — 2u1//(u)>)(2(p, 16112, w)du

— Eo[ 2y (1X1%) + 41X 1%y (IX11%) - 20X 2 (1X1?) + fla) — fb) ]
— 2AE(y (2@ +2.1))
<0

puisque A = 161> >0 ety = 0.
D’autre part, comme par hypothése § € @, c’est a dire g(0,0) > 0 et la dérivée de g(a,0) :

/ b 2 2
g'(e,68) = = | w1617 u)du

est strictement négative sur [0,2] car v = 0, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe donc un unique a* (y,0) € [0,2] tel que gla*(y,0)) =0.
D’oi1 le résultat. o

Dans le résultat précédent on a éxhibé un nombre o*(y,0) qui dépend de 0. Le Lemme
suivant détermine lexistence d’un nombre a*(y) € [0,2[ uniforme sur I’ensemble
paramétrique @5 N O1 qui sera non vide. En effet ci-dessous nous déterminons un ensemble
©, tel que ©®, < ©1. Donc O N QF c ®NOg et I’ensemble @, N O -sera non vide
avec un choix de ¢ trés “petit”.

Lemme 3.8 Soity < A a support [a,b], a > 0,b < p — 2 vérifiant les conditions du
Lemme 3.2 partie 1. Alors

sup a*(y,0) =a"(y) < 2

0= 04nO1

Démonstration Soit 9 e ®;N®: . La fonction g(a,0) vérifie g(0,0) = 0 et
supee@lg(Z,G) =m* <my <0.
D’autre part, on a aussi ‘
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sup pco38(0,6) = sup ocoy (2CAE((y (@ + 24D + 20E] 1 X) 2w (1K1 D
< 2cAM +2cMo

< ZCme M+2cMg =: D < ®
My

Donc par le théoreme des valeurs intermédiaires il existe un unique a*(y,0) € [0, 2[ tel que
gla*(y,0)) =0. Comme SUp . 0,8(2.0) = m* < my <0, Jors
Supée@énc-)l a*(y,0) = a*(y) < 9. |

D’ot le résultat. =

Notons que le Lemme 3.8 met en évidence Pexistence de o () uniforme sur I’espace
paramétrique 03 N Oy ettel que, a*(y) < 2et gla*(y)) =0.

Pour une fonction y € A et sous les conditions du Lemme 3.8 associons le nombre o* (v)
€]0,2[. Pour restimateur défini en (3.19) remarquons que pour les fonctions v et cy, on
aa*(cy) = a*(y). Par suite gla*(cy)) =gl ) =0

Pour € > 0, considérons les racines T1(€) et T2(€) strictement positives de I’équation
re~% = e. Nous introduisons le sous-espace paramétrique suivant :

@ ={0c R [ A= 16> et 0 <71(e) <A< 12(€)}
Remarquons que ©. est une »grande” boule compacte RP privée d’une »petite” boule en
Porigine 0.
En effet un choix de € suffisamment “petit” fournit r1(¢) suffisamment petit” et 72(€)

suffisamment ”grand” .
Ainsi I’ensemble paramétrique ®. sera suffisamment “large” pour les applications. Notons

que @ < O1. .
Le résultat suivant utilise le nombre a*(y) du Lemme 3.8 sur I’espace ©1 N Og. Cependant
sa détermination nécessite la connaissance de ®1, qui n’est pas toujours explicite. Nous le
remplagons par ¢ C 0.
Donc

BN @s c ®1N @3

ainsi nous déterminons un nombre noté aussi a*(y) (sans changer de notation par rapport au
Lemme 3.8) par le méme procédé que le Jemme 3.8 sur ®, N Og: »

a*(y) == sup a*(y,0) < sup a*(y,0) <2

. 8eOFNO¢ 80§D
Par exemple si on choisit w(u) = (1.5~ wl,;, l](u), un calcul simple numérique donne
a*(y) = 0.75.
Posons

® = (0. NO§HUO2

Pour I’estimateur (3.19) nous avons le résultat suivant.
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Théoreme 3.9 Soit y < A vérifiant les gonditions du Lemme 3.8 et 'estimateur
83, (X) défini par (3.19) o0 < ¢ < —21%41’/— et «* (v) est défini ci dessus.

Alors l'estimateur 5...4:.(X) domine ¢ (X) uniformément sur I'espace parameétrique
0. :

Démonstration 1 expression (3.14) calculée pour 1’éstimateur (3.19) s’écrit

b
Bedsy = | cmy(w)ley @) = 20, 1617w

+ 2c¢ ji(pq/(u) + 2u1//(.u) +fla) _f(b)>)c2(p, 1o Hz,u)du

ou la deuxieme intégrale n’est autre que la valeur g(0,0) .
Nous distinguons les deux cas :
1. Soit§ € ®, N Of. Par le Lemme 3.8 et parla définition de

@, ={0cR=0]7et0<ti(e) SAS r2(€)}
ona .
b , 5 2
8(2,0) == CL(Zpl//(u) + duy' () - 2uy () + fla) — (b)) 2° (P, 10117, w)du
= 2cAE[(y (x*® +2,4))] |

o0 ANk

A (%) b x P

= -2ch E e 2 wy(u)e Zuz™ ' du
7 gL T (F k) ja

< _2cme % Pla <x*p)<b)

< —2cme

<0
o la premitre inégalité découle du fait que la série a termes positifs est minorée par le
premier terme, c’est a dire pour k = 0. Alors sup,, g(2,0) < 0. Pour 0 ®y on a
SUD . 8(0,0) = 0 et donc par le Lemme 3.8 on a

a*(y) = sup a*(y,0) = sup a*(y,0) <2
CERCTICH de in('lGD?

Parsuite ona a*(y) €]0,2[ et gla*(y)) =0
D’une part, en ajoutant et en retranchant la quantité a* (y)ucy (1) respectivement dans le
premier et le deuxieme intégrant de Acgt ci-dessus et par le fait que a*(cy) = oa*(y) et
gla*(cy)) =gla™(y)) = 0, on en déduit que
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b B
Aesy = || cuyt@le(®) =2+ @ (I P [01 10
b 4 ' 9 H 2 |
e | (apwtu) - 4y ) oy ) ) P17

 [* cuptalowt) -2+ a )] 101w+ gla”er)

a
) ;
- [ cup @iy -2 + o (L@ 101104
D’autre part; comme C vérifie 0 <c < —2——%%)— on obtient par définition de
M = maxX g<u<b) V/(u) :
cy(u)—2+a*(y) = eM-2+a*(y) <0

Par suite on aboutit & Acgte = 0 pour tout & € O N O}

2. Soit 6 € O3 _
D’une part, I’égalité (3.4) nous donne

£00,0) = 2 [ oyt +2uy' @)+ fia) = ) @OV e
_ 2cAE[(y(x2(p + 2,M))] + 2¢E] X1 2w (1X1%) ]

Le deuxieme terme se calcule par :
Js :=E[ IXIPv(IX1%) ]

= A ('L)k b u )4
= Z e? 2 wy(u)e uwz*tdu
K2THT(Z 4 k) T
50 ! (5 +k)
= _ L (p+2k>(_/;')k b D IR A |
= Ze 2 i P j.aut//(u)e 2uz™ du
=0 kR277T(5 +k+ 1)

e IMo(L)ke %
< pMP(a < YA (p+2.7) B+ £°§c21) .
(k- 1)R2THIT(E +k+

o AMg Lk_l.
5 (g)e 2

= pMP(a < x*(p+2,2) < b) +
; (R)127*T(E +k+2)

b u P
J e tuz ™ du
a

b u )4
j e tuz*du
a

< (pM+ 0 )Pa < 2+ 20 =) G0

ott dans la troisieéme égalité nous avons changé I’indice de sommation et la derniere inégalité
découle du fait que (% +k) = T(3 + k') pour toutk > k (p = 3).

D’ autre part, pour le premier terme dans g(0,0) , puisque m = i (0<u<h} w(u), DOUS avons
donc

E(y(x%(p+2,4))) zmP(ax v (p+2,1) < b)
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Ainsi par (3.20) on aboutit a

2(0,0) < 26<pM+ “240 - xm>P(a < Pp+2A) < b) (3.21)
Ainsi puisquet € @2 ie 4 = PY__ donc g(0,0) < 0.
- (m—%g
Alors comme c¢ vérifie 0 <c< % ot M = maXyuuwp) v(4) , € on aura donc

cy(u)—-2<cM-2=< 0 et le premier terme de Acgs est négatif. Par conséquent Ac s <0
pour tout § € 2.
Ainsi pour tout 6 € (@ NOFUBz et 0<c< k“—M-(‘l)— la différence de risque Ac g+ < 0.

D’ot le résultat. ¢

Dans la suite, nous prenons des fonctions v a support [0,b] (avec b <p- 2) . Pour cela
nous introduisons un deuxiéme sous-espace paramétrique qui sera ’espace RP privé d’une
boule centrée en 0 et de rayon r qui sera déterminé par la suite.

Posons M = maX (o<u<b} uy 2 (u)). Nous définissons le sous-espace paramétrique suivant

® {6 R [21=]0|" et A>r>0 7}
pM?
(bn—c%)
Remarquons que dans le nouveau sous-espace paramétrique ©, nOUs avons un choix de r qui
dépend de la constante ¢ que Pon peut choisir dans P'intervalle ]0,4—5’;'—1[ ce qui permet
d’élargir cet espace paramétrique pour les applications.
Pour I’estimateur (3.19) nous avons le résultat suivant.

oL r=c et ¢ estun réel vérifiant 0 < ¢ < 474”‘7, oum > 0 estdéfini plus haut.

Théoréeme 3.10 Soity < A & support[0,b] (b <p—-2) et .43, (X) défini par (3.1 9)
ol ¢ est un réel strictement positif vérifiant0 < ¢ < 44~ ‘

Alors Pestimateur 5 .4, (X) domine ¢ (X) uniformément sur I espace paramétrique
O,

Démonstration 1’ expression (3.15) calculée pour I’estimateur (3.19) s’écrit
Aegs, = CE[IXI2W2(IX17) ] - 2AEy (£ (P + 2,40))
Oren uﬁ]isént (3.20) et en remplagant M, par M1 on obtient
B[ 1X12y20xD ] < (b2 + 2L ) PGP+ 2.0 <)
D’ autre part, nous avons ‘ ‘
E(y (2 (p+2,4)) =2mP(x*(p+2,1) <b)

Ainsi on aboutit &
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Aesy < [ cppt? + c2HL ~20m )PP + 2.2 < B)

.. . R M2
Ainst Ac,g- < 0 pour un choix de 0<c< 4—;4”1— et i > C—E—P——Ml——)—.
2
2

m—c—; -

D’oit le résultat. =

Dans le résultat précédent nous avons choisi des fonctions y a support inclus dans [0,p — 2],
ce qui nous a permis de controler des différences de risques dans ’expression (3.15).
Cependant si nous prenons des fonctions y 2 support contenant intervalle [0,p — 2], ceci
introduit un terme supplémentaire dans I’expression des différences de risques. Dans ce cas
nous déterminons un troisieme Sous-espace paramétrique qui sera ’espace RP privé d’une
boule centrée en 0 et de rayon ry qui sera déterminé par la suite.
Nous définissons I’espace paramétrique suivant

@, ={0¢cRP JAa=|0)%e A=r1>07}
WM .vec les conditions 2m — Mo > Oetm > 0.
(2m—-Myp)
Remarquons que dans le sous-espace paramétrique ®,, nous avons un choix de ri qui
dépend uniquement des conditions 2m — Mo > 0 etm > 0 qui sont satisfaites par exemple si
on choisit une fonction y(u) = exp(-u), p=3etlx< b<1+log(2) m=2exp(-b) et
My = exp(-1). _
Pour I’estimateur (3.19) nous avons le résultat suivant.

ol rs =

Théoréme 3.11 Soity € A a support [0,b] tel que b > p — 2, et 8y5(X) est défini
par (3.19) ou c estun réel strictement positif. Si les conditions suivantes sont
vérifiées g

1.1 Pourtout ue[0,p-2],0= cy(u) <2

1.2 Pourtout p-2<u<b,0< ey < 257

Alors l'estimateur &, (X) domine ¢t (X) uniformément sur le sous-espace
paramétrique ©r,

Démonstration L’expression (3.15) calculée pour ’estimateur (3.19) s’écrit dans ce cas 1a
Begs, = Ee[w*(IXIPIXI + 41X1 %y (IX 2y +2py (X1 ] + fla) - Ab)

-2 +o0
27 w22, 1017, du) 2 [ -2 G, 1017 wdu
P2

_ P2 _ 2 2 oo 2 2
7wy (et -2 101w + [ eyl =2p =20 1017, w)du

+ cEo[A1X 12 (1X11%) + 2w (1XI1P) ] + cfla) ~ oftB)
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Or d’apres (3.5)ona

Eo[ 41Xy (1X1%) + 2pw (1X11) ] + fla) = ib) = 2E,[ X1 2w (1X11%) ] - 24E(w (P + 2, 1))
et I’inégalité (3.20) donne

2B, [ X112y (1X17) ] - 2AEQy (> + 2.00) < (2pM + AMo - Uim)P(2(p+2,) £ b) (3:22)
Ainsi pour c positif et y vérifiant les conditions 1.1,1.2 et A >
D’o le résultat . o

2pM
2m-My ’

<
ona Ac,,,,;s <0.

Remarque 3.12

1) Pour p = 3, la fonction w(u) = exp(—u) & support [0,1 + log(2)] vérifie les conditions
1.1 1.2 pour tout choixde 0 < ¢ < 1.

2) Dans le cas d’un support infini (ie b = +o0), NOUs donnons dans la Proposition 3.21 A un
exemple de fonction y vérifiant les conditions 1.1 et 1.2 et nous obtenons la aussi une
domination sur un sous-espace paramétrique explicite.

1ii.3 Domination de 'estimateur primitif de James -Stein

Dans le paragraphe IIL.2, 1a domination de I’estimateur défini par (3.19) sur la partie positive
de James -Stein ¢, uniformément sur les parties paramétriques explicitées, implique sa
domination sur 1’estimateur primitif de James -Stein ¢ . Cependant dans cette partie , nous
étudions directement la domination de I’estimateur défini par (3.23) sur P’estimateur primitif
de James-Stein ¢ ,. Ce qui nous permet de trouver des sous-espaces paramétriques plus
“Jarges ” que ceux donnés en paragraphe IIL3.

Pour toute fonction y nous modifions Pestimateur (3.8) en posant .

O w®) = SepusX) = ¢s(X) + ey (I1X11%)X (3.23)

oll ¢ est un parametre positif. Dans cette partie nous donnons quelques résultats donnant une
domination de I’estimateur défini par (3.23) sur Pestimateur primitif de James -Stein @
dans certains espaces paramétriques.

<

Proposition 3.13 Soity A a support [0,b] tel que b > p -2, €t SepsX) est
défini par (3.23) ot ¢ est un réel strictement positif et 0 < cw(w) < 222 pour tout
u < [0,b]. :

Alors, l'estimateur 64 ,5(X) domine ¢ ,(X) uniformément sur I'espace parametrique
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Démonstration L expression (3.13) calculée pour ’estimateur (3.23) s’écrit
b 2(p—2
e = | cuvtley) = 2P 61 wde

1 2eEg[ X1 2w (1X11%) ] ~ 22cEw (x*( +2.4))
et I’inégalité (3.22) donne
2B, X1 2y (1X)1%) ] - 2B (x*(p + 20)) = (2pM + AMy — 22m)P(x*(p +2,1) = b))
Ainsi Acy, = 0 pour ¢ positif et y vérifiant les conditions 1.1, 1.2 et A > %.

D’ot le résultat . o

Le cas olt b= +co et pour tout 6 € R est traité par le résultat suivant.

Proposition 3.14 Soity < A a support R*, positive, etb.4,(X) défini par (3.23), et
¢ un réel strictement positif.

Si les conditions suivantes sont vérifiées

1.1 Il existe o strictement positif tel que

Eo[41X1%' (1X]%) + 4+ 0y (IXIH ] <0, 220

1.2 Pourtout ucR*,0<cy(u) <+ |
Alors, Festimateur 5..4,5(X) domine ¢ +(X) uniformément sur R

Démonstration L’ expression (3.12) calculée pour Pestimateur (3.23) s’écrit
Ncprs = CEo[ X122 (I1X)*) ] + 4cEo| X112y (1X1 + w (X1 ]
= B[y (XDl XN w(IX1)* - o) ]+ cEs[ 41X 1w (1X11%) + (4 + Oy (IX1*) ]

Les conditions 1.1 et 1.2 impliquent que Acg , €st négatif.
D’oi le résultat. o

" Remarque 3.15 Un exemple de fonction y vérifiant les conditions de la Proposition 3.14 est

traité dans la Proposition 3.21 .2

Le casot b< p—2 etpourtoutf € RP, est traité par le résultat suivant. .
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Proposition 3.16 Soity < A 4 support [0,b], b < p-2, strictement positive,
5..4,5(X) défini par (3.23), ¢ un réel strictement positifet0 < y(w) < 2 (& - 1) pour
tout u < [0,b].

Alors, Pestimateur §..¢,5(X) domine ¢ ,;(X) uniformément sur R?

Démonstration L’ expression (3.13) calculée pour I’estimateur (3 23) s’écrit
b 2(p -2
et = | cavtafoy (@ +2 - 22120, 1017 wde
b r
e [ (apy ) + duy W) = 2y () 2P, 1610+ fla) =S

b 2(p—-2
- [ amptwlevu +2 - L2120, 101 =245 G+ 2.1
Dans la deuxieme égalité le deuxieme terme est négatif (y étant positive) et sous la condition
0<ym) < %—(p;z - 1.),

Je premier terme est négatif , par suite Acg , est négatif.
D’otl le résultat.o

Dans la suite nous étudions la domination de nos estimateurs en choisissant la fonction v/
dans 1a classe B. Pour celd, nous introduisons un nouveau sous-espace paramétrique qui sera
une boule de R? centrée en O et de rayon r; qui sera déterminé par la suite. Pour v € B,
posons

M3 = max w2(u),m; = min uy(u), ma = min (u—p + 2)w ()
{a<u<b) {a<u<b) {a<u<b)

Nous définissons le sous-espace paramétrique suivant
@,={0ec R /A= 612 et 0<A< 1y}

oiry = pﬁ”%flﬂl  my1 < Oetc estunréel vérifiant 0 < ¢ < —2%.
Remarquons que dans ®,, nous avons un choix de r, qui dépend de la constante ¢ que I’on
peut choisir dans I’intervalle 10, —2%—23—[ ce qui permet d’élargir I’espace paramétrique pour les
applications. : »
Rappelons que d’apres I’égalité (3.16) , pour toute fonction  appartenant a la classe B,
Ags = Agys- Dans ce cas Ta les conditions sur y pour dominer ¢;(X) et ¢ <(X) seront
identiques. Pour 1’ estimateur (3.19) défini pour une fonction y appartenant 2 la classe B,
nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.17 Soity = B, 5., (X) défini par (3.1 9), 5.,,,(X) défini par (3.23)
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oll ¢ est un réel strictement positif vérifiant 0 < ¢ < —2%—. Si my < 0, alors
I'estimateur 5 ..43.(X) domine ¢*.(X) uniformément sur ©,, et de méme Pestimateur
Sc.iss(X) domine ¢ ,5(X) uniformément sur ©, .

Démonstration L’expression (3.15) calculée pour 1’ estimateur (3.19) s’écrit avec A = G 2.
Acgt, =€ jz wy 2(w) 3 (p, A, u)du — 22c j‘z y(w) x> + 2, A, u)du+2¢ jz () —p+ 213> @, A u)du
< PMsPla < 72(p.2) < b) ~ e TGP(@ < P (pi) = b+ 2emaPla = 1.4 < b)
— c(cM3 - 2/1-’-”171- + 2m2)P(a < y%(p,A) < b) "

ot dans I’inégalité, on a le deuxieme terme qui découle du fait que
P . Y 1 P e }r vk =0

et
Iw(u)e‘% urKdu = j m//(u)e_% Wi du

+ est

2m2+cM 3
’ A""‘/’.rs

Ainsi sous les conditions de I’énoncé : 0 < ¢ < ——2—;’% ,m <0etd<p o
négatif.
D’ot le résultat. o

Nous savons d’apres le Corollaire 1.17 ( Corollaire 1 dans 3. Berger et M. E. Bock [9]) qu’on
peut améliorer les estimateurs 2 rétrécisseurs prenant des valeurs négatives sur des parties de
R. Ainsi les estimateurs définis dans la Proposition 3.17 peuvent &tre améliorés par leur partie
positive. Les deux classes d’estimateurs définies par [21] sont inadmissibles, étant donné
qu’elles ne sont pas analytiques. On le montre aussi a 1’aide du corollaire suivant déduit du
Corollaire 1.17 . .

Corollaire 3.18 Soit
Wi={xcRr [ 8agx) <0} etW= {x e R? | 5(a.khgx) < 0} ol 6(a,g,x) est
donné par la formule (1.25), a et g étant définis par le Théoréeme 1.25, et (a,k,h,g,x)

‘est donné par la formule (1.26),a.k,h et g étant définis par le Théoréme 1.26) et t

une fonction définie comme suit :

RF - [1,2]
t:
{ x ~ t(||x]%)

et soient les estimateurs 63,,(X) €t 634xpg(X)
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514X = {1 - t(1X1)Iw, }6(a,8:X)X
55 1 g(X) = {1~ 1K)} Sl k1 2, X0X '

Alors 57, ,(X) domine 5(a,8,X), et 6% 4 ungX) domine 5(a,k,h,8.X) , uniformément en
g

Démonstration Découle immédiatement du Corollaire 1.17.

Notons que si ¢ = 1, alors on a d’apres le Corollaire 1.18, 615,(X) domine 87 ,,(X) et
85 g (X) domine 65 ;4 4.¢(X)» uniformément en 6.

lil.4 Conditions nécessaires de domination de I'estimateur de
James-Stein

Dans la suite nous formulons des conditions nécessaires de domination de ¢ 5(X) similaires 2

dans ([20] Th 2.1, et rappelées dans le paragraphe I11.6). Rappelons que ces auteurs proposent
= 2

des estimateurs de la forme 5:(X) = (1 - %)X et donnent des conditions nécessaires de

domination de estimateur de James-Stein . Ils notent

R 5,0) — R(34,0) = Eo(g(1X1))

avec

. i 2 : )
gty = LW PB4 g w) (3.24)

et obtiennent des conditions nécessaires sur £ et g: pour que 0¢(X) domine ¢, (X).
Pour le cas de notre estimateur 6, (X) nous avons alors un résultat similaire en suivant la
démonstration du Théoreme 2.1 dans [20]. Nous posons '

gy (w) = —wy?(u) — duy’' (u) — 4y (u)

Proposition 3.19 Supposons que la fonction g, est bornée. Si l'estimateur ,
§9sX) = ¢,5X) +w (1X] )X domine l'estimateur ¢ ;(X) de James-Stein alors pour
toutu > 0 il existe uo > u tel que g, (uo) = 0.

Démonstration En comparant notre estimateur 3.4,5(X) a1 estimateur §¢(X) nous avons :
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: )
1S TRy

et alors E(u) = p— 2 — uy (4)- Donc de (3.8) nous avons par identification
gz (u) = —uy(u) - duy' (w) — 4y () = gy(®)

Le reste de la démonstration suit les mémes étapes que celles du Théoreme 2.1 dans [20].
D’ou le résultat.

Nous avons aussi le corollaire suivant analogue au Corollaire 2.2 dans [20].

Corollaire 3.20 Supposons que la fonction h(u) = wy () €st bornée et absolument
continue. Si Pestimateur 5,5(X) = ¢ss(X) + v (|1 X|*)X domine I'estimateur ¢ s(X) de
James-Stein alors :

i) pour toutu > 0 il existe ug > u tel que y(uo) + uoy' (o) <0

i) Si limuioo 1y () + uy'(u) existe alors elle est nulle

iii) 8i limyio (P~ 2~ wy (u)) existe et silimy ..« wy (u) +uty'(w) =0 alors limy..»
wy(u) = 0.

Démonstration 11 suffit de noter que Eu)=p-2-uy (u) et donc & () = —y(u) - uy' ().
La démonstration étant similaire & celle du Corollaire 2.2 dans [20]. o

[i1.5 Simulations

Les deux classes A et B étant définies dans le paragraphe II1.3, nous illustrons dans ce qui
suit la domination des estimateurs & g3y (X) et Beguy(X) sUr les estimateurs ¢ et ¢
respectiverent.

I) Classe A:

1) Nous donnons un exemple de fonction v € A , dans le cas oll b = +© ,vérifiant les
conditions 1.1 et 1.2 du Théoréme 3.11 . La méme fonction y; € A étant choisie dans le cas
oil b = oo, vérifiant cette fois-ci les conditions 1.1 et 1.2 de la Proposition 3.14. '

Proposition 3.21 A partir de I'estimateur (3.8) définissons

8155, (X) = 1,450 (X) = 95X + ey (I1X1%)X
et

Bagss(X) = 0259 (X) = 05X + ey (IXI*)X
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ou la fonction y1(u) = e, avecs et ¢ deux réels strictement positifs, tels que
£ <2p-2) elc <2.
1. Pourp > 3 posons

G —{6c R0 [ A=|0) et Azrs=pras )

2s
alors 514, (X) domine ¢ (X) uniformément sur ©r,
2. Si
1 c sp-2)-1
s > _2,c>0, Z5 <g<4 L ,p=>3

alors §2.4,(X) domine ¢ ,5(X) uniformément sur R?

Démonstration
1. L égalité (3.15) donne :

sy, = Eo[w3(IXIDIX1? + 41X 2y XD + 2oy (1X1%) ]

[ w01 ~2 [ p =21 @10 12, u)du
0 p-2

N 9 2 oo 2 2
= jo wy 1 () (w1() -~ 2) (@, 9] ,du)+jr2m(u)(uw:(u)—2(p—2))x @, 101", u)du
+ Eg[ 41X (1X1%) + 20y (1X15) ]

Le choix de notre classe nous donne f(0) = f+0) = 0. Un choix de 0<c<?2 et
£ < 2(p-2), permet de rendre les deux premiers membres de 1a deuxieme égalité négatifs.
1l reste  choisir A de telle manitre que le troisieme membre de la deuxieme égalité soit
négatif. A cet effet le Lemme 9 de 1’ Appendice nous permet d’écrire: ~

Eo[ 41X 24 (1XI12) + 291 (1X1%) ] = 267%1e 3 p = 2520
avec t = —5-. Donc pour 1 = p + - on aura
Eo[41X )12 (1X11%) + 2w (X1 ] < 0
D’oii le résultat 1. o
2. L’égalité (3.12) donnent :
nrn = Eo[w JUXI DX + 41X 120 (X1 + 4 (X1 ]

= Esy 11X 0 (XX —e) ] + Eo[A1X1 w4 (1K1 + 4+ ey (117 ]
Le choix de notre classe nous donne aussi f(0) = f(+o0) = 0. Pour 0<£& <aona le premier
membre de la deuxiéme égalité négatif. Pour rendre le deuxiéme membre de la deuxieme
égalité négatif, on utilise le Lemme 9 de I’ Appendice pour écrire:
1 ((4 + q)(1 + 2s) — 4sp — 2sA1)

s(p-2)-1
1+28

2.

E[ 41X 17w (X% + 4+ apn (IX]1*) ] = e le

c>0, £<ax<4

avec [ = —]jl—z? Donc si on choisit s > ,p>3etl>0,0n

p-2’
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Eo[ 4] X||?

D’ou le résultat 2. -

w i XD + (4 oy (1X1*H ] <0.

Nous illustrons graphiquement la différence de risque Acg:, €D fonction de c et 1 = [|0|] 2,

pour s = 2.

Figure 4a

Fig. 4a Graphe de la différence de risques Acys.en fonction de A = o> etc (s=2,

p =3).

Le graphe montre que la surface Acgs est négative pour 4 = [|0] 2 £]0,30] etc € [0.1,2.1].

Nous présentons différentes coupes de 1a nappe de la Fig.4a pour différentes valeurs de ¢ .
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0044 Figure 4b

Fig. 4b Graphe de la différence de risques Acg: en fonctionde A = |0 2 et pour les valeurs
dec = 0.05,0.3,0.8,1.3,1.8,c =2.3. (s=2.,p= 3).

De méme nous illustrons graphiquement la différence de risque Acgy,, €D fonction de
2 = ||6]|% et pour les valeurs de ¢ = 0.05,0.5,1,1.5,2,2.5,c =3. (s =2.,p = 3).

86



Figure 3

Fig. 5 Graphe de la différence de risques Acg, €n fonction de A = ||0 |* et pour les valeurs
dec = 0.05,0.5,1,1.5,2,2.5,¢ = 3. (s=2..p=3)

Le graphe montre que la surface Ay, est négative pour A = |[0 |2 €]0,30] et pour un choix
deatelque: - < a< 2.( cf. les conditions 1.1 de la Proposition 3.16) .

Nous donnons un exemple de fonction y2 € A, vérifiant les conditions du Théoreme 3.10
Soit
wa(u) = (L.5— wlio(u), ¢ > 0
et rappellons
BegpX) = 05X + c(1.5- ”XHZ)I[O,p—Z](HXHz)X~
Nous illustrons graphiquement la différence de risque Ayt €1 fonction de A = |0]|> et ¢

@ = 3).
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Fig. 6 Graphe de la différence de risques Ac g en fonctionde A = |0 2 et pour les valeurs

“dec = 0.05,0.1,0.3,0.5,c=0.7. (p=3).

Le graphe montre que la surface Ay est négative pour A = {0 2 £]0,30] -

Nous donnons un éxemple de fonction 1 € A pour déterminer o (yi1) du Lemme 3.8
Soit
wi(w) = (1.5 - wlpy(u)
et rappellons
SorgisX) = ¢5(X) + (1.5~ X1 ) (IXIHX c1 > 0

Le calcul donne : a*(y1) = 0.75. Dans ce cas on a y1(#) < (% - a*(y1)) pour tout u
dans [0,1] et pour tout ¢y > 0. Ainsi Agyypre < 0. ’
Nous illustrons graphiquement la détermination de a* (1) et nous obtenons a”(y1) = 0.75.
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Figure 7

Fig. 7 Graphe de g(a,0) en fonction de a et ). = ||0 |% pourp = 3.

ID) Classe B:

Nous donnons un exemple

3.17.
Soit y3(u) = 1'?[" 1 [7_5,2‘50[(u). Rappellons que dans cecasona A, = Acy -
Acg cen fonction de

Nous représentons graphiquement la différence de risque Acgpt =

2 = ||6]|% pour ¢ = 0.001,0.005, ¢ = 0.0l etp = 3.

de fonction y3 € B , vérifiant les conditions de la Proposition

1. “
00 /
1 . t
:
- N [l‘-‘
0.04 /
] /
0.021
0 e
R payy =0 H
1 .
002 ST
17 =005 o
1Ll _______ﬁ__m-——‘—""'_—
09 o ;
D047 5 = Figuie 8

Fig. 8 Graphe de la différence de risque Acypts = Do ,s €N fonction de ). = |6 .
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' . —1 2 ! - A
La famille d’éstimateurs dc 45 (X) = ¢5 (X)) + C”ﬁj}ﬂ;le"[{7.5'250g(llxl!2)x domine ¢, (X) et la
i H— 5 .
famille d’estimateurs (X)) = 0,50 + c—“—fl—;-'f;”—lw.s,m[(\\Xllz)X domine ¢ ,5(X)
uniformément sur le sous-espace paramétrique

©,={6c R [A=10]>et 0sAs< 1, =195

IIL.6 Généralisation au cas de I'échantilion

Dans cette partie, nous allons donner un résultat équivalent 2 la Proposition 3.3 dans le cas
un échantillon X;,. X, dela loi gaussienne N, p(0,1p). Cependant tous les résultats obtenus

dans les paragraphes précédents peuvent §*écrire aussi dans le cas d’un échantillon.

Nous définissons une classe d’estimateurs en posant:

50y Xr Xa) = ($(1%1%) + v (I1Xall) )X (3.25)

o X, est la moyenne empirique et la fonction ¢ sera soit ¢ ,5(X) ou ¢ (X) et v une fonction
mesurable de R* vers R. Son risque quadratique est noté R(8p,,0) = Eo(L(8¢> 6))-
L’ estimateur primitif de James-Stein s’écrira alors comme suit

¢ s (X1,...Xn) = (l - P 22 >X,, (3.26)
cl| X |

ol ¢ est une constante réelle positive.
L’estimateur classique des moindres carrés, 5(Xi,...Xn) = Xan, a UNE fonction de risque
constante, égale & Z. Il est donc minimax puisque dans ce cas:

R4 0) = Eo(|Xn=01}) = Var(Xn).

Le Lemme suivant donne le risque de I’estimateur primitif de James-Stein.

Lemme 3.22 Nous avons

\ -2)*r2 1 1
R( JS’Q):E"LP——”_'—E
¢ o c n_C 9(“}—("[12)

P (-2r2 1 i . '
= C e L e re ¢ (327)
ou K est une v.a de Poisson P(%) et A = n||6 (2. Ainsi ¢,; domine 'estimateur X

pour toutc > 5 '

2
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Démonstration En effet on a X, qui suit la loi Np(0, L11,) et donc Z, = nt X, suit la loi
N, (n% 9,1,,). D’ aprés I'égalité de Stein [23] (égalité (1.8)) on obtient

R(),5,0) = Eo| | Xn—0]" P25 (X, —6), X -2 1
(00) = Eo[ |Xn— 01" |- 2% e[(( ')nX,,n”} B
_ P =25z, —nte), L =2 p( 1
moTe 9[« O T\ R’

P _,p=2p1 P-2 P-2?pf 1
notoe {numz} I\ |Zal’
p (@P-2%r2 1 1
=w " ¢ F“?>E<p—2+2x>

Puisque R(X»,0) = 2 etc > % nous déduisons le résultat. o

Nous pouvons mener une étude sur cet estimateur similaire a celle des paragraphes
précédents. Cependant nous nous limitons dans ce cas & formuler I’équivalent de la
Proposition 3.3,dans le cas ol  est a support R* avec limy .o w(u) = 0.

Proposition 3.23 Si pour tout u dans [0,Z2] etc > % :

2
v = (252 1)

alorsona:
1) ARz = R(84;5+9) —R(6 43.-0) 2 0 ie Opiey domine 045y

2) Rip0)~ R0 = 2] v Lg2 —u)22oml0 )" dw

Démonstration Nous reprenons quelques étapes de la démonstration de la Proposition 3.3
1) Eneffetona :

v

S sy (X1, Xn) = $3(E1 Xn) =y (1K) X

et

N



ot ¢5(X1,..Xn) = max(o, \lp;nz - 1);‘(“
Ainsi en notant (. , . ) le produit scalaire dans R? nous avons '

ARy = R(5¢;S,W,9) — R(3gs5y-9)

2
- P=2__ 1)) Xl
E@[(max<0, CHX,;HZ )) | Xn || }

+ 2B (#5Kr X + v (1K) ) Xn = 00,03 X.)) |

- E 0,222 1 ||x.174- 0. P=2__1)+2p(1Zal’ ]
[m< Ak >” “{m( 1%l >+ (it >}
— 2E4[(0, 9755(X1.... Xn))]

Comme les fonctions max(O, up”x— 2“2 - 1)et la densité de la loi gaussienne
Cll&n

multidimensionnelle vérifient les conditions du Théoreme 1 dans [9] par conséquent on a
Eo[(0,¢5(X1,..Xa))] = 0. D’olle résultat 1).
Montrons le résultat 2). D’apres la définition de Pestimateur 64, (X,
écrire
R(54.,0) = R($:0) + Eo[ w2(1Xal 1 Xull* ] + 2, [ ($(1 | Fn — 00w (1Zal*) X ]
Posons Ay = R(G4y.0) — R(¢,0) alors
Ao = Eo[w2(|Zall ) 1%nll” ] + 2Eo[ (9(IX. BRCABRAN

IACADL A (3.28)

D’apres I’égalité de Stein [23](égalité (1.8)) on obtient

p
B[y (1Bl )] =~ B Ray (1%17) i =09 ] + By (1Kal DIl
-1 |
2 [P (1%02) ]+ B (Zal D (117 - ) |

X,) mnous pouvons

......

Ainsi .
N0 Ao ALEe (O AT ARED ADESY
NE ARRC ARE-2O AP (3.29)

Si dans la définition (3.25) de I’estimateur 54,y (X,...Xs) nous remplagons ¢ =>¢ ,s €t nous
obtenons de (3.29) '

Ao = Eo v2 (IR IRal* + TP (OZal) (1K B(5-222)] B30

et de méme si nous remplacons ¢ = ¢ , nOUS obtenons
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IV G ARD AR L ARACI R 2 (%I}

-2 NI

[ e 2 . Z(p -2
- 2.‘ yw)uy*(p, ru)du — ——¢— .\ w () 2 (p, A u)du

ou y2%(p,n|0 |%,u) désigne la densité d’une v.a.du Khi-deux decentree a p degrés de libertés
et de parametre de decentrage A =nlo]>
Aipsi :

r2
Az = Zjo l//(ll)<p > 2(p, A u)du + Ay (3.31)

Par suite, de la définition de Ay = R(54,0) — R(¢,0) , nous avons
AR = R(éqﬁjs,lll’a) - R(5¢Js,q/70)

= —R(¢,5,0) + R(¢7%,0) +2 j < q/(u)< - u) 12(p, A, u)du (3.32)

La condition imposée sur . et le résultat 1) impliquent que la différence
~R(¢,5,0) + R(¢35.0) est négative.
D’ou le résultat 2). o
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Appendicé

Théoréme 1 (Chebyshev's association inequality).

Soient f et g deux fonctions réelles non décroissantes (respectivement non
croissantes) définies sur R. Si X est une variable aléatoire réelle , alors

a) Sif etg sont non décroissantes (respectivement non croissantes)

, EfiX)g(X)] > E[fiX)]E[g(X)]
b) Sif est non croissante et g est non décroissante( respectivement non
décroissante et non croissante)

E[fiX)e(X)] < E[fiX]E[g(X)]

Démonstration Soient X,Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
distribuées. Si fet g sont non décroissantes, on a

Fx) =) (gx) —g() =0
d’ou
E[(fiX) - AY)(gX) - g(¥)] >0

en développant cette derniére mmégalité et en utilisant le fait que X,Y sont indépendantes et
identiquement distribuées on a le résultat a) (idem pour b))
D’ou le résultat .

Lemme 2 La probabilité du x> décentrée,y2(5) ,est Ia composée de la probabilité
de poisson K de parameétre % et de la transition de probabilité de N vers R* ,qui a
tout k associe la probabilité du y2 centrée xZ o

Autres expressions de ce lemme

(1) Si une variable aléatoire Y suit, conditionnelement a une variable aléatoire K. , la
loi 2.,k et si K suit la loi de Poisson (<), alors Y suit Ia loi y2(5).

(2) Pour toute application f de R+ dans R X 2(5)-intrégrable,on a
i) : '

[ A rsan) = | [ ] f<x>x5+2k<dx>]n(ﬁ;dk)

R+ N R'i—
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Démonstration Elle découle de la définition méme de 1a loi du ¥2(5) décentré.
D’ou le résultat -.

Corollaire 3 Soitv < R, le moment d'ordre v de Ja probabilité du y2(5), est fini si et
seulement si

v>-1

2
Dans ce cas il vaut

ii)

I'(&+v+k
R[xvx,%(a;dx) - 2ij+ géz Ik>> H(%;dk)

Démonstration Elle découle du fait que F(% +k+ 1> = (% + k)l“(% + k> et I'(x) étant
définie pour tout x > 0.
D’ot le résultat .

Lemme 4 Soit6 < R?;soit h une application mesurable,de R?dans R,
Ny(0,1,)-intégrable on suppose que I'application ,de R” dansR® : z ~ r(llz|*)z est
intégrable. Alors

)

2
| 21217 @~ 0 )N, (0, s o) = —2 j[ | h(w)x,iu(dw)](zk— uen@n(@;dk)

2

ii)

2
| r(l21%) 2N 6, 1,3dz) = 2 j[]h(w);(;%(dw)]zkHC—gL;dk)

2

i)

2
J h<||z|12>sz(9,Ip;dz) = GJ.[ J (W) 2,0, (aw) :,H(—I%;dk)

RP N__R*
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| 2
J A(Iz0™) (2~ 0)2N,(6,1,3d2) = J [ J h<w><w—z‘k>x§+2k<dw>1 ( I dk>
RP | N__R~ N

Démonstration
i) Soit

80) = [ k(2| NG, 1,;dz)
RP
Pourtouti(l <i<p)ona

25-80) = =2 jh<|1z112>N<9,1p;dz>

= 798— I}[) h(;(z exp(—i Z(z, -0y )Hdzz

- | h<Z<z%> L (2~ 0 exp(~1 Z(z,- ~0:)?) Hdzi
R =l (2r)2 i1 i=1

= [ hlzl®) (@ - 06, 1y d2)
RP

Or (Lemme 2 Appendice) on a, en posant

fik) = j h(wu,,+2k<dw>

ona -

2N T e 191
J Bz 6. sy = [ L4 (1)
RP N

d’ou
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25780 = 7 [ v ian

- "%—Zﬂ")< 29 2>> o exp(-> 29 2)
2
- o (Lier) exp- L1610 -

k=0

1
”9” Zf(k)<2k—||0||2) L(Ly61?) expi-L o))

”9“ jf(k)k' (2k - |9“2>H<IIGII dk)

Donc,Vi(l <i<p)

[ AU @i 60M0, 155 = 00 Tot Mo (2k—|19||2>n( lo1” dk) @)

RP
d’ot1 le résultat 7)
ii) Il résulte de (1) et (2) que

[ B12I2)2iNp (6, 1) = 3 Wm( o) dk)
RP 9”
99“2 [fh(w)x;u(dw):lzm< lon® dk>
Cale
d’ot le résultat ii)
iii) d’apres ce qui précede

o .\ 1612 1 /112 \*
neu Jf”kn( k>" 1o Zf( )kexp< >7c'"< 2 )
- ij(Hl)n( Io1”, dt>

autrement dit

| 1lizl* )20y 6, By itz) =

o |

d’ot d’apres ii)
J‘ h(“ZHZ)ZNp(Q,IP;dZ) =0 JN (JR+ h(u)X§+2+2z(du)> ( ”9 ” dt>
RP

d’ot le résultat iii)
iv) enfin
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J #2101y 0, Lyidz) = [ Azl )l Ny, Iyidz) =0 | B2y (0,13 de)
RP RP

= | . HOwBUO %)~ 0. [ B )Ny (6, 1y:dz)
RP

2
B JN<JR+ h(“)"xizk(dug ( 11l dk)
t ' )
_ ﬁ N(IE[ h(")?(1%+2k(du)>2kn< IIGZII ;dk)
2
R+

D’ou le résultat .
Dans le cas ot h(u) = u* (ouv e ]-%.,+[ ) onale corollaire suivant

Corollaire 5 Soitv € ]-Z.,+oo[

, O e IRP.
Alors
i)'
0.2 ( D(+v+k) Lk
(7~ 0)N,(0,1,:d7) = £:2 2 2%k — 6] n< - dk
i!!zll (2= OINp (6,13 dz) ”9“21{ D (2k—11611%)
i)’
F( +v+k> 162 |
2 Iyydz) = 822 2 kH( ;dk> |
ijnzu WNy(0: s de) = S22 j TG
iii) )
I‘<£+v+1+k) 16112
o« | Izl *ZNp (0,13 dz) = 6.2Y 2 n< ;dk) |
li, proE I~£ F(§+l+k> 2 |
iv)' ‘

jnznz“z 0Ny 0, Lyidz) = (p+29) [ 2| Ny(0,Iysde)
RP RP

= (p T+ ZV) J wv}fp+2+2k(dw)
R
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Démonstration Les formules 1) ', i) et iii )" sont de simples transcriptions de i), i) et iii).

La formule iv) donne ici
Vi 2 1] .
wY (w 2k) x prox(@w) |1 5 ;dk

N[_R*

- 2T (L +k+v+1) I‘I( 6> ;dk)
v Tk 2

| 2T (L v k+v 162

k| r<l’2- p >H( 5 ;dk)
v T(§+k)

_ 2" P 161> .

_ ;\[m@p—l—Zv}I‘(? +k+v)>H'(—2—,dk>

2
=+ | [ [ w32 uaw) ]H( o] ;dk>

J 121 @~ 0)2N, (6,11 dz) =
RP

N|_R.
= (p+2v) j w1 2(11611%aw)
R+
D’oi le résultat o.

Lemme 6 Tze Fen Li and Wen Hou Kuo [22] Soit deux nombres réel r et s, tels que
-5 <s<r<0. L'application,de R* dans R, H,, définie par

| ¥ 22s;ax)

Hyrs(8) = &

) [ % x38:ax)
IR,

est stictement croissante ; en particulier son minimum est

Hyrs(0) = 275 F(% + T)
o l"(% +s>

Démonstration On va établir tout d’abord que
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diafx"ﬁ(c?;dx) = y2v-1 fN Il:gj i:ig (2 d]) | (3)

On a en effet (utilisant le Corollaire 3 de I’ Appendice pour la premiére €galité) :

blroan - LIRS0 el 3)(g)

k=0

L e ) "]

T 5 TVv+ 2 TvHi+l 3y
= 21 exp( )[i 2 g( +]>]> ]11< ) 2. r1<—‘<2 -i-]-f]~1>> ]I'< >]
=2v—1exp<:ii>[+2.o< )’ ]1, ;éz :‘tg ( (E +J> (2 +V+J>>:]
= 2%l f r<2+v+]> <2 d])

N F< +j+1)

Posons alors

Kars®) = | £ [wr6ian || [xrisian) | - | & [eian ][ [wraean) |
Pour que H,,,., soit strictement croissante, il suffit que &, s prenne des valeurs

strictement positives; c’est ce que nous allons établir. Il résulte du corollaire de
I'Appendice et de I'égalité (3) ci-dessus, que

r C(g+s+i) o5 |
o) 2 o] TELD TG D 4y 5.0
—S.[ F(-'Zi+r+j> F(%—{-sﬁ-i) H(%;dj)ﬂ(%;di)]

v I(5+j) 1(2 +i+1)

Et donc, puisque r > s,
r+s—-1 ] é : é ;
Kugs(8) 2 2 [ ()11 2 i )T1( S5 dj)
Ou

F<2+r+z>F<2+s+1> T<2+r+]>F<2+s+t> |

knrs(i,j) = i
r(4+i+1)r(= +7) |

On remarque que, quelque soit i, kn,(i,i) = 0; on a donc

Ko@) 2 27 [ ngaof) + ks TT( S30)11( 2.

[i<f]
Orpouri < j ona
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Knrs(is]) + Knrs(j, §) = [1“(% +r+‘i)lr<% +s+j> —1“(—:’2’— + r+j>1“<7” +5+ z)]

i ~ 1 |
r(§+4+1)r(g+j) r<§+j+1)r(§+¢>J
PG Arrr(2 +s+i) [f"'—’ . _ = L
= FtS+it+t) - Ftr+i+t
r(§+4)r(g4j) £1(2 ) £}(2 )

g
2Tl L+j
<0

( Puisque, pour tout ¢, (% +5+i+ t> < (% +r+i+ t)). Comme par hypothese, r < 0, on
akK,,:(5) > 0.
D’ott le résultat .

On en déduit le corollaire suivant

14
Cdem?SMX~MWM£WM=/ZﬁaMs

k=1
-2r+2 p-2ri2
{M@) e )
renz\, - EUXI™) r¢5-)

Démonstration Découle immédiatement du Lemme 6

Lemme 8 Soith > 0; /a fonction G définie sur 1, +oo[ par

' [Tk +x)]?

_ I'(h+ 2x)

croit de 0 a G(h) quand x décroit de :2@ ao, et décroit de T'(h) a 0 quand x croit de 0
a-+o. : '

Gx) =

Démonstration
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_ 2 (+x)T(h+x)T(h + 2x) -

2T (h + 2x)[T' (R + x)]>

2[R +

I2(h+ 2x)

= m_tr (h+x)[(h+2x)~T (h+2x)I( (h+x) ]

Donc G (x) est du signe de
I (h+x)

I (h+2x)

I'(h + x)
Et comme 1" application définie sur 10, +oo[, par

T T(h+2x)

o I'(h+x)
T'(h+x)

est croissante. En effet

I'@re) -[r'm]” = (j e"t"“l(logt)zdt>( | e-ftx—ldt> - ( |

0
Or

0 0

00 2 00 +00
( f e“’t"‘l(logt)dt> < ( f e“tx‘l(logt)-zdt> < J' e"t‘“ldt>
0 0 0

+00 2 +oc
- < j e-ftx—l(logt)dt> > —( j
0 0

Dol I''(x)T(x) - r (x)] > 0 et donc — (h
Icas: x € [ 2,0 = h+x>h+2x =
I (h+x) B T'(h+2x)
[(h+x) T(h+2x)
2°mecas: x € '[0,+6o[ Sh+x<h+2x=
T'(h+x) T'(h+2x)

. T(h+x)  T(h+2x)
et on a: hm I'th+2x) = imI"(x) = +o0 d’oi:
xa——— x-0

[Tk +x)]?

xﬁTh I'(h+2x)

) est croissante. D’otl

> 0 = G est croissante

< 0 = G est décroissante

= l}]mG(x) =

o

D’autre part la formule de Stirling exprime que au voisinage de -+
Ty+1) - J27y*5e
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2
e~t*1(log t)dt)

(Schwartz)

+oo
e’t"“l(logt)zdt> ( .[ e“t"ldt>
0



. on a donc

R RY S e —(htx-1) 2
lim G(x) = lim (V27 (s x- 1) il J
Fauli At Pwer <‘/~2?>(h+2x_ l)h-'er—l-rée—(h-er—l)
27 gt i (2Rt 2% = 2) % (0h 1 2x 1 yhet
Y e il Hm
2

X—rt00 220+2x-2 (h+2x - 1)h+2x—%'
Or
i (Zh+2x-2)"F
Xtoe 2 2h+2x-2, -
et

, h-1 \W¥»z _ ,
xli‘folo(l h+2x—1 -¢
Donc x% Gx)=0
D’ot le résultat o.

Lemme 9 Soit U une v.a. de loi x*(p,A). Pours>0,r> -2, - ==
de loi de Poisson P(%F %) nous avons:

E(UreV) = 271373 DEr 2 +K+ (& + g

etX une v.a.

‘ Demonstratzon Rappelons que si U ~ y2(p, A) alors laloi de U conditionnelle 3 K ~ P(%)

est un )( 2K -
Nous avons donc

E(Ure—sU/K) — 1 J. e %—suu§+K+r—1du
2% 2.k r( K)
(P
- 2T(5 +K+7) J' e 5002 Baker1 g
277K (24 KI($+K+7)
‘Enposant v = u(1 +2s) et t = —I—ZS on a:

2T(L 4+ K+ )5tk
25 (2 LRT(Z K+ )
21TT(L 4 K+ 1)K
L(Z+K

E(Ue™V/K)

-y P _
J e 2v2+K+r ldv

il

Par suite de 1a relation
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E(UreU)y = E[E(U’e‘SU/K)}
nous obtenons donc ' :

V4 L[ ALk T -
E(Ure—sU) - 2rt§+rze_% { 2’) 1 2.p'f‘k+ r)
pars kb (2 4p

= 2hvreden 3 g () DG ke
k=0 k! (£ +k)

ol 2 g P P
= 2715 ve E[r(2 +K+nm(2 +K)]

D’ot le résultat o.
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Conclusion

Dans notre travail nous avons rencontré des diffcultés techniques & montrer 1a domination
totale des estimateurs étudiés sur la partie positive de I’estimateur de James-Stein sur tout
I'espace paramétrique R”. Signalons que P. Shao and W. E.Strawderman [21], ont proposé
deux classes d’estimateurs en ” W-shaped > dominant ¢55(X), sur tout R” mais de formes
assez compliquées et inadmissibles, Cependant les méthodes que nous avons utilisées nous
ont permis d’exhiber des Sous-espaces paramétriques généralement ne contenant pas
Porigine, trés “larges” et suffisants pour des applications, ot nous avons une domination
uniforme de la partie positive de Iestimateur de James Stein. En général les ensembles
paramétriques exhibés ne sont Pas comparables entre eux mais une étude plus fine reste 3
mener. Notons que pour certaines fonctions v négatives, les Sous-espaces paramétriques oil
notre estimateur dominait ¢, contenaient Porigine et étaient généralement assez larges. Nous
signalons que Marvin. H. J. Gruber [14] (p307 , p370) a fait une étude numérique détaillée
d’une classe d’estimateurs proposés par G. G. Judge et M. E. Bock [16] dans laquelle
plusieurs formes d’estimateurs susceptibles d’améliorer la partie positive de I’estimateur de
James -Stein sont proposées. Une idée serait de choisir des estimateurs A "rétrécisseurs
ridges" de la forme $7sX) + (X)X ou ¥ (X) est une matrice diagonale dont les élément
notés v ;(X), sont des fonctions réelles de 1X1% 1<i< D, et ayant ( au moins pour certains
indices i ) des signes négatifs . '
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Annexe

Nous présentons un travail que nous avons mené dans le cadre d’une collaboration avec
I’équipe d’écologie végétale du département de Biologie de ’université de Tlemcen et qui est
publi€ dans la revue "Ecologia Méditerranéa " Tome 32 fascicule 1 - 2006 (Sous presse)
ntitulé "Comparaison et Phytoécologie des Atriplexaies en Oranie (Algérie)".

Nous avons coopéré dans deux projets de recherche, en biologie (Ecologie végétale) depuis
1’année 2000, sous la direction du Professeur M. BENABADII Noury.

Le Premier projet de recherche, intitulé : « Etude phyto-écologique et biomorphologique de
L’Atriplex Au Nord de Tlemcen » dont la durée était de 06 années (2000 a 2005).

Le deuxiéme projet de recherche, intitulé : « Etude comparative phyto-écologique des
populations 2 .Atziplex halimus L. au Nord-Est (Zenata et au Sud de Tlemcen (Chott
El-Gharbi) » , est en en cours.

Nous avons contribué 3 I’analyse des données floristiques (récoltées sur le terrain. et
inventoriées durant deux décennies, il s’agit des peuplements halophytes en général et ceux d’
Atriplex halimus en particulier). Ce travail a &té fait a I'aide de 'outil statistique. Nous
I’avons concrétisé a 1’aide de graphiques, montrant les corrélations pouvant exister entre les
especes inventoriées d’une part (particuli¢rement halophiles) et les parametres floristiques et
¢daphiques étudiés d’autre part. L’usage de I’outil statistique, nous a montré I'importance des
facteurs abiotiques comme la texture du sol, la conductivité électrique, le pH et le climat dans
la répartition et la variation des touffes d’Atriplex halimus au nivean des différentes stations
d’étude. Nous présentons dans, ce qui quit I’article publié dans son intégralité.
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Comparaison et phytoécologie des Atriplexaies en Oranie (Algérie)
Comparison and phytoecology of Atriplex communities in Oran region (Algeria)

Rédda Aboura, Djamel Benmansour et Noury Benabadji
- BP119, Département de biologie, Faculté des sciences, Université Abou Bekr
Belkaid-Tlemcen, 13000 Algérie

RESUME

Les nombreux travaux réalisés sur la végétation halophile dans I’Oranie en Algérie,
nécessitent encore des apports complémentaires. Sur le plan bioclimatique, le gradient
pluviométrique décroft du Nord de I’ Algérie (Messerghine et Béni-Saf) vers le Sud (Chott
El-Gharbi), ce qui influe sur 1a composition floristique des Atriplexaies des deux zones.
L’approche pédologique a montré une texture limono-sableuse 2 sablo-limoneuse pour la
majorité des stations des deux zones. Par ailleurs, Je taux de salinité augmente au Sud par
rapport au Nord, excepté la station de Messerghine (proche du Sebkha d’Oran), alors que le
taux de matiére organique est trés faible dans le Sud. Nous signalons qu’un élément nouveau
apporté dans I’analyse de la diversité biologique est la prise en compte, en plus de la présence
des especes, de leur abondance relative. Dans la zone Nord, la matorralisation et
Panthropisation marquent le paysage végétal de la station de Béni-Saf. A Messerghine, Ia
composition floristique des Atriplexaies conserve son caractére halophile. Le cortége
floristique des Atriplexaies de la zone Sud (Chott El-Gharbi) est marqué par sa pauvreté
floristique en lien avec I’effet du surpaturage qui entraine une succession végétale vers des
steppes a Peganum harmala par endroits. :

L’AFC (analyse factorielle des correspondances) réalisée 4 ’aide du logiciel Minitab 12, nous
informe sur les facteurs régissant la composition floristique des atriplexaies des deux zones:
pour la zone Nord, au niveau de la station de Messerghine, les paramétres édaphiques
(humidité, M.O et salinité) expliquent en grande partie I’information apportée par les deux
premiers axes (41%). Au niveau de la station de Béni-Saf, en s’éloignant de la Sebkha
d’Oran, le facteur humain (action anthropique) explique la grande part de 1’information (plus
de 55%). Pour la zone Sud et plus exactement la station d’El Kasdir 01 (domaine steppique),
ce sont a la fois le paramétre édaphique (salinit€) et surtout le facteur anthropique qui
expliquent I’information apportée par les deux premiers axes (61,1%).
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Mots clés: Atriplex halimus L..- Dynamique végétale — Phyto-écologie — AFC —Chott
El-Gharbi — Oranie (Algérie). :

Abstract
The numerous studies carried out on the halophilous vegetation in Oran region (Algeria) still
require complementary contributions. Bioclimatically, the pluviometric gradient decreased
from North of Algeria (Messerghine and Béni-Saf) to South (Chott Fi-Gharbi) which
influences the floristic composition of the atriplexaies of the two zones.

* A pedological study showed sandy loam or a silty loam texture in the majority of the stations
of the two zones. In addition, the rate of salinity increased in the South compared to North
except the station of Messerghine (near to Oran Sebkha), whereas the organic matter rate was
very low in the South.

The new element brought by this study to the analyses of biologic diversity, it is that we took
into account the relative abundance of species as well as their presence.

In the Northern zone, the matorralisation and the anthropisation mark the floristic landscape
in Béni-Saf. In Messerghine the floristic composition of Atriplexaies remained halophilous.
The floristic procession of Atriplexaies of the Southern zone (Chott El-Gharbi) was marked
by low species richness in bond with the overgrazing which probably induces probably a
floristic succession to steppes dominated by Peganum harmala between El Aricha and
Abdelmoula.

CA (Correspondance Analyses) carried out using the software Minitab 12 informed us on the
factors governing floristic composition of the atriplexaies of the two zones: for the Northern
zone, in Messerghine, the edaphic parameters (moisture, O.M and salinity) mainly explained
the information brought by the first two axes (41%). In Béni-Saf, while moving away from
Oran Sebkha, the anthropic activities accounted for a great part of information (more than
55%).

For the Southern zone, in the station of El Kasdir 01 (steppe field), it was both the edaphic
parameter (salinity) and the anthropic factor which explained the information brought by the
first two axes (61,1%).

Key words: Atriplex halimus L. vegetation dynamics — phytoecology —-CA
(Correspondance Analyses) — Chott El-Gharbi — Oran region(Algeria).

INTRODUCTION

Les plantes du genre Atriplex sont présentes dans la plupart des régions du globe (Kinet et al.,
1998). On le trouve dans le Sud et le Sud-Ouest de I’Europe : en France sur les cotes de la
Manche et du Sud de la Bretagne; commun ou assez commun sur le littoral méditerranéen ol
il est en outre souvent cultivé en haie jusqu’a Aix-en-Provence. Hors Europe, on le trouve en
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Afrique septentrionale et australe. Au Sud-Ouest de I’Asie et au Chili. T s’est
particulirement diversifié en Australie (Anonyme, 1980).

En Algérie, les Atriplexaies représentent prés d’un million d’hectares plus ou moins dégradé

(Ouadah, 1982) et sont trés prisées par le bétail (Froment, 1972). On trouve I’ Atriplex dans

les zones dites steppiques : Tebessa, Biskra, Boussaida, Djelfa, Tiaret et Saida, et aux
alentours des Chotts : Chott El-Gharbi (Benabadji, 1999), 4 El Bayadh (Chott Echergui),

Mécheria et Tissemsilt. Il se trouve aussi dans les zones littorales, 2 Mostaganem et aux
alentours de la Sebkha d’Oran (Ghezlaoui, 2001). De nombreuses études floristiques sur les
halophytes en général et les Atriplexaies en particulier ont été réalisées dans le bassin

méditerranéen. Parmi ces recherches : Simonneau en 1961 dans le cadre des aménagements
agricoles, a travaillé sur les probleémes de la salinité dans les zones arides de I’Ouest Algérien.

Djebaili (1970, 1984) a mené une étude phytoécologique globale de la steppe algérienne. Le

genre Atriplex a ét€ étudié par Franclet et Le Houérou en 1971 respectivement, en Tunisie et
en Afrique du Nord. Gauchet et Burdin en 1974 de leur coté se sont intéressés i la

géomorphologie et I’hydrologie des terrains salés. Le Houérou et al. (1975) ont cartographié

et présenté les aspects phytoécologiques du Chott El-Hodna an Sud d’Alger. Le Houérou
(1981) de nouveau s’est intéressé aux valeurs nutritionnelles de I’ Atriplex halimus. Billard et
Binet en 1975 ont effectué des travaux écophysiologiques sur I’ Atriplex situé sur un substrat
sableux du littoral. Bendadnoun en 1981 et 1991, a étudié la synécologie et la dynamique de
la végétation halophile au Maroc (littoral atlantique). En Algérie occidentale, la végétation a
été étudiée et inventoriée par Alcaraz (1982). En 1983, Aidoud a réalisé une étude sur la

phytomasse, la production et les applications pastorales des €cosystémes steppiques oranais.

El Afifi en 1986 a travaillé sur les terrains salés des cotes oranaises. Toujours en Oranie,

-Aimé (1991) a étudié dans le Tell oranais 1’écologie des zones localisées respectivement dans

les bioclimats sub-humides, semi-arides et arides. Benabadji (1991,1995), Bouazza
(1991,1995), tous les deux ont étudié la phytoécologie des steppes, le premier s’est intéressé

aux formations steppiques A Artemisia herba-alba et & Salsola vermiculata, le second aux

formations steppiques & Stipa tenacissima et & Lygeum spartum. Sur le littoral septentrional
Tunisien, Chadbane en 1993 a effectué une étude sur la typologie et la syntaxonomie de la

végétation, de méme qu’il a proposé des actions d’aménagement susceptibles d’améliorer le
couvert végétal. Au Sud Marocain (Marrakech), Benchaibane en 1996 s’est fixé sur

I’organisation et I’utilisation des Atriplexaies. Au niveau des Sebkhas d’Oran et d’Arzew,
Tremblin (2000) étudie le comportement autoécologique de Halopeplis amplexicaulis. Par
ailleurs, dans le Chott Echergui, Adi en 2001 a travaillé sur les formations 2 Salsola

vermiculata Yéparties le long d’un gradient de salinité. Et enfin Belkhodja et Bidal (2001) ont
étudié la réponse physiologique de 1’Atriplex halimus aux concentrations élevées en sel au

stade germinatif. '

Dans notre cas, nous avons jugé utile de procéder a des comparaisons des Atriplexaies

localisées respectivement au Nord de Remchi et celles localisées au Sud de Tlemcen (Chott

- El-Gharbi). Parmi toutes les études menées jusqu’a I’beure actuelle dans le domaine

phytoécologique, aucune ne porte sur la comparaison de ces formations a Atriplex halimus

entre le Nord et le Sud. Cette étude peut présenter une certaine originalité a caractére surtout

phytoécologique et fait appel notamment 2 trois variantes écologiques majeurs : le bioclimat,

le sol et Ia végétation. Les questions auxquelles nous tenterons de répondre dans cet articie
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sont :

Existe-t-il une différence phytoécologique des Atriplexaies entre le Nord et le Sud de
I’ Algérie. Si, oui, quels sont les paramatres qui expliquent ces différences ?

MATERIELS ET METHODES '
1. STTUATION GEOGRAPHIQUE ET CHOIX DES STATIONS (FIGURE 1)

Sragrons

10 Ko

Figure 1 : Localisation des stations d'étude en Algérie

Notre région d’étude couvre une partie de I’Ouest Oranais qui correspond administrativement
aux wilayas (départements) de Tlemcen, Ain Témouchent, Oran et Naima. Elle est située a
Pextréme Ouest du pays 2 proximité de la frontiere Algéro-marocaine. Entre 32°45/ et
35°49' de latitude Nord et entre 00°32’ et 02° de longitude Ouest. Le choix des stations est
néanmoins orienté par la présence d’Atriplex halimus. La consultation des travaux précédents,
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ainsi que les sorties sur le terrain nous ont montré que les peuplements a Atriplex halimus
occupent de vastes espaces en Oranie, soit dans les régions steppiques au Sud d’El Aricha
(Chott El-Gharbi), soit dans les zones littorales (au Nord de Remchi en particulier). Nous
avons donc choisi deux groupes de stations appartenant 3 deux zones différentes :

Zone I (au Nord) : Elle est située entre les monts des Traras au Nord-Ouest et Djebel
Murdjadjo au Nord-Est d’une part, et entre les monts de Tlemcen au Sud-Ouest et les monts
du Tessala au Sud-Est d’autre part (Stations de Béni-Saf et Messerghine).

Zone II (au Sud) : Elle fait partie des hautes plaines steppiques, et plus précisément la
région du Chott El-Gharbi, qui est ouverte au Nord sur les chainons des monts de Tlemcen
(Djebel El Abed et Djebel Mekaidou). Elle est limitée au Sud par I’Atlas Saharien formé par
le Djebel El Arar, Djebel Kerrouch et Djebel Bou-Amoud. A I’Est vers Mécheria la région est
limitée par le Chott- Echergui. La partie centrale est formée par des cuvettes. Les
agglomérations de Mekmen Bepamar, Ouglat Abdelmoula et El Kasdir s’insérent dans cette
zone. (Stations d’El- Kasdir 1 et El-Kasdir 2). :

2. VARIABLES CLIMATIQUES
Nous avons utilisé les données de précipitations et de températures pour tracer les
diagrammes ombrothermiques de Bagnouls et Gaussen afin d’exprimer Dintensité de
sécheresse, de méme que nous avons calculé le Q2 d’Emberger afin de positionner les
stations météorologiques des deux zomes d’étude A travers les étages bioclimatiques du
climagramme pluviotbermique d’Emberger. Les valeurs extrémes des températures ont été
utilisées : M (moyenne des maxima du mois le plus chaud) et m (moyenne des minima du
mois le plus froid), pour connaitre I’amplitude thermique au sens de Debrach (1953).

3. VARTABLES EDAPHIQUES _

Pour chaque station des deux zones étudiées, nous avons pris deux échantillons au niveau de
I’horizon superficiel 12 ol les racines existent. Plusieurs auteurs s’accordent pour reconnaitre
qu’en milieu salé, 1’appareil racinaire est trés superficiel (Adriani, 1954; Devaux, 1964;
Nichabouri, 1967; Nichabouri et Corre, 1970). Dans ces échantillons ont été mesurés : la
granulométrie, le pH, la salinité et la matiére organique.

4. VEGETATION , : :
La méthode utilisée pour I’échantillonnage de la végétation est celle de Braun-Blanquet
(1932) et de Guinochet (1973) dit Stigmatiste. Elle a été utilisée par plusieurs
phytosociologues. La surface du relevé doit.étre au moins égale a I’aire minimale (Godron et
al., 1983), contenant la quasi totalité des especes présentes (Chadbane, 1993).

L’ aire minimale de la station de Messerghine est de 32m2, pour la station de Béni-saf, cette
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surface est de 64m2, alors qu’elle est de 128m2 pour les stations d’El- Kasdir 01 et El- Kasdir
02. L’exécution des relevés est accompagnéede I’enregistrement des caracteres stationnels
(lieu, altitude, exposition, substratgéomorphologie, pente et taux de recouvrement). Chaque
espece présente, doitétre affectée de deux indices. Le premier concerne
I’abondance-dominance, le second représente la sociabilité (échelles de Braon-Blanquet,
1952). La détermination des taxons a été faite 2 partir de la nouvelle flore de 1’ Algérie et des
régions désertiques méridionales de Quezel et Santa (1962,1963) et celle de Bonnier (1990).
L’utilisation de cette approche méthodologique, a permis 1’élaboration de tableaux
floristiques pour chaque station..

Ce travail porte également sur I’analyse par I’ AFC des groupements 2 Atriplex halimus de la
Sebkha d’Oran et de la steppe (Chott El-Gbarbi). Ces peuplements semblent principalement
étre liés essentiellement aux facteurs écologiques et anthropiques. L’outil statistique peut
nous aider & déterminer quelques facteurs d’ordre écologique qui régissent la composition
floristique des Atriplexaies de nos régions. Celui-ci a été appliqué sur trois stations,
notamment : Messerghine, Béni-Saf et El Kasdir 01. Ceci a permis la mise en évidence de
gradients écologiques intervenants dans la structuration des phytocénoses de chaque station.

La flore inventoriée dans les différentes stations sera aussi étudiée du point de vue biologique
- (Raunkiaer, 1934). Nous avons tenu compte en plus de la présence des especes, de leur
abondance-dominance. Pour une espéce donnée, on calcule la somme de ses coefficients
d’abondance-dominance dans les différents relevés, puis on la divise par le total des sommes
des coefficients d’abondance-dominance de toutes les espéces présentes dans une station. On
obtient approximativement, le pourcentage de 1’espace occupé par cette espéce parmi la
surface occupée par I’ensemble de la végétation et qu’on appelle : abondance relative. Cette
démarche sera trés informative, puisque deux espéces présentes dans une station n’occupent
pas forcément la méme surface.

RESULTATS .
1. VARTABLES CLIMATIQUES

La comparaison du point de vue climatique entre la zone Nord et la zone Sud de Tlemcen
révele :

Une durée de sécheresse plus longue pour la zone Sud (8 2 9 mois), par rapport a la zone
Nord qui est de 6 4 7 mois.

Une amplitude thermique au sens de Debrach (1953) élevée pour la zone Sud, entre 34°
et 36°C (climat continental), alors que pour la zone Nord, elle ne dépasse pas les 27°C
enregistrée a la station de Sénia (climat littoral).

Selon le climagramme d’Emberger, les stations des deux zones appartiennent 4 deux
étages bioclimatiques différents :

115



-Zone Nord : semi-aride supérieur ou inférieur

-Zone Sud : aride supérieur ou inférieur

On remarque par ailleurs que cette chénopodiacée est adaptée aux différentes conditions
climatiques. Pour Franclet et Le Houérou (1971), Atriplex halimus se trouve presque sur tous
les étages bioclimatiques, sub-humide, humide, aride, semi-aride, saharien supérieur et
inférieur. La tendance du climat & I’aridité qui est plus accentuée dans la région du Chott
El-Gharbi, peut avoir des influences sur le cortége floristique des Atriplexaies. Une minorité
d’especes végétales peuvent s’adapter 4 ces conditions.

2. VARIABLES EDAPHIQUES (Tableaux 1 et 2)

Stations Messerghine | Messerghine , Béni-Saf Béni-Saf
Echantillons 1 2 3 4
Granulométrie %
Sable 70 86 61,9 67,87
Limon 29,25 12,1 36,2 31,63
Argile 0,75 | 1,9 1,9 05
Type de texture sableuse sableuse | sablo-limoneuse | sablo-limoneuse
pH 8,96 8,96 - 8,77 9,07
Appréciation basique basique basique basique
C.E (mS/cm) 1,21 0,87 09 1,15
Estimation de la salinité Salé | peusalé peu salé peu salé
CaCO3 (%) 206 | - 39,88 19,21 16,72
Quantité Moyenne i Forte Moyenne Moyenne
Couleur 7,5YR5/3 75YR5/4 7.5 YR 5/4 75YR5/4
Matiére organique 1,183 1,142 1,107 0,928
Humus 2,04 1,97 z 1,91 1,6
' Estimation Moyenne | Moyenne Moyenne Faible

X Tableau 1_. Résuitats des a

nalyses physico-chimiques du sol

des stations situées au Nord de Tlemcen
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| Stations | ElKasdir01 | ElKasdr01 | ElKasdr02 | ElKasdir02 |
| Echantillons 5 5 6 ' 7 ?’ 8 |
; Granulométrie % _
| Sable 29 I 26 46,1
| Limon | 55 45,8 | 58 423
Argile 16 124 16 11,6
Type de texture Limono-sableuse | Limono-sableuse | Limono-sableuse ’ Limono-sableuse
pH 7.9 | 7.8 7.9 7.9
Appréciation basique basique basique basique ;
C.E (mS/cm) 18 1.1 1,3 5 11 5
Estimation de la salinité Salé ; peu salé salé peu salé
CaCOa3 (%) 23,1 25,7 20,3 20,4
Quantité Moyenne Forte Moyenne Moyenne
Couleur 7.5 YR 6/4 75YR6/4 7,5 YR 6/6 75 YR 6/6
Matiére organique 1,107 0,457 0,378 0,493
Humus 1,908 0,818 0,651 0,849
Estimation Faible Trés faible Tres faible Trés faible

Tableau 2. Résultats des analyses physico-chimiques du sol
des stations situées au Sud de Tlemcen

La texture des échantillons du sol analysé des deux zones présente un pourcentage important
de sables (jusqu’a 70%), la quantité du limon est non négligeable. Le pH est alcalin, il oscille
entre 8,8 et 9,1 pour les stations de la zone Nord, et entre 7,8 et 7,9 pour la zone Sud.
L’alcalinité est plus marquée au Nord. Le pH ne suit pas forcément la salinité du substrat, il
peut étre li€ a la quantité du calcaire présente dans le sol (Sari Ali, 2004), d’ailleurs le
calcaire présente des quantités plus importantes dans la zone Nord, ot il dépasse parfois les
30%, ce qui n’est pas le cas pour la zone Sud (20 4 25%). En générale, on remarque que la
salinité dans la zone Sud est plus élevée que dans la zone Nord (sauf station de Messerghine).
La conductivité électrique est comprise entre 1,1 et 1,8 mS/cm dans les stations de la zone

Sud, alors que pour la zone Nord, elle varie entre 0,9 et 1.2 mS/cm. Le taux de MAatiere. ... v

organique est en majorité trés faible dans la zone Sud, il ne dépasse pas 1,2% selon Benabadji
et Bouazza (2002), la faible couverture végétale peut en étre la cause. L’ Atriplex halimus
prospere sur tous les sols argileux, gypseux, marneux et halomorphes, mais il se situe le plus
souvent autour des Chotts ol il existe une forte tendance 2 la salinité (Benabadji et al., 2004 -
a). o

Soltner (1992) confirme bien que les sols salés et sodiques se rencontrent autour des grandes
dépressions salées, la Sebkha et les Chotts en Afrique du Nord.

117




3- VEGETATION
3-1- ANALYSE DE LA COMPOSITION FLORISTIQUE

Station Messerghine :

Dans cette station, 1’Atriplex halimus s’accompagne de nombreuses autres especes
d’halophytes telles que : Salsola kali, Salsola tetragona et Arthrocnemum glaucum. 11 est a
noter que de bonnes touffes d’Atriplex halimus caractérisent cette station. Cette densité élevée
des peuplements & Atriplex halimus est due 4 leur proximité de la ligne de chemin de fer, qui
permet a ce site d’€tre a 1’abri du troupeau. On remarque aussi que la strate arborée n’est
représentée que par I'espéce Tamarix gallica. Sari Ali (2004) affirmait qu’a I’exception de
Tamarix gallica, les formations arborescentes sont pratiquement exclues en général de ce type
de milieux salés.

Station Béni — Saf :

Cette station riche en especes (51 especes) est dominée par Atriplex halimus et Tamarix
gallica sur les rives de la Tafna, ils accusent une abondance-dominance relativement élevée
(coefficient 2). Au niveau de cette station proche de la mer (15 km), nous avons une
interpénétration des formations pré-forestiéres et de matorral dans le milieu halomorphe
surtout en amont. Il s’agit de : Whithania frutescens, Medicago minima, Calycotome villosa
subsp.intermedia et Asparagus acutifolius.

Station El Kasdir 01 : .

Certaines espéces marquent une forte présence dans les vingt relevés floristiques effectués,
citons : Atriplex halimus (17/20), Noaea mucronata (18/20),

Salsola vermiculata (15/20) et Lygeum spartum (15/20). Ces especes vivaces s’installent dans
les parties les plus basses des dépressions o les mécanismes d’évaporation favorisent le
développement d’efflorescences de gypse et de nitrates (Benabadji, 1999). Il y a aussi
quelques annuelles telles que : Astragalus scorpioides, Plantago ovata et Schismus barbatus.

Station El Kasdir 02 :

Les especes qui marquent une forte présence dans les relevés floristiques sont: Peganum
“harmala (13/20), Noaea mucronata (13/20), Atriplex halimus (10/20), Salsola vermiculata
(11/20) et Lygeum spartum (08/20). Le taux de recouvrement ne dépasse pas 5% dans cette
station, et on remarque que la présence de Peganum harmala est élevée. Il semblerait aussi
que cette espece envahissante tende de plus en plus 4 gagner du terrain dans les hauts
plateaux en général, au niveau du Chott El-Gharbi particulierement. Pour Nedjraoui et al.
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(1999) « I'apparition d’unités de Peganum harmala, indique un surpiturage et montre
I"ampleur de I’action anthropozoique ». Noaea mucronata et Salsola vermiculata accusent
une forte présence également (13/20 et 11/20), ce qui ne semble pas étre le cas pour la poacée
vivace Lygeum spartum présente huit fois dans les relevés.

3- 2-TYPES BIOLOGIQUES (TABLEAU 3)

Nord | Nord ' Nord :Nord Sud ' Sud . Sud  Sud

M.ghine | M.ghine B.Saf B.Saf | Kasdir 1 ; Kasdir 1 | Kasdir 2 Kasdir 2

Types.biologiques | présence | Ab.re ! présence é Ab.re | présence Ab.re i présence Ab.re
Thérophytes 53,57 52,57 52,94 | 4550 43,47 » 27,81 41,17 i 11,1
Chameaphytes 28,57 38,97 29,41 33 47,82 59,06 47,1 78,7
Hémicryptophytes | 07,14 04,77 05,88 0,15 00 00 00 00
Géophytes 07,14 02,20 05,88 | 08,50 08,69 13 11,7 10,2
| Phanérophytes 03,57 01,47 05,88 | 11,50 00 00 00 00

Tableau 3. Répartition des types biologiques au niveau
des stations situées au Nord et au Sud de Tlemcen

Pour des raisons d’espace nous avons abrégé les écritures dans le tableau 3 .Les données sont
ici exprimées en pourcentage.Ab.re voulant dire Abondance relative , M.ghine étant
Messerghine et B.SAf étant Béni-Saf.

Pour les stations de Messerghine et Béni-Saf, les thérophytes dominent soit en nombre
d’especes (présence) ou en abondance relative. Pour la présence on a enregistré 53,6% pour
Messerghine et 52,9% pour Béni-Saf. En ce qui concerne I’abondance relative, on a
enregistré 52,6% pour Messerghine et 45,5% pour Béni-Saf. Sauvage (1960), Gaussen
(1963), Negre (1966), Daget (1980) et Barbero et al. (1990) présentent la thérophytie comme
étant une forme de résistance a la sécheresse, ainsi qu’aux fortes températures des milieux
arides et un stade de dégradation ultime (Quézel, 2000). Cette thérophytisation est liée encore
aux perturbations du milieu par le paturage. Floret et al. (1992) signalent que plus un systéme
est influencé par I’hbomme (surpiturage, culture), plus les thérophytes y prennent de
I'importance. On remarque pour la station de Messerghine que les hémicryptophytes et les
géophytes qui ont un méme pourcentage de présence (07,1%) different en abondance relative
- : 04,8% pour les hémicryptophytes et 02,2% pour les géophytes. Pour la station de Béni-Saf
malgré la participation faible des especes phanérogames (5,9%), elles occupent une surface
significative (11,5%).

Au Sud, les formations a Atriplexaies (station El Kasdir 01 et El Kasdir 02) sont dominées
par des chamaephytes. Elles dominent surtout en abondance relative : 59,1% pour El Kasdir
01 et 78,7% pour El Kasdir 02. On remarque aussi que les espéces phanérophytes sont
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absentes. Pour Benabadji et Bouazza (2002), les chamaephytes s’adaptent mieux que les
phanérophytes, & la sécheresse, elles sont en effet plus xérophiles. Benabadji et al. (2004-b)
signalent que le paturage favorise d’une maniere globale les chamaephytes souvent refusées
par le troupeau. Les hémicrytophytes sont absentes aussi; cela, peut s’expliquer par la
pauvreté du sol en matiére organique; phénomene confirmé par Barbéro et al. (1989).

Deux especes représentent les géophytes, il s’agit de Stipa tenacissima et Lygeum spartum.
Danin et Orshan (1990) trouvent des proportions plus importantes en géophytes en domaine
méditerranéen que steppique.

3-3- DISCRIMINATION PAR L’AFC

3-3- 1.STATION MESSERGHINE (FIGURE 2)
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Figure 2. Plan factoriel des espéces station Messerghine (Axe 1 — Axe
2)
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Interprétation de 'Axe 1 : valeur propre : 4,6

Taux d’inertie : 22.9%
Du c6t€ positif de 1’axe s’individualise un groupe d’espéces relevant du domaine pré-forestier
et indiquant un milieu humide plus ou moins riche en matiére organique : Medicago minima
(1,1), Echium vulgare (1), Pallenis spinosa (1), Convolvulus althaeoides (1) et Trifolium
angustifolium (0,9). Dans ce cas on peut dire que ce coté de I'axe 1 exprime
vraisemblablement des teneurs relativement élevées en humidité et en matiére organique.
Du c6té négatif, trois especes halophytes (Atriplex halimus (- 2,9), Halogeton sativus (-1,4) et
Salsola kali (-1,2) accompagnent deux thérophytes (Bellis annua (-1,4) et Malva sylvestris
(-1,3)). On peut remarquer sur le plan phytosociologique que cet axe oppose les espéces
caractéristiques des Salsolatum vermiculatea telles que : Halogeton sativus, Salsola kali,
Salsola tetragona, Juncus martitimus et Atriplex glauca aux caractéristiques des
Atrplico-halimi-Suaedatum fruticosae, telles que : Aeluropus littoralis, Echium vulgare,
Halopeplis amplexicaulis et Suaeda mollis.

Interprétation de I’Axe 2 : valeur propre : 3,6
Taux d’inertie : 18,1%

Du co6té positif de I’axe 2, des espéces halophytes (chénopodiacées) représentées par
Arthrocnemum glaucum (3,4), Salsola tetragona (2,2), Salsola kali (1) et Halopeplis
amplexicaulis (0,9), sont suivies par deux autres especes thérophytes des terres de culture:
Plantago lagopus (0,9) et Scabiosa stellata (1). Du coté négatif de cet axe, nous avons un
gradient nitratophile croissant, car la majorit€ des espéces sont celles des milieux
pré-forestiers : Sanguisorba minor (-1), Brachypodium distachyum (-0,8), Bromus rubens
(-0,8), Aegilops triuncialis (-0,8) et Malva sylvestris (-0,7).

3-3-2-STATION BENI-SAF (FIGURE 3)
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Figure 3. Plan factoriel des espéces station Béni-Saf (Axe 1 — Axe 2)
Interprétation de I’Axe 1 : valeur propre : 6,2 '
Taux d’inertie :  31%

Dans le cOté négatif de 1’axe 1, se démarquent deux especes : Atriplex halimus (-4) et
Tamarix gallica (-3,4). Au fur et 2 mesure que 1’on progresse dans 1’axe, on a une succession
d’espéces halophytes : Lygeum spartum (-1,5), Salsola vermiculata (-1,1) et Salsola kali
(-0,7) sont accompagnées par Hordeumn murinum (-2) qui est une espéce annuelle, Erucaria
uncata (-1,4) et Artemisia herba-alba (-0,8) (espéces typiques des milieux steppiques). Une
fois sur Je coté positif de 1’axe, on se dirige vers des formations pré- forestiéres et de matorral,
en passant par Withania frutescens, Echinops spinosus, puis on arrive au groupe G- qui est
constitué de plusieurs espéces, dont on reléve la forte contribution notamment de - Echium
vulgare (0,6), Plantago lagopus (0,6), Convolvulus althaeoides (0,6) et Scolymus hispanicus
(0,6). C’est un axe qui exprime la succession suivante, du coté négatif vers le cdté positif :
Halophytes—pelouses—Matorral-Pré forét.
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Interprétation de ’Axe 2 : valeur propre : 4,8
Taux d’inertie : 24% :

Le c6té positif de ’axe 2 est constitué essentiellement d’espeéces halophytes dont on releve la
forte contribution de: Atriplex halimus (1,3), Tamarix gallica (1,3), et Lygeum spartum (1,2),
qui sont suivies d’espéces des milieux steppiques non salés : Erucaria uncata et Artemisia
herba-alba. Le groupe G est situé au centre des deux axes. Du coté négatif de 1’axe, deux
especes thérophytiques se démarquent: Hordeum murinum et Avena alba avec leurs fortes
contributions respectivement de - 4,1 et -3,6 marquants un gradient de thérophytisation et
d’anthropisation.

3-3- 3-STATION EL KASDIR 01 (FIGURE 4)
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Interprétation de I’Axe 1:  valeur propre : 8,7

Taux d’inertie : 43.4% - _ -
Présentant un taux d’inertie de 43%, cet axe exprime la salinité et particuliérement la
dégradation. Du coté négatif : les especes Atriplex halimus (-2,3), Noaea mucronata (-1,9),
Salsola vermiculata (-1,5) et Lygeumn spartum (-1,2) présentent un taux de contribution élevé.
Du c6t€ positif sont concentrées la majorité des annuelles steppiques des terrains non salés.
Coté positif — Thérophytes des steppes non salées
Coté négatif — Chamaephytes des steppes salées

Interprétation de I’ Axe 2 : valeur propre : 3,5
Taux d’inertie : 17,7%

La part la plus importante de 1’information a été exprimée comme nous venons de le voir dans
I’axe 1. Dans I’axe 2, la majorité des espéces se concentrent dans des valeurs de contribution
entre —1 et +1, ce sont des taxons vivaces des milieux salés, accompagnés par des especes
annuelles que I’on peut rencontrer dans les milieux salés et non salés. On distingue aussi six
especes qui s’opposent de part et d’autre de 1’axe : les espéces Atriplex halimus, Atriplex
dimorphostegia et Plantago ovata, avec des valeurs de contributions de —1,2 et —1,8 et -1,80,
s’opposent au groupe d’espeéces steppiques Stipa tenacissima (1,7) et Pseudocytisus
integrifolius (1,8) en compagnie de Helianthemum apertum (1,5), indicatrice du matorral.

DISCUSSION ET CONCLUSION

Au terme de ce travail nous pouvons remarquer :

L’approche bioclimatique a montré 1’existence d’un gradient pluviométrique décroissant du
Nord au Sud qui peut &tre considéré comme facteur de réduction de la diversité floristique des
Atriplexaies. Ces derni¢res évoluent dans leur globalité et leur diversité dans un modele
géo-systémique en position de confrontation de deux aires bioclimatiques antagonistes. Au
Sud de Tlemcen (El Kasdir), une facade sous contrdle des influences sahariennes. Au Nord,
un front bénéficiant de la fraicheur méditerranéenne, en particulier pour les stations de
Messerghine et Béni-Saf. A cette échelle, la dissymétrie bioclimatique impose I’hybridité
phytogéographique localement modifiée par le compartimentage topographique, et aussi par
les contraste$ orographiques.

Concernant les sols, les échantillons des deux zones présentent un pourcentage important de
sables et une quantit¢ non négligeable de limons, caractérisant ainsi une - texture
limono-sableuse a sablo-limoneuse excepté la station de Messerghine qui présente une texture
sableuse. Le calcaire présente des quantités plus importantes dans la zone Nord ol il dépasse
les 30 % a Messerghine, alors que dans la zone Sud, il est situé entre 20 et 25%. La salinité
dans la zone Sud est plus élevée que dans la zone Nord, excepté la station de Messerghine
dont la salinité est aussi importante car elle est proche de la Sebkha d’Oran. La différence
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entre les deux zones du point de vue pédologique s’avére plus nette en ce qui concerne la
quantité de matiére organique qui est pour la plupart des cas trés faible dans la zone Sud,
surtout dans la station El Kasdir 02, ol elle ne dépasse pas 0.493%, cela est dii
essentiellement au faible taux de recouvrement par la couverture végétale.

L’étude floristique réalisée sur les deux zones nous a permis d’avancer dans la démarche de
comparaison entre les stations des deux zones. Pour la zone Nord, le taux de recouvrement
oscille entre 20 et 30%. Dans la station de Messerghine, on a une dominance d’Afriplex
halimus, Salsola kali, Salsola tetragona et Arthrocnemum glaucum, d’ou la conservation du
caractere halophile de la végétation de cette station. Dans la station de Béni-Saf, la
matorralisation et I’anthropisation marquent le paysage floristique : interpénétration entre les
sujets pré-forestiers et halophytes. Pour les types biologiques, les thérophytes dominent a
Messerghine et Béni-Saf.

Le cortege floristique de la zone Sud (Chott El-Gharbi) est marqué par sa pauvreté (taux de
recouvrement qui ne dépasse pas 5 % dans la station d’El Kasdir 02). Ce cortege est constitué
d’especes steppiques généralement vivaces adaptées aux conditions climatiques de cette zone
: les chamaephytes dominent en tenant compte de leur abondance relative (59,1% pour El
Kasdir 01 et 78,7% pour El Kasdir 02). En outre, le surpaturage déja signalé dans plusieurs
travaux de Benabadji et Bouazza (2001 et 2002) dans cette zone, est en train de modifier la
physionomie du tapis végétal ot Peganum harmala, espece toxique, semble par endroits
occuper de plus en plus le terrain. '

L’ AFC sur les especes révele : pour la zone Nord, au niveau de la station de Messerghine,
c’est le facteur édaphique (humidité, M.O et salinité) qui explique les gradients formés par les
groupes d’especes, alors qu’a Béni-Saf, le facteur humain (action anthropique) est en grande
partie a I’origine de la distribution des especes.

Pour la zone Sud, et plus exactement la station d’El Kasdir 01, c’est a la fois le facteur
édaphique (salinité) et anthropique qui semblent gérer la distribution des taxons.

Au regard de I'importance de I’Atriplex halimus comme patrimoine national écologique et
économique, il serait intéressant de poursuivre ce travail en multipliant les stations d’études
tant au Nord sur les cotes oranaises qu’au Sud du c6té du Chott Echergui vers El- Bayadh.
L’intérét que 1’on doit porter A ces formations i Atriplex halimus est confirmé par le mauvais
état de ses peuplements. La sécheresse qui perdure en Algérie depuis plusieurs années les
. rend vulnérables et sensibles a toutes les perturbations du milieu. Certaines espéces. sont rares
~ dans ces Atriplexaies et nécessitent une protection sans laquelle, elles risqueraient de
disparaitre. Les corteges floristiques dégradés témoignent des conditions biotiques et
abiotiques en particulier dans la zone Sud (El Kasdir 1 et El Kasdir 2). Une politique de
préservation de ses habitats et par conséquent la sauvegarde de cette flore fragilisée par
I’homme demeure indispensable dans ces zones, elle prendra en compte les préoccupations
socio-économiques des populations de la région.
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Résumé o
Nous présentons une synthése des travaux sur les problémes d'estimations par rétrécisseurs de la moyenne d'une
loi gaussienne multidimensionnelle X ~ N»(6,6215) dans R” .

Pour le méme modéle X ~ Np(6,0%I5) des estimateurs de la forme générale suivante -

¢/(l°; (X)=pu+ [1 ~&(X =gy (X), 4, (X))~ ,u)] (8 (X))~ ) ot & est le rétrécisseur et 42 est le pdle, sont
étudiés et des résultats de domination sont établis en particulier pour des formes extraites de la forme générale,
Dans la suite nous étudions une classe d'estimateurs 8,(X) avec rétrécisseur de la moyenne & dune loi
gaussienne X ~ Np(6,621p) dans R® proposés par J. Berger et M. E. Bock [5]. Nous montrons une

domination partielle sur des sous-ensembles paramétriques de R” de la partie positive de l'estimateur de James-

Stein, qui sont de type "grandes " boules privées de "petites" boules centrées 4 l'origine ou R” privé d'une boule

centrée en zéro ou enfin une "grande" boule centrée 3 l'origine. Nous donnons aussi des conditions nécessaires
de domination. Nous illustrons cette étude par des graphes sur les différences de risques correspondants. Une
extension au cas de I'échantillon est donnée.

Mots-clés: , Moyenne gaussienne, Estimateurs de James-Stein , Partie positive de I'estimateur de James-Stein,
Rétrécisseurs, Coilit quadratique.

Abstract

We present a summary of the work of the estimation of the mean of a Gaussian v X ~ Np(6,062] p) with values
in R” , where /,, is the unit matrix. For the same model X ~ Np(6,621) estimators of the general form:

¢;(‘°; (X)=u+ [l ~E(X =4, (X), 4, (X))~ ,u)] (#y(X) — 1) where & is shrinkage factor and £ is the

pole, are studied and the results are set to dominate particular forms extracted from the general form.
In the following we study a class of estimators with shrinkage factor, 6,(X) , of the mean & of a Gaussian rv

X ~Np(6,621) in R” proposed by J. Mr. Berger and E. Bock [5]. We show partial domination of the James-
Stein positive part estimator in parametric subsets of R? which are great balls deprived of small balls centred at

the origin or R? deprived of a ball centred in zero or lastly a "great" ball centred at the origin.

We give also necessary conditions of domination. We illustrate this study by graphs on the risk differences. An
extension to the case of the sample is given,

Key Words: Gaussian Mean, James-Stein estimator, James-Stein positive part estimator, shrinkage factor ,
quadratic loss
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