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Introduction

Cette thése est consacrée & 1’étude de quelques problémes aux limites d’ordre trois.
Historiquement, les équations différéntielles d’ordre trois remontent aux travaux de G.D

Birkhoff en 1910 (voir [24]) 611 les méthodes de géométrie projective étaient mise en ceuvre pour

résoudre de telles équations. Depuié, plusieurs auteurs se sont penchés & examiner Pexistence

et le comportement des solutions des équations différentielles d’ordre trois (voir par exemple

- [26], [53]).

Nous nous proposons de décrire quelques résultats d’existence de solutions pour des équa-

tions différentielles ordinaires avec termes non-locaux.La majeure partie du travail a trait aux

- équations différentielles du troisiéme ordre.. Dans I’ensemble, les équations se présentent sous

" la forme

(E) Au= Nu avec des données de type non-locales

..ot A est un opérateur différentiel et N est une And‘l_lélinéa.rité,le domaine est un ouvert borné

de R.- . . : .
Divers phénoménes physiques sont régis pa.r de telles équations(voir par exemple[25],{34],[40])

Dans notre travail, on envisage de résoudre ’équation (E) comme dans le cas ordinairé par -

‘des itérations succéssives de type

Au, =N (un, un——l)

Pour mener & bien cette appro.che, on distingue deux étapes. La premiére consiste & faire des
estimations & priori sur les solutions éventuelles de (E) ,ensuite le passage 4 la limite se fait par™ ~

compacité en appliquant le théoréme d’Ascoli-Arzéla. D’autres résultats font appel au théoréme
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théoréme du’point fixe de Schaefer ou le théoréme de transversalité topologique de Granas.

Dans la section suivante, nous décrirons notre réalisation de ce programme sur plusieurs

types d’equat1ons

Tout d’abord dans le premier chapitre nous exposons les déﬁmtlons, notatlons et quelques -

theorémes fonda.mentaux nécessaires pour la suite.

Dans le. deuxléme chapitre nous étudions Texistence de solutions des problémes aux limites

non locaux de la forme

—y" = f(t,y9,9") te(0,1) :
¥ =" vln) =3, aw(®)., v(1) = PR

77763)0'26(071) : ’l:=—1—,-ﬁet j=1,m.

-Afin de montrer l’existence d’au moins. une solution, nous supposons que la non-linéa.rité f

" satisfait une condition de monotome combinée avec condition de cro1ssa.nce de type Na.gumo

Nous utiliserons le théoréme de tranversahte topologlque de Granas dans le cadre de la méthode :

‘de sous et sur-solutlon Contraarement aux travau.x réalisés recemment nous n ex_lgerons _a,uc_une

condition sur les valeurs 1, &5 et 6; (voir par exemple [13], [27] et [59]).

Le troisi¢tme chapitre est consacré & P'étude des problémes pénodlques avec nnpulsmns Plus

précisement, nous considérons le-probléme

-y" - ey - te (0,2m)
y(0) = y(27), y'(0) = ¢'(2r) ,¥"(0) = y"(27) N
y(t) = 0: (W), ¥ () = i W(8) 9" =k (W'(&) i=1,m

L’existence d’au moins une solution est obtenue par la éthode des sur et sous solutions.

L’ldee principale consiste & constrmre judicieusement des fonictions auxiliaires pour assurer des‘

|
, estlmatlons a priori. Les théorémes de Schaefer et d’Ascoh—Arzela forment 'ingrédient essentiel

\

de démonstration.

Dans le chapitre quatre nous étudions les problémes aux limites avec conditions intégrales



"~ aux bord sous la forme suivante:

)

v'+ f@ vy, m) =0 t€(0,1)
y(0) = '

1 o
U yi0) - ay(0) = [hl (o))

- - 1 .
(1)~ (1) = [ e
\ 0
La présence des intégrales dans les conditions au bord rend ’étude moins évidente. En
appliquant le théoréme de transversalité topologiQue de Granas et la rﬁéthode de sous et sur- -
solution nous arrivons & montrer 1’existence d’au moins une solution.
Enfin le dernier chapitre féra Pobjet d’un 'p'fo'biléme modélisant un phénomeéne d’éCOulément

des fluides (voir [34], [35]) & savoir

"+ E(Ayy" =y =8 -~ te(0,1)
y(0) =0, y(1) =0, ¥"(1)=¢"(0)+1=0.

L’existence est une conséquence du theoréme de Schaefer La mult1phc1te des solutions repose

sur le prmc1pe des fonctlons 0-epi et la reductlon de Lyapunov-SchImdt
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_ - Chapitre 1

Préliminaires

~ 11 Cadre Fonctionnel

Soit I'intervalle I = [a,d]. On note par c (I ) lespace de Banach des fonctions a va.leurs réelles _
deﬁmes et contmues sur 7. On munit cet espace de la norme ' p

)

- - |u|0=MQm{|u(t)|,tef:[a,b]}.

L Soit  ’espace de Banach des fonctlons a va.leurs reelles deﬁmes et m—fms contmuement
L différentiables sur I Lo L BN 4

SR | () ={ue @) |/t e CO(I),poﬁrj='1,2,...',m.}.
—~ munidelanorme’ o /

. - llullm:=z\i4ax{fu<j>|,ogjgm}.

. L’espace de Banach des fonctions | mesmables U deﬁmes sur I a va,leurs dans R, telles que ;

la quantité :

. TN ¥/

nuan=( |u<t)|pdt) ,
a

L _ ‘ ' soit finie, est noté par L? (I).
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p—

Soit AC™ (I) Vespace des foﬁctions m-fois différentiable f : I — R telle que f(Mest

- absolument continue.

Si U est un ouvert de R, on note par W™P(U) I'espace de Sobolev des fonctions qui sont
mesurables, m fois dérivables au sens des distributions, et telles que leurs dérivées successives N
soient dans L7, ' :

L’espace W™P(U) est-muni-de 1a, norme-—-- - -

ol = ol + > @],
| =l . '

(WmP(U) c c™1(U ) avec injection.continue.)

1.1.1 Fonctions de_Cafathéodory o o

Définition 1.1 On dit qu’une Jonction f: I xR3 - R est Ll-Ca%athéodory si elle satisfait
auz conditions suivantes : , o
i) Pour tout (z,y, z) € R3, la fonction (2,9, 2) est mesurable sur I. -

i) Pour toutt e I , g fonction f(t,.,.,.) est continue sur RS,

1) Pour tout compact K C R3, il existe une fonction mg (\) € L (I) telle que

1f(t2,9,2)| <mg ® pou% toutt € I et pour tout (z,9,2) € K.

On note par Car ;. (I X R3) Uensemble des fonctions Ll-C’amthéodory.

1.2 Outils L‘ondamentaux

Soient X un espa.c;e métrique et C (X)) 'ensemble des fonctions réelles définies| et continues sur

X. ! j

Définition 1.2 Une partie A de C (X) est équicontinue en z € X si pour tout € >0 il existe

0: > 0 tel que siy € X avec d(z,y) < 8, alors

() -~ uw(y)] <e pour tout u € A.

-1




1.2.1 Théoréme d’Ascoli-Arzéla

Théoréme 1.1 [1 0] Soit X un espace métrique compact. Si A est une partie équicontinue et

bornée de C (X) alors A est relativement compacte.

Définition 1.3 Soient E et F deuz espaces de Banach et F:E— F une fonctz’bn continue, .

- t) - Lapplication f est compacte si f (E) est relativement compacte.

it) Lapplication f est complétement continue si f (A) est compacte pour tout borné A de E.

1.2.2 Théoréme de Schauder

Théoréme 1.2 [15] Soient K un sous ensemble conveze,borné, fermé et non vide de E et f:
K. — K compacte . Alors f admet un point fixe dans K. Autrement dit, il existe To € K tel
que ' :

f(mo) : Zo-

Une conséquence iﬁmédjatevde ce théoréme est le résultat suivant.

1.2.3 Théoréme vdl;l Point Fixe de Schaefer

| Thédréme 1.3 [10] Soit T : E —E une application continqg et‘__compacte ou E est un espace

ée Banach, tel que ’ensemble

{z€E:2=2Tz pour A € (0,1)},

est borné. Alors T admet un point fixe.

1.2.4 Théoréme de Trans:%rersalité Topologique de Granas - |

i . . !
3

Soilent X un espace métrique, E un espace de Banach et K une partie convexe de E.

Définition 1.4 [22] Une Homotopie{H; : X —» K }6_<_ ¢ <16st dite compacte si lapplication
H:X-x[0,1] — K,

_.'12



telle que H (z,t) = Hy(z) pour tout (z,t) € X x [0,1], est compacte.

“Soit U une partie ouverte de K , U et U sont respectivement la fermeture et la frontiére de
U dans K.

Définition 1.5 L’application compacte F: U — K est dite admissible si elle n’admet pas de

point fize sur la frontiere OU. T T .

L’ensemble de ces applications est noté par Koy (U, K).

Définition 1.6 Une application F dans Koy (U, K) est dite znessentzelle s’il existe une appli-

cation compacte T : U — K qui na,dmet pas de point fize et telle que

Tov = Flay.

Une application qui n’est pas inessentielle est dite essentielle.

proposition 1.1 Exemple 1.1 [29] Soit pe U et F € Ky (U K ) Uapplication constante
F (a:) =p pour tout x € U est essentielle.

Définition 1.7 Deuz applications F et T de Kay (U,K) sont homotopzques et on note (F ~ T)

s’il eziste une homotopie compacte Hy : T — K telle que
F=Hy,T=H, et H, est admissible pour tout t € [0,1].

Il est important de souligner la, caraCtérisatiofu suivante des applications inessentielles.

Lemme 1.1 [22] Une application F dans Kay ‘U' K ) est inessentielle si et seulement si elle

est homotopique & une application qui n admet pas de point ﬁze
!

Comme conséquence de ce lemme on a le théoréme de transversalité topologique.

- Théoréme 1.4 [22] Soient F et T deuz applications homotopzques de KaU (U K). Alors F

est essentzelle sz et seulement st T Dest auss:..

13



Théoréme 1.5 (Théoréme de Transversalité tOpologlque de Granas [22]) Soit K une
partie convexe d’ un espace de Banach E et U C K un ouvert .On suppose que

i) F et T sont des applzcatzons compactes de U — K.

) T est essentielle dans Kav (U, K).

tii) L’homotopie H (z,t),0<zx<1, joignant F et T, est compacte .

) H &, £) o admet pas de point fire sur U pour tout te [0,1].

Alors il existe au moins un point fiteu e U pour H (x,t) 0 <t < 1,et en particulier zl eriste u

tel que u = F(u).

1.2.5 Méthode de Réduction de Lyapunov-Schmidt

Somnt XetY des espaces de Banach L : D(L) C X — Y est un opérateur hnéalre et

.borne et h: X — Y un opérateur eventuellement non-lmealre ‘Soient R (L) 'image de L et

N (L) = Ker (L) son noyau.
Définition 1.8 [15] On dit que Uopérateur L est de Fredholm si
dim (Ker (L)) < +o0 et codim (R(L)) < +oo.

(comme. X etY sont des .espaces dé Banach alors R(L) est fermé). L’indice de L est défini

par

ind (L) = dim (Ker (L)) — codim (R(L)).

L’équation Lz = h (z) est 1te en résonance lorsque L n est pas inversible. Supposons due.

L est de Fredholm avec ind (L) = 0.0n définit les deux projections canoniques continues ded Ia ‘

i - j

P:XoX o Q:ivov, !

maniére suivante

telles que R(P)=N(L) et N @)= R(L)

Nous avons la somme directe

X=N@D)oN(P), Y=R(L)o R(@Q).

S



La restriction Lp de LaD (L) A N (P) admet un invese L' :R(L)—D (Lyn N (P).
On définit V'opérateur K par

K=L;1(I—Q):Y.——+D(L)ON(P),

il vérifie
o LK ZI-Q e Y et KL=I-Psur D(L).
Si z est une solution de Lz = h (z) alors z = Pz+ Khz, et si © satisfait la nouvelle équation

alors z € D (L) et Lz = (I — Q) hz.

Ainsi on obtient l’équivalence .
Lz =h(x) siet seﬂément siz = Pzr+Khz et Qhz =0.
En écrivant z =u+v avec u=Pzr€ N (L) et v=(I—-P)zeN(P), il s’ensuit que
Lz = h(z) si et seulement si v=K h{u+ 'u) et Qh(u +v)=0.

1.2.6 Principe des Fonctions _O-épi

Définition 1.9 [15] Soient E et G des espdces de Banach."-Soit Q C E un fermé et borné.
On dit quej] f : Q — G est une fonction propre si pour toul compach K c @G, f(K) est

compacte.

ﬁropositi(}n 1.2 [15] Soit f:Q— . =~ une fonction compacte, alors I — f est propre.
Déﬁnition_l 1.10 [38] Soient U C E ouvert et borné et [ : U — G: On dit que f est-une
fonction O‘!— epi (zéro-epi) si: o o \ '

a) f(z) 7él 0 pour tout x € OU. | |

b)Pour toute application compacte telle que h(z) = 0 et pour tout x € OU, 'équation non
linéaire | |

C f@=hE),

“admet une solution dans U.

5




Définition 1.11 [15] On dit que | ensemble M CE este—enchainable st pour tout a,b € M,

il existe un nombre fini de points x;, T2, s Tn € M tels que

T1=0a,23=>b et d(ziy1,2;) <e, i=1,...,n— 1.

Dans ce cas 'ensemble

{z1, z, ..., Tn} est une e-chaine Jjoingnant a et b.

Théoréme 1.6 [38] Soit f: U — G une fonction O-epi et propre. Supposons que pour tout

€ >0 et pour tout z € f~1 (0) il existe une application continue et compacte h, : U — F telle

que

7’) he (z) =0
i) |lhe (2)|| < & pour tout z € U,
i1i) L’ensemble de solutions de Véquation :

i

£ (@) = he (@),

est € — enchainable

Alors f~1 (0) est non vide s connexe et compact .

16



| Chapitré 2

Problémes aux limites non locaux

d’ordre trois

2.1 Introduction

Considérons le probleme aux limites suivant

V' =ftu.v.y)  te(1)
VO =7 v =37 aw@), w0 =3 b)), |

ou f:[0,1] x R3 — R est une fonction continue.

2.1)

Pour tout j =1, ...‘,m eti=1,..n n, £;,0: sont des points dans I'intervalle (0,1) et 4, a;,b;
sont des réels avec b; > 0. -

Les valeurs ¢ i et 0; ne sont pas nécessairement ordonnées.Un cas d’opérateur différentiel
d’ordre 2 a été étudié dans (13]. Dans ce chapitre nous établissons un résultat d’existence pour
un opérateur d’odre 3 avec des conditi?ns plus générales. La téchnique utilisée permet de nous
ramener au cas d'un probléme en trois{ points qui a fait 'objet de nombreux travaux (voir par
exemple [1], (2], [7], [25], [26], [43], [44], [46], [53] et [54].)

2.2 Notations et Définitions

. Soient a, B € C3([0,1]), on définit les fonctions suivantes.. Pour tout ¢ e I

7



A

m(t) = a(t) —a(0) + 7,
M(2) = B(t) - B(0) + 7,
et

PO)E) = maz(m(t), min(y(t), M(z)).

- Remarque 2.1 On note que y € [m, M| si mt)<yt) <M (f)’ pour tout t € [0, 1] A

Définition 2.1 On dit que o est une sous—solution du probléme (2.1) si

. —a’”sf(t,y,a’,a”) te]0a1[7y€ [m>M],
O =m o) <37 wa@), )<Y bal(ey).

Une sur-solution B ‘est définie de la méme maniére en inversant le sens des inégalités.

2.3 Estimations & Priori .

Dans tout le reste de ce chapitre, on suppose que le probléme admet une sous-solution & et une

sur-solution S telles que o’ < A,

On suppose que la non linéarité f satisfait les conditions smvantes

(H 1) : La fonction f: R X R® — R, est continue et

[t w0,0)] <@ (wl) VeI, vVue m M],wwe [/, 8] ,vw € R,
tout intervalle borné de R avec:

‘oo goo
/(; -(IT(S_) >‘1.

i
b

ot ® € C(R*, R*) est telle que % est intégrable sur

(H2) : 1l existe m > 0 tel que

F (& u,v1,w) —F (8,5, 'vg,w)x > m (v - v1) pour tout vy > v;.

18




Lemme 2.1 Si f vérifie la condition (H1) alors il existe une constante positive C; > 0 telle

que si y est solutjon du probléeme

{ =y = f(t,y,9',v") t€(0,1), (2.2)

y(O) =0, Z/(ﬂ) =0, y(l) =0,

“vérifiant -y € [m;M] ety e[/ ;8 alorsy-satisfait - L

WOl <0 vieo.

Preuve: Soit y une solution de (2-2) et soit ¢ € I tel que y”(t) # 0, alors il existe un intervalle
@, 8] contenant ¢ tel que y” (t) ne change pas de signe dans [a,b].

Sans perdre de généralité on peut supposer que y"(a) =0et ¥’ > 0 sur [a, b] alors

AON 3=/y"‘t’ji<1_
 BTEN TS B S

i : ‘ i . .
Comme f0+°° ﬁ% > 1 alors il existe une constante positive C' dépendant seulement de o 8 et
® tel que

@) <cCivteo,1].

Remarque 2.2 C; dépend seulement de o , B et D,

Considérons le probléme suivant : -

[ =" =kt te(0,1
{ Y = h(t,yy") €] 2.3)

| v =7 ym=4 y(1)=o,

ot h :0,1] x R? — R est une fonction continue vérifiant la condition

) (@) |h(tu,w)| < & (jw) ’ Vtel, Vu, vetwe R
(4p) : v . ‘
(z'z'_)Elll>O:h(t,u,'w)'—h(t,'v,w)>l1(v—u),V'v>u,Vt€I et Vw € R.

19



avec @ est la fonction définie dans (H1) et § est telle que
§=1+(lalo+1815) Y la)
=1

Remarque 2.3 Le choiz de cette valeur est crucial pour la suite des preuves.

Lemme 2.2 §i 1 satisfait la conditions (Ar), alors le probleme (2.3) admet une solution

unique.

Preuve:

Existence. Soit ) ¢ [0, 1] .Considérons la famille de problémes  un. parametre :

- ’”=Ah t, I, 4 tG 0,1
{,y .y, y") (0,1) 2.9)

v0 =7 v =4, y1)=o0.

Si A = 0 le probléme (1,4)' admet .une solution unique y = w donnée. par
w(t) =-v-.at2j+ bt+con a= %}l)g,b'= (c—=7)~aetc=+.

Soit A tel que 0 <A <1. Aprés un calcul long et élementaire, on obtient la fonction de Green
9(t,'s) associée an probidme 'homégéne. Sa formule est: ' -

(t;b)(éQt)s2+'(;;"i)2 tt—B)(c—s)®

t<s,s€(0,8 et t<s, sl

o=y L | t(t{cg(ﬁ)) oo
— 2bcc —  t>ascy et 2c—cb =~ 5 t>s,5€bd.

Soit y une solution du probléme (2.4) . D’aprés le lemme 2.1, il existe

C1 = C1+ |w”|, tel que [¥"le <C.

On en déduit aussi qu'il existe des constantes positives C2 et Cs telles que

[Vl <Co et |yl, <Cs
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En effet, d’aprés le théoréme d’accroissements finis, il existe ¢ € [O, 7] tel que
d-1
s
Y f =
V(=2

et ainsi il en résulte que

2

w%qjﬁhq=@amemﬂﬁﬁhq=%
La fonction 4 étant continue alors il existe une constante Cy telle que

ly(s)lo < Cy pour tout ¢ el

Ainsi, il existe une constante p indépendante de A - -

p= P (%7, 0,9,a,p, ®),

de sorte que o ' o
lulls <p+1.
Soit : . .
U=y W: ol <p+1}.

Soit & Topérateur de Nemitskii associé & h
R:U—C(I) on h(y)=h(,y' (), (),

et soit G l'opérateur intégrale de noyau la fonction de Green . On définit la fonction & par

| | | |
H:[0,1jxU—-C(I) H(\y)=w+Ghy VyeUetVe(0,1].

Il est clair que les solutions de (2.4) sont les points fixes de la fonction H (1,.) dans U.

L'opérateur G est- complétement continue et f est continue alors la fonction H (X, .) est com-

pacte .
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~ Par définition de I’ensemble {7 » Péquation H (), y) = y n’admet pas de solutions sur U
pour tout A € [0,1]. Alors H (),.) est une homotopie admissible.
Comme la fonction H (0,.) est essentielle, d’aprés le théoréme de transversalité topologique,
H (1,.) est essentielle .On déduit que H (1,.) admet un point fixe qui est la solution du probléme
2.4). |
. Unicité . Supposons que y; et y, sont deux solutions distinctes du probleme (2.4).

Soit w=1g; — Y2 , il est évident que
w(0) = w(n) =iu(1) =0.
Comme w € C3(I), alors il existe et &, ‘dans I tels que
W (€)=0.i— .1, 2,

Soit v = w, alors v € C3 (1) et vérifie v (¢)=0,i= 1,2. On vérifie facilement que v et w
sont non identiquement nulles . '

'

On sait que v vérifie
0= ARG b (3%4)].

Supposons qu’il existe t* € I te/ que

|

v(t*) >0.

“Sachant que v (€;) = 0 alors il existe 7o € I tel que v (19) = Mazse; v (), alors
: v (10) =0,
et

v"(19) < 0.

2




Soit 2=y (r0) — 4l (ro) d'ot

v"(10) = A [k (10,42 (0) , 4”2 (70)) — k(70,91 (10) , "1 (70))] = A[h (70, yt2 (7o), 2) — k(70,31 (70)»2)] .

D’aprés I'hypothése (H3), on a
") > Am (yy (o) — y2 (0)) >0,
! L

Nous aboutissons ainsi 3 une contradiction. De la méme maniére, on prouve que v ne peut pas

&étre négative, alors v = ().

Comme
¥1(0) =32(0) =,
on en déduit que
' n)= y2(t),

pourtouttel. m » '

2.4 Existence de Solution

Théoréme 2.1 Soient a, B respectivement sous et sur—solut\i;bn du probléme (2.1) telles que
o <P surl. |

Sous les conditions (H1) et (H' 2), le probleme (2.1) admet une solution y telle que
o<y <pe m<ykM dans].

Preuve: On modifie le probléme (2.1) comme suit

Avec C =max{C{,|8"|,} o Ci est la constante du lemme 2.2, on définit les fonctions fe
i
et F: IxR®— R par '

- f(tp(u),v,C) si w>C
fo(t, u,v,w) = Ft,p(w),v,w) si jw]<C .
' f(t,‘p(u),"v,—C’)' si w<-C,
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et
fo(t,u,o/,w) siv< o
F(t,u,v,w) := fe(tuv,w) sid/ < v<p
fo(t,u,B',w) siv>pg.

» Maintenant, considérons le probléme suivant:

V'=Fluyhy) el
VO =7 v =370 aw®), v =37 by ().

Soit (Yx)ren la suite de fonctions Y € C3([0,1]) définie par

Yo = Nt + B(t) avec N = mazer(a’ — 5)(¢),
et pour tout £ > 1, ‘

~Y =F(t,ye-1,9}, v} te(0,1)

| n , m | (2.6)
wO =7 wm=3 " ey 1(6), ()= D s titha i)

On montre par récurrence que si ¥ est une solution de (2.4) alors pour tout k € N, , On a:

Z) o < Ykl < ﬂl )
@ m< y<
) |yl <
1l est évident que y vérifie ces trois propriétés.
Supposons que y;_; vérifie i-iii) et montrons qu’illen est de méme pour yy.

i) Montrons que y}, (£) > o (t) pour tout t € [0, 1]. L'inégalité ;. (t) < B’ (¢) se démontre
. ' | v !

de la méme maniére.

i

|
Tout d’abord vérifions pour ¢ = 1 et ¢ = 0. En effet

we(l) =Y bivho1(&) 2 Y biak_1 (&) = (1)

Jj=1 =i

Aussi, (0) = = a(0) .-
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Soit v = ¥, — o, montrons que v > 0. Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi.
Alors il existe 7 € I tel que () < 0. Comme v est continue alors elle atteint son minimun

en un pomt s€l. Ainsi v(s ) = min,es vt ) < 0; ce qui entraine que

v(s) <0, v(s)=0 et v"(s)>0,
qm conduit &
w(s) < d(s), (8) =a'(s)et g’ (s) > o(s). 2.7

D’autre part, puisque o est une sous-solution on a

o
IA

v(8) =y’ (8) ~ a”(s) = —F(s,yu-1(s), ¥}(s), 41(5)) —o"(s) ,
F(5,9,-1(5), 4(s), @"(s)) - (s, Yes (), /(). @' (5)) < m (vi(s) — /() < 0 ,

IA

Ceci est une contradiction.

On aura alors

U O)>a' @) vier

La propriété i) s ‘obtient partir de i) aprés intégration sur l’lntervaHe [0, t] et la pfopriété
iii) est une conséquence directe du lemme 2.1. ‘

Finalement, le lemme 2.2 confirme que la suite (y;) est bien déﬁm’e'dans C3 (I) et elle est
uniformément bornée. _

Alors d’aprésle théoréme Ascoli-Arzela la suite (yx) admet une sousisuite convergente dans

C3[0,1] vers une limite y satisfaisant

} —y’” = F(t? Y, y,, y”) ' . te (0’ 1) ‘

vO =7 ym =3 e, v1) =3 b€,
| i=1

*

commem <y< M, ar<y <pret ly"lg < C-alors F(t,y,y, y') = f(t y,y y'") et ainsi

¥ est aussi une solution du probleme(l 1) .cqfd. =
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2.5 Application

Soient r;,7aetyER et r <0< r2. Posons

m:=min{rit+7,rt +v} et M := Mazx {rit+ v, rat ++}.

~Corollaire 2.1 Soit f une fonction qui. satisfait la_condition (H1) avec:

<

f(ty,m2,0) <0< f(t,y,71,0) pour tout t € (0,1) pour touty € [m, M].

On. suppose que :

n m

— . ; inf(L 2
‘Elai—-let EleSI-i—r ol 7'51nf(r1,7~2 .
i= J= . .

Alors le probleme (2.1) admet une solution y telle que :

<y <re Vte|0,1].

! !

Preuve: En posant o(t) = 71t + et B(t) = rat + 1, il est facile de montrer que « est une
sous-solution et B est une sur-solution du probléme (2.1) et o/ < B sur [0,'1].

Enfin la preuve du corollaire découle du théoréme . u
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Chapitre 3

Problémes aux limites périodiques

avec impulsions d’ordre trois

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions existence des solutions périodiques pour une classe d’équations
différentielles ordina.ires d’ordre trois assujetties & des impulsions 4 des moments préc1s Plus

précisement, nous considérons le probléme (P)

-y =f(ty,v,y") pp te(0,2m) (1) ]
(P)Y (0 =y(@n),y'(0)=y'C2m) Jy"(0)=y"(2r) ) |
Y& =0 (W), v () = b (Y (8)) L") = ks @'t) i=1,..,m. (3)

ou f est une fonction L'—Carathéodory , g;, h; et k; sont des fonctions 3 valeurs réelles I
données, et les points ¢; € (0,27) pour i = 1, 2,K..., m sont tels que L
|
O0=ty<t; <ii2<...<tm<tm+1=27r.
. Les équations différentielles avec impulsions apparaissent naturellement dans la déscription
de phénomeénes physiques et blologlques soumis 4 des changements brusques. Cette theone avu

un developement spectaculmre au cours des derniéres décennies en pa.rt1cu11er pour les problémes

non’ lméalres du second ordre (v01r par exemple [32] [33] [47] [48] et [49] ) Néanmoms peu.
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d’articles sont consacrés a Pétude des équations avec impulsions d’ordre supérieures.

L’objet de ce chapitre est une contribution dans ce sens.

3.2 Préliminaires

Soit -I -Pintervalle {0,2x]. Pour m € N, soit 0 = to < t1 <t <o < by <-tpege1 = 27 une-

subdivision de lintervalle [0, 27] . : !

Soit D = {t,ty,... »tm}. On notée par PC (I) 'ensemble des fonctions u : I — R qui sont

continues sur I\ D avec
+ - s =) — _ 'v',lf":‘»’\'\r\-\
u (tk) et u (tk) existent et telles que u (tk) = u (t) pour.k = 0, 1,2,..,m. v 23

Pour w € PC (I), on définit sa norme par |lufly = sup {|u (t)], te I}.
Alors (PC’ (D), lI-llo) est un espace de Banach. v
Soit PC!(I),l= 1,2 ’espace des fonctions u € PC ’(I ) telles que

u® (tF) et u® (t) existent et telles que u® () =P () pour £=0,1,2,...,m
Ainsi on peut écrire pour tout w € PC? (I) comme suit
( U(0) (t) s te 0,t]

(@) siote (i)
u(t) =<

L Ym) () st te Eftm,27r],

ol u(;) est deux fois continuememt différentiable sur (1,1,-, tiv1) -
Notant PC%, (I) = {u € PC2(I) : ofl.st absolument continue sur (t;,¢i+1) ,i=1,...,m}
Pour u € PC% (I) ; on définit sa norme par

| uuuD = llullo + flwlly + |l
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Muni de la norme ||| b » PC% (Iest un espace de Banach.

Définition 3.1 Une fonction u € PC% ([0,27]) est une solution du probléme (P) si elle satis-
fait (1) presque partout sur I \D, la périodicité (2) et la conditions 'des sauts (3).

On suppose que les fonctions g; h; et k; sont continues sdrR pour éouti = 1,...,m.,et satisfont

- les conditions suivantes ... . .

i) les fonctions gi sont bornée, ainsi il existe my et My € R telles que :

Mg = min {g; (z) /:1: €ER i=l,.,m}
M; =max{g;(z) /xR i=1,...,m}

i) les fonctions k; sontlnon décroissantes) mw&wib

iii) Il existe des constantes L; 0 < L; <-1 telles que h; (u) = L;u.

3.3 Fonctions auxilliaires -

i

Soient a, 8 € PC, ([0, 2n]) telles que o (t) < B" (). ‘
Pour tout ¢ € (¢, tiy1) 45 =0,1,2, ,m + 1., on introduit des fonctions auxilliaires qui vont
jouer un réle important dans la suite. _
' Soient ' : g
.— : ! (. £ Ora
pi= max (lo' ()], [ (&)]),
et o
| o om= max (18'(8)] 16 (67)).

Pour i € {0, 1,2, «,m}ette (ti,tir1) on définit

| | |

! &t):=o(t)~p et B@&)=F®)+n. |

Pour ¢ € (ti,tir1) ,i € {1,2, «-syT}, posons

&@ = a (t‘)A -a (i;‘) —-p(t— 't,-) + my,
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et
B =8 -a() +n0(t—t;) + M,

Enfin pour ¢ (0,t1), posons

& (t)=a (t) ~a (th) - .27T,u + my,

et :
B(t):=B(t) - B(£5) +2nn + M,

On peut vérifier facilement les propriétés suivantes

a) &8¢ PCLI) et &(t),B (t) € PC} (1)
ba(tf) -at)=a () -a(t)=a () — a(t)
NB(H) -Bt) =B () - B(t) = ) - B(:).

Lemme 3.1 Soient d, B€ PCE(I) vérifiant sur I \D

O O
(%) a(0) < a(2r),
(i) B(27) < B(0).

Alors .

Preuve:
Si o <8 sur [0,27] , alors pour tout i € {O,'l, oy} et t € (t;,¢41), on a

" Ata"(s)JsS/titﬂ"(s)as, -

2

alors

AO-LE)<FO-5 )
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on a

&@=d@—usd®4d@)%3®=H@+nzﬂw—3@7

ainsi
&) <B(t)

De plus, pour ¢ € (z;, tit1), 4 € {1,...,m}, on obtient

-/tité;(s)dsg/tité(s.)ds |

Ce qui implique que

a@%—a@ﬂ—ua—a%HWSﬁaX—ﬂ@ﬁ+n@énr+M;
et
& (t) < B(2)
Pour tout ¢ € (0, t1),ona . '
t ¢
Lq@ﬁﬁﬂﬂ@ﬁ
et . : :
a(t) - a(0%) —Ht+&(2m) < B (t) — B(0F) +nt + B (2n).
Comme
&) =a(2r) - a () — p@m - tn) + myg,
,f?(21r) =g (2m) - B (t,",;) +n (27 —ty,) + M,,

|
d’aprés la définition, on remarque que }

a2m)-a(0) >0,

et
CBem-pO)<0,
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il s’ensuit que

a(i)—a(O)—ut+&(2ﬂ) > a(t)—a‘(t;;) —‘27r,u+7‘ng =a(t),

et . .
BE) = BO)+nt+B(2m) <B(t) - B (68) +2nm + M, = A (2),
ainsi ¢

&(f) < B(t) po.ur ¢ E 0,21),

et ceci compléte la preuve du lemme 3.1,

Supposons Que les conditions du lemme 3.1 soient satisfaites. Pour't € I, posons

b-(u)(t) :=max,(a'(t),min(u(t),B(t))), | o (3.1)
3 . | _ |
2(0) () = max (&(0), min (v (), 5 (1)) - (32)

n
Notation 1. On note par [&, A] I’ ensemble des u PC}"J (I )_tels que
a(t) < u(t) < ,B(t) pourjtout t € I ..
De lg méme maniére [62, B] r enseﬁzble des ve PC}”I ) tgls que

a) < v(t) < B ® poLr tout t € I.

i

|
Lemme 3.2 Les opérateurs p: PC%(I) — [&, [3] et q: PCL(I) — [&, B] définies par les

formules (3.1) et (3.2) respectivement sont continus et bornés.

Maintenaﬁt, on introduit la notion de sous et sur-solutions.
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Définition 3.2

- a) On dit que « € PC} (I) est une sous -solution du probléme (P) si

- > f(t,y, d’, ") foraet G (0,27) ,ye [&, ﬁ]
o0) < af2m), o/(0) < (21, o(0) < of(2m) . (3.3)
2 S 91(0000), o) M@ 1) L) < K@ 6) =1,

b) De la meéme fagon on définit la sur-solution, B en inversant le sens des z'négalz'%ées précédentes.

3.4 Existence de Solution

Avant d’énoncer et de démontrer notre résultat principal, nous demontrons le lemme suivant,

qui nous sera utile par la suite.

Lemme 3.3 Soit .:I XR — R une fonction bornée et Ll-Camthéodory telle que

i

(w2 —wi)lp(t,u) o w)] 20 wi,wp €R.
Alors pour tout a;, b,, GER, i=12,..,m. Le probléme (Pr)

—u(3)—<p(tu’(t)) pp te(0,27) o
w(tf) =a; o) =b,w" () =e i=0]1,2,..m

admet une soluttion unique u € PC% ([0, 2x]).
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Preuve:
Existence. Pour ) € [0, et i€ {1,2, -..ym}. Considérons la famille de problémes 3 un

paramétre

(Py) —u® =X (t,u" () ppte (tti)
A
u t;") = Aa; , 4 (t;“) =Ab; , o (t;*') = A¢; .

On montre qu'il existe § > 0 indépendant de A, tel que toute solution possible’de (Py) satisfait
a

llullp < (3.4)
11 est évident que la solution u du probléme (P,) est telle que
u’ (t) =\ [c, —f v (v ,u"(s)) ds} ,
et :
: ¢ s .
u'(t)=/\[b,-+ci(t—ti)—/ / (v ,u”(’r))drdds] , !
C ' hJy
(t - ti)2 ' Tt ps T » ™ '
u(t)=X|a; +b; (t —t;) + Gty = / | e(v,u"(v))dvdrds|, (3.5)
- t; t; t; . .

@ étant bornée, soit

N = Maz{lp(z,3)|/(z ,y) € I x B}

Pour tout t € (¢;,%;41) on a les estimations suivantes
lu (@)l < |as] + 27 |bi] + (27)2 [e] + (27)3N,
et aussi ' }

[v'®)| < K=b]+2r|c|+ (27)2N
W' @) < 27N +|q.
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Eﬁ'poéant
0 = |ai| + [b;| + |c;| + 27 (N +bi] + |es]) + (2m)2 (N + leil) + (27)3N.

Nous obtenons

Mo =Tl o+ o <5

Pour tout z € PCZ (I), on pose
T2(8) = a; + b (¢ — ;) + czﬁt_%ti - /t ' / t / : (v, o' () dvdrds.  (3.6)
L’équation (3.6) définit un opérateur
| T :PC%(I) —, PC%(I).

(a) Montrons que T est continu. Soit (%), .~ une suite convergente vers z dans PC%, (I) ,alors

la suite (2]7),,converge vers ”dans PCL(I)et : . !
) Tt ps T S »
[Tzn () — T2 (t)] < / / / le (v, 2" @) -, (v))| dvdrds.
LJ tJ g )
Comme ¢ est une fonction L'-Carathéodory alors
Jm o (T 0o (v, )| =0.

Aussi [p(v , 2/ (V)| < N pour 7 € 17 D’aprés le théoréme de la convergence dominée on a i

nl»irfoo/t:/;/;'90’(’/,Zn”(’/))‘@(”,le(i/))ldVdes =0. |

De méme on peut montrer que

n_l_l:l_}_loo ”(Tzn)' — (Tz)/”0 =0 ’nlllr_’r_leo ”(Tzn)” _ _(Tz)””b =0. |
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Ainsi |
Jim [T~ To, = 0,

(b) Soit B un sous ensemble borné de PC% (I). Alors ,il existe p > 0 telle que :

lzllp < p pour tout z € B.

On montre que T (B) est relativement compact i.e uniformément borné et #quicontinu. En

effet soit z € B, alors (13) implique que
Izl <.

Aussi, comme ¢ est bornée, alors pour ¢ < ¢,

¢ ps T .
ITz()-Tz(¢)| < /{5 /t. / i le (v, 2" (v))| dvdrds < N (27)? l€-¢.

D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzéla T est. un opérateur compact, alors ensemble de solutions
de Péquation : ' '
z =Tz pour 0<A<1,

est borné.Le théoréme de Schaefer implique que T admet un pomt fixe z € PC% (I). Ce point
fixe vénﬁe '

zZ(t) = ai+b;(t - t;) + ¢; (t A / / (v ,2” (v))dvdrds, | (3.7

et z (f) = a;
Unicité. Supposons que le probléme(P;) admet deux solutions vy et vé .
Soit 2 (t) = v"1 (¢) —v”3 (£); pour te [t;, t,+1 z (t*) =z (tiy1) =

et pour ¢ € (¢;,t;41) ,OUS avons
z (t) z (t) = (’v (®) — v (8) (o' (£) — o' (8)),
=({O-%O) o 6% 0) -0, @) <0.
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— Ainsi %dit (( z(t))2) < 0, ce qui conduit &
. t d '
- 0 (=0)"< ()" + [ 2 (()?) ae <o,
. _ ) d
= Ainsi, nous aurons.
| | 2() =0 sur [t;,t,4]. .
- Comme _
(v - ’Uz), (ti) =0et ('1)1 —vg) (ti) =0,
. il est clair que
e : C v1 (t) = w2 (¢) pour tout ¢ e I.
‘ Maintenant, nous passons 4 la preuve de notre résultat principal.
™ Sur la non linéarité f, nous allons imposer les conditions suivantes:
: - . (H2) 11 existe fonctions continues 6, TS R"f* o 2: I — R telles que
o Pomtout'tel,dSulsugsﬁ ,&Svlsvzs,éand weR,
- : (@ w1, v1,w) — £ (2, up, vo,w) > =01 (8) (u1 — up) — 02 (£) (v — o).
) (H3) Pour tout t‘eI,&SuS,B,&szgvlgﬁand wER,
-
[wl - 'LU2] . [f (t7 u, 'Ul,'w) - f (t’ u, vy, ’U))] Z
N
| =
* Théorér}ne 3.1 Soit o, B respectivement sous et sur-solution du pr&}abléme (P) telles que o <
, B surI . Sous les conditions (H1),(H2) et (H3), le probléme (P) admet au moins une
- solution y telle que : '
a<y <p et a<y<pB ‘dansI.
Preuve: Comme o est u1_1é sous -fsolution, B une sur-solution telles quea < B surl ) d’aprés
. lelemme 3.1 &< 3 et 64_53.@' - ’ o . B
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On modifie le probléme (P). Soit F : IXR® 5 R1a fonction définie par

F&r(w)e(@),8" s w>g
F(t,u,v,w) = fo(u),q(v),w) si o <w<pg

ftpw)a(),0" s w<a.

‘La fonction F-e-Carpy (I X R3) est bornée pourtout t. € Tet» € R. Ceci-découle de Vhypothese-
feCarp (Ix Rs)et du fait que p(.) et ¢ (-) sont continus et bornés. ‘

On considére le probleme modifié suivant :

-y =F(t,y,y, y¥') ppte (0,27) et ¢ _
(0) = y(27), ¥'(0) = ¢/ (2m) 97 (0) = 3" (27) _ (3-8)
V) =0 8). VD) = 0 6) V) =k 06 i= 1, |

pour montrer Pexistence d’ay moins une solution du probléme (3.8) on procéde par itération,

!

FEtape 1 : : ' '

. Soit (y1) la suite définie dans PC?2 ([0,27]) définie telle que yo = & et

Y @) = F(t,y5-1,5_,, 7)) ppsur (0,27) et t#t;. | |
- 45(0) =5i-2(27) ,¥(0) = o/, (2n) | vi0) =y ,@2r) 69

) = 00 @i ), ) = i (4289) ) = B (35 0(8) = 1,

Pour j =0,1,2,... 1a fonction p:Ix.R —->‘R, définie par
I

P

vl(t, z) = F(t, Yj-1,¥;_1,2) pour tout t € et z€ R

est Ll-Carathéodory ‘et bornée. La condition (H3) implique que ]

(11— 2)fp(t21) ~p(t, )] 2 0

Les. conditions du lemme 3.1 sont satisfaites, alors le probléme (18) admet une solution
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unique y € PC (I). Ainsi, la suite (Uk) . €8t bien définie.
Montrons que cette suite vérifie la proprleté suivante

Pour tout j e N, pour tout t € I :
9) &' (t) <y; (£) < 8" (1)
#@) &) < Y (0) < B (t);
m) é (t) <vy; (t) < ﬂ (t) dens I.
Puisque 9 = & on a Y € [6: ,B ] Aussi par définition de @&, on a
W)= dO=dO-p= a). (3.10)

~ De la méme fagon ,on _mbntré que y! (t) < B(t).

Aussi .
%@:M@:M@a%@gm@.

| Supposons par récurre_nce que pour tout n = 0,v1, 2...., } -1..
o Sy <P, <y, <P eta<y, <p. | - (3.11)
Soit w (t) = y_;-' (t) — " (t), nous avons
w0 =40~ " 24,0 o (2m) 20,
k;étant non décroissante, d’aprés ’hypothése de récurre ce (3.11)on a
; w(th) =y, (&) - ) > by (y;f_la;p) ~k (') 2 0.

j )
Maintenant montrons que w(t) > 0 pour tout te (tistiz1] i = 1,2, )

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi , il existe alors 7 € (tio, tig+1) tel que

“w(T) < 0 pour un iy € {1,2...,m}.
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‘il s’ensuit que

De la continuité de w il existe t* e (tig» tigs1) tel que :
w(t*)=0 et w'(t*) <o. ‘
D’autre part en utilisant I'hypothese de récurrence et I, propriété (H2 ) de f on obtient

02 W) =) = POy @) (), )~
PG, 50, 06) - 0,2 (452(8) 10 () (29) 0 (e%)
2 T8, 60, (€) = £, 151(8), o (), an(e))

0@ () —yia() -6, (8t oy (t) >0,

v

\%

d’ot la contradiction .

De la méme maniére on montre que
| ¥ <p".

Maintenant montrons que ii) &< y; <B et i) a<y; < B dans I pour tout j.

Soit ¢ € (0,%1) ,comme on a /A (t) > a”(t), une simple intégration sur (0,%) donne :
t oy : ' ¢
Li@ds = 40-50> [ e
0 0.
%50 2 O -o (0% +y (01,

par hypothé¢se y; (01) = Y1 (2m) et Yy @r) >a (27). Alors

i

Yi () 2 o (8) - of (0%) + & (2n),

Yi(®) 2 @ () - & (0%) ~ p+ & (2n)

!

- et de la définition

a@2m)— &(0t) =o (2&) -d (0%) >0,
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D | alors
i) 2d ) —p =a (t) pour tout ¢ € (0,¢,).
- Maintenant pour ¢t € (tirtiz1),i=1,2, wyM, 0N 3
' t ¢
= Y () — o} (&F) = f yl (s)ds > / o (s)ds,
alors
yi®) 2 o @)~ (1) +4 (&)
1 2 o0~ o (6F) + i (s ().
’* * Par hypothése on a Yoy (&) > & (&) et .o/ ) < hi (o (&)
’ On déduit que ' '
. Y; (6) 2 of (8) + Li (o, () — of (8)) 2 o/ (t) — Lip > .a (1)
T - - De la méme maniére, on montre que y} ®<p (t) d’ott ii)
WY ’
' iii) Soit i € {L,..m}ette (tistiy1) ,on a
.I ] t t
- Yi(t) —y; (tF) = /t Y5 (s)ds > /t‘ & (s)ds,
f‘ - et comme
— : my < gi.(yj—l (tz)) < Mg,
alors
o Y5 B 2a@t)-o (t:-) - l‘.(t —t)+mg=a(t).
! ,!
*  De la méme maniére on obtient
U SBO = B@)-BE) +n(t—t)+ M,
b | : e




et pour ¢ € (0,£;) on a

Y5 (8) —y; (0) = /0 Y (é)dsz /0 & (s) ds,

alors

i (1) 2 a(t) - a (0%) =t +y; (2),
yj(t)Za(t)—a(O"')—tu+6z(27r), |
ou bien
¥ () 2 a(t) = 2mp— e (81) +my = a(r), |
et |

Ui () < BU)+2my— () + M, — 10}

Ceci termine la, démonstration de la premiére étépe :
FEtape 2.

Maintenant, soit C' = max {1y, 18" llo} on déduit les estimations suivantes:

< sl B} (a1
o5 < o0 = mae {3 . : (3.13)
il <c. (314

Ainsi, il %xiste M >0, M=3d)+6 + C, telle que pour tout j = 0, 1'2,

| lvs lp <M. | (3.15)

i i
i {

Ainsi, il existe M > 0, M = 8p+ 61 + C, telle que pour tout j = 0,1,2, ...

iy llp < M. :  (3.16)
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L’ensemble ‘
| A= {(u,v,w) R lul < 6o, ol < &1, lw| < C}.

est compact dans R3.Comme F ¢ Carpa (I x R3) il existe Fp € L1 (I) telle que:
|F (u,v,w)] < Fa (t) pour tout (u,ov, w) € A. (3.17)

D’aprés la définition de y; et les estimations (313, G13) et (3.%) nous &vons pour tout
i=12,.. ' :

(¥i-1,9j—1 ,97) € A. (3.18)

De I’équation différentielle (3.9), (3.17) et (3.18), nous parvenons a la relation

|5’ ()| <Fa(t) pp tel (3.19)
Ainsi - . '
. . 'y.;.// € Ll (I) R . '
Puisque
t :
v ©) =9 (0)+ / 6ot 3 ki (8),
. o 0<ti<t '

est absolument continue s (ti,tiv1) alors
yi € PCRH(I). .

A partir de (??), la sute (v;) jest uniformément bornge.

D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela la suite(y;) ;admet une sous suite convergente vers une
: T . |
limite y dans PC%, (I). l : o

La limite y vérifie les estimations (312), B) et \21 et'(y,4,y") € A.

D’aprés le théoréme de convergence dominée de  Lebesgue, on a pour tout ¢ € (;,¢;41)

t : T
/ F(3,9i-1(5), 451 (5) 4 (s))ds est convergente veis / F(3,5(s),' (s),4" (s))ds.
t; . oo ) It _ .
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Rappelons que F € Carp, (I X Rs) .On en dedmt -que y” est absolument  continue sur
(tistivy) et Y € PC% (I) avec

-y @) =F &y @),y (1), y" (1) tel it (3:20)
En passant 3 la limte, nous aurons

¥(0) =y(27), ¥'(0) =4/(2r) ,4"(0) = y"(2r). i (3:21)

Comme les fonctions impulsions sont continues, alors on a
¥yt = 9: (w(t)), Y& =k (%), o thH =4 (y” (tz‘)) yi=1,..,m. (3-22)

- On conclut & partir des équations (3.20), (3.21) et (3.22) que y est aussi solution d}i probléme
(3.9) '

La définition de F et (3.20) impliquent que
VP =6 ©).0 (0 ®) 1" ®) teLt#n. (323

La relation de récurrence donne

.y'e [“, '“] ,: i'e [&, ~] y Yy € [ A" v. (3.24)
alors :
p (ny =4,¢() =v.
Ainsi (3.23) devient . - _
-y® () = f(t y(8),9 (£),y" (2)). (3.25)

En combinant (3.21), (3.22) et (3.23) on conclue que y est solution du probléme (P). m




Chapitre 4

Problémes aux limites d’ordre trois

avec conditions intégrales au bord

4.1. Introduction

La condition intégrale au bigird peut étre regardee comme une conthlon en plusieurs points mais
par rapport i la mésure de Lebesgue ainsi il est intéressant de considérer le cas .général d’une

mesure de Radon Ce chaplttre est une réponse partlelle dans ce sens. Smt le probléme

( 9" + &y, y") =0 ) _ te (0,1) (1)
| v@=0 o @

P){ (0) = ay(0) = / b (y(s>,y/<s))ds 3)

RO / b o)y (@)ds, ()
k H
‘ ] A
avec h; sont des fonctions 3 valeurs réelles et contmues a et b sont des nombres réels tels

que {1+a|>b>0.
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4.2 Notations 'et Définitions
Soit
U={uec®(,1)), v"e I' [0,11},

Pour u € U, la norme lully est définie par

lelly = sup {tu @) + | @)] + " &), € .1} |
Soit f € Carp, ([(), 1] x R3) - Les fonctions h; : R2 — R sont continues, non-décroissantes bar

rapport aux deux variables et telles que hy — hiest bornée dans R?,

Définition 4.1 Une fonction u € U est’ une'solution du probléeme (P) si elle satisfait les _
conditions (1), (2) et (3) du probleme (P). "
Soient «, € U . telles que o/ < .

Lemme 4.1 S; o' < B sur o, 1] et a(0) <B(0), alors a <A sur [0,1]

Pour a,8 € U , on définit les constantes positives C, [ et r de la- maniére suivante :

| o a1
C:=|p Hui'm“"l;vﬂ
ol
I = sup {|hy (u,v)—hl (4,9)|,(u,v) €R },
et

»o (1+al=8) (18], +1)
o 1+]1+4 ’

rappeloxis que |1+ a|—b > 0 par hypothese. ’ \

j . . i
Remarque 4.1 On note velo,B] si a(t)< y(t) < B(t) pour tout t [0,1].
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Définition 4.2

a). On dit que o € U est une sous-solution du probléme(P) si

( - < fty,o,2) ppte 0,1),vye [a,8],12| < C
a(0) <0

1
J a(0) +aC. S._,/A.hl (a(s),a!(s)) ds.
0

T
(1) 4+ 5C < / ha (a(s), o/ (s))ds.
J =

\

b) On dit que 8 € U est une sur-solution du probléme (P) si

( —,B”’Zf(t,y;ﬂl,é) p,pte(Q;l)',VyE[a,ﬁ],IZISC
B =0 |

1 o ‘ N )
$ BO)-ac> [m(6te).66)) s
P 0

\

1 .
BW~6C> [ ha(8(s), B(s))as.
0 ,

Sur la non linéarité f on impose les conditions suivantes

11 existe une fonction continue 0:[0,1] - R** telle que

(H].) ‘ f(t1 u, ’U2,'UJ) - f(t) u, vljlw) Z a(t) ('U]_ - U2) v
pour tout t € [0,1] ,u € [, 8],va <v; ,v1,09 € [a’,,B’] et wicR.
et o
(H2) sup {ilf(t,u,v,'w)l itel, ue [a,ﬁ]? v € [o,8], .g C}< T

4.3 Existence de Solution -

Lemme 4.2 Soit ¢ : [0,1] X R — R une fonction de Carathéodory satisfaisant la condition

suivante
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CUE

)

Y

Il eziste une fonction continye g : [0,1] = RY*  telle que

<p-(t, w2) — @ (t,wy) > 6 (8) (w1 ~w2) for we <w; wi,ws € R.
Si en plus ¢ est bornée, alors pour toutes les valeurs réelles de 6, p eta aveca # —1 ; le probleme

(Q) { —u" =t (t) - p.'pv +€(0,1)
u(0)=0 , w'(0) —auw” (0)=4 v (1) = p.

admet une solution unique u € U,

Preuve:

a/ Existence. Pour ) ¢ [0,1] on considere Ia famille de problémes 4 un paramétre (@»)

P (@) ~u" = Ap (t,v() ppte (o, 1) .
M e =0 U (0) = au” (0) = A5, o (1) = Ap.

- Soit u une solution de (Q,). Montrons qu'il existe une constante positive K, indépendente de

A telle que
' llully < K.

Il est facje de voir que si u est une solution de(Q@») alors elle satisfait

j u’kl) -4 (0) = /Olu” (s)ds(: /01 (u"(0)+/(;su(3

1 ps
j = ‘u”(O)_—/\/O /0. @ (t,u (¥))dt.

(t) dt) ds

D’autre p"»art

w'(1) ~ o' (0) = Ap— A6 — an” (0),

alors

(+a)u ()= o= 254 2 /0 ' /0 ot @) at,

8




"~ ol

ainsi | o SR §
» '/ v A . ! ° l.

|u (0)] < m (Ip.— JI—{-/(; /(; |<p (t U (t))ldtds) ,
et

[u” ()| < lu"(O)l +)\/ / le (t,u ' (t))| dtds.

Aprés intégration on obtient
‘ t
W' (t) =u'(0) +/ u” (s) ds.
P SN - [ .0;, - RS-
Sachant que u’ (0) = gu” (0) + A8 alors

[w@q.

1 ®)] < Jau” ©)] + 6] +

Comme u (0) = 0, on déduit que
L
[ (8)] < / | (s)] ds.
0
La fonction ¢ étant bornée, soit N =maz {Jp(z, nl/(x,y)€0,1] x R}, nous avons alors

“"'”U = u (t)l + lu @) +]u (t)l <K.

B 3+2|al+3|‘1'+d| 3+2|a|
"( a7 Tiva lP™ 'SJHW)

Notons que K e indépendente de ).
On pose

V::{uevznuu,,'<K+1} | /

Smt gla fonctlon de Green associée au probleme homogéne correspondant & (Q).

Un calcul szm)ple de cette fonction nous donne

: H t2 + 2at 0Lt
g(t,s) = s-falﬂz[ + 2at] St<s
g (-2 +¢  s<i<1
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La solution w du probléme

—u"=0 ppte(0,1) 7
u(0)=0,u’(0)-au”(0)=6, o' (1) = p.

est donnée par

_(p-9 0),2, a(p+9)
et ()= V1+a, +T+a_t, et

Ainsi la solution du probléme (@x) sécrit

1
w(t) = s (2) + A /0 9(6,)p (5,4 (s)) ds.

Soient G Popérateur intégral de noyau la fonction g et ¢ Popérateur de Nemitskii associé 3 ¢ A

telle que .
P VLMD o @) =p(,y'().
On définit Popérateur 7: 7 — ¥ par

Ty=w+Ggy.

(a) Montrons que T est continu. Soit (2,), utie suite convegente vers z dans U alors  la suite

(=) converge vers 2’ dans U et

.
e ® =TI < [ ot o) o (5,5 (5) - o] 5, (8)) .

Cortf.me ¢ est une fonction L'-Carathéodory, alors . /

| | lim |<p (s, 2, (s)) - (s,z’(s))l =

Nn—-+00
i
!

Aussi |p(s,20/(s))] < N pour ne N et l—g(fﬁ

<M= 2“,;2;”, i = 0,1,2. D’aprés le

théoréme de convergence dominée on a
Y : ' . :
Jm [ ot e (2, 0) - o (6.4 )]s =0.
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De méme on peut montrer que

A I - (@l =0 ot [y - a2y =o

Ainsi

lim_ |72 - Telly = 0.

Loo

(b) Soit B un sous ensemble borné de V. Alors, il existe o > 0 telle que :

lzlly < o pour tout 2 € B.

On montre que T (B) est relativement compact, i.e uniformément borné et équicontinu. II est
facile de vérifier- que T (B) est uniformément borné. Demontrons P’équicontinuité, en eﬁet spour

toutzeBetpourtout§ C€(0,1) telquee < ¢

on a

sz(C)_—,_Tz(s)l < / 'lg(c,s)—g(g,s)l lw(s,z’(S))ldssNMls‘—Cl-

D’aprés le Théoréme d’Ascoh-Arzela T est un opérateur compact alors l’ense'mble de solutions
de I’équation

z2=ATz, our 0<A<1,

est borné indépendamment deX. ,
| Alors, d’aprés le théoréme de Séhaefer, Uopérateur T admet un point fixe. Ceci prouve
Pexistence de solution pour notre probléme. :
b/Unicite. Subposons que le probléme(Q)' admet deux solutions v; et .
Posons z = v} —v.0n a z(1) = v| (1) + v} (1) =0 et montrons que z(t) =0 pour tout
t €0,1]. j

~'Montrons d’abord que z (0) = 0. Supposons par absurde que z(0) >0 ,

20 =4 0) ~%0) =e (" 0) -4 (),
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alors -

z (0) = a2’ (0) > 0.

D’aprés la. continuité de z et 2’ »Z est croissante sur ]0,¢] pour un certain € dans ]0, 1].

Comme 2 (1) = 0 alors il existe #* € (0,1) tel que

2 (1) =mazye(oyz (t),

alors ‘
| 2(t)>0, (") =0 et (") <0, RCR)
ainsi
ZE) = o @) - (1) = o (¢ (1) = o (0,0 ),
2 () = 6(t) (v (t*).—'ué ) >o0.
- Nous aboutissons ainsi & une contradiction avec (4).

- On obtient le méme résultat si on suppose que z (0) <0, alors z (0)=o0. '

Mamtenant Supposons qu’il existe ¢ € (0, 1) tel que 2 ) >o. D’aprés la continuité de z, il

existe t* € (0,1) tel que ‘ ¢
z (t*) = mazyeq, 1)z (t).

De la méme fagon que pré demment on obtient une contradlctlon

'Le méme résultat est obtenu si on suppose qu’il existe ¢ € (0,1) tel que z (t) <o.

Nous déduisons que po | tout ¢ € (0,1)

2(t) = (v —v2)' (8) =
Ceci implique que
v1(t) = va(t) pour tout t € [0,1].
n
Theoréme 4.1 Soient a, ﬁ respectwement la sous et sur-solutzon du probléme (P) telles que
ad < ﬁ’ sur [0, 1]. Sous les condztzons (H 1)) et (H2) le probléme (P) admet au moins une.



solution y telle que

<Y <P et a <y<p sur [01.

Preuve: On modifie le probléme (1) comme suit

Soit F: [0,1] x R® — R la fonction définie par :

F (G u,0,0) = £, p(w), (0 (o)) ),

(p(w) () = max(a(t),min(u(t),8(t)) ),
@)@ = maX(a'(t),Inin(v(t),ﬁ'(t))')-

Maintenant considérons le probléme suivant

( _y’” = F(t, Y, yly y”) pour { € (0, 1)

y(0)= 0

i

R _
J y'(0) - ay"(0) = / ha (y(s),y'(s))ds.
J ' 0

\

1
Y1) -'"(1) = /hz (W(s),y'(s))ds.
0

Soit (yx) la.suite définie dans par

(

U (&) = F(t go-1, 4} 90_,) pow| e (0,1)
y((0)= 0

1
v(0) ~ay(0) = / P (Ui v 5)) ds &
A |

1 . i
) =00+ [ e (s (6) s () s
0 .

yﬂ#pt;*'ﬁ(t):te(o’l)a
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o~ siand

i

ou
p=max (o — ') (),95 () = 6" (t) v = p+ ' (¢)

tel0,1]

On pose

\4 (t7 z) = F(t: yk—l, 2, y;c,-l)7

. lafonction ¢ est continue et bornée pourtout £ € [0,1] et z € R. En effet,

F(t, %1, 2,91) = £, (0(us-1)) (), (@(2)) (8) 51"y,

et par définition p(y;_;) € [, 8], (a(2) € [a’, ,8’]
Alors le lemme 4.2 montre que le probléme ci-dessus admet une solution unique y;, € U.
Ainsi la suite (y;) ken €st bien definie. -

Maintenant montrons que pour tout k € N

i) sup ]y,Z(t)l <C, i) o Sy <P et iid) a <y < B -dans [0,1].
o1 ST

1l est facile de vérifier que |

/"

sup |5 (1) < C, o <y} <p et a<yo <B dans [0,1].
.1} 3 == .

Suppdsons Pparj récurrence que
o <y <B |a<y; <P dans [0,1] et sup ly;’ (t)| < C pour tout j= P, L2.k-1. (4.3)
H . [071] ) . i

i) Montrons que supyg,1) |yx (t)] < C pour t € (0, 1) /
i S ‘ .
| WO -t 0= [ o).
Alors . :
WO =00~ [ 16, 0un-1)) 6, (068)) (5 v (), (4.9)
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de la relation (4-2) on obtient

c . 1 ‘ 1 .
v (0) ~ %k (1) = by ,(1)+ / he (Us-1(), Y41 (s)) ds — / I (96-1(5), ¥—1(5)) ds — ag’(0),
0 0

(4.5)
D’autre part, nous avons

1
hO-n 0=~ ["ga
Par conséquent, on a ‘ '

1

% (0) — 94 (1) = 4!/ (0) + / /0 " F(o, (o) (), (@Wh)) (), 8,y (s))dsdt.  (4.6)
. -0 . ’ .

~ Comme Y1 s Yy, y,’c’_ll satisfont la relation (4.2), alors des équations (4.5) et (4.6) nous

déduisons que

’ 1 : .
A+a)y(0) = byl (1) + / (he (yk—l(s),il/iq(_s)) — by (yk—l(s)ayll‘:—l(s)))ds *
0 . . '

1 = |
+\[/0't f(s,b (p(yk—l)') (3) 3 (Q(yi,)) (S) s y,lcl_l (s))dsdt-

Ainsi |
](1+a)y;c'(0)|‘5 bC+1+7r

Maintenant la relation (4.4) implique que

| BC_ -1 1+|l4ql
”t < 3 |
WOl < g+ e + T+a ' -

| -'

De l'inégalité

’ | 6. @) 01, 0020 (0 (o)as| < = LS ,'1 +b¢)z| =
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- I découié. que
B sup [y ()] < C.
(0,1]

. Maintenant afin de démontrer que u) a' < U < B, posons w = ¥, — o' et montrons que
o w (t) > 0 pour tout ¢ € (0,1).
- Tout d’abord, on montre que w(l) > 0 et w(0) > 0. En effet
P .

w(l) =y (1)-a (1),
B o |
Cw (1) =by (1) +‘/h2 (yk_l(s),y,'c._l(s))‘ ds — o' (1). .
y o 0 | |
Comme g, |, Yy et Yi_qsatisfont & (5) et hy est une fonction continue non décroissante,

= alors

o 1 o o _ 1
- WA+ [ e (8), s (5)) ds — /(1) 3 —bC — ar (1) 4 [ 12 (ato),e/(s))as,
N o . ' o

1Y 2
H de la définition de la sous-solution on a
I (1) +bC < /h2 (a(s), &/(s))ds,

: . 0

l‘ .
— 4 et !

| .

5 wl) =9 (1)-o' (1) 20,

C |
R de méme nous aurons : |

o w(0) =4 (0) -/ (0),

f et .

i

' w (0) = ay}/(0) + / h (ve-1(s),0h_1(5)) ds — o/ (0).
A DR Y




L8

‘w@p/zwwm/=@%—mma
7 el

' Jope ug
(zzz 939t1doxd e[ suoryuow JUSWL[RUL] *,§ > I onb sxguowr uo uoﬁ'e; SUIQWI e 3(]

*(L'p) vea® worgOIpERIIUOD B NO,P

‘05 (a),m . f

| S : sxoﬁr
03
Gue = (DI (PP (W1 ) = _
(D = (A DTM/(D)T DT = (@), 0— () 26

JUS13qO WO ‘ﬁoym[os-snos SP UOTHUYYP ] JuesIn usy

wn C0<(,m P o=(A)m0>()m |
' ' L SIOY
(T'0)32

‘() m urm =( ;z)m

-onb 101 (1°0) D .2 99sXe [1 m 9,9‘

/MM 8P 9YINUIITOD €| s:;ude‘q ‘0> () m enb o3 (T ()) 3 2 9)sxe [I,nb suosoddns FueURjuIE

02 (0) P =(0) = (n

TIOTIO] © 99
0
‘sp-((s)0(s)0) 1y / 200+ (0)0
A

%8 UO ‘UorIN[oS sNoOS [ 9P UOL}IUYIP ©[ op
| -
0P = ©pE0) Y [+00- 2 @)n

1
suuop mb 3




de sorte que

i (£) > a(t) — a(0) +yx (0).

Par hypothéses g, (0) = 0 > a(0), on déduit que
v (t) 2 a(t)-

De la méme fagon, on montre que ¢

w®) <80

La suite (yg);, est bien définie dans U et uniformément bornée dans U. Le théoréme d_’Ascoli— :
Arzela nous assure qu’une sous suite de (yx), converge vers une limite y dans U. On conclut,

d’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, que pour t1,t2 € (0,1)

to A t2 .
[ o2 (5), 442 (9,94 () comverge vers | £ @97 @)

ainsi ‘ . o o
—y® = f(t,y, 9, y") te(0,1)
y(0)=0 '

. 1 . .
| YO0 = [ s wla). v ()ds
0 "

1 .
|y —by"(1) = / ha (y(8),¥/(5))ds.
0

\

Ceci montre que y est une solution du probléme (P).cqfd. m

v ‘ !
4.4 Cas Particulier | B
| | 1 | - |
On remaque que si dans le probléme (P) la non-linéarité ne dépend pas de 3", I’étude devient

plus simple.
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Exemble 4.1 Considérons le probléeme auz limites suivant

= (t) =ft,y(t),y'(t) te(0,1)
y(0) =

{ y(0)+y"(0) = / b (y(s),¥/(s))ds (48)

y(1)+47(1) = / e (y(s>, ¥/(s))ds,

. 0

avec
cos? tu

Jita?

hy ('u,, v) =y — log (1 + \/1:__’02_) et hg(u,v) = u + arctan (u3'-'l— V14 (u+ 'v)2) .

On vérifie facilement que a(t) = t est une sous-solution et B (t) = 3wt est une sur-solution
de probléme (4.8), f € Carya ([0,1] x R2) et vérifie les conditions (H1) et (H2) avecr =7/2.

Alors le probléeme (4.8) admet au moins une solution y telle que n

f(t,u,v) = tarctan (7 — v)

Tt<y<3mt e m<y <3
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_ Chapitre 5

Solutions multiples pour un

i probleme d’ecoulement
— 5.1 Introduction

| .

) Dans ce chapitre on cons1dére une équation dlfferentlelle non linéaire d’ordre trois, 1ssue de la
Fﬂ{ L mécanique des fluides (v01r[40] par- exemple) .

s Soit I’équation

V' +BE(Ay" -y =B y=yt) te0,1],
avec les conditions aux limites
¥(0) = y(1) = y"(1) = "(0) T 1=0,
i oi E,A et /3 sont les parameétres physiques avec E eti A positifs. L’existence de solutions

. de ce probléme aux limites a été étudiée dans [34] et [35] ;_')our certaines valeurs de F, 4 et 8.

‘Notre objectif est d’étudier un cas plus général,avec une fonction B non nécessairement

constante et des conditions moins restriétiVés sur les paramétres E et A. Nous appliquerons le
. , principe de réduction de Lyapunov—Schnndt La multlphmte des solutions est obtenue a l’a.lde

dela théone des fonctlons 0—ep1




< S
5.2 Estimations a Priori
Considérons le probléme
y" + E(Ayy" - v =8  y=y(t) te(0,1) ~(5 15
y(0) = y(1) =y"(1) ="(0) + 1 = 0. ..
Aprés intégration de 'équation (1) deta 1,t e (0,1) nous obtenons
.. 1 .
-y (@) = +EAyy' + E(A+1) / y2(s)ds + B (t),
avec B (t) = [ B(s)ds . o
Alors le probléme (5.1) est équivalent au probléme‘suiirant
- y"(t) = +EAyy + E(A +1) Iy y*(s)ds+B(t) te (o 1) 52)
- Y0 =y(1)= y"(O) +1=0. v |
t 2
Posons z(t) = 373 + = ; .La fonct1on 2 satisfait 4 la condition (2)
11 est clair que si y satisfait le probléme
—y"=4EA(z+y) (z+y) +E(A+ 1)ft (z+y)'2(s)ds+ﬂ(t) +He" te (0 1)
¥(0) =y(1) =¢"(0) =
(5.3)
alors v = (2 + y) est une solution du probléme
V' + 12y = — EAvy/ — E(A +1) ftl ’2(s)ds + 720 — B (t) t € (0 1) (5.4) :
9(0) = (1) = v"(0) + 1 =0, | .l ’

qui‘est équivalent au probléme (5.2). Ainsi nous allons étudier le probléme (5.3) .
Soit X Despace de Banach C! [0,1] et ¥ =L?[0, 1] muni de leurs normes usuelles.

On définit opérateur linéaire L : D(L) C.L2[0,1] — L2[0,1] tel que

o L= 'u,”_-_i—>1r2u. .
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avec

| D(E)={y e W (0,1): 4(0) = (1) = 1(0) = 0}

Soient G: X - Y l'opérateur de Nemitskii donné par
' 1 . Y
GO () =+BAW+ O W+2)/O+BA+1) [ (v+2) A6 =y (@),
. t .

et —p(t) = B(t) +2" on peut écrire le probléme (5.3) sous la forme :

{ Ly+Gly)=p@t)  te(0,1) (3) (5.5)

¥(0) = y(1) =4"(0) = 0. “)

_ Apartir des équations dans(5.3 ) il vient .
T N
V(O =0=-E@+D) [ @+2)*()ds+1-50).
0

On déduit que

e 1-5(0) _
/o(y+z)é(3)ds=m—co-

Commé la quantité
I +2)z 20,
alors

1-5(0)
- Ba+n ="

Remarque: On supposera dans toute la suite que

| B
. 1-—- ,3(0) > 0. :

| l
Soit ;

o 1/2 :
1—-5(0 ,
G = (E(Aﬂ-{-(l))> + ”Z ”[,2 .

¥l < 1.

1l s’ensuit que
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Notons que
1712 = 1/45.

La relation y(0) = y(1) =0 et l'inégalité de Wirtinger [24] nous donne
1 Ci
lyllze < p ”?/”Lz < - < Ch.
En posant v = (y + 2) dans (5.3), on obtient pour tout ¢ - | :

' 1
[v" @)| < |EAv (£) o' ()] + IE(A+ 1)/t v'2(s)ds| + |p(t)|-

Soit v = sup {|p(t)|,t € [0, 1]}. L’inégalité de Holder conduit &

. /0 [v" @) dt < |EA|Ill a2 || 2 + [EA+ DI [o'}52 +v < @IBAI+ ED |[|32 + 7,

et par conséquent

/o'lly”(t)ldts(2|EA4+|E|)C0+7' - |

* Ainsi il existe une constante positive Cy > 0.

Co=(2EA+E)Co+7,

telle que
llv"ll; < Co

Comme y(0) =y(1) =0 d’apré% le théoréme des valeurs intermédiaires, nous obtenons
ot ‘ :
¥ (¢) =|/ y"(s)ds pour un certain £ € ]0,1[,
43

et & fortiori

lvlle <Yl <Cret ||l < ¥"lle < Ca (5.6)
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'Le probléme linéaire associé a (5.5) admet une solution non triviale

Finalement la fonction y est bornée dans C [0, 1] et vérifie V

lyll, £C ot C=Cy+Coa.

5.3 Existence de Solution

@ (t) = V2sin7t telle que ||¢||z2 = 1.

L’opérateur L est un opérateur de Fredholm avec ind L = 0.
Posons
- V = KerL = Span {¢} = {u €L2[0,1] : u(®) =ap @t),ac R},
c’est un sous espace fermé de L2 ][0, 1].

L’espace L?[0,1] admet une décomposition en somme directe de la maniére suivante

200, =veVv,vi=R(Z).
On définit les deux projections canoniques continues
P21 -V et Q:L2[0,1] -» V',

par
{ 1
Q) (z) =2 | u(t)sinntdt | sinnwz,
8=t [rrre)

et : i

P(u) (@) =u(z) - Q(u) (z) = (I - Q) (u(=),

Pour tout y € L?[0,1], ils existent s € R et w € V0 tels que

y=sp+wetp=1p+h avec TE R et hevl.



La restriction de L a D(L) N V! admet un inverse compact K = L~lqui est I'opérateur
intégral de noyau la fonction de Green modifiée

L’équation (3) devient aprés projection. sur V et sur V1

{ ' Lﬁ) +QG(sp+w)=h (5.7)

PG(sp+w)=71p seR, weDI)NVL

Si y est une solution du probléme (5.5) alors -

flvll 2 < C

et ,
s () +wlifs =< sp() +w,50 () +w >=s2 + Jwl|2, < C.

- Il s’ensuit que

lwllz2 < Cr et [s] < Ci.

L’ensemble de solutions de ’équation auxilliaire:
Lw + QG(sp+w)=h
est défini par
S = {(_s, w) € [-CL,Ci x VL) weVlet Lw +QG(sp +w) = h}
Pour tout s fixé tel que |s] < Cy, l’équétiog a'uxil]ja,ire est en fait équivalente 4 ] ’équation
e |
w =K [h— QG (sp|+w)] = Ts (w) . ' (5.8)
Soit 'opérateur T, défini par
Ty=Top: DNV VL /T, (w) = K [h — QG (s +w)).
Coﬁlme- l’opél_'ateur 'K est compact et l’application G est continue Ae_t'bbqrné alors Ty est
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continu et compact.

Afin de montrer I'existence de solution pour I'équation () il suffit de vérifier que I’ensemble

U des solutions de la famille d’équations

w= X (w)=AK[h-QG(sp+w)], 0<A<]1,
est & pridri borné dans C? [0,1] 1ndependamment de A EW(O, 1).
En effet, soit w une solution de (5.8) alors w € D(L) N V! autrement dit

w(0) =w (1) =w"(0)=0.

- Posons y = s +w et montrons que ||y||; < C (La constante C étant définie dans la section
précédente) ’ ' “

Posons £ = .0 dans Péquation auxilliaire, nous obtenons
, | QG +uw)O©=h(),
D’une part nous avons
Glap +u) (0) = (PG(stp + ) (0) + @Clsg + w) (0 = QG(sp + ) (d) —h(0),

et d" utre part
o
G(sp +w) (0) = B (A+1) / (v + )P dt.
/ |
Ains : ) ‘ . I
| —E'(A+1)./(y'+z’)2dt=h(0)=1—i/§(0),
0 :

i
i

On déduit que

-

W +2)*=Co.

o
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D’aprés (5.6) on a ||y||, < C il découle que
lwlly = llsp+w—splly <C+ls| <C+ Ch.

Alors les solutions de la famille d’équations (5.8) sont & priori bornées dans C! [0, 1] indépen-

damment de A € (0, 1).

Maintenant le systéme (5.7) est équivalent & résoudre I’équation suivante dans S

PG(sp+w)=Tp oubien &(s,w)=r,

ou &:[-C1,Cy] x V6L — R est définie par

1 . :
& (s,w) = — /0 G ((5,0)) () 0 (¢) d,

et

.
[ i

1-=/:p(t)<p(t)dt a.veé p(t)=1—t—~B(t)-

11 est clair que ® est continue et uniformément bornée. Céci montre le théoréme suivant

Théoréme 5.1 Il existe [un ensemble borné €, C R tel que le probleme (5.3) admet une

solution si et seulement s{ T € Q.

5.4 Multiplicité /des Solutions ’

Théoréme 5.2 Soitp='rp+h € C[0,1], si 0<1-5(0) < {20 ontg(6) = 28, alors
il existe deux constantes %1, To tels que !
i) Qp =[r1,72]

1) 8i T € |11, 72| alors le probléme (5.3) admet au moins deuz solutions distinctes .

Etude de S
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Noué aurons besoin du Théoréme 5.2 du chapitre 1. Plus préciserhment, il s’agit du résultat

suivant

Lemme 5.1 Soit f : U — G une fonction O-epi et propre. Supposons que pour toute > 0 et
pour tout z e f~1 (0) il existe une a,pplication continue_ et compacte h, : U — F telle que
i) he (2) =0

it ke (@)]] < & pour tout = € U;

éi)l’ensemble de solutions de Uéquation: f(z) = h, (z) est e — enchainé

Alors =1 (0) est non vide ,conneze et compact.

Lemme 5.2 Soit s fixé dans [-Cy, C1). L’ensemble

S(so)={(s00) / (0@)e€S}, (59
est non vide,connexe et compact.

Preuve: T, est continue et compact, et on sait que (Id — T,,) est propre d’aprés la Propo-
sition 1.2 du chapitre 1

D’aprés (5.8) I’ensemble : ,
(Id~T,))™(0),
est. bori_xé.

Soit U =B(0,C+1)C V! ona_

(Id - #so)*l 0)cU.

i

Pour & > 0 et u € (Id—Ts,) " (O), on définit 'application
he (w) = KQ[G (s0p +w) — Ge (s09 + w)] + KQ [ (sop + u) — G(sop + )],  (5.10)
ot 'opérateur

Ge: L?[0,1] — L*[0,1],
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—— est défini par ,
! : -(1- %
G )= (1~ %) ¢ @),
”“ avec :
N =2M + % avec M =sup{|G(y)|:y € U}.
L Nous remarquons que hesatisfait la condition i) et ii) du lemme 5.1.
Afin d’établir la condition %) du lemme 5.1, montrons que léquation
(Id = Ty,) (w) = he (w), (5.11)
| admet une solution unique. En effet la relation (5.1/1) est équivalente &
3 w = K [h— QGe (sop + w)] = KQ[Ge (500 + ) — G (s0¢ + )] .
M * Autrement dit v
| ' v w” + 72w + QGe (sop tw)=¢q, : (5.12)
avec . ) S R
9= Q[Ge (sop + u) — G (s0p +u)] +
A ~ "On définit Popérateur L : D(L) N V1 — Vipar -
sz-w”—i—w, :
f_k | Topérateur L est inversible et
‘ = ‘ 1
! “1” <p=14—
: ”L sn=1+ tgl’i[
i I . . H
‘ " La relation (5.12) peut étre écrite sous la forme !
~ fw=Fu.
- © . avec : :
- _.Fw:Q[q-Ge(sow+w)+(1—7r2)'w].
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_avec

Pour tout wj, wy € VL, on'a

[|Fwy — Fwaf|p2 < pllws —wallz2,

1-5(0)

p=(1-5*) Azt

comme par hypothése 0 < 1+ B (0) < %, Alors - :
1
p< ;,
de sorte que L~1F : V1 — Vlest une contraction sur V..

L’équation ;
Iw= Fuw,

admet une solution unique dans V! ce qui vérifie la condition (ii).

Finalement, d’aprés le lemme 5.1 on a (Id — Ts,) "2 (0) est non vide ,connexe et compact.
Alors S est un ensemble connexe w | - 4
Conclusion

L’ensemble €, est un intervalle Q =(71,72).

D’aprés le théorémel, on sait que O, C R un sous ensemble borné. Soient
71 = inf Q, et T2 = sup Q.

En utilisant le lemme %.2 ona , _
i I
: (7‘1,7'2) C Q. : .
') .

W={w/ (s,w)eS}. E (5.13)

Posons

ke C[0,1] et H2(0,1) C.. C[0,1] ceci montre que W est un ensemble compact dans C§ [0, 1]



Remarquant que 7; i=1,2 vérifient
71 =inf{®(s,w): ~C1 <s < Cret (s,w) €S}, (5.14)

1o =sup {®(s,w): ~C1 < s < Cy et (s,w) € S}. (5.15)

 Soit une suite {£,} C (11,72) telleque ...

th — T1.

L’équation (5.13) et le fait que (71,72) C O impliquent qu'il existe {(Sn,wn)} C S telle

que

C1 <, <Cret ®(sp,Wn) =1tn. (5.16)

En utilisant (5.16) et le fait que W est ensemble compact dans C'[0,1] ,on peut supposer que

i

sn — s, et w, — w, dans Cj [0,1]. (5.17)

En Combinant (5.16) et (5.17) et 'équation.

wn = K b~ QG (snp +wn)] € S,

On conclut que

(s.,w,)ES et 1 =8(s,,w,).

Alqrs

l Tleﬂh.

De la méme maniére on montre qu'il existe (s*,w*) € S telle que

To=0 (s*,' w*).
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Alors
To € Qp,,
ainsi
Qh = [Tl) T2] .
__ Finalement on montre quesit € Quet t € (71, 72) alors (5.4) admet au moins deux solutions
distinctes . .

Soient a et b tels que

T1<a<t<b< 9.
Soient (54,w,) et (sp,wp) € S tels que
a=®(s,,w,) etb=7>o (8,,w,) - |

Comme S est connexe et ® est continue alors il existe deux composantes connexes disjointes
Ci et Ca dans S telles que Cyjoint les points (s, w,) et (sp,wp) tandis que Cs joint les points |
(s.,w,) et (s*,w*). '

Les composantes C) et Cy vérifient bien

[a,8] C ®(Cy), i=1,2.

alors d’aprés (5.13) il existe (s;,w;) € S, i =1,2, tels que

(si’wi) =t i= 1,2_'

Alors les fonctions

i
y1=s10+w1 et y2 = sap + wo,

§

sont deux solutions distinctes de (5.1)
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Perspectives

a) On notera dans ce travail la restriction a des équations d’ordre trois. 1l est raisonnable de
penser que cette restriction est d’ordre technique et il semble intéressant de généraliser
ce type de résultats et notamment de conserver la méme méthode aux équations d’ordres

supérieurs.

~ b) Il semble important de poursuivre I'étude avec la présence d’une perturbation singuliére et

de comparer les résultats obtenus dans le travail Z.Du et al.

i - : . i
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