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INTRODUCTION

La méthode des volumes finis a été promise la premiére a atteindre un stade
de développement avancé pour les calculs d’écoulements stationnaires et
instastionnaires. Elle a supplanté les méthodes classiques basées sur les
différences finies des problemes complexes notamment tridimensionnels.

Dans ce mémoire, on s’intéresse essentiellement a la présentation de
certains problemes elliptiques en dimension une, deux ou trois et a leur résolution
numérique par la méthode des volumes finis.

Ce mémoire est devisé en trois chapitres :

Le premier chapitre sera consacré a I’exposé de la méthode des volumes finis
pour le probléme de transport et le probléme de diffusion stationnaire.

Dans le second chapitre, on développe I’exemple du probléme de diffusion et
le probleme de convection-diffusion dans le cas unidimensionnel avec les
conditions au bord de Dirichlet. On étudie ensuite la convergence et 1’estimation
de D’erreur de ces problémes.

Au chapitre trois, la discrétisation des problemes elliptiques en dimension
deux ou trois avec les conditions au bord de Dirichlet et de Neumann sera
étudiée. Puis, des résultats de stabilite des schémas aux volumes finis seront
présentés, Le théoreme de convergence, 1’estimation de ’erreur et le résultat de
la régularité de la solution exacte dans C? et H* sont prouvés. Ensuite, dans la
section 3.3 on étudie I’estimation de I’erreur d’un opérateur elliptique général
dont les coefficients de diffusion sont discontinus. L’objectif de la derniére
section est 1’utilisation de la méthode des volumes finis pour résoudre le
probleme de convection pure et le probleme de convection diffusion en
dimension une et deux. On termine par la programmation de la résolution
numérique V.F. d’un probleme de convection diffusion en utilisant le langage
Matlab.



Chapitre1

Introduction

La méthode des volumes finis est une méthode de discrétisation bien adaptée pour la
simulation numérique de type elliptique des lois de conservation, elle a été largement utilisée
dans plusieurs domaines de I'ingénierie, tels que la mécanique des fluides, transfert de chaleur
et de masse.

Quelques-unes des caractéristiques importantes de la méthode des volumes finis sont
similaires a la méthode des éléments finis, elle peut étre utilisée sur des géométries arbitraires.
Une autre caractéristique réside dans la conservativité locale du flux numeérique: conservation
du flux d'une cellule de discrétisation a sa voisine. Cette derniére caractéristique rend la
méthode des volumes finis tout a fait attrayante lorsque des problémes de modélisation pour
lequel le flux est d’important, comme en mécanique des fluides, sont considérés.

La méthode des volumes finis est localement prudente, car elle est fondée sur un
«équilibre» approché : Un équilibre local est écrit sur chaque cellule de discrétisation qui est
souvent appelée "volume de contréle ", selon la formule de divergence, une formulation
intégrale des flux sur la limite du volume de contréle est alors obtenue. Les flux sur la limite
sont discrétisés par rapport aux inconnues discréetes.

Nous allons présenter la méthode plus précisement sur des exemples simples, puis
donner une description de la discrétisation des lois générales de conservation.

En regle générale, le terme en temps est toujours discrétisé par différences finies, la
méthode des volumes finis ne s’applique, en général, que pour la discrétisation spatiale.

Deux exemples de base peuvent étre utilisés pour introduire la méthode des volumes
finis et qui sont développés en détails aux chapitres suivants.

1.1 Exemples

Exemple 1.1 (Equation de transport en 2D) :
Considérons 1’équation de transport suivante
ou ) )
a(x, t) +diviv.u)(x,t) =0 ,x ER5t ER, (1.1)

avec la condition au bord de Dirichlet : u(x, 0) = uy(x), x € R?

ouv: R? — R?
x — v(xy,x2) = (v (xq,x2), v2 (X1, x2))



2
_ B 0
div(v.u)(x,t) = ; a_xl (v;w)

& av; Ju
= Z[a—xl (21, x2).u(xy, x2) +v; (xpxz)-a—xi(xpxz)]
i=

On suppose que v € C1(R? x Ry; RY)etu, € L”(R?).
Maillage et schéma :

Soit 7 un maillage admissible de 2  R? ouvert, connexe, borné et polygonal et soit K € T le
volume de contr6le qui est convexe. On intégre 1’équation (1.1) sur chaque volume de contrdle K au
tempst € R,

f Z—I:(x, t)dx + f v(x,t).ng(x). u(x, t)dy(x) =0 ,Vt E R, (1.2)
k aK

D’apres la formule de Gauss, on a :

f div(v.u)(x, t)dx = (v.u)(x, t).ng(x) dy(x)
K oK

dy étant la mesure de Lebesgue (d — 1) —dimensionnelle sur K et ny le vecteur normal unitaire a
0K se dirigeant vers I’extérieur de K.
Soit k € R le pas temporel qui est choisi constant pour des raisons de simplification de calcul

t, =nk ,ne{0,.. N}
Une discrétisation temporelle du schéma d’Euler explicite est obtenue lorsque 1’on prend u™ (x)
comme étant I’approximation de la solution u de (1,1) au temps t =t,,, puis on remplace % (x,t,)

par son approximation :

ou L ultu) —u(nt) oo w0 —ut ()
Donc 1’équation (1,2) devient :
un+1 (x) —y (x)
f . dx +f v(x, t,).ng(x). u"(x)dy(x) =0,vn=0,..,N,VK €T (1,3)
0K

Kk
Soient (uf)ker les inconnues discrétes pour K € Tet o € dK c’est-a-dire

0K = U oou & C € qui estla famille des arétes et ng , le vecteur normal unitairea o

OEEK
se dirigeant vers I’extérieur de K. Alors la deuxiéme intégrale de (1,3) s’écrit :

j v(x, t,). ng(x). u" (x)dy(x) = Z f v(x,t,).ng (). u" (x)dy(x),pouro c 9K (1,4
oK

gEEK g
Pour ¢ c 0K , soit :

o, = f V(x, £)-ng o dy ()
g

Chaque terme de la somme du membre de droite de (1,4) est discrétisé comme suit:



(1.5)

n n : n
o= VgoUg Sl Vg, 2 0
7 \vkeul si vg, <0

ou L estun volume de contrdle tel que o = K|L.
Soit ug les inconnues discretes telles que :

u(xg, t,) = ug ,vn=0,..,NVK €T et u,‘} =u(xg,0) =ug(xg) , VK €T

Alors :

D’ou:

f upt —up upt! —up
K
Nous avons toujours Fg, = —F[', sioc =K|L,Vvn=0,..,N

L’équation(1,3) devient :
n+1 n

u
m(K)TK+ Z VP ulk =0

0EEK

uptt —uf
= m(K)———+ Z Ff,=0 ,VK€ET, VneN

oEEK

Le schéma explicite aux volumes finis pour la discrétisation de I’équation (1,1) s’écrit :

n+1 %
!m(K)—+zF,gg —0,VKET,vneN

oet (1.6)
l u$ =L uo (x) dx

k

Exemple 1.2 (équation de diffusion stationnaire) :
On considére I’équation de base de diffusion stationnaire suivante :

{ —Au=f dans Q =]0,1[x]0,1[

1.7
u=20 sur dQ) (.7)

Q un ouvert borné polygonal.
Maillage et schéma :

Soit Jun maillage rectangulaire et soit K € T le volume de contrdle. On inteégre 1’équation (1.7) sur
chaque volume de contréle K du maillage

J Au(x)dx—ff(x)dx=>f —Vu(x). ng (x)dy(x) —f f(x)dx

= z f —Vu(x). ng , () dy (x) = f FOx) dx (1.8)

ogEEK



Soit L un volume de contrble et xx € K ,VK € T, si ¢ = K|L, on est slr que xx # x; et on suppose
que la droite joignant x; a x; , notee par Dy ; est orthogonal a o = K|L, dans ce cas on dit que xx
est le centre du volume de controle K.

Si Vu(x). ng , (x) est continue sur o,3¢ € o tel que d’aprés le théoreme de la moyenne on a :

- [ VuGne @Ay @) = (V). g ©
Comme K c R? alors m(o) est la mesure de Lebesgue 1 —dimensinnelle de o

ou Jdu .
V()i () = D 2= ()i () = 5 (§) 0l ; = cosilin, ;)
i=1 "

avec .
up — .
Jdu © do sto =KIL
R >~ u
on _ K si o c 9
do
D’ou:
u —u
~m(0) ——— sio = K|L
m(@)Vu(®). ng o (§) = w0
m(c)% sioc c o

f f(x)dx = m(K)fyxou fx lavaleur moyennede f sur K
K

Le schéma au volume finis du probleme (1,7) s’écrit finalement comme suit :

zFK'U = m(K)fK ,VK eET

ogEE
u,—u .
\ —m(o) 1o sioc =K]|L
ou FK,O’ = Uk .
m(o)— sioc c o
do

1.2 Le principe des volumes finis pour les lois de conservation générale :

La méthode des volumes finis est utilisée pour la discrétisation des lois de conservation ; 1’équation de
convection s’écrit :

9
a—‘Z(x, £) + divF(x,£) = f(x,t) (1.9)
o dive = o1 OFa
ou divF = oxs ox,

et F = (Fy, ..., Fy)" est la fonction vectorielle dépendant de la variable d’espace x et de la variable de
temps t. La quantité f est un flux qu’exprime le mécanisme de transport de g ou g est la quantité
conservée. La quantité F peut aussi étre donnée par la moyenne de la fonction de la variable d’espace
x et de la variable de temps t et I’inconnue u(x, t) ou par la moyenne de Vu(x,t).

L’exemple de I’équation de transport est un cas particulier du probléme (1.9) avec :

q(x,t) =ulx, t), F(x,t) = (vi(x,t) et f(x,t) = f(x)



De méme pour 1’équation de diffusion stationnaire avec :
q(x,t) =ulx),F(x,t) = —Vu(x, t)et f(x, t) = f(x)
Exemple (I’équation d’Euler en dimension une) :

On considére comme exemple de loi de conservation 1’équation d’Euler en dimension une. Ces
équations peuvent étre écrites sous forme de I’équation (1,9)avec :

p pu
a=|(pujet F=| puz+p
E u(E +p)
ou p,u,E et p sont des fonctions de la variable d’espace x et du temps t
1.2.1 La discrétisation temporelle :

La discrétisation temporelle de 1’équation (1,9) est réalisée par I’introduction d’une suite (t,,),en
avec to = 0 .Soit k € R le pas temporel ett,, =nk,n € N
On applique la formule de Taylor pour g, au voisinage de t,,

q(x, tn+1) - Q(x, tn)

X + 0(k)

q: (X, tn) =

"' () - q" (%)
k

Soit q,(x,t,) = et g"est calculé avec une approximation de u au temps t,,,

notée u"

1.2.2 La discrétisation spatiale :

Soit 7 un maillage de O < R4(d = 1,2 ou 3) tel que :
a-|Jxr
KeT
ou K est le volume de controle, et les inconnues discrétes au temps t,, sont notées par uy , K €
Tet ug n’est autre que I’approximation de u sur le volume de controle K au temps t,,. On intégre
I’équation (1,9) sur chaque volume de contréle K:

J "' () - q" (%)
K

- dx + LKF(x, t,)-ng(x)dy(x) =L f(x, t,)dx

ou ng le vecteur unitaire normal a dK au point x, se dirigeant vers I’extérieur de K.



Chapitre 2

Probleme elliptique en 1D:

Le but de ce chapitre est de donner quelques développements sur la résolution numérique de
I'exemple 1.2 dans le cas unidimensionnel avec des conditions au bord de type Dirichlet. Aprés
quelques comparaisons avec d’autres schémas, les théorémes de convergence et des estimations de
I'erreur sont fournis.

2.1 La méthode des volumes finis pour le probleme de Dirichlet :

2.1.1 Formulation d'un schéma V.F.

Le principe de la méthode des volumes finis sera présenté. Ici le probleme de Dirichlet consiste
en un opérateur différentiel du second ordre et des termes dépendant des conditions aux limites de
Dirichlet homogenes. On considére I’équation différentielle suivante avec condition de Dirichlet
homogeéne :

-u'(x)=f(x) , x€(0.1)
{u(O) =u(l)=0 (21)

Si f € C([0.1], R) il existe une solution unique u € C2([0.1], R)du probléme(2. 1) L’équation
—u'(x) = f(x) peut étre écrite sous forme conservative div F = f avec F = —
Pour trouver I’approximation de la solution de cette équation, soit on définit un malllage admissible,

noté par 7" de (0,1) qui consiste N volumes de contrdle, noté par (K;)_; et N points.
de (0,1), notés par (x;)_, qui satisfont les hypothéses suivantes :

Définition 2.1 :

Soit (K)[L; ,N €N telque K; =]x,_1,x, [est la famille (x,)N_,tel que :
0=x0=x1<x1<x3< <x 1—xN+1—1
2 2

On pose: h; =mes(K;)) =x, 1 —x, 1,i=1,. N et donc
2 2

Zh =1 etonnote h; =x; —x L h = x, e hi% =x;41—x; = h + hij4
et SLze(T) = h = maxth; ,i =1,...,N}

Les inconnues discretes sont notees par u; , i = 1, ... N qui sont des approximations de u(x;) c¢’est-a-
dire u(x;) = u;qui est la moyenne de v sur K;. On integre la premiére equation du probléme (2.1)sur
chaque intervalle K; :

10



f—u"(x)dx=llf(x)dx ,Vi=1,..N

i

= —u (x. 1) +u (x. 1) = ff(x)dx ,vVi=1,..,N
l+5 l—E
K;
L’approximation de —u’ (xl. 4L ) est établie a partir d’un procédé de différences finies (schéma
2
centré).On pose :

Flay= -t
2 i+
L’approximation est consistante dans le sens ol si u € C2([0.1],R) , alors
Foa=-u(x 1)+0(h) (2.2)
2 2

ot |0(h)| < Ch,C € R deépend seulement de u.3n € K; =]x,_1,x, 1 [tel que, d’apres le théoréme
2 2
de la moyenne on trouve :

1
f f(x)dx :f(n)f dx = h;f(n) = h;f; ou fi:?f f(x)dx ,i=1,..,N
Ki Ki L Ki

Finalement, le schéma aux volumes finis du probléme(2.1) s’écrit

( Fi+%—Fi_%=hifi i=1,.. N
Ui — Y
= i=1,..,N—1
{ Ryt (2.3)
U Uy
Fi=——F 1=
5 h% N+E hN+%

aveCug = uyy1 =0
Le schéma numérique (2.3) peut s’écrire sous forme matricielle AU = b
ouU = (uy, ...,uy)" ,b = (by, ..., by)T Aetb sont définies par :

1 U1 — U Uy — U
(AU)i N i+1 i i i—1
h; ho,1 h 1

2

1
,Vi=1,..,Net b; =h—f f(x)dx ,vi=1,..,N
i JK;

2.2 Théoreme de convergence et I’estimation de I’erreur pour le probleme
de Dirichlet :

2.2.1 L’estimation de I’erreur des volumes finis dans le cas simple :

Théoreme 2.1: Soient f € C([0.1],R) etu € C2([0.1], R) la solution unique de probléme(2.1).
Soit T = (K;)_; le maillage admissible au sens de la définition 2.1

Alors, il existe un unique vecteur U = (u;, ...,uN)T € R" solution de (2.3) et 3c > 0 tel que :
N

Z(ei';ll ei)Z < CZhZ
i=1

L1
l+5

11



et
le;|] <Ch ,Vi=1,..,N

avec ey = eNt1 = 0 , € = u(xi) —U; ,Vl = 1, ,N
Preuve du théoreme 2.1 :

On montre qu’il existe un unique vecteur U = (ug, ..., uy)" € R" solution de (2.3)
On multiplie la premiére équation de (2.3) par u; et on fait lasomme suri =1,..,N

N N N
Ui — Y U —Uj—1
- z — |y t — |u = u;h; f;
h 1 h. 1
i=1 +3 i=1 =3 i=1
N N—1 N
uz+1 Ui — Y
= - Z u; + § Th Uiy = u;hi f;
i=1 l 5 i=0 i+s i=1
, N-1 2 ) N
Uy Uir1 — Y uy n _ _
$h1 h . +h = u;hifi, (up = uyyq = 0)
7 i=1 i+ N+5 =1

Doncsif; =0 ,vi=1,..,N ,alors lasolution unique de la premiere équation de (2.3) est
obtenue lorsque u; = 0, ceci donne I’existence et 1’unicité de la solution de (2.3)

SoitF, 1 = —u ( i+1) pour i = 1,...,N. On intégre I’équation —u ( x) = f(x) sur K; , on obtient
2

i+
2
FH% — Fl._% = h;f; d’aprés (2.3)ona:
Fi+% _Fi—% = h;f; , avec Gi+% = Fi+% — Fi+%
Donc B B
Gi+% - Gi—% - Fi+% - Fi+% B Fi—% T Fi—%
- (FH% - Fl,_%> ~(Fua=Fa) = hif = hif, =0 Wi=1..N

On utilise la consistance des flux de (2.2) , 3¢ > 0 dépendant de u tel que :

Fa= Fi% TR, et IR, 1] < ch

D’ou:
_ u(xipr) —ulx) | U1 — Y _
L= A A — i+1,Vl—0,..,N
2 i+ i+ 2
(w(xip1) —uiq) — (x) — .
- _ (L+ l+) (L l)_R. 1,Vl=0, ,N
1 L+E
l.+§
€i+1 — € .
- R, ,Vi=0,..,N
1 l+5
l+E
Comme on a
i1 — € € —€_ .
G1—G_ 1=0=— + —R 1+R_1=0,Vl=1,...,N
3 72 h, .1 h, 1 i—
2 2

On multiplie cette derniere équation par e; et on fait lasomme suri =1,..,N:

12



e e, —e
Z(lﬂ z(l 11) ZR Lo — ZR
2 i=1 l_E
N l(e
i+1 — i+1 —
Z l ez+ Lh 1=Z ZRL+1€L+1:(€0—€N+1—0)
i=0 l+ i l+—
N
=>Z i+1 —

2
D’apres 1 megahte de Cauchy -Schwarz ona:

5 =0
ZR L (ersg — e)<ChZ|eL+1 )

2 o1 — el < (Z( Rt (Zh i = (Z G} im_ 1
*) deV|ent : -
Z (ei41 — Ch(z (€iy1 — 1) (Z (ei41 — z)
l+—
Z (€41 — < C2p2
Vi=1,..,N,ona: l+_
-1 N
€; :Z Zejﬂ € —Z|e]+1
=1 j=0
|el|<Z|el+1—el|<(Z(l“ Vi < ch .

2.3 Equation elliptique en 1D:

2.3.1 Formulation d’un schéma aux volumes finis :

En mécanique des fluides, dans un milieu hétérogene ou I’on étudie les phénomeénes de
convection-diffusion d’un fluide, on utilise souvent le modéle suivant :

(=) (%) + au' (x) + bu(x) = f(x),x € [0,1]
(2.7)
u(0) =c,u(l) =d
ou A € L”(0,1), A est une fonction choisie continue par intervalle dans 10,1[ de fagcon a mettre en
évidence I’hétérogénéité du domaine d’étude. Pour toutes ses raisons, lorsque 1’on discrétise un
probléme, on s’arrange pour que les discontinuités de A coincident avec les interfaces du maillage :
Ce sont des points (en 1D) : x,,1,i =1,..,N -1
2

Soit 1 € L (0,1) tel qu’ils existent 4,1 € R} avecA < A <1 pp etsoit a,b,c,d € R avech >0
et f € 12(0,1) .On cherche une approximation de la solution u pour le probléme suivant :

Maillage et schema :

Soit 7 = (K;)X_; un maillage admissible dans le sens de la définition 2.1
On integre ’équation de (2.7) sur chaque volume de contrble K; , il vient :

13



(=) (xi%) + () (xi_%) + au (xH%) —au (xi_%) + j bu(x)dx = J f(x)dx
K; K;
ol (u;)N_; sont les inconnues discrétes.
Danslecasa = 0, qui est le cas considéré dans la suite, le terme conservatif au(x,1) = ay;
2

pour des raisons de stabilité du schéma. Ce schéma est stable si ah < 24, pour le maillage uniforme de
taille h et de coefficient de diffusion la constante A .
Dans le cas a < 0, I’approximation de au(x, ,1) estdonnée par au;;.

2

f bu(x)dx = bu(n) f dx =~ bu;h; ,n€K; ,Vi=1,..,N
K; K;

Puisque A, € CY(K;),3C; € R, tel que:|A; — A(x)| < Cyh , Vx € K; la conservativité du flux en

xl.+% a laméme valeur sur K; et K;,; .

Soit H,,1 = — Au'(x,,1) , puisque sur K; et K; . , A est continue, I’approximation de — Au’ peut étre
2 2

considere de chaque coté de x,_ 1 pour utiliser le principe de différences finies :
2

Ul =W
=) —2 i —
gl = A T surK;,vi=1,..,N

2 i

Uiy — U L

H 1= —lmTz surK;.,,vi=0,..,N—1
2 i+1
aveC ui=c etu, 1=d

2 N+3

Les deux approximations ci-dessus de Au’ (x,,1) sont égales (a cause de la conservativité du flux)
2

Donc :
ui% — U Uit1 — ui%
Vl:(), ,N—l, _AiTz_AH_l — (*)
i i+1
Ait1 A
Uit =t Uis
= _ i+1 i
u., 1
3 Aien | A
hiyvp R
D’ou:
Ai A
A, Wit ﬁ T Uy
H 1=—— = ~—y| ,Vi=1,..,,N—1
i+ ht it _l_ﬂ :
' ho, | AT
i+1 i
—Aidiv1
=H 1= (Wg —w),Vi=1,...,N—1
- + — i+1 i/ )ty
L+2 hl Al+1 + hl+1)1l
= HH% = _Ti+%(ui+1 -u),vi=1,..,N—-1
our, 1= Aidi1 Vi=1,..,N—1avec H1 = Al(u c)etH, 1= AN(d uy)
sl — ) — 4, 0 - 1 ==7— 1~ 1 ==7 - UunN
3 b A R 2 hy N+ Y
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Le schéma numérique pour 1’approximation du probléme(2.7) est :

Fi+%_Fi_%+bhiui:hifi;Vi:L--’N (28)
avec
1
fi =h—ff(x)dx ,Vi=1,..,N
lKi
et
FL.J% = —Ti%(ui_,_l -uy)+ay,vi=1,..,N (2,9)
A
Fi=—"L(uy—c)+acet F, 1=—-2(d-uy)+auy,Vi=1,..,N (2.10)
Remarque :

Sia = 0, dans le choix de Iapproximation de au(x 1) par au;; le schéma est instable. Le
2

schéma numérique (2.8) est un systeme de N équations avec N inconnues.

2.3.2 Estimations de ’erreur :

Théoréme 2.2: Soienta,b > 0etc,d € R,1€ L*(0,1) telqueVA< A< App avec 1,1 € R}
et f € L1(0,1) .Soient u I’unique solution du probléme (2.7) et T = (K;)N_; un maillage
admissible au sens de définition 2.1 tel que A € C*(K)) et f € C(K,),Vi=1,..,N,
Yy =maxifll u e, i =1,..,Njetd = maxifll A lly» g, i =1,...,N} .Alors:
1. 31U = (uy, ..., uy)" € R" solution de (2.8) — (2.10)
2. 3C dépendant de 1,1 ,y et & tel que :
N

ETH%(eHl —¢)* < Ch?

i=1
et

le;] <Ch,Vi=1,..,N

avec ey = eNy1 = 0 et e = U(xi) —U; ,Vi=1,..,N.
Preuve du théoréme 2.2 :
La preuve de ce théoréme se décompose en trois étapes :
Etape 1: L’existence et I’unicité de la solution de(2.8) — (2.10)
On multiplie I’équation (2.8) par u; et on fait lasomme pouri =1,..,Ntelque:sic=d=f; =0

alors la solution unique est nulle. En effet :
N N N

Zui Fi+l - ZuiFi_l + Z blhlulz =0
2 2
i=1

i=1 i=1
N N

N N N
= 2 - Ti+l(ui+1 —u)uy; + Z auiz + Z Ti_l(ui — U U — Z auu;_q + Z bihiuiz =0
2 2
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

15



N

N
= Zr 1(ul+1 —u,)? +Zaui(ui —Ui_q) +Zbihiui2 =0carc=d =0
i=1

i=1
D’aprés I’hypothése de ce théoréeme, ona a, b = 0, il suffit de montrer que
N

z au; (u; — u;_1) = 0 pour déduire que la seule solution du systéme homogéne est

i=1
la solution triviale u; = 0 . En effet :
N
1 2 2 2
au;(u; — Ui1) = 2 a[(ui —ui)” + (U —uiq)]
i=1 i=1
(x)=u=u 1—%(11 -u 1) ,vi=1,..,N—-1
: i+ h?-hi_-i-l i+1 i+57 T
Aidi—q
=>ui_1:ui_% h+1h_(u u, 1) vVi=2,..,N
2 2 l l+1
U —u1 = (ui%)z (u,_ )2 + (h+h_ )% (u i+1 " uH%)z
Aidi—q ) Aiditq Aidi—q
u -2 u, . —u U, 1+2 u, —u 1)u,
(h h—) ( 2) hjhz_-kl ( i+1 l+%) l+% hl+—1hl_( i l—%) l—%
N N N-1
Dk —uky) = Z(u@z D,
i=1 i=0

l l+1 2 iti+1 2
+ z ( Uib1 — uz+—) z Il(h+ L ui+l)
l+1 2
A /1H-1 L+1
-2 E <h+ = U — Y 1)u 1 + 2 E h+ = Uy — ui+%)ui+% =0

Carur =u, 1= uN+1 =0
2 2

N
1
= Z aw;(u, —u;_1) = EZ a(u_; —u)?=0 cara =0
i=1 i=1

D’ou:
N

21 1(u+1 u,)? +thu Zau(u u_1) <0
=0
=>Zr sy ) +th

=> ul =0 ,vi=0,..,,N
Alors il existe une unique solution U = (uy, ..., uy)" de (2.8) — (2.10)

Etape 2 : Consistance des flux
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On rappelle que : h maxi{h;, i =1,..,N}
SOItH 1 N (x, 1) et H = —THl(u(xH;) —u(x;)) ,vi=0,..,N
2 2

+1
*2
An

A1
avec 11 —h—_ etTN+% _ﬁ

2 1

On démontre alors qu’il existe un constante C; € R} dépendant de 1,1 ,y et § tel que :

H* 1_Hi+%+Ti+% , |TH_%|SC1h ,Vi=0,.., N

i+
Et on introduit :

. u(xH%) —u(x;) ot u(xip1) — u(xH%)
Hl'-l-% = _Ai h[_{_ et HH—% = _Ai-}-l hl_+1 (211)
Puisque 2 € C1(K;) etu € C%(K;), 3C(y,5) € R} tel que:
H=H 1+R 1 ou|R,_1 <Chi=1,..,N
i+ i+ i+s i+s
(2.12)
H=H 1+R', ou|R"i|<Ch,i=0,..,N-1
i+- i+ += i+=
2 2 2
IT _ *,— _ — — *,+ _ + - _
= H =0 RH% o RH_%,VL 1,..,N—1 (2.13)
= -4 - — R 1=—4i — 2 __RY,vi=1,.,N-1
h; i+ it i+
B y(r) + S uC) R =R
=u(x, 1) ="—F— + A,Z —2 vi=1,..,N-1 (2.14)
ar) el I e S
hivi ki hiv1 ki
On remplace 1’expression de u (xl.#) dans Hi*:l qui définie par (2.12):
2 2
Ly 4) + pu () Rii— R
.= /11' hipy it h+u Xi A iy z+E
HH% = _hi+ A +_ —u(x;)| = _Ti+%(u(xi+1) u(x; )) h+ /11+1 +_
P B R B
R"1-R 1
N l+— L+E
= —ri%(u(xi“) u(x; )) h+ l+1,Vl =1,..,N—1 ou SH% = W
hiy  hif

i+1

On utilise I’inégalité(2.14), il vient:

*,— * Al .
Hl+; —H+1+R %_Hz+%_ﬁsi+%'Vl_ 1,..,N
- A .
=>Hl+_ Hi+%+Ri+%+ESi+%'VL:1""N
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On définit le flux exact:

A1 hihi,

+

= |H 1 — i < +—————|R"1—R_
z+17 i+3 l+% h?ih?‘l'hiﬂ z+% l+%
_ 1 ho
H' 1 — <R | +5=——|R"1—R 4| ,Vi=1
i+ i+> i+ A h?‘+hl+1 i+5 i+5
= H;;—ﬁi% < ’TH% SCh-f-ZCh.imaxi'Z{hi,i:1,..,N}
= 3(; tel que HH%—HH% < ’TH% <Chvi=1,..,,N—1

FH% = Hi+% + au(le),Vl =1,..,N
et on définit aussi ;

Fi:'l? = _Ti+%(u(xi+1) —u(x)) +au(x),vi=1,.,N-1
avec
F% =~ (u(xy) —c) + acet FN+1E =T (d = ulxy)) + aulxy)
Comme

Hl'+%+Ti+% = Hi-l-l?’Vi = 0/"IN

Ona

Car au(xp) = au(x1) = u(0) = c etau(x,,1) = aulxy41) =u(l) =d

Donc :

avec

F'y=H1+au(x)=H
l+? =

F’ 1

+:Fi
)

L+2

1+ T, 1
+E L+E

T il <Ch Vi=0,,N

Donc I’approximation numérique du flux est consistante.

Etape 3 :L ’estimation de 1’erreur

H +au<xi+%> +Tl.+%,Vi =0,..,N

On commence par intégrer 1’équation (2.7)sur chaque volume de controle K; :

j(—zu’)’(x)dx +
K;

= —u (x.

2

H_%) + Au (xl._l
=F 1—F,
i+s l

fau

K;

2

(x)dx + K.if bu(x)dx :J f(x)dx

) +au (le

2

|S;| < C;h,vi=1,..,N,donc (2.16) devient :

18

i+%+Ti+%+au(Xi),Vi =1,..,N—-1

(2.15)

)— au (xl._%) + bh;u(x;) = h;f;

1 + bhi(u(xi) + SL) = hifi,V i = 1,..,N
2
ou S; € R tel qu’il existe un constante C, dépend seulement de u tel que

(2.16)



ﬁl—rl—ﬁi+T;

+2

—F: 1 + bh; (u(xl)
2

l*?
=F 1
l+5

On soustrait (2.8) a (2.17) on trouve :

F:_l_ — Fi+1 —_ Fl*—li + Fi—% + bhi(u(xi)

2
= —TH%(U(XL'H)

—au(x;_1) — Ti_%(ui —u

= _Ti_l_%(ei-l-l -

N

ei)+Ti_%(ei —€i-1)
vi=1,.

On multiplie cette équation par e; et on fait la

D’abord, on calcule
N

—u(x)) + au(x;) + Ti+%(ui+1
i—1) + au;_1 + bh; (u(x;) —

1+ bh(u(x) +S) =hf,Vi=1..,N

Tt hifyVi=1,.,N (2.17)

+S)— i
+2

—m+&):ﬂ%—ﬂéﬁi=LwN

—u;) —au; + r._l(u(xl-) — u(xl-_l))
u, +S5)=T 1—Tl._1,Vi=1,..,N
2
+ a(ei — ei_l) + bhiei = _bhi5i+Ti+l — Tl'—l
2 2
(2.18)

somme pouri =1,..,N

Z(ei —ei_1)e =?

i=

1
N

Z(el —e_1)e = %Z(ei —e_1)e+ li(ei —€i-1) €

=

1
2

l\ll»—\

NIP—‘

1
r N N
§ 2 é
e; — €61

]+ z(el ei—1) €

L= i=

rN+1 N
2 § §
€1~ ee;_ 1] += (el € 1) €;
L =2 i=
r N N
2
5911 §e S tey|+ E(e ei_1) e
L= i=1

N

Zel 1(e; —

l=

)

N+1

[EnN

ll)e

2

ei— 1)+ eN Z(e

2
ei—1)" + > (912v+1 —ey)

(e; —

= EZ(ei - ei—1)2
i=1

Donc (2.18)devient :
N—-1

ZT 1(eip1 —ee; +ZT 1(eip1 —edeyr + 5 Z(e
thSe +ZT 1€;

i=1

N+1

N
i—1)2 + Z bh; e}
i=1

i=1

N-1

TH_l el+1

i=1 i=0
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N+1

= ziel + Zr ers1 — )’ +o Z(e 1)’ +the
2
thSel+ZT (et —e))

Puisque |S;| < C,h eta,b =0 donc:

N N N
D (i —e)? 1 < ) bhylelCah+ ) Cohlenys — el (9
i=1 i=1 i=1

On remarque que :

N N-1
lei| < Zlej —g1| = Z|ej+1 —¢
j=1 j=0

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

e < (Z RICRETADE (2 e
.= l+_
(%) devient :
A2 < z C, bh;hAB + AB Ch = C, bhAB + C, hAB carz h =1
i=1 i=1
avec
= (Zr H(eis1 —e)D)iet B =
i=1 L+—
Puisque
— N N
Aidia > 2 /12 Lt tZ(h_ +h) Z h 1
T. l = — — < —e i+1 A = . 1 =
l+2 Aihi+1 + AH—lh A(hl-}—l + h ) Ti+% &2 p i+ : p l+2
Ceci donne :

R i

A<C2bh7 ClTh:>A<C2bh7 C17h<C3h

ol C5 est une constante dépendant de 1,1,y et § .

N
= A% < Zti%(eiﬂ —e)?> <Ch?,Yi=1,..,N
i=1
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A
et|le;] <A.B < §.C3h < Ch ,Vi=1,..,N cequiachévela démonstration ]

Chapitre 3 :

Probléme elliptique en 2D ou 3D :

Le theme de ce chapitre est la discrétisation des problemes elliptiques dans des
espaces de dimension supérieure a 1’unité par la méthode des volumes finis. Pour les formes
générales des volumes de controéle, la définition de schéma et la preuve de convergence
nécessitent certaines hypothéeses qui définissent un "maillage admissible".

Les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann sont tous les deux considérées.
Dans les deux cas, I’inégalité de Poincaré discréete est utilisée, et la stabilité du schéma est
prouvée par I'établissement d'estimations sur les solutions approximatives.

La convergence du schéma sans aucune hypothése sur la régularité de la solution
exacte est prouvée. Puis, & nouveau dans les deux cas de condition de Dirichlet et de
Neumann, une estimation d'erreur entre la solution approximative et la régularité de la
solution dans C? ou H? est assurée.

Les résultats sont généralisés au cas des coefficients de diffusion de la matrice et les
conditions aux limites. La section 3.4 est consacrée au schéema aux volumes finis établi sur
le modele de convection pure et de convection diffusion.

3.1 Conditions au bord de Dirichlet :
On considere ici I’équation elliptique suivante :

—Au(x) +div(v.u)(x) + bu(x) = f(x) ,x€Q
{ (3.)
u(x) =gkx) ,x €oQ
ol v:R? — R?
x — v(xq,x7)
Sous les hypothéses suivantes :
1. Q un ouvert borné polygonal de R%(d = 2,3)
2. b=0,
3. fel2(Q),
4. vec (QRY) =vi=1,..,dv eC(QLR)div(v) =0
5. g € C(0Q,R) = C(99Q) tel qu’il existe une fonction § € H(Q) tel que :
7(g) =g ppsur 0Q0ouy(§) = Jjon =9
(y:H'(Q) — f € L2(99Q) est la fonction trace qui est linéaire est continue) .
On dit pour cette derniére supposition que g est un relevement de gsur(Q.
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Sous toutes ses suppositions, le théoréme de Lax-Milgram assure 1’existence et 1’unicité de la
solution variationelle du probléme (3.1) :u=w+ §,§ € HX(Q) = gsig € C(0Q)
etw € Hj(Q) puisquew = u — § € H'(Q) et wjgq = ujpn —Jlan =9 —9g =0

—Aw — Ag + div (v.w) + div (v.§) + bw + bg = f dans Q

3.1
( ):>{ w=0 sur 00

N {—AW +div(v.w) + bw = Ag —div(v.§) —bg + f dans Q
w=0 sur 00
Soit ¢ € H{(Q) donc la premiére équation de ce dernier probléme devient :

—f pAwdx + f @div (v. W)dx+f bowdx
Q Q Q

=jfgodx+fg0Agdx—jgodiv(v.g)dx—J bpgdx
) ) a

Q
D’apres la formule de Green cette égalité devient :

fV(pVde+ f Vo(v.w)dx + f bowdx
Q Q Q

= | fodx— | VoVgdx — | Vo(v.g)dx — | begdx (3,1)
J o= [ onase= [ e
= a(w,¢) = L(p)

ou

alw, ) = J VoVwdx + f V(p(v.w)dx+f bowdx
) ) )

L@ = [ ¢ = bodx — [ Vo(7g - v.g)dx
Q Q
3.1.1 structure du maillage :

Si Q est un rectangle (d = 2) ou un parallélépipede (d = 3), il peut alors faire avec un
volume de contrdle rectangulaire ou parallélépipédique. Dans ce cas, le schéma aux maillages
rectangulaires pour I’opérateur de Laplace unidimensionnel peut étre facilement généralise.
Pour I’instant on considere, le cas bidimensionnel.

Soit 0 = (0,1) x (0.1) et f € C2(Q, R)
On suppose dans le probléeme(3,1) que b = v = 0, ce qui se réduit a une équation de
diffusion pure
{‘Au(x;J’)zf(x»)’) ,(X,y)E.Q (32)
u(x,y) =0 ,(x,y) €0Q '

Soit T = (K;;)i=1,.n,=1,.,» un maillage admissible de (0,1) x (0.1) qui satisfait les
hypothéses suivantes :
Soient N,M € N* ,hq, ..., hy >0 ,kq, ..., kpy > O tel que:
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N M
Sh=1.Y k=
i=1

j=1
SOlt hO = 0 = ko et hN+1 = 0 = kM+1

Pouri=1,..,N,soitx1=0,h; =x, 1 —x, 1,xy;1 =1
E l+5 l—E

Pour j=1,..,M,s0itys =0,k =y 1—y, 1,y =1
2 Jt3 I=3
avec Kl’.j ]xl’_%i xl'+%[x]yj_%'yj+%[

Soient (x;)ich" et ()75 tel que :
xl.1<x <x,i,pouri=1,..,N,xo =0,xy4; =1,
Y 1 <Y <yj+_ pourj=1,...,.M,yy =0, yy+1 =1,
2 2

x;; = (x;,y;), pouri=1,..,N,j=1,..,M,on pose
h{zxi—xi_%,hi+=xl.+%—xi,p0uri=1 ., Neth, L= X1 X,
kj_=yj—yj_%,kj+=yj+%—yj,pourj=1 Metk A=Y Y
Soith = maxi{(h;,i =1,..,N),(k;,j=1,..,M )}
Comme dans le cas unidimensionnel, le schéma aux volumes finis est retrouvé par
I’intégration de I’équation du probléme(3.2) sur chaque volume de controle K; ; :

l+2 ]+2 xl+; y}+2 xH—% yj+%
[ [ Smenaay- [ [ Shepaay= [ [ renaay
o 3 34
]+2 xi+%
ou ou
= [ FR et el [5Gy + 5y Dl
v, 1 X1
2 X1y 1 2
l+§ }+§
[ | rayay
X 1 Y. 1
i~z i~z

Les flux de u(x;,y;) sont approximes par les inconnues discretes u; ;

L’approximation de — Z—Z (xl. +L yj) est établie a partir d’un procéde de différence finies en x
2

(y; fixée)

—a—u(x ) u(xi+1’yj) —u(x;, y;)
ax \ iy Y h

+ 0(h)

.1
l+E

R

au( ul-+1]-—ul-j
= ()= T =1 N = 1, M
Ox \ hi+%
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y]+7 yj+%
du Uit Ui i+1,j Ui
== | Glnga)ar== [ ey = -0y -0 =5
i+ i+
y. 1 Y. 1 2
J—3 =7
k.
=—h—](ul+11 u;),Vvi=0,.,NVj=1,.,M
i+

k:
On pose Fl.%’j = —ﬁ(um,j —u;;),Vi=0,..,N,¥j=1,..,M.

l+7

. o ] T N Y . :
De méme, I’application de — % (xi, Vil ) est établie a partir d’un procédé de différence finies
2

eny (x; fixée).

ou u(xi,y]'+1) _u(xi:yj)
_@(xi,yl+)= - — +0(k)
J+3
ou|0(k)| <Ck,C € R} dépendant de u.
N _a_u(x y 1) o Wi+ T Uy
DY L= T
ay 2 kj-i-%
xi+% x”%
Ju U; u Upirl — Ui
f —a—<xl-,yj+l) dx = — f —l”kl Y odx = —(x;,1—x, _1) —l’]+kl -/
.1 .1
x 1 Y ’ x 1 J+3 e J*3
- i-5
h; .
=7 (wijp1 —uy),Vi=1,..,NVj=0,..,M
j+3
Onpose F, 1 = —k1+_ (wije1 —wij)Vi=1,.,N,Vj=0,.,M

D’apres le théoréme de lamoyenne 3¢ € K; =|x,_1,x, 1[etIn €K; =]y, 1y, 1]
2 2 2 2

l+% y1+% xi+1 yj+%
f ff(xy)dxdy = F&Em f dxf dy = fEm) h xk
X 1 y. y. 1
i— Tj- 2 z i=2

fl]h k vi=1,..,.NVj=1,...M
Donc :

Jf(x y)dxdy = fih;;,Vi=1,..,N,Vj=1,..,M
l]
ou hi,j = h X k] ,Vl = 1, ,N,V] = 1,...,M
On dit que : f;; est la valeur moyenne de f sur K; ; avec
k;

Fit, = =3 (i1 — ), Vi=0,..,NVj=1,..,.M
2 l+—
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h; . ,
i .+l = __(ul"j+1 _ui'j),Vl = 1, ,N,V] = O, ,M
J T35 k]+l
2

Up; = UN+1,j = Ujo = ui'MH,Vi =1,..,N, V] =1,..,.M

F

Finalement le schéma numérique aux volumes finis s’écrit :

Fi+%,j — Fi—%,j + Fi,j—% — Fi,j+% = hi‘j.fi‘j,Vi =1,..,.NVj=1,...M

3.1.2 Maillage et schémaen 2D ou 3D :

Définition 3.1 : (maillages admissibles)

Soit Q un ouvert borné polygonal de R? (d = 2,3)
Un maillage admissible de type volumes finis de Q , notés par 7, est donnée par la famille des
volumes de contréle qui sont des parties ouvertes, convexes et polygonales de Q .
Le maillage admissible Test donnée aussi par la famille des parties de Q
(d — 1)-dimensionnelle contenues des hyperplans de R , notée € (sid = 2, € est la famille des
arrétes et si d = 3, &€ est la famille des faces)
Enfin, 77 est donnée aussi par la famille des points de 0, notée P, ces trois familles satisfont les
propriétés suivantes :
La fermeture de I’union de tous les volumes de controle (cellules) est Q : K étant un volume de
controle inclus dansQ c’est-a-dire K € 7, alors Q = Uger K .
VK eT ,HSK C £|6K = I?lK = UGESK ode plusE = UKETgK
V(K,L) € T2 tel que K # L, la mesure de Lebesgue (d — 1)-dimensionnelle m tel que :

0 lorsque K NL=unsommetou KNL=0

m(c) pourc € E telque 0 =K|L(KNL =0 =K|L)

La famille P = (xg)ker est telle que xx € K,VK € Tetsio = K|L, on est sir que xx # x; eton
suppose que la droite joignant xx a x;, , notée par Dy ; est orthogonal a ¢ = K||L, dans ce cas, on
dit quexy est le centre de volume de controle K

Vo € & tel que o c 9 .Soient K le volume de contrdle dont o € £ et Dy, la droite
orthogonal a o pourtant x le centre de K , alors on note par y, = Dy ,NJS.

mmna={

Notations supplémentaires :

La taille du maillage est définie par : size(7") = supfdiam(K), K € T}ou diam(K) est le diamétre
de K c¢’est-a-dire :

diam(K) = (g}?gk |x — y|

VK € T et o € Ex, m(K)est la mesure de Lebesgue d-dimensionnelle et m(o) est la mesure

de Lebesgue (d-1)-dimensionnelle.

L’ensemble des interfaces o c Q) de & est notée par :E;,; = {0 € E,0 ¢ 0O}

L’ensemble des parties (d-1)-dimensionnelle de € qui sont communes avec d{) est notée
par: €, ={0 €& 0 cC o}

L’ensemble des volumes de contrdle voisins a K € T et qui possédent une interface o
commune avec K (o € E;,;) est noté par : N(K) = {L € 7,30 € £|o0=K N L}

Sio = K|L(o € &), 0onnote par d, = dy, la distance entre xj (centre de K) ,et x;,
(centre de L) ,et par dy , la distance de xx ao.

Sige &k néE,, (o co),d, estdans ce cas la distance entre xi ety,.

On définie la notion de transmissibilité a travers a(o € €) par: t, = %si d, #0
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Maillage admissible

Vo . A6
lllfffj df}

Schéma aux volumes finis :

Soit 7 un maillage admissible. On définit le schéma aux volumes finis qui discrétise (3.1),
en introduisant, tout d’abord la discrétisation du second membre de (3.1) sur K,VK € T

_ 1
fK—mff(x)dx,VKET,
K

ou fk est la valeur moyenne de f sur K.

Ensuite, on introduit la discrétisation des opérateurs différentiels intervenant dans la
modélisation du flux a travers les interfaces o € Ex N E;,;

Soit ny , le vecteur normal unitaire a o se dirigeant vers 1’extérieur de K

Vg g = f v(x)ng ,(x)dy(x) ,VK € Teto € &

B o
Sio=K]|L
Ug Si UK'JZO
Uy 4 = .
ot Ty, sivg, <0

SiccKNnaQ:
{uK Sivg, =0
Uy 4 = .
7 lg(s) sivge <0

ou u(x) = ug sur K etu(x) = u; surL
Remarque3.1:
Dans I’équation (1.3) , la modélisation du flux a travers les interfaces o € &;,; s’effectue par

I’opérateur différentiel de divergence : div (v.u). Donc le schéma aux volumes finis s’écrit
finalement comme suit :

z Fg o + z Vg o Us+ + bm(K)ug = m(K)fy ,VK €T (3.3)
. ogEEK oEEK
ou
F :{_TK|L(UL_UK) ,Vo =K]|L . :m(K|L) _
Ko —T,(g(Vs) —ug) Vo EExNEpy PoKI di|L LK
Sig=K|L F, = =ty (ug —u) = Ty, (ug — ) = Ty, (U, — ug) = —Fy g
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Pour obtenir le schéma aux volumes finis de(3.1), on integre la premiére équation
de(3.1)surK (VK €T )

—fAu(x)dx+fdiv (v.u)(x)dx+f bu(x)dx=ff(x)dx
K e K

K

Si on s’intéresse au second membre f € L?(Q) = f € L?(K) d’aprés le théoréme de la
moyenne on a:

[ redx=maors
K

On sait que Au = div(Vu) , alors

— f Au(x)dx = — f div(Vu) (x)dx
K

K

- f (V) (). e, () ly ()
0K

=— z j(Vu)(x).nK_a(x)dy(x) car 0K = U o,VKET
0€EEK o (4=

Onpose hg(x) = (Vu)(x).ng,(x), x €0 c 0K

Sihg € C(0),3¢ € o tel que

f hie (O dy () = hie(©m(o)

Puisque
d du du
he(@) = (F@). My @) = D == (i@ = =)
ou =
up, —ug . .
ou N i si o =K|L
n " 900) = Uk cEENE

dy
Si hy € L*(0),3C i € ]infhg(x),sup hg(x)[ tel que

1 B 4 1 ou p
o = s | GO ) = = [ S ay ()
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dy
9s) —ug
dy

u,—u
! L X sic =K]|L

Sio € Ex N Epyt

Donc

_ f hie () dy (x) = — f (Vi) (). 1y o () dy ()

g

u —u
{ m(a)% sioc =K]|L
~ g
- -u
km(a)g(ya;—K Si 0 € Ex NEyyt
o

Dans I’intégration de (3.1) sur K, on considére

j div (v.uw)(x)dx = Z j v(x)u(x)nK,J(x)d)/(x)
K

O'EgKo'
etonpose : v, = [ v(x)ng,(x)dy(x)

Remarque3.2 :
La vraie approximation de u, est:
_dgoup +dpsug

Uy ydg, =dgs +dg

dK L
Mais pour des raisons de simplicité de construction du schéma aux volumes finis on ne peut

pas utiliser cette approximation. En approchant u, par u, 4 ,0ona:

f Ve, () dy(x) = u, 4 f Ve, (Y (X) = Uy 4 Vks

g g

D ou Z Vg ¢ Us + quireprésente le second terme du schéma aux volumes finis .

oEEK
3¢ € K tel que: bJ u(x)dx = bu({)J dx = bm(K)u({) = bm(K)ug
K K
Définition 3.2 :
Soient Q un ouvert borné polygonal de R%,d = 2,3 et T un maillage admissible sur Q.

Soit X(T") 'ensemble des fonctions définies sur Q a valeurs réelles restant constantes sur
chaque volume de contrdle du maillage.

Définition 3.3 : (la norme discréteH} )
Soient Q un ouvert borné polygonal de R?,d = 2,3 et T un maillage admissible sur Q.
Pour u € X(7), la norme discréte H} est définie par :

m(o)

1
lulhr= () 0D 7=

g€EE
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ou

lu; —ug| si o =K|L,o €&
L K int

D,u =
g { |ukl si g€ EKNEuyt

Lemme 3.1 (inégalité de Poincaré discrete): Soit 2 un ouvert borné polygonal de
R%(d = 2,3) et soient T un maillage admissible au sens de définition 3.1 et u € X(7)

(d’apreés la définition 3.3) ;

Alors, Il w ll 2 )< diam(Q) Il u lly 7

3.1.3 L’existence et ’estimation :

A ce niveau, on prouve l'existence de la solution approximative et on I'estime. Ce qui
assure la stabilité du schéma aux volumes finis obtenue par l'inégalité de Poincaré discréte.

Lemme3.2 (Existence et estimation): Sous les hypothéeses de la position du
probléme(3.1) , soit 77 un maillage admissible au sens de la définition 3.1.

Alors, il existe une solution (ug)ker de |'équation(3.3) tel que (ug)ker = Ur
De plus, sig = 0 et ur € X(T ), nous avons [’estimation suivante -

Il wlly < diam(Q) Il f l;2(q)
Preuve du lemme 3.2 :

Le schéma(3.3) se ramene facilement & un systeme linéaire de N équations & N inconnues(ug)ger ,
N = card(T) avec T = {Kl.,i =1,..,N}

Etapel : Existence et unicité

Il suffit de montrer que la seule solution du systéme homogeéne associée a(3.3) avec le second
membre nul est la solution triviale.

Supposons que (ug)xer Satisfait le systéme linéaire avec g(y,) = 0,Vo € &,
et fx = 0,VK € T et montronsqueuy =0,VK €T

On commence par multiplier I’équation suivante :

2 Fy o + Z Vg o Us+ +bm(K)ug = 0,VK €T

OEEK gEEK

par ug et on fait la somme sur tous les volumes de contréle K :
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z z Fy s ug + z Z Vo Ug 4+ Ug + z bm(K)uz =0

KET o€ KeT o€y KeT

Ceci donne, apres réarrangement des termes de cette somme suivant les faces de

€= gint U gext )

Z T, (Dyu)* + Z Vs (U + — Uy )Ug 4 + z bm(K)uz = 0,vK € T (3.3)"
og€EE o€EE KeT
Ug si Vk,o <0
ol v, = |vg,|etu, = {uLsi oc=K|L _ .
0 sicee,,) S Vko >0

Maintenant, on montre que :

Z Z Fyoug = z 75 (Dyu)?

KeT o€e&g og€E
Ona:
Z Z Fyg o ug = z Fy, o ug, + -+ Z Fy, o Uky »N = card(T) (%)
KeT og€e&y (TEEKI O’ESKN

Dans cette somme et apres réarrangement des termes suivant les faces de € = &;,; U €.+
deux cas de figure peuvent se présenter :

Danscecas 3K € T /o € Exet AL € T /o € &, ¢’est-a-dire 0 = K|L. En parcourant la somme
dans(*), on rencontre la somme des deux termes liésao = K|L :

Fg oug + Fgup = Fg o (ug —uy)

En faisant la somme sur toutes les interfaces de &;,; on obtient :

Z Z Fyoug = z Fgo (ug —u) = z —Tg (up — ug)(ug —ur)

KET 0€Em NEK 0E€Em: o€
— § 2 _ 2
- Ts (uL - uK) - Z Ta(Dau)
O-ESiTlt Jegint
0E &y

3K € T /o € &, en parcourant la somme dans(*), on rencontre le terme Fy ,uy liessa o c
20 . En faisant la somme sur toutes les faces externes de &,,; on obtient :
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z z FI(,UuK= z FI(',auK= 2 Taulz(z 2 TU(Dou)Z

KeT G'Egext ﬂSK JESext O'E(gext O'E(gext

Par conséquent :

KeT o€y KeT o€&yy NEK KET 0€Exxt NEK
— D 2 + D 2 _ D 2
= Ts (Dgu) T, (Dew)” = ) 15(Dow)
0E€E it 0€E oyt o€E

Il faut montrer aussi que :

§ Vk,g Ug,+UK = Z Vo (Ug,+ — U~ )Ug,+

oEEK ogEE
Uy Sivg, =0 Uy Si Vg, <0
Ona:u,,.=<(uy; , oc=K]|L . et u,_= u , c=K|L .
ot {L | Sivg, <0 7 {L | Sivgy, >0
0 , €& ' 0 ,0€& '
Donc:
({uL—uK, oc=K|L
sivg, >0
Ug , o c o Ko
Uy —Us— =10 si vg, =0
u,—ug, o=K|L .
sivg, <0
{—u,{ , ocoaqQ > Ko

et de la méme maniére et pour les mémes raisons on distingue deux cas :
o € gint .

Dans ce cas 3K, L € T tel que o = K|L, en parcourant la somme dans(x), on rencontre la
somme des deux termes liésao = K|L :

Vg oUg +Ug T+ UV oUs 4 U, = Vg oUq 4+ (Ug — UL)

(ua,+ - uo,—)u0,+v1(,a S1 Vg5 > 0
=<0 Sivg, =0
_(uo,+ - uo,—)u0,+v1(,a si Vko < 0

= |UK,0|(ua,+ - uo,—)ua,+ = Vs (ua,+ - ua,—)uo,+
€&y

Vo € E,,:,3K € T /o € E . En parcourant la somme dans(x), on rencontre le terme
FK‘O-uK Ilé 5:10' C a.Q.
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(ua,—i- - ua,—)ua,+vK,a SI Vg5 > 0
0 Si vk, =0

vK,aua,+uK =
_(ua,—i- - ua,—)ua,+v1(,a Sl Vg g < 0

= IvK,al(ua,+ - ua,—)ua,+ = Vs (ua,+ - ua,—)u0,+

Donc:

Z Vk,o Ug,+UK = Z Vo (u0,+ - ua,—)ua,+ + Z Vo (u0,+ - ua,—)ua,+

o€EK 0EE TEE eyt

= z Vs (Ug + — Uy, —)U, 4. Ceci explique | apparition de ce terme dans | équation(3.3)"
o€E

Pour déduire que ux = 0,VK € T, il suffit de montrer que le deuxiéme terme du premier

membre de (3.3)" est positif :

On remarque que :

1
D oty s =y Yty e =5 0y (g = g, V(e — 02 )

[ og€E

On utilise I’hypothése : div(v) = 0

> v —ut ) = 3 ([ Ve me@) dy Gy

og€E KEeT gk

= Z j div(v(x))uz dx

KeT K
= f div(v) u2(x)dx = 0 ou Ugyy (x) =ug ,VKET
Q

On montre alors que :

2 — 2 2
Z Z Uk VKo = Z Vo (ua,+ —Up,—-

KeT og€&y, ogEE
Onsaitque:uZ, —u2_ = (uyy — Uy ) (U s + Uy )
Sic=K|LEEy,:

Ug — Uy, Sivg, >0 i
o ug+u, sivg, #0

—u._ =40 Sivge =0 Ju, . +u,_ = :
7 | Ko »Fat T To, 2ug Sivk, =0
—(ug —uy) sivg, <0 ’
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(ug —uf) vk, sivgy >0
(2 2y, = 10 sivy, =0
—(ug —uf) vk, sivg, <0

2 2 — 2 2 — 1,2 2
= (u0,+ - ua,—)va - (uK - uL) |UK,O'| = Uk vK,a + uj, vL,a
Sio€&.:

Uy Sivg, >0

Us 4 — Ug— = 0 SivK'Jzo ,ud’++ud‘_:{
—ug Sivg, <0

ugy Sivg, #0
2ug sivg, =0

ug v 4 sivg, >0
2 2 _ - _
(ua,+ - ua,—)va = 0 S1 Vg = 0

—Uf v, Sivgy <0

— 2,2
(u§,+ - ug,—)va = ug |vK,0|

z z vK,auIZ( = z Z vK.aulz( + z Z vK,(fuIZ( (**)

KeT o€&y, KeT o€&py NEK KE€T 0€Eext NEK

— 2 2 2

= z vg o (ug —ug) + Z Vg, Uk
TEEn; OE€Eex;

— 2 2 2 2

- Z (ua,—i- - ua,—)va + z (ua,+ - ua,—)va
OEEnt TEEext

— 2 2

- Z(ua,+ - ua,—)va
o€E

Alors (3.3)" donne :
0<lulRs+ Y bmuE == v,(u,, = Uy gy <O
KeT o€E

Ce qui entraine que ug = 0,VK € T car par hypothése on a,b = 0.

Conclusion : la seule solution du probleme homogene associé au systeme linéaire aux
volumes finis (3.3) : (3.3)" n’est autre que la solution triviale ur = 0 , donc (3.3) admet une
unique solution uy = (ug)ker-

Etape 2 : Estimation

Supposons toujours que g = 0 sur 9Q , ensuite, on multiplie les deux membres de
(3.3) par (ug)ger et on fait la somme sur tous les volumes de contréle K :

D bmOuE + DY Feguwet )Y viegUpgug = Y ml) fiwe  (04)
KeT KET o€k KeT o€, KeT

33



Apreés réarrangement des termes des deux derniéres sommes du premier membre de (#x*x)
suivant toutes les faces de € on obtient :

D b + ) 1o (Dgur)? + ) vy (s =ty b = ) M) fct

KeT o€E g€ KeT

=b z f uzdx+Il ur IIiTS Z m(K) frug carE Ve (Ug 4 — Uy )Us 4+ = 0

KeT k KeT oEE

= bl ug Iz, +1 ug 17 < z m(K) frug
KeT

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

bt Wy 1y 12,2 () m(K) fRECY. m(K)yup):

KeT KeT

Puisque b = 0, on peut dire que :

1 1
iy 1< b g W2 +Hlur 1E7< () mUO) f)2() m(K)uf)?

Ker Ker
ou
Z m(K) f? = Z j fédx = f fi(x)dx =Il f ||fz(m,
KeT KeT K Q
Z m(K) u = z f uidx = f u2(x)dx =l uy "iz(n)
Ker KeT k Q
alors

lug 17 <1 f 2y I ug Nz
D’aprés I’inégalité de Poincaré discrete il vient :
I ug 15 7<Il f Il 2(q)-diam(Q) | ug ll; 7=l ug Nl 7< diam(Q) Il £ ll2¢q)
ol uq est la solution discréte du systéme aux volumes finis. [

3.1.4 Convergence :

Nous allons montrer la convergence des solutions approximatives qui sont obtenues par le
schéma aux volumes finis quand la taille du maillage admissible T tend vers 0. Pour cela on a

besoin du lemme suivant :
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Lemme3.3 : Soit 2 un ouvert borné polygonal de R¢ ,d = 2,3 et 77 un maillage admissible au
sens de la définition 3.1. Soit uy € X(7) définie dans 3.2. On définit @ par

. {u pp 12
u:

0 pp RN
alors, 3C > 0 dépendant de 2 tel que :

(. +1) = T W2 gay <N w 7 Inl(In] + Csize(T)), vn € R
Preuve du lemme 3.3 :

Pour o € &, on définit la fonction y, par y, :R¢ x RY — {0,1}

1sion[x,yl+0®

(7)) = X, (6 )) = {O sioN[x,yl=0

Soitn e RY,n #0o0na:
[+ )~ GCO1 < ) o Goox +mID,ul ,ppx € 0

ogEE

Ceci donne d’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwarz :

D 2 1
@G+ m) ~ 501 < () gaCox +m g8 g G+ dyCo o € (D)

og€EE g€EE

ou C, =< “aﬁ >pd | €t n, le vecteur normal unitaire a o (rappelons que <, >pa le

produit scalaire dans R%).

On montre qu’il existe une constante C > 0 dépendant de Q tel que :
Z)(U(x,x +1m)d,Cy < Iyl + Csize(T) pp x € RY
o€EE

Soit x € R tel que o N [x, x + n] contient au plus un point Vo € £

Puisque Q n’est pas supposé convexe, on peut dire que [x,x +n] ¢ Q. Soity,z € [x, x + 1]
telquey # zet[y,z] c Q,3K,LE€T telquey € Ketz € L, onprend d, = |y; — z|

ol {yl = xgx ouy, avec o € &, N Eg dépendant de la position dey dans K
Z; = X, ouy;z avec & € &,,, N €, dépendant de la position de z dans L
Ui
ZXa(y'Z) dO'CO' = ZXa(y'Z)lyl - Zl” < n, 'm >Rd |

og€EE og€€

Ui
= > %) =l | < g |

ogEE
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=2 10,2 | < Iy~ g > |

g€eE

= |< (y1 — 21), 7 >ge|- avecin,| =1

s
Il
Onay,z € [x,x+n]donc y; —y =y, avec |y,| < size(T)

et z; —z = z, avec |z;| < size(T)

n n ]
| (1 —Zl)-ln—|| =y +y: —Z—Zz)-ml <ly—z|+ |yl +|z2| < |y — z| + 2size(T)

Ceci donne :
Z)(a(y,z) d,C, < |y — z| + 2size(T)
og€EE

Puisque y,z € [x,x + n] tel que y # z et [y, z] € Q , en particulier :

Z)(U(x,x+r]) d,C, < |n| + Csize(T),C =2si [x,x+1n] € Q

[

Vo € €, f Xo (6, x +n)dx < m(o)C, |n|
R4

Pour trouver I’inégalité cherchée on intégre I’inégalité (1) sur RY :

f|u<x+n> atars [ xotox+n s '2)(2 Ko Gt x + ) Cp)dx

Rd OEEk o€EEK

2
U
= @(x +n) — w(x) Iliz(Rd (Inl + Csize(T)) J Z Xo (X, x +1) Id Cl
Rd 0€EEk
T+ 1) — ) W g < (Il + Csize(T)) Z 1ol 1D, P
0EEK
= ti(x +7n) —t(x) ”LZ(Rd)_” u IIN Inl(lnl + CSlze(T)) vn € RY -

A présent, nous pouvons énoncer le théoréme de convergence. Premierement, on va prouver
le résultat de convergence avec des conditions au bord de Dirichlet homogéne ¢’est-a-
direg =20

Théoreme 3.1 (convergence, conditions de Dirichlet homogeéne): Sous les hypothéses de
position du probleme (3.1) avec g = 0. Soit 7un maillage admissible au sens de la définition 3.1
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et soit (ug)xer 1a solution du systéme donné par les équations de (3.3) .On définit uy €
X@)parur(x) =ugppx €EK,VKET

Alors, uy — u dans L?(Q) quand size(7) — 0
De plus, Il ur lly7 — 1l u 3oy quand size(T) — 0
Preuve du théoréme 3.1 :
Soit Y I’ensemble des solutions approximatives ¢’est-a-dire :
Y = {uy, T un maillage admissible au sens de définition 3.1}
On veut prouver que uy — u dans L?(Q) quand size(T) — 0
Grace aux deux lemmes 3.1 et 3.2, il existe une constante ¢; dépendant de Q et f tel que :
Il ug Il < diam(€Q) | f ll 2¢q)< C1,
I ug Nl 2(q)< diam(Q) Il ug Il 7< (diam(Q)? Il f l2(y< Gy
Donc ug est borné.

ur ppQ,Vur €Y
0 ppRH\Q

SOlt ﬁg" = {
On a d’apres le lemme 3.3 :
I %y (- +1) = Ty 2 gay<I ug 157 [7l(Inl + Csize(T)), vn € R
= iy (. +n) — 1y I 2grey— 0 quandn — 0

=l ur(+n) —ur lzqy— 0quandn > 0 (=x+n€Nsix € Q)

Donc d’aprés le théoreme de compacité Y est relativement compact dans L2 (), et grace a
1’unicité de la solution (dans H§ (Q)) du probléme(3.1) ,il suffit de prouver que

Si(uer, ) )neny €Y — udans L*(Q) et size(T,) — 0 quand n — oo
alors u est une solution de(3.1) .

On suppose donc que u; — u dans L2 () quand size(7) — 0 et on montre que u est une
solution de (3.1). Soity € C°(Q) et soit size(T") assez petit tel que :

Y(x) =yP(xg)six € K,VK € Tet K ndN # @ . Pour cela, on multiplie (3.3) par ¥ (xx) et on fait
la somme sur K € T on obtient :

T1+T2+T3:T4

avec :

37



Ty =b ) m()weh(xe),

KeT
T; = Z Fro(xg) =— Z Z T (U —ug)P(xg) ,N(K) = {L € 7,30 € E|o = K|L},
KeT K€eT LEN (K)
T; = Z Z Vg oUg,+ 1!’(951(),
KETLTESK

Ty = > m(K) fih )

KeT

Puisque u; — u dans L?(Q) on remarque que :

T,=b Z f ugP(xg)dx =b j ur()yYx)dx — b f u(x) Y(x)dx quand size(T) — 0
KeT K N 0]

T, = Z f f) Y(xg)dx = jf(x)z/)(x)dx — f f(X)l/J(x)dx quand size(T) — 0
KeT K 0 0
On va étudier maintenant T,

T, = - T (u, — ug)P(xg)
KeT LEN(K)

== T (U — wd (xg) — Z Tk (ug —u)P(xg)
LENTK) KEN(L)

- Z TK|L (u, — UK)(UJ(XK) - l/)(xL)) car Ty, = Tyk

K|LEE

Soit T, = f ur (M) dx =y f u ApCdx = . ug f Vi (). ng (O dy (%)

0 KeT k KeT  §k

=Sy f Vi (). ng, (0 dy (1)

KeT 0€EK o

U:KlLegint

= D G- w) [ W, (G car ng, =~y

Puisque u; — u dans L?(Q),

T, = f ur(AY(x) dx — f u(x)Ap(x) dx quand size(7) — 0
0 0
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On définit maintenant :

Y(xy) — P(xg)

di|L

Reii= Dy f Vi (Ong () dy (o) —

ol ng ; le vecteur normal unitaire aK|L se dirigeant vers Iextérieur de K (ou | intérieur de L)

Alors
LaTi=| Y o~ w0 = $0n) + G —w) [ V0o g, dy ()]
0=K|LEE;y; K|L
( L) m(K|L)
-| ] — )= () — P) + s [ VG0 (dyeo)
o= |L€£mt K|L
T, + Tyl = m(K|L)(ug —uy) Ry
0=K|LEE;y;

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

—u )% 1 1
i<y mEn BTN mK L RE,:

0=K|LEEn; KL 0=K|LEEn;

Les propriétés de régularité de la fonction 1 donnent 1’existence d’une constante C, € R qui
dépend de 1, telle que Ry, |< Cysize(T) etona:

z m(K|L)dg, = J dgdy(x) < J dgdy(x) < J di,dx = dg.m(Q)
o=K|LEE s 0=K|LEEmt &
= |xx — x;,|m(Q) < d. m(Q)

Alors

IT, + Ty] < ( Ty (Dow)? Y2(C3d. m(Q)(size(T))?)z
o=K|LEE;y,;

1
< Cpdiam(Q)(d-m(Q)(size(T))*)2 Il f ll2¢y— 0 quand size(T) — 0
Donc:
T, + T, — 0 quand size(T) — 0

Ensuite, on va montrer que
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T; — —f v ()u(x)AyY(x) dx quand size(T) — 0
0

SOit Ty == Ts + T

ou

T= 0 ) Uiy, — u) i),

KeT gey

=) D e = . [ div (Vi) dx

KeT gegy KeT k

= j div (v(x))ur () yYr(x)dxou Yr(x) =yP(xg)six EK,VK €T
k)

ou 1 définie par : ¥.(x) = P(xg) six € K,VK € Tet 0K N 90 # @

Puisque u; — u dans L?(Q) ety — 3 dans 12(Q) quand size(T) — 0 et divv = 0, 0on a:
Té’ — j div (v(x))u(x)y(x)dx quand size(T) — 0
n

On réécrit T, comme Ty = T; + 13
ou

F= DDy —w) f VG- Mo (PCOdY ()

KeT o€y

B Y W, —w) f V). 0 (1) () — )y ()

KeT ge€y
Sic=K|Le&,;:Ix €EK|o € ExetIx, EL|loc EE
En parcourant la somme dans 73, on rencontre la somme des deux termes liésa o = K|L

Donc :

B=Y Y, ) f V). Mo (b () — () dy ()

KET 0€E nEk

> @, —w j V()N o (0) — YOOy (1), g, = =1

KEeT o€&ip: nEx
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D’apres le théoréme de la moyenne : 3¢;,¢&, € 0 = K|L tel que :

<D D g~ f V(&M ol Cex) = 98, )1dy ()

KeT Uegintﬂgk

D el | V(g9 ) — (€ idr (o)

KeT O'E(gintngl(

<D D Tty —ugm(@ V() lIm 11 (6,1 = €

KeT UESinmgK

S D e —wd (E)m@IVE g 11 ()b, — &

KeT UegintnSK

Gréace a la régularité dev et ¢ ,3C; € R, C3 dépendantde v et y telle que

1<) DT gy —udm(@)Casize@) = DT Y i~y m()Casize(T)

KET 0€Emuney KET 0EEmengy,

= [r3] < Z Z Uy + —Ug — Uy + + U |m(0)C35ize(T)

KET 0€Emuney

= |rs| < Casize(T) Z m(KIL) [, —ug
o=K|LEEn;

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

73| < C3size(T)( Z TK|L|uL_uK|2)%( Z m(KlL)dqu)%

0=K|LEEn; 0=K|LEEn;

1
= |r3| < C3size(T) Il ug lly 5 (d.m(Q))2 car Z m(K|L)dg, < d.m(Q)
0=K|LEEm,

1
= |r3| < C3(d.- m(Q))zsize(T)diam(Q) | f Il 2(y
= |r3] — 0 quand size(T) — 0

Sivg, <0etoccdQ: u,, =0carg=10

== we ) [ VO @u@dr == ug [ div o). peods

KeT  o€&x & Ker K
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= —f div (vO)Y () ur(x)dx — — f div (v(x))y(x)u(x)dx qand size(T) — 0
Q

Q

De méme

Ty = — Vg ougP(x) = — div (v(x). 1 (xg))ugdx
22 |

KeT g€ KeT i

=— f div (V(x). P7 () )ur(x)dx — — f div (v(x). p(x))u(x)dx quand size(T) — 0
aQ )

Donc
Ty =Ty + Ty — —f div (V(x).lp(x))u(x)dx + f div (v(x))yp(x)u(x)dx
Q Q

= —f v()Vy(x)u(x)dx quand size(T) — 0

Q

On conclut alors que :

0=T+T,+T3-T, — f (bu()(x) — u(x)Ap(x) = vV (ulx) — f(x)p(x))dx,
Q

Vi € CF(Q) quand size(T) — 0
Donc

f (bu()y(x) — u(x)Ap(x) — v Vi ()ux) — f(x)(x))dx = 0,V € € (Q)

Q

On sait que CZ° (Q) est dense dans H{ () alors

J (buCOP(x) — u()Ap(x) — vV ux) — f()P(x))dx = 0,V € Hy(Q)
Q

C’est I’équation de (3.1)", (g = 0) qui admet une solution unique u € H} () alors,
uy — u dans L2(Q) quand size(7) — 0 ol u est I’unique solution dans H3(Q) de (3.1) .

Finalement, on montre que Il uz ll,7— 1l u i) dans le cas de diffusion pure c¢’est-a-dire on pose

b = v = 0, donc I’équation de (3.1)' devient : —Au(x) = f(x)

et I’équation (3.3) devient
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> Fig = m(K)fy

og€EEK

On multiplie cette équation par ux et on somme sur K, et d’aprés 1’étapel de la preuve du lemme 3.2

Z 7, (Dyur)® = Z m(K) frug

og€EE KeT

—tur =Y [ feuar = [ fCures
Q

KeT g

Soit ¢ € H{(Q) I’équation —Au(x) = f(x)devient :

- [ su@o@aix = [ repwdx ve e Hi@)
9]

Q

Par la formule de Green on obtient :

f Vu(x) Vo (x)dx = f F)p()dx
Q

Q

Ceci devient, sion prend u = ¢
f Vu(x)|*dx = f fux)dx =l u ||§[(1)m)= f fu(x)dx
Q Q )

Puisque Il us Il 7= Jo fF@ur)dx — [, fulx)dx =l u IIﬁ%(Q) quand size(T) — 0

Alors
g If 7= 2 I o) quand size(T) — 0 n
On va étudier maintenant le cas de la condition de Dirichlet non homogeéne tel que :g €
1 1
Hz(80) ot Hz(80) = {g € L2(09), § € H'(D)|Fjo0 = g}
Theoreme3.2 : (convergence dans le cas des conditions de Dirichlet non homogéne)

Supposons que les quatre premiéres hypothéses du probleme (3.1) sont satisfaites et de plus

1
g € H2(00). Soient ¢ € R, ,M € N et soit 7 un maillage admissible dans le sens de la
définition 3.1 tel que d, = {diam(K) ,VK € T ,Vo € E g et card(E ) < M,VK €T .
Soit (ug)ger la solution du systeme donné par (3.3) et soit

1 1
9 =7 f 9C)dy(x) Vo € € oy (g € H(O))

On définit ux € X(T) parur(x) =ug ppx EK,YK €T
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Alors, uy — u € H'(Q) dans L?(Q) quand size(T) — 0.
Dans la preuve de ce théoréme on utilise le lemme suivant :

Lemme3.4 : Soit £2 un ouvert borné polygonal de R? .Soient § € H'(Q) et g = 7(§) (¥

1
est l’application trace de H'(Q) dans Hz(9£)). Soit 7 un maillage admissible dans le
sens de la définition 3.1 tel que : 3¢ > 0, d, = {diam(K) ,VK € T ,Vo € E ¢

et card(€ g) < M,VK € T.On définit §x , g, et N(g,T) par :

gy = m(K)fg(x)dx VKET, gy = )fg(x)dym Vo e &

NG =) %@=8)+ . mn@x =T

0EEint E€Epxt
Alors,3C(M) e R, tel que : N(G,T) < C Il G llyz(q,
Preuve du théoreme 3.2:
Onprendlecasb=v=0

Soit § € HY(Q) tel que 7(§) = Jjaa = g. On définit iy = uy — gy ou gr € X(T') définie par :

. 1 .
gf(x)—mfg(y)dy ,VK €T Vo € &
K

Alors, (fig)ker Satisfait :

Z F‘K,O' = m(K)fK - Z GK,O’ ,VK eT (34)
o€EEK gEEK
OUF‘ ={_TK|L(ﬂL_ﬁK) ,VO'Egl'nt ,SiO'=K|L
Ko ™ e, (iig) ,Vo € E,, ,telque g € Ey
—Tk1. (gL — k) VO E &y ,sio=KIL 1 f
G :{ - d
K=oty (G, — ) V0 € Euue telque € £ O 97 ey ) IOW)
g

On multiplie I'équation (3.4) par iix et on fait la somme sur K € 7,0n obtient :

Z Z ﬁK,a g = z m(K)fx tg — z z Gk o Ug (3.5)

KeT o€y KeT KEeT o€&y

Sio =K]|L:

Z Z F'K,J Uy = Z FK,U (fig — 1)

KeT o€&yk 0€Eint
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__ Z i (@, — ) (B — Ty

K|LEEn:

~ N2 a2
Tk (Ug —U)” =1 Uy 15

K|LEEn;

Sio € &gy

s 5 - ~ 2
Z Z Fyotig = Z Fyotig = Z T, U =ty 155

KeT o€ty 0 EE oyt 0EEext

L’équation (3.5) devient :

Var = ) m(K)fi g — ) ) Gy, i

KeT KeT o€y
Sio =K|L:
Il @y "%,T: 2 m(K)fx tg — Z Z Gy (g — 1)
KeT KeT o€y
= Z m(K)fy tig — Z Z Gy o (Tg — 1)
KeT KeT oegy

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 1
I iy 1< Z m(K)fx g + ( Z i (1 — Jr)H2( Z iy (B — 1)%)2
KeT OEEin; OE€Eint

< Y mf g + NG Iy g
KeT

Sio € &y

Var =) m()fitix = ) Gy lix

KeT 0EEoxt

D’apres, l'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve :

1 1
Var < > m(Ofi i +( ) 7, = G022 ) 1,02
KeT 0€EEext OEEext

< Y m(ficiig + NG, T) Wiy Iz
KeT

Donc Vo € &g

Vi 7S ) MU+ NG, T) i Dy
KeT
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D'aprés le lemme 3.4 ona :N(G,7) < Cll g ||12_12(Q) , donc l'inégalité au-dessus devient :

Var 1= ) mQO i g+ C 1 G Wil Bl
KeT

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :
I Ty 13 -<Il Ty Izl f 2@y + C 11 g Ilﬁz(ﬂ)ll Uy lli,7
Ceci donne d’aprés l'inégalité de Poincaré discréte :
I iy II%,TS diam(Q) Il f 2yl g N7+ C Il G Ilf{z(mll tg lly7
AC; € R dépendantde Q, || § IIﬁz(Q) et f tel que :
I &7 lly7< diam(@) | £ 20y + C 11 § Izq)< Gy
et Il dy llp2q)< diam(Q) Il Ty Il 7< ¢ diam(Q) < €; = Ty est borné dans 12(Q)

On va montrer maintenant que 1ii; — ii dans L?(Q) quand size(7) — 0 on raisonne comme
dans le cas du théoréme 3.1 c’est-a-dire on utilise le lemme 3.3, le résultat de compacité
(dans L?(Q)) et I'unicité de la solution (dans H( ©)) du schéma (3.3) . Dong, il suffit de
prouver que si iy — @ € Hj(Q)dans L?(Q) = i est la solution de(3.3)

Soit gr définie par :
1
gr(x) = mj d(y)dy,Vx € K,VK € T tel que : §r — § dans L2(Q) quand size(T) — 0
K
Soit 1 € € (Q) et soit size(T") assez petit. On multiplie I'équation (3.4) par(xk) et on fait la

somme sur K € T, il vient:

Tl = TZ - T3 avec

T3 = —Z 2 T1(|L(gL _gl()llj(XK) ,N(K)={LeT,3c€E|loc =K|L}
KeT LEN(K)

== Z Tk (gL — Gi) Wlxg) — Z Tk Gk — ) (x)
LEN(K) KEN(L)

=— Z )L — k) (lp~(xK) - lﬁ(xL))

LEN(K)

Soit: T} = f GNP =y j TGl GO dY) M) dx

KeT g

Z Z f = mK) ) GO AY)VP(x).ng - (x)dy (x)

KETUE(QU
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1 ~
) | (m(K) G0Ny s Lf FOIY)TH). D (Y () Mg = =

mt g

Puisque: §r — § dans L2(Q) ,T3’ — f G () AP (x)dx quand size(T) — 0

Alors :
=Ts+ T3 =1 ) 703 — i) (e = BGxy)
OEEin;
' Z f e f §0)y = f FOIY)THC). o (V)dy (0|
- 1 . - -
=1 ) el Lj §0)dy — == Kf GO)dy) @) — b))
+ Z (—= g(y)dy—Lf §(y)dy))m(a)wl =0,V € ()
o (K) m(@) J d, TYE
Donc :

T; =Ty — f GO)AP(x)dx quand size(T) — 0

On va étudier maintenant T; :

T, = Z Fye o (xg) = — Z Z Ty (B, — ) P xg)

o€EK KeT LeEN(K)

- Z T (B, — @) WP le) = P(x,))

K|L€E iy

Soit T, = f fig () A (x)dx
Q

=Y [ W@ = Y - 1) [ W, @dr ()

KeT 0K 0€Eint

Puisque fiy — i dans L?(Q) quand size(T) — 0,

Tl' = f fiq () AP (x)dx — f fi(x)AY(x)dx quand size(T) — 0
) )
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1[’(9%) - 1[’(’0{)

Vi) (x). ng, (x)dy (x) — e,

1
On définit Rk ; par Ry, = m f
K|L

alors

M=t Y [~r@ - @) (0 — B0 — @ - ) [ Ve nu@d @)

K|LEEn; KL

=1 ) —mKIL) (@, - %Ry
K|L€Ein;

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient :

N —1.)2 1 1
mati<C Y mEin TGS Kb B

d
KILEEi: KL K|LEEin:

La régularité de la fonction 1 donne I'existence d’une constante C, € R dépendant de v, tel
que |Rk .| < C;size(T) et on sait que :

m(K|L)dg ;, < d.m(Q)
K|LE£int

’ l . l
SIH+TI<C Y @G ) mKILdy, (size(T)?2
K|LEEn: K|LEEn:

’ l
= |Ty + Ty| < diam(Q) Il £ ll,2(qy (C3dm(Q)(size(T))?)2 — 0 quand size(T) — 0
Donc :
T, — —T,quand size(7) — 0

Finalement, T, = Z m(K) fx P(xg) = f FOOP7(x)dx — f f()P(x)dx quand size(T) — 0
ol Q

Ker
ol Pr(x) = P(xx)si x € K, VK € Ttel que 7 (x) — P (x)dansL?(Q) quand size(T) — 0

On conclue que :

0=T—T,+T3 — — f () AP (x)dx — f FOOP(x)dx + f GOO)AY(x)dx , V) € CL ()
Q

Q Q

quand size(T) — 0

Par densité de C(Q) dans H}(£), on obtient :
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- f (o) AP () dx = f FEOPCOdx j G @ dx, v T € Hi(Q)
9]

Q Q
Cette derniére équation admet une unique solution (par le théoreme de Lax-Milgram)
ii € Hy (). Comme ii; — i dans L?(Q)quand size(7) — 0
et g, — gdans L2(Q)quand size(T) — 0
Alors, uy =iy + §r — i + § = u dans L2(Q)quand size(T) — 0
Conclusion :

u est I'unique solution de probléme (3.1) avec u € H'(Q) |

3.1.5 L’estimation de I’erreur dans C? :

Sous les hypothéses de la régularité de la solution de probleme (3.1), on peut prouver que
I'erreur entre la solution exacte et la solution approximative qui est donné au schéma aux
volumes finis(3.3) est d’ordre size(T") = supger(diam(K)).

Théoréme 3.3 : Sous les hypothéses de position de probleme (3.1) , soit 77 un maillage
admissible au sens de définition 3.1, et soit uy € X(7") définie pp dans 12 par :

ur(x) =ugpp x € K,VK €T ,0U (ug) ger €st la solution de (3.3) .On suppose que
I'unique solution variationelle u de probléme (3.1) est de classe C? , soit pour chaque
K € T,ex = u(xg) —ug et ey € X(7) définie par :

er(x)=expp x€ K,VKET
Alors, il existe une constante C > 0 dépendant de u, vet 2 tel que :

I e lly. o< Csize(T) , ol |I. Il s la norme discréte Hg

Ier lLz)< Csize(T) (3.5)
m(o)d, (g~ mza) [ re@ngpdry+ Y med, (g(y";—g_”"
o=K|LEEn; I 0=€EEpyt
) Vu(x).ng ,dy(x))? < C(size(T))? (3.6)

Preuve du théoréme 3.3 :

Soit ur € X(T) tel que : u(x) = ug pp x € K,VK € T .Soit la balance du flux :

VKE T, Z (Fio — Vo) +b f u(x)dx = j FOodx (3,7)
K

oEEK K
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ou F, = — [ Vu(x).ng q(x)dy (x) la diffusion du flux

Vo = J, u(x)v(x).ngq(x)dy(x) laconvection du flux a o vers I'extérieur de K
Soient Fy , et Vg, sont définies par :

—‘L’K|L(u(xL) - u(xK)), Vo = KlL € SK N gint ,VK ET
Fip={ m(
d(xKa)

(u(ya) - u(xK)), VoeEErNE,y VKET

Vi = Vi ou(X54), V0 € Ex N Egpy VK ET

XK Si vk, =0
Xo+ = {xL 0 = KlL € gint ;

Ve <0
Yo, 0 € gK n ‘Sext K.

Alors la consistance de I'erreur sur la diffusion et la convection du flux est définie par :

1, . 1, .
RK,U = m (FK,U - FK,O’) et Tko = m (VK,O' - VK,O’) (3'8)

Gréce a la régularité de u etv,3C; € R dépendant de u et v tel que :

|Rks| + |7k.0| < Cisize(T),VK € T,Vo € &

Soit px = u(xg) — m u(x)dx

u(xK) - u(X)
(K)_[ (xg —x)dx

ulxg) —ulx))dx | =
Il existe une constante C, dépendant de u tel que :
< 1fv()( )dx | < Cysize(T)
lok| < m(K) u(é)(xx — x)dx | < Cysize
K

On soustrait (3.3) 4(3.7) , grace a (3.8) ona:

> o = Feo) + . (g =Vig) +b [ uGeddx = bm(Kyuy = j Fdx ~m(Ofi (39)

gEEK ogEEK K

Z (FK,O' - FK,O’) = Z m(U)RK,a + FI?,O’ - FK,O'

0EEK g€l
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(Fro=Fe)= ) m@Reo+ Yt (~(le) = ulr) + (u, — up)

UESKnSmt G'EEKnEint O'EEKnEint
= Z m(o)Rg, — Z k(e — ex)
JEEKDEW O'EEKnEint
= Z m(o)RK,a - Z GK,O'
JESKOSW JESKn&'im
Sio € &y
_ m(o)
(FK,O' - FK,O') = Z m(a)RK,a - Z m(u(%r) - u(xK) - g(ycr) + uK))
O EEK NE eyt TEEK NE eyt 0EEK NEpxt Ko
m(o)
= Z m(o)Rg , + Z ——ex ,(u=gsuriQ)
GEEKNE d(xK'“)
KNCext TEEKNE eyt
= ) m@Rg,+ ) Gy,
O'ES]( nSext O'ES[( ﬂSext
Z (FK,O' - FK,O’) = Z m(U)RK,a + Z GK,J
oEEK oEEK og€EEK
Z (VK,O' - VK,U) = Z m(o-)rK,a + VI?,O’ - VK,O’ = Z m(c)rk,a + Z WK,O’
oEEK 0EEK gEEK 0EEK
ou
—TK|L(eL—€K), V0=K|L€£Kn€int , VK EeT
G =F;, —F, = m(o
Ko = "Ko — "Ke Le,{, Vo EELNEyy VKET
d(XK,O—)
et WK,O’ = Vla(k,a - VK,O’ = VKo (u(xa,+) - ua,+)

D’aprés le théoréme de la moyenne 3¢ € K tel que :
b f u(x)dx — bm(K)ug = b(m(K)u(é) — m(K)ug)
K
Onpose: xx =¢
b f u(x)dx — bm(K)ug = b(m(K)u(xg) — m(K)ug = bm(K)eg
K

Si u est seulement continue sur Q , la premiére équation de probléme(3.1) devient : bu(x) = f(x)
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f f)dx —m(K)fx =b f u(x)dx — f f()dx = b(m(K)u(xg) — f u(x)dx)
K K K

K
1
= bm(K) (u(xg) — mK) u(x)dx) = bm(K)pg
K
Donc :(3.9) devient :
> (G + Wi) +bmFex = bm(Kpy = Y. m@) (R +7k,) (3.10)
ogEEK 0EEK

On multiplie (3.10) par e et on fait la somme sur tous les K € T

Z Z Gk sex + Z Z Wk sex + bZ m(K)ep

KeT o€gy KEeT o€&y KeT

=b Z m(K)pgex — Z Z m(o)(Rg s + Tx,0) €k (3.11)

KeT KEeT o€€yk
Sio= KlL € EKﬂsint:

Danscecas3dK e T|oc € Ex et AL € T|o € &, c'est-a-dire ¢ = K|L , en parcourant la
somme, on rencontre la somme des deux termes liés a ¢ = K|L ;

_ _ 2 _ 2
Z Z Ggoex = Z Ggqex + Z G, e, = Z 15 (ex — ey ) = Z 75 (Dge)
K€eT g€k 0€EEK oEE] 0EEint 0EEint
Sig€EgN&Epy

Dans ce cas 3K € T'|o € &k, en parcourant la somme, on rencontre la somme des deux
termesliésao € &,,;

IPIEEIPUE n LRI a L RPN Ll

KEeT o€€k 0€EK NEeyxt 0€Eeyxt TEE gyt

= z z Gkoex = Z 7, (Dye)* + Z %(Dae)z =l e 57

KeT cg€€k 0EEint 0E€EEpyxt

(3.11)devient:

Il er II%,T+ z z VKo (u(xg,+) - ua,+)eK +b z f e? dx

KeT oegy KeT i
=b Z m(K)pg ex — Z Z m(o)(Rgs + Tx,) €k
Ker KeT oeey
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= er "%,T*‘ Z Z vk o (u(xy 1) — Uy 4 )eg + b f e?(x) dx

KeT oe&k Q
=b Z m(K)pg ex — z Z m(o)(Rgy + 7k s) €k
Ker KeT oegy
=l er Iz + Z Z Vk,o ((X0,4) = U4 )ex |+l er T2
KeT gey
< b miEpgex|+| Y Y M@ Ry + 70 ek (3.12)
Ker KeT oegy
} - ic=K|L €¢;
ober EXert) =exppx ke bpe =g M ST C LT
ex

et €o+ = u(x0,+) —Ug+

D’apres I’inégalité de Youngon a :

_ lok|®  lexl?
m(K)pg ex| = px exdx| < ( > + 5 )dx
KeT KeT k KeT k
1 ; 2 1 2
< Ef(CZSLze(T)) dx +§f e (x)dx
Q Q
1 2 1, ] 5
< 5 I er li2)+ ECZ m(Q)(size(T)) (3.13)
On montre que :
z Z vk o (U(xy 1) — Ug 1 )eg =0
KEeT o€&y
Ona:
Uy Si vgs =0 XK Si vgs =0
Uy y = {uL , 0=K|LE€E&;, . et x,4 = {xL, oc=K|LEE&; .
’ si vk, <0 ’ si vk, <0
9Ws) 10 € EKNEeyy Ko Yo ,0 € ELNEeye Ko
u(xK) — Ug si 'UK’O- =0
Alors:e; | = u(xo +) — Uy = { u(x)—u,c=K|L€E &y .
’ ’ ’ si vg, <0
u(ya) - g(ya) ,0 € SK n gext ’
ek si 'UK’O- >0
= {eL,O' = KIL € ‘Sint si UK,U <0

0,0 € Eg N Eupe
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ex Si vy <0

Donc:e, _=1{(e, ,0 =K|L € Eys . >0
’ si v
0 ,0€ENE, Ko
Vkoekes+ t VLo€LEs+ = VKoo ek —€L) ,Vks = Vg

ex —e, Sivg,>0
es+—€5— =140 Si vgs, =0
e, —eg sivg, <0

Vko ea,+( €o+ — ea,—) si Vko > 0
Donc:vg, e, +(ex —e) =4 0 Sivge =0

VKo ea,+( €o+ — ea,—) si Vko < 0
= |UK,0|(ea,+ - ea,—)ea,+ = vaea,+(ea,+ - ea,—)
Sio€E&y:

ex Si vgs, >0
€+~ €r— = 0 S1 VKo = 0
ex Sivg,<0

VKo ea,+(ea,+ - ea,—) si Vko > 0
Vi g1k =1 0 si vg, =0

VKo ecr,+(ea,+ - ecr,—) si Vko < 0

= |UK,0'|(eO',+ - ea,—)ea,+ = vaea,+(ea,+ - ea,—)

Z Z Vk o€5,+€K = Z vaea,+(ea,+ - ea,—) + Z vaea,+(ea,+ - ea,—)

KeT o€&yk 0€Ein: 0€EEext

1
= Z Vs €o,+ (ea,+ - ea,—) = EZ Vo [(ea,+ - ea,—)z + (eg,+ - eg,—)]

ogEE og€EE

On utilise I'hypothése divv = 0

> v, ety -t )= D ( j v ny () dy ()}

o€EE KeT gk

= Z f divv(x) efdx = J. divv(x) e (x)dx = 0

KeT g Q

On montre alors que :

DD vkoek =) vy (e —el)

KEeT g€€k og€EE
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Si 6 = K|L € Ejpy:

ex te si vk, >0
€s + + €r— = 231{ si Vko = 0
ex +e, si vg,<0

(elz( - eg)vK,a si VKo > 0
(63,4. — egj_)ya = 0 si Vko = 0

(eL2 — e,%)v,(r(, si Vg, <0

_ .2 2 _ 2 2
= (e — e[ )vks = efVky t+ e[V,

Siog €&,
ex si vk, >0
Cortes- =1 2ex si- vk =0
ex Si vgs <0
2 .
exVk & si vy >0
2 2 — i =
(e, —eZ ), = 0 si vgy =0
—e,z(v,(,a Si vk, <0
— .2
=ex |vK,0 |
2 _ 2 2
z z vK'G eK - Z Z UK’O- eK + Z Z vK'J eK
KeT og€€yk KET c€EKNE iyt KeT 0 €EK NEeyxt
— 2 2 2
= Z (ex —ef)vikq + Z ex VKo
0€Ein: 0 E€Eext
— 2 2 2 2 — 2 2
= 2 (ed+—e€5-Jvs + Z (e5+ —es-)vs = Z(ea,+ —e5-)v,
0E€Eint 0 E€Eext o€EE
Alors :

Z(eg,+ —e2 ), 20

og€EE

Donc I'équation (3.12) donne :

ey I+ Il er o)< b | m(K)pgex

KeT

N z z m(0)(Rxs + Tx.0) €k

KeT c€&y

b b
< > Il er IIfz(Q)+ ECZZm(S’l)(size(.‘T))2 + Z Z m(o)(Rg s + 7k 5) €k
KeT oge&y

b
=l er IZs+ 5 Il er ”iZ(Q)S Cs3(size(T))* + Z z m(o)(Rg s + 7k 5) €k (3.14)
KET o€&y
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D’aprés la propriété de la conservativité du flux on a :

RK,O‘ = _RL,O' et TK,O’ = _rL,U pour g = KlL (S gint

Z z m(0)(Rg,s + Tk,0) €k

KeT gy
= Z z m(0)(Rg o + ko) €k + z Z m(o)(Rxo + Tk,0) €

KET 0€€gNEipe KET 0€€¢ NE ot

= > m@)(Reo +7ic0) (e =)+ . m(@)Reg +7ico) ex

0€Eint 0€Eext
< Z m(a)(RK,(r + rK,U)DUe + Z m(a)(RK_U + rK_U)DJe
0€EE it 0€Eext
z z m(o-)(RK,G' + rK,a) ex = Z m(o-)(RK,a + 7"K,a) Dae

KeT o€y o€E

Z Z m(a)(RK'U + rK'U) ex| < Z m(o)(R, +1,)D,e
KeT g€e€y ogEE
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

SN m@) e +rin)e| = Y D (0,073 m(o)d, Ry +7,)0)

KeT o€y ogEE og€EE

<Nl ey llyy (d.m(Q)C2 (size(T))2)2

< Cy Il er Nl 7 size(T") avec C, dépendant de u,v,Q tel que C, € R,

b
(3.14) =l er II%_T+E I er IIfzm)S C3(size(T))? + Cy |l e Il g size(T)

Par l'inégalité de Young on trouve :

» b 2 . . Ci ,  lerlis
Il er 1750+ > Ieg fz(qy= C3 (size(T))* + 7(512(3(27")) + —

1 2 b 2 C‘% . 2
= 5 Il er If 7+ 5 I er fz(y= (C5+ 7)(SLZ€(T))
2 2 C‘% . 2 . 2
=l er 17+ b Il er 2= 2(C5 + 7)(SLZ€(T)) < Cs(size(T))

Sib > 0:l er I24< Cs(size(T))?
On utilise I'inégalité de Poincaré discréte :

Il er 120, < (diam(@))? Il ey I
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I ez IF2g)< Cs(size(T))? (diam(Q))* =l ex IIf2q)< (C(size(T))?)
Demémesib =0ona | ey ||iz(Q)S (C(size(T))?)
On va prouver maintenant I'inégalité (3.6)
En effet,

I ey 12 < C5(size(T))?

u, —ug  ulxy) —u(xg) 9s) —ug
S Y m@)d, - T Y m(o)d, (e
o g g
o0=K|LEEy; 0€Eext
u —u(x
- M)Z < Cs(size(T))” ()
o
On a:
R Fz ! o F, R
= =
K,o ()(KO’ Ko’) (o_) K,o m() K,o K,o
u; —ug 1 _ 1
= — (-G Fz G R
do- m(o_) K,0 m(o_)( K,O'+ KG) (o_) K,0 () K,o K,0
0' E 8int
e, —ex  ulxy) —u(xg) 1 f
m(o_) K,a K,O' do— do— + m(o_) J u(x) nK,O'(x) Y(x)
~ eL_eK_u(xL)_u(xK) Uy — ug _ €L~ €k €L €k —0
ds ds ds ds ds
€&y
1 ex u(y,) — ulxg) 1 f
m(o_) K,a K,O’ d(x[('g) do— + m(o_) J u(x) nK,O'(x) Y(x)
~ ek _u(}’a) —u(xg) 9Ws) —ug _ ek ek —0
d(xK,o) da do d(xK,a) do
1
Donc Vo € &g '_mGK’U —Rk,=0
U —u u(x;) —u(x
Z m(o)d, (— Ld L ( L)d ( K))z
oEEint g o
1 - 1 u(x;,) — u(xg)
= ) M@y (s Fiy = Gip = R + i)
& m(o) m(o) d,
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= Y @, (LD [ i@, ) = Y m(o)d, R,

0E€E 4o 0EE s
—Uu u —Uu(x
ot Z m(a)da(g(ya) K, (¥s) (K))2
ds ds
0EE eyt
u(y,) — ulxg)
= Y WOy (s (e = Gir) = Ry + 22207
0 EEext ‘

) — 1
= Y md, (2 [ wuGng, ) = Y. m(o)d R

O'Egext Uegext

> o, (“CEHED s [ gua)m, iy + Ym0, (FRE

dy
0EE Nt TEE gyt

— j Vu(). g ()Y (1) = ) m(0)d,REp = . m(0)d, 2

ogEE gEE

< d.m(Q)C?(size(T))? (+%)

On fait la somme de (x) et(x*) :

Z m(o)d, ( Ug _u(xL)d_u(xK))z n Z m(a)dg(u(xL)d_u(xK)

0EEint

0EEint

1
g Vu(x). ng , dy(x))?

- Z n(o)d, (uL ; ug u(xL)d— u(xg) N u(xL)d— u(xg) ng) f V(o). ng (1) dy (x))?

Uegint

- 1
= D m@)d, (e — s [ VUG, (e (Y

0EE it

De méme pour g € &,,; on trouve :

Z m(o)d, (g(ya) ug  u(y,)

O'

- u(xl() u()’a) - u(xK)
P. P Z m(o)dy (—

VUG n, A @) < Y mio)d, EPD "

( ) o 0E€Eext

1
s f V(o). iy dy ()’

0'

alors
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— 1 _
E]mwuwd”—mwaMm“@wmy+}:mwuﬁg_ﬁ

OEEnt OEE eyt o

1
~oy ) T nks Ay () < (€2 + CEam(@) (size(T)?

< C(size(T))? [

3.1.5 L’estimation de I’erreur dans H?:

Dans le théoréme suivant on obtient I'estimation (3.5) et (3.6) danslecas b =v =10
et on suppose quelques hypothéses supplémentaire sur le maillage au sens de définition 3.4
sous I'hypothése u € H?(Q)

Définition3.4 :(Restriction du maillage admissible)

Soit Q un ouvert borné polygonal deR? ,d = 2,3 . La restriction du maillage admissible des
volumes finis de Q, noté par T est un maillage admissible dans le sens de définition 3.1 tel
que :3§ > 0ona:dg, > &édiam(K), VK € T et Vo € &

Théoréme 3.4 : Sous les hypotheses de position de probléme (3.1)avec u = v = 0 .Soit T
un maillage admissible restreinte dans le sens de définition 3.4 et soit uy € X(7') définie dans
N parur(x) =ug ppx € K,VK € T ou (ug)ger €St I'unique solution de (3.3) (I'existence et
l'unicité sont donné dans le lemme3.2) .on suppose que la solution unique de probléme
(3.1)u € H2(Q) . Pour chaquek, soit ex = u(xy) — ux et soit ey € X(7)définie par :

er(x) =exppx €EK,VKET

Alors, il existe une constante C dependant de u, ¢ et 2 tel que : || er Il 7< Csize(T") avec
(3.5)et (3.6) du théoréme 3.3 sont vérifiés.

Preuve de théoréme 3.4 :

Soit K le volume de contrle, g € £

On définit Vg , = {txx + (1 — t)x,x € o,t € [0,1]}

Pouro € &y, , SOt V, = Vg, UV, ,,siK et L sont deux volumes de contrble tel que o = K|L
Pouro € &, , SOt V, = Vg,

Le principe de cette démonstration est de prouver I'existence d’'une constante C dépendant
de la dimension d’espace d et ¢ tel que :

(size(T))?

VK € T etVo € &, |Rx |2 < C
etvo KIK,O’I m(U)da

j |Hw)(2)|*dz (3.15)
Vo

ou H est la matrice Hessien de u c’est-a-dire
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N
H@@P = ) IDDu@P

ij=1

Rappelons que Rk, la consistance de I'erreur sur la diffusion du flux tel que :

p
- 1
u(xL)dgu(xK) " m(o) f Vu(x)-ny (X)dy(x)sic = K|L € Ey

o) 1 .
u(y, )dau(xz() _m(o)f Vu(x).ng ,(x)dy(x)sic € Eg N Eyyy

L
Etape 1 : preuve de(3.15)
Soit € €, puisque u € H2(Q) ,up, € H2(V, ) et C%(V, ) dense dans H?(V, )

Par densité de C?(V, ) dans H%(V, ) on va montrer l'inégalité (3.15) pour u € C?(V, ) c’est-a-
dire on suppose dans la suite de cette étape que u € C2(V, ).

O'EEint H

Soit Ket L deux volumes de contrdle tel que: ¢ = K|L. Pour simplifier les notations et sans
perte de généralité on pose ¢ = {0} x &, avec  c R*"1,x, = (—a,0)f,x, = (B,0)*avec a >
&diam(K) et § > édiam(L).On applique la formule de Taylor avec reste d’intégrale :

1

u(xy) —u(x) = Vulx)(x, —x) + f Hw)(tx + (1 — t)x,)(x, — x)*tdt ,
0

1

u(xg) —ulx) = Vulx)(xx —x) + f H@)(tx + (1 — t)xg) (xg — x)*tdt
0

ou H la matrice Hessien de u au point z
On soustraire I'une des deux derniéres égalités a l'autre puis, on intégre sur o

Notons que :x;, —xx = ng ;d,

f () — uCo))dy (x) = f Va0 (r, — x)dy ()

[

1 1
+ _[ fH(u)(tx + (1 — )xg) (xx — x)*tdtdy(x) — f fH(u)( tx + (1 — t)x;)(x, — x)*tdtdy(x)
g 0 o 0
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u(xy) —u(xg)

! v d
= f uCng o ()dy (x)

dO'
1 1
= m(a)daaf Of |H@)(tx + (1 — )x)||xg — x| tdtdy (x)
1 1
+m(0)d0&f bf |H@)(tx + (1 — t)x,)||x;, — x|*tdtdy (x)

= |Rko| < Bk + BLo

1

VB =
o4 PKa m(o)d,

1
f j [Hw)(tx + (1 — xg)||xx — x|*tdtdy(x)

g 0

On utilise le changement de variables dans By, :z = tx + (1 — t)xx,

Puisque |xx — x| < diam(K)etdz = t?~tadtdy(x). Soient z; = (t — 1)a et z, = (z1,2)",

(diam(K))? a2
By < T)dav-f |H(w)(2)] Wdz

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

a3 (diam(K))? 1 1 3
B, < = (Vf |H(u)(z)|2dz)z(vf PP ECEILE

Sid = 2:

(diam(K))?

B <
Ko ="am(o)d,

1
( [ reoerant[ [ tadrcor
Vk o c 0

(diam(K))? am(o)_1 1
= “am()d, 2 )Z(J IHE)@) dz):
(diam(K))?

- T 7 ( f |H(u)(Z)|2dz)%
V2(m(0)d,)?(ad,)? v,

De méme :
. 2 1
Bo s — [ @
V2(m(0)d,)z(pd,)? Vi,

Puisque : a > {diam(K) et d; = a + B = édiam(K)
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IRK,UIZ < (BK,O' + BL,(;')2 < 2(312(,0 + Bg,o)

<7 <(size(17"))4 N (size(T))*

2am(o)dZ Zﬁm(g)dg)(f |H(w)(2)|*dz)?
VO'

(51ze(T)) (a+pB)

( f Hw) (2)2dzy:

afm(o)d?
(size(T))? J‘ 1 1
H 2dz): , C =4
m(o_)da ( | (u)(Z)l Z)Z EZ
Vo
Sid=3:
. 1 : :
Le calcule de ] intégrale A = f —— dz par le changement de variable suivant:
(z1 + a)?
vl(,a
zZ1ta
71 = (t— Daetz = (z,2) et t = —
dz)d
f(zl+a)2 f(z +a)2(f 2z
ZEt~

0 0

2
(ft dt)dz, = f 1 @&+9 m(a):mf:)

(z1 +a)? «?

J (z1 + @)?

YET

oum(é) =m(o)caro = {0} x§ cest—a—dire m(o) =1.m(6) = m(4)

Donc :
. 2 1
B < — ([ naldn:
(m(o)d, ) (ady)2 yy
De méme :
. 2 1
B s — [ @i

(m(0)d,)?(Bd,)? Vi,

B (diam(K))* + a(diam(L))*

Ri |2 <2(R:.+R?)<?2
| K,al ( K,o L,a) aﬂm(a)d%

( f HwW () [2d2)
Ve

2 (size(7))?
< G vf |H(w) (2)[2dz)
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Alors, il existe une constante C = E% tel que :

. T 2
Ry < c%(vf IH@ @) Pdz)

[ S P
Soit K le volume de contréle tel que € £, .On peut supposer, sans perte de généralité
que o = {2a} x & avec 6 c R leta > %diam(K), donc la démonstration au-dessus donne :

o) — 1 . T i
u05) u(xK)—m(&)j Vu(x).ng , (x)dy (x) |* < Cz%(l IHW(2)|*dz)  (3.17)

ax
avecd = {—,x € 5},175 ={ty, + (1 —=t)x,x €6, t €[0,1]} U {txx + (1 —t)x,x € 5,t € [0,1]}

m(o)
Notons que m(o) = Sa 1 etqueVz CcV,

1 1
On compare I, = m[ Vu(x).ng , (x)dy(x) avecly = @f Vu(x).ng ; (x)dy (x)

D’aprés la formule de Taylor avec reste d’intégrale on obtient :

Iy

1
1
-1z = mf !H(u)(tx + (1 = t)xg)(x — xg). ng , (x)dtdy (x)

2

On fait le changement de variable suivant : z = tx + (1 — t)x ,dz = 2at? 1dtdy(x)

avecE, = {tx+ (1 —tixgxeotes 1]} e <3

Alors, il existe une constante C; dépendant de la dimension d tel que :

|Ia - IE' <

C
— [ @@l - xldz
EG'

Puisque |x — xx| < diam(K) alors, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient :

2 (diam(K))? 20 .
I, — Iz]* < C4,———— | |H)(2)|*dz ou C, estune constante dépendantde d et ¢
m(o)d,

o

Par l'inégalité (3.17)on trouve :
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(size(T))?
m(o)d,

o)~ 1
u(y, )dau(xl() _ m(&)j Vu(x).ng , (x)dy(x) =1, + LI2<C,

| |Hw)(2)|*dz
)

u(y,) —u(x)

< | p
(o2

1
= f Vu(@). g (Y () 1 = 11y = 15

o) 1
u(y, )dau(xl() _ m(&)j Vu(x). n](,g(x)dy(x) I, + 16|2

<

. T 2
LI GIR?
o v,

) — 1
o lu()’ )dgu(XK) _ m(a)j Vu(x). ng , (x)dy (x) |2

(size(T))? (diam(K))?
<G va |H(w)(2)|*dz + C4T)da! [H(u)(2)|*dz

u@,) —uxg) 1 J (size(T))* f
= — vu(x). d 2<C—— | |H 2dz,
= o)) T, Ay @ P < CZE [ H@ )P dz
g a
avec E; cV et diam(K) < size(T)
Etape?2 :
On précede comme dans le théoreme 3.3, puisque Rg , = —R ;sio = K|L, on prend

I er 113 7< Z m(o)R,|Dye|avecR, = |Rk,|sio € &
og€EE

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a:

ler o= (Y m@d A>T |p, efty:

d
og€EE g€eE

D’apreés I'étape 1, on obtient :

Z m(o)dsR? < C(size(T))? Z f |H(w)(2)|?dz = C(size(T))? j |H(w)(2)|?dz ,Q = UVG

og€EE UEEVG 0 g€EE
1
=llerlliz<C size(T)(f |Hu)(2)|*dz)2
Q
1
Puisque: (fﬂ |H(u)(2)|?dz)z < oo caron au € H2(Q) donc |l e l, 7< Csize(T)
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Par I'inégalité de Poincaré discréte on a:
I er Nl 2q)< diam(Q) Il er ll;,7< Csize(T)diam(Q) < Csize(T)
D m@dRE = ) m@)dRE,+ ) m(0)d,RE,
og€EE 0EE it OEE eyt

Méme démonstration de(3.6) dans le théoréme 3.3 on trouve :

_ . N
2 (uLdauK_m(a)f Vuo). o Ay ()2 + ) (‘g(ya)l—auK

O'Egmt o-egint

_Lf Vu(x).ng ,dy(x))? < C(size(T))? u
m(a)a e B

3.2 Conditions au bord de Neumann :

Cette section assure la convergence de schéma aux volumes finis quand les
conditions de Neumann sont imposées et la discrétisation d’'une équation de convection-
diffusion générale avec les autres conditions au bord quelles seront considérées dans la
section 3.3 et le terme de convection a étudié dans les sections précédentes. D’'ou on
présente ici 'opérateur de diffusion pure.

Considérons le probléme elliptique suivant :

—Au(x) = f(x) ,x€Q
{Vu(x)-n(x) =g(x),x € 9Q (3.19)
Sous les hypothéses suivantes :

1 Q estun ouvert borné polygonal connexe de R¢ ,d = 2,3
2 gel?(n),fel?(@etf,, gl)dy(x) + [, f(x)dx =0

Sous toutes ses suppositions, le probléme (3.19) admet une solution unique u € H1(Q) telle

que: '[ u(x)dx =0
Q

Soit 1 € H1(Q) ; on multiplie la premiére équation de probléme (3.19) par la fonction ¥ puis,
on intégre sur Q, on trouve :

f —AuCO()dx = f FOP(x)dx
O Q

D’apreés la formule de Green, ceci donne :

[ we@vpeax - [ vuew.neaye = [ r@weds

Q a0 Q
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= f Va0V p()dx = f FOPEOdx + f gCOTW) () dy ()
Q QO 0

1
Rappelons que 7 est la fonction trace définie dans H!(Q) a L?(9Q) ou Hz(Q)

alors u est 'unique solution du probléme suivant :

u € H1(Q) ,f u(x)dx =0
X 0 (2.20)
fVu(x)VIP(X)dx=ff(X)l/)(X)dx+ fg(X)V(x)dV(X) VY € H'(Q)
\Q Q a0

3.2.1 Maillage et schéma :
Définition 3.5 :(maillage admissible)
Soit Q un ouvert borné polygonal connexe de R¢ ,d = 2,3 .

Un maillage de type volume finis deQ pour la discrétisation de probleme(3.19) , noté par T,
est donné par la famille des volumes de contrble, qui sont des ouverts convexes et polygonal
de Q.

Le maillage T est donné aussi par la famille des parties de Q contenues des hyperplans
dansR¢, noté par £ (ce sont des faces de volumes de contrdle), avec la mesure de
Lebesgue (d-1)-dimensionnelle est strictement positive.

Enfin, T est donné aussi par la famille des points de(Q, notés par .Ces trois familles
satisfont les quatre premiéres propriétés de la définition 3.1 avec des mémes notations qui
sont utilisés dans la suite.

On définit 'ensemble X (T) par 'ensemble des fonctions définies sur Q a valeur réelle
restant constant sur chaque volume de contrdle du maillage.

Définition 3.6 (la semi norme discréte H! ) :

Soit Q est un ouvert borné polygonal connexe de R? ,d = 2,3 et soit 7un maillage de type
volume finis admissible au sens de la définition 3.5. Pour u € X (7'), la semi norme discrete
H' de u définie par :

m(o)

1
lulrr = ( E 7, (D,u)?)2 ou T, = 7 etD,u=|uy —ulsio € &, ,0 =K|L
o

O'ESin[
Schéma aux volumes finis :

Soit 77 un maillage admissible au sens de définition 3.5. Pour K € T,0on définie fxet gk par:

. 1
fo= s Kf FGOdx
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1 .

gk = { m f gx)dy(x) si m(@K NaQ) #0
K NAQ

kO si m(@KnaQ)=0

ol m(K) est la mesure de Lebesgue d-dimensionnelle de K etm(dK n dQ) la mesure de
Lebesgue (d-1)-dimensionnelle de dK n dQ. Soit (ug)ker SONt les inconnues discrétes ; le
schéma numérique de probléme (3.19) s’écrit :

- Z TK|L (U.L - uK) = m(K)fK + m(aK ] aQ)gK ,VK ET
LeEN(K)

La condition(u € H1(Q), f u(x)dx = 0) est discrétisé par Z m(K)ug =0
Q KeT

Alors, la solution approximative us € X(7') définie par :
ur(x) =ux ppx EK,VKE€T

Le schéma aux volumes finis du probléme (3.19)s’écrit :

- TK|L (uL—uK) =m(K)fK+m(aKﬂaﬂ)gK,VKET
! LT (3.21)
l Zm(K)ukzo,VKET
KeT

On va énoncer maintenant un lemme qui donne I'existence et l'unicité de la solution de
(3.21).

Lemme 3.6 : Sous l'hypothése du probléme(3.19), soit 7un maillage admissible et
{fx,. K € T},{gk, K € T}sont définies précédemment.

Alors, il existe une unique solution (ug) xer de (3.21)
Preuve du lemme 3.6 :

Soit N = card(7), la premiére équation de (3.21)est un systéme de N équations avec N
inconnues, notés(ug)xer. Ce systéme peut étre écrit sous forme d’'une matrice A(N X N)

Si fx =gk = 0,VK € T et {ug, K € T}solution de (3.21), on multiplie la premiére équation
de (3.21) par ug ,VK € T et on fait la somme sur K :

- Z Z TK|L (u, —ug)ug = — Z TK|L (u, — ug)ug — Z TLK (ug —uguy,

KeT LeN(K) LEN(K) KEeN(L)
= — —_ 2 - D 2
TK|L (up —ug) T, (D)
LEN(K) 0E€E M

Donc :
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Z 7, Dyu)> =0 = uy =u,,VK,LET

0EE it

Car:

- Z T, (Dgu)® = — Z z T (U — ug) ug = Z m(K)fy + Z m(dK N 0Q)gx =0

0€Em: KeT LEN(K) Ker Ker

En générale (fx)ker et (gx)ker SONt des conditions nécessaires, c’est-a-dire (3.21)admet
une solution si :

z m(K)f + z m(9K N dQ) gy = 0

KeT KeT

Puisque la dimension de 'espace nul est 1, les conditions (fx)ker €t (gk)ker SONt aussi
des conditions suffisantes. Donc le systéme de la premiére équation de (3.21)admet une

solution ssi Z m(K)fx + Z m(dK N dQ)gx =0
kKeT kKeT

C’est-a-dire AU = 0, (U = {ug, K € T}), tel que la solution de AU = 0 est la solution trivial
U=20

On conclue que : ug est une solution unique de probléme (3.21) [ ]

3.2.2 Inégalité de Poincaré moyenne discréte :

La démonstration du théoréme de I'estimation de I'erreur, sous les hypothéses de la
régularité de la solution exacte et le résultat de convergence, dans le cas générales
(sous les suppositions du probléme(3.19)), nécessite I'inégalité de Poincaré discrete
comme dans le cas du probleme de Dirichlet.

Lemme3.7 (Inégalité de Poincaré moyenne discréte) : Soit 2 est un ouvert
borné polygonal connexe de R¢ ,d = 2,3.

Alors, il existe une constante C € R dépendant de 2 tel que:VT et Vu € X(T) ,0ona
I'inégalité suivante :

I 2 < Cluly + 20m(2)7( j u(x)dx)? (322)
n

ol .|y la semi-norme discréte H!

3.2.3Ll’estimation de I’erreur :

théoreme3.5 : Sous les hypothéses de position du probleme (3.19) , soient 7 un maillage
admissible au sens de définition 3.5 et h = size(T") .Soit (ug)ger la solution unique de (3.21)
(I'existence et 'unicité sont données dans le lemme3.6).Soit u; € X (7)définie par :us(x) =
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ug ppx € K,VK € T, supposons que la solution unique du probléme (3.20) est de
classe C%(0)

Alors, il existe une constante C € R, dépendant de u et 12 tel que :

lur —u IILz(mS Ch

m(0) d, (———*

a=K|LEEmt

(2

1
" m(o) Uf Pu(x). ng o (x)dy (x))* < Ch?

Preuve du théoreme 3.5 :

Soit Cr € R tel que:
Z U(xg)m(K) =0o0u u=u+Csr
KeT

Soit pour chaque K € T,ex = ti(xg) — ug , et er € X(T)définie parier(x) = ex ppx €
K,vK € 7.D’ab
|eg"|1’g" < Ch et ” e "LZ(Q)S Ch

On integre la premiére équation de probleme(3.19)sur K, la deuxiéme équation sur
0K n 9Q et on fait leur somme :

—f Au(x)dx =.[f(x)dx = — fVu(x).nK(x)dy(x) = f f(x)dx
K k

K 0K

= — Z fVu(x).nK,(,(x)dy(x) = f f(x)dx
Kk

0EEK o

f Vu(x). gy () dy (x) = f 90Oy ()
0KNoQ 0KNoQ

= z fVu(x).nK,g(x)d}/(x)= f gy (x)

0€Eext 0 dKNaQ

Donc :

—Yoeey J, Vux).ng,()dy(x) + Xoee,,, [, Vu(x).ng ,dy(x) =ord, on prouve 'existence
d’une constante C dépendant de u et Q tel que :

[r@as | gware
K

dKNOQ

69



- [ e @arw = [ fwars [ geare (3:24)
K

0€Emt & K NAQ

Pours € &;,; tel que o = K|L, on définit la consistance de I'erreur sur le flux de K a ¢ par :

1 —
Rg, = mf Vu(x).ng ; (x)dy (x) — %{yu(m (3.25)

Gréace a la regularité de la solution u,3C; (u) € R tel que |Rg | < C1h

L’égalité (3.24) donne :

- Z f Vu(x).ng , (x)dy (x) = m(K)fx + m(0K N Q) gk

0€Emt o

et 'égalité (3.25) donne :

> [ are= Y more, + Y T )

0€Ent o 0E€E 0€Ein;

Ona:

= D alw = u) =K + MK 0 0Dge =~ Y [ TuGng, @)y )

0EEint 0€Eint o
Par(3.25), il vient:

— z T (U —ug) = — Z m(o)Rg , — Z Mm(a)

0EE iyt 0EEint 0E€Eint

= Z k(e —eg) + Z m(o)Rgs =0

Uegint O'Egint

= Z i (e, — ex)* + Z m(o)Rg (e, —ex) =0

OEEint 0€Ent

= > gl e’ = Y m@)d, (Ry )’

0€Eint 0E€EEint

= D tuler—e? < D m(@)dy(CihY:

OEE it 0EEint

= > wpler — ex)? < dm(@) (Gi)?

OEE it

= |er|i s < (C1h)?
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On applique I'inégalité de Poincaré moyenne discréte a la fonction e :
Il er IIfz(Q)S Clerl?s + Z(m(Q))_l(f er(x)dx)?
Q

< C(Ghy +20). m0) (). m(K) e)? < (Ch)?

KeT KeT

car: Z m(K) ek = Z m(K)u (xg) — Z m(K)ugy=0-0=0

KeT KeT KeT

Soit |[u(x) —u(y)| < Ch Vx,y € K,VK € T et C;(u) € R,

Ona.:
Z mK)uy =0= f ur (x)dx =0
KeT Q
De plus, on a:
> [ @ - u@ydx < Y mm @2 = m@EhY
KeT g KeT
Alors :

lur —u Ilfzm)= f(uy(x) —u(x))?dx = Z f(uK —u(x))?dx < m(Q)(C,h)? < (ch)?
Q KeT K

On a montré que :

m(o
|€T|%T < Chz - 2 ( )(eL —eK)Z < Chz
” da
0€Ein;
ulx;) —uy) — (ulxg) —u
lep|25 < ChZ = Z m(o)dg(( () —ug) = (uxg) K))Z < CR2
) d,
0€E L
ulx;) —u(xg)) —(u, —u
— Z m(a)dg(( (x1) ( 1;)) (ug K))z < Ch?
0€E g

Uy, —ug
d,

On sait que:f Vu(x).ng , (x)dy(x) = m(o)

g

etona:

u(xy,) — u(xg) _
dg

> m@)dy Rep) = ) m(@)dy(

Uegint Jegint

1
e f V(). g dy ())?
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< dm(Q)(C h)? (*)

Z m(a)da(uLd_ Uk u(xL)d— u(xK))z _ Z m(a)da(u(xL)d_ u(xg) W d— uK)z

0E€Eint 0EE it

< Ch? (**)

La somme de (x) et (**) donne:

Z m(a)da[(uL; ug u(xL)d— u(xK))2 N (u(xL)d— u(rg)

< Ch? + dm(Q)(C, h)?

1
m@!wmmmmmﬁ

0E€Eint

N Z m(o)d, (LYK _ mza) f Vu(x). ng , ()dy (x))? < Ch? + dm(Q)(C;h)? < Ch?

JEEint dg'
||
Définition 3.7:

Soit Q un ouvert borné polygonal de RY,d = 2,3 . On dit que le maillage admissible est
restreint pour le probleme de Neumann, noté par T s'il est définie au sens de définition 3.2
tel que: 3§ > 0,ona dg, = &diam(K),VK € T,Vo € E N €y,

Théoreme3.6 (la régularité dans H?, probléme de Neumann) : Sous les hypothéses

de la position du probléme(3.19), soient 7 un maillage admissible au sens de définition 3.7
et h = size(T) . Soit uy € X (7 )la solution approximative définie dans 2 par: uy(x) =

ug pp x € K,VK € T ou (ug)ger €St la solution unique de (3.20)(/’'existence et l'unicité sont
données dans le lemme 3.6).Supposons que la solution unique du probleme (3.20) est de
classe H%({2). Soit C; € R tel que :

Eﬁ(xK)m(K) =0ou u=u+Cyr
keT

Soit pour chaque K € T, ex = ui(xg) — ug et eq € X(T') définie par :
er(x) =ex ppx €K ,VKET

Alors, il existe une constante C € R, dépendant de u,¢ et 2 tel que :
lerlir < Ch et |l ex llj2(gy< Ch,

dg

m(o) dy (-2

— ! fVu(x).nK,o(x)dy(x))z < Ch?
0=K|LEEy; m(o-) g

Preuve du théoréme 3.6 :
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La preuve de ce théoréme est trés similaire a la preuve du théoréme 3.4, et les mémes
notations sont utilisées ici. En effet, il existe une constante C dépendant de la dimension
d’espace d et ¢ tel que :

Vo € Eme L |Rs1P<C ( Ya f |Hw)(2)|* dz (3.26)
= m(0) dy|R,|* < Ch [Hw (2)|* dz < Ch* | |[Hw(2)|* dz, 0 =] |V,
JEZgint o’EEmt f f OLEJS

La preuve de (3.26) est fait dans la preuve du théoreme 3.4 (il n’est pas besoin de
considérer le caso € &,,; ), on précede comme la preuve du théoréme 3.4. Rappelons que :

lerlir < > m@) R ID,el

O'Egint

D’apreés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

sl < () m©) 4R Y. 2D,

O_E'Smt ()'Egmt

= lerl? < VCA( [ IHG@I* d2)lerl,s
Vs

= lerlir < ‘/Eh(f |H(u)(z)|2 dz)%
Vo

Puisque u € H2(Q), alors f |H(w)(2)|? dz < oo d'ou |e < Ch

Vo

Tll,T

On applique l'inégalité de Poincaré moyenne discréete, on trouve :
Il er IILz(Q)_ (Ch)? + 2(m(Q))~ 1(J er (x)dx)?

< (C? +2() m(K)NT(Y (K ex)? < (ChY?

KeT KeT

Carz m(K) ex = Z m(K) u(x,) — Z m(K)ug=0-0=0

KeT KeT KeT

el < (ChY? & " m(0) dy(ey, — ex)’

Jegint
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_ Z m(c) da(uL ; Ug u(x,) ; u(xK))z < (Ch)?

UESL-M

Ona: z m(a)d,,R,z(,U: z m(o) d,R?

O'Egint Uegint

> m@dg, = Y m(o)d, LI f )., )y )°

do
O'Egint Uegint

< CH? f IHwW) (2)[? dz
Vo

Si on fait la somme sur les deux derniéres inégalités on obtient :

> mio) d, (K - mga) f Vu(x). ng , dy(0))? < (Ch)? + CK? f IHw)(2)|? dz < CK?
o VU

d
O'Egint g
|

3.2.4 Convergence :

Le résultat de convergence, sous les hypothéses de position de probléeme(3.19), peut
étre prouvé sans quelques hypothéses de la régularité de la solution exacte. La preuve de
théoréme de convergence utilise l'inégalité trace suivante d’'un élément de X(7°) sur le bord.

Lemme 3.8 : (inégalité trace) Soit 2 un ouvert borné polygonal de R% ,d = 2,3 .Soit T un
maillage admissible au sens de la définition 3.5 et soit u € X(T") .Soient uy la valeur de u sur
K et y(u) = ug pp pour la mesure de Lebesgue (d-1)-dimensionnelle suro , sio € E,,.eto €
Ex.

Alors,3C(2) tel que : Il y(w) Il zea0y< C(uliz+1 v ll2¢n))

Lemme3.9 :(I’estimation pour le probléme de Neumann) Sous les hypothéses de position
du probleme(3.19) , soit 77 un maillage admissible au sens de définition 3.5. Soit (ug)ker €St
['unique solution de probleme (3.21), oU (fx)ker €t (gk)xer SONt définies dans le schéma aux
volumes finis (3.21) , [ existence et ['unicité de (ug)ger €St donné dans le lemme 3.6.Soit

ur € X(7T') définie par : ur(x) =ugy ppx € K,VK € 7.

Alors :3C € R, dépendant de 2, f et g tel que :|ur|; 7 < C
Preuve du lemme 3.9 :

On multiplie la premiére équation de probléme (3.21) par uy et on fait la somme sur K, on
obtient :

= G —wdug = Y mEOf g + Y m@K 000 g

KeT LEN(K) KeT KeT
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= Z Ty (U, — ug)? = Z m(K)f , ug + Z m(o)g, Uy

K|LEE iy KeT 0EE oyt
2 _
= |uT|1,T— fol(ul( dx + Z fgguad)’(x)
KET k 0€Eext o

= lusl}y = [ furGdx+ [ T 00= | ] o
Q a0

O'Egext

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :
lurlfs <If Izl ur lpzgy +1 7ur) Nzl g liz@a)

D’apres le lemme 3.7 et 3.8 ceci devient :

1

lurlis <Il f lL2(q) (Clur|is + 2(m(Q))‘1(j ur(x) dx)?)z
)
2 2 :
+C(lur i+ ur lfz2))2 119 li2@q)

On a d aprés (3.21) f ur(x)dx = Zf ug dx = Z m(K)ug =0, VK ET
Q

KeT k KeT
1
2 —_
=4 |uf]~|igw < \/E ” f ”LZ(Q)luTll,T + C(lu_f]"l%g""'” Usg ”LZ(Q))Z " g ”Lz(ag_)
D’aprés le lemme 3.7, il vient :

lurlis <VCII f ”Lz(Q)luTll,T
1
+C(|urls + Clurlis + Z(m(ﬂ))_l(f ur(x) dx)*)2 Il g ll2(50)
o

= |url2; < VCI £ ll2@y|urlis + CVI+ Clurliz Il g l2q)
= |urliy S VCI £ llz@y+ CVI+CI g 20

D ou: lurli7 < C ou C € R, dépendantde 2, f etg

Maintenant, on va énoncer le résultat de convergence suivant:

Théoreme 3.7 : (convergence dans le cas de probléme de Neumann) Sous les hypothéses
de position du probleme(3.19) , soit u la solution unique de probleme(3.20) . Pour un
maillage admissible (au sens de définition 3.5) T, soit (ux)ges est [ 'unique solution de
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probléme(3.21), l'existence et l'unicité de (ug)ker €st donné dans le lemme 3.6, et on
définit ur € X(T) par :ur(x) =ugy ppx € K ,VK € 7.

Alors :
ur — udans L*(Q) quand size(T) — 0,
|uT|%’T — f |Vu(x)|?dx dans L(0) quand size(T) — 0,
0
et 7(ur) — 7(u) dans L*(002) pour la topologie faible quand size(T) — 0

ou la fonction ¥ (w) est la trace de u sur 2 dans le sens qui est donné dans le lemme 3.8
quand us € X(T) et dans le sens de I'opérateur classique trace de H'(2) dans

L?(002) (ou H%(aﬂ)) quandu € H1(2) .
Preuve du théoréeme 3.7 :
Etapel : Compacité
SoitY = {uy ,7 un maillage admissible}
Grace alelemme39ona:

lur|ir < C

Et d’apres le lemme 3.7 on a :

g If2q)< Clul?, + Z(m(ﬂ))_l(j u(x)dx)* < €3 + Z(m(Q))_l(z m(K) ug)* = C3
0] KeT

car z m(K)ug =0

KeT

Donc Y est borné dans L? ()

On prouve que Y est relativement compact dans L? () et que si (7;,) ey €St une suite de
maillage admissible tel que size(T,) — 0 etu(gy — udans L2(Q) quand n — co.Alors
u € H'(Q).On montre qu’il existe un nombre réel positive C dépendant de 2, f et g tel que :

I @iy (. 4n) = iy I2(gay< Clnl, VT, Vn € RY, [nl < 1 (3.27)
Pour @ est un compactde Q,
I ity C+1) = dig W20 < Clnl(Inl + 2size(T)), VT, vy € R, || < d(@,Q°) (3.28)

ugr(x) sixeqQ

On rappel que iy est définie par : @iy (x) = { 0 sinon
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Pour prouver (3.27)et (3.28) , on définit :
1o R4 x R — {0,1}

1si[x,y]lno+®

(x,y) = {O sifx,y]no =0

Soit n € RY\{0}, alors :

ArGe+m =Gl < Y 2, x+mDourl+ Y x,G6x+m) |y, ppren

0€E It E€Epxt

Pour g € E,,;,u, = ug et K le volume de controle tel que o € &
Premiérement, on prouve 1’inégalité (3.28)

Sixew,|n <d(®,9),[x,x+nNo=0Peto €&, donc:

D x,eex+mlugl =0
0EE gut
La démonstration de (3.28) est similaire a la démonstration de lemme 3.3
En effet, on intégre sur @ au lieu de Q avec C = 2
D’apres ’inégalité de Cauchy-Schwarz on a :
2
llzla;gal Z X,(6x+md,Coppx €D

O'ESint

G+ =GP < D x,@x+m)

Uegint

ouc, = |na.|l| et n, le vecteur normal unitaire a o
ul

Soity,z € [x,x+n]telquey # zet[y,z] c®,3K,LET telquey € Ketz € L,

U
ctona: Y 1,046, =0 - 20

0E€Em:
ouy, =xx et z; =x;
Onay,z € [x,x +n] donc y; —y =y, avec |y,| < size(T),
Zy — Z = Z, avec |z,| < size(T)
(01 =2). =10+ 2 = 2= 2) i < by = 2]+ [yl + Jzal <y = 2l + 2size(T)

Ceci donne :

Z XoW,z)d,Cy < |y — z| + 2size(T)

aEEint
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En particulier :

Z Xs(x,x +n)d,C, < |n|+ Csize(T),C = 2si[x,x+n] c ®

JESint

Vo € Epn, f %o (6, x + dx < m(0)C, [n]

[

[lreesm—wepaes [ roeren 2200 S e 6

® O€Epy 0EE n;
2 , ( ) 2
= ur(x +1n) —ur(x) 2= (In| + 2size(T)) o In| |Dyug|
g

Jegint
=l ur(x+n) —ur(x) IILz(w)_ |uT|1:T |n|(|n| + ZSLze(T)) ,vn € RH\{0}

Pour prouver(3.27), on prend

Z X, ox+mnu, #0 ppx €Q
0€Eext
Donc cette somme est borné par un nombre réel positive dépend de Q, qu’on peut prendre comme le
nombre de face de Q, noté par N d’ou, avec C; = (N + 1)? qui dépendant de Q on a:
|tir(x + 1) — Gy (x)|* < G ( z X, x + D ul)? + ¢ Z X, (X, x +mué ppx €Q (%)
0€E Mt TEE eyt
ou par I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

( z X060 x +Mug)? < Z X060 x +mug Z X, (6 x+n)

0EExt 0€Ext 0€EE oyt

< Z X, (%, x +mud

0E€Eext
On intégre (*) sur R%:
) D, ul’
[ reoxemipuacs [ xer+mZs D r+ndiCo)dx
]Rd 0€E ML Rd OEEnt gra 0€E Nt
. m(a) 2
< (Inl + 2size(T)) 4 Il 1D ul
g

Gegint

< |lug|iz- Inl(Inl + 2size(T))
Le lemme 3.9 donne :
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[ o+ min,ub?dx < 2l + 2sizeD) < G

Rd Uegint

ou C, dépendant de Q,fetg,|n| <1

[ Y xextmars Y minenz < Y [ w mdreo

RY T€Eext TEE eyt 0€Eext ©

— [ mldyGo = Inl W) 1
aQ

Grace a le lemme 3.8
2 2 2 2 2
> X Gx+mud dx < il Clurl; H ur Wzg)
]Rd 0E€E oyt
D’aprés le lemme 3.7, il vient :

> x,Gx+mud dx <yl Cllupl;, + Clugl;; +2(m@) 7' ( f ur(x) dx)?)?
Q

RrY 0E€E oyt

2 2 2 2 2 4 2
<l C(fuzl:; + Clusl} )* <l Cluglf,(1+0)

car d aprés (3.21)[ ur(x) dx = Zf ug dx = Zm(K) uy =0, VKET
Q

KET k KeT

D’apres le lemme 3.9,

z )(U(x,x+r))u§ dx < |n| CZC4(1 + C)2 < C3|n|ou C, dépendant de Q,fetg

R 0€EEoxt

Alors

f |aT(x + 77) - ﬂfr(x)lzdx < C1C2|T]| + C1C3|T]|
]Rd
~ ~ 2

= iy (x + 1) — Uiy () 12 ga, < Clnl

2
=l ug (x +n) = ur () Nz qy< Clnl
=l ur(x +n) — ur(x) ||iz(m—> 0 quandn — 0

Donc Y est relativement compact dans L? (£0).
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Etape 2 : passage a la limite :
Puisque la solution de (3.20) est unique, et grace a la compacité de Y, il suffit de prouver que

si ueg; y — udans L?(Q)et size(T,,) — 0 quand n — oo alors u est solution de (3.20)
Soit (7)), oy UNe suite de maillage admissible et (u(7, ))ren la solution correspondant a
(3.21)avec T = T,,. Supposons que ug )y —u dans L%(Q) et size(T,) — 0quand n — oo,

d’aprés ’étapel u € H(Q), puisque Jo u@y(x)dx =0etona [, u(x)dx =0doncuestla
solution de la premiere équation de (3.20)

Il reste a prouver que u satisfait la deuxiéme équation de(3.20). Puisque (¥ ((z,)))nen €st borné
dans L2(99) , on peut supposer qu’il existe une sous suite (¥ (u(z,)))nen Qui CcONverge vers v
dans L?(90). On prouve que V¢ € C2(Q):

- f w()Ap(0)dx + f Vo). n(x)v(x)dy (x) = f FOOe()dx + f 9Py ()
Q 2Q Q

aQ

Alors ¢ satisfait la seconde équation de(3.20)
Soient ¢ € C*(Q) et @, = p(xk) , on définit @7 par ¢ (x) = ¢, ppx EK ,VKET
et7(p;)(x) = ¢, Ppx €0,V € E et VK telque o € E

On multiplie la premiére équation de (3.21) par ¢, et on fait la somme sur K

- Z z T (U — ug) 9 = Z m(K)f ok + Z m(0K N9 Q) g, vk
KeT LeEN(K) KeT KeT

== D ek —ue) = [ f@erGadr+ Y | @70y
KeT LeN(K) Q KeT oK noq

==Y we Y wul-90 = [ [@erdx+ [ gTEN@A® (329
Q

KeT LEN(K) aQ

On utilise la consistance du flux et le fait que ¢ € C*(2), on obtient :

- Z Tk (@1 — @x) = m(K) fx + m(0K N 0Q) g,
LENTK)

= z Tk (L — o) = — f f()dx — f g)dy(x)
LEN(K) K K NAQ

= Z Tk (@1 — ¥k) =fA§0(X)dX— j Vo(x).n(x)dy(x)
LEN(K) K dKNAQ
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L’égalité (3.29) devient :

—ZfA<P(x)ude+z f Vo (x).n(x)ugdy(x)

KeT Kk KeT ok noQ

= [ f@eradx+ [ 97Ny
Q

a0

= - [ d0@urdx + [ Tp00.nC0 T )y
QO a0

- [ f@ercadx+ [ 97Ny
Q

a0

On passe a la limite quand n — +oocavec = T;, , dans cette derniére égalité, on a:
ur,) — udans LZ(Q) quand size(T7) — 0 et n — 4+,
7(u¢r,)) — v dans L*(09)p our la topologie faible quand size(T) — 0et n — +oo,
QT =P danst(Q)quand size(T) >0 et n— 400,
v ((p@)) — ¢ dans L?(0Q)pour la topologie faible quand size(T) — 0 et n — +
La derniére égalité devient :

- j Ap(Ou(x)dx + f V(). n() v()dy (x) = f F() 9(0dx + f 9()9(0) dy (@)
QO

Q aQ oQ

D’apres la formule de Green on obtient :

j Vo(x)Vu(x)dx + f Vo (). n(x) (v(x) — 7w (x))dy (x)

Q a0

= ff(x)<P(X)dX+ fg(X)w(X) dy(x), Yo € C*(@Q)(x)
Q

aQ

Pour prouver que u est solution de la seconde équation de (3.20) il suffit (par la densité de
C%(QY) dans H'(Q)) de prouver que = y(u) pp sur Q. On remarque que (x) donne:

[ voemueax = [ @ o@dx,ve e c2@)
O

)
= f Vo (x)Vu(x)dx = f F(x) p(x)dx , Yo € H}(Q) ,CP(Q) dense dans H{ ()
) )
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() = — f Vo (x).n(x) (v(x) — 7w (x))dy(x) = 0,V € C2(Qtel quep = 0 sur 90
a

Il reste a choisir ¢ pour conclure que v =y (u) pp sur 9Q
Soit I ¢ 8Q tel que I inclus dans un hyperplan de R¢

Supposons que I = {0} x ], ol | est une boule de R%~1centrée & I’origine et soit € CZ (J), et pour
x = (x,y) € Rx], on définit :

do
%—lpsurl

Donc :

f Y (¥W(0,y) = v(0.y))dy = 0,V € C(J), avec (0,y) € {0} x]
J

Puisque y est choaisis arbitraire dans C°(J), v = ¥(w) pp sur 1= {0} x ], avec ] est arbitraire,
donc v =Yy (u) pp sur dQ d’ou u est solution de seconde équation de (3.20) et donc u est solution
de(3.20).0n conclue que :

uy — u dans L2 (Q)quand size(T) — 0,
Ona:
7(ur) — v dans L?2(0Q)pour la topologie faible quand size(7) — 0
et on a prouvé que v = y(u) pp sur dQ alors :
7(ur) — 7(u) dans L?(0Q)pour la topologie faible quand size(7) — 0.

On prouver aussi dans la preuve de lemme 3.9 :

Tk (U — ug)? = Z m(K)f  ug + Z m(e)g, Uy

K|LEE Ker 0EEoxt

= lurl2, = j FOur(Ddx + j 7 () (g () dy ()

o0Q

D’apres la seconde équation de (3.20) (on prend u au lieu de ¢)

f Vu(o)? dx = f w()f () dx + f W () g (o) dy (x)
Q 20

Q

On a: f fur(x)dx — f u(x)f(x)dx dans L?(Q) quand size(T) — 0
Q Q
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f Y (ur) () g (x)dy (x) = f YW (x)g(x)dy (x) dans L?(902) quand size(T) — 0
aQ aQ

Puisque la dimension est finie, donc la topologie faible et la topologie forte coincident. Alors :

url?y = [ @i+ | 7 @@t — [ w@rar+ [ 7we@eae)
Q Q

a0 a0

= J. |Vu(x)|? dx dans L?(0Q) quand size(T) — 0
0

C’est-a-dire que :
url?. — | [Vu(x)|? dx =l |Vu| 1%,y dans L2(Q quand size(T) — 0 [
1T L2(Q)
Q

3.3 Les opérateurs elliptiques généraux :
3.3.1 Matrice de diffusion a coefficients discontinues :
Maillage et schéma :

Soit Q un ouvert borné polygonal de R ,d = 2 ou 3

On s’intéresse ici la discrétisation d’'un opérateur elliptique avec la matrice de diffusion a
coefficients discontinues, qui peut appliquer dans le cas réel des problemes de transfert
électrique ou thermique ou, plus généralement des problemes de diffusion dans un milieu
hétérogéne. Dans ce cas, le maillage est adapté la discontinuité des données .D’ou la
définition d’'un maillage admissible qui est donnée dans la définition (3.1) peut étre adapté.

On considére le méme probléme qu’on a étudié dans le chapitre 2 mais dans le cas
de d — dimensionnelle(d = 2 ou 3 max) :

{—div(AVu)(x) + divivw)(x) + bu(x) = f(x) ,x€Q

u(x) = g(x) ,x € Q) (3:30)

Avec des hypothéses suivantes sur les données (on note par R4*¢ |a matrice (d x d) avec
des coefficients réels) :

1. A est une fonction borné mesurable de O aR**¢ tel que Vx € O, A(x) est
symétrique et il existe 1 ,1 € R% tel que :

A& S AX)EE<AEE,Vx €Q VEERY

2. veCY(Q,RY),div(v) =0surQ,beR,
3. f estune fonction borné continue par morceau de Q a R
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4. g esttel qu'il existe § € H'(Q) tel que 7(§) = g pp sur Q et g est une fonction
borné continue par morceau de dQ a R (rappelons que y est 'opérateur trace
de H(Q) a 1?(0Q))

Sous les quartes suppositions, il existe une solution variationnelle unique u € H'(Q) de
probléme(3.27). Ce probléme satisfaitu = w + gou g € H'(Q) tel que :

7(§) =g ppsur Q et w est une fonction unique de H} (Q) satisfait :

fﬂ (A)Vw(x). Vip(x) +divivw) (x). P (x) + buw(x). P (x))dx = L (= A(X)VG (x). Vi (x)

—div(vg) (). Y (x) — bg (x). ¥ (x) + f )P (x))dx , Vip € H5(Q)
On définit maintenant le maillage admissible pour la discrétisation du probleme (3.30)
Définition 3.8: (maillage admissible pour I'opérateur de diffusion générale)

Soit Q un ouvert borné polygonal de R? ,d = 2 ou 3 max. Un maillage admissible de type
volumes finis pour la discrétisation du probléme (3.30) est un maillage admissible 77 de Q
dans le sens de définition 3.1 ou les deux dernieres conditions (iv) et (v) sont remplacées par
les deux conditions suivantes :

(iv)' soit T tel que la restriction de g sur chaque bord ¢ € &,,, est continue VK € T, Ay
1
m(K)
points P = (xx)ker tel que xx Nyee, Dk,» € K OU Dy, est la droite perpendiculaire a o par
rapport & le produit scalaire introduit par Ax! tel que :Dg,No = D, ,No # @ sio = K|L. De

plus, sioc = K|L, soity, = Dk ,No = D ,No et on suppose que xx #* x|,

est la valeur moyenne de A sur K tel que Ag = fK A(x) dx. lls existent une famille des

(V) Vo € &,,, , soit K le volume de controle tel que o € & et soit Dy , la droite
orthogonal & o par rapport a le produit scalaire introduit par Ax!, alors il existe y, € oNDk s ;

soit g, = g(Vs)-
Les notations sont les mémes comme on introduit dans la définition (3.1)

A ce niveau on définit les inconnues discrétes du schéma numérique, avec les mémes
notations comme dans le section 3.1.2, les inconnues principales (ug)ger Seront utilisés et
qui sont des approximations de la valeur de u(xy) et quelques inconnues auxiliaires a savoir
les flux Fx ,VK € T et o € & et quelques approximations de u dans o notés u, Vo € £ . Ces
inconnues auxiliaires sont des utiles pour écrire le schéma, mais ils peuvent étre éliminés au
niveau local a fin que les inconnues discrétes seront seulement écrire par rapport a des

inconnues discréetes (ug)ger -Pour d € €.y Uy, = 9gVs)

Le schéma aux volumes finis pour I'approximation numérique de la solution du probléme
(3.30) est obtenu par l'intégration de la premiere équation de (3.30) sur chaque volume de

contrble, et 'approximation du flux sur chaque bord ¢ de K :

z Fgo + z Vg Us+ +Dm(K)ug = fx VK ET (3.31)

ogEEK oEEK
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ol Vg, = fg v(x).ng,dy(x) (ng, levecteur normal unitaire a o se dirigeant vers K)
Sl g = KO',+|LO',+
Us 4+ = Uk, , ,OU ug_ estlamont de volume de contrdle c'est-a-dire vk, > 0, avec K = K

Siocg€E&,;:

{uK sivk, = 0 (c’est—a —dire K est'amonta ¢ par rapportau)
Uy 4 = ' .
o+ u, sinon

Fx , estune approximation de fa AgVu(x).ng ,dy(x); qui s’écrit par rapport a des
inconnues discretes (ug)ger et (Ug)ges

Pour K € T eto € & , soit Ax , = |Ag . Nk .| (rappelons que |.| est la norme euclidien)

Si xx € o:
Ju
oo = | =MTuG.nip dy() = =gl . 52 (Im(o)
g
du
= —|AK'.nK'U|.%(E)m(G) car A > Oet |nK,J| =1
Dol :
Uy — U
Fx o = —m(0) Ak o gd—K
K,o

On écrit la conservativité de schéma, c'est-a-dire Fy, = —F,, si 0 = K|L € 1, on obtient la
valeur de u, (sSi x; & o) par rapport a (ug)ger

Uy — Uk Us; — Uy
FK,J = _m(o-))ll{,a = _FL,O' = m(o-)AL,a
dK,cr dL,a
= u, = ! (AK'Uu +AL’Ju )
(o o L
Ao + Ao dK,cr dL,O'
dK,cr dL,U'

SixKEO':

On au, = ug d'ou lavaleur de Fy, est:

Fgo = —T5(u, —ug),0 =K|L
ou
{ AK a/lLo
m(o) — si y, #xgety, #x;
T = ! AK"’ dLJU + AL,UdK,g' 7 g
o A
l m(o) Ko si xx & o
dK,a
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€&, :

. N A
Fry = —5(gs =) sixg € 0 00 7, = m(0) 722
0

Si xi € o, alors I'équation associée a uy estug = g, et le flux numérique Fy , estun
inconnue qui peut déduit de (3.30)

Remarque 3.4:

Si A =1, alors le schéma (3.31) est le méme schéma (3.3) dans la section 3.1.2
3.3.2 L’estimation de I’erreur :

Théoréme 3.8 : Soit 2 un ouvert borné polygonal de R%,d = 2 ou 3 max, sous les
hypothéses de position de probleme(3.30) , soitu la solution unique de probléme
variationnelle(3.30) .Soit 77 un maillage admissible pour la discrétisation du probleme(3.30),
dans le sens de définition 3.8 . Soient &;,&, € R, tel que:

§1(size (7))* < m(K) < &,(size(T))?
& (size (7)) < m(o) < & (size(T))
§1(size (7)) < dy < &y(size(T))
On suppose que :
fik € C(K) , VK € T, Ajx € C*(K,R¥),VK € T etuyy € C*(K)VKET
(rappelons queC™ (K,R™) = { v, ,v € C™(R%, RM)}et C™(.) = C™(.,R))

Alors il existe une famille unique de(ug)ger Satisfait(3.31) , de plus ex = u(xg) —ug , il
existe C € R, dépendant de &;,&,,y = supger (Il D?u l2()) €t 6 = supger (Il DA = i) tel
que :

2
Z (D;ie) m(0) < C(size (T))? et Z m(K)e? < C(size (T))
og€EE o Ker

le, —ex| pouro € &, ,0 =K]|L

U:D.e =
ou:Dge { lex| pourao € €., NEK

Preuve du théoreme 3.8 :
Etape 1: Estimations

L’approximation du flux de diffusion exacte est :fa —AgVu(x).ng ,dy(x) ,Vo € €

—75 (u(xy) — ulxg)) ,sio = K|L

Soit : FK,U = {_Ta (u(yo') _ 'U,(XK)) ,Sio € 8ext ngl{

Il existe une constante C; dépendant de u et A tel que :
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Fg o — fa AgVu(x).ng ,dy(x) = Rk, , avec |Rg | < Cysize (T)m(o) et il existe une constante
C, dépendant de u et v tel que :

Vo € &, vK_Uu(xKG’Jr) — fa v(x).ng ;(x)dy(x) = 1y, avec |rg,| < C;size (T)m(o)

On intégre la premiere équation de (3.30) sur chagque volume de contréle :

—f div(AVu)(x)dx +f div(vu)(x)dx+bf u(x)dx =f f(x)dx
K K K K

== > [ AT e @@ + Y [ @, (drGo

0€EEK g€k

+b.’;{ u(x)dx =.];( f(x)dx

On soustrait cette derniére équation a I'’équation (3.31)

— Z L A(x)Vu(x). ng o (X)dy (x) — Z Fgq + Z L (V) (). ng ;- (x)dy (x)

0EEK oEEK g€EEK
= " oty + b uGdx = (K = | FEIdx— mCEOf )
K K
ogEEK
0' E gint:
- | AV, @ = Y Feg = Y (Fio ~ Fio — Rio)
g€E ML ? 0EEn; o€E M
= Z (=75 (ulrg) —uxy)) + 7, (ug —uy) — Z Rg s
0E€E 0EE
== Z 1,(e, —ex) — Z Ry s
Jegint Jegint
o€ &yt
- Y| AT @A = Y Fes = D (Fio ~ Fro — Rio)
0€Eext g 0€Eext 0€Eext
= Z (_TO' (u(YU) - U(XK)) + To (ga - uK) - z RK,O’
OEE gyt OEEext
= z Tslx — Z RK,O’ ) (u(ya) — Y95 = 0)
TEE gyt 0E€Eeyxt
Donc :

- z f A()Vu(x). ng , (x)dy (x) — z Fro =— Z Gg,o = z Rk,

ogEEK o o0EEK gEEK 0EEK
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> | @@ e,y = Y vt = Y o ul, ) = i)

oEEK o gEEK oEEK
= Z VKo €5,4+ — Z Tk,o
0€EEK 0€EEK

b( fK u()dx — m(K)ug) = bm(K) (u(rg) — ) = bm(K)ex

Siu € C(Q), 'équation du probléme de (3.30) devient :bu(x) = f(x)
f fx)dx —m(K)fyx = b(f u(x)dx — m(K)ug) = bm(K)ug — b f u(x)dx
K K P

(*) - — Z GK,J + Z UK,O' eo-'+ + bm(K)eK = Z (RK,G +rK,O‘) + SK ,VK eET (332)

ogEEK 0EEK g€y
ou Sg= bm(K)uy—»b f u(x)dx
K

avec |SK| < Cgm(K) ou C3(u, b) € ]R+,

G _{TU(eL—eK) ,sioc =K|L
Ko = -1, ek ,Sio € Epye NEL

eqs,+ = ek, l'erreur associée a 'amont de volume de controle a o . On multiplie I'équation

(3.32)par ek , on fait la somme sur K € T,et on utilise la conservativité de schéma (sio = K|L
a|0l’s RK,O’ = _RL,O' )

- Z Z Ggoex + Z Z Vk,o€s+€K T Z bm(K)eg

KeT o€y KeT o€&y KeT

= Z Z (Rio +7x,0)ex + Z Skex

KeT o€y KeT

= - z z Groex < Z Z (Rks +Tkg)ex + Z Skek

KeT g€ KET g€ KeT

Car dans le théoreme 3.3 on a prouvé que :

Z Z VK 5€s +€k = Oetz bm(K)eZ =0 (b = 0)

KeT g€ KeT

(z 1,(e, —ex)?si 0 € &, ,0 = K|L

_Z Z GK'UekZ{UEiT , =ZTU(D09)Z

KET g€y k o €K si 0 € Egye NEK ogEE
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Z 1,(Dye)? < (Cy + Cy) Z size(T)m(o) (e, —ex) + C3 Z m(K)eg

og€EE 0EEint KeT

et par 'inégalité de Cauchy- Schwartz, il vient :

> 00,07 < (6 + Clsise(TI( Y. M@ (Y. 2 (e e+ G [ epCoax

og€EE 0E€E it 0€EE It O

< (€, + C)size(T)(dm@): Il e s+ Co(m(D)2 I ey N 2(q,

Par I'inégalité de Poincaré discréte, on obtient :
1 1
I er 1f7< (C1 + Cy)size(T) Il er Il 7 (dm())z + C3(m(Q))zdiam(Q) Il ey Il r
1 1
=l er ll17= ((C; + C2)(dm(Q))z + C3(m(Q))2)size(T)

< C.size(T)ou ey € X(T)telque : er(x) =ex ppx €K

Alors ;

2 m(9) (D,e)? < (Csize(T))?

d
og€EE

On applique I'inégalité de Poincaré discréte, on trouve :

Z m(K)eZ =l er IIEz(Q)S (diam(Q))? Il er II%TS (diam(Q))? (C.size(T))? < C(size(T))?
Ker

Etape 2 : Existence et 'unicité
On utilise le principe du maximum c’est-a-dire si fy >0 VK €T et gy =0 Vo € &,y
Alors (ug)ger la solution de (3.31) satisfaituy >0 VK €T

Supposons par I'absurde que K, est un volume de controle tel que o € &, NEy, et
que ug, <0, alors pours c 0Q, g, < 0 (contradiction)

Le principe du maximum donne l'unicité de la solution numérique de schéma
Dousify =0 VKeT etgy =0 Vo € &, alorsug =0

Donc I'équation (3.31) devient :

Z Fg o + Z Vi g Ug + + m(K)bug =0

oEEK gEEK

On multiplie cette équation par ux on obtient :

Z Fg o ug + Z Vg o Ug +Ug + m(K)buy =0 ,VKET

oEEK gEEK
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Ona:fy =0 VKeT etgy =0 Vo € &,, donc il sS'agit de prouverque uy =0 VK € T

En effet : on somme la derniere équation sur chaque volume de contrdle K

Z Z Fg o ug + Z Z Vg o Ug +Ug + Z m(K)bu =0

KET g€y KeT o€y KeT
Ce qui donne apres réarrangement des termes de cette somme suivant les faces de
€= gint U gext :

Z m(K)bulz( + z To (Dau)z + Z Vg (ua,+ - ua,—) Ug 4+ = 0

KeT ogEE og€EE

D'aprés le lemme 3.2: uy =0 VK €T

Ainsi la seule solution du probléme homogene associée au systéme linéaire aux volumes
finis (3.31) n’est autre que la solution triviale. ]

3.3.3 Autres conditions au bord :

Le schéma aux volumes finis peut étre utilisé a la discrétisation du probleme
elliptique avec les conditions au bord de Dirichlet et de Neumann. Il est aussi facile a
appliquer le cas de Fourier et le cas des conditions d’interface entre deux régions
géométrigques. On propose ici quelques conditions au bord et d’interface.

Soit Q un ouvert rectangulaire de R? définie par :Q = (0,1) x (0,2)
On considére le probléme modéle suivant: (par exemple la conduction de la chaleur)

—div(2;.Vu(x)) = f(x) ,x €Q;,i = 1,2 ou f € C(Q2),4;,4, > 0 sont les deux conductivités
thermiques dans les domaines Q; et Q, avec Q; = (0,1) X (0,1) et Q, = (0,1) X (1,2)

Onrappelle I; =[0,1] x {0},T, = {1} x [0,2] ,T3 = [0,1] x {2} , I, = {0} x [0,2] les frontiéres
extérieurs de Q0 , et on note I = [0,1] x {1} l'interface entre Q, et Q, , dans la suite on notera
A la conductivité thermique sur Q , avec 4, = 4;,i = 1,2.

On va considérer plusieurs types des conditions aux limites :

Condition aux limite de type de Fourier surI’; U I :

On suppose qu'il existe un Transfer thermique entre les parois I} ,I'; et I'extérieur. Ce
transfert est décrit par la condition de Fourier, qu’exprime que le flux transféré est
proportionnel a la diffusion de température entre I'extérieur et l'intérieur :

—A.Vu(x).n(x) = a(u(x) — Ueyr ) VX €T U T3

ou a > 0 est le coefficient de transfert thermique,n levecteur unitaire normal a 9Q extérieur a
Q etu,,, latempérature extérieur (donnée).

Condition aux limites de type de Neumann sur [,:
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On suppose que la paroi I, soit parfaitement isolée, et que le flux de la chaleur a
travers cette paroi est donc nul, ceci se traduit par une condition dite de Neumann
homogéne

—AVu(x).n(x) =0vx €T3 .

Condition aux limites de type de Dirichlet sur I's:

Sur la paroi T, , on suppose que la température est fixé, ceci est une condition assez
difficile a obtenir expérimentalement pour un probléme de type de chaleur, mais qu’on peut
rencontre dans d’autre probléme pratique

ux)=gx)vx €l ,g € CIy)

Condition sur 'interface I:

On suppose que l'interface I est par exemple le siége d’une réaction chimique surfacique
6 et ¢ qui provoque un dégagement de chaleur surfacique. On a donc un saut du flux de
chaleur a travers l'interface 1. Ceci se traduit par les deux conditions de saut suivantes :

—/11Vu1(x). ng + szuz(X). n, = H(X) , X €1
up (%) —up(x) = p(x) ,x €1

ou n; désigne le vecteur unitaire normal a Iet extérieur a Q;, 6 et ¢ sont des fonctions
données (B et ¢ € C(I))

3.4 Etude numérique de quelques modeles :
3.4.1 Modéle de convection pure :
Probleme et schéma:

Nous considérons a présent le cas de la convection pure avec la vitesse v constante.
Les équations du modéle sont les suivantes :

ou
ou : _ d g —
o (x,t) tvdivu(x,t) =0 ,x€eQcR%d=1,2,t €]0,T[ (3.33)

u(x,0) = up(x) ,x € Q ,uy(x)donné
Lecasd=1:

Soit (K;)i~; un maillage admissible au sens de définition 2.1 (section 2.1.1). On intégre
'équation de probléme (3.33)sur chaque intervalle K; au temps t €]0, T[ :

du du )
ja(x,t)dx+vfa(x,t)dx=0 ,Vi=1,..,N (3.34)
K; K;
Le terme en temps est discrétisé, en générale, par la méthode de différence finis. En effet,
soit k € N* le pas temporel est choisi constant donc la discrétisation temporelle du schéma
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d’Euler explicite est obtenue lorsque I'on prend u" (x) I'approximation de la solution u au
tempst =t, c'est-a-dire

unt1 (x) —uh (x)
k

au( £)
—_— x’ ~
ot "
Les inconnues discrétes sont notées par ui ,i = 1,..,N,n € N qui sont des approximations

de u(x;,t,) donc:

n+1 n
ou u' =y

E(xi:tn) ZT

(3.34)devient :

Siv > 0, quel est considéré ici, le terme conservative vu (le,tn) est approximé par vu}
2

a cause de la considération de la stabilité.

Siv < 0, 'approximation de vu (xi%,tn) est uj,; pour le méme raison.
D’ou le schéma explicite aux volumes finis pour la discrétisation du probléeme (3.33) en 1D
s’écrit :

h.
(f(u?ﬂ —u" )+ v —ut,)=0,vi=1,..,N,vneN

u? = f uy(x)dx

K;
ouh; =m(K;) =x,,1—x, 1
l+§ L_E

Le cas d=2:

Soit 77 un maillage admissible de Q , ouvert, convexe, borné et polygonal et soit K € T'le
volume de contrble. Pour prouver le schéma aux volumes finis de (3.33) en 2D on intégre

'équation de (3.33) sur chaque volume de controle K au tempst €]0, T :

f g—lz(x, t)dx +v f u(x, t).ng(x)dy(x) =0 ,vt €]0, T[ (3.35)
K aK

ou ng le vecteur normal unitaire a dK se dirigeant vers I'extérieur de K

Toujours, le terme en temps est discrétisé par différence finis et d’aprés la section 3.1.1, on a

n+1 _n
oK = U o ,(3.35) =>f” (x)k LG Z fu(x,tn).n,(,o(x)dy(x) —0  (336)

OEEK K 0€EEK ¢
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Soit ug les inconnues discretes pour K € Tet soit ug , = fg u(x, t,).ng . (x)dy(x) tel que :

n+1

n
Ug = — Ug

Jdu
ug =~ u(xg, t,) ,VK €T ,vn € N, donc: E(x,(, ty) = .

(3.36)devient :

dx +v Z ug , = 0,vt €]0, T[

gEEK

f i — uf
k
K

D’ou le schéma aux volumes finis pour la discrétisation du probléme (3.33) en 2D est :

m(K

(%(u’,é“ —u}) +v Z ut, =0,YK€ET
l O'EEK

l ul =fu0(x)dx

K

3.4.2 Modele de convection diffusion :

Nous considérons maintenant le cas de la convection —diffusion avec v, u sont des
constantes. Les équations du modéle sont :

ou
(E(x, t) + vdivu(x, t) — pAu(x, t) =0, x € Qc R%,d = 1.2,t €]0,T[
i u(x,0) = ug(x) x €Q ,uy(x) donné (3:37)
u(0,t) =u(1,t) =0 t €]0,T[
Le casd=1:

On va résoudre le probléme (3.37) par la méthode de séparation de variable
Soit (x,t) = X(x).T(t) , le probleme (3.37)devient :

X).T (8) +vX (x).T(t) — uX (x).T(t) =0
X(x).T(0) = ug(x),
X(0).T(®) =X(1).T(t) =0

et nous avons que X et T sont des solutions de probléme
—uX VX —2X=0 (%)
suivant : T'(t) = AT(t)
X0)=X1)=0

L’équation caractéristique associée a (x) est: —ur? + vr — 1 = 0 c’est une équation
différentielle de second ordre, son discriminantA = v2 + 4Au.PourA = 0, (¥) n'admet pas des
solutions non trivial. Donc cette équation admet des solutions périodique pour A< 0 et qui a
vEivA
2p

deux racines complexes ry , = dou:

A+ Bsin 2
2'ux sin o x),

X(x) = e’ (Acos

93



X(0)=A4=0,

v —A , X —A
X(1) = B e sinz— = 0, cecin est possible pour Be2+ # 0 etz— =kmr,k €N
I u

2
v
Les valeurs propres sont donc 4;, = — YT k?m?u et les fonctions propres assoiées:
u

X(x) = V2 e sinkmx , k = 1 forment une base orthonormé dans 12((0,1))

v
Developpons u, suivantcette base : uy (x) = Z V2 Bye2 sinknx ,k €N,
k=1

1
Ainsi : B, = \/Ef ez’ uy (y)sin kmydy
0

Dol :

1

Ly Yy —(ﬁ+k2n2u)t
u(x,t) = ZZ(j ug (y)e” sinkmydy) ez« (sinkmx)e \4
k=1 0
Pour simplifier les calculs on pose u, (y) = e 2=° donc
1 2
A (Y22
u(x, t) = 22 fsinknydy ez’ (sin kmx)e (4H+k ”)t
k=1 \0

2 i (Y22
= EZ(l — (=1)*) e (sin kmx)e (4H+k " ”)t

k>1
0 sik=2p
u(x,t) =141 > (ka2
—EEezﬂx(sinknx)e (4ﬂ+k " #)t sik=2p+1
anO
D’ou
y2
e t) == (G carrninu)
s

1 Yy _
5 .
E kT 1 ezt” (sin(2k + )mx)e
k>0

On va prouver maintenant le schéma aux volumes finis de probléme (3.37) en 1D pour cela
on faitseulement la discrétisation du troisieme membre gauche de I'équation de probléme
(3.37) car les deux autres membres on a déja fait dans le premier modéle .En effet,

f azu( Odx = au( t) au( t)
Hoxz o8 =71 55 x”%' ox xi—%'

K;
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du

Soit uk les inconnues discrétes pour K € Tet 'approximation de - (le , tn> est établie a
2

partir d’un procédé de différence finis (schéma centré).On pose :

i
F'y:=——2—— sur K; pour i=1,..,N
i+ h;
2 i
n n
Uipp —U 1

" 1
l+5

I
=
=

I
[N

= —TZ sur K;,;, pour i
i+1

Grace a la conservativité de flux a travers les interfaces, on peut déduire la valeur de u? 1
2

en fonction de u et u},; c’est-a-dire

no_yn n o gn
b=t Uivy — W1 hful,; + hiul
2 _ 2 n _ 't %i+l i+1%i
[ ey T A
i i+1 2 i i+1

On remplace u?+ par son valeur dans Fﬁrl on trouve :

1
2 2

n n n n
o Ui Wy U T Y .
fi= = Vi=0,..,N-1
lz hl +hl+1 h 1

ou hH% =ht+h i =x41—% ,i=1,...,N
D’ou le schéma aux volumes finis pour la discrétisation du probléme (3.37)en 1D :

%(ulﬂﬂ —uf) +uFt = Fr )+ vl —ul ) =0 ,vi=1,.,N,Vvn€N
2 2

noo_ Uiy -
FH% = —;—1 ,Vi=0,..,N (3.38)
L+7

u = fKi ug (x)dx
Le cas d=2:

On intégre I'équation de (3.37) sur K(VK € T")

d
f a—ltl(x, t)dx + vf divu(x, t)dx — ,uf Au(x,t)dx =0
K K K

vf divu(x, t)dx = v fu(x, t).ng(x)dy(x) =v Z fu(x, t).ng , (x)dy(x)
K

K 0€€k o

Les inconnues discretes (uk)gersont des approximations de u(xg,t,),VK € T,vn € N
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ulr},a zfu(x'tn)-nl(,a(x)dy(x)

[

- f G dx = f O =k Y. [ 5D (I ()

0€EEK o

Si Z—Z(x, tn)-ng ;(x) € C(0),3¢ € o tel que:

f (x, tp). mg ; (X)dy (x) = m(ff) (f tn) g (8) = m(G) (5 tn)

g

ulx;, t,) —ulxg, t
m(o) (x n)d Xk, tn) sioc =K|L € &y
— o
- ug(y,, t,) — ulxg, t
m(o_) O(ya n)d (K n) siaegextn&(
(o2
ur —ug
m(oc) ——— sioc=K|L € &y,
~ e = i,
ull —u® ’
m(a)% siog € E,r NEK
o

Le schéma aux volumes finis s’écrit finalement comme suit :

In(K) n+1 n o _
( uK)‘l“Ll FKO'+V uK’o-—O,VKET,VTlEN

O'EgK O'ESK

ud = f uy (x)dx
k

Résultat de simulation:

function U=diffusionl (n, k,mu, nu)

x (1)
for

0
(

Xl

2:2%
i) =

+1
) (

n
i/ ((2*n+1);
end

z=-nu/ (2*mu) ;

for i=1:n

zl=z*x ((2*1i)+1);

z2=z* X((2* )— )7

u 0(i)=(1/z)*exp(zl)-(( 1/z)*exp(z2))
end
h d(1) x(1)

=x(2) -
for i=1l:n-1
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end
for

end

$la
for

end

for

end
U=u"'

%la

h d(i+1)=x((2*1)+2)-x(2*1)
i=1:n
h i(i)=x((2*1)+1)-x(1)

matrice A

i=1l:n

al=h 1i(i)/k;

a2=1/h d(i);

a3=1/h d(i);
a(i,i)=al-mu* (a2+a3)-nu;
b(i)=h 1i(i)/k;

for i=1:n-1
a(i+l,i)=(mu/h_d(i+1))+nu;
a(i,i+l)=mu/h d(i+1);

u 0=(u 0)'

ul=a*u 0;

i=1l:n
U(i)=ul(i)/b(i);
%U(i)=k*ul(i)/h_i(i),

définition d'erreur

erreur=norme (n,u_0,U)

%le
m=1:

graphe
l:n

plot(m,U,'r',m,ul, 'b")
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La discrétisation des problemes de diffusion dans un milieu hétérogene est
établie par la méthode des volumes finis qui se décompose en deux étapes
importantes:

Le maillage : il consiste a diviser le domaine d’étude en plusieurs cellules appelées
volumes de contrdle.

La discrétisation: Dans de cette étape, on procéde a l'intégration des équations
elliptiqgues sur chaque volume de contrdle.

L’étude de I'estimation de I'erreur et de la convergence des solutions
approximatives est effectuée. Par ailleurs, les calculs numériques et la program-
mation des schémas de discrétisation par volumes finis n’a porté que sur les
problemes en dimension une (1D) avec des conditions aux limites de type de
Dirichlet, le temps alloué a la réalisation du mémoire étant, malheureusement,
insuffisant.

Restera, par conséquent, en perspectives, 'approche numérique qui pourra
étre réalisée pour des problémes posés avec d’autres conditions au bord.
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