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Introduction

On s’intéresse dans ce travail a différents théoremes d’existences des points
fixes et au role des suites de Picard et de Krasnoselski dans I'approximation de
ces points fixes et en particulier ceux des équations non-linéaires. On donnera
aussi un lien avec la méthode « toile d’araignée » qui décrit les phénomenes
d’équilibre en économie mathématique.

Note

Une grande partie des résultats de ce travail se trouvent dans [9].



Chapitre 1

Théoremes d’existence

Théoréme du point fixe de Brouwer en dimension 1

Toute fonction continue f: [a, b] — [a, b] posséde au moins un point fixe.
Preuve

Puisque f([a,b]) < [a,b] alors f(a)—a=0 et f(b)—b <0 donc
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires la fonction continue
g:la, b] = R définie par g(x) = f(x) — x change de signe quand x varie de a
vers b donc il existe au moins un point ¢ dans [a, b] tel que g(c) = 0 c'est-a-
dire f(c) = c.

Remargues

Nous donnons quelques remargues concernant les hypothéses du théoreme du
point fixe de Brouwer sur |'axe des réels.

(i) Si un point fixe dans [a, b] existe pour une fonction continue f: [a,b] —
[a,b], ce point n'est pas nécessairement unique. En effet, tout point
x € [a,b] est un point fixe pour la fonction f: [a,b] — [a, b] définie par

fx) = x.

(ii) la condition que f soit définie sur une partie fermée de R est nécessaire
pour I'existence d'un point fixe. Par exemple, si f:[0,1) = R est définie par
f(x) = (1 + x)/2, alors f applique [0, 1) dans lui-méme, et f est continue.
Toutefois, f n'a pas de point fixe dans [0, 1).

(iii) la condition que f soit définie sur un sous-ensemble borné de R est
essentielle pour I'existence d'un point fixe. Par exemple, si f:[1,00) — Rest
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définie par f(x) = x + x™, alors f applique [1,00) dans lui-méme, f est

continue, mais f n'a pas de point fixe dans [ 1, o).

(iv) la condition que f soit définie sur un intervalle de R est essentielle pour
I'existence d'un point fixe. Par exemple, si D = [—2,—1] U [1,2] et
f:D - R est définie par f(x) = —x, alors f applique D en lui-méme, f est
continue, mais a f pas de point fixe dans D.

(v) la condition que f soit continue est essentielle pour I'existence d’un point

fixe. Par exemple soit la fonction f : [0,1] — [0,1] définie par :

IA
=
N

1si

f(x) =

_ N

IA
=
IA

0 si

N|—= O

Alors cette fonction telle gu’elle est définie n"admet aucun point fixe.

Théoreme du point fixe de Knaster

Dans cette section on montre que la propriété du point fixe établie dans le
théoreme de Brouwer reste valable si I‘hypothése de continuité est remplacée
par celle que la fonction f: [a, b] — [a, b] soit non-décroissante.

Théoreme 1
Soit f: [a,b] — [a, b] une fonction non décroissante.
Alors,
(i) f possede au moins un point fixe,
(ii) il existe une fonction décroissante f: [a, b] — [a, b] sans points fixes.
Preuve
(i) Posons
A={a<x<bf(x)=x}

et xo = supA.
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Fig. 2. Théoreme du point fixe de Knaster
Considérons les deux cas suivants :

Cas 1: xy, € A. Par définition de x, il s'ensuit que f(xg) = xq. Si f(xg) = x,
alors la preuve est terminée. Sinon, on raisonne par l'absurde et supposons
que f(xg) > xo. Par définition de x,, on obtient f(x) < x,Vx > x,.

D'autre part, pour tout xq < x < f(xg), nous avons x > f(x) = f(xg), ce qui
est une contradiction puisque x € (xg, f(xg)), donc, x < f(xp). Il s'ensuit que
I'hypothese f(xy) > x, est fausse, alors f admet un point fixe.

Cas 2: x, € A. Nous montrons que, en fait, il est impossible d’avoirx, & A,
alors xy € A, ce qui réduit le probleme au Cas 1.

xg € A cest-a-dire  f(xy) < xg (1)
Comme xy = sup 4 , alors il existe une suite x,, = xg, x,, < X, telle que
X, €A.
Comme f est croissante, alors f(x,) < f(xp) .
Donc lim,, o0 f (%) < £ (o) (2)
D’aprés (1) et (2), on obtient,
lim,, 10, (%) < X (3)
D’autre part comme (x,,),, € A ,alors f(x,) = x,.

Par suite,



lirnn—>+00 f(xn) = lirnn—>+oo Xn = Xo (4)
Et ceci est en contradiction avec (3).

(ii) Considérons la fonction f définie par :

1

1—x si 0Sx<§,
f =41 1 -
> 2512_x_.

Alors f:[0,1] — [0, 1] est décroissante, mais n‘admet aucun point fixe.

Un contre-exemple est représenté dans la figure 3.

A
y

1

=<V

Fig. 3. Théoreme du point fixe de KNASTER échoue pour les fonctions
décroissantes

Nous montrons dans ce qui suit quelques propriétés élémentaires du point fixe
pour les fonctions réelles.

Proposition 1

Soit f: [0,1] — [0,1] une fonction continue telle que f(0) = 0, f (1) = 1.
Notons f*: = fo fo---0of (n fois) et supposons qu'il existe un entier

m € N* tel que f™ (x) = x pour toutx € [0,1]. Alors f (x) = x pour tout
x € [0,1].

Preuve

f est bijective, car sim € N*, il existe g = f™ L telque fog=go f =Id.



La fonction f est donc strictement croissante (puisque f est continue et

f(0)=0,f(1) = 1)

Supposons, par l'absurde, qu'il existe x € (0, 1) tel que f(x) > x. Alors, pour
toutn € N,ona:

1) = (e ) = FHF ()
Par hypothese
frHf@) > 271
Par suite on en déduit par itérations que
fre) > P > > x

Pourn = m, on aboutit a une contradiction. Un argument similaire montre
que le cas f (x) < x (pour un certain x) n'est pas possible.

Proposition 2

Soient a,b deux nombres réels avec a < b et considérons une fonction
continue f: [a,b] —» R.

(i)Si [a,b] € f([a, b)), alors f admet un point fixe.

(ii) Supposons qu'il existe un intervalle fermé I’ < f([a, b]). AlorsI' = f (J),
ou J est un intervalle fermé contenu dans [a, b].

(iii) Supposons qu'il existe n intervalles fermés ..., I,,_; contenus dans [a, b]
tel que pour tout0 < k < n—-2,I,,1 < f(Iy) etly c f(I,—1). Alors f"
possede un point fixe (f*: = f o f o---0f).

Preuve

Soient a et b deux réels avec a < b et f:[a,b] = R est une fonction
continue.

(i) Posons f ([a,b]) = [m,M]; (car 'image par une fonction continue d’un
intervalle compact est un intervalle compact).

Et soit x,,,, xy € [a, b] tels que,



fxp)=m<a<x, e f(xy)=M=b=xy.

Il est clair que la fonction f(x) —x est continue (la différence de deux
fonctions continues, est une fonction continue). On a aussi les inégalités
suivantes

fOm) —xm < 0etf(xy)—xy =0

Donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x, € [a, b] tel que
f(xg) —x = 0. Et ceci implique que f(xy) = x, et que f posséde au moins un
point fixe sur [a, b].

(i) Soit I un intervalle fermé tel que I < f([a, b]) . Montrons alors qu’il existe
un intervalle fermé J telque I’ = f(J) et < [a, b].

Posons I' = [c,d], et considérons u,v € ['telsque f (u) = cet f (v) = d.
Supposons, sans perte de généralité, queu < v.
Considérons I'ensemble A définie par,
A= {x € [uv],f (x) = ¢}
On a,
A+Q car€eA.
A estborné car A c [u, v].

A est fermé car il est I'image réciproque par f d’un ensemble fermé c’est-a-

dire A = f~1({c}).

Par suite A est un compact non vide, donc il existe un @ = max {x;x €
A} et,enoutre, a € A.

De méme, I'ensemble B = {x € [a,v],f (x) = d} possede un point minimal

B.Alors f(a) = c < f(x) < f(B) = ddonc f([a,B]) < [c,d], et pour tout
x € (a,f),nousavons f (x) #cetf (x) #d.

Montrons que [c,d] c f([a, B]).
Soit y = [c,d],

Alors,
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y—c=y—f(a) 20,
et y—d=y-f(B)=<0.

D’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe x* € [a, §] tel
que y = f(x").

c’est-a-dire y € f(la, B])
Par suite [c,d] € f((a,B)) .
llenrésulteque I’ = f (J),ou] = [a,B].
(i) supposons qu'’il existe n intervalles fermés I, ..., I,_; dans [a, b], tels que ;
0<k<n—=21I cf)l < f,-1),
il s'ensuit, par (ii) qu'il existe un intervalle fermé J,_; c I,_; tel que
Iy = f Un-1)-
Mais Jn-1 € L1 © f(In-2)-
Ainsi, encore une fois par (ii), il existe un intervalle fermé,
Jn—2 © I
tel que Jn-1 = fUn-2)-

Ainsi, nous obtenons n intervalles fermés J,...,J,,_1 de telle sorte que J, C I,
pour tous0 < k <n —1let [ =fU)pour tout0 < k < n — 2et

donc Iy = f (Uu=1) == f" (o).

Par conséquent, J, est inclus dans son image par la nieme itération f" c’est-a-
direJo € Iy = f"(Jy). De (i) on en déduit que f" possede un point fixe dans

Jo-

Proposition 3

Supposons que f: R —» R vérifie|f (x) — f(¥)| <|x — y|quandx # y.
Alors, il existe un certain & dans [— oo, + o] tel que, pour tout réel x,
f*(x) - &quandn — oo.

Preuve

11



On suppose d'abord que f admet un point fixe, disons &, dans R.

Par I'absurde supposons qu’il existe deux points fixe de f sur R ,&; et &, tel que

f(&) =& et f(&)=¢&.

Alorson a;

1§61 =&l = 1) = £ < 1§61 = &2,

ce qui est absurde, et par suite le point fixe est nécessairement unique.

On peut supposer que ¢ = 0 (car on peut toujours se ramener toujours au cas
équivalent de la fonction g(y) = f(y + &) — &€ qui admet 0 comme point fixe
si et seulement si f admet £ comme point fixe), ce qui implique que
|f (x)| < |x| pour tout x non nul.

On en déduit que,

x| > [f QI > |(f o G = If2() > > | (fo..o )x)..)| = |f" (%)
n fois

Donc, pour tout x, la suite |f™(x)| est décroissante.
Donc, converge vers un nombre non négatif u(x).

Montrons que u(x) = 0 pour tout x. Alors supposons maintenant que x est
tel que u(x) > 0. Alors f envoie u(x) et —u(x) vers les points y; et y,, par
exemple, ou |y;| < |u(x)| pour toutj. Ainsi, comme f est continue, il existe
des voisinages ouverts de % u(x) qui sont envoyés par f dans l'intervalle
ouvert] = (—u (x),u (x)) qui contient y; et y,. Cela implique que, pourn
suffisamment grand, f™(x) se trouve dans (car f est contractante) ce qui
contredit le fait que |f™(x)| = u(x) pour tout n c’est-a-dire f"(x) est
toujours en dehors de I. Ainsi, pourtout x, u (x) = Oet f*(x) - 0.

Supposons maintenant que f n'a pas de point fixe dans R. Alors la fonction
f(x) — x est continue et non nulle dans R. Par le théoreme des valeurs
intermédiaires, f(x) > x pour tout x ou f(x) < x pour tout x. Nous pouvons
supposer que f(x) > x pour toutx, vu qu’un argument similaire s'applique
pour l'autres cas. Maintenant, la suite f™(x) est strictement croissante, donc

12



converge vers une certain { dans R U {+ o}. En outre, & € R, car si non¢
serait un point fixe de f. Ainsi f™"(x) — + oo pour tout x.

Nous concluons cet article avec la propriété élémentaire suivante, qui est due a
MW Botsko [3].

Proposition 4

Soit f: [0,1] — [0,1] une fonction telle que |f(x) — f(¥)| < |x — y]| pour
tout x,y € [0,1]. Alors I'ensemble des points fixes de f est soit un singleton
ou un intervalle.

Preuve
Soit, F = {x € [0,1],f (x) = x}.
Ona F # @, d’apres le théoréme du point fixe de Bouwer.

Puisque f est continue, il s'ensuit que F est compact. Soit a le plus petit
nombre dans F et b le plus grand nombre de F (comme F est compacta et b
existent). Il en résulte que F < [a, b]. Fixons arbitrairement un x, € [a,b].
Puisque a est un point fixe de f, nous avons ;

fxo) —a=|f(x)) —al= |f(x0) = f(A)] = x — a
Par conséquent,
f(x0) = xo.
De méme,
b= f(xo)=I[b = f(xo)| = |[f(B) = f(x0)| = b — X,
ce qui montre que  f(xy) = x,.
Il s'ensuit que f(xy) = xg, oU x( est un point fixe de f.

Ainsi, F = [a, b].

13



Chapitre 2

Approximation des points fixes

Nous avons vu que si f:[a,b] = [a, b] est une fonction continue alors f doit
avoir au moins un point fixe, qui est un pointx € [a,b]tel que f(x) = «x.
Une question naturelle dans les applications est de fournir un algorithme pour
trouver (ou approcher) ce point. Une méthode de recherche d'un tel point fixe
est par approximations successives. Cette technique est due au mathématicien
francais Emile Picard (1856-1941) et a été présentée dans son ouvrage
classique sur I'analyse [8]. Plus précisément, si x; € [a,b] est choisi
arbitrairement, on définit x,,,; = f(x,) et la suite résultante (x,) ,>1 est
appelée la suite d'approximations successives de f (ou une suite de Picard pour
la fonction f). Si la suite (x,) ,>1 converge vers un certain x, alors un
argument directe fondé sur la continuité de f montre que x est un point fixe de
f. En effet,

f(x) = fdim, ,,x,) = f(limy, 5 Xp—1) =1lim, Lo f(x—1) =
lim, ., x, = x.

La méthode habituelle pour montrer que la suite (x,) ,>1 d'approximations
successives converge est de montrer gqu'elle satisfait le critere de convergence
de Cauchy : pour toute > 0il existe un entier N tel que pour tout entier
k = N, nous avons |x; — x| <e&. La prochaine proposition affirme qu'il
suffit de poserj = k + 1 dans le critére de Cauchy.

Proposition 5

Soit f: [a,b] — [a,b] une fonction continue. Soit x; un point dans [a, b] et
soit (x,) n>1 représentant la suite d'approximations successives qui en
résulte. Alors la suite (x,) ,>1 converge vers un point fixe de f si et seulement
silim,, | o (x,41 —x,) = 0.

14



Preuve
Il est clair que lim,, _, o, (x,,+1 — X,) = 05si (x;,),,>1 converge vers un point fixe.
Supposons maintenant que :
limy, 5 o (Xn41 — %) = 0 (1)
et que la suite (x,,) ,>1 soit divergente.

Comme [a, b] est compact, il existe deux sous-suites de (x,) ,>1 qui converge
vers & # &, respectivement (voir corollaire 1). Nous pouvons supposer que
&1 < &. Il suffit de montrer que f(x) = x pour toutx € (& ¢;) ce qui n’est
pas dans le cas général. Supposons que ce n'est pas le cas, il y a donc un certain
x* € (&1¢;) tel que f(x™) # x*. Comme f est continue ,il existe un § > 0 tel
que [x*—=8,x"+ 6] € (§1,&) et f(X) #X si XeE(x"—46,x"+ §)
Supposons que X — f(X) > 0 (la preuve dans l'autre cas étant analogue) et
d’apres (1) on peut choisir un nombre N € N de telle sorte que,

If*(x) — f**1(x)| < &6 pourn > N.

Comme &, est un point d'accumulation, il existe un nombre entier positif
n> Ntelque f"(x)> x".

Soit ny le plus petit des entiers naturels n vérifiant les deux inégalités
précédentes.

Alors, clairement, on a
fromi(x) < x* < fMo(x)
etcomme  fMo(x) — fol(x) < 6,
ceci implique que  f™0(x)—x* < fo(x) — fro1(x) < §.
Donc ffo(x) e (x*—=8,x"+ 9).
De ce fait nous devons avoir f™01(x) — f( f* 1(x)) > 0.

Alors fm0~1(x) — fmo(x) >0 et donc f™(x) < f™ 1(x) <x* . Une
contradiction.

Le résultat suivant est d0 a HG Barone [2] et a été établi en 1939.
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Théoreme 2

Soit (a,) n>¢ une suite de nombres réels tels que la suite (a,11 — @y)n>0
converge vers zéro. Alors, I'ensemble des points d’accumulation de (a,),>0
est un intervalle fermé dans R, éventuellement dégénéré.

Preuve

choisissonsuna € (£_,%,).
Par definition de £_, il existe un x,, < a.

Soit n, le plus petit entier plus grand que n, tel que x,, > a (l'existence de n;

est donnée par la définition de £,).

Ainsi, Xn,—1 = a4 < Xp,.

Comme £_ < a, il existe un entier positif n; > n, tels que x,,, < a.
Ensuite, par définition de £, il existe un entier n, > nj tels que x,,, > a.
Si ny désigne le plus petit entier ayant ces propriétés.

Alors Xn,—1 < A < Xp, .

De cette facon, nous construisons une suite croissante de nombres positifs

(n2k )k >1 telle que,

Pourtoutk = 1, x,,, 1 < a<x,, .

En utilisant I'nypothese, nous en déduisons que les suite (x,,,—1) k>1 et
(Xn,, ) k =1 convergent vers a, donc a est un point d’accumulation. Donc

I'intervalle fermé, éventuellement dégénéré, qu’on recherche est bien [£_, £, ]

Le résultat de convergence suivant a été établi par BP Hillam [6] en 1976.
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Théoreme 3

Soit f: [a,b] — [a, b] une fonction continue. Considérons la suite (x,) , >0
définie par x, € [a, b] et, pour tout entier positifn, x, = f(x,,_1). Alors la
suite (x,) » >o converge si et seulement si la suite (x,;1 — X, )n>p CONverge
vers zéro.

Preuve

Supposons que la suite des approximations successives (x,) ,>o Vérifie
Xn+1 — Xp — 0, quandn — oo. Avec les mémes notations que la preuve
précédente, supposons que ¥_ < ¥,. La premiére partie de la preuve de
précédente combinée avec la continuité de f implique que a = f(a) pour
touta € (¥_,%,), car comme a est un point d’accumulation il existe une sous-
suite (x,,) k>0 de (X,)n >0 telle que x,, — a quand k - +oco or d’apres

I’hypothese on a,
f(xn,) — Xn, =Xy 41 — X, 2 0quand k > +oo,
et I'assertion découle par passage a la limite.

Mais en outre cela contredit notre hypothese £_ < £,.

En effet, choisissons /_ < c < d < £, etunnombre 0 < e < ds;c.
Comme x,,1 — x, — 0, il existe N, tel que,

pourtoutn > N, ona —e<x,41 — x, <E&.

Soit, N, > N; > N, telsquexy, <c <d <uxy,.

Notre choix de & implique qu'il existe un entier n € (Ny,N,) tel que
a:= x, € (c,d)sinon on aura pour toutn € (Ny,N,) soit [x,—xy, | > d —
c soit |xy, — x,| > d — ¢ en particulier on aura soit |xN1+1—xN1| >d—c>

€ soit |xy, — Xy,—1| > d — ¢ > € ce qui donne une contradiction.
Parsuiteonax,,; = f(a) = a, x,4, = a, etainsi de suite.
Par conséquent xy, = a, contradiction.

L'assertion inverse est évidente.
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Le résultat suivant est un cas particulier d'un théoréme de point fixe di a
Krasnoselski (voir [7]). Nous référons a [5] pour le cadre général correspondant
a des fonctions définies sur un sous-ensemble convexe fermé des espaces de
Banach strictement convexes.

Théoréme 4

Soit f:[a,b] — [a,b] une fonction satisfaisant |f(x) —f(¥)| < |x—y],
pour toutx,y € [a,b]. Définissons la suite (x,), =1 par x; € [a,b] et, pour
toutn > 1,x,.1 = [x, + f(x,)]/2. Alors la suite (x,) ,>1 converge vers
un point fixe de f.

Preuve

Nous observons qu'il suffit de montrer que (x,), >1 converge. Dans ce cas, par
la relation de récurrence et la continuité de f, il s'ensuit que la limite de
(X,)n =1 €st un point fixe de f. Nous raisonnons par |'absurde et on note A
I'ensemble de tous les points limites de (x,) ,>1, C'est-a-dire A: = {£ €
[a, b], il existe une sous — suite (x,,) >1 de () n >1 telle que x,, —
£}.

De notre hypothése et la compacité de [a, b], on en déduit que A contient au
moins deux éléments et est un ensemble fermé. L'ensemble A est fermé car s'il
existe une suite de limites (£,), dans A qui converge vers un certain
? €[a,b] alors on peut trouver une suite de nombre réels

: : 1 1
(ny) k >1 strictement croissante telle que x,,, € (€} — L £ + ;) :
La suite (x,, ) x >1 est alors une sous suite de (x,) n >1,

1
et |xnk —£’| < |xnk—{’k|+|{’k—{’| £;+|{’k—£’|—>0quandk—>+oo.
Donc £ est bien une limite pour la sous-suite (x,, )  >; d'ou? € A.
Nous divisons la preuve en plusieurs étapes.

(i) Pourtout ¥ € A,ona f(¥) # ¢.

En effet, supposons que £ € A et fixons € > 0 et n;, € N tels que
| %, — €| < &

Alors par I'absurde si on a f(¥) = ¥ donc on trouvera facilement que

18



n, +f{xn ?—xp f@-flxy
|£_xnk+1|= €+2f({’)_xk 2(x o) S| 2x k|+| 2(x ]

[€=xn, |  |[€—xq,]
< k + k
- 2 2

=|¢— x| <c¢.
et ainsi de suite.
Cela montre que |x, — | < &, pour toutn = n,.
Donc (x,) », >1 converge vers £, contradiction.
(ii) Il existe £, € A tel que f(£y) > 4.
En effet, en argumentant par contradiction, soit £_ = min,¢ 4 €.
Alors _ € AcarAestferméet f(£_) < ¢_.
Le cas f(£_) = ¥_ estexclu, par (i).

. o . . :
Mais f(£_) < £_ implique que vu qu’il existe une sous-suite (X, )r>1
convergeant vers £_ alors la sous-suite (x,,41)k>1 converge vers le nombre

£ = [LJFZM car la fonction f est continue etx, 1 = [x,, + f(x,,)]/2et

donc ¥ € A par définition de 'ensemble A.
Orlefaitque £ =[f_+ f(£_)]/2 < ¥_, contredit la définition de ¢_.
Dans ce cas il suffit de prendre £, = £_ .v

(iii) Il existe e > Otelque | f(¥) — €| = ¢, pour tout£ € A. En effet, sinon,
soit £, € A tel que |f(¥,)— ¥, <&, =1/n, pour tout n = 1. Cela
implique que tout point limite de (¥,) ,>1 (qui est aussi dans I'ensemble
fermé A) est un point fixe de la fonction continue f. Ceci contredit (i).

(iv) Conclusion. Par (ii) et (iii), il existe un plus grand £, € A telle que
f(£y) >, car I'ensemble B = {£ € Atel que f(£) > [} n'est pas vide et
contient au moins I'élément ¢, et pour tout £ € B on a forcément f(£) > ¢ +
€ > l par (iii), alors il suffit de prendre £, = supB € A car A est fermé d’ou
£, vérifiera f(£,) =4, +¢&> ¥, par continuité de la fonction f. Soit

P = MZM €A (
constatons que f(£,) > £' > £, et donc on a que f(£") < ¥’ par définition

par un argument similaire que celui dans (iii)) et
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de £, et I'exclusion de I'égalité f(fl) = ¢’ par (i). Par (iii), il existe un plus petit
7 € A tel que £'"> ¢, et f(#") <¥' car [l'ensemble C={f€
Atelquet > ¥ et f(£) < ¥} n’est pas vide et contient au moins I'élément
¢’ et pour tout £ € C on aforcément f(£) < £ — & < [ par (iii), alors il suffit de
prendre ¢ =infC € Acar Aest fermé d’ou £ vérifiera f(£") < — e<
I par continuité de la fonction f et vérifiera aussi "' > £, car I'égalité

aboutira a une contradiction avec la définition de .
Il s'ensuit que 0. <t <t <f(L).
Notons ensuite que f(¢'") <4,

. " «f” 1?” . o
carsinon ¢ = [+12‘—()] € Asatisfairaf, <1 <",

et par définition de £, s'ensuit que f(£" ) <",

et celle de £ il s'ensuit que " H)=¢".

Donc finalement  f(£" ) = £ et ceci contrairement a (i).
Ainsi fUH <t <" <f(£).

lls'ensuit que  |F(€") — F(L)| > |1 — 2,].

Ceci contredit I'hypothese que,

If(x) = f(| < |x—y|, pourtoutx,y € [a,b],

et termine la preuve.

Remarque

(i) Le schéma d'itération décrit ci-dessus dans la propriété de Krasnoselski

ne s'applique pas aux applications continues arbitraires d'un intervalle fermé

dans lui-méme. En effet, considérons la fonction f: [0,1] — [0, 1] définie par

3 .
(— SlOSxSl,
4 4
3 o1 1
f(x) =1-3x ts st <x <y,
o1
kO SLESJCSL
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: : e . 1 1
Ensuite, la suite définie ci-dessus est donnée par x,, = St Xonyq =, pour

toutn > 1.Donc, (x,;) ,>1 estune suite divergente.

(ii) Le théoréme du point fixe de Banach affirme que si f: R = R (ou
f:[a,0) = [a, ™)) est une application telle que pour un certain k dans (0, 1)
et tousx et ydans R, |f(x) — f(y)| < k|x —y|, alors l'itération f* = f o
..o f (n termes) de f converge vers un (unique) point fixe { de f. Ce
théoreme peut étre accompagné d'un exemple pour montrer que l'inégalité ne
peut pas étre remplacée par la condition plus faible |f(x) — f(¥)| <|x —
y |. L'exemple le plus commun de ce type est f (x) = x + 1/x agissant sur
[1,00). Alors, f (x) > x, de sorte que f n'a pas de points fixes. En outre, pour
tout x, la suite x, f(x), f%(x) ... est strictement croissante et doit donc
converger dans |'espace [— o, + o]. En fait, f*(x) = + oo, sinon f*(x) = a
pour un certains a réel, et alors f(f"(x)) — f(a) (car f est continue) de sorte
que f (a) = a, ce qui n'est pas le cas. Ainsi, on définit f (+ o0) pour étre + oo
et on en déduit que cet exemple n'est plus un contre-exemple. La propriété
suivante clarifie ces idées et fournit un élémentaire, mais intéressant, adjoint
au théoréme du point fixe de Banach. Nous venons de souligner qu'une
application f: R — R satisfaisant |[f(x) — f(y)| <|x —y | pour toutx # y
est appelée fonction contractante.

Définition

On dit qu'une fonction f: [a,b] = R satisfait a la condition de Lipschitz avec
une constante L > 0 si pour tout x et y dans [a, b], on a

| fG)—fO = Llx—y]|
Propriétés

(i) Une fonction qui satisfait une condition de Lipschitz est clairement

continue. Car pour tout € > 0 et pour tout a dans [a, b] on a donc pour tout x

dans [a,b] telque |a — x| < /L, | f(a) — f(x)| < €

(ii) Géomeétriquement, si f: [a,b] — Rsatisfait la condition de Lipschitz

| f(x)- f)| < L|x — y| pour tout x,y € [a,b], alors pour tous

|M|
x=y

X,y € [a,b], x # y, l'inégalité < L indique que la pente de l'arc

reliant les points (x, f(x)) et (y, f(y)) sur le graphe de f est bornée par L .
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En utilisant le fait que la droite réelle est totalement ordonnée, le théoreme
plus général qui suit avec preuve beaucoup plus élémentaire est possible.

Proposition 6

Soit f: [a,b] — [a,b] une fonction qui satisfait une condition de Lipschitz
avec constante L. Soit x; dans [a, b] arbitraire et considérons la suite (x,)
définie par x,,1 =1 —A)x, + Af(x,) ou A =1/(L + 1) .Alors
(Xn) n>1 converge de fagon monotone vers un point z dans [a,b], ou

f(z) = z.
Preuve

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer f(x,) # X, pour toutn.
Supposons que f(x;) > x; et soit p le premier point supérieur x; tel que

f® =p

Comme f (x;) > xq et f(b) < b, la continuité de f implique qu’un tel point
existe.

Ensuite, nous prouvons affirmer I'assertion suivante.

Si 1 <x,<..<x,<p, et f(x;)>x; pour i = 1,2,...,n, alors
f(xn+1) > Xp41 €U Xp41 <P

En effet, supposonsp < x4,
alors Xp <P < Xpi1,
donc 0 <p—x, <xpy1— %, = A(f(x) — x).

Ainsi,
1
0 <I|xn_ p|= (L + 1)|xn_p|<|f(xn)_xn|

S| f(x) — fF(O] + Ip— xal.
Il s'ensuitque Ll x, —p | <|f(x,) — f(P)I,

ce qui contredit le fait que f est une fonction Lipchitzienne avec constante de
Lipschitz L.
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Ainsi par le choix de , x,,;1 < pet f(x,41) > Xx,,41 et I'assertion est prouvée.
En utilisant I'hypothese de récurrence, il s'ensuit que x,, < x,,1 < p pour tout
entier n. Comme une suite monotone bornée converge, (x,) ,>1 converge
vers un point z. Par l'inégalité triangulaire,

il s'ensuit que,
z—f@DI<|z—x, 1+ |xp = fOII+ If () — f(2)] =
|z = Xyl + 3 [ X1 = Xal + | f(r) = £ @

Comme le terme du coté droit de I'inégalité tend vers 0 lorsquen — oo, nous
concluons que f(z) = zd'ol z est un point fixe de f et z = p par définition
dep.Si f(x;) < xq unargument similaire s'appliquera.

Appliquant un argument un peu plus sophistiqué, on peut permettre a A soit
d’étre n'importe quel nombre inférieure a 2/(L + 1), mais la suite résultante
(xn) n =1 peut ne pas converger de fagon monotone.

Le dernier résultat est bien possible comme le montre I’exemple suivant :

Exemple
Soit f: [0,1] — [0, 1] définie par:

(1, 0Sx<g,
2L
_ ) 1 L-1 L+1
f(X)—{ Lx+3(L + 1), ——<x< —,
L O, Plex <
2L

ou L > 1 est arbitraire. Notez que f satisfait une condition de Lipschitz avec
une constante L. Soit A = 2 /(L + 1) et posons x; = (L — 1) /2L.
Ensuite, Xp=A—=-A)x;+Af(xy)) =L +1)/2L, x3 = (1 — V) x, +
Af(x))=( — 1)/ 2L, etc
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Chapitre 3

Applications en mathématiques

économiques

Suites de Picard par rapport au modeéle toile d'araignée et analyse qualitative

des marchés

Nous commencons avec l'interprétation géométrique élémentaire suivante de
la méthode Picard. Tout d'abord, prenons un point A(xq, f(x1)) de la courbe
y = f(x). Ensuite, considérons le point B;(f(x1),f(x1)) sur la diagonale
y = x et ensuite, projetons le point B; verticalement sur la courbe y = f(x)
pour obtenir un point A,(f(x;),f(x2)). Encore une fois, projetons A,
horizontalement a B, sur y = Xx et ensuite, projetons B, verticalement sur
y = f(x) pour obtenir A3 (x3, f(x3)). Ce processus peut étre répété plusieurs
fois. Souvent, il sera tisser une toile d'araignée, dans laquelle le point fixe de f,
c'est-a-dire le point d'intersection de la courbe y = f(x) et la diagonaley =
x, est piégé. En fait, un tel piégeage survient si les pentes des tangentes a la
courbe y = f(x) sont plus petites (en valeur absolue) que la pente de la ligne
diagonale y = x. La situation décrite ci-dessus est illustré dans la figure 4.

4 )
'\,‘.\\.\ P1
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Fig. 4. Suite de Picard convergeant vers un point fixe.

Lorsque la condition sur la pente n'est pas respectée, alors les points A1, 4, ...
peuvent tendre vers un point fixe. Ce cas est illustré dans la figure 5.

v y=f(x
A Y (x)
jL,__P4

\ P2

1

Q

Q. <

0 . L

Fig. 5. Suite de Picard divergeant hors du point fixe.

Dans I'économie mathématique, le comportement décrit dans la figure 4
correspond a la convergence vers un point d'équilibre, tandis que le cadre
décrit dans la figure 5 décrit la divergence hors I'équilibre.

Une condition suffisante pour la convergence d'une suite de Picard, qui est un
analogue formel de la condition géométrique sur les pentes mentionnées ci-
dessus, est indiquée dans le résultat suivant, qui est également désigné comme
le théoreme de convergence de Picard.

Théoréme 5

Soit f:[a,b] — [a,b] une fonction continue et dérivable sur (a,b),
avec |f'(x)| < 1 pour tout x € (a,b). Alors f a un unique point fixe. En outre,
toute suite de Picard pour f est convergente et converge vers |'unique point fixe

de f.

Tout d”’abord on va démontrer le lemme suivant :

Lemme 1
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Soit (x,) » =1 une suite bornée dans R"alors la suite (x,) ,, =1 converge si et
seulement si toutes les sous-suites convergentes de (x,) , >1 convergent vers
la méme limite.

Preuve

Il est clair que si (x,) , >1 est une suite convergente alors toute les sous-suites
convergentes de (x,) ,>1 convergent vers la méme limite. Démontrons
maintenant |'implication inverse.

Par [l'absurde supposons que toutes les sous-suites convergentes de
(x,) n >1 convergent vers la méme limite et que la suite (x,,) , >1 diverge. Mais
puisque la suite (x,) , >1 est bornée donc elle posséde au moins une valeur
d’adhérence x. Donc en particulier on peur affirmer que la suite (x,) , >1 ne
converge pas vers x et ceci veut dire qu’il existe un voisinage ouvert V de x
dans R" tel que le fermé R™\V contient un nombre infini des éléments de la
suite (x,) , >1 notons par x, ces éléments tel que la suite (1;);> soit
strictement croissante. On a donc une sous-suite (X, ) , >1 de (x,) » >1 qui est
bornée et donc contient au moins une sous-suite convergente vers un point x’
dans le fermé R™\V mais d’apres I’hypothése on a x’ = x donc x’ est dans V.
Contradiction. Donc la suite (x,,) ,, 1 est convergente

Remarque

Le lemme précédent peut étre généralisé sans difficulté a des espaces
métriques complets. |l en découle aussi le résultat suivant

Corollaire 1

Une suite bornée (x,),>1 dans R" diverge si et seulement si
(Xn) n >1 posséde au moins deux points d’accumulation.

Ce corollaire n’est que la contraposée du lemme précédent.

Preuve du théoréme 5

Nous observons tout d'abord que le théoreme du point fixe de Brouwer
implique que f posséde au moins un point fixe. Ensuite, en supposant que f a
deux points fixes x* et x,, le théoréme des accroissements finis implique qu'il
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existe & € (a,b) tel que |x"— x.|=[f(x") — fCII=1f"DI - |x" -

x.| < |x* — x|, une contradiction. Ainsi, f a un unique point fixe.

Nous rappelons que la condition |f'(x)|] <1 pour tout x € (a,b) est
essentielle pour l'unicité d'un point fixe. Par exemple, si f: [a,b] = [a,b] est
définie par f(x) = x, alors f'(x) = 1 pour toutx € [a,b] et tous les points
de [a, b] est un point fixe de f.

Nous montrons dans ce qui suit que la suite de Picard correspondante
convergence. Soit x* représentant le point fixe de f . Considérons
arbitrairement x; € [a, b] et soit (x,) ,>1 € [a, b] la suite de Picard pour f
avec son point initial x;. Cela signifie que x,, = f(x,,_1) pour toutn > 2.
Fixons un entiern = 1. Ainsi, par le théoreme des accroissements finis, il
existe &, entre x,, et x* tel que x,,.1 — x* = f(x,) — f(x*) = f' (&) (x, —
x*). Ceci implique que |x,.1 — x*| < |x,, — x"|. Ensuite, nous montrons que
X, — x*quandn — oo.Comme (x,) , >1 est bornée, il suffit de montrer que
chaque sous-suite convergente de (x,) ,>1 converge versx”. Soitx € Ret
(Xn,) k=1 une sous-suite de (x,),>1 convergente vers x. Alors [x o

Nk+1

x| S fxpe1 — x| S fxp, — x| . Mais |x —x"| = |x—x"| et

Ni+1
Xy —X71 = 1f(n) = FXD)| = |f(x) = f(x)|, lorsque k — oo . |l
s'ensuit que |f(x) — f(x™)| = |x —x*|. Maintenant, six # x*, alors par le

théoreme des accroissements finis, il existe { € (a,b) tel que |x —x*| =
If() = Fx)| = |f'(©) - |x—x*| <]x— x|, ce qui est une contradiction.
Ceci prouve que x = x™*.

Remarque

Si la condition |f'(x)| < 1pour toutx € (a,b) n'est pas satisfaite, alors f
peut encore avoir un unique point fixe x*, mais la suite de Picard (x,) , >1
avec le point initial x; # x™ peut ne pas converger vers x”.

Exemple

Soit f: [—1,1] —» [-1,1], f(x) = —x. Alors f est différentiable, |f'(x)| = 1
pour tout x € [—1,1], et x* = 0 est I'unique point fixe de f. Six; # 0, alors la
suite de Picard correspondante est x;, —X{, X1, —Xq, ..., Qui oscille entre x; et
—xj et n'atteint jamais le point fixe. En termes géométriques, la toile d'araignée
gue nous espérons tisser retrace seulement le méme carré plusieurs fois.
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Lorsque les hypotheses du théoreme de convergence de Picard sont satisfaites,
une suite de Picard pour f: [a,b] — [a,b] avec x; € [a, b] arbitraire comme
point de départ, converge vers un point fixe de f. Il est naturel de s'attendre a
ce que, si x; est plus proche du point fixe, le taux de convergence sera meilleur.
Un point fixe de f ne réside pas seulement dans I'image de f mais aussi dans
I'image des itérations f o f,f o f o f, et ainsi de suite. Ainsi, si R,, est 'image
de la nieme composée f o ... o f (n fois), alors un point fixe est dans chaque
R,,. Si un seul point appartient a N;-; R, alors nous avons trouvé notre point
fixe. En fait, la méthode de Picard ne change pas en commencant par n’'importe
quel x; € [a,b] et compte tenu de l'image de x;sous la nieme composée

fo.of.
Exemple

Sif:[0,1] — [0,1] est définie par f(x) = %, alors la nieme itération de f

3x +4™ -1

est donnée par f o..of (nfois)(x) =——7

1

et R, = [5(1—
1\ 1 2
)5 )

. oo 1 , 1 . . . 0
Ainsi, N, =1 R, = {5}, d ou - est le point fixe de f. En général, il n'est pas
commode de déterminer les images R,, pour tout n. Dong, il est plus simple
d'utiliser la méthode de Picard, mais cet outil sera plus efficace si les
observations ci-dessus sont utilisées, dans une certaine mesure, dans le choix
du point initial.

Le théoréme de convergence de Picard a été étendu dans [4] pour un cadre qui
apparait souvent en économie mathématique. Ceci correspond au modeéle
« toile d'araignée » qui concerne l'analyse qualitative des marchés dans
lesquels les ajustements de I'offre ont un temps de retard et les ajustements de
la demande se produisent sans délai. Nous décrivons brievement dans ce qui
suit le modele « toile d'araignée » et on conclut avec le théoreme de la « toile
d'araignée », qui est une généralisation du théoréme 5. Soit s(p) la quantité
totale du produit que les vendeurs sont préts a fournir a un prix d’un niveau
donné p > 0. Supposons que la fonction de demande d(p) représente la
guantité totale du produit que les clients sont préts a acheter a un prix d’un
niveau donné p. La situation décrite dans le résultat suivant correspond au prix
convergeant vers un prix d'équilibre et il est décrit par les économistes comme
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un "équilibre stable". Ceci signifie que si une petite perturbation parasite se
produit dans le marché, éventuellement le prix convergera a nouveau vers un
certains prix d'équilibre. Le méme résultat montre que la perturbation doit étre
suffisamment grande pour faire bouger I'équilibre. Une telle perturbation
pourrait étre une crise, sécheresse, ou grande récession.

Théoréme 6

(Théoréme de la « Toile d'araignée ») Soit s et d deux fonctions réelles d’une
variable réelle p > 0, et supposons que les graphes de s et d se coupent au
point (p*,q*) ou g* > 0. Soit I un intervalle fermé centré en p* sur lequel les
fonctions s et d ont des dérivées non-nulles continues et de mémes signes.
Définissons deux suites (p,) et (g,) en prenant pour py un élément
quelconque de I, q, = s(p,_1) etp, = d~1(q,) pour toutn > 1. Supposons

*

que |s'(p)| <|d'(p)| pour tout p dans I . Alors lim,_ . p, =p* et

*

lim, 50 q, =q".
Preuve

Les fonctions s et d sont dérivables et ont des dérivées non-nulles sur [ et de
mémes signes, donc ces deux fonctions sont continues et strictement
monotones sur I avec le méme type de monotonie, donc ce sont des bijections
de I vers s(I) et de I vers d(I) respectivement.

Si s et d sont toutes les deux croissantes alors on a bien 0 < s'(r) < d’(r) pour
tout r dans I. Doncd’(r) — s’(r) > 0 pour toutr dans . En intégrant de p* a
p>p* en trouvera que d(p)—d({®p*)—s(p)+s(p’) >0 et puisque
s(p*) =d(*) = q" on aurad(p) > s(p) pour toutp > p* dansI. Or on sait
déja que d(p*) = s(p*) > s(p) car s est strictement croissante. |l s’ensuit par
le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction bijective d qu’il
existe pour chaque p > p* dans un uniquer € (p*,p) tel que d(r) = s(p).
Inversement et par des arguments similaires on trouvera que d(p) < s(p)
pour tout p < p* dans I, et du fait que d(p*) = s(p*) > s(p) on en déduit par
le méme argument ['existence pour chaque p < p* dans I d’un unique
r € (p,p*) tel que d(r) =s(p). Il s’ensuit que d(p) # s(p) pour tout
p € I\{p*} et comme d(p*) = s(p*) on en déduit que s(I) c d(I) d’ou
(dlos)(I)cI. Le cas ou s et d sont toutes les deux strictement
décroissantes se traite de la méme fagon.
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Puisque py €1, q,, = s(p,_1) et p, = d"1(q,) pour toutn >1 on a alors

. =d(,) = s(p,—1) doncp, =d 1(s(q,_1)) pour toutn > 1 d’ou la suite
(pn)n est dans I donc elle est bien définie. Il en résulte que la suite (g,,),, est
dans s(I) donc elle est bien définie aussi.

k%

Par I'absurde supposons qu’il existe un point p** € I tel quelim,, , ., p,, =p
et un certain ¢** € s(I) tel que lim, ,, q, =q™. Or on a dapres les
hypothéses du théoréme la relation g, = s(p,_1) = d(p,), et donc par la
continuité de s et d et par passage a la limite on trouve que p** et ¢** vérifient
s(p™) =d(p*™) =q*, doncp™ =p* et q"™ =q* dou d’aprés l'unicité du
point d’intersection on a l'unicité des limites des suites (p,,), et (q,), pour
tout py € I.

Démontrons maintenant 'existence des deux limites. Vu la continuité de la

*

fonction d~1 il suffit de démontrer que lim, _, o g, = q*.

Sans perte de généralité on peut supposer py # p*. Alors on a pour toutn > 1
19, — q"| = |d(pn) —d(@)| = |s(Pr-1) — s(@")|, or d’apres le théoréme des
accroissements finis généralisé on a (d(p,) —d(®"))s (c,) = (s(p,) —
s(p*))d (c,) pour un certain ¢, dans (p*,p,) ou (pn,p*) Il en résulte que

1n = 0'1 = 1(5a_1) = ()] = 1(5(py) — s(p*)| [ S22

s (cp)
d’(cn> [ @)
s (cn) Is" (@)
déduit que |gn+1 — 97| < 1q, —q"| pour tout n = 1. Donc pour toutn = 1 on

alg, —q*| <lq1 — q*| et on en déduit que la suite (q,,),, est bornée quelque
soit p, € 1. Alors d’apres le lemme 1 pour prouver que (g, ),, converge il suffit

|qn+1 -

, donc d’apres I'hypothese que 1 < *——="pour tout p dans I, on en

de prouver que toute sous-suite convergente (an)k de (g,), converge vers

q*. Soit (an)k une sous-suite de (g,,), et soit g sa limite. On a |an+1

|1 — @] <4, |9n,+1 = 4°| = lg — "] quand k — +co. Mais
|41 — @ = |sod™(qn,) —5°d > |sed™(q) —sod ' (q")
quand k - 400 dol [sod 1(q)—sod '(qg")| =|q—q*| or daprés le

théoréme des accroissements finis on a |sod 1(q) —sod 1(qg")| =

IS @ @)@ = g — g [LEZe
9= q'lls' @ )@@l =g - 'l |7

c €(q*,q) ouc € (q,q") ce qui est absurde sauf si g = g*, ce qui acheve la

pour un certain

démonstration.
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Remarques

(i) La condition que s’ et d’ sont de méme signe n’était pas mentionnée dans
I’énoncé du théoreme 6 de la version originale de I'article. Cette condition se
trouve nécessaire pour permettre davoir s(I) c d(I) et elle trouve
justification a cause du contre-exemple suivant qui fait tomber le théoreme 6
original en défaut :

2 1 3 3 11
Posons d(p) = %+%+Zet s(p) = —gpz Pt PE [0,1] =1

On a dans ce casd (p) =p +% >0ets (p) = —%(p +%) < 0 pour tout
p € [0,1]. Et on a bien |s (p)| =%|d'(p)| < |d (p)|. En posantp* = q¢* = % >

0 on aura biend(p*) = s(p*) = q*. Donc toutes les conditions de la version

originale du théoréme 6 sont satisfaites. En revanche on a d([0,1]) = E, 1] et
111

s((0.4]) = |5
maisp; = d 1(q,) = d‘l(%) n’est pas défini car% ¢ E, 1] = d(I).

] doncs(I) ¢ d(I). En prenant py = 1 on aura g; = s(pg) = %

(ii) Pour avoir s(I) c d(I) on pouvait omettre la condition s’ et d’ sont de
méme signe et la remplacer par les deux conditions suivantes :
1. I doit étre un intervalle fermé borné (c’est-a-dire compact) centré en p*.
2. |s (p)| < min,¢|d (r)| pour tout p € I.

En effet, puisque I est compact, |d | est continue et |d (p)| > 0 pour tout
p €1 donc le minimum de la fonction Id'| est atteint et on a bien
min,¢;|d (r)] > 0. On en déduit que la deuxiéme condition peut é&tre vérifiée
en méme temps que la condition IS’(p)| > 0 pour tout p € I. On sait que s et
d ne changent pas de signe alors on a les deux cas suivants :

- Soits etd sont de méme signe, mais dans ce cas la démonstration est
déja faite.
- Soits etd sontde signes opposés.
Pour le deuxieme cas, posons S, la fonction symétrie par rapport a l'axe
p = p*. Puisque I est un intervalle compact centré enp® il est de la forme
[p* —6,p" + 6] avec § = 0. Donc S,-(I) =1. Posons d: - R tel que
d(p) = d(S,<(p)). Alors on a bien d() =d(I) et d(p) = d(2p* — p) donc
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d'(p) = —d'(2p* — p). C’est-a-dired etd sont de signes opposés. Et puisque
s etd sontde signes opposés alors s etd sontde méme signe. En plus on a
|s'(p)| < min,¢;|d ()| pour toutp € I. En particulier pourr = 2p* —p € I
onals (p)| < min,gld (M| < |d 2p* —p)| = |d~’(p)| pour tout p € I. Donc
d’aprés le résultat déja établi on as(I) c d(I) =d(I), ce qui achéve la
démonstration.

(iii) La condition que p*,q* > 0 n’est pas nécessaire car elle n’a pas été utilisée
dans la démonstration.

(iv) La condition s' ne change pas de signe n’est pas essentiel. En effet posons
t,u: I - Rtel que t(p*) = ulp*) =q*ett’'(p) = —u'(p) = |s’(p)| pour tout
p € I (t est donc une fonction croissante et u une fonction décroissante) donc
u'(p) <s'(p) < t'(p). Alors on a par intégration entre p*etp > p* €1 que
u(p) —q* <s(p) —q* < t(p) — q* et par intégration entrep*etp < p* €l
que u(p)—q*=s(p)—q*"=t(p)—q* . Donc pour p>p €l on a
u(p) < s(p) < t(p) et d’autre part pourp < p* € Ionau(p) = s(p) = t(p),
c’est-a-dire que s(p) est entre u(p) et t(p) quelque soitp € I. Or puisque
It'(p)| = [W(p)| = |s’(p)| < |d'(p)| on a bien d’aprés notre résultat (qu’on a
démontré sans utiliser le fait que |s'(p)| > 0) que t(I) c d(I) etu(l) c d(I)
c’est-a-dire u(p),t(p) € d(I) pour tout p €. Mais puisque d(I) est un
intervalle il s’ensuit que s(p) € d(I) pour tout p €. Ce qui achéve la
démonstration.
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Résumé

On s’intéresse dans ce travail a différents théoremes d’existences des points
fixes et au role des suites de Picard et de Krasnoselski dans I'approximation de
ces points fixes et en particulier ceux des équations non-linéaires. On donnera
aussi un lien avec la méthode « toile d’araignée » qui décrit les phénomenes
d’équilibre en économie mathématique.

Mots clés Point fixe, théoreme du point fixe de Brouwer, théoreme du point
fixe de Knaster, approximations successives, suite de Picard, suite de
Krasnoselski, méthode « toile d’araignée ».

Abstract

We are concerned, in this work, with different fixed points existence theorems
and the role of Picard and Krasnoselski sequences in the approximation of
these fixed points particularly those of nonlinear equations. We also give a
connection with the cobweb method that describes equilibrium phenomena in
mathematical economics.

Keywords fixed point; Brouwer fixed point theorem; Knaster fixed point
theorem; successive approximation; Picard sequence; Krasnoselski sequence;
cobweb method.
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