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1.1

Définition 1.1

INTRODUCTION

PROLOGUE

Ce mémoire a pour but de donner les notions de base relatives a la
théorie des bifurcations, et de donner quelques exemples concrets d’ap-
pliquations de cette théorie. Les bifurcations sont incontournables des que
I'on s’interesse aux systemes dynamiques, elles trouvent des applications
en physique, en chimie, en architecture, en mécanique, en écologie et en
épidémiologie, nous donnerons un intérét tout particulier a ces deux der-
niers domaines d’application. Bien qu’elles seront souvent utilisées tout au
long de ce manuscrit, nous avons fait le choix délibéré de ne pas faire de
rappel des définitions basiques relatives aux systémes dynamiques, telles
que la définition de point d’équilibre, différentes notions de stabilité, ainsi
qu’autre fonctions de Lyapunov et intégrale premiere. Ce choix est motivé
par le fait que ces notions sont largeement traitées durant la formation
Master systemes dynamiques et applications, et qu'on les retrouve dans

la plupart des mémoires de Master des promotions précédentes.

On dira que nous sommes en présence d’'une bifurcation, si un change-
ment qualitatif se produit lorsque I'on fait varier un des parameétres, plus

précisement

Soit le systeme d’équations différentielles suivant :
x=f(x,c), f:R" xR —R.

On dira qu’il y a bifurcation en c*, si en une valeur c arbitrairement “proche” de

c* il existe une dynamique qualitativement différente de celle en c*.
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Définition 1.2

1.2

En d’autres termes si 1'on considére les deux systemes

x=f(x,c*)etx = f(x,c),

avec ¢ "proche" de c*, alors ces deux sytéemes présentes des aspects dif-
férents dans le nombre de points d’équilibre et/ou leur stabilité. On dira
qu'une perturbation du parametre donne des systéemes topologiquement
non équivalents. Il est clair que cette approche est locale, et donc la bifur-
cation traitée est une bifurcation locale, il existe aussi une théorie relatives
aux bifurcations globales que 1’on n’abordera pas dans ce mémoire.

Nous aurons aussi besoin d’illustrer graphiquement ce phénomene,

cela se fait a travers le diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation, consiste en un graphique oir I'on porte en abscisses
les valeurs du paramétre c et en ordonnées les valeurs des points d’équilibre. Les
branches en trait plein pour les points d’équilibre stables, et en tireté pour les

points d’équilibre instables.

Rappelons enfin que ce mémoire de master est une synthese de diffé-
rents travaux cités en bibliographie ; nous nous sommes largement inspirés

de différents ouvrages, cours et articles scientifiques.

INTRODUCTION PAR DES EXEMPLES

Il est de coutume, et a juste titre, d’énoncer un théoreme, une théorie,
une notion et d’en suite l'illustré par quelques exemples. Par souci péda-
gogique, nous avons jugé bon de transgresser cette regle et de commencer
par donner des exemples avant méme d’énoncer la théorie générale, le
choix des exemples n’est pas fortuit comme on le verra plus tard.

Cette premiére section est largement inspirée des cours de Master [2]

1.2.1 Bifurcation selle-noeud (saddle-node)

On parle aussi de bifurcation noeud-col.
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Soit le systeme dynamique suivant :

x=x*+c

j=-y

(1.1)

Selon le signe de ¢, il faut distinguer trois cas :

si c<o0

Dans ce cas, le systeme admet deux points d’équilibre de coordonnées
(—V/IeT,0) et (/Iel,0).

Afin de déterminer la nature de chacun de ces points d’équilibre, cal-

culons la matrice Jacobienne qui s’écrit :

2x 0
0 -1

J(x,y) =

J(x,y) évaluée au premier point d’équilibre (—+/|c|,0) donne :

J(~/Iel,0) = _2(@ ’

-1
La matrice admet deux valeurs propres réelles et de signe négatif :
A1 = —1et Ay = —24/|c|. Par conséquent le point (—+/|c|,0) est un noeud
asymptotiquement stable.

Pour le second point d’équilibre (1/|c|,0) , la matrice J(x,y) devient :

J(=/Ic|,0) = 2@ ’

-1

La matrice admet deux valeurs propres réelles et de signe opposé :
A = —1et Ay = 2y/[c|. Par conséquent le point (1/|c|,0) est un point-
selle (instable).
Les isoclines verticales * = 0 sont les deux droites x = 4+/|c| et I'isocline
horizontale y = 0 est la droite y = 0. Le portrait de phase est illustré dans

la (Figure 1)
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Figure 1 : portrait de phase pour c<o

sic=o0
Dans ce cas, le systeme se réduit a :
X=x
(1.2)
y=-Yy
qui admet 1l'origine comme unique point d’équilibre. II s’agit d'un

point non hyperbolique car la matrice Jacobienne est la suivante :

0 O
0 -1

](010) =

Le systeme est découplé en x et en y. L'étude de la premiere équation
du systeme montre que x = 0 est un point d’équilibre non hyper-
bolique correspondant a un shunt positif. La seconde équation indique
que y = 0 est point d’équilibre asymptotiquement stable pour la seconde

équation. La Figure 2 représente le portrait de phase du systeme :
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Figure 2 : portrait de phase pour c=o

Ce portrait de phase prend l'apparence d’un noeud stable pour les x < 0

et d'un point selle pour les x > 0.

si c>0

Dans ce cas, le systeme dynamique (1.2) devient :

x=x*+c

j=—y

(1.3)

Il n"admet aucun point d’équilibre. La variable x est toujours crois-

sante. La variable y est croissante pour les y < 0 et décroissante pour les

y > 0. La Figure 3 montre le portrait de phase correspondant.
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Figure 3 : Portrait de phase de la bifurcation selle-noeud pour ¢ > 0.

Cette bifurcation est appelée une bifurcation selle-noeud et correspond a
'apparition simultanée de deux points d’équilibre, 1'un instable (un point
selle) et ’autre asymptotiquement stable (un noeud). D’une maniére gé-
nérale, cette bifurcation se produit lorsque deux isoclines de natures dif-
térentes, c’est-a-dire 1'une verticale x = 0 et l’autre horizontale y = 0, ini-
tialement disjointes, deviennent tangentes (a la bifurcation) et se coupent

ensuite en deux points d’équilibre qui apparaissent.

Figure 4 : Diagramme de la bifurcation selle-noeud.

1.2.2 La bifurcation transcritique

Soit I'équation différentielle suivante :

X =cx 4 x° (1.4)

Recherchons les points d’équilibre de cette équation selon les valeurs
du parametre c.

Trois cas doivent étre étudiés :

si c<o

Dans ce cas, nous pouvons écrire ¢ = — |c| . Les points d’équilibre sont

solutions de 1’équation suivante :
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x=x(x—1c|]) =0

qui admet deux solutions x; =0 et x5(c) = |c| . On a donc :

%= x(x — |e]) = x(x — x3(0))

-Si0 < x < x5(c), alors ¥ < 0, c’est-a-dire que la variable x est une
fonction décroissante du temps ¢.

-Six <0oux > xj(c),alors ¥ > 0, c’est-a-dire que la variable x est
une fonction croissante du temps t.

Ainsi, 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable et x;(c) est
un point d’équilibre instable. La figure suivante représente le portrait de

phase dans le cas c < 0 .

stable instable
- - - - >
Q <
Figure 5

sic=o0
Dans ce cas, I'équation (1.4) devient :
X=x

admettant un point d’équilibre unique x; = 0 non hyperbolique qui
est un shunt positif.

sic>0

Dans ce cas, les points d’équilibre sont solutions de I'équation sui-

vante :

¥x=x(x+¢c)=0

qui admet deux solutions x; =0 et x5(c) = —c < 0.On a donc :

x=x(x+c)=x(x—x3(c))
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-Sixj(c) <x<0,alors x <0

-Six <x;,alorsx >0

Ainsi, 0 est un point d’équilibre instable cette fois ci, et x3(c) est un
point d’équilibre asymptotiquement stable. La figure suivante représente

le portrait de phase dans le cas ¢ > 0.

- - -l

=9
Y

Figure 6

Le diagramme de bifurcation illustré dans la Figure 7 montre que la
valeur de bifurcation est c* =0 .

L’origine, qui est stable pour ¢ < 0, devient instable pour ¢ > 0 alors
que le point d’équilibre x;(c) passe de stable a instable. Cette bifurcation
est appelée bifurcation transcritique. Le nombre de points d’équilibre est

conservé mais leur nature change a la valeur de bifurcation c¢* = 0

Figure 7 :diagramme de Bifurcation trans-critique

1.2.3 Bifurcation fourche (ou « pitchfork ») super-critique

Soit I'’équation différentielle suivante :
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X =cx—x° (1.5)

Recherchons les points d’équilibre de cette équation selon les valeurs
du parametre c. De nouveau, trois cas se présentent a nous :

Si c<o

Nous pouvons alors écrirec = — |c| . Les points d’équilibre sont solu-

tions de 1’équation suivante :

= —x(x*+|c]) =0

qui admet une solution unique x7 = 0. Le signe de x est donné par le
signe de —x :

-Six>0,alorsx <0

-Six<0,alorsx >0

Ainsi, 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

o

- ¢ ¢

stable

Figure 8

Sic=o0

Dans ce cas, I’équation (1.5)) devient :

X =—x

admettant un point d’équilibre unique x; = 0 non hyperbolique; ob-
servons que :

-Six>0,alorsx <0

-Six<0,alorsx >0

Par conséquent, l'origine est point d’équilibre asymptotiquement
stable lorsque c = 0.

Sic>o0

Dans ce cas, les points d’équilibre sont solutions de 1’équation sui-

vante :
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x=x(c—x*)=0

qui admet trois solutions x; =0, x3(c) = —y/cet xi(c) = +/c

-Six < x3(c) , alors x > 0

Sixj(c) <x<0,alorsx <0

-5i0 < x < x3(c) , alors x > 0

-Six > x3(c) ,alors x <0

Ainsi, 0 est un point d’équilibre instable entouré de deux points d’équi-
libre asymptotiquement stables x5 (c) = — v/c et x}(c) = +/c

Le portrait de phase dans le cas ¢ > 0 est présenté dans la figure

suivante :
stable instable stable
P . - L P 4 o X
- JE o + J(.T
Figure 9

Le diagramme de bifurcation (Figure 10) montre que pour la valeur
de bifurcation ¢* = 0 le nombre de points d’équilibre passe de un a trois.
Le point d’équilibre situé a 1’origine, qui est stable pour ¢ < 0, devient
instable pour ¢ > 0 en s’entourant de deux points d’équilibre stables en

+ c . Cette bifurcation est appelée bifurcation fourche super-critique.

X

Figure 10 : diagramme de Bifurcation fourche super-critique
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Remarque 1.1 [l existe aussi une bifurcation fourche dite sous-critique, illustrée par I’exemple
suivant :

x:cx+x3.

Cette bifurcation se caractérise par le fait que lorsqu’on balaye les valeurs du
parameétres ¢ de —oo 4 4o0; le point d’équilibre trivial passe de stable a instable
lorsqu’on traverse la valeur c* = 0, et les deux autres points d’équilibres instables

quant a eux disparaissent.

1.2.4 Bifurcation de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H)

Considérons le systeme dynamique non linéaire suivant :

X c 1 x —x(x% +1?
= + ( V) (1.6)
v -1 ¢ y —y(¥* +y?)
ce systeme admet un point d’équilibre unique a 1’origine. Nous l’avons

volontairement scindé en deux parties : une partie linéaire et une partie

non linéaire. La partie linéaire est caractérisée par la matrice :

on a donc

tr(A) = 2cetdet(A) = > +1

et le discriminant de 1’équation caractéristique vallant —4 .

Les valeurs propres de la matrice A sont complexes conjuguées et
égalesa A1, = c£i.La partie réelle des valeurs propres est Re(A1,) = cet
la partie imaginaire est Im(Aq,) = £1. Lorsque le parametre ¢ change de
signe, l'origine passe de foyer asymptotiquement stable a foyer instable.

Le systéme linéarisé prévoit des centres lorsque le parameétre c est égal
a zéro. Nous allons voir que ces centres ne sont pas conservés dans le cas
du systeme non-linéaire original.

Pour déterminer la stabilité de I'origine, considérons la fonction définie

positive suivante :
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Viy) = 5 (2 + )

La dérivée s’écrit :

Vixy) =xi+yy = —(x2+y?)

V' est strictement négative sur I'ensemble du plan a 1’exception de
l’origine. Par conséquent, la fonction V(x, y) est une fonction de Lyapunov
forte pour le systéme (1.6). Ainsi, les centres prévus par la linéarisation ne
sont pas conservés et par le théoreme de Lyapunov pour fonctions fortes,
nous pouvons conclure que 1'origine est asymptotiquement stable lorsque
c = 0. Par ailleurs, le domaine d’attraction de l'origine est R2.

Afin de préciser l'allure du portrait de phase, passons en coordonnées

polaires :
2 = x2 + 12
tan6 = % (7
Soit :
x =rcosf (1.8)
y =rsinf

Dérivons la premiere des équations (1.7) par rapport au temps, il vient :

i = xx +yy = r*(c —r?)

Dérivons maintenant la seconde équation de (1.7) par rapport au

temps :

dtanf 0 _ r2
dt  cos?f  r2cos?6

Finalement, en coordonnées polaires, le systeme (1.6) s’écrit sous la

forme des deux équations découplées suivantes :

i=r(c—r?)

. (1.9)
0=—1

La seconde équation admet la solution suivante :
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o(t) = —t +6(0)

ot 6(0) est la valeur de 'angle a t+ = 0 . Cette équation montre que
I’angle varie avec une vitesse angulaire constante w = —1. Les trajectoires
vont tourner autour de 1’origine.

La premiere équation gouverne la variation de la distance a 1’origine.
Selon le signe du parameétre c , le nombre de points d’équilibre varie :

-si ¢ < 0 L'équation admet un seul point d’équilibre r = 0 qui est

asymptotiquement stable (Figure 11).

RS
T
=X

S

Ao

B
b

\

41 ‘:L‘ﬁ
&

Figure 11 : Portrait de phase pour ¢ < 0.

sic>0

La premiere équation dans admet deux points d’équilibre positifs
r =0etr = \/c.Le premier est instable et le second est asymptotiquement
stable. Le second point d’équilibre de "équation correspond donc a
un cercle de rayon r = /c qui est une trajectoire fermée isolée parcourue a
la vitesse angulaire w = —1. Il s’agit d’un cycle limite asymptotiquement

stable (Figure 12).



14

Chapitre 1. Introduction

10

e,
MR ALY
/

/7
[
{4

/
f

!
|
|

iLH

ALY

WS

|
1\

!In!(‘

Figure 12 : Portrait de phase pour c¢>o0 .

En résumé, nous pouvons conclure que lorsque :

i/ ¢ < 0, l'origine est point d’équilibre unique et est un foyer stable.

ii/ ¢ = 0, l'origine est point d’équilibre unique et est asymptotique-
ment stable.

iii/ ¢ > 0, l'origine est un foyer instable entouré d'un cycle limite
asymptotiquement stable de rayon r = /c .

Nous pouvons maintenant tracer le diagramme de bifurcation en fai-
sant apparaitre les points d’équilibre, leur nature mais aussi les cycles
limites dont I'amplitude est représentée en ordonnée (Figure 13). On uti-
lisera la méme notation pour les cycles limites que pour les points d’équi-

libre : stabilité asymptotique en trait plein et instabilité en pointillés.
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Figure 13 : Diagramme de la bifurcation de PAH super-critique .

Cette bifurcation s’appelle une bifurcation de Poincaré-Andronov-Hopf.
A la bifurcation, le point d’équilibre a l'origine devient instable et s’en-
toure d"un cycle limite stable dont I'amplitude (le rayon) augmente avec
la racine carrée du parametre de bifurcation. Lorsque le cycle limite créé
a la bifurcation est asymptotiquement stable, on parle de bifurcation de
Poincaré-Andronov-Hopf super-critique, il existe aussi deux autres types
de bifuracation de Poincaré-Andronov-Hopf, 'une dite sous-critique; et

l'autre dite dégénérée, nous y reviendrons dans la section suivante.

1l existe d’autres type de bifurcations, nous renvoyons le lecteur a [3] pour plus
de détails. Nous attirons I'attention du lecteur, qu’il existe des bifurcations a deux
parametres, comme cela est le cas de la bifurcation "cusp” ou fronce, voir par

exemple [5, 2]






Théoréme 2.1

APPROCHE THEORIQUE

Dans ce chapitre nous exposons quelques éléments de la théorie géné-
rale relative aux bifurcations locales, nous verrons que les exemple présen-
tés dans le chapitre précédent sont les dignes représentants des différents
cas de figure. Ce chapitre est largement et librement inspiré de différents
cours de Master Systemes dynamiques et applications, ainsi que du livre

référence [3]

Théoreme des fonctions implicites :

Soit
{ F:RFxR — R

(A, x) — F(A, x)

une fonction de classe C' telle que

oF
F(0,0) =0t z—(0,0) #0

alors il existe § > 0 et 7 > 0 et une fonction ¥ de classe C!

Y:{A A <6} =R

telle que

Y(0) =0et F(A,¥(A)) = OVA; [|A]| < 6

de plus si pour (Ag,x9) € R x R ||Ag|| < & et |xo| <7 tel que
F()\(),Xo) =0

alors

Xp = ‘Y()Lo)

17
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Remarque 2.1

2.1

z n

Le théoreme introduit plus haut est en réalité une version "simplifiée” du théoréme
des fonctions implicites, mais nous n’aurons besoin que de cette version simplifiée
par la suite, c’est pourquoi nous n’avons pas jugé nécessaire de le donner dans sa

version générale et abstraite.

POINT D’EQUILIBRE HYPERBOLIQUE

On sinteresse a ¥ = f(x) avec x € R et f € C! vérifiant f(0) = 0
(donc 0 est supposé étre un point "équilibre ) et f’(0) # 0 ( dans ce cas
le point d’équilibre est dit hyperbolique )

x* = 0 est un point d’équilibre hyperbolique; dont la stabilité (locale)
peut étre déduite par étude du signe de f’(0)

x=f(0)+ f'(0) x +o(x) = x=f(0)x+o0(x)

Nous allons a présent perturber I'équation de départ et considérons

I’équation :
x=F(A,x)

F: R‘ExR— R
(A,x) — F(Ax)

une fonction de classe C telle que F(0,x) = f(x), ?)I; (0,0) = £'(0) #£0

Comme F(0,0) = 0 = f(0) et 9 (0,0) = f'(0) # 0 nous pou-
vons appliquer le théoréeme des fonctions implicites . Il existe alors des
constantes 6 > 0 et # > 0 ; une foncton ¥ ed classe Cl; telle que
¥(0) =0 vérifiant F(A,¥(A)) =0 .

De plus pour ||A|| < J et |x| < 7 la seule solution de F(A,x) =0 est
donné par x =¥ (A).

Donc pour |x| < 57 1’équation ¥ = F(A,x) possede un unique équilibre
x* = ¥(A); pour étudier la nature de ce point d’équilibre étudions le
signe de 3E(A, x*) = 9E(A, ¥(A)) or on sait que ¥(0) = 0 ie 4£(0,%(0))

= 3—5(0,0) = f'(0) comme F est de classe C!; il existe un § > 0 tel
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que pour [|A|| < & le signe de 9E(A,¥(A)) est le méme que celui de

9£(0,0) = £'(0) donc pour A proche de 01'équation perturbée possede un

unique point d’équilibre de méme nature que 0 pour I'équation x = f(x)

On dit dans ce cas, que I'équation est insensible par petite perturba-
tion du champ de vecteurs; et dans ce cas aucune bifurcation ne fera son

apparition.

POINT D’EQUILIBRE NON-HYPERBOLIQUE

On considere toujours 'équation dans R, x = f(x) , avec cette fois-ci
f de classe C? vérifiant f(0) =0 , f'(0) =0 et f "(0) #0; x* =0 est
donc un point d’équilibre non-hyperbolique, dans ce cas la linéarisation
ne donne aucune information sur la stabilité du point d’équilibre

Considérons l"équation perturbée :
x=F(Ax) ,

F:RFxR — R , L
avec est une fonction de classe C* véri-

(A, x) — F(A, x)
fiant :

F(0,x) = f(x),

et donc [ 9£(0,0) = £/(0) , ££(0,0) = £ "(0) # 0 et F(0,0) = 0]

/ 9x2

le développement de taylor de F au voisinage de 'origine donne :

F(A,x) = a(A) + b(A)x + (M) S + G(A, x)

a(0)=0 ,b(0) =0, a(0)=f"(0) #0etVe>0,36>0, n>0;

A < et |x| <= |G(A,x)| <el|x|?
Considérons H(A,x) = 9E(A,x) par les properiétés de F ,

oH ’
H(0,0) = 0 et = -(0,0) = f"(0) #0,
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on peut donc appliquer le théoreme des fonctions implicites a H . Donc il
éxiste un 6 > 0,77 > 0 une fonction ¥ de classe C!; définie pour ||x|| < J;

telle que ¥(0)=0; et H(A,¥(A)) =0 ie 2£(A, ¥(A)) =0 (et £(A,x) =0

por Al <det|x] <n=x=F(A)).
donc pour chaque A fixé la fonction F(A,¥(A)) la valeure extrémale
de F
> 2
1 cas ‘3712:(0,0) =f"(0)>0:
Donc F est convexe (au voisinage de x = 0 |x| < 77) et (A, ¥(A)) estun
minimum; donc F(A, x) a l’aspect suivant :

-Lorsque a(A) >0

F(L7)

ald)

Figure 14

-Lorsque a(A) < 0
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/ ]
Mo

ali)

Figure 15

F(A,x) s’annule en deux points donc 1'équation X = F(A,x) possede
deux points d’équilibre dans |x| < 7

-Lorsque a(A) =0

Fx) =0

Figure 16

F(A, x) s'annule en un unique point donc I'équation x = F(A, x) pos-
seéde un unique point d’équilibre (non-hyperbolique)

Sia(A) >0

F(A,x) ne s’annule pas (au voisinage de x = 0) pas de point d’équi-
libre au voisinage de 1’origine

N 2
2°M¢ cas 375(0,0) =f"(0)<0:
dans ce cas F est concave (au voisinage de x = 0) et (A,¥(A)) est un

maximum, et la méme étude précédente peut étre reprise il suffit d'inver-

ser les cas
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-Si w(A) < 0; F(A,x) ne s’annule pas; pas de point d’équilibre au
voisinage de 'origine .

Sioa(A) =0 ; ((A,Y(A))  F(Ax) s’annule en un seul point ¥ =
F(A,x) possede un seul point d’équilibre non-hyperbolique )

SSia(A) >0

a(l)

/ F(1,x) =0
]

Figure 17

F(A,x) s’annule en deux points; 'équation ¥ = F(A, x) possede deux
points d’équilibre au voisinage de l'origine .

On peut résumer tous les cas de maniére suivante : ¥ = F(A, x)

-Sia(A)f "(0) < 0 appartition de deux points d’équilibres (hyperbo-
lique).

-Sia(A)f"(0) > 0 pas de point d’équilibre au voisinage de 1'origine .

(
-Si a(A) = 0 point d’équilibre non-hyperbolique .

2.3 BIFURCATION SELLE-NOEUD

Nous allons considérer 1’équation différentielle suivante :
¥ = f(x,A) avecx € R, A € Ret f: RxR — R une fonction suffi-

samment réguliere avec f(0,0) =0; %(0,0) =0 (c.a.d que (0,0) est un
point d’équilibre non-hyperbolique) ; % (0,0) # 0, par un développement

limité au voisinage du point d’équilibre .



2.3.1

2.3. Bifurcation selle-noeud

23

= £(0,0)+ 2(0,00x+ 20,000+ Z£(0,0)x + ..

= AN+ Bx? + ..
avec
_of _ P
posons
B A B
u= ‘Ax,y—B/\etT_BH‘A‘t
N I o _ 4 f|B Bl
U=x ‘A‘_ 'A‘(A/\—l—Bx)—A ‘A’/\—i—B ’Ax
et
au _auaT . ||B| A >
9t arar L ’A‘(BA+U)

au

La derniére équation est dite forme normale de la bifurcation selle-
noeud, on y reconnait la premiere équation du systeme (1.1); introduit

dans le premier exemple.
Diagramme de bifurcation :

On suppose que (0,0) est la valeur de bifurcation

Ona % (0,0) # 0 donc on ne peut appliquer le théoreme des fonctions
implicites : 3(U, V)C R? (ouvert) et une fonction ¥ de méme régularité

que f telle que:

Y:U—V
x — ¥(x)

u="Y(x) et ¥(0)=0
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et

f(x,¥(x))=0vx e U (2.1)

montrons que 2% (0) =0 et a;:f( ) #0

dérivons (2.1)) par rapport a x :

of o of of oY
5y (0 F() =0= =200 ¥ (%) + 53 (¥ (x) 53 (x)
remplagons x par 0, on trouve
o ):_%(0,0) _
ox 9(0,0)

c.a.d la courbe des points fixes est tangente a la courbe ¥ =0 en x = 0.

D’un autre coté

2
gi((x,‘f’(x)) 0= aj;(x ¥(x) =0
Rf Rf Eh 4 9 of v,
SL W) 4 o (Y (0) S () + o (5 (W) 5 (1) = 0

Rf 2f ¥, . of RPY, 2
5z (0¥ ()

remplagons x par 0 on trouve :

2
2f o 0.0 2¥ 11y _ 2y, 31(0,0)

puisque ax 1(0,0) = 0 alors on a deux posibilités x
-Si aig(x) >0 = Y est convexe au voisinage de 0
ox

P .
-Si %xlf(x) <0 = Y estconcave au voisinage de 0

donc on a deux possibilités pour la courbe de ¥ au voisinage de 0

(¥ () S () S (0 ¥ () S (1) + S5 ¥ () (5 (1) =
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Fy X ‘LX'
¥
(®) (2)
Figure 18

Montrons que (a) et (b) sont les cas possibles de diagramme de bi-

furcation selle-noeud. Pour fixer les idées nous allons nous limiter au cas
graphe (a), gardons a l'esprit que I'on a démontré que f(x, ¥(x))=0

Cherchons les points d’equilibre 4 = ¥(x) . 3£(0) = 0 = ¥ n’est
pas inversible au voisinage de 0 (car ¥ est convexe ) supposons que Ja;
telle que | —ay,a1[C U et 3by telle que | — by, b1[C V

Si A € [0,by] etx €]a;,0] Y estinversible => x = ¥Y~!(A) est un
point d’équilibre

six €[0,a1] V¥ estinversible = x = ¥ 1(A) est un
point d’équilibre

-Si A €] —by,0] la fonction ¥ n’est pas définie =>on a pas des points

d’équilibres c.a.d (a) et (b) sont les cas possibles de diagramme de bifur-

cation selle noeud (sans déterminer la stabilité des point déquilibre. )

BIFURCATION TRANSCRITIQUE

Considérons toujours 'équation ¥ = f(x,A) x€R et AR
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supposons que f(0,0) = 0 et %(0,0) = 0 et en ajoute une troisieme

condition 2£(0,0) = 0 avec 2£(0,0) # 0 et -2£.(0,0) # 0

2

par un développment limité au voisinage de (0,0) on obtient

2 2
F(x,A) = £(0,0) +x3(0,0) +x22L(0,0) + xA 2L (0,0) + ...

posons
2
A=21(0,0)#0

82
B=20(0,0) #0

I’équation devient :

f(x,A) = Ax* + BxA = ¥ = Ax* + BxA
Effectuons les changements

X t BA

alors :
- X 5, BA_ 5
u_—A—x +—Ax—AU+B)\U

_u_auar
of  oT ot

ou .,

= A%U? + BAU

La derniére équation est dite forme normale de la bifurcation trans-
critique, on y reconnait I'équation (1.4); introduite dans le deuxiéme

exemple.

2.4.1 Diagramme de bifurcation

Ona f(0,0 :0etﬂ 0,0 :0eti 0,0) = 0 ; on ne peut donc pas ap-
ax oA P pasap
fxA)

pliquer le théorem des fonctions implicites . Posons F(x,A)= -3~ mais
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F(x,A) n’est pas définie en (0,A) par un prolongement par continuité on

~

(xA)

si x#0

trouve : F(x,A) = afx ‘
5 (0,A) si x=0

et £(0,0) = 2(0,0) =0

. fxA) _of 0,0 92
2(0,0) = lim ——5%% = 2£(0,0) £ 0

et la méme chose pour

2 83 82
T = 910,00 et 2£(0,0) = 2£(0,0) #0
comme g—i(0,0) # 0 alors on peut a présent appliquer le théoreme

des fonctions implicites a F; ainsi 3(U, V)C R? (ouvert) et il existe une

fonction ¥ de méme régularité que f telle que

Y:Uu—-V

etA=%(x) ,¥(0)=0 etF(x,¥(x)) =0 Vxe U
x — ¥(x)

on montre que %(0) #0
g—ﬁ(x,‘f(x)) =0=%(x,¥(x)) + %(XI‘P(X))%&X)

remplagons x par 0 on obtient :

oF
dx

aF 2100
¥ () — 00 5.2 (0.0) 0 . . .
5 = — = — =—la fonction ¥ est soit croissante
w(0) =~ 2500) #

ou décroissante au voisinage de 0, et la représentation graphique de ¥ au

voisinage de 0 est donnée par :

w(x)

W(x)
A \ l *x

N ‘P

(a) ()

Figure 19

Montrons que (a) et (b) sont les cas possibles de diagramme de bifur-

cation
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on sait que F(x,¥(x)) = 0,cherchons les points d’équilibre.

Soit A = ¥(x) et ¥(0) = 0 et & # 0, nous savons aussi d’apres
'étude précédente que Y (x) est inversible, et par suite x = ¥71(A) est
un point d’équilibre toujour existe et on a 0 un point d’équilibre oujours
existe aussi; c.a.d que (a) et (b) représentent bien les cas possibles de
diagramme de bifurcation transcritique (sans déterminer la stabilité des

point déquilibre. )

2.5 BIFURCAION FOURCHE ”“PITCHFORK”

Reprenons toujours notre équation générique, ¥ = f(x,A) x € R

A € R, avec cette foisci f (0,0) =0 , 2(0,00 =0, %(0,0) =0,

2 2 3
21(0,00=0 , 2£.(0,0) £0 et 2£(0,0) 0.

ox®

Par un développment limité au voisinage de 1’origine on trouve :

J d 9?2 9?2
f(x,A) = £(0,0) +x 2(0,0) + A13£(0,0) + xA 24:(0,0) + x22£(0,0) +

3 2
= 2321(0,0) + xA 24:(0,0).
Posons
3
A=2L0,0)#0

x3

2
B=21(0,0) #0

notre équation devient :

x = Ax®+ BxA
Effectuons les changements U = %, T = Ai et u= %, ce qui conduit
a:
u= % :x3+%x:A3u3+BMl
et par suite
aalf = z;;lag = A3U® + BAU

ou

39°f
ox3

(0,0) + ...
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La derniére équation est dite forme normale de la bifurcation fourche
(super-critique quand A < 0 et sous-critique quand A > 0), on y reconnait

I’équation (1.5) ; introduite dans le troisieme exemple.

Diagramme de bifurcation

Nous sommes toujours dans le cadre des hypotheses: f (0,0) =0 ,
d d ? ?
9(0,00=0, 2£(0,0)=0, 2£(0,00 =0 , 2£(0,0) #£0 et 2£(0,0) #0,

et puisque g—f(O, 0) =0 et %(0,0) = 0 donc on ne peut pas appliquer

X

le thoréeme des fonctions implicites .

Posons f(x,A) =xF(x,A) x€R A€R

= F(x,A) = f(fc’A) mais F(x,A) n’est pas définie en (0, )
par un prolongement par continuité :

@ six #0
3(0,1) six=0

0 et 2£(0,0) = a’iaf 7(0,0) # 0 donc nous pouvons a présent appliquer le

F(x,A) = et F(0,0) =0, 2£(0,0) = 2£(0,0) =

théorém des fonctions implicites a F :

(U, V)C R? (ouvert) et il existe une fonction ¥ de méme régularité

que F telle que

Y:-u—Vv
avec A = ¥(x) ¥(0) = 0 et F(x,¥(x)) = 0
x — ¥(x)
Vxelu
montrons que %X (0) =0 et %?f( )#0

%(X’T(X>) —0= gi;(x,‘if(x)) + %(X,T(x))%%(x)

remplagons x par 0 on obtient :

22
(o) — 00 _ o0 _
ox 5 (0,0) aafaf; (0,0)
c.a.d la courbe des points fixes est tangente a la courbe ¥ =0 en x =0

calculons %%’ (0)

9 (x¥(x) =0 = ZE(x,¥(x) =0
0= 2E(x, ¥ (x)) + o (x, (1) 3 () + & (3 (x, ¥ (x 2
PL (% H(3)) + 2355 (6, ¥ ()3 (x) + 35 (6, ¥ () S () + g’ﬂw( ) (3)

N’"n

0

Il
o.)o.)
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remplacons x par 0 on trouve :

2 Lo 2y 2y 2L00)
0=25(0,0)+ 95(0,0)35(0) = 35(0) = — aapoo #0

ox2 ox?2

dx
-Si axlf (0) >0 = Y est convexe au voisinage de 0 (figure (a))

-Si %7‘5(0) < 0 = Y est concave au voisinage de 0 (figure (b))

(on ajoute la représentation de x = 0)

A s .‘kx
. Lad
o 3
(b} (2)
Figure 20

Montrons que (a) et (b) sont les cas possibles de diagramme de bifur-
cation fourch (sans montrer la stabilité des états d’équilibre ) pour simpli-

fier nous nous limitons au cas (a)

onaF(x,¥(x))=0 VxelU

cherchons les points d’équilibres

on sait que ¥(x) = A et 3£(0) = 0 = V¥ n’est pas inversible au
voisinage de o(Y convexe.)

Supposons que Ja; tel que | —ay, a1[C U et 3b; tel que | — by, b1[C V

-Pour x €] —ay,0[ dans cet intervalle ¥ est inversible

A =Y¥(x) = x = ¥ (A) est un point d’équilibre
-Pour x €]0,a;[ dans cet intervalle aussi ¥ est inversible

A =Y¥(x) = x = ¥7!(A) est un autre point d’équilibre
ca.d (a) et (b) représentent bien les cas possibles de diagramme de

bifurcation fourche.
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THEOREME DE POINCARE-ANDRONOV-HOPF

Le théoreme de Poincaré-Bendixson n’est pas toujours facilement ap-
plicable. Aussi, le théoreme de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H) permet-
il de démontrer plus aisément 'existence de solutions périodiques cor-
respondant a un cycle limite. De plus, contrairement au théoréme de
Poincaré-Bendixson qui n’est valable que dans le plan, Le théoreme de

P-A-H est applicable en dimension supérieure a deux.

Théoreme de P-A-H en dimension 2.
Soit le systeme dynamique suivant gouvernant les variables réelles x(t) et
y(t):
1= f(xy)
v =280 y)

ceR (2.2)

Supposons que le systéme admet un point d'équilibre de coordonnées
(x*(c),y*(c)). Soit A(x*(c),y*(c)) la matrice Jacobienne calculée au point
d’équilibre. Supposons que les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont com-
plexes conjuguées et s'écrivent sous la forme A1, = a(c) £ ib(c) avec a(c) la
partie réelle et b(c) la partie imaginaire. Soit ¢* une valeur particuliere du pa-

rametre ¢ pour laquelle on a : a(c*) = 0, b(c*) # 0 et & . # 0. Alors, si

3—‘; . > 0, trois cas sont possibles :
- Lorsque ¢ = c¢* (a la bifurcation), il existe des trajectoires concentriques
autour de (x*(c*),y*(c*)) . Le point d’équilibre (x*(c*),y*(c*)) correspond

alors a des centres.
On parle de bifurcation de Hopf dégénérée

- Lorsque ¢ = c¢* (a la bifurcation), le point d’équilibre (x*(c*),y*(c*)) est
asymptotiquement stable, et 3¢ > ¢*/Vc vérifiant c* < ¢ < € tel qu'il existe,
autour de (x*(c*),y*(c*)) qui est instable, un cycle limite asymptotiquement

stable dont I'amplitude est proportionnelle a \/c — c* .
On parle de bifurcation de Hopf super-critique

- Lorsque ¢ = c* (a la bifurcation), le point d’équilibre (x*(c*),y*(c*))

est instable, et 3¢ > c¢*/Vc vérifiant c* < ¢ < ¢ tel qu’il existe, autour de
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Remarque 2.2

(x*(c*),y*(c*)) qui est asymptotiquement stable, un cycle limite instable dont

I'amplitude est proportionnelle i ¢ — c*.

On parle de bifurcation de Hopf sous-critique

Dans le cas on % < 0, il faut inverser les conclusions, c’est-a-dire que le
C*

cycle limite asymptotiquement stable (resp. instable) apparait pour des valeurs du

parametre inférieures (resp. supérieures) a c* .

En résumé, voici les quatre cas de figure possibles :

da g s
e >0 Ba
de lg* Ac |.* <0
hopf super
critique
hopf sous
critique
- o
s -~
P

Figure 21

Une bifurcation de Hopf se produit donc lorsque les valeurs propres
du systeme linéaire traversent l'axe imaginaire -condition dite de
transversalité-, autrement dit que leur partie réelle peut s’annuler. Le
systeme linéaire pour c = ¢* prévoit donc des centres.

Dans le premier cas, les centres sont conservés, il s’agit de la bifurca-
tion de P-A-H dégénérée.

Dans le second cas, le théoreme prévoit 1'existence d'un cycle limite
asymptotiquement stable pour des valeurs du parameétre supérieures a c*.
Il s’agit d’une bifurcation de P-A-H supercritique.

Enfin, dans le troisieme cas, le théoreme prévoit un cycle limite instable
pour des valeurs du parametre inférieures a c*. Il s’agit d’une bifurcation

de P-A-H sous-critique.
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Lorsqu'un cycle limite existe, son amplitude est nulle a la bifurcation
et augmente en racine carrée de I'écart entre le parametre c et la valeur de
bifurcation c*. L'existence d"un cycle limite est garantie jusqu’a une valeur
¢ qui dépendra de chaque cas; cette valeur assure que les valeurs propres
sont complexes conjuguées.

Dans le cas ou il existe des centres a la bifurcation (cas 1), il est néces-
saire de mettre en évidence une intégrale premiére présentant un extre-
mum au point d’équilibre.

Le théoréme nous permet ( de maniere assez simple ) de confirmer que
nous sommes en présence d'une bifurcation P-A-H, mais il est plus com-
pliqué déterminer lequel des trois cas est le bon. Pour cela, il est nécessaire

d’utiliser d’autres méthodes.

1l existe plusieurs approches et plusieurs références pour la démonstration du

théoreme P-A-H, nous renvoyons le lecteur par exemple a [8]






3.1

EXEMPLES

ECO-EPIDEMIOLOGIQUES

Dans ce chapitre nous présentons quelques exemples d’application de
la théorie des bifurcations introduite plus haut. Dans un premier temps
nous nous intéressons au cas d"un systéme proies prédateurs avec fonction
réponse dite de Beddington. Nous présenterons ensuite différents exemple

intervenant dans la modélisation en épidémiologie.

LE MODELE DE BEDDINGTON

Considérons le modele suivant dit de Beddington pour décrire la dyna-

mique d"une population constituée de classes en intéraction de prédation :

axy
1+bx+cy
eaxy

Y= "W+ gy

X=rx—
(3.1)

x(t) et y(t) sont respectivement les densités de proies et de prédateurs
a l'instant ¢, r est le taux de croissance de la proie et y le taux de mortalité
du prédateur. a,b,c sont les parametres de prédation. La fonction réponse,
c’est-a-dire le nombre de proies mangées par prédateur et par unité de

temps est la fonction réponse FR de Beddington :

ax
FR(x) = ———
14 bx+cy
e est le taux de conversion de biomasse des proies en biomasse de
prédateurs. Tous les parametres sont strictement positifs.

Le cadran positif est positivement invariant, pour s’en convaincre il
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suffit d’observer que les droites x = 0 et y = 0 sont respectivement iso-
clines verticale et horizontale, et que le champ de vecteurs sur les isoclines
y est entrant.

L'origine est trivialement un point d’équilibre. Il existe aussi un autre

point d’équilibre (x*,y*) donné par :

_ 4y —
r 1+bx+cy — 0
eax  _
—H+ 1+bx+cy 0

ce qui donne

1+bx+cy=71y w_er
= -y=—x<=y = —x
—ea
1+bx+cy—yx
D’autre part, on a :
1+bx+cy:%x:}l%—bx%—c%x:%x(:)x*:m

Ce point d’équilibre appartient au cadran positif si :
ae > bm 4 cer

La matrice Jacobienne du systeme s’écrit :

ay(14-cy) ax(1+bx)
A — T (T+bxtcy)? T (A4bxrey)?
eay(14cy) eax(1+bx)
(1+bx+cy)? —Ht (1+bx—+cy)?

Au point d’équilibre (0,0) , la matrice Jacobienne s’écrit :

Ag =
0 —u

L'origine est donc un point selle.

Au point d’équilibre non trivial, on utilise les relations d’équilibre :

ay —
1+bx+cy — r
eax
1+bx+cy — I
Il vient alors :
y — p 1ty B 14bx
A* — 1+bx+cy e 14+bx++-cy
er 1+cy 1+bx

T+bx+cy —nt 1 br+tey
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On simplifie ensuite chacun des termes comme suit :

i I+cy . _ bx _ rbx___ rbu
er rl+bx+cy o 1’(1 1+bx+cy) - rl+bx+cy T eax/u T ea

_B_A4bx  _ _plafr=cy _ po.
* e 1+bx++cy — e ay/r T ea (TC El)

1+cy _ (ea/u—b)x _ r

® Miiprtey — T eax/y E(ea - b}l)

_ 1+bx L (_ 1+bx — _ cy S VR
° n+ yl-ﬁ-bx-&—cy - ( L+ 1+bx+cy) - Vl-i—bx—i—cy T ay/r T a

Ainsi, la matrice Jacobienne au point d’équilibre non trivial s’écrit :

rbp 13
A* — ea ea

Hea—bp)

a

(rc —a)

Le déterminant de la matrice s’écrit :

det A* = —TBH KT _ L1 (eq —bu)(rc —a)

ea a eaa

_ r§
T ea?

(burc + rcea — burc — ea® + aby)
—
= o (ra —rce —by)
Du fait de la condition d’existence du point d’équilibre non trivial dans
le cadran positif, ae > bm 4 cer , le déterminant est strictement positif. La

trace de la matrice est donnée par :

bras = BT BT,
ea a ea

—ec)

La trace s’annule lorsque b = ec; elle est positive si b > ec et négative
si b < ec . Ainsi, lorsque le parametre b varie, la trace change de signe a
déterminant strictement positif, ce qui conduit a la bifurcation de Hopf.

Vérifions que nous sommes dans les conditions d’application du théo-
réeme de P-A-H :

JANIES (%)2 (b —ec)® — 4L (ea — rce — bu)

ea
= by [ru(b® — 2bec + e*c*) — 4ea(ea — rce — by)]

Difficile de trouver le signe de cette quantité ! Supposons que A* < 0;

alors les valeurs propres s’écrivent :

rA* A
Ny = AT VIR

27 2

Ainsi :
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0

[ru(b? — 2bec + €*c?) — 4ea(ea — rce — b))

et il vient :

rH
2e2q2
4

ec
0
>0
rw
—2--(ea —rce — by) #
Les conditions du théoréme de P-A-H étant réunies, nous sommes bien

(%)

dRe(A;) _ pr

Re
b

En prenant comme parametre de bifurcation le parametre b, la valeur
Par simulation, on vérifie qu’il y a de centres a la bifurcation et qu’il

Im(b*)
s’agit donc d"une bifurcation de P-A-F dégénérée (Figure 22).

en présence d'une bifurcation P-A-H.

de bifurcation est b*
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Figure 22 : Portrait de phase du modele de Beddington a la bifurcation,

pour b = ec
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LE MODELE SI

(3-2)

avec

N : le nombre total de population

S : le nombre de susceptibles.

I : le nombre des infectés.

r : le nombre des contactes par unité de surface.

B : la probabilité de transmission.

On introduit aussi le terme

Ry : le taux de reproduction de base, est définit comme étant le nombre
moyen de nouveaux cas dinfection, engendrés par un individu infecté (au
court de sa période dinfectiosité). On renvoit le lecteur au papier [4] et les
références présents dans sa bibliographie, pour une large description de
cette notion et des différentes maniéres de calculer Ry

Ce modele peut décrire -entre autres- le déclanchement d"une épidimie
ot un individu susceptible entre dans le compartiment des infectés et il le

demeure pour le restant de sa vie. C’est le cas par exemple pour le HIV.

Figure 23
N=S+I=N=S5+1=0

Le nombre de la population N est constant; donc on peut écrire S =
N—-1
c.a.d la dynamique des susceptibles dépand uniquement des infectés I

Le syséme réduit est :
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I=rB(N - D), 63)

les points d’équilibre sont Ijr, =0 et I, = N

Analyse de stabilité

soit

alors

1) =rp =5

£'(0) =B >0 = Iy, est instable
f'(N) =rB—2rp=—rp <0 = I, est asymptotiquement stable.

1000

800

800

700

BO0

500

400

300

200

100

45 a0

Figure 24 : simulation numérique du modele S avec r = 6; B = 0.05 et les

conditions initiales S(0) =999 et I(0) =0
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3.3 LE MODELE SIS

(3-4)

{ §=—rpSL 4l

Figure 25
N=S+I=N=S5S+1=0
alors la population est constante

_ 1B
RO—?

on peut remplacer S par N — I

le systéme réduit est donné par :

I=rB(N— Ny =1 (3:5)

les points d’équilibre :

soit :

) = 1(rp — 155 =) (36)

les points d’équilibres sont des solutions de 1'équation f(I) = 0 et

égale a :
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Life =0 et I = (rp— ’y)%
oo existe ssirp—y > 0= Ro > 1

f’(I):T,B—’Y—Z%
f'(Itge) =1 —79 >0 ssiRo>1

alors Iy, est asymptotiquement stable si Ry < 1 et instable si Rp > 1

f'(Le)=1B—v—2(rB—7)=—(rB—7) <0ssi Ry >1

alors l'équilibre endimique est stable s"il existe .

1 |:":":| T T T T T T T T T

800 .

GO0 -

400

200 -

Figure 26 : simulation numérique du modéle SIS avec r = 6; B = 0.05 et

v = 0.1 et les conditions initiales S(0) =999 et 1(0) =0

et le diagramme de bifurcation est le suivant :



3.4. Le modele SIR

43

12 T T T T T

0.9 g

0.6

0.4 4

02r .

les infectes |

0.2

N

0.4

"

1 1
a 0.5 1 1.4 2 24 3
le taux de roproduction de base J 0

0.3

Figure 27 : bifurcation transcritique pour le modéle SIS

3.4 LE MODELE SIR

le modéle est le suivant :

Sz—r,BS%

. I

i =rBs— — I .
hsy Y (37)

R =+l

Figure 28
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dans ce cas si I'individu entre dans le compartiment des réfractaires il
devient immunisé ( pour toujours ) contre la maladie

1 : est la période d’infectiosité

',;/ : est le taux de guérison .

N=S4+I+R=N=5+1+R=0

alors la population est constante

le systéme réduit est :

. I
S = —rpSy;

; S I ; (3.8)
=rp N -

S I
etle Ry = rf j posons @ s = et i = N alors le systéeme 1i

devient :

§ = —rpPsi
: o (3.9)
1 =rPsi— i
les points d’équilibres de sont :
(¢,0) VZ € 0,1]
" , —rpi —rps :
Analyse de la stabilité : J(s,i) = est la matrice
rBi rPs—y
jacobienne de systeme (3.9)
0 -—rBC
J(£,0) = les valeures propres sont Ay = 0 et A, =
0 7B —1

1
Bl —y si Ay > 0ie rfl —y > 0 alors { > . dans ce cas ({,0) est
0

. . 1 .
instable; et si { < R— alors le systeme prévoit des centres
0

la simulation numérique :
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Figure 29
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— refractaires

100

temps

Figure 30
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500

500

700

k00

500

400

les infectas

300

200

I:I | | | 1 | | | | |
1l 1m0 200 300 400 S00  wOOD YO0 300 500 1000

les suseptibles

Figure 31
3.5 LE MODELE SIR (AVEC ETAT ENDEMIQUE)

; I
S=A—-rBS—= —usS
[ N
[ — — A= .10
I=rBSs =yl —ul (3.10)
R=+vI—-uR
avec i : est le taux de mortalité (naturelle).

A : est le nombre des naissances.

Figure 32
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N=S+I+R=N=S+[+R=A-uN

. : A
dans ce cas la population n’est pas constante mais admet N* = W

comme point d’équilibre globalement stable.

et

Choisissons 2 > 0 et ¢ << 1 tels que Vt >a = |[N(t) — N*| < ¢

pour t > a on peut cosidérer que la population est constante N ~ N*
rp

TH

les points d’équilibres sont : (Sdfe, Life, Rdfe) , (See, Lee, Ree) avec :

A
(Safes Lafes Rage) = (g,0,0)

dans ce cas Ry =

Aly+p) Arp—(rv+p) Ay(rp— (vﬂt)))
prp T rBly+w) " wrBly+u)

(Ro - 1>,'YfZ<Ro ~1))

<See, Iem Ree) = (
S
a ROI T’ﬁ

’équilibre endimique éxiste ssi Ry > 1.

Analyse de la stabilité : sit >a = R = N —1—-S le systéme réduit

est:

. I
S=A—rBS— —uS
‘ SIﬁN : (3.11)
I=rB N—fyl—yl

le matrice jacobienne est :
I S
—rﬁﬁ —H —Vﬁﬁ
rﬁi rB—=—7v—
analyse de la stabilité de (Say, Iif.)

—H —rp
]S e/I e) —
(Safes Lufe) ( 0 Bl

J(§,1) =

) est stable ssi Ry < 1 sinon il est

instable
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Figure33

analyse de stabilité de (Se, L)

IEE SEL’
e —n —rhor
— N
Eh=1 e se
équivalent a

—uRo  —(v+n

](See/ Iee) -
#(Ro —1) 0
tr](See, Lee) = —pRo < 0 et det](See, Lee) = —u(Ro — 1) (v + 1)

e si Ry > 1 alors det J(Se, Le) < 0 donc I'équilibre endimique il est

point-selle s’il éxiste.

1000



4.1

LA BIFURCATION BACKWARD

I est apparu ces dernieres décennies un nouveau type de bifurcations,
qui trouve en particulier un large champ d’application dans les systémes
épidémiologiques. Ces bifurcations sont dites "backward". Il est actuelle-
ment de notoriété que selon que le taux de reproduction de base Ry soit
supérieur ou inférieur a 1, le point d’équilibre sans épidémie est instable
ou stable et inversement pour le point d’équilibre endémique. Comme on
le verra dans ce chapitre, cet apriori peut étre "tordu" grace, ou a cause de
la présence d’une bifurcation backward.

Ce chapitre est essentiellement inspiré de l'article [6].

EXEMPLE DE BIFURCATION BACKWARD AVEC UNE FONC-

TION DE TRAITEMENT :

Soit le modeéle SIR :

S=A—dS—ASI
I=ASI—(d+ ) —h(I) (4.1)
R=+vI+h(I)—dR

avec

r si I>0
h(I) = (4-2)
0siI=0

49
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4.1.1 interprétation des termes du modéle :

A : le nombre des naissances susceptibles dans ce modele les nais-
sances sont automatiquement susceptibles (on n’a pas une transmission

verticale ).

d :le taux de mortalité naturelle et ceci est supposé constant pour

toutes les classes des individus .

A @ le taux de transmission .

7 : le taux de guérison (naturelle).

h(I) : est la fonction de traitement qui représente le nombres des indi-

vidus traités .
r : le nombre de médicament stocké .
S : le nombre des susceptibles .
I : le nombre des infectés .
R : le nombre des réfractaires.
Ry : est le nombre moyen des nouveaux cas infectés produits par un

individu infecté pendant la période d’infection.

4.1.2 Les points d’équilibres :

si I(tp) = 0, le systéme devient :

S=A—-ds
R = —dR
alorsS*z% , I*=0, et R"*=0

A
(E'O'O) est 1’équilibre en 'absence de I'épidémie , et il est globale-

ment stable .

I(t)=0 (4-4)
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on va s’intéresser au cas I > 0.

Les deux premiéres équations ne dépendant pas de R alors nous allons
étudier la stabilité de celles-ci (la stabilité de S et I impliquera la stabilité
de R)

Le systeme devient :

S=A—dS— ASI
(4-5)

[=ASI—(d+y)—7
Du fait que N =S+ I+ R,

alors N=S+ 1+ R=A—dN

N(t) = N(t)e ¥ + ?(1 — e

et

N

tEI—Foo N(t) - E

donc N* = 4 est globalement stable

d
donc Ve >0 , Jda > 0 telle que Vt > a alors

‘N(t)—?‘ <e

choisissons ¢ << 1 alors il existe a tel que Vt > a alors

dans ce cas on peut considérer que la population est constante a long

. A
terme, et dans ce cas on peut écrire N(t) = N* = — pour t > a.

d
Calcul du taux de reproduction de base Ry
I’équilibre sans épidémie est (g, 0,0)
P =ASI alors P = %
etV =—(d+vy)—r alors V= —(d+1) quiestimplique que

1
—_y1l=_"_
d+y
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AA
lors Rg= —PV-1=_"2
aor o d(d+1)

Calcul des points d’équilibres endémiques

S=0etlI=0
A
d+ Al

alors A —dS — ASI = 0 qui est implique que S =
et ASI — (d+9)[—r=0
remplagons S par sa valeur :

A

/\d+)\l

[—(d+9)-r=0
multiplions par d + Al on trouve

AL —d(d+7) = A(d+7) 2 —r(d+Al) =0
—AMd+y)I2=1(dd+v) —AA+71A) —rd =0

divisons par —d(d + 7y)

A AA rA r
A - 1)1 =0
il Gy Tdary Vs
Ao ro_
gl Ro—H =11+ —— =0 (4.6)
Ar
aVQCH—m
discussion :
soit f(I) = “I2 — (Ry— H—1)+—— =0
d 0 d+vy
f/(I):z%I—(RO—H—m:o
_d(Rg—H-—1) oy
alorsI—T et f(o)_d—l—’y

doncsi Rgp—H —1< 0 alors (4.6) n"admet pas des solution positive
et la méme chose pour Ry < 1 (ie on a ’absense des équilibres endémiques
dans ce cas)

on va s’intereserau Ry —H—-1>0 (Rp > 1)
A= (Ry—H-1)>—-4H
= (Ry— H—1-2VH)(Ro— H—1+2vH)
= (Ro— (VH+1)*)(Ro — (VH — 1)?)
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Ro — (v/H — 1)? est positif pour Rg — H—1 >0

carRg— (VH—-1)?=Ry—H—-1+2VH>Ry—H—-1>0
ie A > 0 si et selement si Rg — (vVH +1)2 >0

alors /Rg—1>+vH >0

(VRo— 1> H

et A < 0si et seulement si (v/Ro —1)> < H

et A = 0 si et seulement si (y/Rg —1)2 = H

On va s’intéresser au cas A > 0

alors les points d’équilibre sont :

L Ro—1—H—/(Ro—1— H)?—4H)

:ﬁ(

etlzzi(Ro—1—H+ V(Ro—1—H)2—4H)

mais I; et I; sont simultanément positifs si et selement si Ro —1 — H >

alors R — 1> H
etonaRy—1=(v/Ro—1)(vVRo+1) > (VRo—1)>>H

donc pour A > 0 on a I; et I; coexistent avec S; =

A
d+ Al

d+ AL - 2T

4.1.3 Analyse de la stabilité
—d— Al —AS
J(S, 1) =
Al AS—d—q
—d— Al —AS
Ji(S1,hh) = ' '
)LIl )le —d— Y

'équilibre verifie A —dS; = AS1Ly = (d+y)1 +r

alors 51 = %(A —(d+9)h —71)

det]; = (—d — AI1)(AS; —d — ) + A2S1 1

= —dAS; +d> +dy+ AMd+ )L

= AMA-(d+y) —r)+d®>+dy+A(d+v)h
—AA+2Ad+ )+ Ar+d(d+ )

:d(d+7)[—Ro+%I1 +H+1]
=d(d+7)[-Ro+H+1+Ry—H—1—+/(Ryp—1— H)2 — 4H|
=—dd+v)y/(Ro—1-H)2—-4H <0




Chapitre 4. La bifurcation backward

donc I; est un point selle s’il existe

—d — Al —AS
J2(S2, 1) = ( ’ ’ )

)\12 /\Sz—d—’)f

etSo==(A—(d+y)L—r)

Ul

det], = (—d — AL)(ASy —d — ) + A2S;1,

= —dASy +d* +dy+Ad+ )L
=-AMA—d+y)h—r)+d>+dy+Ad+7)h

= —AA+2Ad+ )L+ Ar+d(d+ )
:d(d+7)[—Ro+%Iz+H+1]
=dd+v)[-Ro+H+1+Ry—H—1+/(Ry—1— H)?—4H|
=d(d+v)\/(Ro—1—H)2—4H >0

alors la stabilité de ], dépend seulement de tr],
sitr], > 0 alors E; est instable .

etsitr/ >0 alors E; est localement asymptotiquement stable .

trjp = —-2d — vy — AL+ AS;

A
:—2d—fy—AIz+E(A—(d+'y)Iz—r)

AA A Ar
——2d—’y—)\12+7d —E(d—i—’y)lz——d

2d+9  2d° —AA+Ar+d

= A d

si 2d? — AA + Ar + yd > 0 par suite tr], < 0 dans ce cas E, est locale-
ment asymptotquement stable.

Supposons que 2d? — AA + Ar + yd > 0 on cherche tr], < 0

2 _
_A122d+'y_2d AA + Ar + vd <

7 0
242+ AA — Ar —d
A2d + )

i(Ro—l—H+¢(R0—1—H)2—4H) >

Ro—1—H++/(Rp—1—H)2—4H > —

L >

—D; >0
d(d+ ) - d
Ad+y)" d+vy
+(Ro—1—H)
2d + 2
2d + vy

—1+ Ry — H]
2d + 2y
2d 4+«
—1]

2d + v
+(Rop—1—-H)]

V(Ro—1—H)2—4H > —

2d +

alors
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24
—1_H)Z2— _ 1 —
V(Rop—1—H)2—4H > 2d—|—’y+(RO 1 H)Zd—i—d’y D,
0% 2
Roy—1—H)2—4H > Rop—1—H—-—
V(Ro ) 24+ R0 -]
. 2d .
siRp—1—H — 5 < O alors tr], < 0 et par suit E; est localement asymp-
totiquement stable suppossons que Rp —1 — H — Td > 0 alors
_1-H)2— _ _1_ T
(Ro—1—H)*—4H > | 2d+'y+(R0 1 H)Zd—l—'y]
(Ro—1—H)?-4H-D3>0
2 442 4d
Ry—1—H)2—4H — (Rg—1— HP2 " — Ry—1—H) >0
(Ro ) (Ro ) (2d +7)? (2d+7)2+(2d+7)2( ° )
4d(d + ) Ar 4d>
d(d —AA +71A)? —4 -
(@d+7) , LR T s R PR R Y Fp
24
4 —d(d AA—71A) >0
- d(2d+viz(d+7)( [@+7)+Ad=rA)

= d2d+ 2@+ 7) [~Ar2d + )2 =B (d + ) + (d(d 4+ 9) — AA +1A)?

+dy(—d(d+7v)+AA—rA)] >0

4 2 A2
AT 12+ ) [—Ar(4d* + v* + 4d7y)

—d* — yd® + A2 A% + A2? — 202 Ar + d?(d? + 4% + 2d7)
—2(AA —rA)(d? +dy) + dYAA — dyAr — qd® — 9%d?] > 0

4 _ 2 Apa2 _ _gh_ 33
(2d—|—’y)2(d—|—’y)[ AArd* — Ary® — 4ddyAr — d* — yd>+

A2A2 4 \22 — 202 Ar + db + dPo?
F20d® — 2AAd2 — 2AAdey + 2rAd2+
2rAdy + dyAA — dyAr — yd® — %d?] > 0

40
= Ar2 4 r(=2d2 — 3dy — 72 —2AA) + AAZ — Ady —2Ad%] > 0
d<2d+7)2(d+7>[r+r( Y= )+ 0 ]

posons D3= Ar? + r(—2d? — 3dy — 7> —2AA) + AA? — Ady — 2Ad?

=

=

si D3> 0 alors tr], < 0 et par suit E; est localement asymptotiquement

stable.

Si D3< 0 alors tr], > 0 donc E; est instable .

Considérons D3 comme fonction de la variable r, et étudions son signe.
A= ((2d+7)(d+7) +21A)? —4LA(AA — dy — 2d?)

= (2d+7)*(d +7)? +4A2A2 + AL A(2d + ) (d + 77) — 4A2 A2 + AN Ady + 8AAd?
=2d+7)*(d+7)? +4AA(2d + v)(d + ) + 4AAdy + 8AAd® > 0
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donc 7 = %[zm + A4+ ) (d )+ VBi] etra = %[zm +(2d +
Y)(d+7) = VM|

et le signe de D3 est donné par

I 2 g

L3 —+ S [ -+

Figure 33

sir > ryour <rpalors D3 > 0 par suit tr], <0
etsiry <r <rpalors D3 < 0 par suit tr], > 0.

Par la condition

28> —AA 4+ Ar4+9d <0

soit

—2d%> + AA — yd < Ar

1
)\1’1 = E[ZAA+ (2d—|—’)’)(d+'Y) + \/Al]
:/\A+d2+%d7+%72+x/A1 > AA — yd — 242

donc la condition 7 > ry est éliminée

4.1.4 Résumé:

E> est stable si

() :2d> —AA+Ar+9d >0

ou

3 2d2 —AA+ Ar+9d <0

(i) : 24
etRo—l—H—X<0

ou

24> —AA+Ar+9d <0

2d
(iii) : etRO—l—H—7>0
et r<mn

E> est instable si



4.1. Exemple de bifurcation backward avec une fonction de traitement :

2d> —AA+Ar+94d <0
2d

tRp—1—H—— >0
et Ko )\>

et rm>r>n
et le diagrame de bifurcation backward est le suivant :

les infecter

—_— e —

1 1 1
1.1 112 114 116 118 1.2 122 124 125 1.28

Figure 34
Représente les infectés en fonction de Ry avec A = 0.01 , 7 = 0.05,
d=0.1 ety =1 etla valeur du point de retour est Ry = 1.538 et E;
existe et est localement asymptotiquement stable car
2d> — AA + Ar +d > 0 et équivalent a Ry < 1+ m = 1.66
Remarque 4.1 On pourrait penser que la bifurcation backward est une conséquence du saut ( de
la discontinuité ) de la fonction de traitement h, mais cela n’est pas le cas ; en effet
comme cela est démontré dans [7] et [9ll, méme si I'on considére comme fonction
de traitement
rl si 0<I<]

h(I) = , (4.7)
rlp si 1> Iy

ou erncore
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_ rl
 14al

h(I)

r et « des constantes convenablement choisies; on arrive a démontrer (avec de
légeres modifications et de lourdes complications calculatoires) la présence d'une

bifurcation backward.



BIBLIOGRAPHIE

[1] Auger, Pierre. Lett, Christophe. Poggiale, Jean-Christophe. Modélisa-

tion mathématique en écologie : cours et exercices corrigés, Dunod, 2010.

[2] Charles, S. Cours de M1 Biologie mathématique et modélisation, Univer-
sité Lyon1, 2007.

[3] Hale, Jack K. Hiiseyin, Kogak. Dynamics and bifurcations, Springer,
1991. 15} [17]

[4] Heesterbeek, J. A. P. A brief history of Ro and a recipe for its calculation,
Acta Biotheorica. 2002, vol 50, p. 189-204.

[5] Strogatz, Steven H. Nonlinear dynamics and chaos, Perseus Publishing,
2006.
[6] Wang, Wendi et Ruan, Shigui. Bifurcations in an epidemic model with

constant removal rate of the infectives, Journal of Mathematical Analysis
and Applications, 2004, vol. 291, no 2, p. 775-793.

[7] Wang, Wendi. Backward bifurcation of an epidemic model with treatment.
Mathematical biosciences, 2006, vol. 201, no 1, p. 58-71.

[8] Wiggins, S. Introduction to applied nonlinear dynamical systems and chaos,
second edition, Springer-Verlag, 2000.

[9] Zhang, Xu et Liu, Xianning. Backward bifurcation of an epidemic model
with saturated treatment function, Journal of mathematical analysis and

applications, 2008, vol. 348, no 1, p. 433-443.

59






Titre Théorie des bifurcations a travers quelques exemples issus de la

dynamique des populations

Riz%sum’ié% Le résumé en francais (= 1000 caracteéres)
Mots-cll};%s Les mots-clés en francais

Title Le titre en anglais

Abstract Le résumé en anglais (~ 1000 caractéres)

Keywords Les mots-clés en anglais



	Table des matières
	Introduction
	Prologue
	Introduction par des exemples
	Bifurcation selle-noeud (saddle-node)
	La bifurcation transcritique
	Bifurcation fourche (ou « pitchfork ») super-critique 
	Bifurcation de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H)


	Approche théorique
	Point d'équilibre hyperbolique
	Point d'équilibre non-hyperbolique
	Bifurcation selle-noeud
	Diagramme de bifurcation :

	Bifurcation transcritique
	Diagramme de bifurcation

	Bifurcaion fourche ''pitchfork''
	Diagramme de bifurcation

	Théorème de Poincaré-Andronov-Hopf

	Exemples eco-épidémiologiques
	 Le modèle de Beddington
	Le modèle SI
	Le modèle SIS
	Le modèle SIR
	Le modèle SIR (avec état endémique)

	La bifurcation backward
	Exemple de bifurcation backward avec une fonction de traitement :
	interprétation des termes du modèle:
	Les points d'équilibres :
	Analyse de la stabilité
	Résumé :


	Bibliographie

