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1Introduction

1.1 Prologue

Ce mémoire a pour but de donner les notions de base relatives à la

théorie des bifurcations, et de donner quelques exemples concrets d’ap-

pliquations de cette théorie. Les bifurcations sont incontournables dès que

l’on s’interesse aux systèmes dynamiques, elles trouvent des applications

en physique, en chimie, en architecture, en mécanique, en écologie et en

épidémiologie, nous donnerons un intérêt tout particulier à ces deux der-

niers domaines d’application. Bien qu’elles seront souvent utilisées tout au

long de ce manuscrit, nous avons fait le choix délibéré de ne pas faire de

rappel des définitions basiques relatives aux systèmes dynamiques, telles

que la définition de point d’équilibre, différentes notions de stabilité, ainsi

qu’autre fonctions de Lyapunov et intégrale première. Ce choix est motivé

par le fait que ces notions sont largeement traitées durant la formation

Master systèmes dynamiques et applications, et qu’on les retrouve dans

la plupart des mémoires de Master des promotions précédentes.

On dira que nous sommes en présence d’une bifurcation, si un change-

ment qualitatif se produit lorsque l’on fait varier un des paramètres, plus

précisement

Définition 1.1 Soit le système d’équations différentielles suivant :

ẋ = f (x, c), f : Rn ×R −→ R.

On dira qu’il y a bifurcation en c∗, si en une valeur c arbitrairement "proche" de

c∗ il existe une dynamique qualitativement différente de celle en c∗.

1



2 Chapitre 1. Introduction

En d’autres termes si l’on considère les deux systèmes

ẋ = f (x, c∗) et ẋ = f (x, c),

avec c "proche" de c∗, alors ces deux sytèmes présentes des aspects dif-

férents dans le nombre de points d’équilibre et/ou leur stabilité. On dira

qu’une perturbation du paramètre donne des systèmes topologiquement

non équivalents. Il est clair que cette approche est locale, et donc la bifur-

cation traitée est une bifurcation locale, il existe aussi une théorie relatives

aux bifurcations globales que l’on n’abordera pas dans ce mémoire.

Nous aurons aussi besoin d’illustrer graphiquement ce phénomène,

cela se fait à travers le diagramme de bifurcation

Définition 1.2 Le diagramme de bifurcation, consiste en un graphique où l’on porte en abscisses

les valeurs du paramètre c et en ordonnées les valeurs des points d’équilibre. Les

branches en trait plein pour les points d’équilibre stables, et en tireté pour les

points d’équilibre instables.

Rappelons enfin que ce mémoire de master est une synthèse de diffé-

rents travaux cités en bibliographie ; nous nous sommes largement inspirés

de différents ouvrages, cours et articles scientifiques.

1.2 Introduction par des exemples

Il est de coutume, et à juste titre, d’énoncer un théorème, une théorie,

une notion et d’en suite l’illustré par quelques exemples. Par souci péda-

gogique, nous avons jugé bon de transgresser cette règle et de commencer

par donner des exemples avant même d’énoncer la théorie générale, le

choix des exemples n’est pas fortuit comme on le verra plus tard.

Cette première section est largement inspirée des cours de Master [2]

1.2.1 Bifurcation selle-noeud (saddle-node)

On parle aussi de bifurcation noeud-col.
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Soit le système dynamique suivant :

 ẋ = x2 + c

ẏ = −y
(1.1)

Selon le signe de c, il faut distinguer trois cas :

si c<0

Dans ce cas, le système admet deux points d’équilibre de coordonnées

(−
√
|c|, 0) et (

√
|c|, 0).

Afin de déterminer la nature de chacun de ces points d’équilibre, cal-

culons la matrice Jacobienne qui s’écrit :

J(x, y) =

 2x 0

0 −1


J(x, y) évaluée au premier point d’équilibre (−

√
|c|, 0) donne :

J(−
√
|c|, 0) =

 −2
√
|c| 0

0 −1


La matrice admet deux valeurs propres réelles et de signe négatif :

λ1 = −1 et λ2 = −2
√
|c|. Par conséquent le point (−

√
|c|, 0) est un noeud

asymptotiquement stable.

Pour le second point d’équilibre (
√
|c|, 0) , la matrice J(x, y) devient :

J(−
√
|c|, 0) =

 2
√
|c| 0

0 −1


La matrice admet deux valeurs propres réelles et de signe opposé :

λ1 = −1 et λ2 = 2
√
|c|. Par conséquent le point (

√
|c|, 0) est un point-

selle (instable).

Les isoclines verticales ẋ = 0 sont les deux droites x = ±
√
|c| et l’isocline

horizontale ẏ = 0 est la droite y = 0. Le portrait de phase est illustré dans

la (Figure 1)
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Figure 1 : portrait de phase pour c<0

si c = 0

Dans ce cas, le système (1.1) se réduit à :

 ẋ = x2

ẏ = −y
(1.2)

qui admet l’origine comme unique point d’équilibre. Il s’agit d’un

point non hyperbolique car la matrice Jacobienne est la suivante :

J(0, 0) =

 0 0

0 −1


Le système est découplé en x et en y. L’étude de la première équation

du système (1.2) montre que x = 0 est un point d’équilibre non hyper-

bolique correspondant à un shunt positif. La seconde équation indique

que y = 0 est point d’équilibre asymptotiquement stable pour la seconde

équation. La Figure 2 représente le portrait de phase du système (1.2) :
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Figure 2 : portrait de phase pour c=0

Ce portrait de phase prend l’apparence d’un noeud stable pour les x < 0

et d’un point selle pour les x > 0.

si c>0

Dans ce cas, le système dynamique (1.2) devient :

 ẋ = x2 + c

ẏ = −y
(1.3)

Il n’admet aucun point d’équilibre. La variable x est toujours crois-

sante. La variable y est croissante pour les y < 0 et décroissante pour les

y > 0. La Figure 3 montre le portrait de phase correspondant.
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Figure 3 : Portrait de phase de la bifurcation selle-noeud pour c > 0.

Cette bifurcation est appelée une bifurcation selle-noeud et correspond à

l’apparition simultanée de deux points d’équilibre, l’un instable (un point

selle) et l’autre asymptotiquement stable (un noeud). D’une manière gé-

nérale, cette bifurcation se produit lorsque deux isoclines de natures dif-

férentes, c’est-à-dire l’une verticale ẋ = 0 et l’autre horizontale ẏ = 0, ini-

tialement disjointes, deviennent tangentes (à la bifurcation) et se coupent

ensuite en deux points d’équilibre qui apparaissent.

Figure 4 : Diagramme de la bifurcation selle-noeud.

1.2.2 La bifurcation transcritique

Soit l’équation différentielle suivante :

ẋ = cx + x2 (1.4)

Recherchons les points d’équilibre de cette équation selon les valeurs

du paramètre c.

Trois cas doivent être étudiés :

si c<0

Dans ce cas, nous pouvons écrire c = − |c| . Les points d’équilibre sont

solutions de l’équation suivante :
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ẋ = x(x− |c|) = 0

qui admet deux solutions x∗1 = 0 et x∗2(c) = |c| . On a donc :

ẋ = x(x− |c|) = x(x− x∗2(c))

- Si 0 < x < x∗2(c) , alors ẋ < 0 , c’est-à-dire que la variable x est une

fonction décroissante du temps t.

- Si x < 0 ou x > x∗2(c) , alors ẋ > 0 , c’est-à-dire que la variable x est

une fonction croissante du temps t.

Ainsi, 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable et x∗2(c) est

un point d’équilibre instable. La figure suivante représente le portrait de

phase dans le cas c < 0 .

Figure 5

si c = 0

Dans ce cas, l’équation (1.4) devient :

ẋ = x2

admettant un point d’équilibre unique x∗1 = 0 non hyperbolique qui

est un shunt positif.

si c>0

Dans ce cas, les points d’équilibre sont solutions de l’équation sui-

vante :

ẋ = x(x + c) = 0

qui admet deux solutions x∗1 = 0 et x∗2(c) = −c < 0 . On a donc :

ẋ = x(x + c) = x(x− x∗2(c))
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- Si x∗2(c) < x < 0 , alors ẋ < 0

- Si x < x∗2 , alors ẋ > 0

Ainsi, 0 est un point d’équilibre instable cette fois ci, et x∗2(c) est un

point d’équilibre asymptotiquement stable. La figure suivante représente

le portrait de phase dans le cas c > 0.

Figure 6

Le diagramme de bifurcation illustré dans la Figure 7 montre que la

valeur de bifurcation est c∗ = 0 .

L’origine, qui est stable pour c < 0 , devient instable pour c > 0 alors

que le point d’équilibre x∗2(c) passe de stable à instable. Cette bifurcation

est appelée bifurcation transcritique. Le nombre de points d’équilibre est

conservé mais leur nature change à la valeur de bifurcation c∗ = 0

Figure 7 :diagramme de Bifurcation trans-critique

1.2.3 Bifurcation fourche (ou « pitchfork ») super-critique

Soit l’équation différentielle suivante :
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ẋ = cx− x3 (1.5)

Recherchons les points d’équilibre de cette équation selon les valeurs

du paramètre c. De nouveau, trois cas se présentent à nous :

Si c<0

Nous pouvons alors écrirec = − |c| . Les points d’équilibre sont solu-

tions de l’équation suivante :

ẋ = −x(x2 + |c|) = 0

qui admet une solution unique x∗1 = 0 . Le signe de ẋ est donné par le

signe de −x :

- Si x > 0 , alors ẋ < 0

- Si x < 0 , alors ẋ > 0

Ainsi, 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Figure 8

Si c = 0

Dans ce cas, l’équation (1.5) devient :

ẋ = −x3

admettant un point d’équilibre unique x∗1 = 0 non hyperbolique ; ob-

servons que :

- Si x > 0 , alors ẋ < 0

- Si x < 0 , alors ẋ > 0

Par conséquent, l’origine est point d’équilibre asymptotiquement

stable lorsque c = 0.

Si c> 0

Dans ce cas, les points d’équilibre sont solutions de l’équation sui-

vante :
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ẋ = x(c− x2) = 0

qui admet trois solutions x∗1 = 0 , x∗2(c) = −
√

c et x∗3(c) = +
√

c

- Si x < x∗2(c) , alors ẋ > 0

-Si x∗2(c) < x < 0 , alors ẋ < 0

-Si 0 < x < x∗3(c) , alors ẋ > 0

- Si x > x∗3(c) , alors ẋ < 0

Ainsi, 0 est un point d’équilibre instable entouré de deux points d’équi-

libre asymptotiquement stables x∗2(c) = −
√

c et x∗3(c) = +
√

c

Le portrait de phase dans le cas c > 0 est présenté dans la figure

suivante :

Figure 9

Le diagramme de bifurcation (Figure 10) montre que pour la valeur

de bifurcation c∗ = 0 le nombre de points d’équilibre passe de un à trois.

Le point d’équilibre situé à l’origine, qui est stable pour c < 0 , devient

instable pour c > 0 en s’entourant de deux points d’équilibre stables en

± c . Cette bifurcation est appelée bifurcation fourche super-critique.

Figure 10 : diagramme de Bifurcation fourche super-critique
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Remarque 1.1 Il existe aussi une bifurcation fourche dite sous-critique, illustrée par l’exemple

suivant :

ẋ = cx + x3.

Cette bifurcation se caractérise par le fait que lorsqu’on balaye les valeurs du

paramètres c de −∞ à +∞ ; le point d’équilibre trivial passe de stable à instable

lorsqu’on traverse la valeur c∗ = 0, et les deux autres points d’équilibres instables

quant à eux disparaissent.

1.2.4 Bifurcation de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H)

Considérons le système dynamique non linéaire suivant :

 ẋ

ẏ

 =

 c 1

−1 c

 x

y

+

 −x(x2 + y2)

−y(x2 + y2)

 (1.6)

ce système admet un point d’équilibre unique à l’origine. Nous l’avons

volontairement scindé en deux parties : une partie linéaire et une partie

non linéaire. La partie linéaire est caractérisée par la matrice :

A =

 c 1

−1 c


on a donc

tr(A) = 2c et det(A) = c2 + 1

et le discriminant de l’équation caractéristique vallant −4 .

Les valeurs propres de la matrice A sont complexes conjuguées et

égales à λ1,2 = c± i . La partie réelle des valeurs propres est Re(λ1,2) = c et

la partie imaginaire est Im(λ1,2) = ±1. Lorsque le paramètre c change de

signe, l’origine passe de foyer asymptotiquement stable à foyer instable.

Le système linéarisé prévoit des centres lorsque le paramètre c est égal

à zéro. Nous allons voir que ces centres ne sont pas conservés dans le cas

du système non-linéaire original.

Pour déterminer la stabilité de l’origine, considérons la fonction définie

positive suivante :
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V(x, y) =
1
2
(x2 + y2)

La dérivée s’écrit :

V
′
(x, y) = xẋ + ẏy

′
= −(x2 + y2)

V
′

est strictement négative sur l’ensemble du plan à l’exception de

l’origine. Par conséquent, la fonction V(x, y) est une fonction de Lyapunov

forte pour le système (1.6). Ainsi, les centres prévus par la linéarisation ne

sont pas conservés et par le théorème de Lyapunov pour fonctions fortes,

nous pouvons conclure que l’origine est asymptotiquement stable lorsque

c = 0 . Par ailleurs, le domaine d’attraction de l’origine est R2.

Afin de préciser l’allure du portrait de phase, passons en coordonnées

polaires :  r2 = x2 + y2

tan θ = y
x

(1.7)

Soit :

 x = r cos θ

y = r sin θ
(1.8)

Dérivons la première des équations (1.7) par rapport au temps, il vient :

rṙ = xẋ + yẏ = r2(c− r2)

Dérivons maintenant la seconde équation de (1.7) par rapport au

temps :

d tan θ

dt
=

θ
′

cos2 θ
= − r2

r2 cos2 θ

Finalement, en coordonnées polaires, le système (1.6) s’écrit sous la

forme des deux équations découplées suivantes :

 ṙ = r(c− r2)

θ̇ = −1
(1.9)

La seconde équation admet la solution suivante :
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θ(t) = −t + θ(0)

où θ(0) est la valeur de l’angle à t = 0 . Cette équation montre que

l’angle varie avec une vitesse angulaire constante w = −1. Les trajectoires

vont tourner autour de l’origine.

La première équation gouverne la variation de la distance à l’origine.

Selon le signe du paramètre c , le nombre de points d’équilibre varie :

-si c ≤ 0 L’équation admet un seul point d’équilibre r = 0 qui est

asymptotiquement stable (Figure 11).

Figure 11 : Portrait de phase pour c ≤ 0 .

si c > 0

La première équation dans (1.9) admet deux points d’équilibre positifs

r = 0 et r =
√

c . Le premier est instable et le second est asymptotiquement

stable. Le second point d’équilibre de l’équation (1.9) correspond donc à

un cercle de rayon r =
√

c qui est une trajectoire fermée isolée parcourue à

la vitesse angulaire w = −1. Il s’agit d’un cycle limite asymptotiquement

stable (Figure 12).
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Figure 12 : Portrait de phase pour c>0 .

En résumé, nous pouvons conclure que lorsque :

i/ c < 0 , l’origine est point d’équilibre unique et est un foyer stable.

ii/ c = 0 , l’origine est point d’équilibre unique et est asymptotique-

ment stable.

iii/ c > 0 , l’origine est un foyer instable entouré d’un cycle limite

asymptotiquement stable de rayon r =
√

c .

Nous pouvons maintenant tracer le diagramme de bifurcation en fai-

sant apparaître les points d’équilibre, leur nature mais aussi les cycles

limites dont l’amplitude est représentée en ordonnée (Figure 13). On uti-

lisera la même notation pour les cycles limites que pour les points d’équi-

libre : stabilité asymptotique en trait plein et instabilité en pointillés.
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Figure 13 : Diagramme de la bifurcation de PAH super-critique .

Cette bifurcation s’appelle une bifurcation de Poincaré-Andronov-Hopf.

A la bifurcation, le point d’équilibre à l’origine devient instable et s’en-

toure d’un cycle limite stable dont l’amplitude (le rayon) augmente avec

la racine carrée du paramètre de bifurcation. Lorsque le cycle limite créé

à la bifurcation est asymptotiquement stable, on parle de bifurcation de

Poincaré-Andronov-Hopf super-critique, il existe aussi deux autres types

de bifuracation de Poincaré-Andronov-Hopf, l’une dite sous-critique ; et

l’autre dite dégénérée, nous y reviendrons dans la section suivante.

Remarque 1.2 Il existe d’autres type de bifurcations, nous renvoyons le lecteur à [3] pour plus

de détails. Nous attirons l’attention du lecteur, qu’il existe des bifurcations à deux

paramètres, comme cela est le cas de la bifurcation "cusp" ou fronce, voir par

exemple [5, 2]





2Approche théorique

Dans ce chapitre nous exposons quelques éléments de la théorie géné-

rale relative aux bifurcations locales, nous verrons que les exemple présen-

tés dans le chapitre précédent sont les dignes représentants des différents

cas de figure. Ce chapitre est largement et librement inspiré de différents

cours de Master Systèmes dynamiques et applications, ainsi que du livre

référence [3]

Théorème 2.1 Théorème des fonctions implicites :

Soit  F : Rk ×R→ R

(λ, x)→ F(λ, x)

une fonction de classe C1 telle que

F(0, 0) = 0 et
∂F
∂x

(0, 0) 6= 0

alors il existe δ > 0 et η > 0 et une fonction Ψ de classe C1

Ψ : {λ; ‖λ‖ < δ} → R

telle que

Ψ(0) = 0 et F(λ, Ψ(λ)) = 0∀λ; ‖λ‖ < δ

de plus si pour (λ0, x0) ∈ Rk ×R ‖λ0‖ < δ et |x0| < η tel que

F(λ0, x0) = 0

alors

x0 = Ψ(λ0)

17
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Remarque 2.1 Le théorème introduit plus haut est en réalité une version "simplifiée" du théorème

des fonctions implicites, mais nous n’aurons besoin que de cette version simplifiée

par la suite, c’est pourquoi nous n’avons pas jugé nécessaire de le donner dans sa

version générale et abstraite.

2.1 Point d’équilibre hyperbolique

On sinteresse à ẋ = f (x) avec x ∈ R et f ∈ C1 vérifiant f (0) = 0

(donc 0 est supposé être un point ’équilibre ) et f ′(0) 6= 0 ( dans ce cas

le point d’équilibre est dit hyperbolique )

x∗ = 0 est un point d’équilibre hyperbolique ; dont la stabilité (locale)

peut être déduite par étude du signe de f ′(0)

ẋ = f (0) + f ′(0) x + o(x) =⇒ ẋ = f ′(0)x + o(x)

Nous allons à présent perturber l’équation de départ et considérons

l’équation :

ẋ = F(λ, x)

 F : Rk ×R→ R

(λ, x) → F(λ, x)

une fonction de classe C1 telle que F(0, x) = f (x),
∂F
∂x

(0, 0) = f ′(0) 6= 0

Comme F(0, 0) = 0 = f (0) et ∂F
∂x (0, 0) = f ′(0) 6= 0 nous pou-

vons appliquer le théorème des fonctions implicites . Il existe alors des

constantes δ > 0 et η > 0 ; une foncton Ψ ed classe C1 ; telle que

Ψ(0) = 0 vérifiant F(λ, Ψ(λ)) = 0 .

De plus pour ‖λ‖ < δ et |x| < η la seule solution de F(λ, x) = 0 est

donné par x = Ψ(λ).

Donc pour |x| < η l’équation ẋ = F(λ, x) possède un unique équilibre

x∗ = Ψ(λ); pour étudier la nature de ce point d’équilibre étudions le

signe de ∂F
∂x (λ, x∗) = ∂F

∂x (λ, Ψ(λ)) or on sait que Ψ(0) = 0 i.e ∂F
∂x (0, Ψ(0))

= ∂F
∂x (0, 0) = f ′(0) comme F est de classe C1 ; il existe un δ > 0 tel
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que pour ‖λ‖ < δ le signe de ∂F
∂x (λ, Ψ(λ)) est le même que celui de

∂F
∂x (0, 0) = f ′(0) donc pour λ proche de 0 l’équation perturbée possède un

unique point d’équilibre de même nature que 0 pour l’équation ẋ = f (x)

On dit dans ce cas, que l’équation est insensible par petite perturba-

tion du champ de vecteurs ; et dans ce cas aucune bifurcation ne fera son

apparition.

2.2 Point d’équilibre non-hyperbolique

On considère toujours l’équation dans R, ẋ = f (x) , avec cette fois-ci

f de classe C2 vérifiant f (0) = 0 , f ′(0) = 0 et f ′′(0) 6= 0 ; x∗ = 0 est

donc un point d’équilibre non-hyperbolique, dans ce cas la linéarisation

ne donne aucune information sur la stabilité du point d’équilibre

Considérons l’équation perturbée :

ẋ = F(λ, x) ,

avec

 F : Rk ×R→ R

(λ, x) 7→ F(λ, x)
est une fonction de classe C2 véri-

fiant :

F(0, x) = f (x),

et donc [ ∂F
∂x (0, 0) = f ′(0) , ∂2F

∂x2 (0, 0) = f ′′(0) 6= 0 et F(0, 0) = 0]

le développement de taylor de F au voisinage de l’origine donne :

F(λ, x) = a(λ) + b(λ)x + α(λ) x2

2 + G(λ, x)

a(0) = 0 , b(0) = 0 , α(0) = f ′′(0) 6= 0 et ∀ε > 0 , ∃δ > 0 , η > 0 ;

‖λ‖ < δ et |x| < η =⇒ |G(λ, x)| < ε |x|2

Considérons H(λ, x) = ∂F
∂x (λ, x) par les properiétés de F ,

H(0, 0) = 0 et
∂H
∂x

(0, 0) = f ′′(0) 6= 0,
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on peut donc appliquer le théorème des fonctions implicites à H . Donc il

éxiste un δ > 0 , η > 0 une fonction Ψ de classe C1 ; définie pour ‖x‖ < δ ;

telle que Ψ(0)= 0 ; et H(λ, Ψ(λ)) = 0 i.e ∂F
∂x (λ, Ψ(λ)) = 0 (et ∂F

∂x (λ, x) = 0

por ‖λ‖ < δ et |x| < η =⇒ x = Ψ(λ)) .

donc pour chaque λ fixé la fonction F(λ, Ψ(λ)) la valeure extrémale

de F

1èr cas ∂2F
∂x2 (0, 0) = f ′′ (0) > 0 :

Donc F est convexe (au voisinage de x = 0 |x| < η) et (λ, Ψ(λ)) est un

minimum ; donc F(λ, x) a l’aspect suivant :

-Lorsque α(λ) > 0

Figure 14

-Lorsque α(λ) < 0
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Figure 15

F(λ, x) s’annule en deux points donc l’équation ẋ = F(λ, x) possède

deux points d’équilibre dans |x| < η

-Lorsque α(λ) = 0

Figure 16

F(λ, x) s’annule en un unique point donc l’équation ẋ = F(λ, x) pos-

sède un unique point d’équilibre (non-hyperbolique)

-Si α(λ) > 0

F(λ, x) ne s’annule pas (au voisinage de x = 0) pas de point d’équi-

libre au voisinage de l’origine

2ème cas ∂2F
∂x2 (0, 0) = f ′′ (0) < 0 :

dans ce cas F est concave (au voisinage de x = 0) et (λ, Ψ(λ)) est un

maximum, et la même étude précédente peut être reprise il suffit d’inver-

ser les cas
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-Si α(λ) < 0 ; F(λ, x) ne s’annule pas ; pas de point d’équilibre au

voisinage de l’origine .

-Si α(λ) = 0 ; ((λ, Ψ(λ)) F(λ, x) s’annule en un seul point ẋ =

F(λ, x) possède un seul point d’équilibre non-hyperbolique )

-Si α(λ) > 0

Figure 17

F(λ, x) s’annule en deux points ; l’équation ẋ = F(λ, x) possède deux

points d’équilibre au voisinage de l’origine .

On peut résumer tous les cas de manière suivante : ẋ = F(λ, x)

-Si α(λ) f ′′(0) < 0 appartition de deux points d’équilibres (hyperbo-

lique).

-Si α(λ) f ′′(0) > 0 pas de point d’équilibre au voisinage de l’origine .

-Si α(λ) = 0 point d’équilibre non-hyperbolique .

2.3 Bifurcation selle-noeud

Nous allons considérer l’équation différentielle suivante :

ẋ = f (x, λ) avec x ∈ R, λ ∈ R et f : R×R → R une fonction suffi-

samment régulière avec f (0, 0) = 0 ; ∂ f
∂x (0, 0) = 0 (c.à.d que (0, 0) est un

point d’équilibre non-hyperbolique) ; ∂ f
∂λ (0, 0) 6= 0, par un développement

limité au voisinage du point d’équilibre .
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ẋ = f (0, 0) + ∂ f
∂x (0, 0)x + ∂ f

∂λ (0, 0)λ + ∂2 f
∂x2 (0, 0)x2 + ...

= Aλ + Bx2 + ...

avec

A =
∂ f
∂λ

(0, 0) etB =
∂2 f
∂x2 (0, 0)

posons

U =

√∣∣∣∣ B
A

∣∣∣∣x, µ =
A
B

λ et T = B

√∣∣∣∣ B
A

∣∣∣∣t

U̇ = ẋ

√∣∣∣∣ B
A

∣∣∣∣ =
√∣∣∣∣ B

A

∣∣∣∣(Aλ + Bx2) = A

√∣∣∣∣ B
A

∣∣∣∣λ + B

√∣∣∣∣ B
A

∣∣∣∣x2

et
∂U
∂t

=
∂U
∂T

∂T
∂t

= B

√∣∣∣∣ B
A

∣∣∣∣(A
B

λ + U2)

=⇒ ∂U
∂T

= µ + U2.

La dernière équation est dite forme normale de la bifurcation selle-

noeud, on y reconnait la première équation du système (1.1) ; introduit

dans le premier exemple.

2.3.1 Diagramme de bifurcation :

On suppose que (0, 0) est la valeur de bifurcation

On a ∂ f
∂λ (0, 0) 6= 0 donc on ne peut appliquer le théorème des fonctions

implicites : ∃(U, V)⊂ R2 (ouvert) et une fonction Ψ de même régularité

que f telle que :

Ψ : U → V

x → Ψ(x)
µ = Ψ(x) et Ψ(0) = 0
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et

f (x, Ψ(x)) = 0∀x ∈ U (2.1)

montrons que ∂Ψ
∂x (0) = 0 et ∂2Ψ

∂x2 (0) 6= 0

dérivons (2.1) par rapport à x :

∂ f
∂x

(x, Ψ(x)) = 0 =
∂ f
∂x

(x, Ψ(x)) +
∂ f
∂λ

(x, Ψ(x))
∂Ψ
∂λ

(x)

remplaçons x par 0, on trouve :

∂Ψ
∂x

(0) = −
∂ f
∂x (0, 0)
∂ f
∂λ (0, 0)

= 0

c.à.d la courbe des points fixes est tangente à la courbe Ψ = 0 en x = 0.

D’un autre côté

∂ f
∂x

(x, Ψ(x)) = 0 =⇒ ∂2 f
∂x2 (x, Ψ(x)) = 0

∂2 f
∂x2 (x, Ψ(x)) +

∂2 f
∂x∂λ

(x, Ψ(x))
∂Ψ
∂x

(x) +
∂

∂x
(

∂ f
∂x

(x, Ψ(x))
∂Ψ
∂x

(x)) = 0

∂2 f
∂x2 (x, Ψ(x))+ 2

∂2 f
∂x∂λ

(x, Ψ(x))
∂Ψ
∂x

(x)+
∂ f
∂λ

(x, Ψ(x))
∂2Ψ
∂x2 (x)+

∂2 f
∂λ2 (x, Ψ(x))(

∂Ψ
∂x

(x))2 = 0

remplaçons x par 0 on trouve :

∂2 f
∂x2 (0, 0) +

∂ f
∂λ

(0, 0)
∂2Ψ
∂x2 (x) = 0 =⇒ ∂2Ψ

∂x2 (x) = −
∂2 f
∂x2 (0, 0)
∂ f
∂λ (0, 0)

6= 0

puisque ∂Ψ
∂x (0, 0) = 0 alors on a deux posibilités x

-Si ∂2Ψ
∂x2 (x) > 0 =⇒ Ψ est convexe au voisinage de 0

-Si ∂2Ψ
∂x2 (x) < 0 =⇒ Ψ est concave au voisinage de 0

donc on a deux possibilités pour la courbe de Ψ au voisinage de 0
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Figure 18

Montrons que (a) et (b) sont les cas possibles de diagramme de bi-

furcation selle-noeud. Pour fixer les idées nous allons nous limiter au cas

graphe (a), gardons à l’esprit que l’on a démontré que f (x, Ψ(x))= 0

Cherchons les points d’equilibre µ = Ψ(x) . ∂Ψ
∂x (0) = 0 =⇒ Ψ n’est

pas inversible au voisinage de 0 (car Ψ est convexe ) supposons que ∃a1

telle que ]− a1, a1[⊆ U et ∃b1 telle que ]− b1, b1[⊆ V

-Si λ ∈ [0, b1[ et x ∈]a1, 0] Ψ est inversible =⇒ x = Ψ−1(λ) est un

point d’équilibre

si x ∈ [0, a1[ Ψ est inversible =⇒ x = Ψ−1(λ) est un

point d’équilibre

-Si λ ∈]− b1, 0] la fonction Ψ n’est pas définie =⇒on a pas des points

d’équilibres c.à.d (a) et (b) sont les cas possibles de diagramme de bifur-

cation selle noeud (sans déterminer la stabilité des point déquilibre. )

2.4 Bifurcation transcritique

Considérons toujours l’équation ẋ = f (x, λ) x ∈ R et λ ∈ R
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supposons que f (0, 0) = 0 et ∂ f
∂x (0, 0) = 0 et en ajoute une troisième

condition ∂ f
∂λ (0, 0) = 0 avec ∂2 f

∂x2 (0, 0) 6= 0 et ∂2 f
∂x∂λ (0, 0) 6= 0

par un développment limité au voisinage de (0, 0) on obtient

f (x, λ) = f (0, 0) + x ∂ f
∂x (0, 0) + x2 ∂2 f

∂x2 (0, 0) + xλ
∂2 f

∂x∂λ (0, 0) + ....

posons

A = ∂2 f
∂x2 (0, 0) 6= 0

B = ∂2 f
∂x∂λ (0, 0) 6= 0

l’équation devient :

f (x, λ) = Ax2 + Bxλ =⇒ ẋ = Ax2 + Bxλ

Effectuons les changements

U =
x
A

et T =
t

A2 et µ =
Bλ

A2

alors :

U̇ =
ẋ
A

= x2 +
Bλ

A
x = A2U2 + BλU

=⇒ ∂U
∂t

=
∂U
∂T

∂T
∂t

= A2U2 + BλU

=⇒ ∂U
∂T

= U2 + µU.

La dernière équation est dite forme normale de la bifurcation trans-

critique, on y reconnait l’équation (1.4) ; introduite dans le deuxième

exemple.

2.4.1 Diagramme de bifurcation

On a f (0, 0) = 0 et ∂ f
∂x (0, 0) = 0 et ∂ f

∂λ (0, 0) = 0 ; on ne peut donc pas ap-

pliquer le théorèm des fonctions implicites . Posons F(x, λ)= f (x,λ)
x mais
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F(x, λ) n’est pas définie en (0, λ) par un prolongement par continuité on

trouve : F(x, λ) =


f (x,λ)

x si x 6= 0
∂ f
∂x (0, λ) si x = 0

et f (0, 0) = ∂ f
∂x (0, 0) = 0

∂F
∂x (0, 0) = lim

x→0

f (x,λ)
x − ∂ f

∂x (0,0)
x−0 = ∂2 f

∂x2 (0, 0) 6= 0

et la même chose pour
∂2F

∂x2(0,0) =
∂3 f
∂x3 (0, 0) et ∂F

∂λ (0, 0) = ∂2 f
∂x∂λ (0, 0) 6= 0

comme ∂F
∂λ (0, 0) 6= 0 alors on peut à présent appliquer le théorème

des fonctions implicites à F ; ainsi ∃(U, V)⊂ R2 (ouvert) et il existe une

fonction Ψ de même régularité que f telle que

Ψ : U → V

x → Ψ(x)
et λ = Ψ(x) , Ψ(0) = 0 et F(x, Ψ(x)) = 0 ∀x ∈ U

on montre que ∂Ψ
∂x (0) 6= 0

∂F
∂x (x, Ψ(x)) = 0 = ∂F

∂x (x, Ψ(x)) + ∂F
∂λ (x, Ψ(x)) ∂Ψ

∂x (x)

remplaçons x par 0 on obtient :

∂Ψ
∂x (0) = −

∂F
∂x (0,0)
∂F
∂λ (0,0)

= −
∂2 f
∂x2 (0,0)
∂2 f

∂x∂λ (0,0)
6= 0 =⇒la fonction Ψ est soit croissante

ou décroissante au voisinage de 0, et la représentation graphique de Ψ au

voisinage de 0 est donnée par :

Figure 19

Montrons que (a) et (b) sont les cas possibles de diagramme de bifur-

cation
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on sait que F(x, Ψ(x)) = 0,cherchons les points d’équilibre.

Soit λ = Ψ(x) et Ψ(0) = 0 et ∂Ψ
∂x 6= 0, nous savons aussi d’après

l’étude précédente que Ψ(x) est inversible, et par suite x = Ψ−1(λ) est

un point d’équilibre toujour existe et on a 0 un point d’équilibre oujours

existe aussi ; c.à.d que (a) et (b) représentent bien les cas possibles de

diagramme de bifurcation transcritique (sans déterminer la stabilité des

point déquilibre. )

2.5 Bifurcaion fourche ”pitchfork”

Reprenons toujours notre équation générique, ẋ = f (x, λ) x ∈ R

λ ∈ R, avec cette fois-ci f (0, 0) = 0 , ∂ f
∂x (0, 0) = 0 , ∂ f

∂λ (0, 0) = 0 ,
∂2 f
∂x2 (0, 0) = 0 , ∂2 f

∂x∂λ (0, 0) 6= 0 et ∂3 f
∂x3 (0, 0) 6= 0.

Par un développment limité au voisinage de l’origine on trouve :

f (x, λ) = f (0, 0) + x ∂ f
∂x (0, 0) + λ

∂ f
∂λ (0, 0) + xλ

∂2 f
∂x∂λ (0, 0) + x2 ∂2 f

∂x2 (0, 0) + x3 ∂3 f
∂x3 (0, 0) + ...

= x3 ∂3 f
∂x3 (0, 0) + xλ

∂2 f
∂x∂λ (0, 0).

Posons
A = ∂3 f

∂x3 (0, 0) 6= 0

B = ∂2 f
∂x∂λ (0, 0) 6= 0

notre équation devient :

ẋ = Ax3 + Bxλ

Effectuons les changements U = x
A , T = t

A3 et µ = Bλ
A3 , ce qui conduit

à :

U̇ =
ẋ
A

= x3 +
Bλ

A
x = A3U3 + BλU

et par suite
∂U
∂t

=
∂U
∂T

∂T
∂t

= A3U3 + BλU

=⇒ ∂U
∂T

= U3 + µU
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La dernière équation est dite forme normale de la bifurcation fourche

(super-critique quand A < 0 et sous-critique quand A > 0), on y reconnait

l’équation (1.5) ; introduite dans le troisième exemple.

2.5.1 Diagramme de bifurcation

Nous sommes toujours dans le cadre des hypothèses : f (0, 0) = 0 ,
∂ f
∂x (0, 0) = 0 , ∂ f

∂λ (0, 0) = 0 , ∂2 f
∂x2 (0, 0) = 0 , ∂2 f

∂x∂λ (0, 0) 6= 0 et ∂3 f
∂x3 (0, 0) 6= 0,

et puisque ∂ f
∂x (0, 0) = 0 et ∂ f

∂λ (0, 0) = 0 donc on ne peut pas appliquer

le thorème des fonctions implicites .

Posons f (x, λ) = xF(x, λ) x ∈ R λ ∈ R

=⇒ F(x, λ) = f (x,λ)
x mais F(x, λ) n’est pas définie en (0, λ)

par un prolongement par continuité :

F(x, λ) =


f (x,λ)

x si x 6= 0
∂ f
∂x (0, λ) si x = 0

et F(0, 0) = 0 , ∂F
∂x (0, 0) = ∂2 f

∂x2 (0, 0) =

0 et ∂F
∂λ (0, 0) = ∂2 f

∂x∂λ (0, 0) 6= 0 donc nous pouvons à présent appliquer le

théorèm des fonctions implicites à F :

∃(U, V)⊂ R2 (ouvert) et il existe une fonction Ψ de même régularité

que F telle que

Ψ : U → V

x → Ψ(x)
avec λ = Ψ(x) ,Ψ(0) = 0 et F(x, Ψ(x)) = 0

∀x ∈ U

montrons que ∂Ψ
∂x (0) = 0 et ∂2Ψ

∂x2 (0) 6= 0
∂F
∂x (x, Ψ(x)) = 0 = ∂F

∂x (x, Ψ(x)) + ∂F
∂λ (x, Ψ(x)) ∂Ψ

∂x (x)

remplaçons x par 0 on obtient :

∂Ψ
∂x (0) = −

∂F
∂x (0,0)
∂F
∂λ (0,0)

= −
∂2 f
∂x2 (0,0)
∂2 f

∂x∂λ (0,0)
= 0

c.à.d la courbe des points fixes est tangente à la courbe Ψ = 0 en x = 0

calculons ∂2Ψ
∂x2 (0)

∂F
∂x (x, Ψ(x)) = 0 =⇒ ∂2F

∂x2 (x, Ψ(x)) = 0

0 = ∂2F
∂x2 (x, Ψ(x)) + ∂2F

∂x∂λ (x, Ψ(x)) ∂Ψ
∂x (x) + ∂

∂x (
∂F
∂λ (x, Ψ(x)) ∂Ψ

∂x (x))

0 = ∂2F
∂x2 (x, Ψ(x)) + 2 ∂2F

∂x∂λ (x, Ψ(x)) ∂Ψ
∂x (x) + ∂F

∂λ (x, Ψ(x)) ∂2Ψ
∂x2 (x) + ∂2F

∂λ2 (x, Ψ(x))
(

∂Ψ
∂x (x)

)2
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remplaçons x par 0 on trouve :

0 = ∂2F
∂x2 (0, 0) + ∂F

∂λ (0, 0) ∂2Ψ
∂x2 (0) =⇒ ∂2Ψ

∂x2 (0) = −
∂2F
∂x2 (0,0)
∂F
∂λ (0,0)

6= 0

-Si ∂2Ψ
∂x2 (0) > 0 =⇒ Ψ est convexe au voisinage de 0 (figure (a))

-Si ∂2Ψ
∂x2 (0) < 0 =⇒ Ψ est concave au voisinage de 0 (figure (b))

(on ajoute la représentation de x = 0 )

Figure 20

Montrons que (a) et (b) sont les cas possibles de diagramme de bifur-

cation fourch (sans montrer la stabilité des états d’équilibre ) pour simpli-

fier nous nous limitons au cas (a)

on a F(x, Ψ(x)) = 0 ∀x ∈ U

cherchons les points d’équilibres

on sait que Ψ(x) = λ et ∂Ψ
∂x (0) = 0 =⇒ Ψ n’est pas inversible au

voisinage de 0(Ψ convexe.)

Supposons que ∃a1 tel que ]− a1, a1[⊂ U et ∃b1 tel que ]− b1, b1[⊂ V

-Pour x ∈]− a1, 0[ dans cet intervalle Ψ est inversible

λ = Ψ(x) =⇒ x = Ψ−1(λ) est un point d’équilibre

-Pour x ∈]0, a1[ dans cet intervalle aussi Ψ est inversible

λ = Ψ(x) =⇒ x = Ψ−1(λ) est un autre point d’équilibre

c.à.d (a) et (b) représentent bien les cas possibles de diagramme de

bifurcation fourche.



2.6. Théorème de Poincaré-Andronov-Hopf 31

2.6 Théorème de Poincaré-Andronov-Hopf

Le théorème de Poincaré-Bendixson n’est pas toujours facilement ap-

plicable. Aussi, le théorème de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H) permet-

il de démontrer plus aisément l’existence de solutions périodiques cor-

respondant à un cycle limite. De plus, contrairement au théorème de

Poincaré-Bendixson qui n’est valable que dans le plan, Le théorème de

P-A-H est applicable en dimension supérieure à deux.

Théorème 2.2 Théorème de P-A-H en dimension 2.

Soit le système dynamique suivant gouvernant les variables réelles x(t) et

y(t) :  ẋ = f (x, y)

ẏ = g(x, y)
c ∈ R (2.2)

Supposons que le système admet un point d’équilibre de coordonnées

(x∗(c), y∗(c)). Soit A(x∗(c), y∗(c)) la matrice Jacobienne calculée au point

d’équilibre. Supposons que les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont com-

plexes conjuguées et s’écrivent sous la forme λ1,2 = a(c) ± ib(c) avec a(c) la

partie réelle et b(c) la partie imaginaire. Soit c∗ une valeur particulière du pa-

ramètre c pour laquelle on a : a(c∗) = 0 , b(c∗) 6= 0 et ∂a
∂c

∣∣∣
c∗
6= 0 . Alors, si

∂a
∂c

∣∣∣
c∗
> 0 , trois cas sont possibles :

- Lorsque c = c∗ (à la bifurcation), il existe des trajectoires concentriques

autour de (x∗(c∗), y∗(c∗)) . Le point d’équilibre (x∗(c∗), y∗(c∗)) correspond

alors à des centres.

On parle de bifurcation de Hopf dégénérée

- Lorsque c = c∗ (à la bifurcation), le point d’équilibre (x∗(c∗), y∗(c∗)) est

asymptotiquement stable, et ∃c̃ > c∗/∀c vérifiant c∗ < c < c̃ tel qu’il existe,

autour de (x∗(c∗), y∗(c∗)) qui est instable, un cycle limite asymptotiquement

stable dont l’amplitude est proportionnelle à
√

c− c∗ .

On parle de bifurcation de Hopf super-critique

- Lorsque c = c∗ (à la bifurcation), le point d’équilibre (x∗(c∗), y∗(c∗))

est instable, et ∃c̃ > c∗/∀c vérifiant c∗ < c < c̃ tel qu’il existe, autour de
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(x∗(c∗), y∗(c∗)) qui est asymptotiquement stable, un cycle limite instable dont

l’amplitude est proportionnelle à c− c∗.

On parle de bifurcation de Hopf sous-critique

Remarque 2.2 Dans le cas où ∂a
∂c

∣∣∣
c∗

< 0 , il faut inverser les conclusions, c’est-à-dire que le

cycle limite asymptotiquement stable (resp. instable) apparaît pour des valeurs du

paramètre inférieures (resp. supérieures) à c∗ .

En résumé, voici les quatre cas de figure possibles :

Figure 21

Une bifurcation de Hopf se produit donc lorsque les valeurs propres

du système linéaire traversent l’axe imaginaire -condition dite de

transversalité-, autrement dit que leur partie réelle peut s’annuler. Le

système linéaire pour c = c∗ prévoit donc des centres.

Dans le premier cas, les centres sont conservés, il s’agit de la bifurca-

tion de P-A-H dégénérée.

Dans le second cas, le théorème prévoit l’existence d’un cycle limite

asymptotiquement stable pour des valeurs du paramètre supérieures à c∗.

Il s’agit d’une bifurcation de P-A-H supercritique.

Enfin, dans le troisième cas, le théorème prévoit un cycle limite instable

pour des valeurs du paramètre inférieures à c∗. Il s’agit d’une bifurcation

de P-A-H sous-critique.
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Lorsqu’un cycle limite existe, son amplitude est nulle à la bifurcation

et augmente en racine carrée de l’écart entre le paramètre c et la valeur de

bifurcation c∗. L’existence d’un cycle limite est garantie jusqu’à une valeur

c̃ qui dépendra de chaque cas ; cette valeur assure que les valeurs propres

sont complexes conjuguées.

Dans le cas où il existe des centres à la bifurcation (cas 1), il est néces-

saire de mettre en évidence une intégrale première présentant un extre-

mum au point d’équilibre.

Le théorème nous permet ( de manière assez simple ) de confirmer que

nous sommes en présence d’une bifurcation P-A-H, mais il est plus com-

pliqué déterminer lequel des trois cas est le bon. Pour cela, il est nécessaire

d’utiliser d’autres méthodes.

Remarque 2.3 Il existe plusieurs approches et plusieurs références pour la démonstration du

théorème P-A-H, nous renvoyons le lecteur par exemple à [8]





3Exemples

eco-épidémiologiques

Dans ce chapitre nous présentons quelques exemples d’application de

la théorie des bifurcations introduite plus haut. Dans un premier temps

nous nous intéressons au cas d’un système proies prédateurs avec fonction

réponse dite de Beddington. Nous présenterons ensuite différents exemple

intervenant dans la modélisation en épidémiologie.

3.1 Le modèle de Beddington

Considérons le modèle suivant dit de Beddington pour décrire la dyna-

mique d’une population constituée de classes en intéraction de prédation :

 ẋ = rx− axy
1+bx+cy

ẏ = −µy + eaxy
1+bx+cy

(3.1)

x(t) et y(t) sont respectivement les densités de proies et de prédateurs

à l’instant t, r est le taux de croissance de la proie et µ le taux de mortalité

du prédateur. a,b,c sont les paramètres de prédation. La fonction réponse,

c’est-à-dire le nombre de proies mangées par prédateur et par unité de

temps est la fonction réponse FR de Beddington :

FR(x) =
ax

1 + bx + cy

e est le taux de conversion de biomasse des proies en biomasse de

prédateurs. Tous les paramètres sont strictement positifs.

Le cadran positif est positivement invariant, pour s’en convaincre il

35
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suffit d’observer que les droites x = 0 et y = 0 sont respectivement iso-

clines verticale et horizontale, et que le champ de vecteurs sur les isoclines

y est entrant.

L’origine est trivialement un point d’équilibre. Il existe aussi un autre

point d’équilibre (x∗, y∗) donné par :

 r− ay
1+bx+cy = 0

−µ + eax
1+bx+cy = 0

ce qui donne

 1 + bx + cy = a
r y

1 + bx + cy = ea
µ x
⇐⇒ a

r
y =

ea
µ

x ⇐⇒ y∗ =
er
µ

x∗

D’autre part, on a :

1 + bx + cy = ea
µ x ⇐⇒ 1 + bx + c er

µ x = ea
µ x ⇐⇒ x∗ = µ

ea−(bµ+cer)

Ce point d’équilibre appartient au cadran positif si :

ae > bm + cer

La matrice Jacobienne du système s’écrit :

A =

 r− ay(1+cy)
(1+bx+cy)2 − ax(1+bx)

(1+bx+cy)2

eay(1+cy)
(1+bx+cy)2 −µ + eax(1+bx)

(1+bx+cy)2


Au point d’équilibre (0, 0) , la matrice Jacobienne s’écrit :

A0 =

 r 0

0 −µ


L’origine est donc un point selle.

Au point d’équilibre non trivial, on utilise les relations d’équilibre :


ay

1+bx+cy = r
eax

1+bx+cy = µ

Il vient alors :

A∗ =

 r− r 1+cy
1+bx+cy − µ

e
1+bx

1+bx++cy

er 1+cy
1+bx+cy −µ + µ 1+bx

1+bx+cy


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On simplifie ensuite chacun des termes comme suit :

• r− r 1+cy
1+bx+cy = r(1− 1+cy

1+bx+cy ) = r bx
1+bx+cy = rbx

eax/µ = rbµ
ea

• − µ
e

1+bx
1+bx++cy = − µ

e
(a/r−c)y

ay/r = µ
ea (rc− a)

• er 1+cy
1+bx+cy = er (ea/µ−b)x

eax/µ = r
a (ea− bµ)

• −µ + µ 1+bx
1+bx+cy = µ(−1 + 1+bx

1+bx+cy ) = −µ
cy

1+bx+cy = − µcy
ay/r = − µcr

a

Ainsi, la matrice Jacobienne au point d’équilibre non trivial s’écrit :

A∗ =

 rbµ
ea

µ
ea (rc− a)

r
a (ea− bµ) − µcr

a


Le déterminant de la matrice s’écrit :

det A∗ = − rbµ
ea

µcr
a −

µ
ea

r
a (ea− bµ)(rc− a)

= − rµ
ea2 (bµrc + rcea− bµrc− ea2 + abµ)

= rµ
ea (ra− rce− bµ)

Du fait de la condition d’existence du point d’équilibre non trivial dans

le cadran positif, ae > bm + cer , le déterminant est strictement positif. La

trace de la matrice est donnée par :

trA∗ =
rbµ

ea
− µrc

a
=

µr
ea

(b− ec)

La trace s’annule lorsque b = ec ; elle est positive si b > ec et négative

si b < ec . Ainsi, lorsque le paramètre b varie, la trace change de signe à

déterminant strictement positif, ce qui conduit à la bifurcation de Hopf.

Vérifions que nous sommes dans les conditions d’application du théo-

rème de P-A-H :

4∗ =
( µr

ea

)2
(b− ec)2 − 4 rµ

ea (ea− rce− bµ)

= rµ
e2a2 [rµ(b2 − 2bec + e2c2)− 4ea(ea− rce− bµ)]

Difficile de trouver le signe de cette quantité ! Supposons que 4∗ < 0;

alors les valeurs propres s’écrivent :

λ1,2 =
trA∗

2
± i
√
|4∗|
2

Ainsi :
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Re(λi) =
trA∗

2 = µr
2ea (b− ec)

Im(λi) =

√
|4∗|
2 = rµ

2e2a2 [rµ(b2 − 2bec + e2c2)− 4ea(ea− rce− bµ)]

En prenant comme paramètre de bifurcation le paramètre b, la valeur

de bifurcation est b∗ = ec , et il vient :

Re(b∗) = 0
dRe(λi)

db = µr
2ea > 0

Im(b∗) = −2 rµ
ea (ea− rce− bµ) 6= 0

Les conditions du théorème de P-A-H étant réunies, nous sommes bien

en présence d’une bifurcation P-A-H.

Par simulation, on vérifie qu’il y a de centres à la bifurcation et qu’il

s’agit donc d’une bifurcation de P-A-F dégénérée (Figure 22).

Figure 22 : Portrait de phase du modèle de Beddington à la bifurcation,

pour b = ec
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3.2 Le modèle SI

 Ṡ = −rβS I
N

İ = rβs I
N

(3.2)

avec

N : le nombre total de population

S : le nombre de susceptibles.

I : le nombre des infectés.

r : le nombre des contactes par unité de surface.

β : la probabilité de transmission.

On introduit aussi le terme

R0 : le taux de reproduction de base, est définit comme étant le nombre

moyen de nouveaux cas dinfection, engendrés par un individu infecté (au

court de sa période dinfectiosité). On renvoit le lecteur au papier [4] et les

références présents dans sa bibliographie, pour une large description de

cette notion et des différentes manières de calculer R0

Ce modèle peut décrire -entre autres- le déclanchement d’une épidimie

où un individu susceptible entre dans le compartiment des infectés et il le

demeure pour le restant de sa vie. C’est le cas par exemple pour le HIV.

Figure 23

N = S + I =⇒ Ṅ = Ṡ + İ = 0

Le nombre de la population N est constant ; donc on peut écrire S =

N − I

c.à.d la dynamique des susceptibles dépand uniquement des infectés I

Le sysème réduit est :
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İ = rβ(N − I)
I
N

(3.3)

les points d’équilibre sont Id f e = 0 et Iee = N

Analyse de stabilité

soit

f (I) = rβ(N − I) I
N

alors

f ′(I) = rβ− 2rβI
N

f ′(0) = rβ > 0 =⇒ Id f e est instable

f ′(N) = rβ− 2rβ = −rβ < 0 =⇒ Iee est asymptotiquement stable.

Figure 24 : simulation numérique du modèle SI avec r = 6 ; β = 0.05 et les

conditions initiales S(0) = 999 et I(0) = 0
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3.3 Le modèle SIS

 Ṡ = −rβS I
N + γI

İ = rβs I
N − γI

(3.4)

avec γ : est le taux de guérison

Figure 25

N = S + I =⇒ Ṅ = Ṡ + İ = 0

alors la population est constante

R0 = rβ
γ

on peut remplacer S par N − I

le système réduit est donné par :

İ = rβ(N − I)
I
N
− γI (3.5)

les points d’équilibre :

soit :

f (I) = I(rβ− I
rβ

N
− γ) (3.6)

les points d’équilibres sont des solutions de l’équation f (I) = 0 et

égale à :
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Id f e = 0 et Iee = (rβ− γ) N
rβ

Iee existe ssi rβ− γ > 0 =⇒ R0 > 1

f ′(I) = rβ− γ− 2 rβI
N

f ′(I f de) = rβ− γ > 0 ssi R0 > 1

alors I f de est asymptotiquement stable si R0 < 1 et instable si R0 > 1

f ′(Iee) = rβ− γ− 2(rβ− γ) = −(rβ− γ) < 0 ssi R0 > 1

alors l’équilibre endimique est stable s’il existe .

Figure 26 : simulation numérique du modèle SIS avec r = 6 ; β = 0.05 et

γ = 0.1 et les conditions initiales S(0) = 999 et I(0) = 0

et le diagramme de bifurcation est le suivant :
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Figure 27 : bifurcation transcritique pour le modèle SIS

3.4 Le modèle SIR

le modèle est le suivant :


Ṡ = −rβS I

N

İ = rβs
I
N
− γI

Ṙ = γI

(3.7)

Figure 28
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dans ce cas si l’individu entre dans le compartiment des réfractaires il

devient immunisé ( pour toujours ) contre la maladie
1
γ

: est la période d’infectiosité

γ : est le taux de guérison .

N = S + I + R =⇒ Ṅ = Ṡ + İ + Ṙ = 0

alors la population est constante

le système réduit est :


Ṡ = −rβS

I
N

İ = rβS
I
N
− γI

(3.8)

et le R0 =
rβ

γ
; posons : s =

S
N

et i =
I
N

alors le système (3.8)

devient :

 ṡ = −rβsi

i̇ = rβsi− γi
(3.9)

les points d’équilibres de (3.9) sont :

(ζ, 0) ∀ζ ∈ [0, 1]

Analyse de la stabilité : J(s, i) =

 −rβi −rβs

rβi rβs− γ

 est la matrice

jacobienne de système (3.9)

J(ζ, 0) =

 0 −rβζ

0 rβζ − γ

 les valeures propres sont λ1 = 0 et λ2 =

rβζ − γ si λ2 > 0 ie rβζ − γ > 0 alors ζ >
1

R0
dans ce cas (ζ, 0) est

instable ; et si ζ <
1

R0
alors le système prévoit des centres

la simulation numérique :



3.4. Le modèle SIR 45

Figure 29

Figure 30
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Figure 31

3.5 Le modèle SIR (avec état endémique)


Ṡ = Λ− rβS

I
N
− µS

İ = rβS
I
N
− γI − µI

Ṙ = γI − µR

(3.10)

avec µ : est le taux de mortalité (naturelle).

Λ : est le nombre des naissances.

Figure 32
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N = S + I + R =⇒ Ṅ = Ṡ + İ + Ṙ = Λ− µN

dans ce cas la population n’est pas constante mais admet N∗ =
Λ
µ

comme point d’équilibre globalement stable.

Choisissons a > 0 et ε << 1 tels que ∀t > a =⇒ |N(t)− N∗| < ε

pour t > a on peut cosidérer que la population est constante N ' N∗

dans ce cas R0 =
rβ

γ + µ
les points d’équilibres sont : (Sd f e, Id f e, Rd f e) , (See, Iee, Ree) avec :

(Sd f e, Id f e, Rd f e) = (
Λ
µ

, 0, 0)

et

(See, Iee, Ree) = (
Λ(γ + µ)

µrβ
,

Λ(rβ− (γ + µ))

rβ(γ + µ)
,

Λγ(rβ− (γ + µ))

µrβ(γ + µ)
)

= (
N∗

R0
,

N∗

rβ
(R0 − 1),

γN∗

rβ
(R0 − 1))

l’équilibre endimique éxiste ssi R0 > 1.

Analyse de la stabilité : si t > a =⇒ R = N − I − S le système réduit

est :


Ṡ = Λ− rβS

I
N
− µS

İ = rβS
I
N
− γI − µI

(3.11)

le matrice jacobienne est :

J(S, I) =

 −rβ
I
N
− µ −rβ

S
N

rβ
I
N

rβ
S
N
− γ− µ


analyse de la stabilité de (Sd f e, Id f e)

J(Sd f e, Id f e) =

 −µ −rβ

0 rβ1− γ− µ

 est stable ssi R0 < 1 sinon il est

instable
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Figure33

analyse de stabilité de (See, Iee)

J(S, I) =

 −rβ
Iee

N
− µ −rβ

See

N
rβ

Iee

N
rβ

See

N
− γ− µ


équivalent à

J(See, Iee) =

 −µR0 −(γ + µ)

µ(R0 − 1) 0


trJ(See, Iee) = −µR0 < 0 et det J(See, Iee) = −µ(R0 − 1)(γ + µ)

• si R0 > 1 alors det J(See, Iee) < 0 donc l’équilibre endimique il est

point-selle s’il éxiste.



4La bifurcation backward

Il est apparu ces dernières décennies un nouveau type de bifurcations,

qui trouve en particulier un large champ d’application dans les systèmes

épidémiologiques. Ces bifurcations sont dites "backward". Il est actuelle-

ment de notoriété que selon que le taux de reproduction de base R0 soit

supérieur ou inférieur à 1, le point d’équilibre sans épidémie est instable

ou stable et inversement pour le point d’équilibre endémique. Comme on

le verra dans ce chapitre, cet apriori peut être "tordu" grâce, ou à cause de

la présence d’une bifurcation backward.

Ce chapitre est essentiellement inspiré de l’article [6].

4.1 Exemple de bifurcation backward avec une fonc-

tion de traitement :

Soit le modèle SIR :


Ṡ = A− dS− λSI

I = λSI − (d + γ)I − h(I)

Ṙ = γI + h(I)− dR

(4.1)

avec

h(I) =

 r si I > 0

0 si I = 0
(4.2)

49
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4.1.1 interprétation des termes du modèle :

A : le nombre des naissances susceptibles dans ce modèle les nais-

sances sont automatiquement susceptibles (on n’a pas une transmission

verticale ).

d : le taux de mortalité naturelle et ceci est supposé constant pour

toutes les classes des individus .

λ : le taux de transmission .

γ : le taux de guérison (naturelle).

h(I) : est la fonction de traitement qui représente le nombres des indi-

vidus traités .

r : le nombre de médicament stocké .

S : le nombre des susceptibles .

I : le nombre des infectés .

R : le nombre des réfractaires.

R0 : est le nombre moyen des nouveaux cas infectés produits par un

individu infecté pendant la période d’infection.

4.1.2 Les points d’équilibres :

si I(t0) = 0, le système devient :


Ṡ = A− dS

I = 0

Ṙ = −dR

(4.3)

alors S∗ =
A
d

, I∗ = 0 , et R∗ = 0

(
A
d

, 0, 0) est l’équilibre en l’absence de l’épidémie , et il est globale-

ment stable .


s(t) = s(t0)e−dt + A

d (1− e−dt)

I(t) = 0

R(t) = R(t0)e−dt

(4.4)
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on va s’intéresser au cas I > 0.

Les deux premières équations ne dépendant pas de R alors nous allons

étudier la stabilité de celles-ci (la stabilité de S et I impliquera la stabilité

de R)

Le système devient :

 Ṡ = A− dS− λSI

İ = λSI − (d + γ)I − r
(4.5)

Du fait que N = S + I + R,

alors Ṅ = Ṡ + İ + Ṙ= A− dN

N(t) = N(t0)e−dt +
A
d
(1− e−dt)

et

lim
t→+∞

N(t) =
A
d

donc N∗ =
A
d

est globalement stable

donc ∀ε > 0 , ∃a > 0 telle que ∀t > a alors

∣∣∣∣N(t)− A
d

∣∣∣∣ < ε,

choisissons ε << 1 alors il existe a tel que ∀t > a alors

∣∣∣∣N(t)− A
d

∣∣∣∣ < ε,

dans ce cas on peut considérer que la population est constante à long

terme, et dans ce cas on peut écrire N(t) = N∗ =
A
d

pour t > a.

Calcul du taux de reproduction de base R0

l’équilibre sans épidémie est (
A
d

, 0, 0)

P = λSI alors P =
λA
d

et V = −(d + γ)I − r alors V = −(d + γ) qui est implique que

−V−1 =
1

d + γ
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alors R0 = −PV−1 =
λA

d(d + γ)

Calcul des points d’équilibres endémiques

Ṡ = 0 et İ = 0

alors A− dS− λSI = 0 qui est implique que S =
A

d + λI
et λSI − (d + γ)I − r = 0

remplaçons S par sa valeur :

λ
A

d + λI
I − (d + γ)I − r = 0

multiplions par d + λI on trouve

λAI − d(d + γ)− λ(d + γ)I 2 − r(d + λI) = 0

−λ(d + γ)I 2 − I(d(d + γ)− λA + rλ)− rd = 0

divisons par −d(d + γ)

λ

d
I2 − (

λA
d(d + γ)

− rλ

d(d + γ)
− 1)I +

r
d + γ

= 0

λ

d
I2 − (R0 − H − 1)I +

r
d + γ

= 0 (4.6)

avec H =
λr

d(d + γ)

discussion :

soit f (I) =
λ

d
I2 − (R0 − H − 1)I +

r
d + γ

= 0

f ′(I) = 2
λ

d
I − (R0 − H − 1) = 0

alors I =
d(R0 − H − 1)

2λ
et f (0) =

r
d + γ

donc si R0 − H− 1 < 0 alors (4.6) n’admet pas des solution positive

et la même chose pour R0 < 1 (ie on a l’absense des équilibres endémiques

dans ce cas )

on va s’intereser au R0 − H − 1 > 0 (R0 > 1 )

∆ = (R0 − H − 1)2 − 4H

= (R0 − H − 1− 2
√

H)(R0 − H − 1 + 2
√

H)

= (R0 − (
√

H + 1)2)(R0 − (
√

H − 1)2)
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R0 − (
√

H − 1)2 est positif pour R0 − H − 1 > 0

car R0 − (
√

H − 1)2 = R0 − H − 1 + 2
√

H > R0 − H − 1 > 0

ie ∆ > 0 si et selement si R0 − (
√

H + 1)2 > 0

alors
√

R0 − 1 >
√

H > 0

(
√

R0 − 1)2 > H

et ∆ < 0 si et seulement si (
√

R0 − 1)2 < H

et ∆ = 0 si et seulement si (
√

R0 − 1)2 = H

On va s’intéresser au cas ∆ > 0

alors les points d’équilibre sont :

I1 =
d

2λ
(R0 − 1− H −

√
(R0 − 1− H)2 − 4H)

et I2 =
d

2λ
(R0 − 1− H +

√
(R0 − 1− H)2 − 4H)

mais I1 et I2 sont simultanément positifs si et selement si R0− 1−H >

0

alors R0 − 1 > H

et on a R0 − 1 = (
√

R0 − 1)(
√

R0 + 1) > (
√

R0 − 1)2 > H

donc pour ∆ > 0 on a I1 et I2 coexistent avec S1 =
A

d + λI1
et S2 =

A
d + λI2

4.1.3 Analyse de la stabilité

J(S, I) =

 −d− λI −λS

λI λS− d− γ


J1(S1, I1) =

 −d− λI1 −λS1

λI1 λS1 − d− γ


l’équilibre verifie A− dS1 = λS1 I1 = (d + γ)I1 + r

alors S1 =
1
d
(A− (d + γ)I1 − r)

det J1 = (−d− λI1)(λS1 − d− γ) + λ2S1 I1

= −dλS1 + d2 + dγ + λ(d + γ)I1

= −λ(A− (d + γ)I1 − r) + d2 + dγ + λ(d + γ)I1

= −λA + 2λ(d + γ)I1 + λr + d(d + γ)

= d(d + γ)[−R0 +
2λ

d
I1 + H + 1]

= d(d + γ)[−R0 + H + 1 + R0 − H − 1−
√
(R0 − 1− H)2 − 4H]

= −d(d + γ)
√
(R0 − 1− H)2 − 4H < 0
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donc I1 est un point selle s’il existe

J2(S2, I2) =

 −d− λI2 −λS2

λI2 λS2 − d− γ


et S2 =

1
d
(A− (d + γ)I2 − r)

det J2 = (−d− λI2)(λS2 − d− γ) + λ2S2 I2

= −dλS2 + d2 + dγ + λ(d + γ)I2

= −λ(A− (d + γ)I2 − r) + d2 + dγ + λ(d + γ)I2

= −λA + 2λ(d + γ)I2 + λr + d(d + γ)

= d(d + γ)[−R0 +
2λ

d
I2 + H + 1]

= d(d + γ)[−R0 + H + 1 + R0 − H − 1 +
√
(R0 − 1− H)2 − 4H]

= d(d + γ)
√
(R0 − 1− H)2 − 4H > 0

alors la stabilité de J2 dépend seulement de trJ2

si trJ2 > 0 alors E2 est instable .

et si trJ2 > 0 alors E2 est localement asymptotiquement stable .

trJ2 = −2d− γ− λI2 + λS2

= −2d− γ− λI2 +
λ

d
(A− (d + γ)I2 − r)

= −2d− γ− λI2 +
λA
d
− λ

d
(d + γ)I2 −

λr
d

= −λI2
2d + γ

d
− 2d2 − λA + λr + γd

d

si 2d2 − λA + λr + γd > 0 par suite trJ2 < 0 dans ce cas E2 est locale-

ment asymptotquement stable.

Supposons que 2d2 − λA + λr + γd > 0 on cherche trJ2 < 0

−λI2
2d + γ

d
− 2d2 − λA + λr + γd

d
< 0

I2 >
−2d2 + λA− λr− γd

λ(2d + γ)
= D1 > 0

d
2λ

(R0 − 1− H +
√
(R0 − 1− H)2 − 4H) >

d(d + γ)

λ(2d + γ)
[− d

d + γ
− 1 + R0 − H]

R0 − 1− H +
√
(R0 − 1− H)2 − 4H > − 2d

2d + γ
+ (R0 − 1− H)

2d + 2γ

2d + γ√
(R0 − 1− H)2 − 4H > − 2d

2d + γ
+ (R0 − 1− H)[

2d + 2γ

2d + γ
− 1]

alors
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√
(R0 − 1− H)2 − 4H > − 2d

2d + γ
+ (R0 − 1− H)

γ

2d + γ
= D2√

(R0 − 1− H)2 − 4H >
γ

2d + γ
[R0 − 1− H − 2d

γ
]

si R0− 1− H− 2d
γ

< 0 alors trJ2 < 0 et par suit E2 est localement asymp-

totiquement stable suppossons que R0 − 1− H − 2d
λ

> 0 alors

(R0 − 1− H)2 − 4H > [− 2d
2d + γ

+ (R0 − 1− H)
γ

2d + γ
]2

(R0 − 1− H)2 − 4H − D2
2 > 0

(R0 − 1− H)2 − 4H − (R0 − 1− H)2 γ2

(2d + γ)2 −
4d2

(2d + γ)2 +
4γd

(2d + γ)2 (R0 − 1− H) > 0

(d(d + γ)− λA + rλ)2 4d(d + γ)

d2(2d + γ)2 − 4
λr

(d + γ)
− 4d2

(2d + γ)2

+4
dγ

d(2d + γ)2(d + γ)
(−d(d + γ) + λA− rλ) > 0

⇒ 4
d(2d + γ)2(d + γ)

[−λr(2d + γ)2 − d3(d + γ) + (d(d + γ)− λA + rλ)2

+dγ(−d(d + γ) + λA− rλ)] > 0

⇒ 4
d(2d + γ)2(d + γ)

[−λr(4d2 + γ2 + 4dγ)

−d4 − γd3 + λ2A2 + λ2r2 − 2λ2Ar + d2(d2 + γ2 + 2dγ)

−2(λA− rλ)(d2 + dγ) + dγλA− dγλr− γd3 − γ2d2] > 0

⇒ 4
d(2d + γ)2(d + γ)

[−4λrd2 − λrγ2 − 4dγλr− d4 − γd3+

λ2A2 + λ2r2 − 2λ2Ar + d4 + d2γ2

+2γd3 − 2λAd2 − 2λAdγ + 2rλd2+

2rλdγ + dγλA− dγλr− γd3 − γ2d2] > 0

⇒ 4λ

d(2d + γ)2(d + γ)
[λr2 + r(−2d2 − 3dγ− γ2 − 2λA) + λA2 − Adγ− 2Ad2] > 0

posons D3= λr2 + r(−2d2 − 3dγ− γ2 − 2λA) + λA2 − Adγ− 2Ad2

si D3> 0 alors trJ2 < 0 et par suit E2 est localement asymptotiquement

stable.

Si D3< 0 alors trJ2 > 0 donc E2 est instable .

Considérons D3 comme fonction de la variable r, et étudions son signe.

∆1 = ((2d + γ)(d + γ) + 2λA)2 − 4λA(λA− dγ− 2d2)

= (2d + γ)2(d + γ)2 + 4λ2A2 + 4λA(2d + γ)(d + γ)− 4λ2A2 + 4λAdγ + 8λAd2

= (2d + γ)2(d + γ)2 + 4λA(2d + γ)(d + γ) + 4λAdγ + 8λAd2 > 0
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donc r1 =
1

2λ
[2λA + (2d + γ)(d + γ) +

√
∆1] et r2 =

1
2λ

[2λA + (2d +

γ)(d + γ)−
√

∆1]

et le signe de D3 est donné par

Figure 33

si r > r1 ou r < r2 alors D3 > 0 par suit trJ2 < 0

et si r2 < r < r1 alors D3 < 0 par suit trJ2 > 0.

Par la condition

2d2 − λA + λr + γd < 0

soit

−2d2 + λA− γd < λr

λr1 =
1
2
[2λA + (2d + γ)(d + γ) +

√
∆1]

= λA + d2 +
3
2

dγ +
1
2

γ2 +
√

∆1 > λA− γd− 2d2

donc la condition r > r1 est éliminée

4.1.4 Résumé :

E2 est stable si

(i) : 2d2 − λA + λr + γd > 0

ou

(ii) :

 2d2 − λA + λr + γd < 0

et R0 − 1− H − 2d
λ

< 0
ou

(iii) :


2d2 − λA + λr + γd < 0

et R0 − 1− H − 2d
λ

> 0

et r < r2

E2 est instable si
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
2d2 − λA + λr + γd < 0

et R0 − 1− H − 2d
λ

> 0

et r1 > r > r2

et le diagrame de bifurcation backward est le suivant :

Figure 34

Représente les infectés en fonction de R0 avec λ = 0.01 , r = 0.05 ,

d = 0.1 et γ = 1 et la valeur du point de retour est R0 = 1.538 et E2

existe et est localement asymptotiquement stable car

2d2 − λA + λr + γd > 0 et équivalent à R0 < 1 +
d2 + dγ

d(d + γ)
= 1.66

Remarque 4.1 On pourrait penser que la bifurcation backward est une conséquence du saut ( de

la discontinuité ) de la fonction de traitement h, mais cela n’est pas le cas ; en effet

comme cela est démontré dans [7] et [9], même si l’on considère comme fonction

de traitement

h(I) =

 rI si 0 ≤ I ≤ I0

rI0 si I > I0

(4.7)

ou encore
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h(I) =
rI

1 + αI

r et α des constantes convenablement choisies ; on arrive à démontrer (avec de

légères modifications et de lourdes complications calculatoires) la présence d’une

bifurcation backward.
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