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Chapitre 1

Modélisation

La réponse immunitaire & une infection par un agent pathogene (virus, bac-
téries, ...) est produite par différentes populations des cellules (macrophages,
lymphocytes B, lymphocytes T CD4, lymphocytes T CD8). Dans ce travail,
Emmanuelle Terry, Jacqueline Marvel, Christophe Arpin, Olivier Gandrillon,
Fabien Crauste [13] étudient particuliérement la réponse des lymphocytes T
CDs8.

Les lymphocytes T CDS8 impliqués dans cette réponse sont produits par
différenciation des cellules souches hématopoiétiques dans le thymus (le thy-
mus est un organe situé dans le médiastin-antéro) et sont maintenus dans un
état naif dans les organes lymphoides secondaires (sont les lieux de passage,
d’accumulation, et de rencontre des antigenes et des cellules de I'immunité:
les ganglions lymphatiques, la pulpe blanche de la rate).

La réponse immunitaire T CD8 commence lorsque les cellules naives T
CDS8 rencontrent un antigéne activé qui présente des épitopes (déterminant
antigénique est une molécule qui peut étre reconnue par un paratope (partie
variable d'un anticorps ou d'un récepteur membranaire des lymphocytes T :
TCR)), qui signalent la présence de I’agent pathogéne. Ce processus conduit
a une réponse immunitaire caractérisée par trois phases dans la réponse des
lymphocytes T CDS8: expansion cellulaire, contraction cellulaire, génération
des cellules mémoires [3], [6]. En effet, la rencontre avec 'antigéne produit
la différenciation des cellules naives T CD8 dans autre état, appelé cellules
effectrices. Dans cet état, les lymphocytes T CD8 ont des capacités cytotox-
iques acquises permettant de tuer les cellules infectées [3], [5]. Les cellules
effectrices proliferent avec une augmentation importante et rapide de nom-
bre des cellules T. Une fois 'antigéne éliminé, la plupart des lymphocytes
T, devenus inutiles, meurent par apoptose (ou la mort cellulaire program-
mée). C’est la phase de contraction. Par exemple: pour une infection par le
virus de la chorioméningite lymphocytaire (notée VCML appelée également



méningite lymphocytaire aigué, maladie se caractérisant par la présence d’un
liquide claire (liquide obtenu aprés ponction lombaire et préléevement de lig-
uide céphalo-rachidien), qui affecte les animaux vertébrés qui est transmise a
I’homme. S’accompagne de fievre, de douleurs, de gonflement des ganglions
et de migraine) le nombre des cellules effectrices est 100 cellules, lorsque les
cellules rencontrent 1’épitope dans la rate d’une souris augmentent jusqu’a 10
puissance 7 [2], [6]. Une partie de 5 % des lymphocytes reste. Ils correspon-
dent aux lymphocytes T mémoire. Le pourcentage de lymphocytes mémoire
représente cependant une population supérieure en nombre & la population
initiale des lymphocytes T naifs. Les lymphocytes T mémoire sont capables
de réagir plus rapidement, plus efficacement, et plus vigoureusement que les
lymphocytes T naifs lors d’une rencontre ultérieure avec le méme pathogene.
C’est la réponse secondaire 2. Voir figure 1.
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Figure 1-Représentation schématique des mécanismes de la réponse

immunitaire des cellules T CDS.

Nous présentons dans la suite modéle de Antia et al [1], [2].



1.1 Modéles de Antia

Antia R, Bergstron C, Pilyugin S, Kaech S, Ahmed R [2003, 2005] s’intéressent
au phénomeéne de << réponse programmée indépendante de 'antigéne >>.
Méme apreés une bréve stimulation par ’antigéne, une réponse compléte des
lymphocytes T CD8 peut étre déclenchée, c’est-a-dire différenciation en cel-
lules effectrices puis en cellules mémoires, phases d’expansion et de contrac-
tion. La question posée par les auteurs porte sur la fagcon dont est lancé
ce << programme >> de réponse. Est-il défini, modifié par la premiére inter-
action du lymphocyte avec 'antigéne, ou bien par la quantité d’antigéne 7
Les modeles développés dans ces travaux cherchent a donner des éléments de
réponse. Ils sont confrontés a des données expérimentales, afin de trouver la
meilleure facon de modéliser ce << programme >> générant une réponse CDS.
Les auteurs s’accordent sur le fait que des modeéles du type prédateur-proie
doivent étre modifiés si 'on veut qu’ils rendent compte correctement de la
réponse CD8. En effet, dans les modéles [8], [11], le nombre de cellules T CD8
(le prédateur) est évalué continiiment en fonction de la quantité d’antigéne
(la proie), ce qui ne permet pas de modéliser une réponse << programmeée >>.

Dans Antia et al. [2003, 2005], les modeles linéaires décrivent les dif-
férents stades de différenciation des lymphocytes, naif, effecteur et mémoire.
Ils cherchent a décrire les deux phases d’expansion et de contraction, car-
actéristique de la réponse immunitaire. Les auteurs commencent par un
programme << strict >>, la réponse se fait indépendamment de 1’exposition a
I’antigeéne. La stimulation dépend d’un taux d’interaction avec I'antigéne, et
ainsi le recrutement des lymphocytes T CDS8 est le seul phénoméne dépendant
de 'antigene.

Le premier modeéle développé est un systéme d‘équations différentielles
ordinaires et d’une équation aux dérivées partielles structurée en age. Cette
structuration en dge permet de décrire les mécanismes de réponse liées a la
différenciation progressive des lymphocytes naifs en lymphocytes effecteurs,
age correspondant & celui des cellules effectrices, depuis qu’elles se sont dif-
férenciées.

Le modele s‘écrit comme suit :



1) = ~ON(H)P(1)
aygtbz T) n 0yétT,T> — [p(r) — d(P)ly(t,7) 11
\ %(t) =rP(t) (1 — P?) — hP(t)E(t)

avec

y(t,0) = bN(H)P(t)

ou N(t) correspond au nombre de cellules naives a l'instant ¢, P(t) est
la quantité de pathogene, et y(¢;7) est le nombre de cellules proliférantes
(qui sont effectrices ou mémoires) d’age 7. Les densités globales des cellules
effectrices E(t) et des cellules mémoires M () a I'instant ¢ sont respectivement
données par

*

T oo
E(t) = / y(t,7)dr et M(t) = / y(t,7)dr. avec 7" € [0, 0]
0 *

ou 7* I’age limite.

Le parameétre b décrit la différenciation des cellules naives en effectrices,
suivant une loi d’action de masse. p(7) est le taux de division des cellules
effectrices d’age 7 et d(7) leur taux d’apoptose. La quantité de pathogéne
augmente avec un taux r, limité par une capacité d’accueil c. L‘élimination
du pathogéne est proportionnelle & sa propre quantité et au nombre de cellules
effectrices, selon un coefficient h.

Il n’y a pas d’apport de cellules naives. Les cellules mémoires sont pro-
duites a partir des cellules effectrices les plus << 4gées >>, n’ayant pas subi
d’apoptose avant d’atteindre I’dge limite 7 = 7*. Aucune dépendance non
linéaire n’apparait, pour les différents taux considérés dans 1‘équation struc-
turée en age. Seul I’dge des cellules agit sur la prolifération et la différencia-
tion des cellules effectrices et mémoires.

Dans le chapitre 2, le modéle d‘équations aux dérivées partielles struc-
turées en age de Antia et al. [2003, 2005], sera modifié, en considérant que
les cellules effectrices peuvent se différencier en cellules mémoires pendant la
phase effectrice, dans le méme temps que les cellules effectrices éliminent le
pathogéne, et pas uniquement aprées un age limite donné.



Le modele est réduit & un systéme d‘équations différentielles a retard. Ceci
permet d’obtenir des équations décrivant les dynamiques de la densité globale
de chaque sous population de lymphocytes (naive, effectrice, mémoire). Le
chapitre 3 est consacré a I’étude mathématiques: existence et unicité des
solutions, majoration des solutions et détermination des points d‘équilibre.
La stabilité locale des points d’équilibre est analysée en chapitre 4. Nous
introduisons & la fin quelques simulations numériques.



Chapitre 2

Modéle mathématique de la
réponse immunitaire primaire

des lymphocytes T CD8

Cette section est consacrée la présentation d’'un modéle mathématique de la
réponse immunitaire & une infection primaire. On considére trois types des
cellules impliquées dans la réponse immunitaire:

. Les lymphocytes naifs sont des lymphocytes retirés la moelle osseuse (est
un tissu situé au centre des os) ou le thymus, ayant circulé dans les
vaisseaux lymphatiques, mais n’ont pas encore rencontré leur antigéne
spécifique.

. Les lymphocytes effecteurs sont des lymphocytes activés par leur antigéne
spécifique et qui sont encore dans le processus d’élimination du pathogéne.

. Les lymphocytes mémoires sont des lymphocytes activés au cours d’une
infection antérieure, et peuvent étre réactivés si nécessaire.

2.1 Notations et propriétés des parameétres

On note N(t) la densité des cellules naives. Ces cellules sont produites
régulierement par la différenciation des cellules souches hématopoiétiques,
avec un taux H constant et positif. Les cellules naives meurent avec un
taux constant positif p, , se différencient en cellules effectrices avec un taux
d(P(t)), qui dépend de la quantité des agents pathogénes notés P(t) [3]. On
note e(t,7) le nombre des cellules effectrices d’age 7, au temps t telle que

7 € [0,7) ol T représente 1’Age maximal d’une cellule effectrice.

7



Le taux de mortalité des cellules effectrices est noté par uy
Soit

Blt) = /0 ot r)dr

la densité globale des cellules effectrices, elles proliféerent avec un taux
p qui dépend de la quantité de pathogene P(t) [3], [9], [10], enfin les cel-
lules effectrices se différencient en cellules mémoires avec un taux k() qui
dépend 'dge 7. le pathogéne peut se reproduire dans 'organisme avec un
taux variable I(t).

11 disparait avec un taux de mortalité up, dépendant de E(t).

On note M (t) le nombre des cellules mémoires a I'instant ¢, qui disparais-
sent avec un taux positif et constant ;.

Les densités des cellules N (t),e(t,7), M(t) et la quantité de pathogéne

P(t) vérifient le systéme suivant, pour t > 0 et 7 € [0,7)

%t(’f) — H — iy N(t) — 6(P(£)N (1) (22)
0ll7) | D) 1y(pt)) = (B (0) — A et ) (2b)
O 1)~ wp(E@) P (20)
d]‘gt(” - /0 " h(r)e(t, )T — pyy M(2) (2d)

avec les conditions initiales positives suivantes
( N(0) = N,

e(0,7) = eo(r), pour T € [0,7),

P(0) = P,

\ M(O) — ]\4-07

et les conditions aux limites suivantes



e(t,0) = 6(P(t))N (1), t> 0, (3a)

e(t,7) =0, t>0. (3b)

k(T)e(t,T) c’est le nombre des cellules effectrices d’age 7 qui se différen-
cient en cellules mémoires a l'instant ¢.

La condition aux limites (3a) présente la différenciation des cellules naives
en cellules effectrices en raison de la présence du pathogene, et (3b) décrit
que les cellules ont disparu ou bien différenciées en cellules mémoires d’age

7, donc il n’y a pas des cellules effectrices a 'age 7.

Maintenant, nous introduisons quelques hypothéses sur les paramétres du
modele

1- Les fonctions 0, p, pup et up sont strictement positives et croissantes.

2- La différenciation des cellules naives ne se produit pas en l’absence du
pathogene, donc on suppose que §(0) = 0.

3- La fonction k : 7 € [0,7 ) — k(7) est positive et croissante sur [0,7 ), et
vérifie

/OT k(T)dT = 400.

2.2 Réduction a un systéme différentiel a re-
tard

En intégrant I’équation (2b) entre 0 et 7, on obtient

/0 ' aegt’T)dT + /0 ' 56(;;%7 — /0 " p(P(1)) — up(E(1)) — k(r)] elt, 7)dr

/OT i+ / PT) 47— [p(P(e) — 1pE (D) / Ceft, rydr / " k(r)e(t, 7)dr

T+t = UPO) — (B B®) — [ hr)elt, ryar
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di—it) +e(t,7) —e(t,0) = [p(P(t)) — up(E(t))] BE(t) — /OT k(r)e(t, 7)dr

selon les conditions (3a), (3b)

dE(t)
Cdt

= [p(P(t)) = pp(E®)] E(t) + 6(P{)N(t) - /OT k(r)e(t, T)dr (4)

Pour déterminer la solution de ’équation (2b), notée par e(t, ), en util-
isant la méthode des caractéristiques (Webb 1985).
Les lignes caractéristiques sont de la forme suivante:

ar _ 1

i J

= 7(t) =t + 70.
7(0) =70, T0 €R

En posant v(t) =e(t,7) = e(t,t + 7¢), pour t > ty = max(0, —7¢)
et en remplacant v(t) dans I’équation (2b) nous obtenons

) _ (o(P(0) ~ B () — K(t+ 7o) v(t)
1;((5)) = [p(P(1)) = pp(E(t)) — k(t + 70)]
tvl(s) B ¢ s)) — s)) —k(s+ 71 S
/toms)‘is“/to p(P(s)) = n(E(s)) = k(s + o)) d
v(t) B ! s)) — s)) —k(s+T1 s
" <U(t0)> _/to [p(P(5)) = pp(E(s)) = k(s + 7o)] d

v(t) = v(to) exp (/t [p(P(s)) — pp(E(s)) — k(s + 7o)] d3>
e(t,t+ 7o) = elto, fo + 7o) exp ( /t p(P(5)) — pup(E(s)) — k(s + 70)] ds) .

St To=717—1t>0 on prend ty =0 donc

ett:m) = e0.70) exp ([ [p(P(6)) — g BE(s) — s + 7o) s
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avec

e(0,79) = e(0,7 —t) :=eo(T — ).

Si To=17—1t<0 onprend ty= —7¢ donc

e(t:7) = el=ra Oy ( [ 1P = st6) = ks + 7o) i)

avec

e(—70,0) =e(t —7,0) = 6(P(t —7))N(t — 7).

On fait un changement de variable s ~» s + T —t nous obtenons

eo(T —t) exp (fot [p(P(s)) — pg(E(s))] ds — [ k(s)ds) , pour t < T,
e(t, ) =

S(P(t —7))N(t — 7)exp ( IL 1p(P(s)) = pp(E(s))] ds — [ k(s)ds) , pour £ > 7.
1l reste a calculer

/0 ' k(r)e(t, 7)dr.

Sit>Tona

T k(r)e(t, )dr = [T K(T)S(P(t — 7))N(t — 7)

exp (7, [(P(s)) = jp(B(s)) ds = [ k(s)ds) dr

= Jy KES(P( = m)N( =y exp (i, [0(P(s)) — (B ()] ds — J; k(s)ds) dr

= Jy 8(P(t = )N (= ) exp ([ [p(P(s)) — pp(B(s)] ds) b(7) exp (— f; k(s)ds)

= [T -mve-nes ([ AP — (B ) 1)

Sit<Tona:
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Jo @)elt,)dr = [y K(T)S(P(t —7))N(t —7)

exp (1, 10(P(s)) = s B(s))]ds — J; k(s)ds) dr

+ I k(D)eo(r = ) exp (Jy[p(P(3)) = pp(E(s))lds — [T, k(s)ds ) dr

= Jy 8Pt = T)IN(E = 7)exp (7, [p(P(s)) = ng(E(s))] ds ) k(r) exp (— fi k(
texp ( fy [(P(s)) = pp(B(s)]ds) [T eolr = k(7 exp (= [7, k(s)ds) dr

= Jy 8(P(t = )N (t = ) exp (J, [(P(5)) — s B(s)) ds ) h(r) exp (~ Ji b

+exp ([ [p(P(s) = s B(s)) ds) [T eolr = t)k(r) exp (= [}, k(s)ds = [ k(s)

=38P = )N =) exp (S [o(P(s)) — ps(B() ds) f(7)dr

+oxp (Ji p(P(s)) = pp(E(s))]ds) J eolr — Ok(t,7)dr

avec

=
)
I

k(7) exp (- /0 ' k(s)ds) , pour T >0,

et
) — { f(r)exp (fOTft k(s)ds) : pour t < T,

f(7), pour t=>T.

En remplacant fo T)e(t, T)dr dans l'équation (4) on trouve :

)ds) dr

)ds) dr

ds> dr
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T~ p(P() — u(E®)] E() + 8PN (1)

(Ja 8(P(t = m)N(t =) exp (i, [0(P(s)) — (B ()] ds ) f(r)dr

exp [y [(P(s)) = pe(E(s)]ds) [T eolr = Dk(t,7)dr, pour 0 <t <7,
- (6)

Jy 8Pt = )N (t =) exp (f) [0(P(s)) = ps(B(s))] ds)

\ f(T)dTv pour t> ;

Alors on a le systéme suivant:

Sio<t<rt
WO~ i N ) - (PN ) (7a)
WO~ o) ~ mp(BO)] () + SPOIN()
~ [ttt =ryes ([ 1P - u(BGds) sr)in
—exp ([P - et as) [ Calr - Dk0 A ()
PO~ 1)~ (@) P() (7c)
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%ft) — H — uyN(t) — 6(P())N(t) (8a)
di—f) = [p(P(t)) = np(EQ®))] E(t) + 6(P(t))N(t)

—g = 1(t) = pp(E))P(2) (8¢c)

avec les conditions initiales suivantes

N(0) = N, E(0) = Fp 1= /O " (P, P(O) = Py ()



Chapitre 3

Existence et unicité des
solutions bornées

Dans ce chapitre on étudie 'existence et 1'unicité des solutions du systeme

(7)-(8)-

Théoréme 1 (théoréme d’existence des solutions [12])
Considérons le systéme suivant

()= ft,z(t),z(t —7)) T>02cR" >t

x(t) =V(t) t € lto—T,to

SUPPOSONSs que

- f(t,z(t),z(t — 7)) est continue sur R « R™ x R™

- foy(t,z(t), x(t — 7)) est continue sur R« R™ « R"

- U(t) est continue sur [to — T, 1]

alors il existe o > to et une solution x continue sur [ty — T, 0]

Lemme 3.0.1 (lemme de Gronwall)

Supposons qu’une fonction x de classe C*(I,R),ou I est un intervalle de
R wvérifie ' (t) < a(t)x(t) 4+ b(t).ou a et b sont des fonctions continues de I
dans R et z(ty) = xog pour un tg € I alors on a l'inegalité

2(t) < x(to) exp ( /t:a(s)ds) + /t: exp ( / ta(o)da) b(s)ds.

15
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Proposition 3.0.2 Soient ug,d,pup, p des fonctions lipschitziennes bornées

respectivement par i, 5, p, p.On suppose que I > 0 et borné par I. Alors,
pour toute (Ny, Eo, Py) conditions initiales du systéme (7)-(8) il existe une
unique solution bornée sur [0, +00), notée par (N(t), E(t), P(t)).

Démonstration : On considére la solution (N(t), E(t), P(t)) du systéme
(7)-(8), définie sur [0,T). Soit t > T

En posant

et
H — puyN(t) = 6(P(t))N(t)

[p(P(t)) = pe(EM)] E(t) + 6(P(O))N(t) — [y 6(P(t - 7))
f,X(1), X(t=7)) =

N(t =) exp (!, [(P(s)) = pp(E(s))]ds) f(7)dr

I(t) = pp(E(1)) P(t)
filt, X(@), X (¢ 7))

= f2(t7X(t)7X(t_T>)

f3(t, X(t), X (t — 1))

g, 0, pp, p sont des fonctions lipschitziennes par hypothése, donc iy, d, pip, p
sont des fonctions continues

Ainsi

fi(t, X(t), X (t — 7)) est continue sur R x R3 x R3 i € {1,2,3}

VAt X(0), X(t 7)) = (afi“’X(t%X(t—T)) aﬁ(t,X(t),x(t_T)))_

aX (1) T axX(t—1)
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0f1(t,X(§i)(,é§(t -7) _ (—in = 8(P(0)),0,~5 (PO)IN(1))
OR(LXW.XE-7) _
0X(t—1) .

Pour calculer
Ofe(t, X(t), X(t —71)) Ofa2(t, X(t), X(t — 7))
0X (1) ’ oX(t—T)

on écrit la dérivée de E(t) comme suite

dEd—zgw = [p(P()) — ne(E@)]E®) + 6(P(t))N(t) — /T S(P(t— 7))

0

N =ryes ([ 16(PLs) — B s ) £t

T

= [p(P(1)) — pe(E))E() + 0(P()N(?) —/ o(P(t —T))

Vit - nyes (| P~ ) = n(BLs = )] ds ) £(r)dr

caronat—17 < s<t donc —7<s—t<0. Par conséquent

Ofalt, X (1), X(t 7)) _
9X (1)

(8(P(1), E@)6 (P(1) + ' (P)N(), p(P(1) — w(E(®) - 1 (E(®)E(1))

AL EOLO) et - ryen ([ 1P~ ) - melts )] ds) 57

PR IEO e ([ (s =) = (s - s

5/(P(t —T))N(t —7)f(r)dr.
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MN@(]?(’?_“E;P(”) _ _/OT(;(P(t—T))N(t—T) U —u'E(E(s—t))ds}

—T

o ([ " [(P(s — 1) — pp(B(s — 1) is) firyir

OO TSPl TN (1) [ e -l

e ([ 1oP(s = 0) = s — )]s ) £ (2.

Ofs(t, X(t), X(t — 7))
0X(t)
Ohs(t, X (0, X(t=7)

OX(t—r)

= (0, —pp(Bt)P(t), —pup(E(1)))-

Ofi(t, X(1), X(t — 7)) 0fi(t, X(t), X(t — 7))
0X(t) ’ oX(t—1)
avec 1 € {1,2,3}

sont continues sur R x R? x R,

Alors d’apreés théoréme d’existence des solution il existe une solution con-
tinue sur [0,T).

Ezistence globale de solution:
D’aprés Hale and Verduyn Lunel (1993) [4] , pour démontrer que cette
solution existe globalement il suffit que (N(t); E(t); P(t)) soit bornée.
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Nous avons les majorations suivantes, pour tout t € [0,T),

INW W N — 8PN ()

t t
/(N(s)e“NS),dsg/ Hetneds
0 0

1
[N (s)e!~*]o < H [—e°]g
125

BNt _ E eHnt _
N(t)e N(0) < MN[ 1]

H
N(t)e!~* < N(0) + —[e"~t — 1]
HN

donc N(t) est borné.
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Ensuite on montre que E(t) est borné

PO~ P - s (BB + PN - [ (P - )
N(t - 7)exp ( / : P(P(5)) — s (B(5))] ds) Fr)dr

PO < AP~ e EONE + S(P)Cx — C | 5Pt - 1)
e ([ 126D - et B ) ds) 1)

B0 < ) +b0).

Comme g, 0, lip, p sont des fonctions lipschitziennes donc pig, 0, jip, p sont
continues. a(t) et b(t) sont continues donc on peut appliquer le lemme de
Gronwall.

Pour T <T

B(t) < E(7)exp < / ta(s)ds) + / exp ( / ta(a)da) b(s)ds

B < Bes ([ 1n(P(s) ~ neE)ds) + [ exp (/ 1n(P(o)) -~ el

(6<P<s>>cN ~ox | " 5(P(s — 7)) exp ( / P(P(5)) — pp(E(s)) ds) f(T)dT) ds.

Comme g, d, pup, p sont des fonctions bornées respectivement par iz, 8, fip, p
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B(7) exp ( / G+ uE)ds) BTN / Cexp ( / G+ uE)da) ds
i (oo ([ i) | [ o ([ 5+ f@dT] i

t

B exp ((p + i) (1 7)) + 3Cw / exp (5 -+ i)t — 5)) ds

+6Cy /Tt exp <(ﬁ + pg)(t — s))

/ " exp (o + 1p)7) f(T)dT] ds

E(7)exp ((p+ ug)(t = 7)) 9Cn exp (o + ug) (¢ — s))}; Ly

P+ i
[ (0 sedte =) ] [ [ e (i) f(T)dT]

E()exp (o + i)t 7)) = péfz 1—exp ((p+pg)(t—7))]

- 5Cx [eXP ((/‘) i) (t — 5))]; V}T exp ((f_? + M_E)T) f(T)drl

P+ g

E(@)exp ((p+ i)t - 7)) - /_)‘sz_ 1 exp (o i)t = 7))
_péfZE 1= (0 + )t = 7)) [ /0 “exp (0 + i) f(T)dT]



=
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E(r)exp ((p+ ug)(t = 7)) - jfz + jfz exp ((p + i) (t 7))

/ " exp (6o +1p)7) f(T)dT]

B esp ((p-+ gt 7)) + péfZE exp (5 + )t~ 7))

&
=
IN

5C 5C L B
T T exp ((p+uE)(t—T))
p+pg P+ g

&
=
IN

LT (0 + i)t ) [ / “exp (4 1ip)7) f(T)dT]

p+ g

(B(7) + a)exp ((p + pg)(t — 7))

&
IA

(|EG)] +a)exp (o + )t - 7))

avec
d0Cn
p+ i
donc E(t) est borné.
Finalement on montre que P(t) est borné

1+ / exp (6 +1e)7) f(T)dT]
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t

Hp
ot } ot I
P(t) < P(0)e"” " — —€"" "+ —
Hp Hp
,u_ t } ,u_ t I
IP(t)] < |P(0)e"” " — —€  + —
Hp Hp
Pt I u_ t }
[P(t)] < |P0)e™ |+ |—¢" |+ | =
Hp Hp

comme }, pp,e’ " sont positives et t € [F,t] donc

P@)] < [PO)] " "+ —e " 4.
Hp Hp

Les solutions (N(t), E(t), (t)) du systéme (7)-(8) sont bornées en [0,T)
avec im (N(1), E(1), P(t)) < +

D’aprés Hale and Verduyn Lunel (1993) la solution maximal du systéme
(7)-(8) est bornée en [0,T) et tlirr%(N(t),E(t),P(t)) < 400 on conclut que

cette solution est globale.
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Comme fl(ta X(t)v X(t - T))7 f2(t7 X(t)7 X(t - 7_)) et fS(ta X(t)v X(t - T))
sont des fonctions lipschitziennes alors il existe une unique solution sur [0, 7).
[ ]

Proposition 3.0.3 Si p(0) < py(0) alors le systéme (8) admet un point
d’équilibre unique

H
(N,E,P)=(—,0,0)
125\

et si p(0) > pp(0) le systeme (8) admet deuz points d’équilibre
(N,E,P)=(;,0,0) et (N,E, P) = (;-, E*,0)
avec E* = ' (p(0)) > 0.

Démonstration : on cherche les points d’équilibre du systéme (8) dans
le cas I = 0 c’est-a— dire sans prolifération de pathogéne.Une solution

(N, E, P) du systéme (8) est un point d’équilibre si seulement si

AN _ dE _dP _
d — dt dt

D’aprés (8), les points d’équilibre du systéme vérifient donc

iy N+ 6(P)N = H, (10a)

exp (ff_T[p(P) —uE<E>st) f(r)dr. (100)

1p(E)P = 0. (10c)

D’aprés équation (10c) ,uP(E) =0 ou bien P = 0. On a déja supposé
que ,LLP(E_?) >0 et §(0) =0 donc P=0et I’équation (10b) devient

[p(0) — p1p(E)E = 0 <= E = 0 ou bien puz(E) = p(0).
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H

On remplace P =0 dans | ‘équation (10a) pour avoir N = .

Si E=0 on aun seul point d’équilibre (N, l_?, ]_3) (%, 0,0).

Dans le cas pp(E) = p(0) c’est-a-dire E > 0.

E >0= ,UE(E) > i (0)

p(0) si seulement si

puisque [y est croissante.
Donc il existe un unique E* > 0 telle que pug(E*)

p(0) > 115(0)
pp(E*) = p(0) = E* = ug'(p(0)) > 0

en conclusion si p(0) > ug(0) on a deux points d’équilibre

(N.E.P)=(,0,0) et (N.E,P)= (L E"0).

On remplace (5) dans ’équation (2d) pour obtenir

B — —paror [N -ren ([ 6D - neE6)] ds) 1(7)in

pour P=0cet 6(0) =0,



Chapitre 4

Analyse de stabilité
asymptotique locale des points
d’équilibre

Soit (Kf : E : ]_3) point d’équilibre du systéme (8) défini dans proposition (3.0.3).
On suppose que toute les fonctions dans systéme (8) sont continues et
différentiables.

Théoréme 2 Si p(0) < ug(0) alors le systéme (8) admet un seul point
d’équilibre
N E P) = (H
(N.E,P) = (0,0
qui est localement asymptotiquement stable.
Si p(0) > ug(0) alors le systéme (8) admet deux points d’équilibre:
(N,E,ﬁ) = (%,0,0) qui est instable.

(N, L_?, 15) = (%, E*0) qui est localement asymptotiquement stable.

Démonstration : On pose

Ni(t) = N(t)—N,

P(t) = P(t)-P,

26



avec

- fl(%,o,o)zo.
fi(N,E, P) = {
fl(%aE*>0):0

On remplace dans I’équation (c1) on trouve

le(t) -
dt

= (—py = 6(P))Ni(t) — &' (P)NPy(2).

27



avec

dfs(N,E,P) -
8P—(t) = —pp(E).

. f3(%70a0)20
f3(N7E7P) = {
fo( 2 B,0) = 0

on remplace dans I’équation (c2) on trouve

dP(t)
dt

= _,UP(E)Pl(t) — M;(E)ﬁEH(t)

28
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f2(N,E, P) + gN’(t) (N(t) — N) + (a]?(t) (P(t) - P)
0 — B+ S (N =) = )
EER i R
af?éjxfa(]f) P) _ 5P
df2(N, E, P) S AN



9f»(N,E, P)
OE(t)

9f»(N,E, P)
ON(t — 1)

9f»(N,E, P)
OP(t — 1)

9f»(N,E, P)
OE(s —t)

an(Nvé7ﬁ)
OP(s —t)

f2(]<[7l_?>]_3)

On remplace dans I’équation (c3) on trouve

dE, (t)
dt

{ fo(£-.0,0) = 0.

f2(%7E*70) = 0.

30

= - {p<P>—uE<E>—Eu’E<E>} E1<t>+5<P>N1<t>+[Ep'<P>+6’<P>N Pi(1)

- / " fr)exp (<p<z3> - uE@))T) {6(15>N1 (t—7)+8 (P)NPi(t—7)

+O(P)N /_ (0 (P)Pu(s — 1) — lp(E)Ex(s — t))ds] dr.

le systeme linéarisé est
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df\st(t) = (—py — 8(P))Ni(t) — § (P)NPy(t)
dljllt(t) = —up(E)Pi(t) — up(E)PE(t),
2 - [P(P)—ME(E)—E;LE(E)] Ei(®) +0(P )Nl“”{E”'(PHél(mN o

-/ " f)ew (6P) = ne(B)r ) [o(PIN (e = 1)+ 8 (PN = 1)

+6(P)N [ (p/(P)Pi(s —t) — pp(E)Ex(s — t))ds] dr. (11)

-7

On ’écrit le systéme linearisé sous forme matricielle

0 i — 8(P) —§'(P)N 0 Ny()
no | 0 i (E) 1p(E)P Pi(t)
e S(P) Py 15 (PN 0(P)—up(E) - Eyip(B) | \ P10

7 s(P) §(P)N O Ni(t =)
[ roew (e -mw@yr) | o 0 o || Ao
0 0 0 Ei(t—1)
On pose



32

donc on a
d)‘;t(” _AX, (1) — /0 " (PBX(t— F)dr
g —d(P) 0PN !
A = 0 —jp(E) 1p(E)P
5(P)  Ep(P)+5(P)N p(P)—p(E) = Ep(E)

g(r) = f(7)exp ((p(P)—uE(E))T>.

Maintenant on cherche I’équation caractéristique associée au systéme (11).
On pose

Ni(t) = Cyexp(At),
PA(t) = Cyexp(M)

E1 (t) = 03 exp()\t)

On remplace (Ny(t),Pi(t),E1(t)) dans le systéme (11)
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Cixexp(M) = (—puy — 6(P))Cy exp(Mt) — 8 (P)NCy exp(Mt),
Codexp(At) = —pup(E)Cy exp(At) — 1n(E)PCs exp(At),

ACs exp(A) = [pw) ~ pplE) - Eugw)] Cyexp(A) + 6(P)Ci exp(M)
+ {Ep’(ﬁ) +4'(P) } Cyexp(M) — [T f(r) exp ( (p(P) — ME(E))T>
{5(13)01 exp(A\(t — 7)) + & (P)NCyexp(A(t — 7))

FOPIN (6 (P)Coexp(A(s = 1) = sl E)Caexp(A(s ~ 0)ds|

\

¢

(A iy +8(P))Cy + 8 (P)N Cy =0,

(A + pp(E))Ca + pip(E)PCy = 0,
ACa= |oP) = 15(B) - EM’E<E>] Cy + 6(P)C
+ [B5 P+ (PIN] €3 = 17 15y o0 (0(P) — B

{5(13)01 exp(—A7)) + 6 (P)NCyexp(—A7)) + 6(P)N

+ [°-(p (P)Caexp(A(s — 1)) — pip(E)Cs exp(A(s — 1)) exp(—At)ds} dr.

\
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On suppose 6(0) = 0, P = 0 donc 5(]_3) = 0, et on trouve l’équation carac-
téristique associée au systéme (11) suivant

¢

(A =+ py)Cy + 6 (0)NCy = 0.

(A+ :UP<E))C2 =0.

9 - - _ - _
— | Bp(0) + 8 (0)N — [T f(7)exp ((p(o) - ME(E))T> 5 (0)N exp(=A7)) | Cs

. {pm) — n(B) - %@] 1Oy = 0

Sous forme matricielle on a

MC=0
A+ iy —§ (0N 0
M = 0 A+ pp(E) 0
) ; Ep'(0) + 6 (0)N+ o0
d(P) fo f(7)exp ((,0(0) — ,uE(E))T> —E’M;E(_
5 (0)N exp(—Ar))
Ch
et C = Ch




Si det(M) # 0 ¢ est- & dire M est inversible donc

Cy 0
Ca = M']lo
Cs 0

0

=10

0

Pour ¢a on prend det(M) = 0.

A+ iy 0
0 A+ MP(E) 0
Ep(0) + 6 (0)N+ )
B - fOT f(r)exp ((p(O) — NE(E))7'> A [ :0<0>__ /N’E_(E)
oP) - —Bip(E)
d (0)N exp(—AT))

= (At uy) A+ 1p(E)) (A = (p(0) = pp(E) — Epp(E)) = 0.

Donc on a trois valeurs propres

M= iy, A= —pp(E), s = p(0) — pp(E) — Epp(E).
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On a supposé que iy > 0 et up(E) > 0 alors A\ < 0 et Ay <0, il reste
le signe de As.

D’aprés proposition (3.0.3) si p(0) < py(0) alors (N,Z?, 1_3) = (%,0,0)
est un seul point d’équilibre, on remplace E = 0 dans A3z on trouve
Az = p(0) — pg(0) <0

donc (%, 0,0) est localement asymptotiquement stable.

Si p(0) > 1y (0) on a
A < O,)\Q <0et

Az = p(0) — pp(0) >0
donc (%,0,0) est instable, et pour (N, Z_?, ]_3) = (EN E*;0) on a
)\1 < 0, )\2 <0et )\3 = —E*,U,E(E*) <0

car p(0) = pup(E*) et py est croissante c’est & dire py(E*)) > 0 donc
(%, E*,0) est localement asymptotiquement stable. m



Chapitre 5

Simulations numériques

Dans ce chapitre nous présentons les résultats des simulations numériques
pour le modele (8) présenté en chapitre 2. Nous utilisons les parameétres
présentés par [6]. Murali-Krishna prennent comme exemple le virus de la
chorioméningite lymphocytaire.
L’objectif de ce travail est d’étudier la cinétique des lymphocytes T CDS:
la phase d’ expansion, la phase de contraction, et I’élimination du pathogene.
Les parameétres utilisés pour les simulations sont décrits ainsi

P
(P) = 04—
(P) 'poa 4 03
PPz
P) = py+p———o
pP) = potmp, y
E#Ez

E) = u%+ —
pp(E) HE T HE, EuEQ"‘ME?)

PHP
1p(E) = i+ jip, i
1 PHPZ + /’[’Pg

en prenant en considération le tableau suivant
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Parametres Descriptions Valeurs
H nombre des cellules naives qui sont produites 10
par la différentiation des cellules souches
hématopoiétiques
I, taux de mortalité des cellules naives 0.1
13y; taux de mortalité des cellules mémoires 107°
01 taux de différentiation des cellules naives 0.9
P en cellules effectrices (jour™!) 2
83 10°%
P1 taux de proliféeration des cellules effectrices 2.1
o, (jour) >
Ps3 10°
pp,  taux de mortalité des cellules effectrices (jour ) 0.9
HE, 1
HEs 107
[y taux de mortalité du pathogéne (jour™*) 0.1
Hp, 0.7
Kp, 2.5
Fopy 10*
T retard 3.5

38

1- Stabilité de point d’équilibre (Kf, E, ]_3) = (%,0,0) avec p(0) = 0.1 et
pp(0) =02
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cellules effectrices
ol
T

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
temps t

2- Stabilité de point d’équilibre (N,l_?, ]_3) = (%, E*,0) avec p(0) = 0.3 et
pp(0) = 0.2
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Chapitre 6

Conclusion

Dans cet article on a étudié 'existence, unicité et ’analyse de la stabilité
locale pour un modele de la réponse immunitaire primaire des lymphocytes T
CD8 a une infection par un agent pathogéne introduit par Emmanuelle Terry,
Jacqueline Marvel, Christophe Arpin, Olivier Gandrillon, Fabien Crauste.
Nous avons obtenu des conditions sur la stabilité asymptotique locale pour
les points d’équilibre sans prolifération du pathogeéne, nous avons trouvé trois
points d’équilibre: si le taux de prolifération des cellules effectrices a 'instant
zéro est inférieur & leurs taux de mortalité a 'instant zéro, nous obtenons un

seul point d’équilibre (Kf , E , ]_3, M ) = (%7 0,0,0) qui est localement asymp-
totiquement stable, sinon nous aurons deux points d’équilibre:

(N,E,ID, ]\_4) = (%,0,0,0) qui est instable.

(Kf , E7 ]_3, M ) = (%, E*;0,0) qui est localement asymptotiquement sta-
ble.

Nous avons utilisé les paramétres du modéle d’infection a virus de la
chorioméningite lymphocytaire introduit par Murali-Krishna et al [6] , pour
effectuer des simulations numériques qui présentent la cinétique des cellules
T CD8 (naives, effectrices, mémoires) et 1’élimination du pathogéne dans
I’organisme.
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