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Introduction

dans ce mémoire, on s�intéresse au modèle SIRC de la grippe A H1N1,
dans le premier chapitre, on présente les caracteristiques de cette maladie
puis le modèle SIRC qui la représente; Dans le deuxième chapitre on�étudie
ce modèle(éxistence, unicité et la positivité de la solution); Dans le troisième
chapitre un controle est introduit dans le modèle et une analyse d�éxistence
du solution de probléme de controle optimal. Ce modèle de côntrole optimal
représente l�e¤et du traitement et du vaccin sur l�évolution de la maladie.



Chapitre 1

Présentation de la grippe A
H1N1

Dans ce chapitre nous rappelons tout d�abord quelques notions qui nous
permettront par la suite de comprendre l�évolution de la grippe A H1N1

1.1 Dé�nition de la grippe

L�in�uenza ou la grippe est un maladie réspiratoire commune pour les
virus de la grippe qui sont de trois grands types A,B,C;la di¤erence entre ces
virus est lieés aux deux protéines qui constituent leurs enveloppes, les trois
types de virus n�ont pas le mème pouvoir pathogène en particulier le type C
n�entraine pas d�épidémie chez l�homme.

1.2 Virus de la grippe

Le virus responsable de la grippe est un virus à ARN simple brin,son
génome est segmenté en sept ou huit fragements.
les virus A, B disposent de huit fragements d�ARN, le virus C ne compte

que sept fragements.sur son enveloppe éxtèrne, il porte ces deux détermi-
nants antigéniques principaux HxNx mais il contient d�autres éléments (voir
le �gure 1) qui sont:

3
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FIGURE 1� Virus de la grippe

H:hémagglutinine est une protéine regroupant des structures tubulaires et
des structures globulaires qui permet l�amarrage du virus sur la cellule et
en détemine la virulence, H se divise en deux structures HA1:structure glob-
ulaire, HA2 structure tubulaire; le HA1 se �xe sur la cellule cible et le HA2
reste accrochée au virus.
N:neuraminidase qui libère le virus à l�interieur de la cellule.
A l�intérieur de la particule virale, huit ou sept nucléocapsides de symétrie

hélicoïdale résultant, chacune, de l�association d�une molécule d�ARN et de
nombreuses molécules de nucléoprotéine, Cette nucléoprotéine fait partie des
antigènes internes et c�est elle qui détermine le type viral A, B, C.
Dans ce travail on s�intéresse particulierement à la grippe (A H1N1)

1.3 La grippe A(H1N1)

La grippe A H1N1 est une maladie respiratoire aïgue de l�être humain
apparue en 2009, la contamination s�é¤ectue principalement :
-par voie aérienne, c�est à dire par l�intermediare de la toux, de l�éternuement

ou des postillons.
-par le contact rapproché avec une personne infecté par un virus réspira-

toire.
-par le contact avec des objets touchés et donc contaminés par une per-

sonne malade.
le virus peut survivre de 8 à 48 heures à l�air libre selon la nature de

la surface sur la quelle il repose, il provoque une epidémie grippale dans les
mois qui suivent son apparition.
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Devant l�ampleur de l�épidémie, l�OMS a quali�é la situation de pandémie
le 11 juin 2009.
Cette maladie est provoqueé par un nouveau virus de la grippe A de

sous type H1N1, ce virus di¤erent de ceux de la grippe saisonière (qui est
d�origine humaine) contient des gènes de plusieures virus connus d�origine
porcine, aviare et humaine; le virus A H1N1 ne peut pas etre appelé grippe
porcine, car c�est une grippe inter humaine, il a en fait une structure trés
originale en trois parties l�une porcine la deuxième aviaire et la troixième
humaine.

1.4 Les symptômes de la maladie

Les symptômes qui peuvent durer jusqu�a une semaine,sont similaires à ceux
de la grippe saisonnière et peuvent inclure �èvre,éternuements, mal de gorge,
maux de tête, la �èvre est superieure à 38� pouvant atteindre jusqu�a 40�,
perte d�appétit brutale et dans certains cas des vomissements et diarrheés.
En géneral, le traitement est symptomatique et analogue à ce qui est pra-

tiqué face aux syndromes grippaux et essentiellement à base de paracétamol
pour les cas plus séveres, des médicaments antiviraux inhibiteurs de la neu-
raminidase, l�oseltamivir ou le zanamivir sont e¢ caces sur ce virus, ils sont
prescrits aprés consultation et diagnostic réalisés par un médecin, et il faut
aussi administrer les vaccins pour lutter contre cette maladie.

1.5 Di¤erence entre vaccin et antiviraux

Il ya une grand di¤erence entre les vaccins et les antiviraux
Les antiviraux sont des médicaments employés pour la prévention et le

traitement précoce de la grippe,ils doivent être pris rapidement aprés le début
de la maladie et peuvent atténuer les symptomes de la grippe, raccourcir la
dureé de la maladie et probablement prévenir les complications, les antiviraux
réduisent la capacité de reproduction du virus mais n�immunisent pas contre
le virus.
Le vaccin est un produit de santé qui provoque l�immunisation du patient

en stimulant sa production d�anticorps contre le virus, les vaccins sont le
principal outil de prévention de la maladie causée par la grippe comme d�autre
infections,ils simulent la production d�anticorps dirigés contre certains des
composants du virus de la grippe provoquant ainsi l�immunisation du patient
contre la maladie.
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1.6 Modèle SIRC pour la grippe A H1N1

Un modèle mathématique dé�ni par un système d�équations di¤erentielles
ordinaires qui modélise le mécanisme d�évolution du virus de la grippe A à
été donné dans [6] (il est de type SIR) puis amélioré en introduisant une qua-
trième classe appellé C correspondant aux individus immunisés (totalement
ou partiellement), donc le modèle SIRC sans controle donné dans[2]; [14] est
dé�nie par:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

dS

dt
= �� �S(t)� �S(t)I(t) + 
C(t)

dI

dt
= �S(t)I(t) + ��C(t)I(t)� �I(t)� �I(t)

dR

dt
= (1� �)�C(t)I(t) + �I(t)� �R(t)� �R(t)

dC

dt
= �R(t)� �C(t)I(t)� �C(t)� 
C(t)

(1.1)

avec le condition initial:

S(0) = S0 � 0; I(0) = I0 � 0; R(0) = R0 � 0; C(0) = C0 � 0 (1.2)

òu
S (:) est la proportion des individus susceptibles, I (:) la proportion des

individus infectés, R (:)et la proportion des individus refractaires, C (:) la
proportion des individus qui sont totalement ou partiellement immunisées
contre la maladie.

1.7 Identi�cation des paramètres de modele(1:1)

Les parmètres suivants caracterisent le modèle(1:1)
�:le taux de transmission de la maladie.

:la probabilité des individus ayant un ummunité naturelle.
�:le taux de mortalité qui égal à le taux de natalité
�:la probabilité qu�un individu exposant acquière l�immunité.
�:le taux de guérison.
�:la probabilité qu�un individu ummunisé totalement.
Le modèle(1) peut être shématisé par la �gure(B)
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FIGURE B-compartiment de modèle SIRC



Chapitre 2

Etude du modèle SIRC de la
grippe A H1N1

Dans ce chapitre, nous rappelons en premier lieu quelques notions et résultats
sur l�éxistence et l�unicité des solutions d�un problème de Cauchy que nous
appliquons en suite au modèle SIRC de la grippe A.

2.1 Quelques rappels sur l�existence et l�unicité
des solutions d�un système d�équations
di¤erentielles ordinaires

Soit le système d�équations di¤erencielles ordinaires avec la condition initial
x0 suivant 8<:

x0(t) = f(t; x(t))

x(0) = x0

(2.1)

avec f :R�X ! X et X est un espace de Banach.

Le problème de Cauchy associé à (2:1) consiste à trouver
une solution x(:) de (2:1)

Théorème 2.1.1 (Théorème d�existence d�unicité du solution locale)
Soit f(t; x) continue en t sur I = [t0; t0 + T ]; T � 0
et 8t 2 I,la condition locale de lipshitz en x suivante est satisfaite i.e:
9 c; lf � 0 tel que kf(t; x)k � c; kf(t; x1)� f(t; x2)k � lfkx1 � x2k;
8x1; x2 2 Br(x0); Br(x0) = fx 2 X : kx� x0k � rg
alors

8
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le problème de Cauchy(2:1) admet une solution locale unique sur
[t0; t0 + T1] óu T1 � minfr=c; 1=lf ; Tg

Remarque 2.1.2 Si les conditions de théoreme précident sont véri�eés glob-
alement alors le problème (2:1)admet une solution globale unique pour tout
t 2 [t0; t0 + T ];8T su¢ sament grand .

Théorème 2.1.3 Soit A(:) matrice n � n continue et g(:) continue sur
[t0; t0 + T ]
Alors le problème de Cauchy8<:

x0(t) = A(t)x(t) + g(t)

x(t0) = x0
admet une solution unique sur[t0; t0 + T ]

Nous avons besoin aussi du résultat suivant pour étudier la positivité de
la solution

Proposition 2.1.4 Considérons toujours le système(2:1)
òu x(t) = (x1(t); :::; xn(t)) ;
et f(t; x(t)) = (f1(t; x(t)); :::; fn(t; x(t)))òu f(t; x(t)) est dé�nie pour tout
t � 0; x(t) 2 Rn.on suppose que f a la propriété suivante:
(p):la solution de problème(2:1) de valeur initiale
x(t0) = x0 est unique pour x0 2 (R+)n �xée; t0 � 0de plus,
pour tout j = 1; :::; n; t � 0,fj(t; x) � 0;8x 2 (R+)n; xj = 0; t � 0
Alors
x(t) 2 (R+)n pour tout t � t0 � 0:

2.2 Etude d�existence et d�unicité et la posi-
tivité de la solution de modèle SIRC

Soit N(:) le nombre total de la population tel que:
N(t) = S(t) + I(t) +R(t) + C(t)
Alors on a:

N 0(t) = S 0(t) + I 0(t) +R0(t) + C 0(t);8t � 0 (2.2)

on remplace S 0(t); I 0(t); R0(t); C 0(t) du modèle(1:1) dans(2:2); on trouve
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N 0(t) = �� �S(t)� �S(t)I(t) + 
C(t) + �S(t)I(t) + ��C(t)I(t)

��I(t)� �I(t) + (1� �)�C(t)I(t) + �I(t)� �R(t)� �R(t)

+�R(t)� �C(t)I(t)� �C(t)� 
C(t)

N 0(t) = �� �S(t)� �I(t)� �R(t)� �R(t)

N 0(t) = ���N(t)
(2.3)

utilisons la méthode du facteur intégrant pour trouver N(:),on a

N 0(t) + �N(t) = �

) N 0(t)e�t + �N(t)e�t = �e�t

) (N 0(s)e�s)0 = �e�s

En intégrons entre t0 et t(en prenant t0 = 0 pour simpli�er
les calculs),ona

donc

Z t

0

(N(s)e�s)0ds =

Z t

0

�e�sds

) N(t)e�t �N(0) = [e�s]t0

) N(t) = N(0)e��t � e��t + 1

) N(t) = (N(0)� 1)e��t + 1
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avec

N(0) = (S(0) + I(0) +R(0) + C(0)) � 0
on remarque que

lim
t!1

N(t) = 1 (2.4)

soit donc l�ensemble:

E = f(S(t); I(t); R(t); C(t) 2 R4;tel que

S(t) � 0; I(t) � 0; R(t) � 0; C(t) � 0

S(t) + I(t) +R(t) + C(t) � 1;8t � 0 g

�Montrons que E est positivement invariante pour le modèle(1:1):
Appliquons pour cela la proposition(2:1:4), on a

� I 0(t) = �S(t)I(t) + ��C(t)I(t)� �I(t)� �I(t)
I 0(t) = (�S(t) + ��C(t)� �� �)I(t)

et donc

I 0(t)

I(t)
= (�S(t)+��C(t)����)

(2.5)
intégrons entre 0 et t l�equation(2:5)

(2:5) )
Z t

0

I 0(s)

I(s)
ds =

Z t

0

(�S(s) + ��C(s)� �� �)ds

) [ln I(s)]t0 =

Z t

0

(�S(s) + ��C(s)� �� �)ds

) ln
I(t)

I(0)
=

Z t

0

(�S(s) + ��C(s)� �� �)ds

) I(t) = I(0) exp

�Z t

0

(�S(s) + ��C(s)� �� �)ds
�

) I(t) � 0 car I(0) = I0 � 0;8t � 0
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�S 0(t) = ���S(t)��S(t)I(t)+
C(t)

on prend dans un premier temps S(t) = 0;
et posons C(t) � 0;on trouve 8t � 0:

S 0(t) = �� 
C(t)) S 0(t) � 0;8t � 0
alors

S(t) � 0;8t � 0

Considerons maintenant l�expression de R(:),on a

R0(t) = (1��)�C(t)I(t)+�I(t)��R(t)��R(t)

on prend R(t) = 0 et posons que C(t) � 0,on trouve:

R0(t) = (1� �)�C(t)I(t) + �I(t)
R0(t) � 0) R(t) � 0;8t � 0:

Considerons maintenant l�expression de C(:),on a

C 0(t) = �R(t)��C(t)I(t)��C(t)�
C(t)

on prend C(t) = 0,on trouve
C 0(t) = �R(t) � 0;8t � 0
alors C(t) � 0:8t � 0
alors �nalement

8t � 0; S(t) � 0; I(t) � 0; R(t) � 0; C(t) � 0

conclusion
Le cadrant E est positivement invariant de plus on suppose que N0 < 1;

d�autre part et d�aprés le résultat(2:4)ona

S(t) + I(t) +R(t) + C(t) � 1;8t � 0;

on conclut que les états S(:); I(); R(:); C(:) sont bornés i.e
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9ki > 0; i = 1; :::; 4 t.q S(t) � k1; I(t) � k2; R(t) � k3; C(t) � k4;8t � 0

-Existence du solution de modèle(1:1)
Ecrivant le modèle(1:1)sous forme matricielle,on trouve:

0BB@
S 0(t)
I 0(t)
R0(t)
C 0(t)

1CCA =

0BB@
�� 0 0 

0 �(�+ �) 0 0
0 �� �(�+ �) 0
0 0 � �(�+ 
)

1CCA
0BB@
S(t)
I(t)
R(t)
C(t)

1CCA+
0BB@

�� �S(t)I(t)
�S(t)I(t) + ��C(t)I(t)
(1� �)�C(t)I(t)
��C(t)I(t)

1CCA
avec0BB@
S(0)
I(0)
R(0)
C(0)

1CCA =

0BB@
S0
I0
R0
C0

1CCA �xés

on pose

X(t) :=

0BB@
S(t)
I(t)
R(t)
C(t)

1CCA
le modèle(1:1) devient:8<:

X 0(t) = AX(t) + F (X(t))

X(0) = X0
avec

A =

0BB@
�� 0 0 

0 �(�+ �) 0 0
0 �� �(�+ �) 0
0 0 � �(�+ 
)

1CCA
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et

F (x(t)) =

0BB@
�� �S(t)I(t)

�S(t)I(t) + ��C(t)I(t)
(1� �)�C(t)I(t)
��C(t)I(t)

1CCA
Soit la fonction G(t;X)t.q

G : I � R4 ! R4

(t;X)! G(t;X) = AX(t) + F (X(t))

Pour montrer l�existence de la solution de problème du Cauchy(1:1) dans
l�espace de Banach B des fonctions absolument continues dé�nies
sur R+ à valeurs dans R4 muni de la norme de la convergence uniforme
kXk = sup

t2I
jX(t)j I � R+:

montrons tout d�abord que la fonction G(t;X) est continue et localement
lipschitzienne par rapport à X i.e

8 X1(t); X2(t) 2 R4; kG(t;X1)�G(t;X2)k � kkX1 �X2k; k > 0

Remarquons que G(t;X) est continue sur I � R4 et montrons que
G(t;X) est localement lipchitzienne par rapport à X

kG(t;X1)�G(t;X2)k = kAX1(t) + F (X1(t))� AX2(t) + F (X2(t))k

= k A(X1(t)�X2(t)) + F (X1(t))� F (X2(t))k

� k A(X1(t)�X2(t))k+ kF (X1(t))� F (X2(t)k

kG(t;X1)�G(t;X2)k � kAkk(X1(t)�X2(t))k+kF (X1(t))�F (X2(t)k
(2.6)

on calcule kF (X1(t))� F (X2(t)k :
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ona

F (t;X1(t)) =

0BBBBBBBB@

�� �S1(t)I1(t)

�S1(t)I1(t) + ��C1(t)I1(t)

(1� �)�C1(t)I1(t)

��C1(t)I1(t)

1CCCCCCCCA

et

F (t;X2(t)) =

0BBBBBBBB@

�� �S2(t)I2(t)

�S2(t)I2(t) + ��C2(t)I2(t)

(1� �)�C2(t)I2(t)

��C2(t)I2(t)

1CCCCCCCCA
on fait la di¤erence entre F (t;X1(t)) et F (t;X2(t)) on trouve:

F (t;X1(t))� F (t;X2(t)) =

0BBBBBBBB@

�� �S1(t)I1(t)� �+ �S2(t)I2(t)

�S1(t)I1(t) + ��C1(t)I1(t)� �S2(t)I2(t)� ��C2(t)I2(t)

(1� �)�C1(t)I1(t)� (1� �)�C2(t)I2(t)

��C1(t)I1(t) + �C2(t)I2(t)

1CCCCCCCCA

=

0BBBBBBBB@

��(S1(t)I1(t)� S2(t)I2(t))

��(S1(t)I1(t)� S2(t)I2(t)) + ��(C1(t)I1(t)� C2(t)I2(t))

(1� �)�(C1(t)I1(t)� C2(t)I2(t))

��(C1(t)I1(t)� C2(t)I2(t))

1CCCCCCCCA
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jjF (t;X1(t))� F (t;X2(t))jj = j��(S1(t)I1(t)� S2(t)I2(t))j+ j��(S1(t)I1(t)� S2(t)I2(t))

+ ��(C1(t)I1(t)� C2(t)I2(t))j+ j(1� �)�C1(t)I1(t)

�(1� �)�C2(t)I2(t)j+ j��(C1(t)I1(t)� C2(t)I2(t))j

= j��S1(t)I1(t) + �S1(t)I2(t)� �S1(t)I2(t) + �S2(t)I2(t)j+

j�S1(t)I1(t) + �S2(t)I1(t)� �S2(t)I1(t) + ��C1(t)I1(t)

+��C1(t)I2(t)� ��C1(t)I2(t)� �S2(t)I2(t)� ��C2(t)I2(t)j

+ j(1� �)�C1(t)I1(t) + (1� �)�C1(t)I2(t)

�(1� �)�C1(t)I2(t)� (1� �)�C2(t)I2(t)j+ j��C1(t)I1(t)

+�C2(t)I1(t) + �C2(t)I1(t)� �C2(t)I1(t)j

= j��S1(t)(I1(t)� I2(t))� �I2(t)(S1(t)� S2(t))j+

j�I1(t)(S1(t)� S2(t)) + �S2(t)(I1(t)� I2(t))+

��C1(t)(I1(t)� I2(t)) + ��I2(t)(C1(t)� C2(t))j+

j(1� �)�C1(t)(I1(t)� I2(t)) + (1� �)�I2(t)(C1(t)� C2(t))j

j��I1(t)(C1(t)� C2(t))� �C2(t)(I1(t)� I2(t))j
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� j��S2(t)(I1(t)� I2(t))j+ j�I2(t)(S1(t)� S2(t))j

j�I1(t)(S1(t)� S2(t))j+ j�S2(t)(I1(t)� I2(t))j

+ j��C1(t)(I1(t)� I2(t))j+ j��I2(t)(C1(t)� C2(t))j

+ j(1� �)�C1(t)(I1(t)� I2(t))j+ j(1� �)�I2(t)

�(C1(t)� C2(t))j+ j�I1(t)(C1(t)� C2(t))j

+ j�C2(t)(I1(t)� I2(t))j

� j�S2(t)j j(I1(t)� I2(t))j+ j�I2(t)j j(S1(t)� S2(t))j

+ j�I1(t)j j(S1(t)� S2(t))j+ j�S2(t)j j(I1(t)� I2(t))j

+ j��C1(t)j j(I1(t)� I2(t))j+ j��I2(t)j j(C1(t)� C2(t))j

+ j(1� �)�C1(t)j j(I1(t)� I2(t))j+ j(1� �)�I2(t)j

� jC1(t)� C2(t))j

+ j�I1(t)j j(C1(t)� C2(t))j+ j�C2(t)j j(I1(t)� I2(t))j
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� �k1 jI1(t)� I2(t)j+ �k02 jS1(t)� S2(t)j

+�k2 j(S1(t)� S2(t))j+ �k01 jI1(t)� I2(t)j

+��k4 jI1(t)� I2(t)j+ ��k02 jC1(t)� C2(t)j

+(1� �)�k4 jI1(t)� I2(t)j+

(1� �)�k02 jC1(t)� C2(t)j+

�k2 jC1(t)� C2(t)j+ �k04 jI1(t)� I2(t)j

� (�k1 + ��k4 + �k
0
1 + (1� �)�k4 + �k04) jI1(t)� I2(t)j

+(�k02 + �k2) j(S1(t)� S2(t))j

+(��k02 + (1� �)�k02 + �k2)2 jC1(t)� C2(t)j

� c1 jI1(t)� I2(t)j+ c2 j(S1(t)� S2(t))j

+c3 jC1(t)� C2(t)j+ 0 jR1(t)�R2(t)j

avec

c1 = (�k1 + ��k4 + �k
0
1 + (1� �)�k4 + �k04);

c2 = (�k02 + �k2);

c3 = (��k02 + (1� �)�k02 + �k2);

c4 = 0:
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k F (t;X1(t))� F (t;X2(t)) k� max(c1; c2; c3; c4)sup
t2I
jI1(t)� I2(t)j

+max(c1; c2; c3; c4)sup
t2I
j(S1(t)� S2(t))j

+max(c1; c2; c3; c4)sup
t2I
jC1(t)� C2(t)j

+max(c1; c2; c3; c4)sup
t2I
jR1(t)�R2(t)j

� max(c1; c2; c3; c4)sup
t2I
[jI1(t)� I2(t)j

+ j(S1(t)� S2(t))j+ jC1(t)� C2(t)j

+ jR1(t)�R2(t)j]

et donc on obtient:

kF (t;X1(t))� F (t;X2(t))k �MkX1(t)�X2(t)k;M � 0:8t � 0 (2.7)

Alors la relation(2:6) et(2:7) donne:

kG(t;X1)�G(t;X2)k � kAkk(X1(t)�X2(t))k+MkX1(t)�X2(t)k

� max(kAk;M))kX1(t)�X2(t)k

� M1kX1(t)�X2(t)k

avec M1 = (max(kAk;M) <1)
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Alors G(t;X(t)) est localement lipschizienne par rapport à la second vari-
able donc le modèle (1:1) admet une solution locale sur B
conclusion:
le modèle(1:1)admet une solution unique locale, bornée sur B alors le

modèle(1:1)admet une solution globale sur B



Chapitre 3

Etude du modèle SIRC de la
grippe A H1N1 avec côntrole

3.1 Rappels sur l�éxistence et l�unicité de la
solution des système de côntrole

pour les systèmes de controle géneraux donnés par�
X 0 = f(t;X(t); u(t))
X(t0) = x0

òu f dé�ni sur I � V �U; I �
ouv
R; V �

ouv
Rn; U �

ouv
Rnpour rester dans un

cadre trés géneral,il su¢ t de supposer que
chaque controle u(:) considéré la fonction F : (t;X) ! f(t;X(t); u(t))

véri�e les hypothèses du théorème de Cauchy lipshizt.
Remarquons que en fonction de la classe de côntrole considerée ces hy-

pothèses permet être plus ou moins d¢ ciles
à véri�er, mais on peut donner des hypothèses moins générales, mais

su¢ santes dans la majorité des cas
les hypothèses sont:
1)la fonction f est de classe C1 sur I � U � V:et
2)l�ensemble des côntroles est inclus dans L1loc(I;Rn)
et dans ce cas,on aura que les hypothèses du théorème de Cauchy lipshizt

sont véri�eés et 8 u(:) �xé,

il existe une solution du problème de Cauchy
�
X 0 = f(t;X(t); u(t))
x(t0) = x0

21
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3.2 Modèle SIRC de la grippe A H1N1 avec
côntrole

Introduisons le controle dans le modèle SIRC et étudions l�e¤et de ce côntrole
notéU(t) =

�
u(t)
v(t)

�
sur l�évolution de la maladie et cherchons le controle

optimal noté
U�(t) =

�
u�(t)
v�(t)

�
correspondant de ce modèle et on pose:

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

dS

dt
= �� �S(t)� �S(t)I(t) + 
C(t)� g(S(t); u(t))

dI

dt
= �S(t)I(t) + ��C(t)I(t)� (�+ �)I(t)� h(I(t); v(t))

dR

dt
= (1� �)�C(t)I(t) + �I(t)� �R(t)� �R(t) + g(S(t); u(t) + h(I(t); v(t))

dC

dt
= �R(t)� �C(t)I(t)� (�+ 
)C(t)

(3.1)
avec la condition initial(1:2) et les condition de bornitude sur le côntrole�

umin � u(t) � umax
vmin � v(t) � vmax

(3.2)

les fonctions g(S(:); u(:)) et h(I(:); v(:)) représentent les actions d�e¤ort
de côntrole(par exemple le vaccin,le traitement,...)
on pose

g(S(t); u(t)) = �1S(t)u(t); �1 � 0:

h(I(t); v(t)) = �2I(t)v(t); �2 � 0:

le modèle(3:1) se réecrit:
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dS

dt
= �� �S(t)� �S(t)I(t) + 
C(t)� �1S(t)u(t)

dI

dt
= �S(t)I(t) + ��C(t)I(t)� (�+ �)I(t)� �2I(t)v(t)

dR

dt
= (1� �)�C(t)I(t) + �I(t)� �R(t)� �R(t)

+�1S(t)u(t) + �2I(t)v(t)

dC

dt
= �R(t)� �C(t)I(t)� (�+ 
)C(t)

(3.3)

pour montrer l�existence du solution de modèle(3:3) on suit le même
principe d�étude d�existence de solution de modèle SIRC sans côntrole .
on écrit le modèle sous forme matricielle8<:

X 0(t) = G(t;X(t); U(t))

X(0) = X0

avec

G(t;X(t); U(t)) =

0BB@
��� �1u(t) 0 0 


0 �(�+ �)� �2v(t) 0 0
�1u(t) �2v(t) + � �(�+ �) 0
0 0 � �(�+ 
)

1CCAX(t)
+F (X(t))

òu

F (X(t)) =

0BBBBBBBB@

�� �S(t)I(t)

�S(t)I(t) + ��C(t)I(t)

(1� �)�C(t)I(t)

��C(t)I(t)

1CCCCCCCCA
alors G(t; x(t); u(t)) véri�é les hypothèse de théorème de Cauchy lipshizt

et d�aprés ce qui procède le modèle(3:3) admet une solution positive sur B
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3.3 Rappels sur l�étude de l�existence d�un
controle optimale

considérons le système de controle suivante:�
x0(t) = f(t; x(t); u(t))
x(t0) = x0

(3.4)

avec u(t) le côntrole et x(t) l�état du système
le problème de côntrole optimale consiste à chercher un côntrole
u(t) et la variable d�état associée x(:) qui minimisé ou maximisé
la fonction objective J tel que

J(x(t); u(t)) =

Z T

0

L(t; x(t); u(t))dt (3.5)

avec les fonctions L 2 C1 sur I � U � V et f continue sur V
Soit M0 et M1 deux sous ensembles de V .
Le problème de côntrôle optimal est de determiner les trajectoires
xu(:) solutions de:8>><>>:

x0u(t) = f(t; xu(t); u(t))

xu(t0) 2M0; xu(T ) 2M1

minimisant la fonction J(t; x(t); u(t))

On dit que le problème de côntrole optimal est à temps �nal
non �xé si T est libre.

Dé�nition 3.3.1 Soit T > 0, l�application entrée-sortie en temps T du sys-
tème controlé initialisé à x0 est l�application

ET : U ! Rn
u! xu(t)

òu U est l�ensemble des côntrols admissible,cette application associe à un
côntrole u admissible, le point de la trajectoire associée à u(:) [13]

Dé�nition 3.3.2 Soit u(:) un côntrole dé�ni sur I = [0; T ] tel que la trajéc-
toire associée xu(:) issue de x(0) = x0 est dé�nie sur I.
On dit que le côntrole u(:) est singulier sur I si la di¤erentielle au sens

de Frechet d ET n�est pas surjective sinon on dit qu�il regulier [13]
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Proposition 3.3.3 Soit u(:) un côntrole singulier sur [0; T ] pour le système(3:4)
et x(:) la trajectoire singulier associée, alors il éxiste une application absol-
ument continue � : [0; T ] ! Rnnf0g appelée vecteur adjoint, telle que les
équations suivantes sont véri�ées pour presque tout t 2 [0, T ] lel que :8<:

�0i(t) = �
@H(t;x(t);�(t);u(t))

@xi
i = 1:::n

@H(t;x(t);�(t);u(t))
@u

= 0
òu H est l�hamiltonienne du système(3:4)donne par:
H(t; x(t); �(t); u(t)) = �0L(t; x(t); u(t)) + �(t)f(t; x(t); u(t)),
avec �0 = 0) les multiplicateurs de lagrange., [13]

Théorème 3.3.4 principe de maximum de pontrygin(P.M.P) supposons que
f et g 2 C1=t;x;u est convexe en u,supposons que u�(t) et le côntrole optimale
pour le problème(3:5) et soit x�(t) l�état assosié et �(t) une fonction di¤er-
encielle continue avec �(t) � 0;8t.supposons que 8t0 � t � tf ;
H(t; x�(t); u�(t); �(t)) = 0
Alors

H(t; x�(t); u(t); �(t)) � H(t; x�(t); u�(t); �(t))

3.4 Application au modèle SIRC de la grippe
A H1N1

on dé�nit la fonction suivant:

J(x(t); u(t) =

Z tf

t0

L(x(t); u(t))dt (3.6)

=

Z tf

t0

[�1S(t) + �2I(t) +
1

2
� 1u

2(t) +
1

2
� 2v

2(t)]dt

�1; �2;� 1;� 2 � 0

considérons le problème suivant:
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

min
u
J(t; x; u) = min

u

R tf
t0
[�1S(t) + �2I(t) +

1
2
� 1u

2(t) + 1
2
� 2v

2(t)]dt

S 0(t) = �� �S(t)� �S(t)I(t) + 
C(t)� �1S(t)u(t)

I 0(t) = �S(t)I(t) + ��C(t)I(t)� (�+ �)I(t)� �2I(t)v(t)

R0(t) = (1� �)�C(t)I(t)� (�+ �)I(t) + �I(t) + �2S(t)u(t)

+�2I(t)v(t)

C 0(t) = �R(t)� �C(t)I(t)� (�+ 
)C(t)

S(0) = S0; I(0) = I0; R(0) = R0; C(0) = C0

umin � u(t) � umax; vmin � v(t) � vmax
(3.7)

l�objectife est à déterminer la meilleure stratégie pour minimiser le nombre
des individus susceptibles et les individus infectés et le meilleur controle
permettant d�é¤ectuer ceci,on dé�nie le Hamiltonien par:

H(t; x(t); u(t); �(t); �0) = �0[�1S(t) + �2I(t) +
1

2
� 1u

2(t) +
1

2
� 2v

2(t)]

+�1(t)[�� �S(t)� �S(t)I(t) + 
C(t)� �1S(t)u(t)]

+�2(t)[�S(t)I(t) + ��C(t)I(t)� (�+ �)I(t)� �2(t)u(t)]

+�3(t) [�S(t)I(t) + ��C(t)I(t)� (�+ �)I(t)� �2I(t)(t)u(t)

+�2I(t)v(t)]

+�4(t)[�R(t)� �C(t)I(t)� (�+ 
)C(t)]

Remaque �0 = 0 est un cas critique
� si �0 = 1
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on calcule les équations adjoint: �1(t); �2(t); �3; �4(t) tel que

�
0

1(t) = �@H(t; x(t); u(t); �(t)
@S(t)

= �[�1 � ��1(t)� �I(t)�1(t)� �1u(t)�1(t)

+�I(t)�2(t) + �1u(t)�3(t)]

= �[�1 � �1(t)(�I(t) + �� �1u(t))

+�I(t)�2(t) + �1u(t)�3(t)]

�
0

2(t) = �@H(t; x(t); u(t); �(t))
@I(t)

= �[�2 � �S(t)�1(t) + �S(t)�2(t) + ��C2(t)�2(t) +

�(�+ �)�2(t)� �2v(t)�2(t) + (1� �)�C(t)�3(t)

��C(t)�4(t) + ��3(t) + �2v(t)�3(t)]

= �[�2 � �S(t)�1(t) + (�S(t) + ��C(t)� (�+ �)� �2v(t))�2(t)

+((1� �)�C(t) + �+ �2v(t))�3(t)� �C(t)�4(t)]

�
0

3(t) = �@H(t; x(t); u(t); �(t))
@R(t)

= �[�(�+ �)�3(t) + ��4(t)]

= (�+ �)�3(t)� ��4(t)]
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�
0

4(t) = �@H(t; x(t); u(t); �(t))
@C(t)

= �[
�1(t) + ��I(t)�2(t) + (1� �)�I(t)�3(t)

��I(t)�4(t)� (�+ 
)�4(t)]

= �
�1(t)� ��I(t)�2(t)� (1� �)�I(t)�3(t)

+(�I(t) + (�+ 
))�4(t)

condition d�optimalité se ramene à:

@H(t; x(t); u(t); �(t))

@u
= 0 ) � 1u(t)� �1(t)�1S(t) + �3(t)�1S(t) = 0

) u(t) = �1S(t)
�1
(�1(t)� �3(t))

@H(t; x(t); v(t); �(t))

@v
= 0 ) � 2v(t)� �2(t)�2I(t) + �3(t)�2I(t) = 0

) v(t) = �1I(t)
�2
(�2(t)� �3(t))

si on suppose que

umin = vmin

umax = vmax

donc si
@H(t; x(t); u(t); �(t))

@u
� 0

alors le meilleur côntrole sera

u(t) = 0

si
@H(t; x(t); u(t); �(t))

@u
� 0

alors le meilleur côntrole sera

u(t) = 0:9
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alors

u�(t) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

umin
si �1S(t)

�1
(�1(t)� �3(t)) � umin

�1S(t)
�1
(�1(t)� �3(t))

si umin � �1S(t)
�1
(�1(t)� �3(t)) � umax

umax
si�1S(t)

�1
(��1(t)� ��3(t)) � umax

et même pour v(t)

v�(t) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

vmin
si �2I(t)

�2
(��2(t)� ��3(t)) � vmin

�2I(t)
�2
(�2(t)� �3(t))

si vmin � �2I(t)
�2
(��2(t)� ��3(t)) � vmax

vmax
si �2I(t)

�2
(�2(t)� �3(t)) � vmax

Il reste à determiner �i(:).
En générale, pour ce type de situation, des méthodes numériques et

des résultats de simulation sont appliqué pour trouver la meilleure manière
d�approcher le côntrole optimal dans ce cas pour plus de détails voir[3],[5]

Conclusion

Dans ce travail, on a présenté une analyse de modèle mathématique qui
modélise l�évolution de la grippe A H1N1, il est sous la forme SIRC.
Une étude d�éxistence et l�unicité de la solution est détaillée pour le sys-

tème avec ou sans controle.
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