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Introduction

Une géométrie modèle de Thurston (G,X) est une variété X connexe et
simplement connexe avec un groupe de Lie G des difféomorphismes de X qui
agit transitivement sur X avec stabilisateur compact tel que G maximal 1 et il
existe une variété M de volume fini modelée 2 par (G,X).

Les géométries modèles de Thurston de dimension trois sont classifiées par W.
M. Thurston (voir [12], [45] et [49]) ; cette classification compte huit géométries,
à savoir, E3, S3, H3, H2×E, S2×E, S̃l2(R), Nil3(le groupe de Heisenberg de
dimension 3) et Sol3.

R. O. Filipkiewicz a classifié les géométries de Thurston de dimension quatre(voir
[22]). Dans cette classification on distingue deux catégories d’espaces, celles qui
sont symétriques (E4, S4,H4, P 2(C),H2(C) S2×S2, S2×E2, S2×H2, E2×H2,
H2×H2, S3×E1 etH3×E1) et celles qui ne sont pas symétriques (Nil4, Sol4m,n,

Sol40, Sol41, F 4, S̃l2(R)× E1 et Nil3 × E1).
C. T. C. Wall a étudié les structures complexes sur les géométries de Thurs-

ton de dimension quatre (voir [51] et [52]) ; il a montré que les géométries de
Thurston admettant une structure complexe, compatible avec le groupe de dif-
féomorphismes G, sont : S2 × S2, S2 × R2, S2 × H2, R4, R2 × H2, H2 × H2,
P 2(C), H2(C), S3 × R, F 4, Nil3 × R, S̃l2(R) × R, Sol40 et Sol41 ; il a prouvé
aussi l’unicité, sauf pour Sol41, qui admet deux structures complexes.

S. Maier a distingué les géométries de Thurston de dimension trois et quatre
qui sont conformément plats (voir [36]) ; il a montré que ses géométries ne sont
autres que : E3, H3, S3, S2 × E1, H2 × E1, E4, H4, S4, S3 × E1, H3 × E1 et
S2 ×H2.

Une variété Riemannienne M est dite localement symétrique si toutes ses
réflexions γp 3 sont des isométries locales. E. Cartan a montré qu’une variété

1. Maximal dans le sens où tout groupe contenant G et agissant transitivement sur X avec stabilisateur
compact n’est autre que G

2. Il existe un sous groupe discret Γ de G tel que M ∼= Γ \ (G/Gx)
3. γp inverse les géodésiques passant par p ∈M
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Riemannienne est localement symétrique si son tenseur de courbure de Riemann
R est parallèle(∇R = 0). Une variété Riemannienne M est semi-symétrique si
∀X, Y ∈ X (M), R(X, Y ).R = 0 où R(X, Y ) agit comme dérivation. Chaque
variété Riemannienne localement symétrique est semi-symétrique. Z.I. Szabó a
classifié les variétés Riemanniennes semi-symétriques(voir [46] et [47]). Une va-
riété RiemannienneM , de dimension n > 3, est dite pseudo symétrique, au sens
de Deszcz, s’il existe une fonction LR : M −→ R tel que R(X, Y ).R = LR(X ∧
Y ).R avec (X ∧Y )Z = g(Y, Z)X−g(X,Z)Y et UR = {x ∈M |R− τ

n(n−1)G 6=
0 en x} où τ est la courbure scalaire et G(X, Y, Z,W ) = g((Z ∧W )Y,X). Il
est clair que toute variété semi-symétrique est pseudo symétrique(LR = 0).

M. Belkhelfa, R. Deszcz et L. Verstraelen ont montré que chaque géométrie
de Thurston de dimension trois est pseudo symétrique.

L’objectif de cette thèse est d’étudier la pseudo symétrie des géométries de
Thurston de dimension quatre.

Ce travail est réparti de la façon suivante : le premier chapitre est rappel
des propriétés et des définitions de bases des variétés Riemanniennes, notam-
ment les différents type de tenseurs ; la notion de la pseudo symétrie, qui est
une généralisation de la notion de symétrie, est abordée au deuxième chapitre,
qui contient aussi les deux notions de la Ricci pseudo symétrie et de la Weyl
pseudo symétrie et leurs liens avec la pseudo symétrie ; le troisième chapitre
traite de façon détaillée la notion de la pseudo symétrie holomorphe des variétés
Kähleriennes ; quant au quatrième chapitre il fait l’objet des constructions des
métriques Riemanniennes des géométries de Thurston de dimension quatre ; le
contenu de ce chapitre est essentiel pour aboutir au résultats de notre travail
énoncés au dernier chapitre, à savoir, l’étude de la pseudo symétrie et de la
pseudo symétrie holomorphe de géométries de Thurston de dimension quatre.
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Chapitre 1

Les variétés Riemanniennes

Dans ce chapitre on rappel quelques propriétés et définitions des variétés
Riemanniennes nécessaire par la suite. Les références principalement utilisées
sont [9], [10] et [30]. Notons que tout les variétés différentiables serons considérées
de classe C∞.

1.1 Espace Tangent

1.1.1 Vecteur tangent

Définition 1.1.1. Soit M une variété différentiable et x ∈M . Une application
Ax : C∞(M) → R est appelée une dérivation en x, si elle satisfait les règles
suivantes : pour tous f, g ∈ C∞(M).
1. Ax(f + g) = Ax(f) + Ax(g).
2. Ax(f.g) = Ax(f).g(x) + f(x).Ax(g).

L’ensemble de toutes les dérivations en x , s’appelle l’espace tangent de M
en x , il est noté TxM . Par définition un vecteur tangent de M en x est un
élément de TxM .

Remarque 1.1.1.

1. TxM est un espace vectoriel de dimension n .
2. Soit

{
(U,ϕ)

}
une carte locale au point x ∈ M et ϕ(x) = (x1, x2, ...., xn)

les coordonnées locales au voisinage de x. Les n dérivations ∂
∂xi |x forme

une base de TxM .
3. TM =

⋃
x∈M

TxM est appelé le fibré tangent de M .
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4. On appelle T ∗xM l’espace cotangent à M en x. On sait que localement
( ∂
∂xi |x) est une base de TxM . On note par (dxi|x) sa base dual , nous avons
〈dxi|x; ∂

∂xi |x〉 = ∂xj

∂xi = δji tel que δji est le symbole de Kröneker défini par{
δji = 1 si i = j

δji = 0 si i 6= j
.

5. T ∗M =
⋃
x∈M

T ∗xM est appelé le fibré cotangent à M .

1.1.2 Champ de vecteurs

Définition 1.1.2. Soit M une variété différentiable.
• π : TM →M la projection de TM sur M définie par π(x,X) = x est une
application surjective et différentiable.
• Une section de TM est une application X : M → TM telle que π ◦X =
idM .
• Une telle section de TM est appelée champ de vecteurs sur M. L’ensemble
des champs de vecteurs sur M est noté par X(M).

Dans tout qui suit on considère la convention d’Einstein (pour les sommes
sans signe de sommation

∑
).

Définition 1.1.3. Soit M une variété différentiable.
Le crochet de Lie noté [, ] est définie par [X, Y ] = XY − Y X pour tous X, Y ∈
X(M) et vérifiant les propriétés suivantes :

1. [, ] est bilinéaire et antisymétrique.

2.
[
[X, Y ], Z

]
+
[
[Y, Z], X

]
+
[
[Z,X], Y

]
= 0 pour X, Y ∈ X(M).

1.2 Tenseurs

1.2.1 Tenseur sur une variété

Définition 1.2.1.

• Pour tout x ∈M nous définissons l’espace vectoriel

T (p,q)
x M = TxM ⊗ TxM ⊗ · · · ⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

pfois

⊗T ∗xM ⊗ T ∗xM ⊗ · · · ⊗ T ∗xM︸ ︷︷ ︸
qfois
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• Un élément T ∈ T (p,q)
x M est un tenseur de type (p, q) au-dessus de x. Dans

une base associe à un système de coordonnées, (xi) au voisinage de x, il
s’écrit comme suit

T |x = T
i1i2···ip
j1j2···jq(x)

∂

∂xi1
(x)⊗ ∂

∂xi2
(x)⊗· · · ∂

∂xip
(x)⊗dxj1|x⊗dxj2|x⊗· · · dxjq |x

où, T i1i2···ipj1j2···jq(x) sont des nombres réels.

• On note T (p,q)M =
⋃
x∈M

T (p,q)
x M .

Définition 1.2.2. Un champ de tenseur de type (p, q) (ou un tenseur sur M)
est une section de T (p,q)M . L’ensemble des champs de tenseur de type (p, q) est
noté par T(p,q)M .

Exemple 1.2.1.

– Une fonction sur une variété M est un tenseur de type (0, 0)
– Un champ de vecteurs X est un tenseur de type (1, 0).
– Une 1-forme différentielle ω sur une variété M est un tenseur de type

(0, 1)

1.2.2 Métriques Riemanniennes

Définition 1.2.3. Soit M une variété différentiable. Une métrique Rieman-
nienne g sur M est un tenseur de type (0, 2) ; tel que pour tout X ∈ M l’ap-
plication gx : TxM × TxM → R est une application bilinéaire , symétrique ,
définie positive.
M muni la métrique g est appelée variété Riemannienne et noté (M, g) (ou

tout simplement M s’il a y pas d’ambiguïté).

Remarque 1.2.1.
Dans un système de coordonnées locales (x1, . . . , xn). Les composantes de g sont

gij = g(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

Exemple 1.2.2.

1) (Rn, g0) est une variété Riemannienne ; où g0 est le produit scalaire usuel
sur Rn (i.e
g0(

∂
∂xi ,

∂
∂xj ) = δji ).
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2) Dn = {x ∈ Rn, ‖ x ‖< 1} munie de la métrique hyperbolique g définie
par g(X, Y ) = 4

(1−‖x‖)2g0(X, Y ) , X, Y ∈ TxRn , x ∈ Dn est une variété
Riemannienne .

1.3 Connexion Riemannienne

1.3.1 Connexion linéaire

Définition 1.3.1. Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est
une application

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

telle que pour tous X,X ′, Y, Y ′ ∈ X(M) et f, g ∈ C∞(M)
1) ∇fX+gX ′(Y ) = f∇X(Y ) + g∇X ′(Y ).
2) ∇X(Y + Y ′) = ∇X(Y ) +∇X(Y ′).
3) ∇X(fY ) = f∇X(Y ) +X(f)Y .

On dit que ∇XY est la dérivée covariante de Y en direction de X.

Définition 1.3.2. Soit (U,ϕ) une carte sur une variété différentiable M de
dimension n et {xi} les coordonnées associées pour les quelles on note ∂i = ∂

∂xi .
Les symboles de Christoffel d’une connexion ∇ relativement aux coordonnées
{xi} sont les n3 fonctions Γkij ∈ C∞(M) définies par

∇∂i∂j =
n∑
k=1

Γkij∂k

Lemme 1.3.1. Localement, les symboles de Christoffel déterminent entièrement
la connexion ∇. Plus précisément, pour X = X i ∂

∂xi = X i∂i et Y = Y j ∂
∂xj =

Y j∂i
∇XY =

(
XY k +X iY jΓkij

)
∂k

Preuve . On développe l’expression,

∇XY = ∇X(Y j∂j)

= Y j∇X∂j +X(Y j)∂j

= Y jX i∇∂i∂j +X(Y j)∂j

= Y jX iΓkij∂k +X(Y k)∂k

=
(
XY k +X iY jΓkij

)
∂k
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Exemple 1.3.1. ( Le cas de Rn ).
La connexion standard ∇̄ de Rn est définie pour X, Y ∈ X(M) par

∇̄XY := X(Y j)∂j

Les composantes du champ résultant sont,

(∇̄XY )j = X(Y j) = X i∂Y
j

∂xi
= 〈X, gradY j〉 =

∂Y j

∂
−→
X

1.3.2 Torsion d’une connexion

Définition 1.3.3. La torsion d’une connexion est le tenseur de type (1, 2) défini
par l’expression

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

T (X, Y ) est un champ de vecteurs. De la définition, on remarque que T (X, Y ) =
−T (Y,X) La nullité du tenseur de torsion est équivalente à la relation Γkij = Γkji
pour tous i, j, k.

Expression locale de la torsion T d’une connexion ∇ :
pour X = X i ∂

∂xi , Y = Y j ∂
∂xj ∈ X(M)

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

= X i ∂

∂xi
(Y j)

∂

∂xj
+X iY j∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
− Y j ∂

∂xj
(xi)

∂

∂xi

− Y jX i∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
−X i ∂

∂xi
(Y j)

∂

∂xj
+ Y j ∂

∂xj
(xi)

∂

∂xi

= X iY j(∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
)

= X iY j(Γkij − Γkji)
∂

∂xk
.

Définition 1.3.4. Une connexion linéaire ∇ sur une variété M est dite sans
torsion si T = 0.

Définition 1.3.5. Une connexion linéaire ∇ sur une variété M est dite plate
si ∇ = 0.

1.3.3 La dérivée covariante d’un tenseur

Définition 1.3.6. Soit T un tenseur de type (0, r) sur une variété Rieman-
nienne M . La dérivée covariante ∇T du tenseur T est un tenseur de type

11



(0, r + 1) défini par

∇XT (Y1, ..., Yr) = X(T (Y1, ..., Yr))−
r∑
i=1

T (Y1, ...,∇XYi, ..., Yr)

pour tout X ∈ X(M).
Pour les composantes ∇mT

i1i2···ip
j1j2···jq on a,

∇mT
i1i2···ip
j1j2···jq = ∂mT

i1i2···ip
j1j2···jq

+ Γi1msT
si2···ip
j1j2···jq + Γi2msT

i1s···ip
j1j2···jq + ...+ ΓipmsT

i1i2···s
j1j2···jq

− Γsmj1T
i1i2···ip
sj2···jq − Γsmj2T

i1i2···ip
j1s···jq − ...− ΓsmjqT

i1i2···ip
j1j2···s .

Si le tenseur T est de type (1, r) la dérivée covariante de T est définie par

∇XT (Y1, ..., Yr) = ∇XT (Y1, ..., Yr)−
r∑
i=1

T (Y1, ...,∇XYi, ..., Yr)

pour tout X, Y1, ..., Yr ∈ X(M).

Exemple 1.3.2.

(∇X g)(Y1, Y2) = Xg(Y1, Y2)− g(∇XY1, Y2)− g(Y1,∇XY2)

Définition 1.3.7. On dit qu’un tenseur T de type (0, r) (ou (1, r)) est parallèle
(par rapport à ∇) si ∇T = 0 c’est-à-dire ∇XT = 0 pour tout X ∈ X(M)

1.3.4 Connexion Riemannienne

Définition 1.3.8. On dit qu’une connexion linéaire sur une variété Rieman-
nienne (M, g) est métrique ou Riemannienne si g est parallèle c’est-à-dire
∇g = 0.

Définition 1.3.9. Soit M une variété Riemannienne. Il existe une unique
connexion ∇ sur le fibré tangent TM telle que :

1. ∇ est sans torsion.

2. ∇ est métrique.

On appelle cette connexion la connexion de Levi-Civita sur M .
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Proposition 1.3.1. Dans un système de coordonnées locales ; les composantes
Γkij de la connexion Levi-Civita sont données par

Γkij =
n∑
l=1

1

2
gkl(

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij) (1.3.1)

avec (gij) est la matrice inverse de (gij).

1.4 Les courbures sur une variété Riemannienne

1.4.1 Courbure Riemannienne

Dans tout qui suit on considère que des variétés Riemanniennes munies de la
connexion de Levi-Civita.

Définition 1.4.1. Le tenseur de courbure de Riemann R d’une variété Rie-
mannienne (M, g) est le tenseur, de type (1, 3), défini par

∀X, Y, Z ∈ X(M), R(X, Y )Z := [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

= (∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])Z

Propriétés 1.4.1. pour tous X, Y, Z,∈ X(M), etf, g, h ∈ C∞
• R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z .
• R(fX, gY )hZ = fghR(X, Y )Z

On peut considérer le tenseur de courbure de Riemann comme un tenseur de
type (0, 4) avec

R(X, Y, Z,W ) = g(R(Z,W )Y,X)

1.4.2 La courbure en coordonnées

Soit p ∈M et (x1, ..., xn) un système de coordonnées locales autour de p (i.e
au voisinage de p). Pour tout X = X i∂i, Y = Y i∂i, W = W i∂i et Z = Z i∂i on
a

R(X, Y )Z = Rl
kijX

iY jZk∂l

R(X, Y, Z,W ) = RijklX
iY jZkW l

avec Rl
kij = ∂i(Γ

l
jk)− ∂j(Γlik) +

∑n
m=1

(
ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm

)
et Rijkl = gimR

m
jkl
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Proposition 1.4.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de
courbure Riemannienne R vérifie les propriétés suivantes :
1. g(R(X, Y )Z,W ) = −g(R(X, Y )W,Z).

2. g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y ).

3. R vérifie l’identité de Bianchi algébrique

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

4. R vérifie l’identité de Bianchi différentielle

(∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X, Y ) = 0.

1.4.3 la courbure de Ricci et la courbure de Weyl

Définition 1.4.2. On appelle tenseur de courbure de Ricci d’une variété Rie-
mannienne (Mn, g) le tenseur S de type (0, 2) donné par

S(X, Y ) = trace(Z 7−→ R(Z,X)Y )

=
n∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)

=
n∑
i=1

g(R(X, ei)ei, Y )

pour tout X, Y ∈ X(M), où (ei) une base orthonormée.

Le tenseur de courbure de Ricci est symétrique, en effet

S(X, Y ) =
m∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)

=
m∑
i=1

g(R(Y, ei)ei, X)

=
m∑
i=1

g(R(ei, Y )X, ei)

= S(Y,X)

Définition 1.4.3. L’opérateur de Ricci S̃ d’une variété Riemannienne (Mn, g),
est défini par S(X, Y ) = g(X, S̃Y ) pour tout X, Y ∈ X(M)
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Définition 1.4.4. On appelle courbure scalaire τ d’une variété Riemannienne
M est définie par τ = trace(S̃).

Remarque 1.4.1. La courbure scalaire peut être exprimer dans système des co-
ordonnées locales (x1, · · · , xn) en fonctions des composantes du tenseur comme
suit

τ =
∑
i,j

gijSij

avec (gij) est la matrice inverse de (gij) et Si,j = S( ∂
∂xi ,

∂
∂xj )

Définition 1.4.5. Le tenseur de courbure de Weyl, noté C, d’une variété Rie-
mannienne M de dimension n est défini par

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1

n− 2
(X ∧g S̃Y + S̃X ∧g Y −

τ

n− 1
X ∧g Y )Z

avec (X ∧g Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

Le tenseur de courbure de Weyl peut être vu comme un tenseur de type (0, 4)

C(X, Y, Z,W ) = g(C(Z,W )Y,X)

Définition 1.4.6. [7] Une variété Riemannienne M est dite conformément
plate si pour tout x ∈ M , il existe un voisinage V de x telle que la métrique
e2 fg est plate sur V ; avec g la métrique Riemannienne de M et f une fonction
réelle sur V .

Une variété Riemannienne M de dimension n est conformément plate si est
seulement si :

(n > 4 ) Le tenseur de courbure de Weyl est nul ([7] page 60).

(n = 3 ) Le tenseur B = S − τ
4g est un tenseur de Codazzi i.e ∇XB(Y, Z) =

∇YB(X,Z), pour tout X, Y, Z ∈ X(M) ([7] page 435).
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Chapitre 2

La pseudo symétrie au sens de Deszcz

Dans ce chapitre on donne la notions de la pseudo symétrie. les références
principales de ce chapitre sont : [33], [53] pour la dérivée covariante et le transport
parallèle et pour la pseudo symétrie on a reproduit les définitions , propriétés et
preuves de [23].

2.1 Dérivée covariante

Soit c : I ⊂ R→ M une courbe dans M un champs de vecteurs V sur c est
une application de I vers, le fibré tangent de M , TM qui associe à chaque t ∈ I
un vecteurs Vt ∈ Tc(t).

Soit t ∈ I et (x1, · · · , xn) un système de coordonnées local au point c(t). La
dérivée covariante de V (avec Vt =

∑n
i=1 V

i(t) ∂
∂xi (c(t))) le long de c au point t

est définie par

DV

dt
(t) =

n∑
k=1

[
n∑
j=1

(
dV j

dt
(t) +

n∑
i=1

Γkij
dU i

dt
(t)V j(t)

)]
∂

∂xk
(c(t))

avec dc
dt(t) =

∑n
i=1 U

i(t) ∂
∂xi (t) le vecteur tangent à c au point t.

La dérivée covariante est la seule application linéaire sur les champs de vec-
teurs le long de une courbe c vérifiant :

1. Pour tout fonction réel f sur I

D(fY )

dt
(t) =

df

dt
(t)Y (t) + f(t)

DY

dt
(t)

2. S’il existe un voisinage de t0 tel que le champ de vecteurs Y est la restriction
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à c d’un champ de vecteurs X défini sur un voisinage W de c(t0) alors

DY

dt
(t0) = (∇ċ(t0)X)c(t0) où ċ(t0) =

dc

dt
(t0)

2.2 Transport parallèle

Définition 2.2.1. Un champ de vecteurs X le long de c est dite si sa dérivée
covariante le long de c est nulle c’est-à-dire dX

dt (t) = 0 ∀t ∈ I
Proposition 2.2.1. Soit c : I ⊂ R→ M une courbe, de classe C1, dans M et
t0 ∈ I. Pour tout v ∈ Tc(t0)M , il existe un unique champ de vecteurs X le long
de c tel que X(t0) = v.

Définition 2.2.2. Le transport parallèle de c(0) à c(t) le long d’une courbe c
dans M est l’application linéaire Pt de Tc(0) vers T(c(t)) qui associe à chaque
v ∈ Tc(0)M le vecteur Xv(t), où Xv est le champ de vecteurs parallèle le long de
c tel que Xv(0) = v.

Proposition 2.2.2. Le transport parallèle le long de c est une isométrie de Tc(0)

vers T(c(t)). Plus généralement, si X et Y sont des champs de vecteurs le long
de c alors

d

dt
g(X(t), Y (t)) = g(

D

dt
X(t), Y (t)) + g(X(t),

D

dt
Y (t))

2.3 Transport parallèle et la courbure de Riemann

Soit (M, g) une variété Riemannienne et p ∈M avec un système de coordon-
nées local (x1, · · · , xh, · · · , xk, · · · , xn) au voisinage de p. Changeons les noms
des deux coordonnées xh et xk par x et y respectivement, et fixons les autres
coordonnées autour de p (dans un voisinage de p), notons aussi x et y les co-
ordonnées, au point p, xh et xk respectivement. Notons ~x = ∂

∂xh
(p) ∈ TpM et

~y = ∂
∂xk

(p) ∈ TpM .
Construisant le parallélogramme P de sommet p, dont les arrêtes sont obte-

nues en varions x et y, l’un après l’autre, par une quantité infinitésimale ∆x et
∆y respectivement. Les vecteurs tangents aux cotés issus de p sont ~x et ~y (Voir
Figure 2.1).

En 1918 J. Schouten([44]) à donné l’interprétation géométrique du tenseur
de courbure de Riemann R en utilisant le transport parallèle (voir Figure 2.2).
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Figure 2.1 – Parallélogramme
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−→z
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Figure 2.2 – Transport parallèle le long de P

18



Soit ~z ∈ TpM , le transport parallèle de ~z le long du parallélogramme P nous
donne ~z∗ (Schouten, 1918) avec

~z∗ = ~z − (R(~x, ~y)~z)∆x∆y +O>2(∆x,∆y) (2.3.1)

R(~x, ~y)~z mesure le changement, en second ordre, du vecteur ~z après son trans-
port parallèle le long du parallélogramme P de sommet p.

2.4 L’endomorphisme métrique

Définition 2.4.1. L’endomorphisme métrique X ∧ Y : TM → TM associe
aux deux champs de vecteurs X et Y sur une variété Riemannienne (M, g) est
défini par

(X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

Supposons que ~x, ~y ∈ TpM soient orthogonales et choisissons {e3, · · · , en}
tel que {~x, ~y, e3, · · · , en} soit une base orthonormée de TpM . Soit ~z ∈ TpM , on
peut exprimer ~z comme suit :

~z = g(~z, ~x)~x+ g(~z, ~y)~x+
n∑
i=3

g(~z, ei)ei

En effectuant une rotation de la projection de ~z sur le plan π̄ = ~x∧ ~y, engendré
par ~x et ~y, d’un angle infinitésimal ∆φ sans changer la projection de ~z sur le
sous espace vectoriel de TpM engendré par {e3, · · · , en}, on obtient un nouveau
vecteur ~̃z.

~̃z = ~z − (g(~y, ~z)~x− g(~x, ~z)~y)∆φ+O>1(∆φ) (2.4.1)

Le vecteur (~x ∧ ~y)~z = g(~y, ~z)~x− g(~x, ~z)~y mesure le changement, en premier
ordre, du vecteur ~z après une rotation infinitésimale de la projection de ~z sur
le plan π̄ engendré par ~x et ~y au point p. Il est natural de considérer (~x ∧ ~y)~z
comme une normalisateur de R(~x, ~y)~z.

Définition 2.4.2. Pour p ∈ M , soit π = ~x ∧ ~y le plan engendré par ~x et ~y
tangent à M en p. le nombre réel

k(p, π) =
g(R(~x, ~y)~y, ~x)

g((~x ∧ ~y)~y, ~x)

qui ne dépend que du point p et du plan π est appelé courbure sectionnelle de
M en p pour le plan π.
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Il est bien connu que le tenseur de courbure est déterminer par la courbure
sectionnelle (Cartan). Une variété Riemannienne est dite à courbure sectionnelle
constant c si sa courbure sectionnelle k(p, π) égale à c pour tout point p ∈ M
et pour tout plan π ⊂ TpM .
Théorème 2.4.1 (de Schur). Une variété Riemannienne (M, g), de dimension
n > 2, est à courbure sectionnelle constante si et seulement si sa courbure
sectionnelle k(p, π) est indépendante du plan π ⊂ TpM pour tout p ∈M

2.5 Le parallélogramme de Levi-Civita

En 1917 Levi-Civita [34] a donné une interprétation géométrique de la cour-
bure sectionnelle d’un plan en un point en terme de la distance de certains
géodésique.

Soit p ∈M et ~v ∈ TpM . Déterminons le point q, de la géodésique α passant
par p et tangent à ~v, tel que q est à une distance infinitésimale A de p. Notons
~w∗ ∈ TpM le vecteur obtenu par le transport parallèle de ~w de p à q le long
de α. Considérons aussi les deux géodésiques, issus de p et q, βp et βq qui sont
tangentes à ~v et ~v∗ respectivement. Fixons p̄ ∈ βp et q̄ ∈ βq à la même distance
infinitésimale B de p et q respectivement. Le parallélogramme de sommet p avec
les cotés issu de p tangent à ~v et ~w est complété par la géodésique ᾱ qui joint
p̄ et q̄. Soit A′ la distance géodésique entre p̄ et q̄ Levi-Civita a prouvé que,
en premier ordre d’approximation, la courbure sectionnelle du plan π = ~v ∧ ~w,
engendré par ~v et ~w, peut être exprimer comme suit

k(p, π) =
A2 − A′2

(ABsinφ)2

où φ est l’angle entre ~v et ~w Pour le cas particulier où ~v et ~w sont orthonormales
et A = B = ε (voir Figure 2.3). La courbure sectionnelle du plan π = ~v ∧ ~w,
engendré par ~v et ~w, est exprimée en terme du carré de Levi-Civita par

k(p, π) =
ε2 − ε′2
ε4

2.6 Les variétés localement symétriques

Le transport parallèle de deux vecteurs linéairement indépendants le long
d’une courbe nous donne à chaque point de cette courbe deux vecteurs linéaire-
ment indépendants. Ainsi on peut définir le transport parallèle d’un plan le long
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Figure 2.3 – Le carré de Levi-Civita

d’une courbe, en fixons une base de plan de départ, et prenons son transport
parallèle le plan engendré par les transport parallèle des vecteurs de la base.

Levy [35] a étudié la courbure sectionnelle d’un plan et de son transport
parallèle le long des courbes du flot d’un champ de vecteurs X.

Théorème 2.6.1 (Levy). La condition nécessaire et suffisante pour que la cour-
bure sectionnelle de tout plan π reste constante le long des courbes du flot d’un
champ de vecteurs X quand ce plan π est transporté parallèlement le long des
courbes du flot, est que ∇XR = 0.

E. Cartan [11] a montré que les variétés Riemanniennes avec un tenseur de
Riemann parallèle (∇R = 0) sont les espaces dite localement symétrique, c’est-
à-dire les espaces qui ont la propriété suivante : tout les réflexions γp (γp inverse
les géodésiques passant par p) sont des isométries locales

2.7 Les variétés semi-symétriques

Considérons un parallélogramme infinitésimal P de sommet p(x, y) et de cotés
issus de p tangent à ~x ∈ TpM et ~y ∈ TpM . Soit le plan π ⊂ TpM tangent à M
en p, engendré par les deux vecteurs orthonormales ~v et ~w. Considérons ~v∗ et ~w∗
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Figure 2.4 – Le transport parallèle de π le long de P

les transports parallèles de ~v et ~w respectivement le long du parallélogramme P
(voir Figure 2.4)

On a (en appliquant (2.3.1))

~v∗ = ~v − (R(~x, ~y)~v)∆x∆y +O>2(∆x,∆y)

~w∗ = ~w − (R(~x, ~y)~w)∆x∆y +O>2(∆x,∆y)

d’où la courbure sectionnelle du plan π∗ = ~v∗ ∧ ~w∗, engendré par ~v∗ et ~w∗, peut
être exprimer comme suit

k(p, π∗) = k(p, π) + (R.R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y)∆x∆y +O>2(∆x,∆y) (2.7.1)

où le tenseur, de type (0, 6), R.R est définie par

(R.R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = (R(X, Y ).R)(X1, X2, X3, X4)

= −R(R(X, Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, R(X, Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, R(X, Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, R(X, Y )X4)

Le (0, 6)-tenseur R.R de M mesure le changement de la courbure sectionnelle
en p, pour chaque plan π après un transport parallèle de π le long d’un parallé-
logramme infinitésimal P de sommet p.
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Définition 2.7.1. Une variété Riemannienne (M, g) est dite semi-symétrique
si R.R = 0

Théorème 2.7.1. [23] Une variété Riemannienne M est semi-symétrique si et
seulement si sa courbure sectionnelle k(p, π) est invariante, en approximation
de second ordre, après un transport parallèle de chaque plan π en chaque point
p de M le long de chaque parallélogramme infinitésimal Π de sommet p.
Proposition 2.7.1. [23] Le tenseur, de type (0, 6), R.R vérifie les propriétés
suivantes.

1. (R.R)(X1, X2, X3, X4;X,Y ) = −(R.R)(X2, X1, X3, X4;X,Y )

2. (R.R)(X1, X2, X3, X4;X,Y ) = (R.R)(X3, X4, X1, X2;X,Y )

3. (R.R)(X1, X2, X3, X4;X,Y )+(R.R)(X1, X3, X4, X2;X,Y )+(R.R)(X1, X4, X2, X3;X,Y ) = 0

4. (R.R)(X1, X2, X3, X4;X,Y )+(R.R)(X3, X4, X, Y ;X1, X2)+(R.R)(X,Y,X1, X2;X3, X4) = 0

Démonstration. Les propriétés 1),2) et 3) sont des conséquence direct des pro-
priétés du tenseur de courbure de Riemann R. Pour 4) il suffit de remplacer
chaque R(U, V )W dans R.R par son expression dans une base orthonormé
{E1, · · · , En}.

Il est claire, d’après ce qui précède, que les variétés de dimension 2 sont semi-
symétrique. Pour les dimension plus élevé, la semi-symétrie généralise la symé-
trie locale, puisque chaque variété localement symétrique est semi-symétrique.
L’inverse n’est pas vrai en générale([37],[48]). La classification des variétés Rie-
manniennes semi-symétriques est donnée par Szabò [46],[47].

2.8 La courbure sectionnelle de Deszcz

Probablement le plus simple (0, 6)-tenseur de M , admettant les même pro-
priétés algébriques que R.R est le tenseur de Tachibana Q(g,R), défini par

Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) =((X ∧ Y ).R)(X1, X2, X3, X4)

=−R((X ∧ Y )X1, X2, X3, X4)

−R(X1, (X ∧ Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, (X ∧ Y )X3, X4)

−R(X1, X2, X3, (X ∧ Y )X4)

On a le résultat classique suivant.
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Proposition 2.8.1. (Eisenhart) Une variété Riemannienne M est à courbure
constante si et seulement si Q(g,R) = 0.

L’interprétation géométrique de Q(g,R) (voir [23]) se déduit de celle de (~x∧
~y)~z. Soit {~x, ~y, ~e3, · · · , ~en} une base orthonormé de TpM et considérons les deux
vecteurs orthonormales ~v, ~w ∈ TpM . Soit les deux vecteurs ~̃v et ~̃w obtenus après
une rotation infinitésimale ∆ϕ de la projection, sur π = ~v ∧ ~w, des vecteurs ~v
et ~w respectivement.

On a (d’après (2.4.1))

~̃v = ~v − ((~x ∧ ~y)~v)∆ϕ+O>2(∆ϕ)

~̃w = ~w − ((~x ∧ ~y)~w)∆ϕ+O>2(∆ϕ)

En comparons la courbure sectionnelle des plans π = ~v ∧ ~w et π̃ = ~̃v ∧ ~̃w, on
obtient

k(p, π̃) = k(p, π) +Q(g,R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y)∆ϕ+O>2(∆ϕ) (2.8.1)

D’une part, la composante Q(g,R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y) mesure le changement de la
courbure sectionnelle k(p, π), en premier ordre d’approximation, après une rota-
tion infinitésimale en p de la projection sur le plan π = ~x∧~y (voir [23]). D’autre
part (R.R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y) mesure le changement de la courbure sectionnelle
k(p, π) après le transport parallèle du plan π dans un voisinage infinitésimal de
p ; donc on peut considérer Q(g,R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y) comme un normalisateur de
(R.R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y).

Définition 2.8.1. [23] Soit M une variété Riemannienne de dimension n >
3 qui n’est pas à courbure constante et notons UR l’ensemble de points où le
tenseur de Tachibana Q(g,R) est non nul c’est-à-dire UR = {x ∈M |Q(g,R) 6=
0}. Alors en p ∈ UR, un plan π = ~v∧ ~w ⊂ TpM est dit en courbure-dépendance
("curvature-dependent") avec le plan π̄ = ~x ∧ ~y si Q(g,R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y) 6= 0.
Cette définition est indépendante du choix de la base de π et de π̄.

Définition 2.8.2. [23] Pour p ∈ UR, soient les deux plans π = ~v ∧ ~w et π̄ =
~x∧~y, tangent à M en p, en courbure-dépendance. Alors la courbure sectionnelle
de Deszcz L(p, π, π̄) du plan π respectivement à π̄ est définie par

L(p, π, π̄) =
(R.R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y)

Q(g,R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y)

Cette définition est aussi indépendante du choix de la base de π et de π̄.
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L’interprétation géométrique de la courbure sectionnelle de Deszcz peut se
faire en utilisant le carré de Levi-Civita([23]). Considérons, en p ∈ M , les deux
plans tangent π = ~v∧ ~w et π̄ = ~x∧~y. Soit ~v∗ (resp. ~w∗) le transport parallèle de ~v
(resp. ~w) le long d’un parallélogramme infinitésimal de sommet p tangent à ~x et
~y avec les longueurs des cotés issus de p, ∆x et ∆y respectivement. Construisons
les carrées de Levi-Civita en p pour les vecteurs ~v, ~w et ~v∗, ~w∗ respectivement,
avec la longueur des trois cotés ε. En général, les longueurs des quatrième cotés
ε′ et ε∗ ′ sont différent. En remplaçons k(p, π) et k(p, π∗), dans (2.7.1), par leur
expressions en termes de carré de Levi-Civita on obtient

(R.R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y) ≈ (ε′)2 − (ε∗ ′)2

ε4

1

∆x∆y

Soient les vecteurs ~̃v et ~̃w obtenus après une rotation infinitésimale ∆ϕ de la
projection, sur le plan π̄ = ~x ∧ ~y, des vecteurs ~v et ~w respectivement. Notons
π̃ = ~̃v ∧ ~̃w le plan engendré par ~̃v et ~̃w. Construisons le carré de Levi-Civita
en p pour les vecteurs ~̃v et ~̃w avec la longueur des trois cotés ε et la longueur
du quatrième coté ε̃ ′. En remplaçons k(p, π) et k(p, π̃), dans (2.8.1), par leur
expressions en termes de carré de Levi-Civita on obtient

Q(g,R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y) ≈ (ε′)2 − ( ε̃ ′)2

ε4

1

∆ϕ

En calibrons le changement de la courbure sectionnelle après le transport
parallèle, le long du parallélogramme infinitésimal P de paramètres ∆x et ∆y,
avec le changement de la courbure sectionnelle après une rotation infinitésimale,
d’angle ∆ϕ, par ∆ϕ = ∆x∆y. On obtient une approximation en termes du
carré de Levi-Civita, de longueur ε (des trois cotés), de la courbure sectionnelle
de Deszcz.

Théorème 2.8.1. [23] Soit M une variété Riemannienne, p ∈ UR et le plan
π ⊂ TpM en courbure-dépendance avec le plan π̄ ⊂ TpM . Sous la condition de
calibration de transport parallèle infinitésimal avec la rotation infinitésimale, la
courbure sectionnelle de Deszcz L(p, π, π̄) peut être exprimer en termes de la
longueur du quatrième coté du carré de levi-Civita comme suit :

L(p, π, π̄) ≈ (ε′)2 − (ε∗ ′)2

(ε′)2 − ( ε̃ ′)2

En similitude avec la relation entre le tenseur de courbure de Riemann et
la courbure sectionnelle. Il y a la propriété suivante entre le tenseur R.R et la
courbure sectionnelle de Deszcz.
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Théorème 2.8.2. [23] En tout point p ∈ UR, le tenseur R.R de la variété
Riemannienne M est déterminé par la courbure sectionnelle de Deszcz de tout
les plans en courbure-dépendance π, π̄ ∈ TpM .

Démonstration. Supposons qu’il existe un tenseur, de type (0, 6), W avec les
même propriété algébrique que R.R (proposition 2.7.1) et que pour tout deux
plans tangent en p, en courbure-dépendance, π = ~u ∧ ~v et π̄ = ~x ∧ ~y on a

(R.R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y)

Q(g,R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y)
=

W (~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y)

Q(g,R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y)

Il suffit de prouver que

∀ ~x1, ~x2, ~x3, ~x4, ~x5, ~x6 ∈ TpM, (R.R)( ~x1, ~x2, ~x3, ~x4; ~x5, ~x6) = W ( ~x1, ~x2, ~x3, ~x4; ~x5, ~x6)

Soit S le tenseur, de type (0, 6), défini par S = R.R −W . Il est claire que S a
les même propriétés algébriques que R.R et W . De plus, pour tout deux plans
tangent en p, en courbure-dépendance, π = ~u ∧ ~v et π̄ = ~x ∧ ~y,

S(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) = 0 (2.8.2)

Quand le plan les deux plans π = ~u ∧ ~v et π̄ = ~x ∧ ~y ne sont pas en courbure-
dépendance Q(g,R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) = 0. Comme Q(g,R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) est un
polynôme des composantes de ~u, ~v, ~x et ~y, l’ensemble des zéros ne contient pas
un ouvert (sinonQ(g,R)p = 0 ce qui contredit p ∈ UR). par conséquence on peut
choisir quatre suite (~un), (~vn), (~xn) et (~yn) avec ~un −→ ~u, ~vn −→ ~v, ~xn −→ ~x

et ~yn −→ ~y tels que πn = ~un ∧ ~vn et π̄n = ~xn ∧ ~yn sont en courbure-dépendance
pour tout n ∈ N. On a, d’après (2.8.2), S( ~un, ~vn, ~un, ~vn; ~xn, ~yn) = 0 pour tout
n ∈ N, et par passage à la limite on aura S(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) = 0. D’ou (2.8.2)
sera vérifiée pour tout ~u,~v, ~x, ~y ∈ TpM .

D’après (2.8.2) on a pour tout ~x1, ~x2, ~x3, ~x4, ~x5, ~x6 ∈ TpM

S( ~x1 + ~x3, ~x2, ~x1 + ~x3, ~x2; ~x5, ~x6) = 0 (2.8.3)

En utilisons (2.8.2) et les propriétés algébrique de S, on obtient

S( ~x1, ~x2, ~x3, ~x2; ~x5, ~x6) = 0 (2.8.4)

De (2.8.4) et puisque ~x1, ~x2, ~x3, ~x4, ~x5 et ~x6 sont arbitraires on aura

S( ~x1, ~x2 + ~x4, ~x3, ~x2 + ~x4; ~x5, ~x6) = 0 (2.8.5)
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de (2.8.4) et (2.8.5) et de la linéarité de S on obtient

S( ~x1, ~x2, ~x3, ~x4; ~x5, ~x6) + S( ~x1, ~x4, ~x3, ~x2; ~x5, ~x6) = 0 (2.8.6)

et par conséquence (en utilisant les propriétés algébriques de S)

(2.8.6)⇔ S( ~x1, ~x2, ~x3, ~x4; ~x5, ~x6) = −S( ~x1, ~x4, ~x3, ~x2; ~x5, ~x6)

= S( ~x1, ~x4, ~x2, ~x3; ~x5, ~x6)

= −S( ~x1, ~x3, ~x2, ~x4; ~x5, ~x6)

= S( ~x1, ~x4, ~x4, ~x2; ~x5, ~x6)

puisque ~x1, ~x2, ~x3, ~x4, ~x5 et ~x6 sont arbitraires on aura

S( ~x1, ~x2, ~x3, ~x4; ~x5, ~x6) = S( ~x1, ~x3, ~x4, ~x2; ~x5, ~x6) (2.8.7)
= S( ~x1, ~x4, ~x2, ~x3; ~x5, ~x6) (2.8.8)

en appliquons la propriété 2) de la proposition 2.7.1 à S et de (2.8.7), (2.8.8) on
obtient

S( ~x1, ~x2, ~x3, ~x4; ~x5, ~x6) = 0

puisque ~x1, ~x2, ~x3, ~x4, ~x5 et ~x6 sont arbitraires alors S = 0 donc W = R.R sur
UR.

Corollaire 2.8.1. [23] Les variétés semi-symétriques sont caractérisées par la
nullité de la courbure sectionnelle de Deszcz.

2.9 Les variétés pseudo symétriques

Définition 2.9.1. Une variété Riemannienne M , de dimension n > 3, est dite
pseudo symétrique, au sens de Deszcz, en un point p ∈ UR s’il existe un scalaire
LR tel que, en p, R.R = LRQ(g,R).

Une variété Riemannienne M , de dimension n > 3, est dite pseudo sy-
métrique, au sens de Deszcz, si elle est pseudo symétrique en tout ses points,
c’est-à-dire s’il existe une fonction LR : M −→ R tel que R.R = LRQ(g,R).

Théorème 2.9.1. [23] Une variété Riemannienne M de dimension n > 3 est
pseudo symétrique, au sens de Deszcz, si et seulement si en tout point p ∈ UR
les courbures sectionnelles de Deszcz sont les même ; c’est-à-dire pour tout les
plans tangent, en p, π et π̄ en courbure-dépendance L(p, π, π̄) = LR(p) pour
une certain fonction LR : UR −→ R.
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Démonstration. Si M est pseudo symétrique (R.R = LRQ(g,R)) l’implication
est évidente.

Supposons que L(p, π, π̄) = LR(p) pour tout les plans, en p, π et π̄ en
courbure-dépendance. Si π = ~u ∧ ~v et π̄ = ~x ∧ ~y alors

(R.R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) = LR(p)Q(g,R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y)

Le tenseur T = R.R−LR(p)Q(g,R) à les même propriétés algébrique que celle
de R.R. Pour deux plans ~u ∧ ~v et π̄ = ~x ∧ ~y en courbure-dépendance on a

T (~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) = 0

Si les deux plans ~u ∧ ~v et π̄ = ~x ∧ ~y ne sont pas en courbure-dépendance un
argument similaire à celle utilisé pour la preuve du théorème 2.8.2 nous donne

T (~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) = 0

d’où pour tout ~u,~v, ~x, ~y ∈ TpM

T (~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) = 0

en continuons le même raisonnement comme pour la preuve du théorème 2.8.2
on obtient

T ( ~x1, ~x2, ~x3, ~x4; ~x5, ~x6) = 0 pour tout ~x1, ~x2, ~x3, ~x4, ~x5, ~x6 ∈ TpM

Ce qui achève la démonstration.

Remarque 2.9.1. Il est claire que tout variété semi-symétrique est pseudo
symétrique. L’inverse n’est pas vrai, par exemple le groupe de Heisenberg avec
une métrique invariante à gauche est pseudo symétrique et non semi-symétrique
([3] page 370).

Théorème 2.9.2. [14] Soit (M, g) une variété Riemannienne avec le tenseur
de courbure de Weyl nul. Alors (M, g) est pseudo symétrique si et seulement si
pour tout x ∈M l’opérateur de Ricci, en x, S̃x a au plus deux valeurs propres.

L’étude de la pseudo symétrie de variété avec tenseur de Weyl nul (en parti-
culier les variétés dimension 3) peut se réduire à l’étude spectrale de l’opérateur
de Ricci.
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2.10 Ricci pseudo symétrie et Weyl pseudo symétrie

Définition 2.10.1. Soit T un tenseur de type (0, r) sur M . les deux tenseur
R.T et Q(g, T ), de type (0, r + 2), sont définis par

(R · T )(X1, X2, . . . , Xk;X, Y ) = (R(X, Y ) · T )(X1, X2, . . . , Xk)

= −T (R(X, Y )X1, X2, . . . , Xk)− · · ·
− T (X1, X2, . . . , R(X, Y )Xk)

Q(g, T )(X1, X2, . . . , Xk;X, Y ) = ((X ∧g Y ) · T ) (X1, X2, . . . , Xk)

= −T ((X ∧g Y )X1, X2, . . . , Xk)− · · ·
− T (X1, X2, . . . , (X ∧g Y )Xk))

Définition 2.10.2. Une variété RiemannienneM est dite Ricci semi-symétrique
si R.S = 0. Elle est dite Weyl semi-symétrique si R.C = 0.

Définition 2.10.3. Une variété Riemannienne M est dite Ricci pseudo symé-
trique s’il existe une fonction LS sur US = {x ∈ M | S − τ

ng 6= 0 en x} telle
que R · S = LSQ(g, S) sur US. Elle est dite Weyl pseudo symétrique s’il existe
une fonction LC sur UC = {x ∈M |C 6= 0 en x} telle que R ·C = LCQ(g, C)
UC.

Remarques 2.10.1.
– On a US ⊂ UR. De plus tout variété pseudo symétrique est Ricci pseudo
symétrique. Mais l’inverse n’est pas, en général, vrai. Par exemple ([2] page
40) tout produit tordu M1 ×F M2 d’une variété de dimension un (M1, ḡ)
et une variété d’Einstein non pseudo symétrique (M2, g̃), de dimension
n > 3, est une variété non pseudo symétrique et Ricci pseudo symétrique.
Pour plus d’exemples voir [18].

– Il est claire que tout variété Weyl semi-symétrique est Weyl pseudo symé-
trique. L’inverse n’est pas vrai([2] page 41, [20], [18]).

– Tout variété pseudo symétrique est Weyl pseudo symétrique.
– Tout variété, de dimension n > 5, non conformément plate et Weyl pseudo
symétrique est pseudo symétrique ([28] page 49,[20]). Il existe des variétés
de dimension 4 non conformément plate et Weyl pseudo symétriques qui
ne sont pas pseudo symétriques ([28] page 49, [17]).

– Tout variété, de dimension n > 4, conformément plate est Weyl pseudo sy-
métrique. Il existe des variétés conformément plates qui ne sont pas pseudo
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symétrique ([2] page 41,[14]).
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Chapitre 3

Les variétés Kähleriennes

Ce chapitre est consacré aux variétés Kähleriennes (définitions et propriétés)
et à la notions de la pseudo symétrie holomorphe de Z. Olszak. Les références
principales de ce chapitre sont : [29], [31], [40], [41] et [54].

3.1 Structure complexe sur un espace vectoriel

Soit V un espace vectoriel réel de dimension n et i le nombre complexe
i2 = −1.

V C = {X + iY | X, Y ∈ V }
est un espace vectoriel complexe appelé complexifié de V avec

(a+ ib).(X + iY ) = (aX − bY ) + i(bX + aY )

(X + iY ) + (X ′ + iY ′) = (X +X ′) + i(Y + Y ′)

pour tout X,X ′, Y, Y ′ ∈ V et a, b ∈ R.
Le conjugué de Z = X+ iY , noté Z̄, est défini par Z̄ = X− iY . Le conjugué

est un endomorphisme linéaire réel de V C vérifiant λZ = λ̄ Z̄ ∀λ ∈ C, ∀Z ∈
V C .

Si {e1, · · · , en} est une base de l’espace vectoriel réel V alors {e1, · · · , en} est
une base de l’espace vectoriel complexe V C .

Définition 3.1.1. Une structure complexe J sur un espace vectoriel réel V est
un endomorphisme linéaire sur V vérifiant J2 = −IdV où idV est l’application
identité de V .

Pour tout espace vectoriel V avec une structure complexe J on peut définir
le produit par un nombre complexe comme suit

(a+ i b).X = aX + bJX pour tout a, b ∈ R et X ∈ V
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Tout espace vectoriel V avec une structure complexe J est un espace vectoriel
réel de dimension paire. On fait, puisque J2 = −IdV alors (−1)dimV = det(−IdV ) =

det(J2) = (det(J))2 > 0 donc dimV est paire.

Exemple 3.1.1. Sur R2n on a la structure complexe J : R2n → R2n définie par

J(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) = (y1, · · · , yn,−x1, · · · ,−xn)

Soit V un espace vectoriel réel avec une structure complexe J on peut pro-
longer J sur V C , noté aussi J , par

J(X + iY ) = JX + iJY

On a, évidement, sur V C J2 = −IdV C

Pour un espace vectoriel réel de dimension 2n avec une structure complexe
J . Il existe n éléments X1, · · · , Xn de V tels que {X1, · · · , Xn, JX1, · · · , JXn}
forme une base de V .

Posons

Zk =
1

2
(Xk − iJXk)

Z̄k =
1

2
(Xk + iJXk)

Alors {Z1, . . . , Zn, Z̄1, · · · , Z̄n} forme une base de V C et on a JZk = iZk, JZ̄k =
−iZ̄k

les deux espaces V 1,0 et V 0,1 de V C sont définis par

V 1,0 = {Z ∈ V C | JZ = iZ}

V 0,1 = {Z ∈ V C | JZ = −iZ}
On a V C = V 1,0 ⊕ V 0,1 et V 1,0 = V 0,1

Pour tout Z ∈ V C

Z =
1

2
(Z − iJZ) +

1

2
(Z + iJZ)

alors
V 1,0 = {X − iJX| X ∈ V }
V 0,1 = {X + iJX| X ∈ V }
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Notons V ∗ le dual de l’espace vectoriel réel V , on peut considérer le complexi-
fié V ∗C de V ∗. on peut aussi identifier V ∗C avec le dual V C ∗ du complexifié
V C de V .

Une structure complexe J sur V induit une structure complexe, noté aussi
J , sur V ∗ définie par

JX∗(X) = X∗(JX) ∀X ∈ V ∀X∗ ∈ V ∗

On peut décomposer V ∗C comme suit

V ∗C = V1,0 ⊕ V0,1

avec
V1,0 = {X∗ ∈ V ∗C | X∗(X) = 0 ∀X ∈ V 0,1}
V0,1 = {X∗ ∈ V ∗C | X∗(X) = 0 ∀X ∈ V 1,0}

3.2 Variété presque complexe

Définition 3.2.1. SoitM une variété différentielle réelle. Une structure presque
complexe J sur M est un endomorphisme linéaire sur TxM pour tout x ∈ M
vérifiant J2 = −Id. Une variété avec une structure presque complexe est dite
variété presque complexe.

Tout variété presque complexe M est de dimension paire.
Pour chaque variété complexe M il y a une façon natural de définir une

structure presque complexe sur M . On fait pour un système de coordonnées
locales complexes (z1, · · · , zn) au voisinage U de p, avec zk = xk + iyk, k =
1, · · · , n, on définie l’endomorphisme J par

J(
∂

∂xk
) =

∂

∂yk
, J(

∂

∂yk
) = − ∂

∂xk
(3.2.1)

Soit TCp M le complexifié de TpM . On peut prolonger J sur TCp M par

J(
∂

∂zk
) = i

∂

∂zk
, J(

∂

∂z̄k
) = −i ∂

∂z̄k
(3.2.2)

avec
∂

∂zk
=

1

2
(
∂

∂xk
− i ∂

∂yk
) ,

∂

∂z̄k
=

1

2
(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk
) (3.2.3)
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J ne dépend pas du choix de système de coordonnées c’est-à-dire si (w1, · · · , wn)
est système de coordonnées complexe sur U (un voisinage de p) avec

wk = uk + ivk , k = 1, · · · , n
∂

∂wk
=

1

2
(
∂

∂uk
− i ∂

∂vk
) ,

∂

∂w̄k
=

1

2
(
∂

∂uk
+ i

∂

∂vk
)

alors
J(

∂

∂wk
) = i

∂

∂wk
, J(

∂

∂w̄k
) = −i ∂

∂w̄k

Il est claire que J2 = −Id.

Définition 3.2.2. Soient M et M ′ deux variétés presque complexes avec les
deux structures presque complexes J et J ′ respectivement. Une application f :
M →M ′ est dite presque complexe si J ′ ◦Df = Df ◦ J autrement dit

∀p ∈M, ∀V ∈ TpM , J ′(Dpf(V )) = Dpf(J(V ))

Proposition 3.2.1. [54] Soient M et M ′ deux variétés complexes. une appli-
cation f : M → M ′ est holomorphe si et seulement si f est presque complexe
respectivement au deux structures complexes de M et M ′.

Soit M une variété presque complexe avec une structure presque complexe
J . TCx M est appelé l’espace tangent complexe de M en x. un élément de TCx M
est appelé vecteur tangent complexe. on a

TCx = T 1,0
x M ⊕ T 1,0

x M

avec T 1,0
x M et T 1,0

x M sont les espaces propres de J par rapport aux deux valeurs
propres i et −i respectivement.

Un vecteur tangent complexe est dit de type (1, 0) (resp. (0, 1)) s’il appartient
à T 0,1

x M (resp. T 1,0
x M).

Un vecteur tangent complexe Z est de type (1, 0) (resp. (0, 1)) si et seulement
si Z = X − iJX (resp. Z = X + iJX) pour un certain X ∈ TxM .

SoitM une variété complexe de dimension réel 2n avec la structure complexe
naturel J . Soit (z1, · · · , zn) un système de coordonnées complexes. De (3.2.2)
on peut voir que { ∂

∂z1 , · · · , ∂
∂zn} est une base de T 1,0

x M et { ∂
∂z̄1 , · · · , ∂

∂z̄n} est
une base de T 0,1

x M . Par conséquence { ∂
∂z1 , · · · , ∂

∂zn ,
∂
∂z̄1 , · · · , ∂

∂z̄n} est une base
de TCx M .
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Notons T ∗x
CM le complexifié de T ∗xM (le dual de TxM). Posons zj = xj+iyj,

k = 1, · · · , n et
dzj = dxj + idyj , dz̄j = dxj − idyj (3.2.4)

{dz1, · · · , dzn, dz̄1, · · · , dz̄n} forme une base de T ∗x
CM . De plus

dzj(
∂

∂zk
) = dz̄j(

∂

∂z̄k
) = δjk

dzj(
∂

∂z̄k
) = dz̄j(

∂

∂zk
) = 0

Soit Dr(M) l’espace des r-formes sur la variété M . Le complexifié Cr(M) de
Dr(M) est l’espace de tout les ω = ω1 + iω2 où ω1, ω2 ∈ Dr(M). On appelle
ω ∈ Cr(M) r-forme complexe sur M . Si ω est une r-forme complexe alors
ωx est un élément de Λr T ∗x

CM pour chaque x ∈ M . Λr T ∗x
CM est l’ensemble

des application multilinéaires alternées de TCx M × · · · × TCx M vers C. D’un
façons analogue on peut définir l’espace des tenseurs complexes sur M comme
le complexifié de l’espace des tenseurs réels sur M .

Soit V un espace vectoriel réel de dimension n, on a vu que

V ∗C = V1,0 ⊕ V1,0

Les algèbres extérieures ΛV1,0 et ΛV0,1 on peut les considérer comme sous-
algèbre de Λ V ∗C . Soit Λp,q V ∗C le sous espace vectoriel de λ V ∗C engendré par
α ∧ β où α ∈ ΛpV1,0 et β ∈ ΛqV0,1. Alors on la décomposition suivante

Λ V ∗C =
n∑
r=0

Λr V ∗C avec Λr V ∗C =
∑
p+q=r

Λp,q V ∗C

En appliquons cette décomposition pour T ∗x
CM on obtient

C(M) =
n∑
r=0

Cr(M) =
n∑

p,q=0

Cp,q(M) , Cr(M) =
∑
p,q=r

Cp,q(M)

où C(M) est l’espace de formes complexes sur M . Un élément de Cp,q(M) est
dit forme complexe de degré (p, q). Une 1-forme complexe ω est de degré (1, 0)
(resp. (0, 1)) si et seulement si ω(Z) = 0 pour tout z de type (0, 1) (resp. (1, 0)).

Soit {ω1, · · · , ωn} une base locale de C1,0(M) alors son conjugué {ω̄1, · · · , ω̄n}
est une base locale de C0,1(M). Par conséquence l’ensemble des ωj1 ∧ · · · ∧ωjp ∧
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ω̄k1 ∧ · · · ∧ ω̄kq avec 1 6 j1 < · · · < jp 6 n et 1 6 k1 < · · · < kq 6 n est une
base de Cp,q(M)

On a

dC0,0(M) ⊂C1,0(M) + C0,1(M)

dC1,0(M) ⊂C2,0(M) + C1,1(M) + C0,2(M)

dC0,1(M) ⊂C2,0(M) + C1,1(M) + C0,2(M)

De ces inclusion on obtient

dCp,q(M) ⊂ Cp+2,q−1(M) + CP+1,q(M) + Cp,q+1(M) + Cp−1,q+2(M) (3.2.5)

Définition 3.2.3. le tenseur de torsion (de Nijenhuis) N , de type (1, 2), d’une
structure presque complexe J est définie par

N(X, Y ) = [JX, JY ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]− [X, Y ] (3.2.6)

Théorème 3.2.1 (de Luis Nirenberg). [38, 54] Pour une variété presque com-
plexe les propriétés suivantes sont équivalentes
1. Si Z et W sont deux champs de vecteurs complexes de type (1, 0) alors

[Z,W ] est de même.
2. Si Z et W sont deux champs de vecteurs complexes de type (0, 1) alors

[Z,W ] est aussi de type (0, 1).
3. dC1,0(M) ⊂ C2,0(M) + C1,1(M) , dC0,1(M) ⊂ C1,1(M) + C0,2(M)

4. dCp,q(M) ⊂ Cp+1,q(M) + Cp,q+1(M) pour p, q = 0, · · · , n
5. La structure presque complexe J est sans torsion

Remarque 3.2.1. Si la propriété 1) du théorème 3.2.1 est vérifiée on dit que
la structure presque complexe J est intégrable. Il est claire (Du théorème 3.2.1)
qu’une structure presque complexe est intégrable si et seulement si elle sans
torsion (i.e N = 0).

Définition 3.2.4. Une structure presque complexe J sur une variété M est dite
structure complexe si M est une variété complexe avec J la structure presque
complexe naturelle de M .

Théorème 3.2.2. [54] Soit M une variété presque complexe avec la structure
presque complexe J . Alors J est une structure complexe sur M si et seulement
J est sans torsion.

36



Définition 3.2.5. Soit J une structure complexe surM . On définie ∂ : Cp,q(M)→
Cp+1,q(M) et ∂̄ : Cp,q(M)→ Cp,q+1(M) par

dω = ∂ω + ∂̄ω pour ω ∈ Cp,q(M)

puisque d2 = 0 on obtient ∂2 = 0, ∂̄2 = 0 et ∂ ◦ ∂̄ + ∂̄ ◦ ∂ = 0.

Définition 3.2.6. SoitM une variété presque complexe avec la structure presque
complexe J . Un champ de vecteurs X est dit automorphisme infinitésimal si
LXJ = 0.

Proposition 3.2.2. [54] Un champ de vecteur X sur une variété presque com-
plexe M est un automorphisme infinitésimal si et seulement si [X, JY ] =
J [X, Y ] pour tout champ de vecteur Y sur M .

Démonstration. On a

(LXJ)Y = LX(JY )− J(LXY ) = [X, JY ]− J [X, Y ]

Alors LXJ = 0 si est seulement si [X, JY ] = J [X, Y ] pour tout champ de
vecteur Y .

Proposition 3.2.3. [54] Soit X un automorphisme infinitésimal pour la struc-
ture presque complexe J sur M. Alors JX est aussi un automorphisme infi-
nitésimal si et seulement si N(X, Y ) = 0 pour tout champ de vecteur Y sur
M .

Démonstration. De la proposition 3.2.2 on a

N(X, Y ) = [JX, JY ]− J [JX, Y ]

pour tout champ de vecteurs Y . par conséquence (en appliquons la la propo-
sition 3.2.2 à JX) JX est un automorphisme infinitésimal si et seulement si
N(X, Y ) = 0 pour tout champ de vecteur Y sur M .

Théorème 3.2.3. [54] Soit φt le groupe à un paramètre associé au champ de
vecteurs X sur une variété complexe M . Alors X est un automorphisme infini-
tésimal si et seulement si φt est un isomorphisme holomorphe pour tout t ∈ R.

Définition 3.2.7. Soit J une structure complexe sur M . Une forme ω de degré
(p, 0) est dite holomorphe si ∂̄ω = 0
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Proposition 3.2.4. [54] Une forme ω est holomorphe si et seulement si ses
coefficients sont holomorphes

Démonstration. Dans un système de coordonnées (z1, · · · , zn), ω peut être ex-
primer comme suit

ω =
∑

fj1···jp dz
j1 ∧ · · · ∧ dzjp

alors ∂̄ω = 0 si et seulement si ∂̄fj1···jp = 0.
Comme

df =
∑ ∂f

∂zj
dzj +

∑ ∂f

∂z̄j
dz̄j

avec
∂f =

∑ ∂f

∂zj
dzj et ∂̄f =

∑ ∂f

∂z̄j
dzj

alors ω est holomorphe si et seulement si ses coefficients sont holomorphes.

Définition 3.2.8. Un champ de vecteurs Z de type (1, 0) sur une variété com-
plexeM est dit holomorphe si Zf est holomorphe pour tout fonction holomorphe
localement définie. autrement dit Z =

∑
hj( ∂

∂zj ) est holomorphe si et seulement
si pour tout 1 6 j 6 n, hj est holomorphe.

Proposition 3.2.5. [54] SoitM une variété complexe avec une structure presque
complexe J . Si X est un automorphisme infinitésimal de J surM alors X−iJX
est un champ de vecteurs holomorphe.

3.3 Variétés Hermitiennes

Définition 3.3.1. SoitM une variété presque complexe avec la structure presque
complexe J . Une métrique Hermitienne sur M est une métrique Riemannienne
g sur M telle que g(JX, JY ) = g(X, Y ) pour tout les champs de vecteurs X, Y
sur M . Une variété presque complexe avec une métrique Hermitienne est dite
variété presque Hermitienne.

Proposition 3.3.1. [54] Chaque variété presque complexe paracompacte M ad-
mit une métrique Hermitienne.

Démonstration. PuisqueM est paracompacte alorsM admet une métrique Rie-
mannienne g. par conséquence on peut munir M de la métrique Hermitienne h
définie par

h(X, Y ) = g(X, Y ) + g(JX, JY )
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On peut prolonger tout métrique Hermitienne g d’une variété presque her-
mitienne M à un tenseur complexe symétrique, covariant de degré 2, noté aussi
g, par

g(X + iY,X ′ + iY ′) = [g(X,X ′)− g(Y, Y ′)] + i[g(X, Y ′) + g(X ′, Y )]

le tenseur g vérifié les propriétés suivantes :
1. g(Z̄, W̄ ) = g(Z,W ) pour tout les champs de vecteurs complexes Z et W .
2. g(Z, Z̄) > 0 pour tout champ de vecteur complexe non nul Z.
3. g(Z, W̄ ) = 0 pour tout champ de vecteurs Z de type (1, 0) et pour tout

champ de vecteurs W de type (0, 1).
Inversement, tout tenseur complexe symétrique qui satisfit ces trois propriétés
est un prolongement d’un métrique Hermitienne sur M .

Définition 3.3.2. Soit M une variété presque Hermitienne. La 2-forme fonda-
mentale Φ est définie par

Φ(X, Y ) = g(X, JY )

pour tout les champs de vecteurs X, Y surM où J et g sont la structure presque
complexe et la métrique Hermitienne de M respectivement.

Remarque 3.3.1.

– La 2-forme fondamentale Φ vérifiée φ(JX, JY ) = φ(X, Y ) , ∀X, Y ∈
X(M).

– Tout variété presque Hermitienne de dimension 2n est orientable. On fait,
g est définie positive et J est inversible en tout point de M , alors Φn =
Φ ∧ · · · ∧ Φ est non nulle.

Théorème 3.3.1. [54] Soit M une variété presque complexe avec la structure
presque complexe J . Alors M est une variété complexe si et seulement si M
admet une connexion linéaire ∇ sans torsion telle que ∇J = 0.

Théorème 3.3.2. [54] Soit M une variété presque Hermitienne avec la struc-
ture presque complexe J et la métrique Hermitienne g. Alors les trois conditions
suivantes sont équivalentes
1. ∇J = 0.
2. ∇Φ = 0.
3. J est sans torsion et Φ est fermée.
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3.4 Variétés Kähleriennes

Définition 3.4.1. Une métrique hermitienne g dans une variété presque com-
plexeM est dite métrique Kählerienne si la 2-forme fondamentale Φ est fermée.

Une variété presque complexe M avec une métrique Kählerienne est dite
variété presque Kählerienne.

Une variété complexe avec une métrique Kählerienne est dite variété Kähle-
rienne.

Soit M une variété Kählerienne de dimension réelle 2n avec la structure
complexe J est la métrique Kählerienne g. notons R et S le tenseur de courbure
de Riemann et le tenseur de Ricci respectivement.

Proposition 3.4.1. [54] Pour une variété Kählerienne M on a les propriétés
suivantes

1. R(X, Y ) ◦ J = J ◦R(X, Y ) et R(JX, JY ) = R(X, Y )

2. S(JX, JY ) = S(X, Y ) et S(X, Y ) = 1
2( trace de JR(X, JY ))

Proposition 3.4.2. [54] Soit M une variété Kählerienne de dimensions réelle
2n. Si M est à courbure sectionnelle constante alors M est plate

Remarque 3.4.1. De la proposition 3.4.2 la notion de courbure sectionnelle
constante pour les variétés Kähleriennes n’a pas vraiment de sens puisque tout
variété Kählerienne de courbure sectionnelle constante est de courbure nulle.
Pour cela on a pour les variétés Kähleriennes la notion de courbure sectionnelle
holomorphe.

3.5 Courbure sectionnelle holomorphe

3.5.1 Propriétés algébriques de R sur une variété Kählerienne

Soit V un espace vectoriel réel de dimension 2n avec une structure presque
complexe J , on considère la forme quadrilinéaire B : V 4 → R tel que

(a) B(X, Y, Z,W ) = −B(Y,X,Z,W ) = −B(X, Y,W,Z)

(b) B(X, Y, Z,W ) = B(Z,W,X, Y )

(c) B(X, Y, Z,W ) +B(X,Z,W, Y ) +B(X,W, Y, Z) = 0

(d) B(JX, JY, Z,W ) = B(X, Y, JZ, JW ) = B(X, Y, Z,W ).
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Remarque 3.5.1. Le tenseur de courbure de Riemann R d’une variété Kähle-
rienne satisfait les conditions (a),(b),(c) et (d)

Proposition 3.5.1. [31] Soit B et T deux formes quadrilinéaires sur un es-
pace vectoriel V satisfaisant les conditions ci-dessus (i.e (a),(b),(c) et (d)), si
B(X, JX,X, JX) = T (X, JX,X, JX) pour tous X ∈ V ,alors, B = T

Soit g un produit Hermitien intérieur sur V . On pose

B0(X, Y, Z,W ) =
1

4

[
g(X,Z)g(Y,W )− g(X,W )g(Y, Z) + g(X, JZ)g(Y, JW )

− g(X, JW )g(Y, JZ) + 2g(X, JY )g(Z, JW )
]

Alors B0 satisfait les conditions (a),(b),(c) et (d). De plus

B0(X, Y,X, Y ) =
1

4

[
g(X,X)g(Y, Y )− (g(X, Y ))2 + 3(g(X, JY ))2

]
B0(X, JX,X, JX) = g(X,X)2

Soit π un plan dans V et {X, Y } une base orthonormée de π. on pose

k(p) = B(X, Y,X, Y )

k(π) ne dépend pas du choix de la base orthonormée mais elle dépend uni-
quement du plan π. Si le plan π est invariant par J (i.e Jπ = π) alors pour
tout vecteur unitaire X ∈ π, {X, JX} est une base orthonormé de π. De la
proposition 3.5.1 on obtient

Proposition 3.5.2. Soit B une forme quadrilinéaire qui satisfait les conditions
(a),(b),(c) et (d). Si k(π) = c pour tout plan π invariant par J alors, B = cB0

3.5.2 Courbure sectionnelle holomorphe

Définition 3.5.1. Soit (M, g, J) une variété Kählerienne et R le tenseur de
courbure Riemannienne
(*) Pour tout plan π de l’espace tangent TxM (x ∈M) la courbure sectionnelle

k(x, π) est donnée par : k(x, π) = g(R(X, Y )Y,X) avec {X, Y } une base
orthonormée de π dans TxM .

(**) Si π est invariant par J (i.e Jπ = π), la courbure sectionnelle k(x, π)
est dite holomorphe et par conséquence : k(x, π) = R(X, JX,X, JX) =
g(R(X, JX)JX,X) pour tout vecteur unitaire X ∈ π.
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Remarques 3.5.1.

– La courbure sectionnelle holomorphe ne dépend pas du choix de la base.
– Si k(x, π) est constante pour tout plan π invariant par J dans TxM pour
tous x ∈ M , on dit que la variété Kählerienne M est à courbure section-
nelle holomorphe constante.

Théorème 3.5.1. [54] Soit (M, g, J) une variété Kählerienne de dimension
2n.Si n > 1 et k(x, π) = c(x) pour tout plan π invariant par J dans TxM
alors,M est à courbure sectionnelle holomorphe constante.

Théorème 3.5.2. [54] Une variété Kählerienne M à courbure sectionnelle ho-
lomorphe constante c
si et seulement si,

R(X, Y )Z = −c
4

[
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(JY, Z)JX − g(JX,Z)JY + 2g(X, JY )JZ

]
= −c

4

[
(X ∧g Y )Z + (JX ∧g JY )Z + 2g(X, JY )JZ

]
avec X ∧g Y = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

Preuve .
D’aprés les propositions (3.5.1) et (3.5.2), on a

R(X, Y, Z,W ) = cR0(X, Y, Z,W )
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autrement dit

g
(
R(X, Y )Z,W

)
=

c

4

[
g(X,Z)g(Y,W )− g(X,W )g(Y, Z) + g(X, JZ)g(Y, JW )

− g(X, JW )g(Y, JZ) + 2g(X, JY )g(Z, JW )
]

=
c

4

[
g
(
g(X,Z)Y,W

)
− g
(
g(Y, Z)X,W

)
+ g
(
g(X, JZ)Y, JW

)
− g

(
g(Y, JZ)X, JW

)
+ 2g

(
g(X, JY )Z, JW

)]
=

c

4

[
g
(
g(X,Z)Y,W

)
− g
(
g(Y, Z)X,W

)
− g
(
g(X, JZ)JY,W

)
+ g

(
g(Y, JZ)JX,W

)
− 2g

(
g(X, JY )JZ,W

)]
=

c

4

[
g
(
g(X,Z)Y − g(Y, Z)X − g(X, JZ)JY + g(Y, JZ)JX

− 2g(X, JY )JZ,W
)]

= g
(c

4

(
g(X,Z)Y − g(Y, Z)X − g(X, JZ)JY + g(Y, JZ)JX

− 2g(X, JY )JZ
)
,W
)
.

Pour tout W ∈ X(M). Par conséquence

R(X, Y )Z =
c

4

[
g(X,Z)Y − g(Y, Z)X − g(X, JZ)JY + g(Y, JZ)JX − 2g(X, JY )JZ

]
= −c

4

[
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(JY, Z)JX − g(JX,Z)JY + 2g(X, JY )JZ

]

3.6 La pseudo symétrie holomorphe

La pseudo symétrie holomorphe a été définie par Olszak [39] et étudiée par
Deszcz [18], Hotloś [25] et Jelonek [29].

Définition 3.6.1. Une variété Kählerienne (M, g, J) est dite pseudo symétrique
holomorphe si il existe une fonction f sur M telle que

R.R(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = f Q̃(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) (3.6.1)

avec Q̃(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = ((X ∧J Y ).R)(X1, X2, X3, X4)
et X ∧J Y = X ∧g Y + JX ∧g JY + 2g(X, JY )J
La fonction f est appelée fonction de structure. Si f est constante la variété
pseudo symétrique holomorphe M est dite de type constant.
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It est facile de voir (en utilisant la proposition 3.4.1) que pour une variété
Kählerienne J.R = 0 alors

(X ∧J Y ).R = ((X ∧g X) + (JX ∧g JY )).R

Par conséquence (3.6.1) devient

R(X, Y ).R = f .(((X ∧g X) + (JX ∧g JY )).R) (3.6.2)

Proposition 3.6.1. Tout variété Kählerienne pseudo symétrique est pseudo
symétrique holomorphe.

Démonstration. Soit M une variété Kählerienne pseudo symétrique, alors il
existe une fonction f telle que

R(X, Y ).R = f (X ∧g Y ).R (3.6.3)

Montrons que

f (X ∧g Y ).R =
f

2
(X ∧g Y + JX ∧g JY ).R (3.6.4)

On fait

f (X ∧g Y ).R = R(X, Y ).R

=
1

2
R(X, Y ).R +

1

2
R(X, Y ).R

=
1

2
R(X, Y ).R +

1

2
R(JX, JY ).R

=
f

2
((X ∧g Y ).R) +

f

2
(JX ∧g JY ).R

=
f

2
(X ∧g Y + JX ∧g JY ).R

De (3.6.3) et (3.6.4) on obtient

R(X, Y ).R =
f

2
(X ∧g Y + JX ∧g JY ).R

Donc M une variété holomorphiquement pseudo symétrique avec la fonction de
structure f

2 .

Théorème 3.6.1. [13] Tout variété Kählerienne (M, g, J) pseudo symétrique,
de dimension n > 6, est semi-symétrique
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D’après le théorème précédent pour les variétés Kählerienne de dimension
supérieure ou égale à 6 la pseudo symétrie est équivalente à la semi-symétrie.
Pour la les variétés Kähleriennes de dimension 4 les deux notions ne sont pas
équivalentes.

Proposition 3.6.2. [40] Il existe une variété Kählerienne, de dimension 4,
pseudo symétrique qui n’est pas semi-symétrique.
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Chapitre 4

Les métriques Riemanniennes des
géométries de Thurston

Le but de cet chapitre est de construire pour chaque géométrie modèle de
Thurston (G,X) non symétrique de dimension 4, une métrique invariante par G,
et de montrer que cette métrique est hermitienne pour les géométries admettant
une structure complexe.

Certaines métriques des géométries de Thurston non symétriques de dimen-
sion 4 sont données, explicitement ou implicitement, dans [6], [36], [43], [51] et
[52]. On déterminera explicitement pour chaque géométrie modèle de Thurston
(G,X) de dimension 4, non symétrique, une métrique Riemannienne g telle que
le groupe d’isométries de g est G.

Après un rappel de la définition des géométries de Thurston (G,X) et leur
stabilisateurs. On détermine explicitement, dans la première section, les mé-
triques invariantes par G pour les géométries non symétriques. Wall a étudié
les structures complexes des géométries de Thurston de dimension 4 ([51], [52]).
Dans la dernière section on montre que ses métriques sont hermitiennes.

4.1 Les géométries de Thurston de dimension 3

Définition 4.1.1. Une géométrie modèle (G,X) est une variété X avec un
groupe de Lie G des difféomorphismes de X , tel que :

a) X est connexe et simplement connexe.
b) L’action de G sur X est transitive avec stabilisateur compact.
c) G est maximal dans le sens où il n’est pas contenu dans un groupe de
difféomorphisme de X avec stabilisateur compact.

d) Il existe au moins une variété compact modelée par (G,X).
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On dit qu’une variété M est modelée par (G,X) s’il existe un sous groupe
discret Γ deG tel queM ∼= Γ\(G/Gx). Les géométries de Thurston de dimension
trois sont classifiées par Thurston (voir [45], [49])

4.2 Les géométries de Thurston de dimension 4

La définition des géométries modèles de dimension 4 c’est la même que pour le
dimension 3 sauf que dans la condition d) de la définition 4.1.1 le mot "compact"
est remplacé par "volume fini".

R.Filipkiewicz a classifié les géométries de Thurston de dimension 4 (voir
[22]) et il a obtenu les géométries modèles suivantes :
1. les espaces produits : S2 × S2, S2 ×E2, S2 ×H2, E4, E2 ×H2, H2 ×H2,
S3 × E1, H3 × E1, S̃l2(R)× E1, Nil3 × E1.

2. Les espaces Riemanniens symétriques irréductibles : S4,H4, P 2(C),H2(C).
3. Nil4 , Sol4m,n , Sol40 , Sol41 et F 4 sont définie par :

Le groupe de Lie nilpotent Nil4 = R3 nU R (produit semidirect de R3 et R)

avec U(t) = exp(t L) et L =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


( la loi du groupe Nil4 est donnée par : (V, t) (V ′, t′) = (V +U(t)V ′, t+ t′) pour
V, V ′ ∈ R3 et t, t′ ∈ R)

Le groupe de Lie résoluble Sol4m,n = R3 nTm,n
R

avec Tm,n(t) = exp(t Cm,n) et Cm,n =

α 0 0
0 β 0
0 0 γ


( la loi du groupe Sol4m,n est donnée par : (V, t) (V ′, t′) = (V + Tm,n(t)V

′, t+ t′)
pour V, V ′ ∈ R3 et t, t′ ∈ R)
où α > β > γ sont des réels , α + β + γ = 0, et eα, eβ, eγ sont les racines
distincts de λ3−mλ2 +nλ−1 = 0 avec m,n des entiers positifs. Le cas de deux
racines égaux, c’est la géométrie Sol40.

Le groupe de Lie résoluble Sol41 est le groupe de matrices
1 b c

0 α a
0 0 1

 /α, a, b, c ∈ R α > 0


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Finalement on a F 4 qui est défini par G = R2nSl2(R) (le produit semidirect
est défini par l’action naturelle de Sl2(R) sur R2) et X = R2 ×H2

(H2 = {ω ∈ C | Im(ω) > 0} le plan hyperbolique).L’action de R2 n Sl2(R)
sur R2 ×H2 est définie par :

pour (x, y) ∈ R2, ω ∈ H2 et (V,A) ∈ R2 n Sl2(R) , V =

(
v1

v2

)
A =

(
a b
c d

)
(V,A) · (x, y, ω) =

(
v1 + ax+ by, v2 + cx+ dy,

aω + b

cω + d

)
Les stabilisateurs de ces géométries sont (Voir [36] page 1166 ou [51] page

270) :

Stabilisateur Géométrie Nature de la géométrie

SO4 S4, E4, H4 courbure constante

U2 P 2(C), H2(C)
SO2 × SO2 S2 × S2, S2 × E2, S2 ×H2, E2 ×H2, H2 ×H2 symétrique
SO3 S3 × E1, H3 × E1

SO2 S̃l2(R)× E1, Nil3 × E1, Sol40, F
4 non symétrique

{1} Nil4, Sol4m,n, Sol
4
1

Pour savoir plus sur les géométries de Thurston de dimension 4 voir [22], [36],
[51] et [52].

4.3 Métrique invariante par le groupe G dans les géomé-
tries modèles de Thurston (G,X) de dimension 4

On va déterminer une métrique invariante par le groupe de transformations
G pour les géométries modèles (G,X) suivantes : (Nil4, Nil4), (Solm,n, Solm,n),
(Sol41, Sol

4
1), F 4 = (R2 n Sl2(R),R2 ×H2), (Sol40 nδ SO2, Sol

4
0),

((Sl2(R)× R) n SO2, Sl2(R)× R) et ((Nil3 × R) n SO2, Nil
3 × R).

Soient (G,X) géométrie modèle et x0 un point de X. On prend un produit
scalaire B dans Tx0X vérifiant

B(Dx0l(U), Dx0l(V )) = B(U, V ) ∀ l ∈ Gx0 , ∀U , V ∈ Tx0X
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autrement dit
(Dx0l)

tB (Dx0l) = B ∀ l ∈ Gx0 (4.3.1)

On ne fait pas de différence entre l’application linéaire (respectivement la forme
bilinéaire) et sa matrice dans une base local de coordonnées.

En suite on détermine la métrique g, invariante par G, vérifiant

gx0 = B

c’est-à-dire

gx0(U, V ) = U tB V ∀U , V ∈ Tx0X
gh(x0)(Dx0h(U), Dx0h(V )) = gx0(U, V ) ∀h ∈ G , ∀U , V ∈ Tx0X

Pour déterminer cette métrique au point h(x0) on prend

gh(x0) =
[
(Dx0h)−1

]t
.B.(Dx0h)−1 (4.3.2)

Puisque l’action de G sur X est transitive on peut déterminer gp pour tout
point p de X, On fait chaque point p de X peut s’écrire p = h(x0) pour un
certain h ∈ G. De plus la condition (4.3.1) nous assure que la métrique au point
p = h(x0) est indépendante de h, elle ne dépend que de p.

Commençons par les géométries modèles avec stabilisateur réduit à un seul
élément à savoir (Nil4, Nil4), (Solm,n, Solm,n), (Sol41, Sol

4
1) .

4.3.1 Nil4 :

Nil4 = R3 nU R

avec U(t) = exp(t L) et L =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


on a

exp(t L) = I3 + t L+
t2

2
L2 =

1 t t2/2
0 1 t
0 0 1


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Le produit semidirect dans Nil4 est donné par :

Pour V =

xy
z

 ∈ R3 , V ′ =

x′y′
z′

 ∈ R3 et t, t′ ∈ R

(V, t) (V ′, t′) = (V + exp(t L)V ′, t+ t′)

= (

xy
z

+

1 t t2/2
0 1 t
0 0 1

x′y′
z′

 , t+ t′)

= (

x+ x′ + t y′ + (t2/2) z′

y + y′ + t z′

z + z′

 , t+ t′)

L’élément neutre de Nil4 e = (

0
0
0

 , 0)

On prend la paramétrisation

φ : R4 −→ Nil4

(x, y, z, t) −→ (

xy
z

 , t)

On veux déterminer la matrice d’une métrique g, invariante par G, dans la base
{∂x, ∂y, ∂z, ∂t}. Pour cela on prend x0 = e et B = I4 la condition (4.3.1) est
vérifiée puisque le stabilisateur est réduit à l’application identité.

Déterminons la métrique au point p = (

uv
w

 , s) ∈ Nil4 pour cela il suffit

d’appliquer (4.3.2) pour la transformation multiplication à gauche par p

Lp : Nil4 −→ Nil4

q −→ p.q
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Posons q = (

xy
z

 , t)

Lp(q) = p.q

= (

u+ x+ s y + (s2/2) z
v + y + s z
w + z

 , s+ t)

et DqLp =


1 s s2/2 0
0 1 s 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Par conséquent (DeLp)
−1 =


1 −s s2/2 0
0 1 −s 0
0 0 1 0
0 0 0 1


D’après (4.3.2)

gp =
[
(DeLp)

−1
]t
.I4.(DeLp)

−1

=


1 −s s2/2 0
−s 1 + s2 −s(1 + (s2/2)) 0
s2/2 −s(1 + (s2/2)) 1 + s2 + (s4/4) 0

0 0 0 1


D’où la métrique au point (

xy
z

 , t) dans la base {∂x, ∂y, ∂z, ∂t}

g

(


x
y
z

,t)
=


1 −t t2/2 0
−t 1 + t2 −t(1 + (t2/2)) 0
t2/2 −t(1 + (t2/2)) 1 + t2 + (t4/4) 0

0 0 0 1



4.3.2 Sol4m,n :

Sol4m,n = R3 nTm,n
R avec Tm,n(t) = exp(t Cm,n) et Cm,n =

α 0 0
0 β 0
0 0 γ


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où α > β > γ sont des réels , α + β + γ = 0 et eα, eβ, eγ sont les racines de
λ3 −mλ2 + nλ− 1 = 0 avec m,n des entiers positifs.

Tm,n = exp(t Cm,n)

= exp

t α 0 0
0 t β 0
0 0 t γ


=

et α 0 0
0 et β 0
0 0 et γ



(V, t) (V ′, t′) = (V + exp(t Cm,n)V
′, t+ t′)

= (

xy
z

+

et α 0 0
0 et β 0
0 0 et γ

x′y′
z′

 , t+ t′)

= (

x+ et αx′

y + et βy′

z + et γz′

 , t+ t′)

L’élément neutre de Sol4m,n e = (

0
0
0

 , 0)

On prend la paramétrisation

φ : R4 −→ Sol4m,n

(x, y, z, t) −→ (

xy
z

 , t)

On veux déterminer la matrice de la métrique g, invariante par G, dans la base
{∂x, ∂y, ∂z, ∂t} ; pour cela on prend x0 = e et B = I4. La condition (4.3.1) est
vérifiée puisque le stabilisateur est trivial .

Déterminons la métrique au point p = (

uv
w

 , s) ∈ Sol4m,n, pour cela il suffit

d’appliquer (4.3.2) à la multiplication à gauche par p.
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Posons q = (

xy
z

 , t)

Lp(q) = p.q

= (

u+ eα sx
v + eβ sy
w + eγ sz

 , s+ t)

et (DeLp)
−1 =


e−α s 0 0 0

0 e−β s 0 0
0 0 e−γ s 0
0 0 0 1


D’après (4.3.2)

gp =
[
(DeLp)

−1
]t
.I4.(DeLp)

−1

=


e−2α s 0 0 0

0 e−2β s 0 0
0 0 e−2 γ s 0
0 0 0 1



D’où la métrique au point (

xy
z

 , t) dans la base {∂x, ∂y, ∂z, ∂t}

g

(


x
y
z

,t)
=


e−2α t 0 0 0

0 e−2β t 0 0
0 0 e−2 γ t 0
0 0 0 1



4.3.3 Sol41 :

Sol41 =


1 b c

0 α a

0 0 1

 /α, a, b, c ∈ R α > 0


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Pour x, y, z, t, x′, y′, z′, t′ ∈ R et t, t′ > 01 z y
0 t x
0 0 1

1 z′ y′

0 t′ x′

0 0 1

 =

1 z′ + z t′ y′ + z x′ + y
0 t t′ t x′ + x
0 0 1


Si on considère Sol41 comme R3 × R∗+

(

xy
z

 , t)(

x′y′
z′

 , t′) = (

 t x′ + x
y′ + z x′ + y
z′ + z t′

 , t t′)

L’élément neutre de Sol41 e = (

0
0
0

 , 1)

On prend la paramétrisation
φ : R3 × R∗+ −→ Sol41

(x, y, z, t) −→ (

xy
z

 , t)

On veux déterminer la matrice d’une métrique g, invariante par G, dans la base
{∂x, ∂y, ∂z, ∂t}, pour cela on prend x0 = e et B = I4.

La condition (4.3.1) est vérifiée puisque le stabilisateur est réduit à l’applica-
tion identité.

Déterminons la métrique au point p = (

uv
w

 , s) ∈ Sol41, pour cela il suffit

d’appliquer (4.3.2) à la multiplication à gauche par p

Posons q = (

xy
z

 , t)

Lp(q) = p.q

= (

 s x+ u
y + w x+ v
z + w t

 , s t)

et (DeLp)
−1 =


1/s 0 0 0
−w/s 1 0 0

0 0 1 −w/s
0 0 0 1/s


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D’après (4.3.2)

gp =
[
(DeLp)

−1
]t
.I4.(DeLp)

−1

=


(1 + w2)/s2 −w/s 0 0
−w/s 1 0 0

0 0 1 −w/s
0 0 −w/s (1 + w2)/s2



D’où la métrique au point (

xy
z

 , t) dans la base {∂x, ∂y, ∂z, ∂t}

g

(


x
y

z

,t)
=


(1 + z2)/t2 −z/t 0 0
−z/t 1 0 0

0 0 1 −z/t
0 0 −z/t (1 + z2)/t2


Pour les espaces restants le stabilisateur est SO2.

4.3.4 F 4 :

X = R2 ×H2 et G = R2 n Sl2(R)

Pour (x, y) ∈ R2, z ∈ H2, V =

(
v1

v2

)
∈ R2 et A =

(
a b

c d

)
∈ Sl2(R)

(V,A)(x, y, z) = (v1 + a x+ b y, v2 + c x+ d y,
a z + b

c z + d
)

Fixons le point x0 = (0, 0, i) ∈ R2 ×H2 .
Le stabilisateur du point x0 (et donc de tout point de R2×H2 puisque l’action

est transitive) Gx0 = {0} × SO2
∼= SO2

On prend la paramétrisation

φ : R2 × R× R∗+ −→ R2 ×H2

(x, y, s, t) −→ (x, y, s+ i t)

prenons le produit scalaire B dans Tx0R2 ×H2
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B =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1/4 0
0 0 0 1/4


D’abord il faut s’assurer que (4.3.1) est vérifiée.

Soit h ∈ Gx0 comme SO2 =

{(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
/ θ ∈ R

}
alors il existe

θ ∈ R tel que

h =

((
0
0

)
,

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

))
Posons z = s+ i t

h.(x, y, s+ i t) =

((
0
0

)
,

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

))
(x, y, s+ i t)

=

((
0
0

)
,

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

))
(x, y, z)

= ((cos θ)x+ (sin θ) y, (− sin θ)x+ (cos θ) y,
(cos θ) z + sin θ

(− sin θ) z + cos θ
)

on a

z = s+ i t et z̄ = s− i t

alors
∂
∂ s = ∂

∂ z + ∂
∂ z̄ et ∂

∂ t = i ∂
∂ z − i ∂

∂ z̄

Comme
∂

∂ z̄

(
(cos θ) z + sin θ

(− sin θ) z + cos θ

)
= 0

et

∂

∂ z

(
(cos θ) z + sin θ

(− sin θ) z + cos θ

)
=

cos θ(−(sin θ) z + cos θ) + sin θ((cos θ) z + sin θ)

(−(sin θ) z + cos θ)2

=
1

(cos θ − (sin θ) z)2

D’où
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∂

∂ s
(x0)

(
(cos θ) z + sin θ

(− sin θ) z + cos θ

)
=

1

(cos θ − (sin θ) i)2

= (cos θ + (sin θ) i)2

= cos (2θ) + i sin (2θ)

∂

∂ t
(x0)

(
(cos θ) z + sin θ

(− sin θ) z + cos θ

)
=

i

(cos θ − (sin θ) i)2

= i (cos θ + (sin θ) i)2

= − sin(2θ) + i cos(2θ)

Dx0h =


cos θ sin θ 0 0
− sin θ cos θ 0 0

0 0 cos 2θ − sin 2θ
0 0 sin 2θ cos 2θ


et

(Dx0h)−1 =


cos θ − sin θ 0 0
sin θ cos θ 0 0

0 0 cos 2θ sin 2θ
0 0 − sin 2θ cos 2θ


[
(Dx0h)−1

]t
.B.(Dx0h)−1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1/4 0
0 0 0 1/4


= B

D’où la condition (4.3.1) est vérifiée .
Pour déterminer la métrique au point p = (α, β, σ + i τ) ∈ R2 × H2 il

suffit d’appliquer (4.3.2) pour un élément k =

((
u
v

)
,

(
a b
c d

))
de R2 nSl2(R)

vérifiant k.(0, 0, i) = (α, β, σ + i τ).
Il est facile de voir que((

α

β

)
,

(√
τ σ/

√
τ

0 1/
√
τ

))
∈ R2 n Sl2(R)
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et que ((
α
β

)
,

(√
τ σ/

√
τ

0 1/
√
τ

))
(0, 0, i) = (α, β, σ + i τ)

donc on peut prendre

k =

((
α
β

)
,

(√
τ σ/

√
τ

0 1/
√
τ

))
Soit q = (x, y, s+ it) ∈ R2 ×H2

k.(x, y, s+ i t) =

((
α
β

)
,

(√
τ σ/

√
τ

0 1/
√
τ

))
(x, y, s+ i t)

=

(
α + (

√
τ)x+ (σ/

√
τ) y, β + (1/

√
τ)x,

√
τ (s+ i t) + σ/

√
τ

(1/
√
τ)

)
=
(
α + (

√
τ)x+ (σ/

√
τ) y, β + (1/

√
τ)x, σ + τ s+ i τ t

)

Dqk =


√
τ σ/

√
τ 0 0

0 1/
√
τ 0 0

0 0 τ 0
0 0 0 τ


en particulier pour q = x0

Dx0k =


√
τ σ/

√
τ 0 0

0 1/
√
τ 0 0

0 0 τ 0
0 0 0 τ


et

(Dx0k)−1 =


1/
√
τ −σ/√τ 0 0

0
√
τ 0 0

0 0 1/τ 0
0 0 0 1/τ


D’après (4.3.2) la métrique au point p = (α, β, σ + i τ) sera

gp =
[
(Dx0k)−1

]t
.B.(Dx0k)−1

=


1/
√
τ −σ/√τ 0 0

−σ/√τ (σ2 + τ 2)/τ 0 0
0 0 1/(4 τ 2) 0
0 0 0 1/(4 τ 2)


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D’où la métrique g au point (x, y, s+ i t)

g(x,y,s+it) =


1/t −s/t 0 0
−s/t (s2 + t2)/t 0 0

0 0 1/(4 t2) 0
0 0 0 1/(4 t2)


4.3.5 Sol40 :

X = Sol40 = R3 nT R avec T (t) =

et 0 0
0 et 0
0 0 e−2 t


On peut exprimer la loi de Sol40 parxy
z

 , t

x′y′
z′

 , t′

 =

 x+ et x′

y + et y′

z + e−2 t z′

 , t+ t′

 ∀x, y, z, t, x′, y′, z′, t′ ∈ R

et
G = Sol40 nδ SO2

avec

δ

((
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

))
=


cos θ sin θ 0 0
− sin θ cos θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


La loi de G peut s’écrire comme suit :

pour V =

xy
z

 ∈ R3, V =

x′y′
z′

 ∈ R3, t, t′ ∈ R ,
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
∈ SO2 et(

cos θ′ sin θ′

− sin θ′ cos θ′

)
∈ SO2

xy
z

 , t

 ,

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)x′y′
z′

 , t′

 ,

(
cos θ′ sin θ′

− sin θ′ cos θ′

) =

xy
z

+

 et cos θ et sin θ 0
−et sin θ et cos θ 0

0 0 e−2 t

x′y′
z′

 , t+ t′

 ,

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
cos θ′ sin θ′

− sin θ′ cos θ′

)
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et l’action de Sol40 nδ SO2 est définie parxy
z

 , t

 ,

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)x′y′
z′

 , t′


=

xy
z

+

 et cos θ et sin θ 0
−et sin θ et cos θ 0

0 0 e−2 t

x′y′
z′

 , t+ t′


L’élément neutre de Sol40 e =

0
0
0

 , 0


Fixons x0 = e , il est facile de voir que Gx0 = {e} × SO2

∼= SO2

On prend la paramétrisation

φ : R4 −→ Sol40

(x, y, z, t) −→ (

xy
z

 , t)

Prenons le produit scalaire B = I4 sur Tx0Sol40
D’abord il faut s’assurer que (4.3.1) est vérifiée

Soit h =

0
0
0

 , 0

 ,

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

) ∈ Gx0 = {e} × SO2

posons q =

xy
z

 , t

 ∈ Sol40
h.q =

 (cos θ)x+ (sin θ) y
−(sin θ)x+ (cos θ) y

z

 , t


alors

Dqh =


cos θ sin θ 0 0
− sin θ cos θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


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En particulier pour q = x0

Dx0h =


cos θ sin θ 0 0
− sin θ cos θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


et

(Dx0h)−1 =


cos θ − sin θ 0 0
sin θ cos θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


[
(Dx0h)−1

]t
B (Dx0h)−1 =

[
(Dx0h)−1

]t
I4 (Dx0h)−1

= I4

= B

D’où la condition (4.3.1) est vérifiée .

Pour déterminer la métrique au point p =

uv
w

 , s

 il suffit d’appli-

quer (4.3.2) à un élément k de Sol40 n SO2 vérifiant k.x0 = p (c’est-à-dire

k.

0
0
0

 , 0

 =

uv
w

 , s

)

Il est facile de voir queuv
w

 , s

 ,

(
1 0
0 1

)0
0
0

 , 0

 =

uv
w

 , s



donc on peut prendre k =

uv
w

 , s

 ,

(
1 0
0 1

)
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Soit q =

xy
z

 , t

 ∈ Sol40
k.q =

uv
w

 , s

 ,

(
1 0
0 1

)xy
z

 , t


=

 u+ esx
x+ esy
w + e−2 sz

 , s+ t



Dqk =


es 0 0 0
0 es 0 0
0 0 e−2 s 0
0 0 0 1


en particulier pour q = x0

Dx0k =


es 0 0 0
0 es 0 0
0 0 e−2 s 0
0 0 0 1


et

(Dx0k)−1 =


e−s 0 0 0
0 e−s 0 0
0 0 e2 s 0
0 0 0 1


D’après (4.3.2) la métrique au point p = (α, β, σ + i τ) sera

gp =
[
(Dx0k)−1

]t
.B.(Dx0k)−1

=


e−2 s 0 0 0

0 e−2 s 0 0
0 0 e4 s 0
0 0 0 1


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D’où la métrique g au point

xy
z

 , t



g

x
y
z

,t


=


e−2 t 0 0 0

0 e−2 t 0 0
0 0 e4 t 0
0 0 0 1



4.3.6 Sl2(R)× R :

On a remplacé S̃l2(R) par Sl2(R) puisque localement il sont pareils (rappelons
que S̃l2(R) est le revêtement universel de Sl2(R)).

X = Sl2(R)× R , Sl2(R) =

{(
a b

c d

)
/ a d− c b = 1

}
et

G = (Sl2(R)× R) n SO2

La loi du produit semidirect de G est définie comme suit :
pour T, T ′ ∈ Sl2(R) , t, t′ ∈ R et S, S ′ ∈ SO2

[(T, t), S] [(T ′, t′), S ′] =
[
(T S T ′ S−1, t+ t′), S.S ′

]
et l’action de (Sl2(R)× R) n SO2 sur Sl2(R)× R est définie par :

[(T, t), S] (T ′, t′) = (T S T ′ S−1, t+ t′)

L’élément neutre de Sl2(R)× R e = (I2, 0)
Fixons x0 = e , il est facile de voir que Gx0 = {e} × SO2

∼= SO2

On prend la paramétrisation

φ : R∗ × R3 −→ Sl2(R)× R

(x, y, z, t) −→
((

x y
z (1 + y z)/x

)
, t

)

on fait pour chaque
(
a b
c d

)
∈ Sl2 on a a 6= 0 ou b 6= 0 (car a d− c d = 1) on

a supposé que a 6= 0 .
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Prenons le produit scalaire B sur Tx0(Sl2(R)× R)

B =


8 0 0 0
0 5 −1 0
0 −1 5 0
0 0 0 3


Vérifions d’abord que (4.3.1) est satisfaite .

Soit S =

[
(I2, 0),

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)]
∈ Gx0 = {e} × SO2

Posons q =

((
x y
z (1 + y z)/x

)
, t

)
∈ Sl2(R)× R

S.q =

((
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
x y

z (1 + y z)/x

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, t

)

=





x cos2 θ + z(cos θ sin θ) −x(cos θ sin θ)− z sin2 θ

+y(cos θ sin θ) + [(1 + y z)/x]sin2θ +y cos2 θ + [(1 + y z)/x](cos θ sin θ)

−x(cos θ sin θ) + z cos2 θ x sin2 θ − z(cos θ sin θ)
−y sin2 θ + [(1 + y z)/x](cos θ sin θ) −y(cos θ sin θ) + [(1 + y z)/x] cos2 θ

 , t


on a

Dx0S =



cos2 θ − sin2 θ cos θ sin θ cos θ sin θ 0

−2 cos θ sin θ cos2 θ − sin2 θ 0

−2 cos θ sin θ − sin2 θ cos2 θ 0

0 0 0 1


et par conséquence

(Dx0S)t.B.(Dx0S) =


8 0 0 0
0 5 −1 0
0 −1 5 0
0 0 0 3


= B

(pour les calcul on a utiliser le fait que
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2 cos2θ sin2 θ + cos4 θ + sin4θ = (cos2 θ + sin2 θ)2 = 1)

D’où la condition (4.3.1) est vérifiée.

Pour déterminer la métrique en un point p =

((
u v
w (1 + v w)/u

)
, s

)
il

suffit d’appliquer (4.3.2) à k ∈ Sl2 × Rn SO2 vérifiant k.x0 = p.
Il est facile de voir que[((

u v
w (1 + v w)/u

)
, s

)
, I2

]
(I2, 0) =

((
u v
w (1 + v w)/u

)
, s

)

donc on peut prendre k =

[((
u v
w (1 + v w)/u

)
, s

)
, I2

]
posons q =

((
x y

z (1 + y z)/x

)
, t

)

k.q =

((
u v

w (1 + v w)/u

)(
x y

z (1 + y z)/x

)
, s+ t

)

=

 ux+ v z u y + v [(1 + y z)/x]

w x+ [(1 + v w)/u] z w y + [(1 + v w)/u][(1 + y z)/x]

 , s+ t



(Dx0k)−1 =


(1 + v w)/u 0 −v 0
v(1 + v w)/u2 1/u −v2/u 0

−w 0 u 0
0 0 0 1


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Cela nous permet de calculer la métrique g au point p =

((
u v
w (1 + v w)/u

)
, s

)
gp = [(Dx0k)−1]t.B.(Dx0k)−1

=



(1 + v w)2(8u2 + 5 v2)/u4 5 v(1 + v w)/u3 −v(1 + v w)(9u2 + 5 v2)/u3

+2 v w(1 + v w)/u2 + 5w2 +(w/u) −w(v2 + 5u2)/u 0

5 v(1 + v w)/u3 + (w/u) 5/u2 −5 (v2/u2)− 1 0

−v(1 + v w)(9u2 + 5 v2)/u3

−w(v2 + 5u2)/u −5 (v2/u2)− 1 10 v2 + 5u2 + 5 (v4/u2) 0

0 0 0 3


D’où la métrique g au point q =

((
x y

z (1 + y z)/x

)
, t

)
sera

gq =



(1 + y z)2(8x2 + 5 y2)/x4 5 y(1 + y z)/x3 −y(1 + y z)(9x2 + 5 y2)/x3

+2 y z(1 + y z)/x2 + 5 z2 +(z/x) −z(y2 + 5x2)/x 0

5 y(1 + y z)/x3 + (z/x) 5/x2 −5 (y2/x2)− 1 0

−y(1 + y z)(9x2 + 5 y2)/x3

−z(y2 + 5x2)/x −5 (y2/x2)− 1 10 y2 + 5x2 + 5 (y4/x2) 0

0 0 0 3


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4.3.7 Nil3 × R :

X = Nil3 × R , Nil3 =


1 x z

0 1 y
0 0 1

 / x, y, z ∈ R


G = (Nil3 × R) n SO2

La loi du produit semidirect de G est définie par :1 x z

0 1 y

0 0 1

 , t

 ,

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)1 x′ z′

0 1 y′

0 0 1

 , t′

 ,

(
cos θ′ sin θ′

− sin θ′ cos θ′

)

=

1 x z

0 1 y
0 0 1

1 x cosθ + y sin θ z − x y sin2 θ + [(y2 − x2)/4] sin 2 θ
0 1 −x sin θ + y cos θ
0 0 1

 , t+ t′

 ,

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
cos θ′ sin θ′

− sin θ′ cos θ′

)]
L’action de G = (Nil3 × R) n SO2 sur Nil3 × R est définie par :1 x z

0 1 y

0 0 1

 , t

 ,

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)1 x′ z′

0 1 y′

0 0 1

 , t′



=

1 x z
0 1 y
0 0 1

1 x cosθ + y sin θ z − x y sin2 θ + [(y2 − x2)/4] sin 2 θ
0 1 −x sin θ + y cos θ
0 0 1

 , t+ t′


L’élément neutre de Nil3 × R e = (I3, 0)

Fixons x0 = e , il est facile de voir que Gx0 = {e} × SO2
∼= SO2

On prend la paramétrisation

φ : R4 −→ Nil3 × R

(x, y, z, t) −→ (

1 x z
0 1 y
0 0 1

 , t)
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Prenons le produit scalaire B = I4 sur Tx0(Nil3 × R)
vérifions que la condition (4.3.1) est vérifiée

Soit h =

[
(I3, 0),

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)]
∈ Gx0 = {e} × SO2

posons q =

1 x z
0 1 y
0 0 1

 , t



h.q =

1 x cosθ + y sin θ z − x y sin2 θ + [(y2 − x2)/4] sin 2 θ
0 1 −x sin θ + y cos θ
0 0 1

 , t



Dx0h =


cos θ sin θ 0 0
− sin θ cos θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



(Dx0h)t.B.(Dx0h) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


= B

D’où la condition (4.3.1) est vérifiée .

Pour déterminer la métrique au point p =

1 u w

0 1 v

0 0 1

 , s

 il suffit d’ap-

pliquer (4.3.2) à k ∈ (Nil3 × R) n SO2 vérifiant k.x0 = p .
Il est facile de voir que1 u w

0 1 v
0 0 1

 , s

 , I2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , 0

 =

1 u w
0 1 v

0 0 1

 , s



donc on peux prendre k =

1 u w
0 1 v
0 0 1

 , s

 ,

(
1 0
0 1

)
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Posons que q =

1 x z
0 1 y
0 0 1

 , t



k.q =

1 x+ u z + u y + w
0 1 y + v
0 0 1

 , s+ t



(Dx0k)−1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 −u 1 0
0 0 0 1


D’après (4.3.2) la métrique g au point p

gp = [(Dx0k)−1]t.B.(Dx0k)−1

= [(Dx0k)−1]t.I4.(Dx0k)−1

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 −u 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 −u 0
0 0 1 0
0 0 0 1



=


1 0 0 0
0 1 −u 0
0 −u 1 + u2 0
0 0 0 1



D’où la métrique g au point

1 x z
0 1 y
0 0 1

 , t



g


1 x z
0 1 y
0 0 1

,t


=


1 0 0 0
0 1 −x 0
0 −x 1 + x2 0
0 0 0 1


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4.4 Structures complexes et géométries de Thurston de
dimension 4

Wall a prouvé (dans [51]) que les seules géométries de Thurston admettant
une structure complexe sont : S2×S2, S2×R2, S2×H2, R4, R2×H2, H2×H2,
P (C), H2(C), S3 × R, F 4, Nil3 × R, S̃l2(R) × R, Sol40 et Sol41. Il a prouvé
aussi l’unicité sauf pour Sol41 il a montré que ce dernier espace admet que deux
structures complexes.

D’où les seules géométries de Thurston non symétriques admettant une struc-
ture complexe sont : F 4, Nil3 × R, S̃l2(R) × R, Sol40 et Sol41.

Pour chaqu’un de ces derniers espaces exprimons les structures complexes
dans le système de coordonnées local considérée, en deuxième section, pour la
détermination de la métrique Riemannienne.

4.4.1 F 4 :

La structure complexe J s’exprime ainsi :

J =


−s/t (s2 + t2)/t 0 0
−1/t s/t 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0


4.4.2 Nil3 × R :

J s’exprime ainsi :

J =


0 0 1 0
−x 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 x 0


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4.4.3 Sl2(R)× R :

J s’exprime ainsi :

J =



−(y/2x)(1 + yz) 1/2 (x2 + y2)/2 −y/2
−(xz)/2

−(1 + (y2/(2x2)))(1 + yz) −y/(2x) (xy/2) + (y3/2x) x/2
+(y z)/2

−((1 + yz)/x2)(1 + (yz)/2) z/(2x) (y/x)(1 + yz) −(1 + yz)/(2x)
−z2/2 −(y2z/(2x)) + (xz/2)

−(y(1 + yz)/x2)− z −1/x ((y2)/x) + x 0


4.4.4 Sol40 :

J s’exprime ainsi :

J =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −e−2t

0 0 e2t 0


4.4.5 Sol41 :

Pour Sol41 on a deux structure complexes

J1 =


−z t 0 0

−(1 + z2)/t z 0 0
0 0 z −(1 + z2)/t
0 0 t −z


et

J2 =


−z t 0 0

−(1 + z2)/t z 0 0
−(1− z2)/t −z z −(1 + z2)/t

z −t t −z


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4.5 Compatibilité des métriques avec les structures com-
plexes

Pour les espace F 4, Nil3 × R, S̃l2(R) × R, Sol40 on peut vérifier que les
métriques qu’on a construit sont Hermitiennes. On fait J t.g.J = g pour tout ses
espaces,où g est la métrique Riemannienne qu’on a construit et J la structure
complexe.

Pour Sol41 la métrique qu’on a construit g, noté ici par g1, est Hermitienne
pour la structure complexe J1 (i.e. J t1.g1.J1 = g1). On peut construire une mé-
trique Hermitienne par rapport à structure complexe J2 de Sol41 on utilisant le
même procédé. En fait en prendrons

B =


3 0 0 1
0 3 −1 0
0 −1 2 0
1 0 0 2


on obtient la métrique

g2 =


3(1 + z2)/t2 −3z/t z/t (1− z2)/t2

−3z/t 3 −1 z/t

z/t −1 2 −2z/t
(1− z2)/t2 z/t −2z/t 2(1 + z2)/t2


qu’est Hermitienne par rapport à structure complexe J2.
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4.6 Sommaire

On a obtenu pour chaqu’un des espaces suivants : Nil4 , Sol4m,n , Sol41 , F 4 ,
Sol40 , Sl2(R)× R et Nil3 × R une métrique invariante.

Nil4


1 −t t2/2 0
−t 1 + t2 −t(1 + (t2/2)) 0
t2/2 −t(1 + (t2/2)) 1 + t2 + (t4/4) 0

0 0 0 1



Sol4m,n


e−2α t 0 0 0

0 e−2β t 0 0
0 0 e−2 γ t 0
0 0 0 1



Sol41


(1 + z2)/t2 −z/t 0 0
−z/t 1 0 0

0 0 1 −z/t
0 0 −z/t (1 + z2)/t2



F 4


1/t −s/t 0 0
−s/t (s2 + t2)/t 0 0

0 0 1/(4 t2) 0
0 0 0 1/(4 t2)



Sol40


e−2 t 0 0 0

0 e−2 t 0 0
0 0 e4 t 0
0 0 0 1



Nil3 × R


1 0 0 0
0 1 −x 0
0 −x 1 + x2 0
0 0 0 1


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Sl2(R)× R

(1 + y z)2(8x2 + 5 y2)/x4 5 y(1 + y z)/x3 −y(1 + y z)(9x2 + 5 y2)/x3

+2 y z(1 + y z)/x2 + 5 z2 +(z/x) −z(y2 + 5x2)/x 0

5 y(1 + y z)/x3 + (z/x) 5/x2 −5 (y2/x2)− 1 0

−y(1 + y z)(9x2 + 5 y2)/x3

−z(y2 + 5x2)/x −5 (y2/x2)− 1 10 y2 + 5x2 + 5 (y4/x2) 0

0 0 0 3


Remarque 4.6.1. On peut Déterminer toutes métriques Riemanniennes (resp.
Hermitiennes) invariantes par le groupe G pour chaque géométrie de Thurston,
non symétrique, (G,X). Pour cela il suffit de prendre tous les produits scalaires
B sur Tx0X vérifiant (4.3.1) (resp. (4.3.1) et la compatibilité avec la structure
complexe concernée). On obtient

Espace Métriques Riemanniennes Métriques Hermitiennes
F 4 c1

(
(dx−sdy)2

t + tdy2
)

+ c2

(
ds2+dt2

t2

)
avec c1, c2 > 0

c1

(
(dx−sdy)2

t + tdy2
)

+ c2

(
ds2+dt2

t2

)
avec c1, c2 > 0

Sol40 c1e
−2t(dx2 + dy2) + c2e

4tdz2 +
2c4e

2tdzdt+ c3dt
2

avec c1, c2 > 0 et c2c3 − c2
4 > 0

c1e
−2t(dx2 + dy2) + c2(e

4tdz2 + dt2)
avec c1, c2 > 0

Nil3 × R c1(dx
2 + (dy − xdz)2) + c2dz

2 +
2c4dzdt+ c3dt

2

avec c1, c2 > 0 et c2c3 − c2
4 > 0

c1(dx
2 + (dy − xdz)2 + dz2 + dt2)

avec c1 > 0
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Sl2(R)× R B =


2(c1 + c2) 0 0 0

0 c1 c2 −c4

0 c2 c1 c4

0 −c4 c4 c3


avec c1 > |c2| et (c1 − c2)c3 > 2c2

4

B =


2(c1 + c2) 0 0 0

0 c1 c2 0
0 c2 c1 0
0 0 0 c1−c2

2


avec c1 > |c2|

Sol41 B =


c1 c2 c3 c4

c2 c5 c6 c7

c3 c6 c8 c9

c4 c7 c9 c10


avec c1 > 0, c1c5 − c2

2 > 0, c1(c5c8 −
c2

6) − c2
2c8 + 2c2c3c6 − c2

3c5 > 0 et
det(B) > 0

Pour J1, c5 = c1, c6 = c4, c7 = −c3,
c10 = c8 et c2 = c9 = 0.
Pour J2, c4 = c6 + c8, c5 = c1 −
2c6 − c8, c2 = c7 = −c3, c9 = 0 et
c10 = c8

Sol4m,n, Nil
4 idem Il n’y pas de structure complexe
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Chapitre 5

La pseudo symétrie et les géométries de
Thurston

5.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est de montrer que les géométries modèles
de Thurston de dimension 4, qui ne sont pas symétrique, ne sont ni Ricci pseudo
symétrique ni Weyl pseudo symétrique et de montrer que la géométrie modèle
F 4 est holomorphiquement pseudo symétrique.

L’étude de la pseudo symétrie des géométries modèles de Thurston de di-
mension trois a été fait par Belkhelfa, Deszcz and Verstraelen. Ils ont obtenus
le résultat suivant.

Théorème 5.1.1. [3] Tout géométrie modèle de Thurston de dimension trois
est pseudo symétrique.

Dans [36] Stephan Maier a étudié la platitude conforme (conformal flatness)
des géométries modèles de Thurston de dimension trois et quatre. Il a montré
que :

En dimension trois :les géométries modèles de Thurston de dimension trois
admettant une métrique conformément plate sont :E3, H3, S3, S2 ×E1 et
H2 × E1 .

En dimension quatre :les géométries modèles de thurston de dimension quatre
admettant une métrique conformément plate sont : E4, H4, S4, S3 × E1,
H3 × E1, S2 ×H2 .
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5.2 L’étude de la pseudo symétrie des géométries de Thurs-
ton de dimension 4

Théorème 5.2.1. Toutes les géométries modèles de Thurston de dimension
quatre qui ne sont pas symétriques ne sont ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl
pseudo symétrique.

Corollaire 5.2.1. Toutes les géométries modèles de Thurston de dimension
quatre qui ne sont pas symétriques ne sont pas Weyl semi symétrique.

Remarques 5.2.1.
– On peut voir, du theorem 5.2.1, que les géométries modèles de Thurston
de dimension quatre non symétriques ne sont pas pseudo symétrique (car
tout variété pseudo symétrique est Ricci pseudo symétrique).

– Le corollaire 5.2.1 est plus général que le résultat de Stephan Maier ([36]).
En fait tout espace conformément plat(i.e C = 0 pour dimM > 3) est
Weyl semi symétrique(R.C = 0).

preuve du théorème 5.2.1

On sait que : S2 × S2, S2 × E2, S2 ×H2, E4, E2 ×H2, H2 ×H2, S3 × E1,
H3×E1, S4, H4, P 2(C) et H2(C) sont des espaces symétriques ([22] page 129).

Pour prouve le théorème 5.2.1 il suffit d’étudier la Ricci pseudo symétrie
(resp. Weyl pseudo symétrie) des géométries modèles de Thurston de dimension
quatre non symétriques.

Dans tout qui suit on prend le système de coordonnées (x, y, z, t) et on pose

e1 = ∂x , e2 = ∂y, e3 = ∂z , e4 = ∂t

5.2.1 F 4 :

Pour la paramétrisation R2 ×H2

ϕ : R4 −→ R2 ×H2

(x, y, z, t) −→ (x, y, z + it)
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On a la métrique :

g =



1

t
−z
t

0 0

−z
t

t2 + z2

t
0 0

0 0
1

4 t2
0

0 0 0
1

4 t2


Cette métrique n’est pas Ricci pseudo symétrique. En fait

Q(g, S)(e1, e3, e1, e3) =
−3

2 t3
, R.S(e1, e3, e1, e3) =

3

2 t3

et
Q(g, S)(e1, e3, e2, e4) = 0 , R.S(e1, e3, e2, e4) =

−3

2 t2

De plus on peut déduire de

Q(g, C)(e1, e2, e1, e3, e1, e4) =
−3

4 t3
, R.C(e1, e2, e1, e3, e1, e4) =

3

4 t3

et
Q(g, C)(e1, e2, e1, e3, e2, e3) = 0 , R.C(e1, e2, e1, e3, e2, e3) =

3

4 t2

que la métrique g n’est pas Weyl pseudo symétrique.

5.2.2 Sol40 :

L’espace Sol40 est le produit semidirect R3 nδ R avec

δ(t)(x, y, z) = (etx, ety, e−2tz)

On prend la métrique g = e−2t(dx2 + dy2) + e4tdz2 + dt2

Cette métrique n’est pas Ricci pseudo symétrique. En fait

Q(g, S)(e1, e4, e1, e4) = −6e−2t , R.S(e1, e4, e1, e4) = 6e−2t

et
Q(g, S)(e3, e4, e3, e4) = −6e4t , R.S(e3, e4, e3, e4) = 24e4t
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De plus de

Q(g, C)(e1, e2, e1, e3, e2, e3) = 3 , R.C(e1, e2, e1, e3, e2, e3) = 6

et

Q(g, C)(e1, e2, e1, e4, e2, e4) = 3e−4t , R.C(e1, e2, e1, e4, e2, e4) = −3e−4t

on obtient que la métrique g n’est pas Weyl pseudo symétrique.

5.2.3 Sol41 :

Comme l’espace Sol41 a deux structures complexes J1 et J2 (voir page 71) on
effectuera la preuve pour le deux métriques compatibles g1 et g2 respectivement.

On a

g1 =


(1 + z2)/t2 −z/t 0 0
−z/t 1 0 0

0 0 1 −z/t
0 0 −z/t (1 + z2)/t2


Cette métrique est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.

En fait
Q(g1, S)(e1, e1, e1, e2) =

−2z

t3
, R.S(e1, e1, e1, e2) =

−z
2t3

Q(g1, S)(e1, e1, e3, e4) = 0 , R.S(e1, e1, e3, e4) =
−z
t3

et
Q(g1, C)(e1, e3, e1, e3, e1, e2) =

z

t3
, R.C(e1, e3, e1, e3, e1, e2) =

3z

4t3

Q(g1, C)(e1, e3, e1, e3, e3, e4) =
z

t3
, R.C(e1, e3, e1, e3, e3, e4) =

−z
2t3

De même pour la métrique

g2 =


3(1 + z2)/t2 −3z/t z/t (1− z2)/t2

−3z/t 3 −1 z/t

z/t −1 2 −2z/t
(1− z2)/t2 z/t −2z/t 2(1 + z2)/t2


Puisque

Q(g2, S)(e1, e1, e1, e2) =
−378z

25t3
, R.S(e1, e1, e1, e2) =

−1053z

t3
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Q(g2, S)(e1, e1, e3, e4) =
−42z

25t3
, R.S(e1, e1, e3, e4) =

−576z

125t3

et

Q(g2, C)(e1, e3, e1, e3, e1, e2) =
54z

5t3
, R.C(e1, e3, e1, e3, e1, e2) =

378z

125t3

Q(g2, C)(e1, e3, e1, e3, e3, e4) =
12z

t3
, R.C(e1, e3, e1, e3, e3, e4) =

−1347z

t3
.

5.2.4 Nil3 × R :

Pour Nil3 × R on a la métrique

g =


1 0 0 0
0 1 −x 0
0 −x 1 + x2 0
0 0 0 1


Cette métrique est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.

En fait
Q(g, S)(e1, e2, e1, e2) = 1 , R.S(e1, e2, e1, e2) =

1

4

Q(g, S)(e1, e4, e1, e4) =
1

2
, R.S(e1, e4, e1, e4) = 0

et
Q(g, C)(e1, e2, e1, e3, e2, e3) =

−1

2
, R.C(e1, e2, e1, e3, e2, e3) =

−1

8

Q(g, C)(e1, e2, e2, e4, e1, e4) =
1

2
, R.C(e1, e2, e2, e4, e1, e4) = 0
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5.2.5 Nil4 :

Pour Nil4 on prend la métrique

g =



1 −t t2

2
0

−t 1 + t2 −t
(
t2

2
+ 1

)
0

t2

2
−t
(
t2

2 + 1
)

1 + t2 +
t4

4
0

0 0 0 1


Cette métrique est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.

En fait
Q(g, S)(e1, e2, e1, e2) =

−1

2
, R.S(e1, e2, e1, e2) =

−1

8

Q(g, S)(e1, e2, e2, e3) =
−t2
4

, R.S(e1, e2, e2, e3) =
−t2
16

+
1

8
et

Q(g, C)(e1, e2, e1, e2, e1, e3) =
1

2
, R.C(e1, e2, e1, e2, e1, e3) = 0

Q(g, C)(e1, e2, e1, e3, e1, e2) =
−1

4
, R.C(e1, e2, e1, e3, e1, e2) =

−1

16

5.2.6 Solm,n :

Pour Solm,n on prend la métrique

g =


e−2tα 0 0 0

0 e−2tβ 0
0 0 e−2tγ 0
0 0 0 1


Cette métrique est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.

En fait
Q(g, S)(e1, e2, e1, e2) = (αγ + α2 − βγ − β2) e−2t(β+α)

R.S(e1, e2, e1, e2) = −αβ(αγ + α2 − βγ − β2) e−2t(β+α)
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Q(g, S)(e1, e3, e1, e3) = (αβ + α2 − βγ − γ2) e−2t(γ+α)

R.S(e1, e3, e1, e3) = −αγ(αβ + α2 − βγ − γ2) e−2t(γ+α)

et
Q(g, C)(e2, e3, e1, e3, e2, e1) =

1

2
(γβ + α2 − αγ − β2) e−2t(γ+α+β)

R.C(e2, e3, e1, e3, e2, e1) = −αβ1

2
(γβ + α2 − αγ − β2) e−2t(γ+α+β)

Q(g, C)(e2, e3, e2, e1, e1, e3) =
−1

2
(γβ + α2 − αβ − γ2) e−2t(γ+α+β)

R.C(e2, e3, e2, e1, e1, e3) = αγ
1

2
(γβ + α2 − αβ − γ2) e−2t(γ+α+β)

5.2.7 Sl2(R)× R :

On peut prendre la métrique

g =



(
1 + yz

x
)2(8 + 5

y2

x2
)

5y(1 + yz)

x3
−y(1 + yz)

x
(9 + 5

y2

x2
) 0

+2y z
1 + yz

x2
+ 5z2 +

z

x
−z(

y2

x
+ 5x)

5y(1 + yz)

x3

5

x2
−(

5y2

x2
+ 1) 0

+
z

x

−y(1 + yz)

x
(9 + 5

y2

x2
) −(

5y2

x2
+ 1) 10 y2 + 5x2 0

−z(
y2

x
+ 5x) +5

y4

x2

0 0 0 3


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Cette métrique est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.
En fait

Q(g, S)(e2, e2, e1, e2) =
−30z

x3

R.S(e2, e2, e1, e2) =
−45z

8x3

Q(g, S)(e2, e4, e2, e4) =
15

8x2

R.S(e2, e4, e2, e4) = 0

et
Q(g, C)(e2, e4, e1, e3, e2, e4) = −45y

2x3

R.C(e2, e4, e1, e3, e2, e4) = 0

Q(g, C)(e1, e2, e1, e2, e2, e3) = −120(1 + yz)

x4

R.C(e1, e2, e1, e2, e2, e3) = −45(1 + yz)

2x4

Remarque 5.2.1. On peut montrer en utilisant les même calculs que toutes
les métriques Riemanniennes, invariantes par G, des géométries F 4, Nil3 × R
Sl2(R) × R Sol40 et les métriques Hermitiennes de Sol41 ne sont pas pseudo
symétriques. On conjecture que toutes les métrique Riemanniennes de Sol41,
Sol4m,n et Nil4 ne sont pas pseudo symétriques.

5.3 La pseudo symétrie holomorphe de F 4

Théorème 5.3.1. F 4 est holomorphiquement pseudo symétrique de type constant
avec R.R = −Q̃(g,R)

Dans ([51], theorem 4 page 282), Wall a prouvé que :
S2 × S2, S2 × E2, S2 ×H2, E2, E2 ×H2, H2 ×H2, P 2(C), H2(C) and F 4

sont les seules géométries modèles de Thurston de dimension 4 admettant une
structure Kählerienne compatible avec le groupe des isométries maximal.

Alors F 4 est la seule géométrie modèle de Thurston Kählerian non symé-
trique. Du theorem 5.3.1 on peut dire que :

Corollaire 5.3.1. Tout géométrie modèle de Thurston de dimension 4 Kähle-
rienne est holomorphiquement pseudo symétrique .
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Preuve du théorème 5.3.1

Pour F 4 on a la métrique

g =



1

t
−z
t

0 0

−z
t

t2 + z2

t
0 0

0 0
1

4 t2
0

0 0 0
1

4 t2


et la structure complexe :

J =



−z
t

z2 + t2

t
0 0

−1

t

z

t
0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


pour tout i, j, , j, k, l,m ∈ {1, 2, 3, 4} such that i < j, k < l, r < s and i 6 k

on a calculé R.R(ei, ej, ek, el; er, es) , Q̃(g,R)(ei, ej, ek, el; er, es) et on a obtenu
que les seules composantes non nulles sont les suivantes :
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R.R(e1, e2, e1, e3; e1, e4) = 3
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e2, e1, e3; e1, e4) = − 3

2 t3

R.R(e1, e2, e1, e3; e2, e3) = 3
2 t2 Q̃(g,R)(e1, e2, e1, e3; e2, e3) = − 3

2 t2

R.R(e1, e2, e1, e3; e2, e4) = − 3 z
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e2, e1, e3; e2, e4) = 3 z

2 t3

R.R(e1, e2, e1, e4; e1, e3) = − 3
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e2, e1, e4; e1, e3) = 3

2 t3

R.R(e1, e2, e1, e4; e2, e3) = 3 z
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e2, e1, e4; e2, e3) = − 3 z

2 t3

R.R(e1, e2, e1, e4; e2, e4) = 3
2 t2 Q̃(g,R)(e1, e2, e1, e4; e2, e4) = − 3

2 t2

R.R(e1, e2, e2, e3; e1, e3) = − 3
2 t2 Q̃(g,R)(e1, e2, e2, e3; e1, e3) = 3

2 t2

R.R(e1, e2, e2, e3; e1, e4) = − 3 z
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e2, e2, e3; e1, e4) = 3 z

2 t3

R.R(e1, e2, e2, e3; e2, e4) = 3(z2+t2)
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e2, e2, e3; e2, e4) = −3(z2+t2)

2 t3

R.R(e1, e2, e2, e4; e1, e3) = 3 z
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e2, e2, e4; e1, e3) = − 3 z

2 t3

R.R(e1, e2, e2, e4; e1, e4) = − 3
2 t2 Q̃(g,R)(e1, e2, e2, e4; e1, e4) = 3

2 t2

R.R(e1, e2, e2, e4; e2, e3) = −3(z2+t2)
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e2, e2, e4; e2, e3) = 3(z2+t2)

2 t3

R.R(e1, e3, e1, e2; e1, e4) = 3
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e3, e1, e2; e1, e4) = − 3

2 t3

R.R(e1, e3, e1, e2; e2, e3) = 3
2 t2 Q̃(g,R)(e1, e3, e1, e2; e2, e3) = − 3

2 t2

R.R(e1, e3, e1, e2; e2, e4) = − 3 z
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e3, e1, e2; e2, e4) = 3 z

2 t3

R.R(e1, e4, e1, e2; e1, e3) = − 3
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e4, e1, e2; e1, e3) = 3

2 t3

R.R(e1, e4, e1, e2; e2, e3) = 3 z
2 t3 Q̃(g,R)(e1, e4, e1, e2; e2, e3) = − 3 z

2 t3

R.R(e1, e4, e1, e2; e2, e4) = 3
2 t2 Q̃(g,R)(e1, e4, e1, e2; e2, e4) = − 3

2 t2

donc R.R = −Q̃(g,R) et par conséquence F 4 est holomorphiquement pseudo
symétrique de type constant.

Remarque 5.3.1. Dans [41], Olszak a prouvé que tout variété compact holo-
morphiquement pseudo symétrique de courbure scalaire constante et avec une
fonction de structure f positive (R.R = fQ̃(g,R)) est localement symétrique
(i.e ∇R = 0). Il a construit des exemples de variétés Kähleriennes non com-
pactes holomorphiquement pseudo symétriques et non semi-symétriques. Les
premiers exemples de variétés Kähleriennes compactes simplement connexes ho-
lomorphiquement pseudo symétriques et non semi-symétrique sont données par
Jelonek [29].
F 4 est une variété Kählerienne non compacte pseudo holomorphiquement

symétrique et non pseudo symétrique de courbure scalaire constante négative et
avec une fonction de structure constante négative.
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5.4 Conclusion

On a montré que les géométries modèles de Thurston de dimension quatre,
qui ne sont pas symétriques (à savoir Nil4, Sol4m,n, S̃l2(R) × E1, Nil3 × E1,
Sol40, Sol41 et F 4 ), ne sont pas pseudo symétriques. Parmi ces espace il y a cinq
qui ont une structure complexes (à savoir S̃l2(R)×E1, Nil3×E1, Sol40, Sol41 et
F 4 ) et parmi ces derniers il y a une seule, à savoir F 4, qui admet une métrique
Kählerienne.

On a montré que F 4 est holomorphiquement pseudo symétrique.
En conclusion on peut dire que les géométries de Thurston Kähleriennes sont

holomorphiquement pseudo symétriques.
Nous espérons étendre cette étude pour des métriques semi-Riemanniennes en

précisant les liens possibles entre d’une part la pseudo symétrie d’une métrique
sur X et d’autre part le groupe de difféomorphismes G et le stabilisateur de
l’action de G sur X.
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ابطة مترَ  ابطة ومنوعة مترَ  Xذا كانت إِ  أنه ھندسة نموذجية لثرسطون ﴾X,G﴿نقول عن الزوج . ملخص    
 Mأنه يوجد منوعة  ذات مثبتاَت مترَاصة و قصوَى حيث ,بتعدي Xزمرة ليي مُؤثِرة علىَ  Gكَانت اطة وبسَ بِ 

تصنيف  تمَّ  .النموذجية ذَات البعُد الثلَث اتصَنفََ ثرسطون الھندسَ . ﴾X,G﴿حسب  ذَات حجم منته مُقوَلبةَ
اJمتثاَلي للھندسَات  قاَم مَاير بدراسة التسطح. الرَابع من قبِل فيليب كيوفيتش الھندسَات النموذجية ذَات البعُد

. ﴾▼R=0﴿أنَھَا متناَظر محلياً إذَِا كَان مُوترِ ريمَان مُتوََازياً Mنقول عن منوعة ريمَانية . النموذجية لثرسطون
أنَھَا  Mنقول عن منوعة ريمَانية . R.﴿Y,X﴾R=0متناَظرة إذَِا حققت  نصف أنَھَا Mعن منوعة ريمَانية نقول 

دَاش و  برھنََ بلخلفة،. R.﴿X˄Y﴾RL=R.﴿Y,X﴾Rحيثُ  RL إذَِا وجدت دَالة ,معنىَ داش وفقَ , شبه متناَظرة
سنبُرھِن أنََ الھندسَات . ذَات البعُد الثاَلث شبه متناَظرة فرسطرَالن أنََ كُل الھندسَات النموذجية لثرسطون

 الَوحيدة من بين الھندسَات, 4Fليست شبه متناَظرة وأن , ناظِرةغير المُت, النموذجية لثرسطون ذَات البعُد الرابعِ
  ھي شبه متناَظرة ھولومورفيكياً, الغير متناَظرة التي تكسب بينة كَالر

 
Résumé:Une géométrie modèle de Thurston  (G, X) est une variété X connexe et 
simplement connexe avec un groupe de Lie G des difféomorphismes de X qui agit 
transitivement  sur X avec stabilisateur compact tel que G maximal et il existe une 
variété M de volume fini modelée par (G,X). Les géométries modèles de Thurston de 
dimension trois sont classifies par W. M. Thurston. R. O. Filipkiewicz a classifié les 
géométries de Thurston de dimension quatre.  C. T. C. Wall a étudié les structures 
complexes sur les géométries de Thurston de dimension quatre. S. Maier a étudié la 
platitude conforme "conformal flatness" des géométries de Thurston. Une variété 
Riemannienne M est dite localement symétrique si son tenseur de courbure de 
Riemann est parallèle ( ∇� = 0 ). Une variété Riemannienne M est semi-symétrique si  
R(X, Y).R=0. Une variété Riemannienne M, de dimension � ≥ 3, est dite pseudo 
symétrique, au sens de Deszcz, s'il existe une fonction  LR  tel que R(X,Y).R=LR(X˄ 
Y).R.  M. Belkhelfa, R. Deszcz et L. Verstraelen ont montré que chaque géométrie de 
Thurston de dimension trois est pseudo symétrique. On a montré que les géométries 
modèles de Thurston, non symétriques, ne sont pas pseudo symétriques et que la seule 
géométrie modèle de dimension quatre Kählérienne et non symétrique, savoir F4, est 
holomorphiquement pseudo symétrique. 

      
Abstract : A model geometry of Thurston (G, X) is a connected and simply 
connected manifold X with a Lie group G acting transitively on X  by compact 
stabilizers, such that G maximal and there exists a manifold M of finite volume 
modelled by (G, X). W. M. Thurston has classified the 3-dimensional Thurston 
geometries. R. O. Filipkiewicz has classified the 4-dimensional Thurston geometries. 
C. T. C. Wall has studied the complex structures on 4-dimensional Thurston 
geometries. S. Maier has studied the conformal flatness of Thurston geometries. A 
Riemannian manifold M is said to be locally symmetric if the Riemann curvature 
tensor is parallel (∇� = 0). A Riemannian manifold M is semi-symmetric if 
R(X,Y).R=0. A Riemannian manifold M, of dimension � ≥ 3, is said to be pseudo 
symmetric, in the sense of Deszcz, if there exists a function  LR  such that 
R(X,Y).R=LR (X˄Y).R. M. Belkhelfa, R. Deszcz et L. Verstraelen have proved that 
every 3-dimensional Thurston geometry is pseudo symmetric. We prove that every  
4-dimensional, non symmetric, Thurston geometry is not pseudo symmetric and that 
the only non symmetric Kählerian 4-dimensional Thurston geometry (i.e. F4) is 
holomorphically pseudo symmetric. 


