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Introduction

Une géométrie modele de Thurston (G, X) est une variété X connexe et
simplement connexe avec un groupe de Lie G des difféomorphismes de X qui
agit transitivement sur X avec stabilisateur compact tel que G maximal® et il
existe une variété M de volume fini modelée? par (G, X).

Les géométries modeles de Thurston de dimension trois sont classifiées par W.
M. Thurston (voir [12], [45] et [49]) ; cette classification compte huit géométries,

a savoir, E3, S3, H3 H?> x E, S? x E, Sl5(R), Nil*(le groupe de Heisenberg de
dimension 3) et Sol?.

R. O. Filipkiewicz a classifié les géométries de Thurston de dimension quatre(voir
[22]). Dans cette classification on distingue deux catégories d’espaces, celles qui
sont symétriques (E*, S*, H*, P*(C), H*(C) S?x 8% S*x E? S*x H?, E* x H?,
H?x H? S3x Bt et H3x E) et celles qui ne sont pas symétriques (Nil?, Solﬁw,
Soly, Solt, F*, Sl,(R) x E' et Nil* x E").

C. T. C. Wall a étudié les structures complexes sur les géométries de Thurs-
ton de dimension quatre (voir [51] et [52]); il a montré que les géométries de
Thurston admettant une structure complexe, compatible avec le groupe de dif-
féomorphismes G, sont : S? x §?%, S? X/IB?, S? x H?, R* R? x H? H? x H?,
P%(C), H*(C), 3 xR, F*, Nil> x R, SI5(R) x R, Solj et Sol{; il a prouvé
aussi I'unicité, sauf pour Solf, qui admet deux structures complexes.

S. Maier a distingué les géométries de Thurston de dimension trois et quatre
qui sont conformément plats (voir [36]); il a montré que ses géométries ne sont
autres que : E3, H? S3 S? x E', H?> x E', E* H* S* S% x E', H? x E' et
S? x H?.

Une variété Riemannienne M est dite localement symétrique si toutes ses
réflexions ,? sont des isométries locales. E. Cartan a montré qu’une variété

1. Maximal dans le sens ou tout groupe contenant G et agissant transitivement sur X avec stabilisateur
compact n’est autre que G

2. Tl existe un sous groupe discret I de G tel que M =T\ (G/G;)

3. 7p inverse les géodésiques passant par p € M



Riemannienne est localement symétrique si son tenseur de courbure de Riemann
R est parallele(VR = 0). Une variété Riemannienne M est semi-symétrique si
VX,Y € X(M), R(X,Y).R =0 ou R(X,Y) agit comme dérivation. Chaque
variété Riemannienne localement symétrique est semi-symétrique. Z.I. Szabo a
classifié les variétés Riemanniennes semi-symétriques(voir [46] et [47]). Une va-
riété Riemannienne M, de dimension n > 3, est dite pseudo symétrique, au sens
de Deszcz, §'il existe une fonction Ly : M — R tel que R(X,Y).R = Lr(X A
Y).Ravec (XNY)Z =g(Y,Z)X —g(X,2)Y et Up ={x € M|R— ;775G #
0 en x} ot 7 est la courbure scalaire et G(X,Y,Z, W) = g((Z AW)Y, X). Il
est clair que toute variété semi-symétrique est pseudo symétrique(Lg = 0).

M. Belkhelfa, R. Deszcz et L. Verstraelen ont montré que chaque géométrie
de Thurston de dimension trois est pseudo symétrique.

L’objectif de cette thése est d’étudier la pseudo symétrie des géométries de
Thurston de dimension quatre.

Ce travail est réparti de la facon suivante : le premier chapitre est rappel
des propriétés et des définitions de bases des variétés Riemanniennes, notam-
ment les différents type de tenseurs; la notion de la pseudo symétrie, qui est
une généralisation de la notion de symétrie, est abordée au deuxiéme chapitre,
qui contient aussi les deux notions de la Ricci pseudo symétrie et de la Weyl
pseudo symétrie et leurs liens avec la pseudo symétrie; le troisiéme chapitre
traite de facon détaillée la notion de la pseudo symétrie holomorphe des variétés
Kéhleriennes ; quant au quatriéme chapitre il fait 'objet des constructions des
métriques Riemanniennes des géométries de Thurston de dimension quatre; le
contenu de ce chapitre est essentiel pour aboutir au résultats de notre travail
énoncés au dernier chapitre, a savoir, I’étude de la pseudo symeétrie et de la
pseudo symétrie holomorphe de géométries de Thurston de dimension quatre.



Chapitre 1

Les variétés Riemanniennes

Dans ce chapitre on rappel quelques propriétés et définitions des variétés
Riemanniennes nécessaire par la suite. Les références principalement utilisées
sont [9], [10] et [30]. Notons que tout les variétés différentiables serons considérées
de classe C'™°.

1.1 Espace Tangent

1.1.1 Vecteur tangent

Définition 1.1.1. Soit M une variété différentiable et x € M. Une application
A, 0 C°(M) — R est appelée une dérivation en x, si elle satisfait les régles
suivantes : pour tous f,g € C*(M).

1. Aa?(f + g) - Aﬂc(f) + Ax(g)
2. Au(f.9) = Au([f)-9(@) + f(2).As(g).

L’ensemble de toutes les dérivations en x , s’appelle [’espace tangent de M
en x , il est noté T, M. Par définition un vecteur tangent de M en x est un

élement de T, M .
Remarque 1.1.1.

1. T, M est un espace vectoriel de dimension n .

2. Soit {(U, )} une carte locale au point v € M et p(z) = (z', 22, ....,2")

les coordonnées locales au voisinage de x. Les n dérivations % » forme
une base de T, M.

3. TM = U T.M est appelé le fibré tangent de M .
xeM




4. On appelle TXM ['espace cotangent a M en x. On sait que localement

(% |.) est une base de T, M. On note par (dz'|,) sa base dual , nous avons
(dx'|; % z) = gﬁ = &7 tel que & est le symbole de Krineker défini par
§l=1 sii=j
{ 6 =0 sii#tj’
5 T"M = U T M est appelé le fibré cotangent a M.
reM

1.1.2 Champ de vecteurs

Définition 1.1.2. Soit M une variété différentiable.
o w:TM — M la projection de TM sur M définie par w(x, X) = x est une
application surjective et différentiable.
o Une section de T'M est une application X : M — T'M telle que mo X =
idyy.
e Une telle section de T'M est appelée champ de vecteurs sur M. L’ensemble
des champs de vecteurs sur M est noté par X(M).

Dans tout qui suit on considére la convention d'Einstein (pour les sommes
sans signe de sommation » ).

Définition 1.1.3. Soit M une variété différentiable.
Le crochet de Lie noté [,] est définie par [X,Y] = XY =Y X pour tous X,Y €

X(M) et vérifiant les propriétés suivantes :

1. [,] est bilinéaire et antisymétrique.

2. [[X, Y], Z] + [V, 2], X] + [[Z,X],Y] =0 pour X,Y € X(M).
1.2 Tenseurs

1.2.1 Tenseur sur une variété

Définition 1.2.1.

e Pour tout x € M nous définissons l’espace vectoriel

Tép’Q)MZTQ;M®T$M®"'®TxM®T;M®T;M®"'®T;M

pfois qfois



o Un élémentT € ngp’q)M est un tenseur de type (p, q) au-dessus de x. Dans
une base associe & un systeme de coordonnées, (x') au voisinage de x, il
s’écrit comme suit

0 0 0

T|, = leljj:::j’q)(x)axh (x>®8xi2 (2)®- - - s

211 g
ou, T;' 2" j/(x) sont des nombres réels.

e On note TPIM = U TP
rxeM

( )®dle|x®d$]2| K- - .Zqu|

Définition 1.2.2. Un champ de tenseur de type (p,q) (ou un tenseur sur M)
est une section de TW9OM . L’ensemble des champs de tenseur de type (p,q) est
noté par TPUN

Exemple 1.2.1.

— Une fonction sur une variété M est un tenseur de type (0,0)

— Un champ de vecteurs X est un tenseur de type (1,0).

— Une 1-forme différentielle w sur une variété M est un tenseur de type
(0,1)

1.2.2 Meétriques Riemanniennes

Définition 1.2.3. Soit M une variété différentiable. Une métrique Rieman-
nienne g sur M est un tenseur de type (0,2) ; tel que pour tout X € M l’ap-
plication g, : T, M x T, M — R est une application bilinéaire , symétrique ,
définie positive.

M muni la métrique g est appelée variété Riemannienne et noté (M, g) (ou
tout simplement M s’il a y pas d’ambiguité).

Remarque 1.2.1.
Dans un systéeme de coordonnées locales (z1, ..., x"). Les composantes de g sont
o 0
9 = 9500 u7)
Exemple 1.2.2.

1) (R™, go) est une variété Riemannienne; ot gy est le produit scalaire usuel
sur R" [ i.e
0
go(az'L? 81‘]) 5J)




2) D" ={x € R",|| « ||[< 1} munie de la métrique hyperbolique g définie
par g(X,Y) = Wgo(X, Y), X,)Y € T,R", © € D" est une variété
Riemannienne .

1.3 Connexion Riemannienne

1.3.1 Connexion linéaire

Définition 1.3.1. Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est
une application
V:X(M)xX(M)— X(M)

telle que pour tous X, X', Y)Y € X(M) et f,g € C*(M)

1) Vixsgo(Y) = fVx(Y) +gVx(Y).

2) Vx(Y +Y) =Vx(Y)+ Vx(Y).

3) Vx(fY) = fVx(Y)+ X(f)Y.

On dit que VY est la dérivée covariante de Y en direction de X.

Définition 1.3.2. Soit (U, p) une carte sur une variété différentiable M de

dimension n et {x'} les coordonnées associées pour les quelles on note 0; = %.

Les symboles de Christoffel d’une connexion V relativement aux coordonnées

{a'} sont les n® fonctions T}; € C*(M) définies par

Vodj = > Tl
k=1

Lemme 1.3.1. Localement, les symboles de Christoffel déterminent entierement
la connexion V. Plus précisément, pour X = Xi% = X9, etY = Yj% =
Y70,

VxY = (XYY" + X'YT};) 0%

Preuve . On développe 'expression,
VxY = Vx(Y’0))

YjVXaj + X(Yj)é?j
= YIX'Vy,0; + X(Y7)0;
= YIX'T}0, + X (Y")0,
= (XY* 4+ X'YT},) 0

10



Exemple 1.3.1. ( Le cas de R" ).
La connezion standard ¥V de R™ est définie pour X,Y € X(M) par

VxY = X(Y7)9,

Les composantes du champ résultant sont,

_ . : OY/ . oY
J — JYy — Y2 Jy —

1.3.2 Torsion d’une connexion

Définition 1.3.3. La torsion d’une connezion est le tenseur de type (1,2) défini
par 'expression

T(X,Y)=VxY —-VyX — [X|Y]
T(X,Y) est un champ de vecteurs. De la définition, on remarque que T'(X,Y") =
—T(Y, X) La nullité du tenseur de torsion est équivalente a la relation Fk = Fk
pour tous i, j, k.

Expression locale de la torsion I' d’une connexion V :
pour X = X' Y =YI L € x(M)

T(X,Y) = VxY —VyX —[X,Y]

- Xiaii(yj)ai + XYV aia _Yj%(xi)aii
- VXV, aiz -X 8iz(w)aia +Yj%(xi)aii
= X'V (Ve ai Vg aiz)

= XY/} —T%) a(zk

Définition 1.3.4. Une connexion linéaire NV sur une variété M est dite sans
torsion s1 T = 0.

Définition 1.3.5. Une connexion linéaire V sur une variété M est dite plate
stV =0.
1.3.3 La dérivée covariante d’un tenseur

Définition 1.3.6. Soit T un tenseur de type (0,7) sur une variété Rieman-
nienne M. La dérivée covariante VT du tenseur T est un tenseur de type

11



(0,74 1) défini par

VT, ... Y,) = X(T(V1,... ;) = > T(Vh,... VxV;, ... Y)

=1
pour tout X € X(M).
111 -7
Pour les composantes V,, T;'> 7 on a,
J1j2dq
leQ ’Lp . 2122 Zp
v 7—371]2 Je a 7“']1]2 “Jq
i1 Sigip 1o BERE ip riiioeS
+ Fmsrhjz “Jq +FmSTJ1J2 Jq + +Fm3T]132 Jq
. S 2122 Zp S 1122 Yp . _ S 2122 Zp
FmJITSJQ “Jq thThS “Jq FquT]Uz A

Si le tenseur T est de type (1,r) la dérivée covariante de T est définie par
VxT(Y1,...Y,) =VxT(W,....Y, ZT Vi, ... VxY;, ... Y,)

pour tout X, Yy, ....Y, € X(M).
Exemple 1.3.2.

(Vx g)(Y1,Y2) = Xg(Y1,Y2) — g(VxY1,Y3) — g(Y1, VxY5)

Définition 1.3.7. On dit qu’un tenseur T' de type (0,7) (ou (1,7)) est paralléle

(par rapport a V) si VT =0 c’est-a-dire VxT = 0 pour tout X € X(M)

1.3.4 Connexion Riemannienne

Définition 1.3.8. On dit qu’une connexion linéaire sur une variété Rieman-

nienne (M, g) est métrique ou Riemannienne si g est paralléle c’est-a-dire

Vg =0.

Définition 1.3.9. Soit M wune variété Riemannienne. Il existe une unique

connexion V sur le fibré tangent T M telle que :
1. V est sans torsion.
2. V est métrique.

On appelle cette connexion la connexion de Levi-Civita sur M.

12



Proposition 1.3.1. Dans un systeme de coordonnées locales; les composantes
Ffj de la connexion Levi-Civita sont données par

avec (g¥) est la matrice inverse de (g;;).

1.4 Les courbures sur une variété Riemannienne

1.4.1 Courbure Riemannienne

Dans tout qui suit on considére que des variétés Riemanniennes munies de la
connexion de Levi-Civita.

Définition 1.4.1. Le tenseur de courbure de Riemann R d’une variété Rie-
mannienne (M, g) est le tenseur, de type (1,3), défini par

VX,Y,Z e X(M), R(X,Y)Z = [Vx,Vy|Z - VixyZ
= (VxVy = VyVx —Vixy))Z

Propriétés 1.4.1. pour tous X,Y,Z, € X(M),etf, g, h € C*
o R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z .
o R(fX,gY)hZ = fgh R(X,Y)Z

On peut considérer le tenseur de courbure de Riemann comme un tenseur de
type (0,4) avec
R(X,Y,Z, W) =g(R(Z, W)Y, X)

1.4.2 La courbure en coordonnées

Soit p € M et (2!, ...,2") un systéme de coordonnées locales autour de p (i.e
au voisinage de p). Pour tout X = X'0;, Y =Y0;,, W = W0, et Z = Z'0; on
a

R(X,Y)Z = Ri;; X'Y' Z"9,
R(X,Y,Z,W) = Ryu XY Z"W!

avec Rﬁm 81(F§k) —0;(TL) +>" | (F%Fﬁm — F%Ffj ) et Riju = gim R,

13



Proposition 1.4.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de
courbure Riemannienne R vérifie les propriétés suivantes :

1. g(RIX,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z),
2. g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y).
3. R vérifie l'identité de Bianchi algébrique

R(X,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.
4. R vérifie l'identité de Bianchi différentielle
(VxR)(Y,Z)+ (VyR)(Z,X)+ (VzR)(X,Y) = 0.

1.4.3 la courbure de Ricci et la courbure de Weyl

Définition 1.4.2. On appelle tenseur de courbure de Ricci d’une variété Rie-
mannienne (M", g) le tenseur S de type (0,2) donné par

S(X,Y) = trace(Zt—) R(Z,X)Y)

- Zg 627 Yez)
= Zg (X, e)e,Y)

pour tout X, Y € X(M), ou (e;) une base orthonormée.

Le tenseur de courbure de Ricci est symétrique, en effet

S(va) = Zg 627 Yei)
= Zg (Y,ei)ei, X)
= Zg 62, Xyei)

= S(Y X)

Définition 1.4.3. L’ opérateur de Ricci S d’une variété Riemannienne (M", g),
est défini par S(X,Y) = g(X,SY) pour tout X, Y € X(M)

14



Définition 1.4.4. On appelle courbure scalaire T d’une variété Riemannienne
M est définie par T = trace(S).

Remarque 1.4.1. La courbure scalaire peut étre exprimer dans systéme des co-
ordonnées locales (xt,- -+ ,z") en fonctions des composantes du tenseur comme

suit
T=2> 9"S;
1,J

avec (g") est la matrice inverse de (g;;) et Si; = S(:%, 2

ozt W)

Définition 1.4.5. Le tenseur de courbure de Weyl, noté C, d’une variété Rie-
mannienne M de dimension n est défini par

C(X,Y)Z = R(X,Y)Z — (X A, SY +SX A, Y — —

n— 2 n—1

avec (X NgY)Z =g(Y,Z2)X —g(X,2)Y

XA Y)Z

Le tenseur de courbure de Weyl peut étre vu comme un tenseur de type (0, 4)
C(X.Y.Z,W) = g(C(Z, W)Y, X)

Définition 1.4.6. [7] Une wvariété Riemannienne M est dite conformément
plate si pour tout x € M, il existe un voisinage V de x telle que la métrique
e?1 g est plate sur V ; avec g la métrique Riemannienne de M et f une fonction
réelle sur 'V .

Une variété Riemannienne M de dimension n est conformément plate si est
seulement si :
(n > 4) Le tenseur de courbure de Weyl est nul (|7] page 60).

(n=3) Le tenseur B = S — g est un tenseur de Codazzi i.e VxB(Y,Z) =
VyB(X,Z), pour tout X, Y, Z € X(M) (|7] page 435).
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Chapitre 2

La pseudo symétrie au sens de Deszcz

Dans ce chapitre on donne la notions de la pseudo symétrie. les références
principales de ce chapitre sont : [33], [53| pour la dérivée covariante et le transport
paralléle et pour la pseudo symétrie on a reproduit les définitions , propriétés et
preuves de [23].

2.1 Dérivée covariante

Soit ¢ : I C R — M une courbe dans M un champs de vecteurs V' sur c est
une application de I vers, le fibré tangent de M, T'M qui associe a chaque t € I
un vecteurs V; € Tiy).

Soit t € I et (x!,---,2") un systéme de coordonnées local au point c(t). La
dérivée covariante de V' (avec V; = Y1 V(t)-(c(t))) le long de ¢ au point ¢
est définie par

DV a
W(t) = Z

k=1

— (dV/ —~ g du’ o
Z(W(tH L @V (t)>

j=1 i=1

o (e(t)

avec %(t) =3, Ui(t)a‘z,i (t) le vecteur tangent a ¢ au point t.
La dérivée covariante est la seule application linéaire sur les champs de vec-
teurs le long de une courbe c¢ vérifiant :

1. Pour tout fonction réel f sur [

D(fY), . df DY
7 (t) = E(t)Y(t) + f(t)ﬁ(t)

2. S’il existe un voisinage de ¢, tel que le champ de vecteurs Y est la restriction
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a ¢ d'un champ de vecteurs X défini sur un voisinage W de ¢(ty) alors

DY o dc
7 ——(t0) = (Vi) X )e(to) ou C(tO)ZE(tO)

2.2 Transport paralléle

Définition 2.2.1. Un champ de vecteurs X le long de c est dite si sa dérivée
covariante le long de c est nulle ¢’est-a-dire < = X)y=0Vtel

Proposition 2.2.1. Soit ¢ : I C R — M une courbe, de classe C', dans M et
to € I. Pour tout v € Ty, )M, il existe un unique champ de vecteurs X le long
de c tel que X (tg) = v.

Définition 2.2.2. Le transport paralléle de ¢(0) a c(t) le long d’une courbe c
dans M est Uapplication linéaire Py de Ty vers Ticy)) qui associe a chaque
v € TeoyM le vecteur X,(t), ot X, est le champ de vecteurs parallele le long de
c tel que X,(0) = v.

Proposition 2.2.2. Le transport parallele le long de c est une isométrie de Ti
vers Tiewyy. Plus généralement, si X et'Y sont des champs de vecteurs le long
de c alors

L gx. v (1) = o2 x (0. (@) + ox (). Dy (1)

2.3 'Transport paralléle et la courbure de Riemann

Soit (M, g) une variété Riemannienne et p € M avec un systéme de coordon-
nées local (zt,--- 2" --- 2% ... 2") au voisinage de p. Changeons les noms
des deux coordonnées z" et z* par = et y respectivement, et fixons les autres
coordonnées autour de p (dans un voisinage de p), notons aussi x et y les co-
ordonnées, au point p, x" et 2* respectivement. Notons ¥ = 50 h( ) € T,M et
7= 5 (p ) € T,M.

Construlsant le parallélogramme P de sommet p, dont les arrétes sont obte-
nues en varions x et y, I'un aprés 'autre, par une quantité infinitésimale Ax et
Ay respectivement. Les vecteurs tangents aux cotés issus de p sont & et ¢ (Voir
Figure 2.1).

En 1918 J. Schouten(]|44]) & donné l'interprétation géométrique du tenseur
de courbure de Riemann R en utilisant le transport paralléle (voir Figure 2.2).
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FIGURE 2.1 — Parallélogramme

r(z + Az,y + Ay)

FIGURE 2.2 — Transport paralléle le long de P
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Soit Z € T,M, le transport paralléle de 2’ le long du parallélogramme P nous
donne z* (Schouten, 1918) avec

7 =7 — (R(Z,9)2) AzAy + O (Ax, Ay) (2.3.1)

R(Z, )7z mesure le changement, en second ordre, du vecteur Z’ aprés son trans-
port paralléele le long du parallélogramme P de sommet p.

2.4 L’endomorphisme métrique

Définition 2.4.1. L’endomorphisme métrique X NY : TM — TM associe
aur deur champs de vecteurs X et'Y sur une variété Riemannienne (M, g) est
défini par

(X AY)Z = g(Y, 2)X — g(X, Z)Y

Supposons que Z,y € T,M soient orthogonales et choisissons {es,--- ,e,}
tel que {Z, ¥, es,--- ,en} soit une base orthonormée de T,M. Soit 2 € T,,M, on
peut exprimer Z' comme suit :

En effectuant une rotation de la projection de Z’ sur le plan 7 = & A ¢/, engendré
par @ et ¢, d'un angle infinitésimal A¢ sans changer la projection de Z sur le
sous espace vectoriel de T, M engendré par {es,--- ,e,}, on obtient un nouveau
vecteur Z.

2=2—(9(4,2)7 - 9(, DPNAd + 07 (A¢) (2.4.1)
Le vecteur (¥ A y)Z2 = g(v, 2)@ — g(Z, 2)y mesure le changement, en premier
ordre, du vecteur 2z aprés une rotation infinitésimale de la projection de 2" sur

le plan 7 engendré par & et  au point p. Il est natural de considérer (Z A )2
comme une normalisateur de R(Z, )z

Définition 2.4.2. Pour p € M, soit m = X Ny le plan engendré par T et §
tangent a M en p. le nombre réel

9(R(Z,9)y, T)

9((Z A Y)Y, T)

qui ne dépend que du point p et du plan w est appelé courbure sectionnelle de
M en p pour le plan 7.

k(pa 7T) -
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Il est bien connu que le tenseur de courbure est déterminer par la courbure
sectionnelle (Cartan). Une variété Riemannienne est dite & courbure sectionnelle
constant ¢ si sa courbure sectionnelle k(p, ) égale a ¢ pour tout point p € M
et pour tout plan 7 C T, M.

Théoréme 2.4.1 (de Schur). Une variété Riemannienne (M, g), de dimension
n > 2, est a courbure sectionnelle constante si et seulement si sa courbure
sectionnelle k(p, ) est indépendante du plan m C T,M pour tout p € M

2.5 Le parallélogramme de Levi-Civita

En 1917 Levi-Civita [34] a donné une interprétation géométrique de la cour-
bure sectionnelle d’'un plan en un point en terme de la distance de certains
géodésique.

Soit p € M et v € T, M. Déterminons le point ¢, de la géodésique o passant
par p et tangent a v, tel que ¢ est & une distance infinitésimale A de p. Notons
w* € T,M le vecteur obtenu par le transport paralléle de @ de p a ¢ le long
de a. Considérons aussi les deux géodésiques, issus de p et g, B, et B, qui sont
tangentes a ¥ et v* respectivement. Fixons p € Bp et g € B, a la méme distance
infinitésimale B de p et g respectivement. Le parallélogramme de sommet p avec
les cotés issu de p tangent a ¢ et w est complété par la géodésique @ qui joint
p et g. Soit A’ la distance géodésique entre p et ¢ Levi-Civita a prouvé que,
en premier ordre d’approximation, la courbure sectionnelle du plan © = v A 0,
engendré par U et w, peut étre exprimer comme suit

AQ . A/2
k(p,7) = ————
(p.7) (ABsing)?
ou ¢ est I'angle entre ¥ et w Pour le cas particulier ou ¥’ et w sont orthonormales

et A = B = ¢ (voir Figure 2.3). La courbure sectionnelle du plan 7 = o' A 0,
engendré par U et w, est exprimée en terme du carré de Levi-Civita par

82 . 5/2
k(p,m) =

64
2.6 Les variétés localement symétriques

Le transport parallele de deux vecteurs linéairement indépendants le long
d’une courbe nous donne a chaque point de cette courbe deux vecteurs linéaire-
ment indépendants. Ainsi on peut définir le transport paralléle d’un plan le long
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FIGURE 2.3 — Le carré de Levi-Civita

d’une courbe, en fixons une base de plan de départ, et prenons son transport
paralléle le plan engendré par les transport paralléle des vecteurs de la base.

Levy [35] a étudié la courbure sectionnelle d’'un plan et de son transport
paralléle le long des courbes du flot d’un champ de vecteurs X.

Théoréme 2.6.1 (Levy). La condition nécessaire et suffisante pour que la cour-
bure sectionnelle de tout plan m reste constante le long des courbes du flot d’un
champ de vecteurs X quand ce plan 7 est transporté parallélement le long des
courbes du flot, est que VxR = 0.

E. Cartan [11] a montré que les variétés Riemanniennes avec un tenseur de
Riemann paralléle (VR = 0) sont les espaces dite localement symétrique, c¢’est-
a-dire les espaces qui ont la propriété suivante : tout les réflexions ~, (v, inverse
les géodésiques passant par p) sont des isométries locales

2.7 Les variétés semi-symétriques

Considérons un parallélogramme infinitésimal P de sommet p(x, y) et de cotés
issus de p tangent a & € T,M et y € T,M. Soit le plan 7 C T,M tangent a M
en p, engendré par les deux vecteurs orthonormales ¥ et . Considérons v* et w*
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FIGURE 2.4 — Le transport paralléle de 7 le long de P

les transports paralléles de ¢ et w respectivement le long du parallélogramme P
(voir Figure 2.4)
On a (en appliquant (2.3.1)

U — (R(Z,1)0)AzAy + O7*(Az, Ay)
@ — (R(Z, §)@) AzAy + 072 (Az, Ay)

g*l G*l

d’ot la courbure sectionnelle du plan 7* = v* A w*, engendré par v* et w*, peut
étre exprimer comme suit

k(p, ) = k(p,7) + (R.R) (¥, W, W, 0, Z, ) AxAy + O7*(Az, Ay)  (2.7.1)
ou le tenseur, de type (0,6), R.R est définie par

(R.R)(X1, X, X3, X4 X, Y) = (R(X,Y).R)(X1, Xo, X3, X)
= _R(R(X7 Y>X17X27X3)X4) - R(X17 R(X7 Y)XQ)X37X4)
- R(Xh X27 R(X7 Y)X37 X4) - R(X17X27 X37 R(X7 Y)X4)

Le (0,6)-tenseur R.R de M mesure le changement de la courbure sectionnelle
en p, pour chaque plan 7 aprés un transport paralléle de 7 le long d’un parallé-
logramme infinitésimal P de sommet p.
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Définition 2.7.1. Une variété Riemannienne (M, g) est dite semi-symétrique
st RR=10

Théoréme 2.7.1. [23] Une variété Riemannienne M est semi-symétrique si et
seulement si sa courbure sectionnelle k(p, ) est invariante, en approximation
de second ordre, apres un transport paralléle de chaque plan m en chaque point
p de M le long de chaque parallélogramme infinitésimal II de sommet p.

Proposition 2.7.1. [23] Le tenseur, de type (0,6), R.R vérifie les propriétés
suivantes.

1. (R'R)(X17X27X3)X4;X7 Y) = _(R'R)(X27X17X35X4;X7Y)
2. (R'R)(X17X27X37X4;X7 Y) = (R‘R)(X?)’XllaXlaXQ;X?Y)
3. (R.R)<X17X27X3,X4;X, Y)+(R.R)(X1,X3,X4,X2;X,Y)—‘r(R.R)(Xl,X4,X2,X3;X, Y) =0

4. (R.R)(Xl,XQ,X3,X4;X, Y) + (R.R)(Xg,X4,X, Y;Xl, X2) + (RR)(X, Yv, Xl,XQ; X3,X4) =0

Démonstration. Les propriétés 1),2) et 3) sont des conséquence direct des pro-
priétés du tenseur de courbure de Riemann R. Pour 4) il suffit de remplacer
chaque R(U,V)W dans R.R par son expression dans une base orthonormé
{Ela"'aEn}~ H

Il est claire, d’aprés ce qui précede, que les variétés de dimension 2 sont semi-
symétrique. Pour les dimension plus élevé, la semi-symétrie généralise la symé-
trie locale, puisque chaque variété localement symétrique est semi-symétrique.
L’inverse n’est pas vrai en générale(|37],[48]). La classification des variétés Rie-
manniennes semi-symétriques est donnée par Szabo [46],[47].

2.8 La courbure sectionnelle de Deszcz

Probablement le plus simple (0, 6)-tenseur de M, admettant les méme pro-
priétés algébriques que R.R est le tenseur de Tachibana Q(g, R), défini par

Q(g, R)(X1, X0, X3, Xi: X, Y) =((X AY).R)(X1, X2, X3, X4)
= — R((X AY) X1, Xs, X3, X4)

— R(X1, (X AY) X, X3, X4)

— R(X1, Xo, (X ANY) X3, X4)

— R(X1, Xy, X3, (X AY)X))

On a le résultat classique suivant.
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Proposition 2.8.1. (Fisenhart) Une variété Riemannienne M est a courbure
constante si et seulement si Q(g, R) = 0.

L’interprétation géométrique de Q(g, R) (voir [23]) se déduit de celle de (&' A
y)Z. Soit {Z,y, €3, - ,€,} une base orthonormé de 7, M et considérons les deux
vecteurs orthonormales U, w € T, M. Soit les deux vecteurs D et @ obtenus apres
une rotation infinitésimale Ay de la projection, sur m = v A W, des vecteurs v

et w respectivement.
On a (d’apres (2.4.1)

~—

En comparons la courbure sectionnelle des plans m = v AW et @ = v A w, on
obtient

K(p,7) = k(p, ™) + Qg, R) (7, @, 0, 7. 7, ) Ap + 07 (Ag)  (281)

D’une part, la composante Q(g, R) (v, W, W, ¥; Z,y) mesure le changement de la
courbure sectionnelle k(p, 7), en premier ordre d’approximation, aprés une rota-
tion inﬁnitésimale en p de la projection sur le plan m# = Z A ¢ (voir [23]). D’autre
part (R.R)(v,w,w,v; 7, y) mesure le changement de la courbure sectionnelle
k(p, ) aprés le transport paralléle du plan 7 dans un voisinage infinitésimal de

e e e e

p; donc on peut considérer Q(g, R) (v, W, W, ¥; Z,y) comme un normalisateur de
(R.R)(U, W, W, v; T, ).

Définition 2.8.1. [23] Soit M wune variété Riemannienne de dimension n >
3 qui n'est pas a courbure constante et mnotons Ug [’ensemble de points ou le
tenseur de Tachibana Q(g, R) est non nul ¢’est-a-dire Up = {x € M|Q(g, R) #
0}. Alors en p € Ug, un plan m = UAW C T,M est dit en courbure-dépendance
("curvature-dependent”) avec le plan 7 = T Ny si Q(g, R) (v, W, W, v; Z,y) # 0.
Cette définition est indépendante du choix de la base de m et de 7.

Définition 2.8.2. /23] Pour p € Ug, soient les deux plans m = U AW et ™ =
TNy, tangent a M en p, en courbure-dépendance. Alors la courbure sectionnelle
de Deszcz L(p,m,7) du plan m respectivement a 7 est définie par

(R.R)(V, W, W, U; %, )
Q(g, B)(v, W, 0, v; T, 9)

Cette définition est aussi indépendante du choix de la base de 7 et de 7.

L(p,m,m) =
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L’interprétation géométrique de la courbure sectionnelle de Deszcz peut se
faire en utilisant le carré de Levi-Civita(|23]). Considérons, en p € M, les deux
plans tangent T = TAW et T = ZAY. Soit v* (resp. u?*) le transport paralléle de ¥
(resp. ) le long d’un parallélogramme infinitésimal de sommet p tangent a Z et
y avec les longueurs des cotés issus de p, Az et Ay respectivement. Construisons
les carrées de Levi-Civita en p pour les vecteurs @, @ et v*, w* respectivement,
avec la longueur des trois cotés €. En général, les longueurs des quatriéme cotés
¢’ et "’ sont différent. En remplacons k(p, 7) et k(p, 7*), dans (2.7.1), par leur
expressions en termes de carré de Levi-Civita on obtient

N N(€/)2_(5*/)2 1
(R.R)(U, W, @, ¥; Z, ) ~ 4 AzAy

Soient les vecteurs ¥ et w obtenus aprés une rotation infinitésimale Ay de la

projection sur le plan 7 = & A 37, des vecteurs U et w respectivement. Notons
F=0Awle plan engendre par ¥ et w. Construisons le carré de Levi-Civita
en p pour les vecteurs v et w avec la longueur des trois cotés € et la longueur
du quatrieme coté &’. En remplagons k(p, ) et k(p,7), dans (2.8.1), par leur
expressions en termes de carré de Levi-Civita on obtient
(€)= ()% 1
gl Ay

En calibrons le changement de la courbure sectionnelle aprés le transport
paralléle, le long du parallélogramme infinitésimal P de paramétres Ax et Ay,
avec le changement de la courbure sectionnelle aprés une rotation infinitésimale,

Qg, R)(v, 0,0, v T, 9) =~

d’angle Ay, par Ay = Az Ay. On obtient une approximation en termes du
carré de Levi-Civita, de longueur € (des trois cotés), de la courbure sectionnelle
de Deszcz.

Théoréme 2.8.1. [23] Soit M une variété Riemannienne, p € Ug et le plan
m C T,M en courbure-dépendance avec le plan @ C T,M. Sous la condition de
calibration de transport paralléle infinitésimal avec la rotation infinitésimale, la
courbure sectionnelle de Deszcz L(p,m, ™) peut étre exprimer en termes de la
longueur du quatrieme coté du carré de levi-Civita comme suit :

gl 2 _ 5*/ 2
L(p, T, 71—) ~ ((8/))2 - ((5/))2
En similitude avec la relation entre le tenseur de courbure de Riemann et
la courbure sectionnelle. Il y a la propriété suivante entre le tenseur R.R et la
courbure sectionnelle de Deszcz.
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Théoréme 2.8.2. /23] En tout point p € Ug, le tenseur R.R de la variété
Riemannienne M est déterminé par la courbure sectionnelle de Deszcz de tout
les plans en courbure-dépendance w,7 € T, M.

Démonstration. Supposons qu’il existe un tenseur, de type (0,6), W avec les
méme propriété algébrique que R.R (proposition 2.7.1) et que pour tout deux
plans tangent en p, en courbure-dépendance, T =uAv et 1 =X Ay on a
(R-R)(4, 0,4, 0,2, y) _ W(U,0,40;7,7)
Qg, R)(4, V0,4, 0;Z,9)  Qg, R)(4, ?7 U, U; 7, 9)
I1 suffit de prouver que

Vi, 3, 03, 2y, 05, T € T, M, (R.R) (21, @3, T3, T4; T5, T6) = W (21, T3, T3, T4; T5, Tg)

Soit S le tenseur, de type (0,6), défini par S = R.R — W. Il est claire que S a
les méme propriétés algébriques que R.R et W. De plus, pour tout deux plans
tangent en p, en courbure-dépendance, T = U AT et T =T A7,

S(@, v, i, 7. %, ) = 0 (2.8.2)

Quand le plan les deux plans = U AUetT=xAYy nesont pas en courbure-
dépendance Q(g, R)(u, v, u, v; & g) = 0. Comme Q(g, R)(u, U, u, V; ¥, y) est un
polyndéme des composantes de u, U, T et i, 'ensemble des zéros ne contient pas
un ouvert (sinon (g, )p = 0 ce qui contredit p € Ug). par conséquence on peut
choisir quatre suite (u,), (0,,), (%) et (y,) avec U, — U, ¥, — U, &, — &
et ¥, — ¢ tels que 7, = u, A v, et T, = 2, Ay, sont en courbure-dépendance
pour tout n € N. On a, d’aprés (2.8.2), S(uy, Uy, Un, Un; Tn, Yn) = 0 pour tout
n € N, et par passage a la limite on aura S(u, v, u, v;Z,3y) = 0. D’ou (2.8.2)
sera vérifiée pour tout u, v, z,y € T,M.
D’apres (2.8.2) on a pour tout 21, 22, 43, €1, T5, T6 € TyM

S(z7 + 23, T, T1 + X3, To; 5, T) = 0 (2.8.3)
En utilisons (2.8.2) et les propriétés algébrique de S, on obtient
S(z1, T3, T3, To; T5, Tg) = 0 (2.8.4)
De (2.8.4) et puisque 71, T3, £3, T4, Tp et g sont arbitraires on aura
S(z1, Ty + T4, T3, T5 + Ty; 05, T) = 0 (2.8.5)
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de (2.8.4) et (2.8.5) et de la linéarité de S on obtient
S(x1, T3, T3, Ty; T5, Tg) + S(271, T4, T3, T2; T5, T) = 0 (2.8.6)
et par conséquence (en utilisant les propriétés algébriques de S)

(2.8.6) < S(1, T, T, 43 5, ) = —S (1, T, T, T3 5, )
= S(77, 74, T3, T3; T5, Tp)
— —S<$_i,x_é,x_’2,$_21,x_é,$_’6)

= S(21, T4, T}, T; T5, T)
puisque 271, T3, £3, T4, T5 et T sont arbitraires on aura

S(21, 5, T3, Ty Th, Tg) = S(T1, T3, Ty, To; Ts, Tg) (2.8.7)

= S(@1, %4, T3, T3; T5, Tp) (2.8.8)

en appliquons la propriété 2) de la proposition 2.7.1 & S et de (2.8.7), (2.8.8) on
obtient

S(3, T3, T3, Ty; T5, 7) = 0
puisque 7, T9, T3, T4, Ty et Tg sont arbitraires alors S = 0 donc W = R.R sur
Ukg. O

Corollaire 2.8.1. /23] Les variétés semi-symétriques sont caractérisées par la
nullité de la courbure sectionnelle de Deszcz.

2.9 Les variétés pseudo symétriques

Définition 2.9.1. Une variété Riemannienne M, de dimension n > 3, est dite
pseudo symétrique, au sens de Deszcz, en un point p € Ug s’il existe un scalaire
Ly tel que, enp, R.R=LrQ(g, R).

Une variété Riemannienne M, de dimension n > 3, est dite pseudo Sy-

métrique, au sens de Deszcz, si elle est pseudo symétrique en tout ses points,
c’est-a-dire s’il existe une fonction Lg : M — R tel que R.R = LrQ(g, R).

Théoréme 2.9.1. /23] Une variété Riemannienne M de dimension n > 3 est
pseudo symétrique, au sens de Deszcz, si et seulement si en tout point p € Ug
les courbures sectionnelles de Deszcz sont les méme ; c’est-a-dire pour tout les
plans tangent, en p, m et T en courbure-dépendance L(p,m,7) = Lg(p) pour
une certain fonction Lg : Up — R.
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Démonstration. Si M est pseudo symétrique (R.R = Lr Q(g, R)) 'implication
est évidente.

Supposons que L(p,7,7) = Lg(p) pour tout les plans, en p, ™ et T en
courbure-dépendance. Si T = u A ¥ et T = T A ¢ alors

(RR)(QZ U, U, U; T, g) = LR(p) Q(ga R)(ﬁ, 177 U, v; T, g)

Le tenseur T'= R.R — Lp(p) Q(g, R) a les méme propriétés algébrique que celle
de R.R. Pour deux plans @ A v et @ = & A ¢ en courbure-dépendance on a

T(@,7, 4,7, 7,§) = 0

Si les deux plans © A ¥ et @ = T A i ne sont pas en courbure-dépendance un
argument similaire a celle utilisé pour la preuve du théoréeme 2.8.2 nous donne

T(id, 7,1, 7. %,7) =0

en continuons le méme raisonnement comme pour la preuve du théoreme 2.8.2
on obtient

T(21, 23, 23, T4; T5, ) = 0 pour tout 27, 23, £3, T4, T, T € T,M
Ce qui achéve la démonstration. ]

Remarque 2.9.1. [] est claire que tout variété semi-symétrique est pseudo
symétrique. L inverse n’est pas vrai, par exemple le groupe de Heisenberg avec
une métrique invariante a gauche est pseudo symétrique et non semi-symeétrique

(/3] page 370).

Théoréme 2.9.2. [14] Soit (M, g) une variété Riemannienne avec le tenseur
de courbure de Weyl nul. Alors (M, g) est pseudo symétrique si et seulement si
pour tout x € M lopérateur de Ricci, en x, S, a au plus deux valeurs propres.

L’étude de la pseudo symétrie de variété avec tenseur de Weyl nul (en parti-
culier les variétés dimension 3) peut se réduire a I’étude spectrale de 'opérateur
de Ricci.
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2.10 Ricci pseudo symétrie et Weyl pseudo symeétrie

Définition 2.10.1. Soit T' un tenseur de type (0,7) sur M. les deux tenseur
R.T et Q(g,T), de type (0,7 + 2), sont définis par

(R-T)(X1, Xo, .., X3 X,Y) = (R(X,Y) - T)(X1, Xo, ..., X3)
=-T(R(X,Y)X1,Xo, ..., Xp) — -~
o T(X17X2a s ?R(X? Y)Xk)

Qlg, T) (X1, Xo, ... X X,Y) = (X A, Y) - T) (X1, X, ..., Xp)
= —T(X A Y)X1, Xoy o, Xp) — - -
—T(X1, Xs, ... (X A, Y)X))

Définition 2.10.2. Une variété Riemannienne M est dite Ricci semi-symétrique
st R.S = 0. Elle est dite Weyl semi-symétrique si R.C' = 0.

Définition 2.10.3. Une variété Riemannienne M est dite Ricci pseudo symeé-
trique s’il existe une fonction Lg sur Us = {x € M| S — g # 0 enx} telle
que R-S = LgQ(g,S) sur Ug. Elle est dite Weyl pseudo symétrique s’il eziste
une fonction Lo surUc ={x € M |C #0 en x} telle que R-C = LoQ(g,C)
Uc.

Remarques 2.10.1.

— On a Ug C Ug. De plus tout variété pseudo symétrique est Ricci pseudo
symétrique. Mais l'inverse n’est pas, en général, vrai. Par exemple ([2] page
40) tout produit tordu My X p My d’une variété de dimension un (M, g)
et une variété d’Finstein non pseudo symétrique (Ms, g), de dimension
n = 3, est une variété non pseudo symétrique et Ricci pseudo symétrique.
Pour plus d’exemples voir [18].

— Il est claire que tout variété Weyl semi-symétrique est Weyl pseudo symé-
trique. Linverse n'est pas vrai([2] page 41, [20], [18]).

— Tout variété pseudo symétrique est Weyl pseudo symétrique.

— Tout variété, de dimensionn = 5, non conformément plate et Weyl pseudo
symétrique est pseudo symétrique ([28] page 49,[20]). Il existe des variétés
de dimension 4 non conformément plate et Weyl pseudo symétriques qui
ne sont pas pseudo symétriques ([28] page 49, [17]).

— Tout variété, de dimensionn = 4, conformément plate est Weyl pseudo sy-
métrique. Il existe des variétés conformément plates qui ne sont pas pseudo
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symétrique (2] page 41,[14]).
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Chapitre 3

Les variétés Kahleriennes

Ce chapitre est consacré aux variétés Kéhleriennes (définitions et propriétés)
et a la notions de la pseudo symétrie holomorphe de Z. Olszak. Les références
principales de ce chapitre sont : [29], [31], [40], [41] et [54].

3.1 Structure complexe sur un espace vectoriel

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n et ¢ le nombre complexe
i?=—1.
VE={X+iY|X,Y €V}
est un espace vectoriel complexe appelé complexifié de V' avec
(a+1ib).(X +1Y) = (aX = bY) +i(bX + aY)
(X +iY)+ (X' +Y) = (X + X)) +i(Y +Y)
pour tout X, X' V.Y € Veta,beR.

Le conjugué de Z = X +1iY, noté Z, est défini par Z = X —1Y". Le conjugu¢
est un endomorphisme linéaire réel de V¢ vérifiant A\Z = A2 VA € C, VZ €
Ve,

Si{e1, -, ey} est une base de l'espace vectoriel réel V" alors {eq,--- ,e,} est
une base de 'espace vectoriel complexe V.

Définition 3.1.1. Une structure complexe J sur un espace vectoriel réel V' est
un endomorphisme linéaire sur V vérifiant J*> = —Idy ot idy est Uapplication
identité de V.

Pour tout espace vectoriel V' avec une structure complexe J on peut définir
le produit par un nombre complexe comme suit

(a4+1ib).X =aX +bJX pourtout a,b e Ret X €V
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Tout espace vectoriel V' avec une structure complexe J est un espace vectoriel
réel de dimension paire. On fait, puisque J? = —Idy alors (-1)4mV = det(—Idy) =
det(J?) = (det(J))? >0 donc dim V' est paire.

Exemple 3.1.1. Sur R*" on a la structure complexe J : R*™ — R?*" définie par

J(ajlu"' y Tpy Y1, 00 7yn):(y17"' s Yny — L1,y 7_-17?1)

Soit V' un espace vectoriel réel avec une structure complexe J on peut pro-
longer J sur VY, noté aussi J, par

J(X +iY)=JX +iJY

On a, évidement, sur VC J? = —Idyc

Pour un espace vectoriel réel de dimension 2n avec une structure complexe
J. 1l existe n éléments Xy, -+, X,, de V tels que {X1, -+, X,,, J X1, -+, JX,,}
forme une base de V.

Posons

1
Zi = 5(Xi — iJX;)

1
Zy = §(Xk +iJ X)
Alors {Zy,...,Zy, Z1,-++ ,Z,} forme une base de VC et ona JZ;, = i 2y, JZ) =
—i 7,
les deux espaces V19 et V01 de V¢ sont définis par

Vi ={Z e VY JZ=iZ}

VOl ={Z eV JZ=—-iZ}

OnaVCl=V0gyol ¢ V10 = /01
Pour tout Z € V¢

1 1
Z=3(Z~ilZ)+35(Z+iJ2)

alors
VIO —IX —iJX| X eV}

VOl =X +iJX| X €V}
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Notons V* le dual de ’espace vectoriel réel V', on peut considérer le complexi-
fie V*¢ de V*. on peut aussi identifier V* avec le dual VC" du complexifié
VCdeV.

Une structure complexe J sur V' induit une structure complexe, noté aussi
J, sur V* définie par

JX'(X)=X"(JX) VXeVVX eV"
On peut décomposer V*¢ comme suit
VE© = Vi@ Vo,

avec

Vip={X"e V'Y | X*(X)=0VX e VO}
Voi={X"e V'Y | X*(X)=0VX e V}}

3.2 Variété presque complexe

Définition 3.2.1. Soit M une variété différentielle réelle. Une structure presque
complexe J sur M est un endomorphisme linéaire sur T, M pour tout x € M
vérifiant J?> = —Id. Une variété avec une structure presque complexe est dite
variété presque complexe.

Tout variété presque complexe M est de dimension paire.
Pour chaque variété complexe M il y a une facon natural de définir une
structure presque complexe sur M. On fait pour un systéme de coordonnées

locales complexes (z!,---,2") au voisinage U de p, avec 2* = 2% + g%, k =
1,---,n, on définie '’endomorphisme J par
0 0 0 0
J—)= —  J(—/—)= —— 3.2.1
Go) = 57+ JGo) = 5 (3.2.1)
Soit Tpc M le complexifié¢ de T, M. On peut prolonger J sur Tpc M par
0 0 0 0
B O S — V= 3.2.2
J(&zk) Yok J((%k) WG ( )
e o 1,0 0. o9 1,9 0
Y _ - _ = (— +j— 3.2.3
o7 2\ g a7~ 2\ Tign) (323)

33



J ne dépend pas du choix de systéme de coordonnées c’est-a-dire si (w'!, - -+, w")
est systéme de coordonnées complexe sur U (un voisinage de p) avec

wh=uF+ib, k=1,---.n

0 1,0 .0 0 1,0 0

o0f ~ 290 oo aaF — 29w T iger)

0 0 0 .0
o) = kT Gak) = g
Il est claire que J? = —Id.

alors

J(

Définition 3.2.2. Soient M et M’ deux variétés presque complexes avec les
deux structures presque complexes J et J' respectivement. Une application [ :
M — M’ est dite presque complexe si J' o Df = Df o J autrement dit

Vpe M, VYV e T,M , J(D,f(V)) = D,f(J(V))

Proposition 3.2.1. [5/] Soient M et M' deux variétés complexes. une appli-
cation f : M — M’ est holomorphe si et seulement si [ est presque complexe
respectivement au deux structures complexes de M et M'.

Soit M une variété presque complexe avec une structure presque complexe
J. T f M est appelé 'espace tangent complexe de M en z. un élément de Tf M
est appelé vecteur tangent complexe. on a

TC TIOM@TIOM

avec THYM et THYM sont les espaces propres de J par rapport aux deux valeurs
propres ¢ et —¢ respectivement.

Un vecteur tangent complexe est dit de type (1,0) (resp. (0, 1)) s’il appartient
a T M (resp. THM).

Un vecteur tangent complexe Z est de type (1,0) (resp. (0,1)) si et seulement
si Z =X —1iJX (resp. Z =X +iJX) pour un certain X € T, M.

Soit M une variété complexe de dimension réel 2n avec la structure complexe

naturel J. Soit (z!,---,2") un systéme de coordonnées complexes. De (3.2.2)

on peut voir que {%, e ,% est une base de T1OM et {gzl,--- ,%} est
0,1 2 o) J 0

une base de T,"M. Par conséquence {571, -, 500 521, » gony est une base

de TS M.
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Notons T M le complexifié de T M (le dual de T, M ). Posons 27 = x/ +iy/
k=1,--- . net

dz! = da’ +idy’ | d7’ = da’ —idy’ (3.2.4)
{dz',--- dz",dz", - ,dz"} forme une base de T*¢ M. De plus
Kl Kl -
0 0
dzj(azk) = dzj(azk) 0

Soit D"(M) I'espace des r-formes sur la variété M. Le complexific C"(M) de
D" (M) est I'espace de tout les w = wy + iws ot wy, we € D"(M). On appelle
w € C"(M) r-forme complexe sur M. Si w est une r-forme complexe alors
w, est un élément de A7 ¢ M pour chaque € M. A" T M est 'ensemble
des application multilinéaires alternées de TEM x --- x TEM vers C. D'un
facons analogue on peut définir I'espace des tenseurs complexes sur M comme
le complexifié de 'espace des tenseurs réels sur M.

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n, on a vu que

VY = Vi@ Vig

Les algebres extérieures AVj o et AV, on peut les considérer comme sous-
algebre de A V*¢. Soit A»7 V*¢ le sous espace vectoriel de A V*© engendré par
aABouac APViyet B € AV, ;. Alors on la décomposition suivante

AVEC = ZAT vC avec ATV = 3" APIYrC

ptq=r

En appliquons cette décomposition pour T;C M on obtient

= (M) = CrUM), =) (M
r=0

p,q=0 p,q=r

ou C(M) est l'espace de formes complexes sur M. Un élément de CP9(M) est
dit forme complexe de degré (p, q). Une 1-forme complexe w est de degré (1,0)
(resp. (0,1)) si et seulement si w(Z) = 0 pour tout z de type (0, 1) (resp. (1,0)).

Soit {w!, -+ ,w"} une base locale de C1(M) alors son conjugué {@?, - -+ 0"}
est une base locale de C%(M). Par conséquence I'ensemble des w/t A - -+ A wlr A
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@kl/\---/\@kqavecléjl<---<jp<n et 1<k <---<k;<n estune
base de CP4(M)
On a

dC® (M) cCHO(M) + C™H( M)
dCHO (M) cC*(M) + CHY(M) + C*2*(M)
dC*N (M) cC*(M) + CHY(M) + C*2*(M)

De ces inclusion on obtient
dCPI(M) C P29 Y (M) + CPFLY(M) 4 P (M) + CPHP2(M) - (3.2.5)

Définition 3.2.3. le tenseur de torsion (de Nijenhuis) N, de type (1,2), d’une
structure presque complexe J est définie par

NX,)Y)=[JX,JY| - JX,JY| - JJX,Y] - [X,Y] (3.2.6)
Théoréme 3.2.1 (de Luis Nirenberg). /38, 54] Pour une variété presque com-

plexe les propriétés suivantes sont équivalentes

1. Si Z et W sont deux champs de vecteurs complexes de type (1,0) alors
[Z, W] est de méme.

2. Si Z et W sont deux champs de vecteurs complezes de type (0,1) alors
[Z, W] est aussi de type (0,1).

3. dCH (M) c C2O(M) + CH(M) , dCY (M) ¢ CHL(M) + C%2(M)

4. dCPe(M) C CPTLa(M) + CPatY (M) pour p,q=0,---,n

5. La structure presque complexe J est sans torsion

Remarque 3.2.1. Si la propriété 1) du théoreme 3.2.1 est vérifiée on dit que
la structure presque complexe J est intégrable. Il est claire (Du théoréeme 3.2.1)

qu’une structure presque complexe est intégrable si et seulement si elle sans
torsion (i.e N =0).

Définition 3.2.4. Une structure presque complexe J sur une variété M est dite
structure complexe st M est une variété complexe avec J la structure presque
complexe naturelle de M.

Théoréme 3.2.2. [54] Soit M une variété presque complexe avec la structure
presque complexe J. Alors J est une structure complexe sur M si et seulement
J est sans torsion.
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Définition 3.2.5. Soit J une structure complexe sur M. On définie 0 : CP4(M) —
CPrha(M) et O : CPU(M) — CPIY (M) par

dw = Ow + dw pour w € CPY(M)
puisque d> =0 on obtient 0> =0, 0> =0 et o0+ 000 =0.

Définition 3.2.6. Soit M une variété presque complexe avec la structure presque

complexe J. Un champ de vecteurs X est dit automorphisme infinitésimal si
LxJ =0.

Proposition 3.2.2. [54] Un champ de vecteur X sur une variété presque com-
pleze M est un automorphisme infinitésimal si et seulement si [X,JY]| =
J[X, Y] pour tout champ de vecteur Y sur M.

Démonstration. On a
(LxJ)Y = Ly(JY) = J(LxY) = [X,JY] = J[X,Y]

Alors LxJ = 0 si est seulement si [X,JY] = J[X,Y] pour tout champ de
vecteur Y. [

Proposition 3.2.3. [54] Soit X un automorphisme infinitésimal pour la struc-
ture presque complexe J sur M. Alors JX est aussi un automorphisme infi-

nitésimal si et seulement si N(X,Y) = 0 pour tout champ de vecteur Y sur
M.

Démonstration. De la proposition 3.2.2 on a
NX,)Y)=[JX,JY] - J[JX,Y]

pour tout champ de vecteurs Y. par conséquence (en appliquons la la propo-
sition 3.2.2 a4 JX) JX est un automorphisme infinitésimal si et seulement si
N(X,Y) = 0 pour tout champ de vecteur Y sur M. O

Théoréme 3.2.3. [54] Soit ¢; le groupe & un paramétre associé au champ de
vecteurs X sur une variété complexe M. Alors X est un automorphisme infini-
tésimal si et seulement si ¢y est un isomorphisme holomorphe pour tout t € R.

Définition 3.2.7. Soit J une structure complexe sur M. Une forme w de degré
(p,0) est dite holomorphe si Ow = 0
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Proposition 3.2.4. [54] Une forme w est holomorphe si et seulement si ses
coefficients sont holomorphes

Démonstration. Dans un systéme de coordonnées (z1,--- ,2"), w peut étre ex-

primer comme suit
— d A J
W= g Jjvg, 27 N Nd2

alors Ow = 0 si et seulement si 9fj,..; = 0.

Comme p
df = Z dMZ S gz

6f:2%dzj et 5f:28—fdzj

alors w est holomorphe si et seulement si ses coefficients sont holomorphes. [

avec

Définition 3.2.8. Un champ de vecteurs Z de type (1,0) sur une variété com-
plexe M est dit holomorphe si Z f est holomorphe pour tout fonction holomorphe
localement définie. autrement dit Z = hj(8 =) est holomorphe si et seulement
si pour tout 1 < j < n, h’ est holomorphe.

Proposition 3.2.5. [5/] Soit M une variété complexe avec une structure presque
complexe J. Si X est un automorphisme infinitésimal de J sur M alors X —iJ X
est un champ de vecteurs holomorphe.

3.3 Variétés Hermitiennes

Définition 3.3.1. Soit M une variété presque complexe avec la structure presque
complexe J. Une métrique Hermitienne sur M est une métrique Riemannienne
g sur M telle que g(JX,JY) = g(X,Y) pour tout les champs de vecteurs X,Y
sur M. Une variété presque complexe avec une métrique Hermitienne est dite
variété presque Hermitienne.

Proposition 3.3.1. [5/] Chaque variété presque complexe paracompacte M ad-
mit une métrique Hermitienne.

Démonstration. Puisque M est paracompacte alors M admet une métrique Rie-
mannienne g. par conséquence on peut munir M de la métrique Hermitienne A
définie par

h(X,Y)=9(X,Y)+g(JX,JY)
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On peut prolonger tout métrique Hermitienne g d’une variété presque her-
mitienne M a un tenseur complexe symétrique, covariant de degré 2, noté aussi

g, par
g(X 4+, X' +iY") = [g(X, X') — g(Y,Y")] + i[g(X, V") + g(X", V)]

le tenseur g vérifié les propriétés suivantes :
1. g(Z,W) = g(Z,W) pour tout les champs de vecteurs complexes Z et W.
2. g(Z,Z) > 0 pour tout champ de vecteur complexe non nul Z.

3. g(Z,W) = 0 pour tout champ de vecteurs Z de type (1,0) et pour tout
champ de vecteurs W de type (0, 1).

Inversement, tout tenseur complexe symétrique qui satisfit ces trois propriétés
est un prolongement d’un métrique Hermitienne sur M.

Définition 3.3.2. Soit M une variété presque Hermitienne. La 2-forme fonda-
mentale ® est définie par

O(X,Y) = g(X, JY)

pour tout les champs de vecteurs X,Y sur M ou J et g sont la structure presque
complexe et la métrique Hermitienne de M respectivement.

Remarque 3.3.1.
— La 2-forme fondamentale ® vérifice p(JX,JY) = ¢(X,Y), VXY €
— Tout variété presque Hermitienne de dimension 2n est orientable. On fait,

g est définie positive et J est inversible en tout point de M, alors " =
DA AP est non nulle.

Théoréme 3.3.1. [54] Soit M une variété presque complexe avec la structure
presque complexe J. Alors M est une variété complexe si et seulement si M
admet une connexion linéaire V sans torsion telle que VJ = 0.

Théoréme 3.3.2. [54] Soit M une variété presque Hermitienne avec la struc-
ture presque complexe J et la métrique Hermitienne g. Alors les trois conditions
suivantes sont équivalentes

1. VJ = 0.
2. Vo = 0.

3. J est sans torsion et ® est fermée.
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3.4 Variétés Kahleriennes

Définition 3.4.1. Une métrique hermitienne g dans une variété presque com-
plexe M est dite métrique Kdahlerienne si la 2-forme fondamentale ® est fermée.

Une variété presque complexe M avec une métrique Kdahlerienne est dite
varieté presque Kahlerienne.

Une variété complexe avec une métrique Kdhlerienne est dite variété Kdhle-
rienne.

Soit M une variété Kahlerienne de dimension réelle 2n avec la structure
complexe J est la métrique Kéahlerienne g. notons R et S le tenseur de courbure
de Riemann et le tenseur de Ricci respectivement.

Proposition 3.4.1. [54] Pour une variété Kdhlerienne M on a les propriétés
sutvantes

I R(X,Y)oJ=JoR(X,Y) et R(JX,JY) = R(X,Y)
2. S(JX,JY)=S(X,Y) et S(X,Y) = 3( trace de JR(X,JY))

Proposition 3.4.2. [5/] Soit M une variété Kihlerienne de dimensions réelle
2n. St M est a courbure sectionnelle constante alors M est plate

Remarque 3.4.1. De la proposition 3.4.2 la notion de courbure sectionnelle
constante pour les variétés Kdahleriennes n’a pas vraiment de sens puisque tout
variété Kdahlerienne de courbure sectionnelle constante est de courbure nulle.
Pour cela on a pour les variétés Kdhleriennes la notion de courbure sectionnelle
holomorphe.

3.5 Courbure sectionnelle holomorphe

3.5.1 Propriétés algébriques de R sur une variété Kahlerienne

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension 2n avec une structure presque
complexe J, on considére la forme quadrilinéaire B : V4 — R tel que

(a) B(X,Y,Z,W)=—B(Y,X,Z,W)=—B(X,Y,W, Z)
(b) B(X,Y,Z, W)= B(Z,W,X,Y)

(¢) B(X,Y,Z,W)+ B(X,Z,W,Y) + B(X,W,Y,Z) =0
(d) B(JX,JY,Z,W) = B(X,Y,JZ,JW) = B(X,Y,Z,W).
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Remarque 3.5.1. Le tenseur de courbure de Riemann R d’une variété Kdihle-
rienne satisfait les conditions (a),(b),(c) et (d)

Proposition 3.5.1. [31] Soit B et T deux formes quadrilinéaires sur un es-
pace vectoriel V' satisfaisant les conditions ci-dessus (i.e (a),(b),(c) et (d)), si
B(X,JX, X, JX)=T(X,JX, X, JX) pour tous X € V ,alors, B=T

Soit g un produit Hermitien intérieur sur V. On pose

By(X.Y, Z,W) = {[g(X, 2)g(V, W) — g(X,W)g(Y. Z) + g(X, JZ)g(Y, JW)
— (X, IW)g(Y, JZ) +29(X, JY ) g(Z, JW)]
Alors By satisfait les conditions (a),(b),(c) et (d). De plus
By(X.Y, X,Y) = 1 [9(X, X)g(¥¥) — (g(X, Y))? + 3(g( X, JY))]
Bo(X,JX, X, JX) = g(X, X)*

Soit 7 un plan dans V' et {X, Y} une base orthonormée de 7. on pose
k(p) = B(X,Y, X.,Y)

k(m) ne dépend pas du choix de la base orthonormée mais elle dépend uni-
quement du plan 7. Si le plan 7 est invariant par J (i.e Jm = 7) alors pour
tout vecteur unitaire X € 7w, {X, JX} est une base orthonormé de 7. De la
proposition 3.5.1 on obtient

Proposition 3.5.2. Soit B une forme quadrilinéaire qui satisfait les conditions
(a),(b),(c) et (d). Si k(w) = c pour tout plan 7 invariant par J alors, B = ¢ By

3.5.2 Courbure sectionnelle holomorphe

Définition 3.5.1. Soit (M, g, J) une variété Kdihlerienne et R le tenseur de
courbure Riemannienne

(*) Pour tout plan 7 de l’espace tangent T, M (x € M ) la courbure sectionnelle
k(x,m) est donnée par : k(z,7) = g(R(X,Y)Y, X) avec {X,Y} une base
orthonormée de w dans T, M .

(**) Si m est invariant par J (i.e Jm = 7), la courbure sectionnelle k(x,m
est dite holomorphe et par conséquence : k(x,m) = R(X,JX, X, JX) =
g(R(X,JX)JX, X) pour tout vecteur unitaire X € .
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Remarques 3.5.1.

— La courbure sectionnelle holomorphe ne dépend pas du choix de la base.

— Si k(z,m) est constante pour tout plan 7 invariant par J dans T, M pour
tous x € M, on dit que la variété Kdhlerienne M est a courbure section-
nelle holomorphe constante.

Théoréme 3.5.1. [54] Soit (M, g, J) une variété Kdhlerienne de dimension
2n.Sin > 1 et k(x,m) = c(x) pour tout plan 7 invariant par J dans T, M
alors,M est a courbure sectionnelle holomorphe constante.

Théoréme 3.5.2. [5/] Une variété Kihlerienne M a courbure sectionnelle ho-
lomorphe constante c
si et seulement st,

R(X,Y)Z = —2 [9(Y, 2)X — g(X, 2)Y + g(JY, Z)JX — g(JX, Z)JY +29(X,JY)JZ
- —2 (X A, Y)Z + (JX Ay JY)Z +29(X, JY )T Z]

avec XNY =9Y,2)X —g(X,2)Y

Preuve .
D’aprés les propositions (3.5.1) et (3.5.2), on a

R(X,Y,Z,W) = cRy(X,Y, Z,W)
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autrement dit
9(ROCY)ZW) = 190X, 2)g(Y.W) = g(X, W)g(Y, Z) + g(X, T Z)g(Y. JW)

— (X, IW)g(Y, TZ) +29(X, TY )g(Z, JW)]

_ Z[g( (X, 2)Y,W) = g(g(Y, 2)X, W) + g(g(X, JZ)Y, JW)

~ (90, IZ)X, W) + 29(g(X, V) Z, W)
= 29X, 2)Y, W) = g(g(¥. 2)X, W) = g(g(X. T 2).JY. W)

+ g(g(Y, JZ)IX, W) = 2g(g(X, JY)IZ,W)]
- Z[g (g(X, VY — g(Y, )X — g(X,JZ)JY + g(Y,JZ)JX
~ 29(X,JY)JZ, W)]
- g(g (g(X, DY — g(Y, 2)X — g(X, JZ)JY +g(Y,JZ)JX
~ 24(X, JY)JZ) , W).

Pour tout W € X(M). Par conséquence

RX,Y)Z = =[9(X,2)Y — g(Y,2)X — g(X,JZ)JY + (Y, JZ)JX —29(X,JY)JZ]

=~ 0

—[g(YV, Z)X — g(X,2)Y + g(JY,2)JX — g(JX,Z)JY +29(X,JY)JZ

r-lklﬁ

3.6 La pseudo symétrie holomorphe

La pseudo symétrie holomorphe a été définie par Olszak [39] et étudiée par
Deszcz [18], Hotlos [25] et Jelonek [29].

Définition 3.6.1. Une variété Kihlerienne (M, g, J) est dite pseudo symétrique
holomorphe si il existe une fonction f sur M telle que

R.R(Xl, XQ, Xg, X4; X, Y) = f Qv(g, R)(Xl, XQ, X3, X4; X, Y) (361)

avee  Q(g, R) (X1, X2, X3, Xg; X, Y) = (X Ay Y).R) (X1, Xo, X5, Xy)

et XANY=XNY+JIXN JY +29(X,JY)J

La fonction f est appelée fonction de structure. Si f est constante la variété
pseudo symétrique holomorphe M est dite de type constant.
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It est facile de voir (en utilisant la proposition 3.4.1) que pour une variété
Kéhlerienne J.R = 0 alors

(XA Y)R=((XN X)+(JX N, JY)).R
Par conséquence (3.6.1) devient
RIX,)Y)R=f. (XN X)+ (JX N, JY)).R) (3.6.2)

Proposition 3.6.1. Tout variété Kahlerienne pseudo symétrique est pseudo
symeétrique holomorphe.

Démonstration. Soit M une variété Kéahlerienne pseudo symétrique, alors il
existe une fonction f telle que

R(X,)Y)R=f(XNY).R (3.6.3)
Montrons que
F(XANY).R= g(X N Y +JX N, JY).R (3.6.4)

On fait
f(X Ng Y).R=R(X,Y).R
1
=-R(X,Y).R+ §R(X, Y).R

1
R(X.Y).R+ ZR(JX.JY).R

(X A, Y).R) + g(JX Ny JY).R

(X Ay Y +JX Ay JY).R

De (3.6.3) et (3.6.4) on obtient

R(X,Y).R = g(x N Y +JX Ny JY).R

Donc M une variété holomorphiquement pseudo symétrique avec la fonction de
structure % ]
Théoréme 3.6.1. [13] Tout variété Kahlerienne (M, g, J) pseudo symétrique,
de dimension n = 6, est semi-symétrique
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D’apres le théoréeme précédent pour les variétés Kahlerienne de dimension
supérieure ou égale a 6 la pseudo symétrie est équivalente a la semi-symétrie.
Pour la les variétés Kéahleriennes de dimension 4 les deux notions ne sont pas
équivalentes.

Proposition 3.6.2. [/0] Il existe une variété Kihlerienne, de dimension 4,
pseudo symétrique qui n’est pas semi-symétrique.
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Chapitre 4

Les métriques Riemanniennes des
géométries de Thurston

Le but de cet chapitre est de construire pour chaque géométrie modele de
Thurston (G, X) non symétrique de dimension 4, une métrique invariante par G,
et de montrer que cette métrique est hermitienne pour les géométries admettant
une structure complexe.

Certaines métriques des géométries de Thurston non symétriques de dimen-
sion 4 sont données, explicitement ou implicitement, dans [6], [36], [43], [51] et
[52]. On déterminera explicitement pour chaque géométrie modeéle de Thurston
(G, X) de dimension 4, non symétrique, une métrique Riemannienne g telle que
le groupe d’isométries de g est G.

Aprés un rappel de la définition des géométries de Thurston (G, X) et leur
stabilisateurs. On détermine explicitement, dans la premiére section, les mé-
triques invariantes par G pour les géométries non symétriques. Wall a étudié
les structures complexes des géométries de Thurston de dimension 4 ([51], [52]).
Dans la derniére section on montre que ses métriques sont hermitiennes.

4.1 Les géométries de Thurston de dimension 3

Définition 4.1.1. Une géométrie modeéle (G, X) est une variété X avec un
groupe de Lie G des difféeomorphismes de X , tel que :
a) X est connexe et simplement conneze.
b) L’action de G sur X est transitive avec stabilisateur compact.
c) G est maximal dans le sens ou il n’est pas contenu dans un groupe de
difféeomorphisme de X avec stabilisateur compact.
d) Il existe au moins une variété compact modelée par (G, X).
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On dit qu'une variété M est modelée par (G, X) s’il existe un sous groupe
discret I de G tel que M = I'\(G/G,). Les géométries de Thurston de dimension
trois sont classifices par Thurston (voir [45], [49])

4.2 Les géométries de Thurston de dimension 4

La définition des géométries modeéles de dimension 4 c’est la méme que pour le
dimension 3 sauf que dans la condition d) de la définition 4.1.1 le mot "compact"
est remplacé par "volume fini".

R.Filipkiewicz a classifié les géométries de Thurston de dimension 4 (voir
|22]) et il a obtenu les géométries modéles suivantes :

1. les espaces produits : S? x 52, S% x E?, S? x H?, E*, E? x H?, H?> x H?,
S3 % B, H3 x E', SIy(R) x E!, Nil® x E".

2. Les espaces Riemanniens symétriques irréductibles : S*, H*, P?(C), H?(C).

3. Nil*, Solt . Solt, Soli et F* sont définie par :

m,n

Le groupe de Lie nilpotent Nil* = R? x R (produit semidirect de R? et R)

010
avec U(t) =exp(tL)et L= 10 0
00

1
0
(1a loi du groupe Nil* est donnée par : (V,t) (V',¢) = (V+U@)V',t+t') pour
V, V' eR3et t,t' €R)
Le groupe de Lie résoluble Solf;m =R’ g, R

a 00
avec T n(t) = exp(tCpp) et Cpn =10 S 0
0 0 ~

V+T

(laloi du groupe Soly, ,, est donnée par : (V,t) (V',1') = (
pour V,V' € R3 et t,¢ € R)
ot @ > B > ~ sont des réels , o+ f+ v = 0, et e*, €, ¢7 sont les racines
distincts de A> = mA24+n\—1 = 0 avec m, n des entiers positifs. Le cas de deux
racines égaux, c’est la géométrie Solj.
Le groupe de Lie résoluble Solj est le groupe de matrices

1 b ¢

0 o al|/a,a,b,¢c ERa>0

00 1

man(OV t4+1)
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Finalement on a F'* qui est défini par G = R? x Sl5(R) (le produit semidirect
est défini par Paction naturelle de Sly(R) sur R?) et X = R? x H?
(H? = {w € C | Im(w) > 0} le plan hyperbolique).L’action de R? x Siy(R)
sur R? x H? est définie par :
pour (z,y) € R* we H? et (V,A) e R? x Slp(R) , V = <U1> A= (a b)

U9 c d

aw + b
V,A)- = b d
( ) ) (x,y,w) <U1+CLLE+ y,UQ+C,I'+ y7CW—|—d>

Les stabilisateurs de ces géométries sont (Voir [36] page 1166 ou [51] page
270)

Stabilisateur | Géométrie Nature de la géométrie
SO, St Bt HY courbure constante
Uz PQ(C)aHQ(C)

SOy x SO9 S? x S2,5% x E?,5% x H?, E? x H?, H?> x H? | symétrique
SOs S3x B, H? x B!

SO, %(R) x B, Nil> x E', Sol, F* non symétrique
{1} Nil*, Sol,, . Sol{

Pour savoir plus sur les géométries de Thurston de dimension 4 voir [22], [36],
[51] et [52].

4.3 Meétrique invariante par le groupe GG dans les géomé-
tries modéles de Thurston (G, X) de dimension 4

On va déterminer une métrique invariante par le groupe de transformations
G pour les géométries modeles (G, X) suivantes : (Nl Nil*), (Soly,n, Soly.),
(Solf, Sol}), F* = (R? x Sly(R),R? x H?), (Soly x5 S04, Sol}),
((Sla(R) x R) x SOy, Sl5(R) x R) et ((Nil®> x R) x SOq, Nil® x R).

Soient (G, X) géométrie modeéle et zy un point de X. On prend un produit
scalaire B dans T, X vérifiant

B(Dy l(U), Dy, l(V)) = B(U,V) VI€G, ,YU,V€ET,X
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autrement dit
(onl)tB (D, l)=B Vleq, (4.3.1)

On ne fait pas de différence entre Iapplication linéaire (respectivement la forme
bilinéaire) et sa matrice dans une base local de coordonnées.
En suite on détermine la métrique g, invariante par G, vérifiant

g$o - B
c’est-a-dire

ng(U,V):UtBV VU,VETxOX
n(eo)(Dah(U), Dih(V)) = g5 (U, V) Yh € G, VU,V € T, X

Pour déterminer cette métrique au point h(zg) on prend
1t _
Inte) = [(Dagh) '] . Bo(Dyyh) ™ (4.3.2)

Puisque l'action de G sur X est transitive on peut déterminer g, pour tout
point p de X, On fait chaque point p de X peut s’écrire p = h(xy) pour un
certain h € G. De plus la condition (4.3.1) nous assure que la métrique au point
p = h(z) est indépendante de h, elle ne dépend que de p.

Commencons par les géométries modeles avec stabilisateur réduit a un seul
élément a savoir (Nul*, Nil), (Soly,pn, Soly.n), (Solf, Sol}) .

4.3.1 Nil*:
NZZ4:R3 D(UR
010
avec U(t) =exp(tL)et L= [0 0 1
000
on a
2 1t t2/2
exp(tL)zlg—i—tL—i—ELQ: 01 t
00 1
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Le produit semidirect dans Nil* est donné par :
/

T T
Pour V= [y| eR V' =]y | eR3ett,t €R
/
2 2

(V,t) V', 1) = (V+expt L)Vt +1)

T 1t t2/2\ [
= (ly]|+ 01 t y b+t
z Z
4+ +ty + ( t2/2
= y+y +t7 t+t)
z+ 2 )

0
L’élément neutre de Nil* e= (0] ,0)
0

On prend la paramétrisation

6. RY — N

(ZE,y,Z,t) — ( Yy 7t)
z

On veux déterminer la matrice d'une métrique g, invariante par G, dans la base
{0y, 0y, 0., 0;}. Pour cela on prend zy = e et B = I, la condition (4.3.1) est

vérifiée puisque le stabilisateur est réduit a I’application identité.
u

Déterminons la métrique au point p = (| v | ,s) € Nil* pour cela il suffit
w
d’appliquer (4.3.2) pour la transformation multiplication a gauche par p

L,: Nil* — Nil*
¢ — pg
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T
Posons ¢ = (| v | , )
2

Lp(Q) = Dg
u+x+sy+(s2/2) 2
= v+y+sz S+ 1)
w+z
1 s s2/2 0
01 s O
et Dqu_ 00 1 0
00 0 1
1 —s s2/2 0
, - 0 1 —-s O
Par conséquent (D.L,) ™' = 00 1 0
0 0 0 1

D’apreés (4.3.2)
_11t _
9p = [(DeLy)™'| Lu(DeLy)™

1 —$ s%/2 0
| -s 1+ s —s(1+(s?/2)) 0
18?2 —s(1+(s%/2)) 1+s2+(s1/4) 0
0 0 0 1
x
D’oti la métrique au point (| y | ,t) dans la base {0, 9y, 0, 0}
2z
1 —t t2/2 0
| -t 1+t —t(1+ (t3/2)) 0
Tz T 2/2 —t(1+ (2/2)) 1+£2+ (/1) 0
(y |0 0 0 0 1
2
4.3.2  Sol,,, :
o
Solfmn = R3 X7, R avec Ty, ,(t) = exp(t Cpp) et Crp = | 0
0

o1

o O

2 O O



ott @ > > v sont des réels , oo+ B +v =0 et e, e, 7 sont les racines de
A3 —mA +n)\—1=0 avec m,n des entiers positifs.

Tonn = exp(tCpn)

)

ta 0 O
= exp| 0O tg O
0 0 tv
e 0 0
= |0 €F 0
0 0 e

V,t)y(V',t) = (V+exp(tCp)V',t+ 1)

x e 0 0 7’
= ([y]+[ 0 €7 0 y |, t+t)
z 0 0 e 4
T + etal./
= ([y+ebPy |, t+t)
z+ ez
0
L’élément neutre de Sol,, , e=({0],0)
0
On prend la paramétrisation
O R* — Sol,, ,
x
(.fL’,y,Z,t) — ( Yy 7t)
z

On veux déterminer la matrice de la métrique g, invariante par G, dans la base
{0:,0,,0,,0,}; pour cela on prend xy = e et B = I,. La condition (4.3.1) est
vérifiée puisque le stabilisateur est trivial .
u
Déterminons la métrique au point p = (| v | ,s) € Solfn’n, pour cela il suffit
w
d’appliquer (4.3.2) & la multiplication & gauche par p.
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T
Posons ¢ = (| y | , 1)
2

Ly(q) = pgq

u+ e**x

= (|v+e’sy |, ,s+1)

w4+ er’z
e 0 0O 0
- 0 e? 0 0
et (DGLP) b= 0 0 e 7S 0
0 0 0 1

D’aprés (4.3.2)

g = [(DeLy)™ Y] Ii(DeLy) ™

e—2at 0 0 0
|l 0 et 0 0
I (x 0 0 et
(ly|b 0 0 0 1
z
4.3.3 Solt :
1 b c
Solt = 0 a al/a,a,b,c eRa>0
0 01
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Pour x,y, z,t, 2",y , 2/, t' € R et t,t' >0

1 z vy 1 2 9 1 24zt vy +za +y
0t x 0t 271 =10 tt te +x
001 0 0 1 0 0 1
Si on considére So l4 comme R3 x R%
T x tr' +x
({y] Oy ). )=y+za"+y]| tt)
z 2 2+ 2t

0
L’élément neutre de Sol{ e= (| 0] ,1)
0

On prend la paramétrisation
¢: R¥xR: — Solf

xr
('I)y)Z)t) — ( Y 7t)
A

On veux déterminer la matrice d’une métrique g, invariante par GG, dans la base
{0:,0,,0.,0,}, pour cela on prend xy = e et B = 1.

La condition (4.3.1) est vérifiée puisque le stabilisateur est réduit a applica-
tion identité.

u
Déterminons la métrique au point p = (| v | ,s) € Sol}, pour cela il suffit
w
d’appliquer (4.3.2) & la multiplication a gauche par p
x
Posons ¢ = (| ¥
z
= P4q
sr+u
= (|y+wz+v],st)
ztwt
I/s 00 0
1| —w/s 10 0
et (Dely)™ = 0 01 —w/s
0 00 1/s
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D’apreés (4.3.2)

g = [(DeLy)™ Y] Li(D.Ly)™"

(1+w?)/s* —w/s 0 0
B —w/s 1 0 0
B 0 0 1 —w/s
0 0 —w/s (1+w?)/s?
T
D’oti la métrique au point (| y | ,t) dans la base {0y, 9y, 0, 0}
z
(1+2%)/t* —z/t 0O 0
—z/t 1 0 0
AN 0 0 1 — 2/t
|y |0 0 0 —z/t (1+22)/
2

Pour les espaces restants le stabilisateur est SOs.

4.3.4 FI*:
X =R?*x H? et G = R? x Sl5(R)

Pour (z,y) € R2, 2 € H?, V = <U1> ER? ot A= (“ b) € Sly(R)

V9 c d

az+b
cz+d

)

(V,A)(ﬂf,y, Z) - (Ul +a:v+by,vg +C:C+dya

Fixons le point zy = (0,0,7) € R? x H? .
Le stabilisateur du point x¢ (et donc de tout point de R? x H? puisque 'action
est transitive) G,, = {0} x SO = SO,
On prend la paramétrisation
p: RExRxRY — R*x H?
(x,y,s,t) —> (x,y,s+1it)

prenons le produit scalaire B dans T,,R? x H?
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10 0 O

01 0 O

00 1/4 0

00 0 1/4

D’abord il faut s’assurer que (4.3.1) est vérifiée.

Soit h € G, comme SOy = {( cosf) sinf
6 € R tel que

B =

> /0 € R} alors il existe

—sinf cosf

b 0 cosf sind
- 0/’ \—sinf cosb
Posons z = s+t

: 0 cosf sinf ,
h.(x,y,s+it) = ((O)’(—sin@ cos@>>(x’y’$+”)

B 0 cosf) sind ( )
a 0/’ \—sinf cosb vy, =

= ((cos®)z + (sinf) y, (—sinb) z + (cosb) y, (cosf) z + sin 6

(—sinf) z + cos b

)

on a
z=8+1t et ZzZz=s—1t
alors
o _ 0 9 o _ .9 .
9s —9: Tz o gi=ly; " ly;
Comme .
0 ( (cosf)z+sinb _ 0
0z \(—sinf) z +cosb )
et

0 ([ (cos®)z+sinf ~ cos O(—(sin 8) z + cos ) + sin O((cos ) z + sin 0)
Oz \(—sinf)z+cosh) (—(sin @) z + cos 6)?
1
(cos 0 — (sin ) z)?

D’ou
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0 (cosf) z +sind \ 1

%(:co) ((— sin ) z + cos 0) ~ (cos 6 — (sin ) )2
= (cos 0 + (sin 0)i)?
= cos (20) + 4 sin (26)

9, (cosf) z + sin 6 i

%(xo) ((— sinf) z 4 cos 8) - (cos 6 — (sin 6)7)?
=i (cos 0 + (sin 0) i)
= —sin(260) + ¢ cos(20)

cos § sin 6 0 0
—sin 68 cos 6 0 0
Do = 0 0 cos 20 —sin 20
0 0 sin 20 cos 260

et

0 0 —sin 260 cos 26

cos ) —sin 0
1 |sin@ cos6
(Dayh) ™" = 0 0 cos 26 sin 20
0
[(Dﬂcoh)_l} B (onh) - é
0

o o O =

= B

D’ou la condition (4.3.1) est vérifiée .
Pour déterminer la métrique au point p = (o, 3,0 +i7) € R? x H? il

suffit d’appliquer (4.3.2) pour un élément k = ((u) : (a b)) de R? x Sly(R)

v c d
vérifiant £.(0,0,4) = (o, 8,0 + i 7).
I1 est facile de voir que

((5): (0 Tv)) e sm
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et que

((5): (7 TR o= tenrein

donc on peut prendre
= ((5).(0 7))

Soit ¢ = (z,y,s +it) € R? x H?

k(z,y,s+it) = ((g)({f ?;ﬁ))(a:,y,sntit)

- (a+<ﬁ>x+<a/ﬁ>y,/3+<1/ﬁ>x,ﬁ(s(ﬁj“fj)"/ﬁ)

= (a+ (VD +(o/VT)y. B+ (1/VT)z,0+7s+iTt)

VT /v 00
Dk — 0 1/y7 0

0 0
0 0
et
1/\/T —a\;_\/? 0 0
L 0 T 0 0
(Dak) = | 0 1/r 0
0 0 0 1/7

D’aprés (4.3.2) la métrique au point p = (a, 8,0 + i 7) sera
1t _
gp - [(Dl’ok> 1} B(Dlok> !
( VN TN

0

—o /T (0 +72)/7 0 0 )

0 0 1/(472) 0
0 0 0 1/(47?)
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D’ou la métrique g au point (x,y, s +it)

1/t —s/t 0 0
s/t (Pt O 0
Jagstit) = | g 0 /@) 0
0 0 0 1/(41%)
4.3.5 Solg :
e 0 0
X =80l =R3x7R avec T({#)=10 e 0
0 0 e2!
On peut exprimer la loi de Sol§ par
x x’ x+ela
y .t y .t = y+ey | t+t' | Vayz ity Y eR
2 2 z4+e 2ty
et
G = Soly x5 SO,
avec
cosf) sinf 0 0O
5 cosf sinf | —sin@ cos® 0 0
—sin@ cos@)) 0 0 10
0 0 01
La loi de G peut s’écrire comme suit :
o v cost) sinf
— 3 _ / 3 /
pour V = Z eR’,V = 'Z/ eR’ &, ' eR, <—sin9 cos@) € S0y et

< cos® sin@

—sinf cos®’

B /
v y cosf sinf :c/ y cos® sinf\|
z "]\ —sin@ cosf Z, )7\ —=sin® cos® )|
- t t o /
v ‘ f o 6 et sinf 0 :C, / cosf sinf cosf  sin¢’
y |+ | —€'sinf e‘cosh 0O yv|,t+t |, . Ry ,
0 0 9¢ p —sinf cosf) \ —sinf’ cosf

)ESOQ

z e z
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et action de Soli x5 SOs est définie par

‘ ; cosf) sinf x/ y
Y15\ —sing cosh y/ ’
z z
T e'cosf elsinfd 0 7’
= y| + | —€'sinfd elcosfd 0 y |, t+t
z 0 0 e 2] \¥
0
[’élément neutre de Solj e = 01,0
0

Fixons zp = e, il est facile de voir que G,, = {e} x SOy = SO,
On prend la paramétrisation

O R* — Sol}
x

(:L‘,y,z,t) — ( Y 7t)
yA

Prenons le produit scalaire B = Iy sur T}, Solg
D’abord il faut s’assurer que (4.3.1) est vérifiée

0 7( cosf siné

Soit b = —sinf coséb

) € Gy, = {e} x SO,

0
0
0
x
posons q = (y .t | € Sol}
z

(cosf)x + (sinf)y
h.q = —(sin@) x + (cos @)y | ,t
z

alors
cosf@ sinf 0 0
—sin @ cosf 0 0
Dyh = 0 0O 10
01

0 0
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En particulier pour ¢ = x

cosf@ sinf 0 O

—sin @ cosf 0 0

Disoh = 0 0O 10

0 0O 01

et

cosf) —sinf 0 0O
1 |sin@ cos® 0 0O
(Dl‘oh) - 0 O 1 0
0 0 01

(D)™ B(Dyph)™ = [(Dyyh) ™" Ii (Dyyh) ™

= Iy
= B
D’ou la condition (4.3.1) est vérifiée .
u
Pour déterminer la métrique au point p = v |,s | il suffit d’appli-
w
quer (4.3.2) a un élément k de Solj x SO, vérifiant k.xg = p (c’est-a-dire
0 U
k. 01,0 = v|,s])
0 w

Il est facile de voir que

U (1 0) 0 U
v|,s], 0].,0] = v|,s
01
w 0 w
" 10
donc on peut prendre k = v],s], ( 0 1)

61



Soit ¢ = y|,t] € Sol;
z
U x
10
k q - v 75 ) <O 1) y 7t
w z
u—+e’r
= x+e’y |,s+t
w4 e 2%z
e 0 0 0
0 e 0 0
Dy = 0 0 e2% 0
0 0 0 1
en particulier pour ¢ = zg
e 0 0 0
0 e 0 0
Dk 0 0 250
0 0 0 1
et
e® 0 0 0
0 e® 0 0
-1
(onk) - 0 0 623 0
0O 0 0 1

D’apres (4.3.2) la métrique au point p = (a, 8,0 + i 7) sera

G = [(Duk) ] .B.(Dyyk) ™"
e25 0 0 0

o e? 0 0
0 0 €0
0 0 0 1
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D’ou la métrique g au point yl,t
z
et 0 0 0
0 e2 0 0
T(z\Y" | o 0 €t o
y |t 0 0O 0 1
z

On a remplacé @;(R) par Sly(R) puisque localement il sont pareils (rappelons
que Sly(R) est le revétement universel de Sly(R)).

X = Sl,(R) xR, Slg(R):{(i Z)/ad—cbzl}

et
G = (SL(R) x R) x SO,

La loi du produit semidirect de G est définie comme suit :
pour T, 7" € Sl,(R) , t,t' € Ret S, 5 € SO,

(T, 1), S1[(T", ), S = [(TST S, t+1),5.9]
et Paction de (Slp(R) x R) x SOy sur Sly(R) x R est définie par :
(T,t),S](T',t) = (T ST S~ ', t+1)

L’élément neutre de Sly(R) x R e = ([5,0)
Fixons zp = e , il est facile de voir que G,, = {e} x SOy = SO,
On prend la paramétrisation

¢: R*xRP — SL(R) xR
cnet = (o))

on fait pour chaque b) €Sly onaa#0 oub#0 (carad—cd=1) on

a
c d
a supposé que a # 0.
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Prenons le produit scalaire B sur T}, (Sl2(R) x R)

8 0 0 0
0 5 —-10
b= 0 -1 5 0
0O 0 0 3

Veérifions d’abord que (4.3.1) est satisfaite .

Soit S = {(12,0), (

cosf sind

)] € Gy, = {e} x SO,

—sinf cosé

Posons q = ((‘z (1+§jz)/x> ,t) € Sl(R) x R

S cosf sinf\ [x Y cosf) —sind ;
4\ N\ —sing coso) \z (14+yz)/z) \sinf cos )’

on a

([

x cos® f + z(cos 6 sin ) —x(cos 6 sin ) — zsin® 0
+y(cosf sin@) + [(1 +y 2)/x]sin0 +ycos?O + [(1 +y2z)/x](cos sinb)

—x(cosf sin ) + zcos? rsin? @ — z(cos 6 sin )

\—y sin? @ 4 [(1 +y 2)/z](cos @ sinf) —y(cos® sinf) + [(1 + y z)/x] cos? 9/
( cos2f —sin?6  cosf sinf  cosf sinf 0 \
—2 cosf sinf cos? 6 —sin’# 0

—2 cosf sinb —sin’ @ cos? 6 0

\ 0 0 0 1

et par conséquence

ot O
)

(D,,S).B.(D,,S) =

S O OO
w o O O

)
S Ot

(pour les calcul on a utiliser le fait que
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2 cos?0sin? 0 + cos* 0 + sin*0 = (cos®§ + sin? §)? = 1)
D’ou la condition (4.3.1) est vérifice.
Pour déterminer la métrique en un point p = ((Z (1 —|—:)}w)/u) ,s) il

suffit d’appliquer (4.3.2) & k € Sly X R x SO, vérifiant k.xg = p.
I1 est facile de voir que

[<<w <1+5w>/u> ) ’]2] 2,0) = ((w <1+5w>/u) )

u v
donc on peut prendre k = [((w (14 vw)/u) ,s) ,]2]

posons ¢ = ((i (1+ §z>/x> ’t)

wq = <<Z) (1+:jw)/U> (i (sz)/x)’ﬁt)

ur+uvz uy+v[(l+yz)/x]
= , S+ 1
wr+[(1+vw)/ulz wy+[1+vw)/u][(l+yz)/z]
I+vw)/u 0 —v 0
(D k)~ = U(l-l—_vww)/u 1éu —vu/ug
0 0 0 1
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Cela nous permet de calculer la métrique ¢g au point p = < <Z (1+ ;jw)/u> ; 3)

G = [(Dah) N".B.(Dy) ™"
( (1+vw)?*(8u?+5v?)/ut  5v(l+vw)/ud —v(l+vw)(9u®+50v%)/u3 \
+2vw(l +vw)/u?+5w? +(w/u) —w(v?+5u?)/u 0

50(1 +vw)/ud + (w/u) 5/u? —5 (v?/u?) — 1 0

—v(1+vw)(9u? + 5v?) /u?
—w(v? + 5u?)/u =5 /u*) =1 100> +5u*+5(wt/u?) 0

\ 0 0 0 3)

D’ou la métrique g au point g = <<z (1+ zz)/a) ,t) sera
/ (1+y2)282*+5y*)/zt  5y(l+yz)/2® —y(l+y2)(92>+5y?)/a? \
+2yz(1+yz)/z*+52° +(z/x) —z2(y* +52%)/x 0
S5y(l+yz)/2°+ (z/x) 5/22 —5(y?/x?) — 1 0
9q¢ =
—y(1+yz)(92* +5y%)/2°
—2(y* +52%) /x —5(y?/x*) — 1 102 +522+5(y*/2%) 0
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4.3.7 Nil®? xR :

X=NilxR , Nil®= /z,y, z€R

o O =
o~ 8
e SR\

G = (Nil®> x R) x SO,
La loi du produit semidirect de G est définie par :

Lz = (C039 sin@) Lo Zi ) (COS@’ sin@’)
O L yl.t]|_. O Lyt )| o o /
00 1 —sinf cosf 00 1 —sin® cosd
1 2 2\ [1 xcosf+ysind z—xysin®0+ [(y> — 2?)/4]sin 20
= 01 wyl||oO 1 —2 sinf + y cos 6 Sttt
001 0 0 1

cosf sinf cos@ sind
—sinf cos® —sinf cos®
L’action de G = (Nil® x R) x SO sur Nil® x R est définie par :

/ /

1 x z : 1 2 z
01 y|.¢ ,(CO?‘Q Sme) 01 o |.¢
00 1 —sinf cosf 00 1
1z z 1 zcosd+ysin® z—xysin?f+ [(y? — 22)/4]sin26
= 01 y] (O 1 —x sinf + y cosf 4t
0 0 1 0 0 1

L’élément neutre de Nil? x R e = (I3,0)
Fixons zp = e, il est facile de voir que G,, = {e} x SOy = SO,
On prend la paramétrisation

6. R* — NiPxR
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Prenons le produit scalaire B = I sur T, (Nil® x R)
vérifions que la condition (4.3.1) est vérifiée

Soit h = |:(]370>7 (_COSQ Slne)] S G% = {6} X SOo

sinf cos®

1 z 2
posons q = 01 wy],t
001

1 zcosd+ysind z—xysin®f+ [(y? — 22)/4]sin26

h.q = 0 1 —x sinf 4 y cos 6 ,t
0 0 1
cos@ sinf 0 0
—sinf cosf 0 0
Daoh = 0 0O 10
0 0 01
1000
0100
t _
(Dl‘oh) B(Dwoh) T 0010
0001
= B

D’otu la condition (4.3.1) est vérifice .

1

Pour déterminer la métrique au point p = 0 ,s | il suffit d’ap-
0
t k.x

||©H§

w
v
1

Lo =P

pliquer (4.3.2) a k € (Nil® x R) x SO, vérifian
I1 est facile de voir que

1 v w 100 1 v w
01 v|.,s]|, I 010 )((011},
00 1 001 00 1
1 v w 10
donc on peux prendre k = 01 v ( 0 1)
00 1
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Posons que ¢

B

3
RS
)
u%l
IT
N
S
4+ — o
8
— O O
~
~_
|
S
<

o o O
O O —H O

S _ ()

— O O O

(Diﬂok)_l - (

D’aprés (4.3.2) la métrique g au point p

Q

9p

Q

— O O O —H O O O

D’ou la métrique g au point ( (

S OO
RS
—
01M_¢O
— O O O
N~
I
—
t7
—
N D
K — O
— O O
N——
N——
[w))
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4.4 Structures complexes et géométries de Thurston de
dimension 4

Wall a prouvé (dans [51]) que les seules géométries de Thurston admettant
une structure complexe sont : S? x 52, Six R?2, 52 x H? R* R?x H? H?x H?,
P(C), H*(C), S? x R, F* Nil®> x R, Sl,(R) x R, Sol} et Soli. Il a prouvé
aussi I'unicité sauf pour Sol{ il a montré que ce dernier espace admet que deux
structures complexes.

D’ou les seules géométries de Thurston non symétriques admettant une struc-
ture complexe sont : F'4, Nil> x R, Sl3(R) x R, Solj et Sol{.

Pour chaqu'un de ces derniers espaces exprimons les structures complexes
dans le systéme de coordonnées local considérée, en deuxiéme section, pour la
détermination de la métrique Riemannienne.

4.4.1 F*:

La structure complexe J s’exprime ainsi :

—s/t (4¢3t 0 0
7 -1/t s/t 0 0
0 0 0 —1
0 0 1 0

4.4.2 Nil? xR :

J s’exprime ainsi :

0O 0 10
—x 0 01
J -1 0 00
0 —1 2 O
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J s’exprime ainsi :

( —(y/22)(1 + yz) 1/2 (z% +y%)/2
—(z2)/2

(4 @) +yz) —y/20)  (ay/2)+ (5/20)
L (y2)/2

(1) /a1 + 2)/2) 2/(22)  (y/a)(1+y2)
222 —(y%2/(22)) + (22/2)

\  —w+y2)/a)—z /e (1) /2) + =

4.4.4 Solj :

J s’exprime ainsi :

N

Il
~/
co | o

—_
oo o
o oo
~

|
om‘oo

L\B
;/

4.4.5 Sol} :

Pour Sol{ on a deux structure complexes

—z t 0 0
7 ((1+22)/t 2 0 )
b 0 0 2 —(1+42%)/t

0 0

~+ . O

et
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4.5 Compatibilité des métriques avec les structures com-
plexes

Pour les espace F*, Nil® x R, %(R) x R, Solj on peut vérifier que les
métriques qu’on a construit sont Hermitiennes. On fait J'.g.J = ¢ pour tout ses
espaces,oll g est la métrique Riemannienne qu’on a construit et J la structure
complexe.

Pour Sol{ la métrique qu’on a construit g, noté ici par gi, est Hermitienne
pour la structure complexe J; (i.e. J{.g1.J1 = g1). On peut construire une mé-
trique Hermitienne par rapport & structure complexe Jo de Solf on utilisant le
méme procédé. En fait en prendrons

3 0 0 1
0 3 —-10
b= 0 -1 2 0
1 0 0 2

on obtient la métrique

3(1+22)/t2 =3z/t =2/t (1-—22)/t?
B —3z/t 3 —1 2/t
92 = 2/t -1 2 —22/t
(1—=2H/t2 2/t —2z/t 2(1+ 22)/t?

qu’est Hermitienne par rapport a structure complexe Js.
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4.6 Sommaire

On a obtenu pour chaqu'un des espaces suivants : Nil*, Solf;m, Solt, F*,

Solg, Sly(R) x R et Nil®> x R une métrique invariante.

1 —t t2/2 0
Nt —t 1+t —t(1+ (t3/2)) 0
22 —t(1+(2/2)) 1+24+(t*/4) 0
0 0 0 1
e 2at 0 0 0
0 e2ft 0 0
4
SOlm,n 0 0 6—2’71% 0
0 0 0 1
(1+22)/t2 —z/t 0 0
A —2z/t 1 0 0
Soly 0 0 1 — 2/t
0 0 —z/t (14 2%)/t?
1/t —s/t 0 0
I —s/t (*+t3)/t 0 0
0 0 1/(4t%) 0
0 0 0 1/(4t%)
e2t 0 0 0
0 e2t 0 0
Soly 0 0 ¢to
0O 0 0 1
1 0 0 0
01 —x 0
73
NilPx R 0 -z 14422 0
0 0 0 1
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\

/ (1+y2)*(82° +5¢%) /2"

SlQ(R) x R

Sy(l+yz)/x

+2yz(1+yz)/a? + 52 +(z/x)
5y(l+y2)/2 + (2/x) 5/
~y(1+y2)(92% +5¢%) /27
—z(y* +54a%)/x =5 (y*/2%) — 1
0 0

y(l+y2)(927 +5y%)/2°
—z(y* +52%) )z 0

—5 (y?*/2?) — 1 0

10>+ 522 +5(w*/2%) 0

0 3)

Remarque 4.6.1. On peut Déterminer toutes métriques Riemanniennes (resp.
Hermitiennes) invariantes par le groupe G pour chaque géométrie de Thurston,
non symétrique, (G, X). Pour cela il suffit de prendre tous les produits scalaires
B sur T, X vérifiant (4.3.1) (resp. (4.3.1) et la compatibilité avec la structure
compleze concernée). On obtient

Espace Meétriques Riemanniennes Meétriques Hermitiennes

7 ¢ (M + tdyQ) + oo (dﬁ;dt?) o (M N tdyQ) + o (dﬁ;dﬁ)
avec c1,c9 > 0 avec ci1,co > 0

Sol ce?(dz® + dy?) + ce'dz® + | cre”(dz® + dy?) + ca(ePdz? + di?)
2c,e?tdzdt + cydt? avec c1,cy > 0
avec ci1,c9 > 0 et cocg — Ci >0

Nil> xR | ci(dx® + (dy — wdz2)?) + codz® + | c1(da® + (dy — xd2)? + dz* + dt?)

2C4d2dt + C3dt2
avec ci1,c9 > 0 et cocg — ci >0

avec ¢ > 0
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2(01 + CQ) 0O 0 O 2(01 + CQ) 0 O 0
0 c1 Ccy —cC 0 c1 ¢ 0
SLIR)xR | B = =2 4 B — 1 C2
0 1 0 c2 ¢ 0
0 —Cq4 C4 C3 0 0 0 %
avec ¢ > |ea| et (c1 — co)cg > 265 avec ¢ > |
€1 C2 C3 (4
C2 C5 C¢ C7
Sol} B = e o s co Pour Jy, c5 = c1, cg = ¢4, c7 = —c3,
i o0 o c 610208€t62209:0.
L 102 Pour Jo, ¢4 = ¢+ cg, c5 = ¢1 —
avec ¢y > 0, c1e5 — ¢35 > 0, c1(cse8 — ’ ’
; p » €1(C5C8 Dew — o — 0 e
62)—626 + 9 2 0 et Ce —C8, C2 = Cr = —C3, Cg =U ¢
6 5C8 C9C3Cg C3C5 > e ¢10 = Ca
det(B) > 0
Sol}, ., Nil wdem Il n’y pas de structure complezxe
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Chapitre 5

La pseudo symétrie et les géométries de
Thurston

5.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est de montrer que les géométries modéles
de Thurston de dimension 4, qui ne sont pas symétrique, ne sont ni Ricci pseudo
symétrique ni Weyl pseudo symétrique et de montrer que la géométrie modele
F* est holomorphiquement pseudo symétrique.

L’étude de la pseudo symétrie des géométries modeles de Thurston de di-
mension trois a été fait par Belkhelfa, Deszcz and Verstraelen. Ils ont obtenus
le résultat suivant.

Théoréme 5.1.1. /3] Tout géométrie modéle de Thurston de dimension trois
est pseudo symétrique.

Dans [36] Stephan Maier a étudié la platitude conforme (conformal flatness)
des géométries modeles de Thurston de dimension trois et quatre. Il a montré
que :

En dimension trois :les géométries modeéles de Thurston de dimension trois
admettant une métrique conformément plate sont :E3, H3, 53, S? x E' et
H? x E' .

En dimension quatre :les géométries modeles de thurston de dimension quatre

admettant une métrique conformément plate sont : E4, H 4, 54, S3 % El,
H3 x B, S% x H? .
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5.2 L’étude de la pseudo symétrie des géométries de Thurs-
ton de dimension 4

Théoréme 5.2.1. Toutes les géométries modeéles de Thurston de dimension
quatre qui ne sont pas symétriques ne sont ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl
pseudo symétrique.

Corollaire 5.2.1. Toutes les géométries modeles de Thurston de dimension
quatre qui ne sont pas symétriques ne sont pas Weyl semi symétrique.

Remarques 5.2.1.

— On peut voir, du theorem 5.2.1, que les géométries modéles de Thurston
de dimension quatre non symétriques ne sont pas pseudo symétrique (car
tout variété pseudo symétrique est Ricci pseudo symétrique).

— Le corollaire 5.2.1 est plus général que le résultat de Stephan Maier ([36]).
En fait tout espace conformément plat(i.e C' = 0 pour dim M > 3) est
Weyl semi symétrique(R.C' = 0).

preuve du théoréme 5.2.1

On sait que : S x S?, S? x E?, S? x H?, E* E? x H?, H®> x H?, S® x E',
H3x E', S H* P%*(C) et H*(C) sont des espaces symétriques (|22] page 129).

Pour prouve le théoréme 5.2.1 il suffit d’étudier la Ricci pseudo symétrie
(resp. Weyl pseudo symétrie) des géométries modeéles de Thurston de dimension
quatre non symétriques.

Dans tout qui suit on prend le systéme de coordonnées (z,y, z,t) et on pose

6128I762:ay7 632827642875

5.2.1 F*:

Pour la paramétrisation R? x H?

o: R' — R2x H?
(x,y,2,t) — (x,y,z+1it)
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On a la métrique :

1 z
— —— 0 0
(1o \
t2 2
_Z Tz 0 0
t t
g g
1
0 0 — 0
4 2
1
0 0 0 —
\ )
Cette métrique n’est pas Ricci pseudo symétrique. En fait
-3
Q<g7 S)(617€37 61763) — 2_t3 3 R.S(@l, 63761763) — 2_1,:3)
et 5
Q(97 S)(€17€37 62764) =0 ) R'S(ela 63762764) — 2_t2
De plus on peut déduire de
-3
Q(g,C)(e1,e9,€1,€3,€1,€4) = ViR R.C(ey,eq,61,€3,€1,64) =
et
Q(g,C)(e1,ez,€1,e3,e2,e3) =0, R.C(ey, ez, e1,e3,€2,€3) =

que la métrique g n’est pas Weyl pseudo symétrique.

5.2.2  Sol} :
L’espace Solj est le produit semidirect R? x5 R avec
0(t)(z,y,2) = (e'z, ey, e 2)

On prend la métrique g = e~ (da? + dy?) + e*dz? + dt*
Cette métrique n’est pas Ricci pseudo symétrique. En fait

Q(g,5)(e1, ea,e1,e4) = =67, R.S(e1, 4,61, €4) = 6

et

Q(g, S)(es, ea, €3,e4) = —6€* | R.S(e3, €4, €3, €4) = 24e*
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De plus de

Q(g7c)(617627617€3a 62763) =3, 3-0(61762,61, 63762,63) =6
et

Q(Qa 0)(61, €2, 61764762764) = 3e ) 3-0(61762761,64, 62764) = -3¢ ¥

on obtient que la métrique g n’est pas Weyl pseudo symétrique.

5.2.3 Solj :

Comme l'espace Sol} a deux structures complexes J et Jy (voir page 71) on

effectuera la preuve pour le deux métriques compatibles g; et gs respectivement.
On a

(1+2%)/t* —z/t 0O 0
B —z/t 1 0 0
L= 0 0 1 —2/t
0 0 —z/t (14 2%)/t?

Cette métrique est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.
En fait

—2z —Z
Q(g1,5)(e1,e1,e1,€2) = 5 R.S(e1,e1,e1,e9) = T
—2
Q(ghs)(elael,@g, 64) =0 , R.S(el,el, 63764) = t_3
et
< 3z
Q(g1,C)(e1,e3,e1,e3,e1,€) = R R.C(ey,e3,e1,€e3,61,€9) = yr
< —z
De méme pour la métrique
3(14 22/t =3z/t =z/t (1-2%)/¢
_ —3z/t 3 —1 z/t
P z/t -1 2 —2z/t
(1—23)/t*  z/t =22/t 2(1+ 2%)/
Puisque
—378z —1053z

Q(g27s)(617€17€1762) — > R'S(617€17€1762) -

25¢3
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—42 —576
- R-S(61761a€3764) - -

Q(92; S)(ela €1, €3, 64) —

o543 125¢3
et
54 378
Q(g2, C)(e1,€3,¢€1,¢€3,¢€1,€2) = 5732 , R.C(er,e3,e1,e3,e1,02) = 125tz3

12z —1347z
Q (g2, C)(e1, €3, €1, €3,€3,€4) = rr R.C(ey,e3,€1,€3,€3,€4) = ra

5.2.4 Nil>xR:

Pour Nil? x R on a la métrique

1 0 0 0
101 —x O
9710 -z 1+22 0
00 0 1

Cette métrique est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.
En fait

1
Q(gas)(ebeQael?eQ) =1 3 R-S(617627€1762) — Z
1
Q(g,95)(e1,eq4,€1,64) = 5 R.S(ey,eq,€1,e4) =0
o 1 |
Q(gu C)(€17627617637627€3) = 7 ) R'O(617€27€1763762763) — ?

1
Q(g,C)(e1, e, €9,6e4,€1,€4) = g R.C(e1,eq,69,¢e4,€1,64) =0
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5.2.5 Nil*:

Pour Nil* on prend la métrique

(v N

2
t2
—t 14t —t<§+1> 0
g:
t2 t4
— —t(t— 1) 1+24+= 0
5 5 T + +4

\ 0 0 0 1

Cette métrique est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.
En fait

—1 —1
Q(g75)(61762761762) — 7 ’ R'S(€17€2761962) — ?
Q(9.9)( )= —C L RS )= L
€1,€9,€9. € = — . €1,€E9,€9, € = — —
g, 1,€2,€2,C3 4 ) 1,€2,€2,€3 16 8
et ]
Q(g,C)(e1,ea,e1,e2,61,€3) = 3 R.C(ey, e2,e1,€9,61,€3) =0
—1 —1
Q(g7 C)(€17€27€17€3761762) = T R'C(617627€17637€1762) — 1_6
5.2.6 Soly,, :

Pour Sol,,, on prend la métrique

e 00 0

0 e 0
71 0o 0 eo

0o 0 0 1

Cette métrique est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.
En fait

Q(g, S) (61, €9, €1, 62) — (04/-)/ + 042 _ 67 . 52) €—2t([3—|—o¢)
R.S(e1, es,e1,69) = —aB(ay + o — By — B) e 2F+0)
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Q(g,S)(e1,e3,e1,e3) = (aff + o — By — 7 ) 2t(v+a)
R.S(e1,es,e1,e3) = —ay(af + a® — By — ~?) e #0F)
et )
Q(g,C)(ea, e3,€1,€3,€9,€1) = (’yﬁ—|—a —ay — 5 )e —2t(y+o+p)

R.C(ex €3, €1, €3, €2,€1) = —afi3 (78 +a? — ay — §) e 00+
_—1(75 +a* — af — 72) e 2t(v+a+p)
2
1
R'C(627 €3,€2,€1, €1, 63) = 05'75(’}/5 —+ 042 _ Oéﬁ _ 72) €—2t(7+a—|—ﬂ)

Q(97 C)(627 €3, €2, €1, €1, 63) -

5.2.7 Sl(R) xR :

On peut prendre la métrique

((1—;yz)2(8 5y_z> 5y(1+yz) y(1+yz)( I 3/2) 0 \

_ 945
| x3 T, x?
+2y 2 —|—y + 52* +2 —z(y—+5:c)
X X
5y(1 + 5 512
y( ! yz) 2 _<%+1)
X X X
4
_|__
X
g =
1 2 5y
YY) g gy (B 10 9% + 5 22
T, x2 x2 A
(L + 52) +5L
Z(x + bx e
\ 0 0 0
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Cette métrique est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.
En fait

—30z
Q(ga S)(€27 62761762) - 3
—452

R.S =

(627 €2, €1, 62) 8.%'3

Q9. )1 )=
€9, €4, €9, € = —=
g, 2,64,€2,¢C4 81’2

R.S(es,eq,€9,¢4) =0

et
45
Q(g7 C)(627 €4, €1, €3, €2, 64) = _2_3;3
R.C(esg, eq,e1,€3,€9,e4) =0

120(1 4+ y=2)
Q(ga C)(ela €2, €1, €2, €2, 63) = —T

45(1 + yz

R.C(ey, eq,€1,€9,€9,63) = _%

Remarque 5.2.1. On peut montrer en utilisant les méme calculs que toutes
les métriques Riemanniennes, invariantes par G, des géométries F*, Nil® x R
Sly(R) x R Sol§ et les métriques Hermitiennes de Soli ne sont pas pseudo
symétriques. On conjecture que toutes les métrique Riemanniennes de Sol‘f,
Solt et Nil* ne sont pas pseudo symétriques.

m,n

5.3 La pseudo symeétrie holomorphe de F*

Théoréme 5.3.1. F* est holomorphiquement pseudo symétrique de type constant
avec R.R=—Q(g, R)

Dans ([51], theorem 4 page 282), Wall a prouvé que :
S%x S%, 8% x E?, S? x H?, E?, E? x H?, H> x H?, P?(C), H*(C) and F*
sont les seules géométries modéles de Thurston de dimension 4 admettant une
structure Kéahlerienne compatible avec le groupe des isométries maximal.

Alors F* est la seule géométrie modéle de Thurston Kihlerian non symé-
trique. Du theorem 5.3.1 on peut dire que :

Corollaire 5.3.1. Tout géométrie modéle de Thurston de dimension 4 Kdhle-
rienne est holomorphiquement pseudo symétrique .
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Preuve du théoréme 5.3.1

Pour F* on a la métrique

(RN

TRt
g:

0 0 ﬁ 0

1

\0 0 0 4_t2)

et la structure complexe :

/ /
1
—— 2 0 o0
J=1|"1 /
0 0 0 -1

\ 0 o 1 0/

pour tout ,7,,7,k,[,m € {1,2,3,4}~such thatt < j, k<l,r<s andi < k
on a calculé R.R(e;, ej, e, e er e5) ,Q(g, R)(ei, €j, ek, €15 €, €5) €t on a obtenu
que les seules composantes non nulles sont les suivantes :
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R(e1,ea,e1,e3;e1,e4) = % Q(Q,R)(el,em61763,61764) _%
R(eq, ez, e1,e3;€9,€3) = % Q(gaR)(e €2, €1, €3;€2,€ 3):_%
R(e1,ez,e1,e3;€9,€4) = —35 Q(Q,R)(e €2, €1, €3; €9, €4) = 3%
Rer, 9, €1,e45€1,€3) = —352 Q(ng)<e €2,€1,€4; €1, €3) = 555
Rer, es,e1, €459, €3) = 25 Q(g, R)(er, e2,e1, €15, €3) = — 3%
Rer, ez, €1,ex5€,€4) = 555 Q(Q,R)(e €2, €1, €45 €2,€1) = — 33
Rer, 9, €2,€3;€1,€3) = —52 Q(QaR)(e €2, €2, €3 €1, €3) = 505
Rer,ea,e9, €3 €1,€4) = —o5 Q(Q,R)(e €2, €2, €3;€1,€4) = 575
(6 €2, €2,€3;€2,€ 4) % Q(Q,R)(e €2,€2,€3;€2,€ 4)= 3<Z;;§t2)
R(eq,ea,e9,e45€1,€3) = S’—t% Q(gaR)(e €2,€2,€4,€1,€ 3):_23_752
Rer, 9, €2, e45€1,€4) = —52 Q(Q,R)(e €2, €9, €45 €1,€1) = 533
R(eq, ez, e9,645€0,€3) = 3(222§t2) Q(Q;R)(e €, €2, €4; €2, €3) = 3<Z;:§t2)
Rey,e3,€1,e9;€1,€4) = 355 Q(Q,R)(e €3, €1,€;€1,€1) = — 35
R(e1, e3,e1,e0;€3,€3) = 555 Q(g, R)(er, e3,€1, €2; €, €3) = — 57
R(ei, e, e, e, e9,€4) = —35 Q(Q,R)(e €3,€1,€2; €2, €1) = 575
Rer,eq, €1, €95 €1,€3) = —52 Q(Q,R)(e €1,€1,€2; €1, €3) = 555
R(e1, eq, 61,0 €9, €3) = 25 Q(g, R)(e1, eq,e1, €050, €3) = —35
RR(61,€4,€1,62,62,€4) % ( ,R)(e1,eq,e1,e9;€2,€4) = —%

donc R.R = —Q(g, R) et par conséquence F4 est holomorphiquement pseudo
symétrique de type constant.

Remarque 5.3.1. Dans [41], Olszak a prouvé que tout variété compact holo-
morphiquement pseudo symétrique de courbure scalaire constante et avec une
fonction de structure f positive (R.R = f@(g,R)) est localement symétrique
(i.e VR = 0). 1l a construit des exemples de variétés Kdihleriennes non com-
pactes holomorphiquement pseudo symétriques et non semi-symétriques. Les
premiers exemples de variétés Kdhleriennes compactes simplement connexes ho-
lomorphiquement pseudo symétriques et non semi-symétrique sont données par
Jelonek [29].

F* est une variété Kihlerienne non compacte pseudo holomorphiquement
symeétrique et non pseudo symétrique de courbure scalaire constante négative et
avec une fonction de structure constante négative.
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5.4 Conclusion

On a montré que les géométries modéles de Thurston de dimension quatre,

e~ —

qui ne sont pas symétriques (a savoir Nil*, Sol? = Sly(R) x E', Nil® x E*,

m,n’
Sol3, Solj et F*), ne sont pas pseudo symétriques. Parmi ces espace il y a cing

qui ont une structure complexes (a savoir Sly(R) x E*, Nil® x E', Solg, Sol} et
F*) et parmi ces derniers il y a une seule, & savoir £, qui admet une métrique
Kahlerienne.

On a montré que F'* est holomorphiquement pseudo symétrique.

En conclusion on peut dire que les géométries de Thurston Kéhleriennes sont
holomorphiquement pseudo symétriques.

Nous espérons étendre cette étude pour des métriques semi-Riemanniennes en
précisant les liens possibles entre d’une part la pseudo symétrie d’'une métrique
sur X et d’autre part le groupe de diffeomorphismes G et le stabilisateur de
l'action de G sur X.
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Al e 5 Adagl Jia e yia X S 13) ) slaus 51 Agnd st Austia 4l (G,X) g5l oo J s padla
M e sia 2 g 4l Cun (g5l 5 dal i e il gaxis X (e 3555 (805 G il 5 daliay
g 25 GBI 2 I3 dad saill cllanighl ) shas 5 Caila (G, X) s 400 84 e ana <3
il oY) sdancll Al 5o pila o850 S Gl 8 (ol 1) el €13 dnd gl il
(W RE0)UI5E iy ish S 1Y) Ul ylaliie Wil M Ay, e sia e Jsii (g shams il Lund gl
Ll M 4l e sie e 58 R(X,Y) R0 e 13) 5 ylalite i il M 4ilay 5 e sia e Jsii
5 IS ARl Ga y R(X,Y)RELR(XAY) R G Lg 4013 cian 5 13) | 5ls na (385 3 bl 405
il G oa o 5 yalie 4pd A 33l €13 ) shas i Faad gaill il J& G o phass 8
cillavighl G (e s gl FH ol 5 500 40l ol BN e el U 2l 3 sl 1 A el
U ) a5l s 5 plaliie 4nd (4 IS Ay s )5 lallie il

Résumélne géométrie modele de Thurstof, X) est une variét&X connexe et
simplement connexe avec un groupe de Lie G deéaiiforphismes dX qui agit
transitivement sur X avec stabilisateur compact tel dgBenaximal et il existe une
variétéM de volume fini modelée pd6,X). Les géométries modeles de Thurston de
dimension trois sont classifies par W. M. Thurst@nO. Filipkiewicz a classifié les
géométries de Thurston de dimension quatre. C.TWall a étudié les structures
complexes sur les géométries de Thurston de dimemgiatre. S. Maier a étudié la
platitude conforme "conformal flatness" des géoiestde Thurston. Une variété
Riemannienne M est dite localement symétrique si twmseur de courbure de
Riemann est paralleleé/R = 0). Une variété Riemannienih est semi-symétrique si
R(X, Y).R=0. Une variété Riemannienrd, de dimensiom > 3, est dite pseudo
symétrique, au sens de Deszcz, s'il existe undifond_r tel queR(X,Y).R=Lr(XA
Y).R. M. Belkhelfa, R. Deszcz et L. Verstraelen ontntné que chaque géométrie de
Thurston de dimension trois est pseudo symétriurea montré que les géométries
modeles de Thurston, non symétriques, ne sontgmsglp symétriques et que la seule
géométrie modele de dimension quatre Kahlérienmetsymétrique, savol*, est
holomorphiquement pseudo symétrique.

Abstract : A model geometry of ThurstofG, X) is a connected and simply
connected manifold X with a Lie grou@ acting transitively onX by compact
stabilizers, such tha® maximal and there exists a manifaM of finite volume
modelled by (G, X). W. M. Thurston has classified the 3-dimensionaurEton
geometries. R. O. Filipkiewicz has classified thdigensional Thurston geometries.
C. T. C. Wall has studied the complex structures 4edimensional Thurston
geometries. S. Maier has studied the conformahdisg of Thurston geometries. A
Riemannian manifoldM is said to be locally symmetric if the Riemannwaiure
tensor is parallel YR = 0). A Riemannian manifoldM is semi-symmetric if
R(X,Y).R=0. A Riemannian manifold M, of dimensien> 3, is said to be pseudo
symmetric, in the sense of Deszcz, if there exatdunction Lr such that
R(X)Y).R=Lr (XAY).R. M. Belkhelfa, R. Deszcz et L. Verstraelen havevpd that
every 3-dimensional Thurston geometry is pseudasgtric. We prove that every
4-dimensional, non symmetric, Thurston geometrgds pseudo symmetric and that
the only non symmetric Kéhlerian 4-dimensional HEtom geometry (i.eF?) is
holomorphically pseudo symmetric.



