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Résumé

Le travail présenté dans cette theése se place dans le cadre de la géométrie
riemannienne et concerne en particulier les immersions minimales et les applica-
tions F-harmoniques, il porte sur les deux thémes suivants:

Nous donnons dans la premiére partie, des conditions qui interdissent 1’existence
d’immersions minimales entre une variété source admettant une p-forme paralléle
non triviale et une variété but riemannienne & courbure sectionnelle constante
strictement négative. Dans la deuxiéme partie nous nous intéressons a 1’étude
de quelques propriétés des applications F-harmoniques définies sur une variété
riemannienne compacte et & valeurs dans la spheére euclidienne. Ces derniéres
sont des points critiques de la fonctionnelle F-énergie. Nous obtenons des ré-
sultats sur l'indice de Morse des applications F-harmoniques par variation des
fonctionnelles énergies le long des champs de vecteurs conformes.

Mots-clefs. Immersions minimales, Courbure de Ricci, Opérateur de Dirac,
Variété conformément plate, Application F-harmonique, Indice de Morse, Tenseur
d’énergie-impulsion.



Abstract

In this thesis we study minimal immersions and F-harmonic maps.

Part 1 is devoted to prove that there is no minimal isometric immersions of
a riemannian m-dimensional manifold M with m > 3 endowed with a non zero
parallel p-form, into a riemannian manifold N with constant strictly negative
sectional curvature.

In part 2, we deal with F-harmonic maps, we investigate estimates of the
Morse index for F-harmonic maps into round spheres. Next we obtain that
these latter are global maxima of their energy-functional along the conformal
group of the sphere.

Keywords. Minimal immersions, Ricci curvature, Dirac operator, Confor-
mally flat manifold, F-harmonic maps, Morse index, Stress-energy tensor.
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Introduction

L’objectif de cette theése est d’étudier quelques propriétés des immersions
minimales et des applications F-harmoniques entres variétés riemanniennes. Le
manuscrit est organisé comme suit: dans un premier chapitre on rappelle les no-
tions de géométrie nécéssaires a la compréhension de notre travail. Le deuxiéme
chapitre concerne un résultat de non existence d’immersion minimale. Dans
le troisiéme chapitre on obtient ’estimation de l’'indice de Morse d’une classe
d’applications F-harmoniques et on donne au dernier paragraphe un résultat
global exprimant qu’une large classe d’applications F-harmoniques sont des max-
imas de la fonctionnelle F-énergie.

A. El Soufi et R.Petit avaient montré dans ([25]) la non existence d’immersion
isométrique minimale entre une variété riemannienne M admet une 2-forme par-
allele non nulle, et une autre variété riemannienne N a courbure isotrope stricte-
ment négative. Ce résultat généralise ceux obtenus auparavant par Dajczer-
Rodrigez ([14]) et El Soufi ([19]) dans le cas ou M est une variété Kéhlérienne.
Dans cette thése nous donnons un résultat de non existence dans un contexte plus
général que celui obtenu dans ([25]) par A. El Soufi et R.Petit. Plus précisément
nous établissons le théoréme suivant:

Théoréme 0.1 Soit M une variété riemannienne de dimension m > 3 et soit N
une variété riemannienne & courbure sectionnelle constante strictement négative.
Si M admet une p-forme paralléle o non nulle (p > 2), alors il n'existe aucune
immersion isométrique minimale ¢ de M dans N.

La preuve s’appuie essentiellement sur la formule de Bochner-Weitzenbock
relative au p-formes et qui s’écrit:

|D (a.d¢)]> = m? |H|? |a)* + 4 (V*'Va,a) + 4R4(a)

ou : D est I'opérateur de Dirac agissant sur les formes différentielles, H est la
courbure moyenne de 'immersion ¢, V*V est 'opérateur de Laplace et

L _1 m o
R(b(a) <Z Rzk‘]kaw ipa]ZQ-..lp _ Z kal 2 i k:lz:;...zp)

k=1 1,J,k,l=1

ott RMest le tenseur de courbure de N.
Des résultats similaires sont obtenus pour les applications pluriharmoniques.
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Définition 0.1 Pour toute p-forme paralléle o on dira qu’une application ¢ de
M dans N est a-pluriharmonique si

D (a.de) = (1) a.D (dop)

Pour un point fixe z € N, on note par u(x) et A\(x) la plus petite et la plus
grande valeur propre du tenseur de Ricci au point x, et considérons les fonctions
suivantes:

(z) = { (n — Dmp(z) — (m+ (n = 2)p)A(x) si m—2p <0
2(n — Dp(x) — nA(z) si m—2p>0

v(xz) = { (n—=1DmA(z) — (m+ (n—2)p)u(x) si m—2p <0
2(n — DA(z) — npu(x) sim—2p>0

Théoréme 0.2 Soient M une variété riemannienne de dimension m > 3 et N
une variété riemannienne conformément plate:

a) si la fonction m est strictement positive ou la fonction v est strictement
négative et si la variété M admet une p-forme paralléle non nulle o (p > 2),
alors il n’existe aucune immersion a-pluritharmonique de M dans N.

b) sila fonction v et non positive et si M admet une p-forme paralléle non
nulle a (p > 2), alors toute immersion minimale isométrique de M dans N est
a-pluriharmonique.

Théoréme 0.3 Soient M wune variété riemannienne compacte de dimension
m > 3 et N une variété riemannienne conformément plate telle que la fonc-
tion m est non négative et strictement positive en au moins un point, alors pour
toute p-forme harmonique o non nulle sur M avec p > 2, il nexiste aucune
immersion a-pluriharmonique de M dans N.

Théoréme 0.4 Soit M une variété riemannienne compacte conformément plate
de dimension m > 4 et supposons que la fonction m est non négative et stricte-
ment positive en au moins un point, alors le nombre de Betti b,(M) = 0.

Théoréme 0.5 Soient M une variété riemannienne de dimension m > 3 et N
une variété riemannienne conformément plate et supposons que la fonction v(z)
est strictement négative, si M admet une p-forme paralléle non nulle o (p > 2),
alors il n’existe aucune immersion isométrique minimale de M dans N.

En 1964, J.Eells et J.H.Sampson avaient introduit la notion des applications
harmoniques qui sont par définition les points critiques de la fonctionnelle énergie

1
Bo) = [ 1ol
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M. Ara avait introduit une classe d’applications dite F-harmoniques ([1], [2],
[3]) c’est celle des applications ou F' : [0, 00 — [0, 00| est une fonction de classe
C! telle que F'(t) > 0 pour tout ¢t € [0,00[. Ces applications sont les points
critiques de la fonctionnelle F-énergie

EF(@:/MF(@) dvg

et contiennent les applications harmoniques et p-harmoniques.

L’é¢tude des immersions minimales et des applications harmoniques porte
essentiellement sur l’existence, la nonexistence et la stabilité de ces derniéres.
Plusieurs auteurs avaient étudi¢ l'indice de Morse des immersions minimales
et des applications harmoniques d’une variété riemannienne compacte dans la
sphére euclidienne S™; ce dernier mesure le degré d’instabilité de ces applications
harmoniques ( cf. [8], [17], [37]). Cet invariant, que I'on note Ind(¢), représente
la dimension des espaces maximaux des variations pour lesquelles ¢ correspond
a un maximum local de la fonctionnelle énergie dans le cas des applications
harmoniques et la fonctionnelle volume dans le cas des immersions minimales .

Les premiers résultats portant sur la stabilité et I'indice de Morse des appli-
cations harmoniques dans les sphéres ont été obtenus par R.Smith ([39]) ou il
avait calculé en particulier 'indice de I'identité de S™. Ce calcul a été généralisé
par P. Leung dans ([30]), il avait montré que toute application harmonique non
constante ¢ d’une variété compacte (M, g) dans une sphére S™(n > 3) vérifie:
Ind(¢) > 1. Ce dernier résultat a été ensuite ameélioré par A. El soufi dans ([22]),
il avait montré que pour toute application harmonique ¢ définie sur une variété
riemannienne compacte (M, g) a valeurs dans la sphére S™ telle que:

i) le tenseur d’énergie-impulsion Sy(M) de ¢ est positif en tout point et
défini positif en au moins un point de M.

ii) S,(M) est positif en tout point de M, ¢ est une immersion et ¢(M) ne
coincide pas avec une sphére totalement géodésique de S™.

Alors I'indice de Morse de ¢ vérifie : Indg(¢) > n + 1.

Il avait montré aussi, que pour toute application harmonique a tenseur d’énergie-
impulsion positif de (M, g) dans S™, on a: E,(¢) > E,(y o ¢), o v est un
difféeomorphisme conforme de la sphére euclidienne S™.

Le cas o la variété source est une sphére canonique S™ de dimension m avait
été étudié par le méme auteur dans ([23]) , ou il montre que parmi toutes les
applications harmoniques non constantes définies sur S™, I'identité I de S™ pos-
séde 'indice le plus petit. Autrement dit, pour tout ¢ : S™ — (N, h) harmonique
non constante, avec m > 3, on a

Indg(¢) > Indg(I) =m+1
Noter que Eells et Lemaire avaient obtenus dans ([16]) la minoration

Indg(¢) > 1+ rang(¢)
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Dans un autre travail (cf.[21]) A. El soufi et A. Jeune avaient étendu les
estimations et le calcul de I'indice de Morse a des applications p-harmoniques, ou
p € [2,+oo[. Il avaient traité notamment le cas de 'application identité, ainsi que
celui des applications entre les sphéres euclidiennes. Comme premier résultat, ils
avaient montré que si (M, g) est une variété compacte orientable de dimension
m, alors, pour tout p > m, 'identité I; de M minimise la fonctionnelle p-énergie

1
Byo) =5 [ 1o do,
sur ’ensemble des applications de degré non nul de M dans M. En particulier
I, est p-stable pour tout p > m.

Notre contribution dans ce domaine consiste en des résultats qui généralise
une partie de l'estimation de l'indice de Morse obtenue par El soufi dans ([21],
[23]) pour les applications harmoniques et p-harmoniques aux applications F-
harmoniques.

Nous montrons, que toute application F'-harmonique & tenseur de F-énergie-
impulsion défini positif d’une variété riemannienne compacte (M,g) dans S™
vérifie: Indp(¢) > n + 1. Nous traitons aussi, comme exemples, le cas de
I’application identité, ainsi que celui des homothéties. Ensuite nous donnons un
résultat global i.e. pour une large classe de fonctions F' : [0, +oo[ — [0, +00[ , les
applications F-harmoniques sont des maximums globaux pour les fonctionnelles
F-énergies. Nous avons introduit une nouvelle notion de tenseurs de ['-énergie-
impulsion qui étend celle de tenseur d’énergie-impulsion et qui est différente de
celle introduite par M. Ara pour les fonctionnelles F-énergie.



Chapitre 1

Notions préliminaires de
géométrie riemannienne

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions classiques de géométrie riemanni-
enne nécéssaires a la compréhension de notre travail.

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m, on note par V la
connexion de Levi-Civita associée a la métrique g. Désignons par I'(M) 1'algebre
de Lie des champs de vecteurs de classe C'™° définis sur M.

Définition 1.1 1. Soient X, Y, Z , W quatre champs de vecteurs de I'(M).
La courbure de Riemann R est l’application bilinéaire antisymétrique de I'( M) x
['(M) dans Hom (I'(M),T'(M)), définie par

R(X,Y)=VxVyZ -~ VyVxZ — VixyZ

On appelle tenseur de courbure de Riemann de g le champ de tenseur C* quatre
fois covariants défini par

R(X,Y,Z,W)=g(X,R(Z,W)Y) = Ryn XY Z"W!

dans une carte locale; R;ji; sont les composantes du tenseur de courbure.

2. La courbure de Ricci de g est le champs de tenseur C™, deux fois covari-
ants, obtenu en contractant par g le tenseur de courbure de Riemann de g de la
maniere suivante

Ricij = g™ Ry;

ot g* sont les composantes de g~ .
3. La courbure scalaire de g est la trace du tenseur de Ricci, noté scal,.
Dans une carte locale
— 44 R
scaly = g" Ric;;

10
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Soient X un champ de vecteurs et w une 1-forme. Dans un systéme de co-
ordonées locales, rappelons les formules de permutation des dérivées covariantes
suivantes

Vinl _ Vjin = R._XF et Vijw — Vjw, = _Rﬁ'jwk

kij
N l 1
ou Rkij =g mRmkij.

Définition 1.2 On appelle opérateur de Laplace-Beltrami, ou plus généralement
Laplacien, lopérateur A, défini sur toute fonction C* sur M (& valeur réelle)
par

Ay(p) = —div(gradg) = —trace(V(Ve)).

Si g;j(x) sont les coordonnées de la métrique dans une carte locale (x;)i=1.m ,
on peut alors exprimer explicitement le laplacien comme un opérateur différentiel
d’ordre 2 par la formule suivante:

Proposition 1.1 Dans les coordonnées (x;), le laplacien s’écrit
1 0, . 0
Ay=—— — (99—

ot g (x) désigne linverse de la matrice g;;(x) et \/g la racine du déterminant

1.1 Algeéebre de Clifford

Une algébre de Clifford est une algébre associative unitaire qui est engendrée par
un espace vectoriel V' muni d’une forme quadratique Q.

L’algebre de Clifford CL(V, Q) est l'algébre engendrée par V' soumise a la
condition

v =Q) YveV

ot le produit v? est pris & 'intérieur de 'algébre. Si la caractéristique du corps
de base K n’est pas 2, alors on peut ré-écrire cette identité fondamentale sous
la forme:

w +vu =2 (u,v) Yu,v eV

(u,v) = (Qu +v) = Qu) — Qv)) /2

est la forme bilinéaire symétrique associée a Q).
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Remarque 1.1 Les algébres de Clifford sont directement liées auz algébres ex-
térieures. En effet, si QQ =0 alors 'algébre de Clifford Cl(V, Q) est simplement
Ualgébre extérieur A(V').

Pour Q) différent de zéro, il existe un isomorphisme canonique linéaire en-
tre A(V') et CI(V,Q), c-a-d qu’ils sont naturelement isomorphes comme espaces
vectoriels mais avec des multiplications différentes.

Définition 1.3 Soit V' un espace vectoriel sur R de dimension finie muni d’une
forme quadratique Q, on note T(V') l’algébre tensorielle de V' i.e:
TWV)=@V¥=RaeVao(VaV)s..

=0

ot ® est la multiplication dans T(V'). Soit I lideal bilatére de T'(V') engendré
par les éléments de la forme v @ v — Q(x).1 , x € V et 1 désigne l'unité de
l’algebre. le quotient

Clv,Q)=TW)/I=T(V)/(z®@x —Q(x).1)

est appelé algébre de Clifford sur V associé a ().

1.1.1 Base et dimension:

Si la dimension de V est n et {ey,...,e,} est une base de V', alors I’ensemble

{en€iy€i /1 <ip <ig<..<ip<met0<k<n}

= {l,e1,..,en,€1€0,..,€4 164, .., €1...€0}

est une base de Cl(V, Q).
Pour chaque valeur de k, il existe C* éléments de la base, donc, la dimension
totale de ’algebre de Clifford est

n

dim Cl(V, Q) = S CF = 2"

n
k=0

Si la caractéristique n’est pas 2 et si la forme quadratique () est non dégénérée,
il existe alors un ensemble de bases privilégiées pour V: les bases orthogonales.
Une base orthogonale est telle que

(eie;) =0 sii£jetel =1

ou (.,.) est la forme bilinéaire symétrique associée a (). L’identité de Clifford
fondamentalle implique que pour une base orthogonale:

eiej = —eje; 1 F ]
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Remarque 1.2 En géométrie différentielle, on utilise courament les notions
d’algébre extérieure pour définir par exemple le fibré vectoriel des formes dif-
férentielles sur une variété différentielle.

Dans le cas d’une variété riemannienne , les espaces tangents sont munis
d’une forme quadratique naturelle induite par la métrique. Ainsi, on peut définir
un "fibré vectoriel de Clifford" en analogie avec le fibré vectoriel extérieur.

1.1.2 La multiplication de Clifford sur les formes:

Soit Q(M) = @ QP(M) I'espace des formes différentielles sur M.

peN

Définition 1.4 Soit X un champ de vecteurs sur M. Le produit intérieur ou
produit contracté d’une p-forme w sur M par le champ X est l’application linéaire

ix : QP(M) — QP~H(M)
définie par: VX1, Xo, ..., Xp—1 champs de vecteurs sur M
’in(Xl, XQ, ...,Xp,1> = CL)(X, Xl,XQ, ~--;Xp71)

Sur Q(M), on définit la multiplication de Clifford, notée 6.w, par: pour
6 e QM) etwe QF(M)

dw = O0Nw—ipw

wh = (-1)PONw+igw)

ot #* désigne le champ de vecteur associé a la 1-forme 6 c-a-d: 0(v) = g(6*,v).
Et iy le produit intérieur par 6%
L’opérateur de Dirac agissant sur les formes est 'opérateur

D QM) — QM)
D(w) = i@i.veiw

i=1
ot {€;};.,, est un repére orthonormé local de M et {¢9Z}Z <., €st le repére dual

de {ei}igm'

Proposition 1.2 (/34]) Dans un repére {e;},,, et son repére dual {6'}
a

i<m? O™

do = 0'AV.,w

0w = —ipipVew

oud et d désignent respectivement la différentielle et la codifférentielle extérieures.
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De cette proposition; on aura
D=d+d

ainsi

D*=(d+6)*=dé+dd=A

c’est 'opérateur de Laplace-Hodge.

Théoréme 1.1 (/34]) Dans un repére {e;} et son repére dual {0'}, on a

1o
= > 0".0¢".R(e;, e;)w

D?w = V*Vw +
25

1 m .
=V*'Vw + 5 Z R(ei,ej)wﬁ”.@z.

ij=1

ot R est le tenseur de courbure de M

Preuve:

Dw = Y Hiﬂj.VeiVejw

i,j=1

= SOV Vew+ YOV, Y w
i=1 i)

et puisque 0°.0° = 1 et 0°.07 = —¢7.0", on aura

Dw = =3V Vew+> 0.6 (V. Vew—V,Vw)
i=1 i<j
= — Y V. Vew+ Y 0.0 Re; ej)w
i=1 i<j
= —> V., Vew+= > 0.0".R(e;ej)w
i=1 25=1
or .
V'V =->V.V.
i=1
donc | m
D*w = V*Vw + 3 > 0".07 . R(e;, ef)w
ij=1
[
On note par |[.,.] le commutateur défini par: pour deux formes différentielles

wi et wyon a
[wl, (,c_)g] = Wi.We — Wy .W1

Ainsi la formule de Weitzenbock est donnée par le corollaire suivant
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Corollaire 1.1 Dans un repére {e;} et son repére dual {Gi}, on a

D*w = V*Vw + i i 0°.67, R(e;, ej)w]

ij=1
Preuve: On a | m
D*w = V*Vw + 5 S 0.0 Rie;, ej)w (1.1)
ij=1
Et | m
D*w = V*Vw — 5 S Rlei,e)w.0.0 (1.2)
ij=1

en ajoutant 1.1 a 1.2, et divison par 2, on obtient

(0".6.R(e;, e5)w — Rej, ej)w.0".67)

NE

D*w = V*Vw+

~
—_

= V*Vw+

[ R e

~

INSER

0767, R(e;, ej)w]

[y

Lemme 1.1 (/34]) Dans un repére {e;} et son repére dual {6'}, on a

R(X,)Y)w = g(R(X,Y) e e;) (0.6 w— 60" w)

—_

g(R(X,Y)e;e) [Hi.ej,w]

I I N
IAGERINGE

.
—_

1.2 Variétés conformément plates

1.2.1 Courbure de Weyl

Définition 1.5 FEtant donnée (M,g) une variété riemannienne de dimension
m > 3, la courbure de Weyl de g, notée Weyl,, est le C*-champ de tenseur
quatre fois covariants sur M défini par

scalg
2(m —1)(m —2

1 .
Weylg:Rg—mchg®g+ )g@g
ot Ry, Ricy et scal, désignent respectivement les courbures de Riemann, de Ricci
et la courbure scalaire de g et ® est le produit de Kulkarni-Nomizu défini par:
pour h, k deux tenseurs 2 fois covariants et symétriques et pour tous X, Y, Z,

W eTM

kOW(X,Y, Z,W) = h(X, Z)k(Y,W)+h(Y, W)k(X, Z)—h(X, W)k(Y, Z)—h(Y, Z)k(X, W)
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Les composantes W, de Weyl, dans une carte sont alors données par la
relation

1
Wi = Riju — m(Rikgjl + Rj19i — Rugjr — Rijxgi)
n scal
(m—1)(m—2

) (gikgjl - gz‘lek)

1.2.2 Classe conforme d’une métrique:

Définition 1.6 Soit (M, g) une variété riemannienne, la classe conforme de g,
notée [g], est l’ensemble des métriques riemanniennes sur M qui s’écrivent sous
la forme g = fg ou f: M — R est une fonction réelle strictement positive de
classe C'.

On pourra encore écrire que
9] = {e"g,u € CF(M)}
Le résultat suivant montre aussi que Weyl, est aussi un invariant conforme;

Proposition 1.3 Si g = e"g, u € C®°(M), sont deux métriques conformes sur
M, leurs courbure de Weyl satisfait l'identité

Weyl; = e"Weyl,
On définit maintenant ce que 'on entend par variété conformément plate

Définition 1.7 Une variété (M,g) est dite conformément plate si pour tout
x € M, il existe un voisinage ouvert V de x, et il existe une métrique g € [g]
tels que Rz = 0 sur V.

La nullité de la courbure de Riemann entraine donc la nullité de la courbure
de Weyl.

Il est alors clair que si (M, g) est conformément plate, Weyl, = 0 sur M. La
condition est aussi suffisante, du moins & partir de la dimension 4:

Théoréme 1.2 (/27]) Une variété riemannienne (M, g) de dimension m > 4
est conformément plate si et seulement si sa courbure de Weyl est nulle en tout
point de M.



1. Notions préliminaires de géométrie riemannienne 17

1.3 Applications harmoniques :

1.3.1 Deéfinitions générales:

Soient (M, g) et (INV,h) deux variétés riemanniénnes de dimensions m et n re-
spectivement.

Pour toute application ¢ de M dans N, on désigne par I'(¢) P'espace des
champs de vecteurs le long de ¢ c’est-a-dire les sections du fibré image réciproque
¢ 'TN induit sur M par ¢ a partir du fibré tangent de N.

On définit la densité d’énergie de ¢ pour les métriques g et h par:

99’ (x) D (x)
oxr>  OxP

1 «
e(9)(@) = 59 2 (@) hij (6())
dans des coordonnées locales (x1, xg, ..., z,,) de M. Considérons la différentielle
de ¢

3¢

dp = %

une section du fibré T*M ® ¢ TN, et pour les connexions de Levi-Civita, on
aura

1 0 a(bj 0
(Z) aTNa vN ; k_
(9:E ¢ d¢ 6¢J a¢ axa 1] 8¢k

96 0p 0

ou I"“ sont les symboles de Christoffel de N et —— -, ce ci implique

dre — dxv §g’

gaﬂ a¢ a¢
Oz’ OaP 617N
<d¢a d¢>T*M®¢*1TN

1
ldoll* = 5 S ldo,l’

e(9)(x) =

1
2
1
2
1
2

Définition 1.8 On appelle énergie de ¢ la quantité

E)6) = [ e(o)in,

M

ot dvg = \/_dx ANdz? A ... Adz™ est I’élément volume riemannien associé a g.
Lemme 1.2 (/29]) l’équation d’Euler-Lagrange de E, est

1 : d¢’ 0"
O (Va0 ) + g @D () o SO

\/_ oz
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Définition 1.9 Les solutions de [’équation d’Fuler-Lagrange sont appelées ap-
plications harmoniques.

Pour avoir une interprétation intrinseque de I’équation d’Euler-Lagrange, on
donne 1 un champ de vecteurs le long de ¢ c-a-d une section du fibré ¢ 'TN.

En coordonnées locales ¢ = 9" () 95

1 induit une variation de ¢ donnée par

¢(7) = expy(y) (t(x))

d
Nous allons calculer %Eg(gbt) |t=0:

d 1 d
GEG) | o= [ 000 e

_ / <d¢,v<g;1”d¢t |t:0>dvg
M

et on a
-1 1 6¢2 a .
Vgt TNd¢t = Vgt TN&E(Z@ ® dx
- oot 0 o o
- gx;TN (% 8¢z) ® dx® (car 9t et B commute
et V sans torsion)
donc ;
e Y (0 3 Y

et par suite

GE0) | o= [ (dodv)an,
- /M <d¢,v‘§;i”¢®dxa>dvg
_ /M (V8N dg, @ da®) du,
= - /M <tmcegv¢‘1TNd¢,¢>dvg

on note par 7,(¢) = traceV®deo. Cest le champ de tension de ¢.
Ainsi I’équation d’Euler-Lagrange s’écrit intrinséquement comme étant :

Tg(¢) =0

Définition 1.10 La fonction ¢ est harmonique si et seulement si T4(¢) = 0,
c-a-d ¢ est un point critique de la fonctionnelle énergie.
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1.3.2 Les applications F-harmoniques:

On désigne par F : [0, +oo] — [0, +oo[ une application de classe C? telle que
F'(t) > 0Vt € [0, +o0].
On définit la fonctionnelle F-énergie par

Er@)= [ F (@) v,

ol est la densité d’énergie.

|do|”
2

d
Soit (¢,), une famille des applications différentiables avec %@ limo= 1 et

¢y = ¢. La premiére variation de Er(¢) dans la direction du champ 1 est

d d
%EF(@) | =0 = dt F (l (gt’ ) li=0 dvy
()i
:/<¢8>$QTNw®daF/<’¢’>d¢>
M
_ _/ <¢®d:ca,v§$i”< (‘dqﬁ‘ ) ¢>>dvg
M
_ _/ <w,tracegv¢1TN <F <|d¢| >d¢)>
M

4

et donc

Er(dy) Jro== — /M (W, 7#(6) dv, (1.3)

7p(¢) = trace, v TN (F’ (|d¢| ) gzb)

est I’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle F-énergie Ep.

ou

Définition 1.11 ¢ est dite F-harmonique si et seulement si Tp(¢) = 0, i.e ¢
est un point critique de Er.



Chapitre 2

Résultats de non existence
d’1immersions minimales

Nous montrerons dans ce chapitre qu’il n’existe aucune immersion isométrique
minimale d’une variété M admettant une p-forme parallele non nulle dans une
variété N a courbure sectionnelle constante strictement négative. Nous nous
intéressons dans la suite a ’analyse de quelques résultats de non existence des
applications a-pluriharmoniques lorsque N est conformément plate.

Le résultat principal que nous obtenons dans cette partie, peut étre comparer
avec un résultat da a J.H Sampson suivant lequel il n’existe pas d’application
harmonique non triviale d’une variété kihlérienne compacte de dimension au
moins 4 dans un espace hyperbolique ([36]) et aussi du théoréme 4.6 D; dans
([26]) qui est un théoréeme de rigidité pour les applications harmoniques d’une
variété compacte admettant une p-forme paralléle dans un espace a opérateur
de courbure non positif.

Rappelons qu'une immersion ¢ : M — N est minimale si pour tout z € M
et tout n € (T,M)* la courbure moyenne dans la direction 7 est nulle.

2.1 Lemmes fondamentaux

Dans ce qui suit (M, g) et (N, h) désignerons deux variétés riemanniennes con-
nexes de dimensions respectives m > 3,n > 4, ¢ une application différentiable
de M dans N et pour p > 1 : QP(M) V'espace des p-formes extérieures sur M.
On désignera par V la connexion canonique associée a la métrique riemannienne

de T'M.
Définition 2.1 Une p-forme o € QP (M) est dite harmonique si:
Da=da+da=0

ou D est l'opérateur de Dirac.

20
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Rappelons la formule magique de Weitzenbsck

D*a = V*Va + ;lwzl 0°.67, R(e;, ej)a] (2.1)

ot {e;},,,est un repére orthonormé locale de M et {0;}

{ei}igm :

A partir de cette dernié¢re formule, on obtient par un calcul direct:([34])

i<m ©€st le repére dual de

(D’a,a) = (Aa,a)

1
= (V'Va,a) + 1 Z ([6°.6°, R(es,e)a] , )

Par ailleurs, pour toutes deux p-formes a; et as, si w est une 2-forme on a

([34])

<[w’ al] ,(1{2> - - <061, [Cd, a2]>
ce-ci implique
<[9i.9] (€i,€j)x } > — <R(ei, e;)a, [Hiﬁj, a]>
en déduit grace au lemme 1.1

(00 Rewes)a] o) = =2 S (Rlevve)ensen) ([0 #.0] . [0°87.])

k=1
D’autre part, en utilisant les propriétés du produit intérieur, il vient:

0 si k‘,lE {il,...,ip}
[0%.6", 0] = 0 sik,l ¢ {iy,...,ip}
20% 0' .oy ailleurs
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Donc
Z <[9i.9j, R(e;, ej)oz] ,a>
i,j=1
1 <& o
= —7 2. Fuu([0"0'.a] . [09,a])
i,j,k,1=1
= = > Ryu(0"60.0,0.0a)
1,5,k l=1
= —() Rya(0.0.0,0.6".0) + Y Ry (0".0".0,60".6".0)
i,5,1=1 i,5,k=1

+ ) Ry (0.6".0,0".07.a) + > Ry (0°.67.0,6".67.cx)

i7j7l:1 1,],k:1

+2 Y Ry (0°.6'.0,0".67.))

Z‘?.j7k7l:]‘

Ce qui nous donne sachant que pour tout deux p-formes «, 5 on a le produit

scalair local: (o, B) = —air iy i
P!

S™ (000 Rieney)al
ij—1
1 m . .
= -2 Z Rijkl<[0k‘0laa]7[91'8J7a]>
ivjkl=1
‘ 1
= (zjzl 4wa )l . ZpozZQ ¢p+2”;1R”kl(p 2)'0412 ZpOéf; )
= (ZRZ% i %y - Z Rijmery L, 00 )
521 ! ! 2 o

et par suite

(Aa,a) = <V*Va a)

-1
J - ij kl
Z RZC” ig.ip Cyl2 -ip 2 Z R”kla% “ip 0513

t,j=1 i,4,k,l=1

ou Ric désigne la courbure d Ricci de M.
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La premiere étape dans la preuve des résultat est :

Lemme 2.1 Soit ¢ une application de M dans N, si o € QP(M) (p > 2) est
une p-forme harmonique , alors pour tous champs de vecteurs X, ..., X, € TM
on a

(D (a.dg) — (1) a.D(dg)) (X1, ..., X))
pz ¥ 1Vd¢((ixpo...oixjO...iXIa)ﬁ,Xj>

7j=1

ou ix, signifie que ix, ne figure pas.

Preuve: Soient x € M et {e;}
x,ona

i<m un repére orthonormé local au voisinage de

D(a.dg) = Y 0:.Ve (on.do)

<m

= Y (0:(Ve,0).do + 0;.0.(V,,do)

i<m

= (Da)dp+ > 0;.a.(V.do)

<m
puisque « est harmonique (Da = 0)

D(a.de) = Ze .(V,,do)

=1

D’autre part
Oia=0; Na—ile)a et a.f; = (—1)P0; Na+ (—1)Pi(e;)a
on en déduit

(—1)”04.01- = 492 N o+ 7:(61‘)06
;.o + 2i(e;)

ainsi
O;.a = (—1)Pa.0; — 2i(e;)

et par suite

D(adg) = Y (~1)0.0;.(V,,do) —22 i(e;)a. (Ve do)

i=1 i=1

= (=1)Pa.D(d®) —22 a.(V.,do)
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D(a.dd) = (=1)a.D(de) + 2(— PZ Ve, do) A (ife;)a)
+2(—1>pzi(veid¢)(i(ei)a)

comme la hessienne est symétrique, nous obtenons

i(Vedd)i(eda) = (Vadde))alenes,..)
= Hesso(e;, ej)ale; e, ...)

=0
d’ou .
D(a.d¢) = (—1)Pa.D(d¢) + 2(—1) Z(Veideﬁ) A (i(ei)a) (2.2)

Soit maitenant X, Xy, ..., X,, p champs de vecteurs de T'M, on a

m

> (Ve dd) A (i(ei)a)) (X1, Xa, ..., X))
= Z(Vdgb(ei,Xl)a(ei,Xg,...,Xp)—Vdgb(ei,Xg)a(ei,Xl,Xg,...,Xp)

+Vd¢(€Z,X3) (Gi, Xl, XQ, X4, ...,Xp) + )

_ ZZ J IVdgé (e:, Xj)x (ei,Xl,...,f(j,...,Xp)

7

=1 j=1
p . A
_ Z(_l)ﬂvdqﬁ (Za <ei,X1, o X, ...,Xp) ei,Xj)

=1 i=1

Posons .
(Z'XPO’ixpilo...Ollxl Za(el,Xl,..., J,...,Xp> €;
=1

il vient

NE

(Ve do) A (ie)))) (X, Xo, ..., X))

1

<.
Il

(—1)Y'Vde <<iXp 0lx, ,0...0 Z'Xloz)jj ,Xj>

M-

1

<
Il
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on obtient finalement

D(ad¢)(X1, Xg, ...7Xp) — (-1)p<OCD(d¢))(X1,X2, ceey Xp)

= 2(—1)p2(—1)J_IVd¢ ((’ixp o Z.prl 0...0 in()é)I:i 7Xj>

j=1

[ |
Les résultats de ce chapitre sont fondés sur ’équation suivante

Lemme 2.2 5i ¢ est une immersion isométrique de M dans N alors, pour toute
p-forme harmonique o de M (p > 2) et tout x € M, on a

|D(v.dg)|> = m?|H| |af® + 4 (V*Va,a) + 4R4(a) (2.3)

1
ot H est le vecteur courbure moyenne de ¢ ( c’est-a-dire H = —trace(Vde)),
de

V*V est le laplacien brut de M, et ou, dans une base orthonormée {e;}, ..
T.M -

‘ iy _ P =1 oMz
R(b(a) < Z Rzk]ka;Q..,ipa]ZQ.ulp o Z szklalg l 23...7p

i,7,k=1 i,7,k,0=1

Preuve: Sachant que d¢ est fermée en tant que 1-forme & valeurs dans ¢*T'N,
on a

D(d¢) = (6 + d)(d¢) = od¢
de plus

bdo = —i(e;)Ve,do
= —traceVdp = —mH

on peut donc ré-écrire (2.2) sous la forme
D(a.dp) = (=1 'mHa + 2(— pZZ e Nile;)a
=1

ou 8 = Vdo

En considérant la norme de D(«a.d¢), on obtient

|D(a.do))” = m?|H|* o> —4mH <a, iz(ez)ﬁ A i(ei)oc>
i=1

14Y ife)B A ileayile,)8 Aie;)a)

ij=1
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évaluons

(61>5 A Z<€z> >

p

N
Il
—
—
Il
—

/\/Q\
gt

Blei e ) (=) (e, €5y o 64y onns
! 1 1 P

S | =
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o
—
o
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o
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i
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ey
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S
o
s
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<
Il
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Il
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A
1
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IIM@
o
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S
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SN—
o
—
)
S
=
)
N
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SN—
o
~
)
S
)
S
=
)
S
)
S
hei
N—

de méme

:MS

(i(en)B Niles)ayife;) B Aies)a)

S

S
Il
—

= | Z Z(—l)k_lﬁ(ei,eik)a (€i7ei17-~'7éik7'--7€ip) X

6],6”) (ei7€i17"'7éil7"'aeip)

i,5=1k,l=1
par conséquent
m.p
Dld)’ = [HPfaf? = S 303 (=1) By,
=1 [=1

Z Z (_1)k—H_zﬁzzkﬁ]zlan...l...zpa“m]mzp (24)

d’autre part la formule de Weitzenbock (2.1) pour une p-forme harmonique
(V*Va,a)+ (R(a),a) =0 (2.5)

ol

m
g - E 1]
RZCZ] 12...0p 22 p Rzykl 13...0p 23 p

i,j=1 i,5,k,0=1
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Par ailleurs les équations de Gauss s’écrivent pour tous X, Y, Z, W

nous obtenons donc

m m

Riey(X,Y) =Y RV(X.e,,Yieg) +m (H,B(X,Y)) =Y (B(X,e,), B(Y,¢,))

q=1 q=1

en substituant dans (2.5), il vient

(V"Voz,oz) = - (Z qujq+mH/sz Zﬁzqﬁy]) 12 p 22 &26

p—1 i
_T( ijl—i_ﬂ’bkﬁ]l B’Llﬁjk‘) zg Jp Z,l zp]

on améliore (2.4)

\D(&.d@\z
2 2
= m2|H| |OZ| - Z/BZ] Qg iy 7,2 ip
i,7=1
( | Z 6”15]“0%2 Jdp Z2 dp
’L] 1
m p
l 1 91 ...07...1
_1 | Z Z 5“1ﬁ]2l in.. ipaj 1o 2p
1,7=1 =1
2 2
— m2 |H| |OK| - H Z /87,‘] i9.. ’Lp 7/2 Zp
zg 1
(p_]_ 2:1ﬂ7,7,1/8]7«1 i2...0p 22 Jp
1]
p
-1 ji1..5...4
Chg=1 =1
4 m } |
— 2 2 2 Z
= H af = =5 30 (B — Buf) 0,
7/7]:].
+m Z (ﬁﬂlﬁm B Biz’zﬂﬂl) ai;“ipa 102-p

,La]_
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(2.6) devient alors

<V Va,a) - qujq 12...0p 12 zp Rl]klalg ip 13 p

1,J,q=1 i,5,k,1=1

L D(adg))? = L2 |H P |af?
+4| (a.dg)[” — 7m” |H|" |a|

ou encore
|D(a.dg))? = m? |H|? |a)* + 4 (V*Va,a) +4Ry(a)
ou
R¢(a _1| “1]‘1 Z2 Jp 52 lp_ Z R’L]klalg p 13 Jp
1,7,q=1 i,3,k,1=1
(2.7)
|

2.2 Reésultats de non existence
On noterons par P,(M) = {a € QP(M) : Va = 0} 'espace des p-formes paral-
leles sur M.

Le premier résultat que nous obtenons est un résultat de non existence qui
s’énonce comme suit

Théoréme 2.1 Soit M une variété riemannienne de dimension m > 3, et
soit N une variété riemannienne a courbure sectionnelle constante strictement
négative, si M admet une p-forme paralléle non nulle (p > 2), alors, il n’existe
aucune immersion isométriqgue minimale de M dans N .

Preuve: Si la courbure sectionnelle de N est constante, on a alors:
Rzgkl = ¢ (highj — hyhj,) , ¢ = constante

donc

ZRHM = ¢ (hijhik — hixhij)
k=1

= mchij — CZ hzkhk]
k=1

= (m — ].)Chz‘j
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ce qui donne

ofizip

— 5oy ¢ (hakhji — hahge) agg 5 o7

1 i
R¢(a) = (p — 1)'C(m - 1)hijai2...ip
2(p—2)
1 i
— = 1)!c(m — 1)%2...%0‘
1 - o
ij ijig..ip
1 i
p! 2

et comme ¢ < 0 et 2 < p < m, il vient

ij Jiiz..ip
Ay, & >

ij

- <p _ 2)!Cai3...ip

Ry(a) = pe(m —p) |af* <0

par conséquent

m? [H|” |a]* > —4Ry(a)

ainsi

m? |H|)? |a]* > 0

ce-ci implique que H # 0, donc ¢ n’est pas minimale. m
La suite des résultat utilise le lemme suivant

ijis...ip

Lemme 2.3 Soit Wl%l le tenseur de Weyl de la variété but N. La quantité

Ry(a) s’écrit comme suit

1 N i jio...i 1 N _ij
Ry(a) = mmfiqjq&iz...ipaj = _ 2)!Wijklai;..ipa
m — 2p RNoi ofizein _ (m—p)p
(n—=2)(p—1 7 = (n—2)(n—1)
p N2
+—n — 2qu al

ot scaly, désigne la courbure scalaire de N.

kliz...ip

scaly, |
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Preuve: Le tenseur de courbure s’exprime en fonction du tenseur de Weyl
comme suit

1
R”k, = Wj,d+ 2(R hﬂ+R hir Rf.lvhjk—Rﬁhﬂ)

)

scal
~TT) (7’; gy (hasfis = hahse)
— I/V”kl + (R 5] R (52 RS{(V R 5Z)
scalh P i
o (n—1)(n—2) (5k5{ - 615?9)

la relation (2.7) devient

Ro(a) = _1| Z iaiqYia..ip X

1,5,g=1
1 e 7 (]
~so—a & Wi+ = (RIS + RY5, - RY6| - R
p Tk l=1
B scaly, e i klis...ip
(n—1)(n—2) (5401 = 0i0 )> e lpa

par ailleurs
(RX0] + RN, — RY8;, — RY.0)) o, oMot

kjis...q ilis...1
— (R kijia.. Ap 04 7o p+RlaZJ13 7/1)0[ ’ p)

kjis...q jlig...1
- (R kQijig..i, X Tty +RlaJ“3 7'1)0[7 ’ p)
kjis...q
— 4RV ik Qi Q2
et
(V] V] 13.0p 2
(6.6 —55)) Coyy T =2plal

7,31
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D’autre part
_1| Z iqjq Q. Jp 12 ip
%,J,g=1
1 — N 1 N N i N N o j
- (p—1)! ( Z Wiqjq T n— (Rw 53 + RQQ5J B qu5§1 quéf) Xy 32..4'?
4,7,q=1
- sealh SN (550 §57) o, of
(p—l)!(n—1)(71—2)”,(1:]L Yig...ip Vi...ip
_ ool
o _1 Z anq Qiy.ip V.. zp+(n_2 ZR Qiy.ip zz Jip
4,J,q=1 i,5=1
S (m —1) p! 2
+ |Oé| — scaly, |
(p— n—2; n—2)(n—1)(p—1)!
o ol j N i j
B _112 qu Xiy.ip V.. Zp+(n_2 |ZR PXiy...ip iz
1,5,q=1 i,j=1

P NS e pm=1) 2
g — )
NCEPPAR R

par conséquent

Ry(a) = _1| Z quq Q.. lpaw i T QZR
4,7,q=1
j p(m —1) 2
RYal, .ol o — l
(TL—2 | Z 12 Jip 12 Lip (n—l)(n—2)scah|a|
i,7=1
ij kl N 1 kj
Z z]klam dipYig. iy (TL—2 Z Rzka]...ipaigj...ip
p(p - 1) 2
+(n D= 2)scalh |a]
ou encore
i j 1j Icl
R¢(Oé) zq]q 12 Jip 32 dp Z ijlazg Jip 12 p
%,7,q=1 1,7,k,l=1
p N (2
ZZqua’ +( ZR 12 p ’Lz ip
g=1 : i,7=1
p(m —p) 2
- D - 2>scalh |a]
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Définition 2.2 Pour toute p-forme harmonique o, on dira qu’une application
¢ de M dans N est a-pluriharmonique si

D(a.d¢) = (—=1)Pa.D(do)

Pour un point x € N, on note par u(z) et A(z) la plus petite et la plus grande
valeur propre du tenseur de Ricci au point z.
On introduit les fonctions suivantes

m(z) = { (n —Dmp(z) — (m+ (n —2)p) AM(x) sim—2p <0
2(n — Dp(x) — nA(x) sim—2p>0

et
w@:{<n—UmM@—0n+m—mmu@>gn%ap<o
2(n — DA(x) — npu(z) sim—2p>0

oun=dmN
Nous obtenons

Théoréeme 2.2 Soit M une variété riemannienne de dimension m > 3, et soit
N une variété riemannienne conformément plate

a) si la fonction m est strictement positive ou la fonction v est strictement
négative et si la variété source M admet une p-forme paralléle o (p > 2) non
nulle, alors il n’existe aucune immersion a-plurtharmonique de M dans N .

b) si la fonction v est non positive et si M admet une p-forme paralléle o
non nulle (p > 2), alors toute immersion minimale isométrique de M dans N
est a-plurtharmonique .

Preuve: Si « est parallele, alors I'équation (2.3) s’écrit
|D(adg)]” = m? [H|" |af* + 4Ry ()

a) nous distinguons deux cas:
1) sim —2p >0 c’est-a-dire 2p < m. On a

Ria)(a) =

m — 2p v j
" 2)(p B 1)|RZJ aiz"'ipaiz...ip> (37)

__pm=p) scaly |a(x)[”
(n— 1)(n )@l

(n—2)
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Or
N i j . i i
<Rij aiz...ipafz...¢p> () = ~() (az‘z...z’p%z...ip) (z)
= @)p! o)
ot () est une valeur propre de Riccy. Ce qui entraine

m — 2p
(n—2)(p—
pm 2
+ml$<$) a(z)]
_ p(m —p) n— 7) — n\(z)) |alz)?
RRCED Y (2(n = Dp(z) — nA(z)) [o(z)]

= PP )

o) - HE @) (o)

Ry(a)(z) = n—1)(n—2)

de méme

Ry(@)(x)

IN

_ p(m —p) n— z) — nu(z)) |a(z)]?
= (n_2)(n_1)(2( DA(z) = nu(z)) |a(z)|

- p(m —p) () Lol )12

ii) si m — 2p < 0 c’est-a-dire 2p > m. On a

(m —2p)p 5 p(m — p) 5
Ry(a)(r) < n—2) p(z) [a(z)]” - = 1)(n - 2)w(ﬂc) ()|
pm 2
+(n — Q)A(m) ()]
p 2

BCE S (n = 1)mA(z) — (m+ (n = 2)p)u(z)) | ()]
_ pla@)? S
= -’

de ces trois inégalités, on déduit immédiatement:
sim(z) > 0 (ourv(xr)<0)
alors Ry(a)(z) > 0 (ou Ry(a)(z) <0)

et par suite
D(a.dg) # —mHa = a.D(d¢)
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c’est-a-dire ¢ n’est pas a-pluriharmonique.
b) si v(z) est non positive, alors Ry(c)(x) < 0. Ce-ci implique

[D(a.do)|” < m? | H|* |a”
et comme ¢ est minimale, il en résulte
D(a.dg) =0 = (—1)Pa.D(d¢)
ainsi, ¢ est a-pluriharmonique. =

Théoréme 2.3 Soient M une variété riemannienne compacte de dimension
m > 3, et N une variété riemannienne conformément plate telle que la fonc-
tion T soit non négative et strictement positive en au moins un point. Alors,
pour toute p-forme harmonique o non nulle sur M (p > 2), il n'existe aucune
immersion isométrique a-pluriharmonique de M dans N.

Preuve: Si ¢ est une immersion isométrique a-pluriharmonique de M dans N,

alors
D(a.dg) = (—=1)Pa.D(d¢) = (-1)P"'mHa

I’équation (2.3) devient
(V*Va,a) + Rg(a) =0

en intégrant cette derniére formule sur M, on obtient

/ Vol dv, +/ Ry(a)dv, =0
M M
puisque par hypothese Ry(cv)(x) > 0, nous avons le résultat. m

Théoréme 2.4 Soit M une variété riemannienne compacte conformément plate
de dimension m > 4, et supposons que la fonction m est non négative et striste-
ment positive en au moins un point , alors le nombre de Betti b,(M) = 0.

Preuve: Rappelons que b,(M) est défini comme étant la dimension de I’espace
des p-formes harmoniques sur M.

Soit p =1: M — M.

L’application identité d’'une variété riemannienne est toujours a-pluriharmonique,
quelle que soit la p-forme a.

Supposons que b,(M) # 0, c-a-d il existe au moins une p-forme o harmonique
non nulle. Comme dans la preuve du téoréme 2.3, on a

/M Val® dv, +/MRI(a)dvg =0

puisque par hypothése R;(«) est non négative et non identiquement nulle, alors
« est nulle et par suite b,(M) =0. =
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Théoréme 2.5 Soient M wune variété riemannienne compacte de dimension
m > 3, et N une variété riemannienne conformément plate. Supposons que
la fonction v(x) est strictement négative.

Si M admet une p-forme paralléle o non nulle (p > 2), alors il n'existe
aucune immersion isométrique minimale de M dans N.

Preuve: Sia € P,(M), I'équation (2.3) s’écrit
[D(c.do)|” = m? |H|* |a]” + 4Ry(a)

ce-ci implique
m? | HI* |of? + 4Ry(a) > 0

donc
m? [ H ol > ~4R,(a)

d’apres le lemme 2.3, les hypotheéses faites sur la variété N entrainent que
Ry(a)(x) < 0

d’ou
m? [H|? |a)® >0

Ainsi la courbure moyenne H # 0, et par suite ¢ n’est pas minimale. ®



Chapitre 3

Quelques propriétés des
applications F-harmoniques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’estimation de I'indice de Morse des
applications F-harmoniques & valeurs dans des sphéres. Les résultats que nous
obtenons généralisent en partie ceux obtenus pour les applications harmoniques
et p-harmoniques dans [21] et [23].

3.1 Préliminaires:

Soient (M, g) une variété riemanniénne compacte de dimension m > 2 et S™ la
sphére unité de dimension n > 2 munie de la métrique canonique can induite
par le produit scalaire (.,.) de R"*1.

Pour une application ¢ : (M, g) — (S™, can), on définit la fonctionnelle F-

énergie par
dol?
Br)= [ F (—' ’ )dvg
M 2

ou F : [0, +o0o[ — [0, +oc[ une application de classe C? telle que F'(t) > 0 pour

2
 1do
2

tout ¢ € [0, +oo| e est la densité d’énergie donné par

eyf) = Y 1L

ou {e;},.,, une base orthonormée de M et dv, I’élément de volume riemannien
associé a g.

On note par V7 et V°" les connexions de Levi-Civita sur M et S™ respec-
tivement. Soit ¢ '7'S™ le fibré vectoriel engendré par ¢ sur M et I'(¢p~'T'S™)
’espace de toutes les sections sur ¢ ' T'S™.

36
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V¢ désigne la connexion sur ¢ '7T'S™ définie par
STL

ot X est un vecteur tangent de M et Y une section de ¢ TS
Soit v un champ de vecteurs sur S™ et (7}) le flot des difféomorphismes
engendré par v sur S”, c’est a dire

v - d v v
Yo = id et E% |t:0: v(v7).

Désignons par ¢, = v} o ¢ le flot engendré par v le long de ’application ¢.
Rappelons que ¢ est dite F-harmonique si son tenseur de tension

7r(¢) = trace,V? (F’ (]d(;ﬁ] ) d¢>

c-a-d ¢ est un point critique de la fonctionnelle F-énergie Fp.
La variation seconde de Er dans la direction de v est alors

@2 d [ d_ {|do,
@EF(@) | =0 = M%F< Qt li=0 duy

d [, (ldo)
B M dt F ( Qt <v£td¢t7d¢t> =0 dvg
i ( 2 Ve o ot dd, )| |i=o dug
L |2

F,,<|d¢t )
2
|do, |
f <_2
|de, | 0,
+/M < > ) \Vear
— / F// <|d¢| ) <v¢> d¢> —f—F, <|d¢| ) ‘vqf) |
M
/ <Vgta¢ |i= O,tracegvd’ <F' <|d¢| ) gb)>
M 0

_/MF/ <|d§| ) Z <RS"(U,d¢(€i))d¢<€i)7v> dvg

=1

0
<v¢ ve aﬁt l,d¢t> |0 dv,

)
)
(itondon) (V25 i,d¢t>] =0 do,
)
)

F/
F/

— €y vgtd¢t> |t:0 dUg
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et comme ¢ est F-harmonique (77(¢) = 0), on aura donc

e s
@EF(@) | t_OZ/MF (%) <V¢v,d¢>2dvg

+/MF’ (@) [}V%f—Z<Rsn(v,d¢(ei))d¢(ei),v> dv,

=1

L’espace C' des champs conformes de S™ est la somme directe de I'espace K
des champs de Killing et de I'espace

A = {v: le gradient dans S™ de la fonction z — (v,z), v € R”“}

Nous allons nous intéresser a la restriction de la fonctionnelle F-énergie Er
a la sous variété G, (¢) = {yo ¢,y € G(n)} ou G(n) est le groupe des difféo-
morphismes conformes de S™ (Une étude détaillée de ce groupe est faite dans
[4])-

Le long de ce chapitre, on considere la variation dans la direction des champs
de vecteurs du sous espace A(¢) = {0 ¢,v € R"™} de I'(4), o ¥ est le champ
de vecteurs sur S™ obtenu en projetant le champ constant v sur le fibré tangent
a S™. 1l s’identifie au champ gradient de la fonction z — (., z), donné par

o(y) =v—(v,y)y

pour tout y € S™.
v est un champ de vecteurs conforme sur S”, et si ¢ est non constante , A(¢)
est de dimension n + 1.

3.2 Indice de Morse des applications F-harmoniques

Pour tout champ de vecteurs sur S™ le long de ¢, on associe la forme quadratique
suivante

d2
Q4(v) = @EF(@) li=o

I'indice de Morse de I'application F-harmonique ¢ est défini comme étant I’entier
Ind(¢) =sup{dim N, N C I'(¢) tel que @, soit définie négative sur N}

ot N est un sous espace de I'(¢).
L’indice de Morse mesure le degré de stabilité de ’application ¢, elle est

stable si
Ind(¢) =0
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Soit, maintenant, Sf (¢) le tenseur d’énergie-impulsion défini par

2 2 2 2 2
st (42) 0 (o (42) e (142) )

pour tout x € M, on pose
SPT(¢) = inf {SF(¢)(X, X), X € T, M tel que g(X, X) =1}
le tenseur S} (¢) sera dit positif (resp.défini positif) en x si on a

SS’F((;S) >0 (resp.Sg’F(qﬁ) > 0)

1
Remarque 3.1 F(t) = —(2t)2, avec p = 2 ou p > 4, SP(p) est le tenseur

d’énergie-impulsion introduit, respectivement, par Fells et Lemaire pour p = 2
([16] ) et El Soufi pour p > 4([21] ).

Le premier résultat que nous obtenons dans cette direction est le suivant

Théoréme 3.1 Soit ¢ une application F-harmonique d’une variété riemanmni-
enne compacte M de dimension m > 2 dans la sphére euclidienne S™ (n > 2).
Supposons que le tenseur d’énergie-impulsion Sj (¢) de ¢ est défini positif, alors
on a: Ind(¢) >n+1.

Preuve: Soit w =00 ¢ € A(¢) et on pose (v, $) = ¢,. En tout point = € M,
on note respectivement w' (x) et w(x) les projections tangentielle et normale
de w(x) sur l'espace dp(T, M) et dp(T,M)*.

Soit {e1,ea, ..., €, } une base orthonormée de T, M qui diagonalise ¢*can et
telle que {dgb(el) do(es), ..., dp(e;)} forme une base de do(T, M).

d do|* \ |do|?
Si F’(l ¢’ + F” %) % # 0, alors on a au point z:

l

Z &) (w(x), dg(e;))?

=1
d’autre part, pour i <[, on a

|do[* |do|” \ |do|”

P (W00 o (190 190 e
d 2 d 2 d 2
I % T+ B % % can(do(e;), do(e;))
2 2 2
— | F @ + F" @ @ (¢*can)(e;, €;)

(1o et ok
= F (T) 5 — S, (¢)(x)(es, €:)
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(F, <@> L (rdgsr ) do] )W( o 51)

A 1dsl ldol* o
< F( > ) 5~ 55 (0)(@)

> <F/ <|d§| ) + F” (@) |d§2b| ) 2 (w(x), dé(e;))?

et comme

ce-ci implique

on en déduit

(w(x),dp(e;))* = (v,do(e;))?
= |do, ()|

/ ’d¢’2 |d¢| 0,F T 2
(F( ; ) 5 S <¢><x>> lw' (2)]
[ 1do)? o ([ 1do*) |dgl
> <F<T)+F< 9 > >|d¢<)|

En tenant compte de (3.1), il vient donc

( <|d¢\ ) L (!d;ﬂ ) do ) s, o)~ 19 <|d;z>| ) (e

< e (@) [ (@)]” = Sy (9) (@) [w ()]

on obtient

2
2

< =89 (@)(@) [wt (@) = SO (9)(x) [w ()]

ainsi

( (|d¢| ) L <|d<2¢| ) do) ) s, @) - L p ('df' ) w(a)?

< =89 (¢) (@) [w(@)|”

(3.2)
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La formule de la variation seconde peut s’écrire

e s
CERB) | o= /M F (%) (VPw, do)? dv,

+/MF' (@) [‘V¢w|2 — Z <Rsn(w,dgb(ei))d¢(ei),w>] dv,

i=1

_ / " <|d¢| ) <v¢ d¢>2 dUg
M
d 2
+/MF’ (%> (V2] = |dof [wf* + |do,*] dv,

et puisque
[Voul” = V% (@0 9)[* = |dg, |
et
(Viw,dg)” = |do, |’ |de|*
on obtient

d2
FE@) | o= [ F"(' “ )|d¢r df* dv,

|| (1A e
+2/M ( )yd¢|d /MF<2>\d¢|\w\d
et par suite

d? o [ 1o\ |dof® do
B0 | =2 (F <%>%+ (’ ’>>|d¢|
2 2
__|d;5| o <—’d§’ ) |w|2] dv, (3.3)

en tenant compte de (3.2), (3.3) devient

d2
ﬁEF(qbt) |t:0§ _2/ SS’F(Qb) |w|2dvg
M

et comme Sg’F est supposé défini positif, on en déduit que la forme () est définie
négative sur A(¢).
Et par suite
Ind(¢) >n+1
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3.3 Indice des applications F-harmoniques par-
ticuliéres:

3.3.1 La stabilité de ’application identité:

Le travail dans ce paragraphe est basé sur la méthode utilisée dans [21] pour
étudier la stabilité de ’application identité.

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, nous considérons ’application
identité I de M qui est évidemment F-harmonique.

La formule de la variation seconde de I peut s’écrire comme suit:

Qr (v) = FU(%) i/M <Vi\f7},€i>2 dv, + F (%) /M “VMU|2 — Ricy(v,v)| dy,
- (3.4)

car |dI |2 = m, ou m est la dimension de M et ou Ric)s et la courbure de Ricci
de (M,g) .

Si L, désigne la dérivée de Lie dans la direction de v, la formule de Yano
([43]) donne

/M [‘VMU‘2 ~ Riew(o, v)} dv, = /M B |Log|? — (div u)2] dv, (3.5)

ou divw est la divergence de v. D’autre part, dans une base orthonormée {e;}
qui diagonalise L,g sur M, on a (cf.[21]):

Lol = 37 (Log) (e, e =43 (V2v.e,)’

en utilisant I'inégalité de Cauchy, on déduit
4
|ng|2 2 —(diVU)z
m

il en découle que
1
Q) =z o (P +e-mF (3)) [ @iveyd
m 2 2 M
Nous déduisons la proposition suivante
Proposition 3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
m > 3, supposons que
m

F/l
( 2

)+@—nwp(%)zo (3.6)

L’application identité I sur M est F-stable.
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Exemple 3.1 La fonction

F(t) =

— (exp(m — 2)t) — ct

avec 0 < c <

1
5 remplit la condition (3.6)

3.3.2 L’indice de Morse de 'identité:

on désigne par C' et K 'espace des champs de vecteurs conformes et 1'espace des
champs de vecteurs de Killing respectivement sur M.

Proposition 3.2 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
m > 3, supposons que
m

(m=2)F (T) = F"

3)>0 (3.7)

alors

Indp(I) > dim(C/K)

Preuve: Le report de (3.5) dans (3.4) donne

= 1
@fm:F”(%); /M (Vo,e) dvy + F () /M [§’Lv9\2—(di"”)2 v,

(3.8)
De plus, si le champ de vecteurs v sur M est conforme, alors (cf.preuve du
théoreme 2 [21))

2
L,g = —— (di 3.9
g=—— (dive)g (39)

(3.8) devient
QF (v) = (%F”(%) T (%)) | (aivoyas,
si (m—2)F (T> - F”(%) > 0, alors

2
Qi (v) <0

ou l'égalité QF (v) = 0 a lieu si et seulement si divv = 0, ce qui implique d’apreés
(3.9), que v est un champ de vecteurs de Killing.
On en déduit que

Q1 (v) <0

sur le complémentaire orthogonal C’de K dans C' et donc que

Indp(I) > dim C" = dim(C/K)
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Exemple 3.2 La fonction

F(t) = - 1_ 5 (exp(m — 2)t) + ct

ol ¢ est une constante strictement positive, satisfait la condition (3.7).

3.3.3 L’indice des applications homothétiques:

Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application homothétique, c’est-a-dire ¢*h = k?g
oukeR

1l est claire que |do|> = mk2, on m = dim M.

Dans ce cas, la F-tension 7r(¢) est proportionnelle a la courbure moyenne

de ¢. En effet

7r(p) = tracegv¢ (F’ (\d(b\ )dqf))

|do|” : !d¢!
_ ( trace,Vde + dpV F
2 2
= (ka ) trace,V°d¢ + dpV F’ ( 2k )
2
= F (%) trace,Vde

il en résulte que ¢ est F-harmonique si et seulement si ¢ est minimale.

Proposition 3.3 Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application homothétique F-
harmonique, on a alors
Indp(p) > Indp(I)

ot I est lidentité de M.

Preuve: Comme ¢ est une homothétie, la formule de la variation seconde de
¢ dans la direction du champ de vecteurs v, s’écrit alors

Qs(v) = F <mT’“2> /M (V?0,dg)’ dv, (3.10)

(),

ott {ei},<;,, est une base orthonormée sur M.

(Vou|* = 3" (RN (v, do(e:))dé(es), v) | dv,

=1
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Notons I'7(¢) le sous espace de I'(¢) formé des champs d¢(X), ou X est un
champ de vecteurs sur M. La restriction de Q} a T'"(¢), o I est I'identité sur
M, est donnée par (voir lemme 2.5 [23])

Q3(de(X)) = K*Q1(X) (3.11)

oll k est la constante telle que ¢*h = k?g.
Comme ¢ est homothétique, la forme V?d¢ prend ses valeurs dans le fibré
normal de ¢, et on a

(V%do(V),do(2)) = ((V°dg) (X,Y),do(2)) + (do (VAY) ,do(2))
= 0 + B(VYY,Z) (3.12)

En substituant (3.11) et (3.12) dans (3.10), on obtient

Qg (dp(X)) = F (m—kz) K /M (VX &) dvg + F' <mT]“2> FQI(X)

d’ou

|
Nous déduisons des propositions 3.2 et 3.3 le

Corollaire 3.1 Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application homothétique F -
harmonique, on suppose que

m

2)>0

B (VN
(m—2)F (2) F(
oum=dim M > 3. Alors

Indgr(¢) > dim(C/K)

Notons qu’on peut déduire une estimation de l'indice des applications ho-
mothétiques F-harmoniques du théoreme 3.1

Considérons ¢ : (M,g) — (S™, can) une application homothétique c-a-d
¢*can = kg, k € R, ou S™ désigne la sphére euclidienne de dimension n munie
de la métrique canonique can.
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Le tenseur de F-énergie-impulsion peut s’écrire

(1o ldg)? [ ldof? o (1do* ) 1dgl*\ |del?
S0 = F (T)Tg_<F (T ) ) e
oy 1N (1o e, [ 1def )
- ((5—5)F( ) >_2mF<T 491"
il en découle que si
11N\ (o) o ., [|de|?
(§_E>F<T>_2mF< 2 ) 7"

alors S}'(¢) est défini positif.
Une conséquence du théoréme 3.1, est la

Proposition 3.4 Soit ¢ une application homothétique F'-harmonique définie sur
une variété riemannienne compacte (M, g) a valeurs dans la sphére euclidienne
S™, supposons que

Qn—ZHW(E%E>—MMEFW<@%E>>O (3.13)

alors
Indp(¢) >n+1

Exemple 3.3 La condition (3.13) est vérifiée par la fonction
2

Pty =" <exp m 21&)

m — 2 m2

avec m > 3, pour les applications homothétiques ¢ : (M,g) — (S™, can) ou
k? < m.

Remarque 3.2 L’espace des champs de vecteurs conformes sur la sphére eucli-
dienne S™ est de dimension (n + 1)(n + 2) et celle de Uespace des champs de
vecteurs de Killing égale a %n(n +1), donc

dim(C/K) = n + 1

on retrouve ainsi le résultat donné par le corollaire 3.1.
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3.4 Applications F-harmoniques comme maxi-
mums globaux

Pour tout v € R""! on désigne par (7?)icr le groupe a un parameétre de difféo-
morphisme conforme de S™ engendré par le champ v obtenu en projetant v sur
Ts™.

On note a; la fonction telle que (v¥)*can = aZcan, ou can est la métrique
canonique de S™.L’expression de «; est donnée par ([23])

il

14
shto, + |v| cht (3:14)

ap =

¢y () = (v, 9())

Rappelons que le tenseur d’énergie-impulsion de ¢, Sj (¢), est donné par

2 2 2
S (6) = F (@) laof, _ (F,(|d¢| ) \d;s\ o (@)%n

Exemple 3.4 1) Si F(t) =t alors

F't)=1,F"(t)=0

et
|d¢|”
576 = 925 grcan
2) Dans le cas ou F(t) = 1(275)5, avec p > 4
p
F'(t) = (20)5 " F"(t) = (p - 2)(20)% 7
et

1
S7(@) = SldoP g =L ldol"? ¢"can
1
= g (‘ do[” g — |do|P? qb*can)
p
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Définition 3.1 On dit qu’une fonction F : [0, +oo[ — [0, +o00[ de classe C? est
admissible si elle satisfait la condition suivante

2 |do|?
F/l <O¢t O (bT) a2 . ¢ B
do|2 t do|2
Fr (a7 0.5 Fr(145)
et si le tenseur d’énergie-impulsion Sf (¢) de ¢ vérifie

Sy (7 0 0) > af 0 657 (9)

ot v, est le groupe a un paramétre de difféomorphisme conforme de S™ engendré
par le champ v et oy la fonction donnée par la formule (3.14).

B =

b
2

1
Exemple 3.5 La fonction F(t) = —(2t)

p
admissible. En effet
On a

,pourp =2 ,p >4 ett >0 est

B=0

et pour tout difféomorphisme vy, sur S™
v 1 p v - v *
Sy (1 06) = 5 1d(3, 0 6)" g = S ld(x; 0 DI (77 © ) can
et comme, dans un repére orthonormé local {e;}, de M,

d(vy o @))* = Y |dyyde(e)|

= aj 0 ¢.|do["
on obtient
St 00) = afoo.(Glaora— 5 ldo 2o ean)
= ] 0¢.5;(¢)
Exemple 3.6 La fonction
F(t) =1+ at — exp(—t)

définie sur [0, 400 ot a est une constante positive vérifie a = miﬁ exp(—|do|*),
S

est admissible si la fonction ¢, est non négative.
La formule B s’écrit

exp (—Ozf o ¢%) exp <— |d(§|2)

a + exp (—af o gb@) a + exp (— 5

B=|-alo¢
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Posons u = a?o ¢ €10,1] et considérons la fonction

v () oxp (<125

|dg|? * |dg|?
a + exp <_UT) a + exp (_T>

p(u) = —u
on obtient par dérivation

= (1) oo (240 : jiif(“:%;))g

Il est clair que ¢'(u) < 0, ce qui entraine que ¢ est décroissante sur |0,1] .
C’est-a-dire

plu) 2 ¢(1) =0
et comme ¢, > 0, alors
B>0

Nous avons aussi

SgF(ﬁ; o (b)(X,X) — (a—i—exp <_|d(7g2o ¢)| )) |d(’711&}20 ¢>| g(X, X)
|2

(H o (_M; ) ))

Moo, <_M>] (42 0 6 can(X, X)

2
_ afo(b(ﬁe){p(_atwwcbﬂ )|d¢>| o(X. X)

_ago¢(a+exp< ))

2 2
+ozfogb|d¢;)| exp( 20 |d2| ) ¢ can(X
)
= a’o¢ (a—I—eXp (—ozt il ) [|d¢ X) — ¢*can(X, X)
2
+ato qb@ exp ( ) ¢ can(X, X)

> a;0¢.5, (9)(X, X)

ou X est un champ de vecteurs sur M.
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Un autre exemple des fonctions admissibles est donné par

Exemple 3.7
F(t) = (1+2t)%, avec a € ]0,1]

Notons que la F-énergie dans ce cas est la fonctionnelle a-énergie de Sacks-
Uhlenbeck ([35]).
En fait

1
B et <1+a%o¢. dof

B 2a—1)(a2o¢—1) 5
(1 aZog.|do’) (1+|do*) "

2o 1
at ¢ 1+|d¢|2)¢v

st ¢, > 0, alors
[l
shto, + |v| cht —

o=

et on obtient
B>0

De plus, pour un champ de vcteurs X sur M, on a

2
SO OX.X) = 201+ afo o |doP)~ a2 007 g(x, X)

— [20 (1402 0. |d6)"" a2 0 6] ¢can(X, X)

2
—4a(a—1)(1+af o ¢. \d¢\2)a2@.af o ¢p.¢" can(X, X)
2
= 2a(1+a?o0¢.|dpl)*a?o ¢ [|d;b| 9(X, X) — ¢ can(X, X)
2
+4a(1 — a)(1 + a? o ¢.|do|*)*2at o (b.@.qﬁ*can(‘){, X)

En tenant compte de la positivité de Sj () et le fait que ¢, > 0, on peut
conclure que

Sy (7 0 0) > af 0 657 (9)
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Remarque 3.3 Si, par exemple, ¢(M) est contenue dans la demi-sphére posi-
tive

S ={xe S (x,v) >0}
alors ¢, est non négative.
Nous énoncerons:
Théoréme 3.2 Soit F' : [0,4+00] — [0,+00[ une fonction admissible et soit
¢ une application F-harmonique d’une variété riemannienne compacte M de
dimension m > 2 dans la sphére euclidienne S™(n > 2). Supposons que le

tenseur de I'-énergie-impulsion Sf(qﬁ) de ¢ est positif (resp.défini positif). Alors
pour tout difféeomorphisme conforme v sur S™ on a

Ep(yo¢) < Ep(¢) (resp. Ep(yo¢) < Ep(¢) )

La preuve de ce résultat nécéssite les lemmes suivants

Lemme 3.1 Soient ¢ : (M,g) — (N, h) une application différentiable et v un
difféomorphisme conforme de (N,h), alors la F-tension de l'application v o ¢,
est donnée par:

Tr(y0 )

ng’( > ( (grada o @) — dof ¢| (gmdaogb)>
iy (rel6) + ( (' “ ) (gmdf))

F’ <a2 o M)
S 2
2

v*h = o’h

ol

et
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Preuve: Pour tout z € M, {ej,ea,...,e,} est un repére orthonormé au voisi-
nage de x

Tr(y0¢)

= trace, (V (F’ (M) d(7y o ¢)>>

— Z Voqﬁ 1TNF/ <|d(r7;¢)| )d(’}/0¢)(61)]

=1

_ZFI <|d )| )d(,yogb)vé\fez

— Z VWOd) 1TNF/<’d<7;¢)| )d(’}/0¢)(€i)

=1

_i_iF/(M('V )| )VNCZ’YO ZF/< )|2> d(’YOQﬁ)v]e\Z[ei
_ [VW o (\d e >\2> o) — (rdw;(b)r?) e,
+ZF’< drod)l )de(vow( )
= d(yo9) (VF' (M)) + F' (M) tracey, (Vd(y o ¢))

d ? d ?
ou VF' <| (7;¢)| ) est le gradient de F’ <| (7;¢)| ) dans M.

Puisque v est un difféomorphisme conforme sur N, il en résulte

2 2
(7o) = F (oﬁ o 12! ) ry(10) +d(y 0 0) (W’ (oﬂ : ¢@>)

d’autre part, 7,(y o ¢) est donné par

3

ry(yo8) = 2 [VITNd(y 0 g)(e) — dly o 9) (Vie)]

.
I

NE

3
' (V27 ) do(es) + dy (V4 do(e:) — dy o d (Vies) |

=1

NE

(V2 ™) doler) + dy 3 (V2 doler) — do (V2er))
i=1 1=1

= trace,Vdy(do, dp) + dyTy(¢)
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il en déduit

re(yod) = F( pl22! )[tmcengdfb 06) + dyro(6)]

2
+d(y 0 @) (VF' <a2 o (b@))
2
o <a2 o129 )

F'(a?o .M 2
Frfatont) d¢<VF,<|d§|>>

trace,V7'dy(do, dp) +

2
F’ <a2 o gb@)
2
2
(|d¢| ) _— ( ¢@> _p <Q o) ) o <|d¢| )
Vf = .
. <m>
2
2 2
VF' <a2 o ¢@> F’ <a2 o ¢@) )
) op (!dqﬁ! )
2 2\ 2 2
2

Tr(yop) = F' ( | d¢| ) trace,NVdy(dg,do)+ fdyTr(¢)+F' (

Posons f = , le gradient de f est donné par

il en découle

49] ) d(00)(V f)

(3.15)
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Si I’on note V la connexion de Levi-Civita sur (N,v*h) et puisque
v (N,v*h) — (N, h)

est un difféomorphisme isométrique, on a alors pour tous X, Y champs de vecteurs
de N )
V%(X)d’Y(Y) = dy(VxY)

et donc

<V7_1TNd7> (X,Y) = dy(VxY — VYY)

Or, l'effet d'un changement conforme de la métrique sur la connexion de Levi-
Civita est donné par ([21])

VxY = VY =a 1 ((X,Va) Y + (Y,Va) X — (Y, X) Va)

Va est le gradient de o pour la métrique h.
on en déduit

m

trace,Vdy(do,dg) = > (V7 TVdy ) (doler), do(e:))

=1

= Z dV(ﬁd(b(ei)d(b(ei) - Vﬁz\fp(ei)dd@i))
=1

_ Z dy.a~ o ¢ ({do(e;), (Va) o ¢) do(e;)

+(dg(e:), (V) o 6) dg(e;) — de(ei)]” (Va) 0 )
= 2dy.a”? Z (((Va) o ¢, dp(e;)) do(e;) — M (Va) o ¢)

i=1

ainsi

2
trace,Vdy(dp, dp) = 2a~" o ¢.dy <d¢V(a 0¢) — @ (Va) o ¢> (3.16)

finalement, le report de (3.16) dans (3.15) donne

d 2 d 2
rr(yod) = 20710 F (a%as%) & (dwmo@—%(ww)

|do|”
2

+fdy(Tr(9)) +F’( )dvodcﬁ(vf)
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Lemme 3.2 Soit ¢ une application F-harmonique d’une variété riemannienne
(M, g) de dimensionm > 2 a valeurs dans la spheére euclidienne (S™, can). Alors,
pour tout v € R"™\ {0} et tout to €R, on a

d B shtg , |do| |d¢|2 i , i
%EF< 0P) =y, = —QW ¢F< °¢ >< 5 U0 ¢ —|d¢,uy)dvg
d
_/M o<;§F/<| 9| ><d¢<Vfto),z_Jo¢>dUg
2
F’ (afooquf‘ > 2

. ‘d¢‘2 ) Vi can = ag can
2

[l
Shtg(lﬁ,u + |'U‘ Cht()

ot fr, =

Et

Qg =

Preuve: La formule de la variation premiére (1.3) de la fonctionnelle F-énergie
donne

d v v Pt v
GEROL 00 iy = = [ (el 00).00 (1, 00)) doy
et comme ¢ est F-harmonique, le lemme 3.1 nous donne

d

%EF( O¢ ’t to

= 2at o ¢.F'

2
) ) <d¢V(at0 o ¢) — @ (V) 0 6,7 0 ¢> dv,

—/ (%) < ('d >d¢(Vfto) vo¢>>dvg
2
= —/ 2atoo¢,F/ (a? o ’d(b’ ) <d¢V(OztOO¢)— |d¢| (Vat0)0¢,1_)o¢> dvg
o 0 2 2
—/Mafooo>< ("M )dqﬁ(m) vo¢> dv,

d’autre part, on a (cf.[21])

B |v| shtov
(8ht0¢v + |U‘ ChtO)Q

(ato )2

il

VOétO =

Sht(ﬂj
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il en découle que

(Vau) 0 6,70 6) = (| |> shio |50 0P

Et pour une base orthogonale {ej, e, ...,e,,} de M, on a

([dpV (a0 0),006) = > ({(Vay) o ¢,dg(e:) d(e:), v o ¢)

=1

— 8|ht‘0 O, © 22 Voo, do el)>
=1
o Shto 9 5
= _W(atooqs) |d, |
D’ou
d
EEF( 0 @) =t
h d Jo?
- —2S|Tt|0 i ¢F’< ng| ;b| ) <| §| |Uo¢|2_|d¢v|2> do,
_/M opF’ (’ dg| )<d¢(VftO),vo¢> dv,
[
On pose

Lemme 3.3

ht dol?
gty = == | afog.F" ago¢ﬂ |do|” |de,|? dv,
|U| M 2

(o o oldel
RUL AR R )

ol |d¢| dvg
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Preuve: Calculons le gradient de f;

2
vft:% [F <|d§| > F" ( ¢|d(2/§| ) Ozto¢.|d¢|2.v (o 0 )

2

2
<|d;5\ ) s ( ¢@> a? o ¢ (Vde, do)
2 2
i (o) () ]
(1)

2

2

_ ) a0 ¢. |do|> .V (oy 0 ¢)

|dg|*
F <TI>

Pliteot) (o)
+( F<%>2 2o F,<d<§2)2 F( ) (Vdg, do)

d 2
F" (af o gbﬂ

d’ou

g9(t)

2
= /Ma?o¢.F” (afo¢|d§|
/ |do|”
S o T W il (X w IO AT
+/]V[O[t0¢.(F (atogb 5 )atogb— F,<@> F T
2
X <d¢ (V <@>) ,voqz5> dv,

Soit {eq, ey, ..., €, } une base orthonormée de T,,M diagonalise ¢*can, on a

<d¢ (V ('d? >> 0o ¢> = (Ve do,do) (Vo ¢, de(e;)) (do(e;), dp(e;))

= (Ve do,do) (0o ¢,do(e;)) ¢"can(e;, e;)
= (Vaogdd(e;), do(e;))
= (Vas(e,v 0 0, dd(e;)) + ([00 6,dg(e;)], dop(e;))

> [de|* (de (V (a0 §)) , 5 0 §) dv,

or, du fait que

—2([v o ¢,do(e;)],dd(e;)) = —2(Laopdd(e;

), do(e;))
= Loy (do(e;), do(e;

)
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il vient que
1d
([9.06,d9(c;)]  dole;)) = 2 omta 7 146(e;)
= 2dt |t =to O‘t |d¢(61>‘

En tenant compte de (3.14), on obtient
(100 6.d6c))] do(ey)) = 7% ol

on peut, donc, conclure

dol2
<d¢ (V <| j' >> ;00 ¢> = % |d8|” + (Vag(e,)V 0 6, d(e;))
de plus

(Vaget o ¢,ddle;)) = Ve, (T06,dd(e;)) — (0, Ve,dd(e)))
= Veg <UO¢,d¢ €j > <@O¢ Ve d¢(ej)>
= V., (v,do(e;)) — (Do ¢, V., do(e;))
= (v,Ve,dd(e;)) — (D0, V. do(e;))
= (v—"10¢,V,,do(e;))

(e (157)) o) =i
(¢

I
o

il en découle

d’oul finalement

h
glt) = —“ 0 §.F" >|d¢| dé | v,
/ |d¢|”
2 1 2 ’d¢’2 2 F (Oé%OQZST) 1" |d¢|
+/Moztoq5.(F (atogb 5 )atogb— F/(M) F 5
2
xﬂ|d¢|2dvg
v

|
De la formule du lemme 3.3, on déduit que

d v
EEF(% 0 @) |i=to

)

B shtg / |dg| ‘d¢‘2 2 2
= —QW ¢F< o ¢ 5 )( 2 U0 ¢ —’dﬁbv‘)d%—g(to)
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Dans la suite, on pose

2
o(tg) = 2% 04?0 o¢.F' (afo ‘ il ) < |d§| vo ¢|2> dv,
M

- /Mato o F" (ato ‘ d| > |dgb| (dpV (ay, 0 @), 0 0 @) dvy

et comme

h
(@6 (a1, © ), 70 6) = =12 (a1, 0 6)° o,
on a bien
h d
gp(to) = Z(S‘Tt'o a§00¢' ' (ato | ¢| > <yd¢‘ | ¢| ’ o¢’2>
+at0o¢F”( ol ) 191" |y |]
ou encore
¢(to)
2 2 2
— 2% a?o o . (F’ (a?oo¢|d§| > —i—ozfo o |d§| F (afo o¢|d;b| )) |d<;§v|2
M

2 2
—F' (a?o o qﬁ@) @ |0 q§|2] d

Preuve: (Du théoréme 3.2)

Rappelons que (cf.[18] ), pour tout difféeomorphisme conforme v de S”, il
existe une isométrie r € O(n + 1), un réel t > 0 et un vecteur v € R"*1\ {0} tels
qu'on ait: v = ro~? , il suffit donc de considérer 7¢ avec t > 0 et v € R™™\ {0}.

D’autre part on a

d

SBp(1} 0 6) = ¢(t) +x(1)

avec

(02 o obldel
) = - /M o2op. | F” <ago¢|dj|2> oFos— - E;(j) >F,,<d;s>

¢ 2
X2 |dg|? dv
| !
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Et puisque la fonction F' est admissible, on déduit que x(¢) < 0 pour tout ¢ > 0.
Or, le tenseur d’énergie-impulsion Sj (yoo) = Sf (7, 0 @) de v o ¢ est positif
(resp. défini positif) par hypothese, et

o (|d<%o¢>|2> Ao )
2 2
(0o )PY | ldie o) L (100 o)
() e ()
1L 1d9) o2 o ld0)
( ) (e (o)

|d¢>>| 149)* ( 599! )) 5 m]
donc le tenseur

2 2 2
- (a ol20) ) LT P <& o129 )Mt o122 F( 5ol )] Srean

est positif (resp. défini positif). Par conséquent p(t) < 0 ( resp.¢(t) < 0) pour
tout ¢t > 0.

Ce qui entraine que la fonction t — Er (7] o ¢) est décroissante (resp. sticte-
ment décroissante) sur R et donc qu’on a

S;(”Yt °¢)

— oqﬁ

Ep(y{ 0 ¢) < Ep(¢) (resp. Er(y; 0 ¢) < Ep(¢))

pour tout v € R"™\ {0} et tout t € RT.
Or, on a (cf.[18])

G(n) ={rov{,r€ O(n+1),v € S"t € [0,+o0[}.
On en déduit que, pour tout v =r o~y € G(n), on a

Ep(yo¢) = Ep(rovy/od)
= Er(7{o¢)
< Ep(¢) (resp. Ep(yo¢) < Er(9))
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Résumé

Le travail présenté dans cette thése se place dans le cadre de la géométrie riemannienne
et concerne en particulier les immersions minimales et les applications F-harmoniques.

Nous donnons dans la premiére partie, des conditions qui interdissent I'existence
d'immersions minimales entre une variété source admettant une p-forme paralléle non
triviale et une variété but riemannienne a courbure sectionnelle constante strictement
négative. Dans la deuxieme partie nous nous intéressons a I'étude de quelques propriétés
des applications F-harmoniques définies sur une variété riemannienne compacte et a valeurs
dans la sphere euclidienne. Ces derniéres sont des points critiques de la fonctionnelle F-
énergie. Nous obtenons des résultats sur lI'indice de Morse des applications F-harmoniques
par variation des fonctionnelles énergies le long des champs de vecteurs conformes.

Mots-Clefs : Immersions minimales, Courbure de Ricci, Opérateur de Dirac, Variété
conformément plate, Applications F-harmoniques, Indice de Morse, Tenseur d'énergie-
impulsion.

Abstract

In this thesis we study minimal immersions and F-harmonic maps.

Part 1 is devoted to prove that there is no minimal isometric immersions of a riemannian
m-dimensional manifold M with m=3 endwed with non zero parallel p-form, into a riemannian
manifold N with constant strictly negative sectional curvature. In part 2, we deal with F-
harmonic maps, we investigate estimates of the Morse index for F-harmonic maps into round
spheres. Next We obtain that these latter are global maxima of their energy- functional along
the conformal group of the sphere.

Keywords. Minimal immersions, Ricci curvature, Dirac operator, Conformally flat
manifold, F-harmonic maps, Morse index, Stress-energy tensor.
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Résumé de thése de Doctorat de Melle
Hafida Benallal
"Sur les immersions minimales
et les applications F-harmoniques"

Dans cette thése nous nous intéressons a la non existence d’immersions

isométriques minimales et a ’estimation de 'indice de Morse des ap-
plications dites F-harmoniques sphériques qui sont des généralisations
des applications harmoniques.

Notre these est divisée en deux parties indépendantes.

1. Chapitre I: Préliminaires de géométrie riemannienne

Ce chapitre est introductif , il rappelle les rudiments de la géométrie
riemannienne qui facilitent la compréhension des résultats obtenus dans
cette these.

2. Chapitre II: Résultats de non existence d’immersions
minimales

Dans cette partie, nous donnons des conditions qui interdissent
I’existence d’immersions isométriques minimales entre deux variétés
riemanniennes (M, g) et (N, h) dans le cas ou la variété source (M, g)
admet une p-forme paralléle non triviale.

Les résultats sont donnés par des théorémes s’appuient principale-
ment sur la formule de Weitzenbéck pour D? relative aux p-formes ol
D est l'opérateur de Dirac, et sur une extension de cette formule:

(1) |D(.dg)|> = m? | H|* |af® +4(V*Va,a) + 4R4(a)

ou ¢ : M — N une immersion isométrique, m = dim M, H est la
courbure moyenne, o une p-forme harmonique et

m
L —1 .
§ Ji2..dp § : kl'Lg...z
R¢(Oé> < Rzk]kam p o ! Rz]klazg ip ?

1.77k 1 ’L]k}l 1
1

)
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Le premier résultat de non existence est une généralisation de celui
di & A.Elsoufi et R.Petit dans le cas ou la variété N a une courbure
isotrope strictement négative. On établit donc le théoréme suivant

THEOREME .1. Soit M wune wvariété riemannienne de dimension
m > 3, et soit N une variété riemannienne a courbure sectionnelle
constante strictement négative, si M admet une p-forme paralléle non
nulle (p > 2), alors, il n’existe aucune immersion isométrique minimale
de M dans N.

Dans la suite du travail, on s’intéresse a l'analyse de quelques
résultats faisant intervenir des restriction géométriques sur la variété
but, cette derniére sera conformément plate.

Apres avoir exprimer la formule (1) en fonction du tenseur de Weyl,
nous montrons, sous quelques hypotheéses sur la courbure de Ricci de IV,
qu’il n’existe aucune immersion isométrique a-pluriharmonique entre
M et N.

Notons que ¢ est a-pluriharmonique si

D(a.dg) = (—=1)Pa.D(do)

3. Chapitre III: Quelues propriétées des applications
F-harmoniques

Nous nous intéressons aux points critiques dits applications F-
harmoniques de la fonctionnelle F-énergie

2
EF—/]V[F(@> dUg

définie sur I’espace des applications différentiables d’une variété rieman-
nienne compacte (M, g) a valeur dans la sphére euclidienne (S™, can),
ol

F :]0,4+00[ — [0, 4+00[ telleque F'(t) > 0 pourtout ¢ € [0, +o00]

Une bonne partie des résultats porte sur l'indice de Morse des ap-
plications F-harmoniques. Cet invariant, noté Indg(¢), représente la
dimension des espaces maximaux de variations pour lesquelles ¢ corre-
spond & un maximum local strict de la fonctionnelle énergie.

On considére la variation dans la direction des champs de vecteurs
du sous espace A(¢)

A(¢) = {vog,v e R}

ou v est le champ de vecteurs sur S™ obtenu en projetant le champ
constant v sur le fibré tangent a S™, pour lesquels on associe la forme
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quadratique suivante

d2 d 2
Qo(v) = @EF(@) |t—0:/MF” (%) <V¢U,d¢>2dvg

+fF (@) [W ¥ Z<RS” v, d(e,))dd(e.), v) | dv,

V? désigne la connexion sur ¢ TN et {ei}i <m une base orthonormées
de M.
Le premier résultat est donné par

THEOREME .2. soit ¢ une application F-harmonique d’une variété
riemannienne compacte M de dimension m > 2 dans la sphére euclidi-
enne S™ (n > 2). Supposons que le tenseur d’énergie-impulsion Sf(gb)
de ¢ est défini positif, alors on a: Ind(¢) > n+ 1.

Nous traitons dans la suite le cas de I'application identité, ainsi que
celui des applications homothétiques .

Le dernier paragraphe est consacré a 1’étude d’un résultat global.
Nous montrons que, si F' est admissible et sous une hypothése de pos-
itivité sur le tenseur de F-énergie-impulsion de ¢, on a

Ep(yo¢) < Er(e)

pour tout difféomorphisme conforme v de S™
Notons que F' est dite admissible si elle satisfait la condition suiv-

ante ) )
Pr(afop ) (e »
E <a2 o0 \d¢\2> o9 )l <|d¢\2> =
t Ty 2

ou ¢, = (v, ¢) et a; désigne la fonction telle que

(v")*can = a?can

B =

et si le tenseur d’énergie-impulsion S} (¢) de ¢ vérifie

SF(1706) > at 0 6.55(9)
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Nonexistence Results of Minimal Immersions

Mohammed Benalili and Hafida Benallal

Abstract. Let M be a Riemannian m-dimensional manifold with m > 3,
endowed with non zero parallel p-form. We prove that there is no minimal
isometric immersions of M in a Riemannian manifold N with constant strictly
negative sectional curvature. Next we show that, under the conform flatness
of the manifold N and some assumptions on the Ricci curvature of N, there
is no a-pluriharmonic isometric immersion.
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1. Introduction

A result due to A.EL-Soufi and R.Petit ([4]) shows the non existence of minimal
isometric immersions between a Riemannian manifold M endowed with a non zero
parallel 2-form and a Riemannian manifold N with an isotropic strictly negative
curvature. This latter is more general than those obtained before by Dajczer-
Rodriguez ([3]), and El-Soufi ([5]) in the case where M is a Kéhlerian manifold.
In the context of a-pluriharmonic maps, A. El-Soufi and R.Petit have established
the following results [4]:

a) if the isotropic curvature of N is strictly positive or strictly negative, there
erits no a-pluriharmonic isometric immersion from M to N;

b) if the isotropic curvature of N s not positive, then any minimal isometric
immersion from M to N is a-pluriharmonic.

In this paper we give non existence results of minimal (or a-plurihamonic) iso-
metric immersion between a source manifold admitting a non zero parallel p-form
(p > 1) and a target manifold with strictly negative sectional curvature. We con-
sider the case where the target manifold is conformally flat with some conditions
on the Ricci curvature.
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2. Fundamental lemmas

Throughout this paper (M, g) and (N, ¢’) denote two connected Riemannian man-
ifolds of dimensions respectively m > 3, n > 4, ¢ a differentiable map from M to
N and for p > 1, QP(M) denotes the space of exterior p-forms on M. A repeated
index implicitly denotes a sum over that index.

If {E;}1<i<m is an orthonormal frame of the tangent space T, M at = to M
and {6;}i<m the associated coframe, the left Clifford multiplication is given as
follows: for any 6 € Q'(M) and any p-form w € QP (M)

f.w=0NAw—i(0)w.
The right Clifford multiplication is given by
w.0 = (=10 Aw +i(0%)w),

where 6% denotes the vector field associated canonically to the 1-form 6§ and 4(6*)
the interior product by 6% ([9]).

The Dirac operator D acting on the differential forms is given as D = d + §
where d and § are respectively the exterior differential and codifferential. In terms
of Clifford multiplication the Dirac operator reads

D= > 0,Vg,.

1<i<m
A p-form a € QP(M) is said harmonic if Do = 0 ( i.e da = da = 0).
If a« = ail___ipé)“ ... B is the local expression of a p-form «, the Weitzenbock
formula reads
D?*a = V*Va +1 Z [6°.67, R (E;, E;) o] (2.1)
4i’j:1 ) s g )
where R (.,.) is the tensor curvature on M, and [.,.] is the commutator i.e. for

any two differential forms wiand way, one has  |wi,ws] = w1.wy — wo.w1.
By the Weitzenbock formula and a direct calculation we obtain the following
formula([9])

m

(Aa,a) = (V*Va,a) + % Z ([6.67,R(E;, Ej)a] ,a).

ij=1
On the other hand
<[92937 R (EZ‘, Ej) a] ,a> = — <R (EZ‘, Ej) a, [(92(9], Oé]>
. *i (R (i, Ej) Ex, ). ([0".6',0] , [0.67,a])
k=1
and since
0, if k,1 € {iy...ip},
(0.6, a] =< 0, if kyl ¢ {ig...ip},

20%.0'.«., elsewhere,
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then
> (R(Ei,E)) Ex, Ey) . ([6%.6',a] ,[6".67,a] )
=1

m
~16 ) .
_ v i J _
= (- 1) E , leaig...ipaig...ip E , kalo‘zg zpalg Jip
©o\i,j=1 i,j,k,l=1

which, knowing that for any two p-forms «, 3, we have the local inner product
(a,B) = ﬁail”'ipﬂil,,,ip, gives us
(Aa, o) = (V*Va )
R J r—1 < R ij Kl
Z ”%2 dpYig.iy — T o Z ikl Yy iy Yy iy

3,j=1 i,7,k,1=1

Lemma 2.1. Let ¢ be a mapping from M to N, if a € QP(M) is a harmonic p-form
(p > 1), then for any vector fields X, ...,X, € TM, one has

(D(a.dg) — (—1)Pa.D(de)) (X1, ..., Xp)
P
=2(=1)? > (=1)7'Vdg((ix, o ... 0'ix, 0 .. o ix,)), X;),
j=1
where /Z‘\Xj means that ix, does not appear.

Proof. Let {E;}i<m be a local orthonormal frame in a neighborhood of a point
x € M, we have

m m

D(a.dg) = 0:;. Vi, (a.dg) Ze (VE,@).dé + a.(VEg,dg))

i=1
m

= (Da).dp + > 0;.0.Vp,dp,

i=1

S0, since « is harmonic,

(ondg) = Ze a.Vg,dp. (2.2)

i=1

Taking account of the Clifford multiplication, the relation (2.2) becomes

D(a.d¢) = (—1)Pa.D(d¢) — 2 Z o.(V,do)
D(a.dp) = (—1)Pa.D(d¢) + 2(— ZVE do Ni(E;)a
+2(=1)P 3,0 (VE, d) (i ( i)a) .

(2.3)
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Now since the Hessian is symmetric, we obtain

= Hess(gb)(Ei,Ej)a(Ei,Ej, .. ) = 07

D(a.de) = (—1)Pa.D(d¢) + 2(— ZVElqu/\z( Do
D(o-d)(X1, .., X,) = (=1)"(a.D(d))(X1,. .., X,) (2.4)
=2(=1)PYF_ (1) 'Vdg((ix, o ---0ix; 0--- 0ix,a)f, X). '
O

Lemma 2.2. If ¢ is an isometric immersion from M in N, then for any harmonic
p-form o on M (p > 1) and x € M one gets

|D(a.dg)|” = m* |H[ |af® + 4(V*Va, a) + 4Ry (),

1
where H is the mean curvature of ¢ (i.e. H = —trace(Vdg)), V*V the Laplacian
m

operator on M and

Ry(a) = ri 1! Z R;kjkaé...ipam”'ip - p%l 4 Z R;jklag...' sty
i, k=1 i,k =1
in an orthonormal basis {E;}, <, of TuM.
Proof. Since d¢ is a closed 1-form with values in ¢*T'M one gets
D(d¢) = ddp = —mH,
and we can rewrite (2.4) as
D(a.d¢) = (1)’ 'mHa + 2(~1)" > _i(E;)h Ai(E;)a,
where h = Vd¢. Considering the norm of D(«.d¢) one obtains
|D(c.dg)* = m? |H\2 \Oé\2 +A(=1)*mH (o, 32 i(Eh N i(E)a)

+4Z Db Ni(E)a,i(E;)h Ai(Ej)a)
3,5=1
and
m
<a,Zz h Ni(E >
i=1
1 -~ ~
= _'ailiz.uipZh(Eiinl)(_l)l la(Eiin17~-~7Ei“~-~aEip)
]1' , =1

== (~)'"W(E, BBy, ... Ei)a(Ei By, By, ... Ey).
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In the same manner

> (i(B)h Ni(Ei)o,i(Ej)h Ai(Ej)a)
i,j=1
1 ~
= > (-1 W(EL By (B By B B ) (<1 h(E;, E)
Tk,
XOé(E' Ei17~--aEi“-~-aEip)
' Z k+l72hukhjuall...'L...lpailmjmip
p i,7,k,l

where 1 <i,5 <m and 1 < k,l < p. Consequently

1 <& 5 .
|D(a.do)|* = mQIHIQ\al2—4m —,Z D! hig iy ettt

_ (2.5)
) Z k—H Qhuk hjzzazl ...... i,,a““']mzp.
p i,5,k,l
The Weitzenbock formula (2.1) for a harmonic p-form a gives
(V*Va,a) + (R(a),a) =0, (2.6)
where
(R(a),a) = 1 R..at a2t _ —R ot ks ip
) (p _ 1)' 15 g, Jp 9 ijkl i3..0p

On the other hand the Gauss equations write for any vector fields X, Y, Z, W

R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z,W) + (h(X,Z),h(Y,W)) — (WX, W), h(Y, Z))

and we get
Ric(X,Y) =Y R/(X,E;,Y,Ej)+m (H h(X,Y)) =Y (h( hY, E;)).
= =
Substituting in (2.6), we obtain
1 m m _ '
(V*Va,a) = _W[ ZR;cjlj +mHhy — thjhlj af, ; alz
p To\j=1 j=1
p—1

—T ( Elmn T+ hkmhln - hknhlm) 23 Zpamnzig...zp].

2.7)
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We improve (2.5):

2 2 1 i 112 ...1
Dladg)* = m? P lof® —4mH s hijol, 00"

4
- - . jlz...’L
+ b1 E hii, h ]Zlaizmipoz »

— 1 ' E l lhu]hjuam ) a]huzl---lp

1,5,

1 .
- m|H\\\f4mH( 100,07
p—=

4 i 2.0
i 2 a0
A 1,7 » .
i -1
+(p ) Zhiilaiz...ip Z(*l) hjizazl__;lmip
i,J

=1

4
2 2
= m?HP o]’ - ——
(p—1)!
p—1

=5 (i hjiy = haiy iy Ja g, @2,

where 1 <i,5 <m and 1 <[ < p. Then equality (2.7) becomes

((mHhij — hii hjiy ol  adi2-i

22...1p

(V*Va,a) = — Z Rjio, 0l
jkl 1
T EZ R, Qs 4 2 |D(a.dg)? ~ gm? [HI of?,
2p -2 o T s i 4 4
or

|D(a.dg)|? = m? [HI |af” + 4 (V*Va, a) + 4Ry(a),

where
R¢<a> Z Rk]l] i2. Zp atzetr
]kl L (2.8)
1
k,l,m,n=1

3. Nonexistence results

Let P,(M) = {a € QP(M) : Va = 0} be the space of parallel p-forms on
M. We state the following theorem which could be compared with the result of
J.H.Sampson which asserts that there is no harmonic application from a Kéahlerian
manifold of real dimension > 4 in a hyperbolic space [10], and also with Theorem
4.6 Dyin [6] which is a rigidity theorem for harmonic mappings from a compact
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Riemannian manifold admitting a parallel p-form in a space with non positive
curvature operator.

Theorem 3.1. Let M be a Riemannian manifold of dimension m > 3, and N be
a Riemannian manifold with constant strictly negative sectional curvature. If M
admits a non zero parallel p-form o where p > 1 then there is no minimal isometric
immersion from M into N.

Proof. We have
R = (9951 — 9a9jk) ¢ = constant;
then
m m m
Z Rk = CZ(gijgkk — 9ik9r;) = Mgy — ngikgkj =c(m —1)g,;,
k=1 k=1 k=1

which leads to

Ry(a) = 0 j 1)!c(m — 1>g;jo‘§2...ipaji2"'ip
fﬁdg;mﬁ - g;lg;-k)az‘“ipaklig.._ip
- (p_l 1)!6(m - l)agz...ipammip - ﬁ?cagm%aiﬁsmw
B ﬁc(m_m |a|2p!_ﬁc\aﬁplzc}?(m—p)\aﬁ

Since ¢ < 0 and 2 < p < m, we get

Ry(a) = cp(m —p)|a|* <0

and then
m® [H|* |a* > —4R4 ()
SO
m? [H|* |a* > 0.
This implies that H # 0 and thus ¢ is not minimal. (]

Lemma 3.2. Let Wi/jkl be the Weyl tensor of the target manifold N. The quantity
Ry (cv) writes as

1 . ) 1 , . . )
R — W/k o li2edy W.. vj o klis.ip
¢(a) (p* 1)‘ k‘2jlja742~..2pa 2(p7 2); ( zgklaz;,mzpa
B T SN T N it ) SO
M P A T Ve
p / 2
+— Ry lal”.

where scaly denotes the scalar curvature of N.
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Proof. The curvature tensor is related to the Weyl tensor by (see for instance [7])

’

/ 1
Rijiw = Win+ F(
Scal g

Ry 95 + Rygik — Rigj, — Ringin)

/ 1
Wik + —(ng‘sé‘ + R;'zfsf - §l5f - R;'k(sﬁ)

k nl— 2
scaty ksl _ slsk
NCEDTEIARERE
and the relation (2.8) becomes
_ 1 - / k lis...ip 1 ! ij klis...ip
Ry(a) = m .;13133‘1]'%2...:‘1,0‘ 2 - W[Wijklaig...ipa ’
ok =

1 g o
oo (R;kéé' + R;'z(sz"f - 215;? - R}k(;ﬁ)aﬁiu oty

scaly ksl slsky i is...ip
On the other hand
( ;k(s; +R3‘15§ - 215? - R§k5§)a§§. ot

lp

_ / . kjis...q /4] klis...1 _ / i kjis...i
= 2(Rjijiy...i, 0 P+ R « »)=4R o .« v

i3...ip i3...0p
and
(8481~ 8165)ad_, ali ™ = 2pl[af?.
Consequently
1 k lig.. 1 L g Klis...i
R¢(O{) = mwkltﬂjaiz...ipa et — mwijklagmipa t3.etp
m — 2p Ik Lig...ip (m —p)p 2
T =)0 — ) 1o
p / 2
+—n—2Rjj || . 0

Definition 3.3. For any parallel p—form «, a map ¢ from M in N is said a-
pluriharmonic if
D (a.dg) = (—1)" a.D (do) .

For any fixed x € N , we denote by u(z) and A(z) the least and the great-
est eigenvalue of the Ricci tensor at the point  and we introduce the following
functions:

(z) = (n—1mu(z) — (m+ (n—2)p)A(z) if m—2p <0,
] 2(n— Du(x) — nA(x), if m—2p>0,

and

(@) = { (n—DmA(z) — (m+ (n —2)p)u(x), if m—2p <0,
x) — nu(x), if m—2p >0,
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where n = dim(N) .
Theorem 3.4. Let M be a Riemannian manifold of dimension m > 3, and N be a
conformally flat Riemannian manifold.

a) If the functions m or v (introduced above) are the first strictly positive or
the second strictly negative and if the source manifold M admits a non zero
parallel p-form « with p > 1, then there is no isometric a-pluriharmonic
immersion from M in N.

b) If the function v is non positive and if the manifold M admits a non zero
parallel p-form o with p > 1, then any isometric minimal immersion from
M in N is a-pluriharmonic.

Proof. For any o € P,(M) the equation in Lemma 2.2 reads
|D(a.de)|” = m® |H|? |a|* + 4Ry(a).
a) We have two cases:

i) if m — 2p > 0, then a simple computation leads to

Ro(@)@) = PP (30 1)u(a) - nA(@)) fala)]?

(n—1)(n—2) ,
_ p(m _p) ‘Ot(.’l?>| 77(5(,‘)
(n—1)(n-2)

and

Ro(@)@) < PP (30~ 1)A(@) - npu(a)) |ala)?

(n— 10 —2)
_ p(m _p) ‘a(x>|2v($)
(n—Dn-2) "

ii) if m — 2p < 0, we have
2
pla(z)]

Ry(a)(z) < mv($)§

consequently
D(a.d¢) # —mHa = a.D(dd),
and so ¢ is not a-pluriharmonic.
b) If v(z) < 0 then Ry(a) < 0 and we get
|D(a.do)|* <m® |H[* |af?,
but if ¢ is minimal
D(a.dg) = 0= (—1)Pa.D(do),

that is ¢ is a-pluriharmonic O
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Theorem 3.5. Let M be a Riemannian compact manifold of dimension m > 3
and N a conformally flat Riemannian manifold such that the function w is non
negative and strictly positive at least at a point. Then for any non zero harmonic
p-form « on M with p > 1, there is no isometric a-pluriharmonic immersion from
M in N.

Proof. If ¢ is an isometric a-pluriharmonic immersion from M into N, then
D(a.dg) = (~1)a.D(dg) = (~1)"'mHa.,
The equation of Lemma 2.2 becomes
(V*Va,a) + Ry(a) =0, (3.1)

and by integrating this latter over the compact manifold M we get

/ \Voz\deng/ Ry(a)dv, = 0.
M M

Now since Ry (c) is nonnegative and is strictly positive at least at a point, we have
the desired result. O

Theorem 3.6. Let M be a Riemannian compact conformally flat manifold of di-
mension m > 4 and the function m is assumed nonnegative and strictly positive at
least at a point, then b,(M) = 0.

Proof. 1f b,(M) # 0, there is a nonzero harmonic p-form «, and since the identity
I is a-pluriharmonic, one has

/ |Va|2dvg +/ Ri(a)dvg = 0.
M M
And because Ry(«) is nonnegative and nonzero then « is zero and b,(M) =0. O

Theorem 3.7. Let M be a Riemannian manifold of dimension m > 3 and N be a
Riemannian conformally flat manifold with the function v assumed to be strictly
negative. Moreover, if the manifold M admits a nonzero parallel p—form o with
p > 1, then there exists no minimal isometric immersion from M into N.

Proof. If o € P,(M), the equation in Lemma 2.2 is written as
m® |H|* |a” + 4Ry(a) > 0,
SO
m’ [H[* |af* > —4Ry(a),
and by Lemma 3.2 the hypothesis on N means that Rg(c) < 0, hence
m? |H\2 \a\z >0,

so the mean curvature H # 0, and then ¢ is not minimal. O
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1. INTRODUCTION

Harmonic maps have been studied first by J. Eells and J.H. Sampson in the sixties and since then
many works were done (see [4, 9, 13, 16, 17, 21]) to cite a few of them. Extensions to notions of p-
harmonic, biharmonic, F-harmonic and f-harmonic maps were introduced and similar research has
been carried out (see[1, 2, 3, 5, 12, 15, 18, 20]). Harmonic maps were applied to broad areas in sciences
and engineering including the robot mechanics (see [6, 8]).

The Morse index for harmonic maps, p-harmonic maps, as well as biharmonic maps, into a standard
unit Euclidean sphere S™ has been widely considered (see[12, 14, 15]).

In this paper for a C2?-function F : [0, +oo[ — [0, +oco[ such that F'(t) >0 on t € ]0, +oo[, we
consider the Morse index for F’~-harmonic maps into spheres. Our results generalize partial estimates
of the Morse index obtained in ([14]) and ([15]) for harmonic and p-harmonic maps.

Let (M,g) be a compact Riemannian manifold of dimension m > 2, S™the unit n-dimensional
Euclidean sphere with n > 2 endowed with the canonical metric can induced by the inner product of
R

Fora C!'- application ¢ : (M, g) — (S™, can), we define the F-energy functional by,

2
Be0) = [ F('df' )dvg

M

where % denotes the energy density given by

dp|” 1
| f' = §Z|d¢(€i)|2
=1

and where {e;} is an orthonormal basis on T}, M and dv, is the Riemannian measure associated to g on
M.
Let ¢~1T'S™ be the pullback vector fiber bundle of T'S™, ' (¢ 1 T'S™) the space of sections on ¢~ T'S™

and denote by VM, V5" and V Levi-Civita connections on TM, T S™ and ¢~ T'S™ respectively. V is
defined by

VxY =V Y

"E-mail: m_benalili@mail .univ-tlemcen.dz
ME—mail: h_benallal@mail.univ-tlemcen.dz
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30 MOHAMMED BENALILI, HAFIDA BENALLAL

where X € TM andY €T (¢ 'T'S™).
Let v be a vector field on S™ and (¢} ), the flow of diffeomorphisms induced by v on S™ i.e.

d v
7%

= .
t=0

b0 = ¢,

The first variation formula of Ep(¢) is given by

2
GEre)| = [P (@) (Vordordon) | dvy =~ [ (0,706} dy,
t=0 i t=0 I

dt

where 7 (¢) = trace,V (F’ (%) dgb) denotes the Euler-Lagrange equation of the F'-energy func-
tional Er. Remark that if ]d¢|¢71TN is constant then ¢ is harmonic if and only if ¢ is F'-harmonic.

Definition 1. ¢ is called F-harmonicif and only if Tr(¢) = Oi.e. ¢ is a critical point of F-energy
functional Ep.
The second variation of E'r is given as

d2 _d [d |dgy|?
T EF(%) T aF< 5
M
2 2
_/ F/l <|d§| ) <V’U,d¢t>2+F, <|d§| ) |V’U|2
M
2
— / <Vat% traceyV (F/ <M> qu) > dvg
i ot |,_ 2

2 m
(45 0 s

M i=1

dvg
t=0

dvg

and since ¢ is F'-harmonic, 7p(¢) = 0, then

2 o (148l
@EF((bt) t:OZAZF <| §| )(V%d¢>2dvg
2 m
- /F’ (@) Vo = > (R (U7d¢(€i))d¢(€i)a”>} dug. (1.
=1

M
Along this paper we consider variation in directions of vector fields of the subspace £(¢) of
(¢~ 'TS™) defined by
£(9) = {17 op,v € R”"H} ,

where © is a vector field on S™ given by 9(y) = v — (v,y) y for any y € S™; it is known that v is a
conformal vector field on S™. Obviously, if ¢ is not constant, £(¢) is of dimension n + 1.

2. MORSE INDEX FOR F-HARMONIC APPLICATION
For any vector field v on S™ along ¢, we associate the quadratic form
d2
Qf (v) = —5Br(¢r)

dt? t=0

The Morse index of the F'~-harmonic map is defined as the positive integer
Indp(¢) = sup {dim N, N C I'(¢) such that Qg (v) negative defined on N}

LOBACHEVSKII JOURNAL OF MATHEMATICS Vol.34 No.1 2013
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where N is a subspace of I'(¢). The Morse index measures the degree of the instability of ¢ which is
called F-stable if Indgr(¢) = 0. Let also S;(gb) be the F'-stress-energy tensor defined by

2 2 2 2
Sy (¢) = F' ("f') |dg|* g — 2 (F’ ('@') +F" ('d‘§| ) W;') ¢*can. (2.1)

Forx € M, we put
SoF(¢) = inf {S)(4)(X,X), X € T,M such that g(X,X)=1}.

The tensor S} (¢) will be called positive (resp. positive defined) at  if S2F(¢) > 0 (resp. ST (¢) > 0).

Remark 1. F(t) = % (2t)§, with p € [2,+00[, SY (¢) is the stress-energy tensor introduced by
Eells and Lemaire forp =2 ([9])or El Soufi forp > 2, ([13]).
In this note we state the following result

Theorem 1. Let ¢ be an F-harmonic map from a compact m—Riemannian manifold (M, g)
(m > 2) into the Euclidean sphere S™ (n > 2). Suppose that the F-stress-energy tensor 55 (¢) of
¢ is positive defined. Then the Morse index of ¢, Indp(¢p) > n + 1.

Proof. Let w =00 ¢ € £(¢) and put (v, ¢) = ¢,. For any point x € M, we denote respectively by
w” (z) and w(z) the tangential and normal components of the vector w(x) on the spaces d¢(T, M)

and dp(T, M)*. Let also {e1, ..., e, } an orthonormal basis of T, M which diagonalizes ¢*can and such
that {do(e1),dp(ea), ..., do(e;)} forms a basis of dp(T, M).

2 2 2
If (F’ ('dg)' > + |d§| " ('d;ﬁ )) # 0 at the point z, then

l
[ @) = 3 ldo(en)| (), dofe)

on the other hand, for any ¢ <[, we have

2 2 2 2
) (F <|d;¢| > #1208 (|d§| )) dd(e)? = |dof’ F" <|d¢<2x>| )

— SE(@)(@)ewer) < Aol P (%) - 57 (9)(@) (22)
2
<|d¢\2F' (%””') - sg’F<¢><x>) 7 ()
2 2 2 l

) (F <|d<2b| ) #1208 <|d<§\ )) > fw(a o)’

and since,
(@), dp(ei))* = (v~ (v,0) b, dd(e:))” = (v, d(e:))” = |dpo(e:)
we get
<|d¢|2F’<—d¢(;>’ )~ s;»%)(x)) o ()" > 2 (F (‘df' ) 120 (’dj' )) b ().

Now, taking into account (2.2), we infer that

dol*\ | ldg|? do|” do()|?
2<F,(| o >+| 9 F,,<| 9 )) |d¢v(x)|2_|d¢|2F,<| olz) )W
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< — laof? PO [ ()] - 597 () @) [77 (@) < -5 T 0@ )P (23)

Now the second variation writes as

d? d
2 br(o) Z/F” <| | ><V ,d)? dvg
t=0 bt
d 2
+/F<f)ﬁw#wwwﬁ+wmhw
M

Consequently, we have

do|’ do| do|® do|
Q%mﬂ/ofhﬂoﬁ)+FC§)>wﬁmf/f(ﬁﬁywwﬁmg
M

M

and taking account of the inequality (2.3), we get that
QE(w) < -2 [ S97(0) ol duy.
M

Finally since SS’F(¢) is positive defined, it follows that @ is negative defined on £(¢). Hence
Ind,(¢) >n+ 1.

3. MORSE INDEX OF PARTICULAR F-HARMONIC MAPS
3.1. Stability of the Identity Map

In this section we borrow ideas from [12] to show the stability of the identity map. Let (M, g) be a
compact manifold and consider the identity 7 on M which is obviously F'-harmonic, the second variation
formula of I writes as

QF (v F” Z/ Ve, v,€) dvg—f—F’( )/[|Vv|2—RicM (v,v)} dvy. (3.1)

M
[f L, denotes the Lie derivative in the direction of v, the Yano’s formula [22] leads to
1
/ [|Vv|2 — Ricyy (v,v)} dvg = / [5 |Lyg)? — (div (v))z] dvg. (3.2)
M M

Now if (e;); is an orthonormal basis on M which diagonalizes L,g we obtain as in[12] that
2 4 2
> — .
Logl? = — (div(v)) (3:3)
therefore by (3.1), (3.2) and (3.3) we infer that
QY (v) > (F” (%) +(2—m) /mF’ /dw 2dv,. (3.4)
M

We deduce the following proposition:

Proposition 1. Let (M, g) be a compact Riemannian manifold of dimension m > 3. Suppose
that

F”(%) (2 m)/mF'( )>o (3.5)

The identity map I on M is F-stable.
Remark 2. F(t) = m/(m — 2)e™=2/™ — ¢ fulfills the condition (3.5).

LOBACHEVSKII JOURNAL OF MATHEMATICS Vol.34 No.1 2013
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3.2. Morse Index of the Identity Map

Now we are interested by the identity map I on M. Let C'and K denote the space of conformal vector
fields and the space of Killing vector fields on M respectively.

Proposition 2. Let (M, g) be a compact m-dimensional manifold (m > 3). Suppose that

m=2 ( A ) .y (%) >0 (3.6)

m
then Indp (I) > dim (C/K).
Proof. Plugging (3.1)in (3.2), we get
F o (T . 2 (T 1 2 2
Q7 W)=F (2 ) /dw (v)"dvg + F (2 ) / [2 |Lyg|” — div (v)”| dvg (3.7)
M M

and if v is a conformal vector field on M then (see the proof of Theorem 2 in [15])
2
L,g = —Edw(v)g (3.8)

where m = dim(M). So (3.7) becomes

Qr (v) = (F(2)+2—mF >/dw (v)? du,.

It mTQF’ (%) — " (%) > 0, then

Qr (v) <0

The equality holds if div(v) = 0 which means by (3.8) that v is a Killing vector field. Then on the quotient
space C'/K, we have

Qr (v) <0
Indp (I) > dim(C/K).

Remark 3. F(t) = %emT C't, where C > 0is a constant, fulfills the condition (3.6).

m

3.3. Morse Index of the Homothetic Map

Let ¢ : (M, g) — (N,h) be a homothetic map i.e. ¢*h = kg where k € R. Clearly |d¢|} = mk?,
where m = dim(M ), in that case the F-tension 7 (¢) is proportional to the mean curvature of ¢ so
¢ is F'-harmonic if and only if ¢ is minimal immersion.

Proposition 3. Let ¢ : (M, g) — (N, h) be an F-harmonic homothetic map. Then we have
Indp (¢) > Indp (I)
where I is the identiy map of M.
Proof. The second variation of ¢ in direction of a vector field v reduces to

mk?

Q) =" (") [ (Tvdeds vy
M
4P (’%"’2)4 [WUF —i@zN (v, dé (e3)) do (1) ,0) | v, (3.9)
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where {e;}, <<, is an orthonormal basis on M. Let I'" (¢) the subspace of T' (¢ 'T'N) , consisting of
vector fields on N of the form d¢ (X) where X is a vector field on M. The restriction of Qé to T (),
where [ is the identity map on M, is given by (see Lemma 2.5[15])

Qp (do(X)) = k*Q7 (X). (3.10)
Asin[15] and since Vdg takes its value in the normal fiber bundle of N, we get
(Vxdo (Y),dp(2)) = ((Vde) (X,Y),dp(2)) + (dé (VxY),do(Z)) = k* (VxY,Z).  (3.11)
Replacing (3.11) and (3.10) in (3.9) we deduce that

Q% s = 7 (M) JZ (Ve Xoei oy + 7 (92) Q)X) = KQf ().

Propositions (2) and (3) lead to
Corollary 1. Let ¢ : (M, g) — (N, h) be an F-harmonic homothetic map. Suppose that

m— 2
() () >
m 2 2 -

where m = dim(M) > 3.
Then
Indp (¢) > dim (C/K).

We can deduce an estimation to the F'-index of an homothetic F'-harmonic from Theorem 1.

Consider ¢ : (M, g) — (S™, can) an homothetic map i.e. ¢p*can = k?g, k € R; where S™ denotes the
unit Euclidean n-dimensional sphere endowed with the canonical metric can. The F-stress-energy
tensor given by (2.1) writes

d dol? dol2\ 1dol2\ |dol?
Sy(¢)=F (' il >|d¢| (F/ <%> +F”<| Zﬁl ) | ;m ) |:;| ,
2 2 2
_ ((1_3> F/<|d¢| )_ s F,,<|d¢| )) oy
m 2 m 2

So SF(¢) will be positive defined if (1— 2) F’ (%) — %F” (%) > 0. As a consequence of
Theorem 1, we have

Proposition 4. Let ¢ be an homothetic F-harmonic map [from a compact m—Riemannian
manifold (M, g) (m > 3) into the Euclidean sphere S™. Suppose that

2 2 2
<1 3) F, <|d¢| ) _dof <|d¢| ) S0 (3.12)
m 2 m 2

Then the Morse index of ¢, Indp(¢) > n + 1.

Remark 4. The function F(t) = 2e w2 U with m > 3 Julfills the condition (3.12) for homoth-
etic maps ¢ : (M, g) — (S™,can) i.e. qb*can = k%g provided that k* < m.

Remark 5. The space C of conformal vector fields on the unit Euclidean sphere S™ is of
dimension % (n+1) (n+ 2) and that of Killing vector fields K is of dimension %n (n+1). Then
dim(C'/K) = n + 1. So we recover the result given by Corollary 1.
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Abstract In this note, we show that some F-harmonic maps into spheres are
global maxima of the variations of their energy functional on the conformal
group of the sphere. Our result extends partially those obtained in [17] and
[19] for harmonic and p-harmonic maps.
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1 Introduction

Harmonic maps have been studied first by J. Eells and J.H.Sampson in the
sixties and since then many articles have appeared ( see [6], [13], [17], [20],
[21], [25]) to cite a few of them. Extensions to the notions of p-harmonic,
biharmonic, F-harmonic and f-harmonic maps were introduced and similar
research has been carried out (see [1], [2], [3], [7], [16], [19], [22], [24]). Harmonic
maps were applied to broad areas in sciences and engineering including the
robot mechanics ( see [5], [8], [9] ).

In this paper for a C%-function F : [0, +-o00[ — [0, +00][ such that F'(t) > 0
on t € 0,400, we look for sufficient conditions which present F-harmonic
maps into spheres as global maxima of the energy functional. Our result ex-
tends similar results obtained in [18] and [19] for harmonic and p-harmonic
maps.

Let (M,g) and S™ be, respectively, a compact Riemannian manifold of
dimension m > 2 and the unit n-dimensional Euclidean sphere with n > 2
endowed with the canonical metric can induced by the inner product of R**1.

Dept. Mathematics, Faculty of Sciences
University Abou-Bekr Belkaid Tlemecn, Algeria
E-mail: m_benalili@mail.univ-tlemcen.dz



2 Mohammed Benalili, Hafida Benallal

For a C*'- application ¢ : (M,g) — (S™,can), we define the F-energy

functional by
2
Peo) = [ F("“') duy,
M 2
|do|?

where =~ denotes the energy density given by

do|> 1
% =3 > ldo(e:)|?
=1

and where {e;} is an orthonormal basis on the tangent space T, M and dv, is
the Riemannian measure associated to g on M.

Let ¢~'TS™and I' (¢~'TS™) be, respectively, the pullback vector fiber
bundle of T'S™ and the space of sections on ¢~ 'T'S™. Denote by VM, V5" and
V, respectively, the Levi-Civita connections on: TM, T S™ and ¢~ !T'S™. Recall
that V is defined by

VxY =V3 Y

where X e TM and Y € I' (gzﬁ’lTS”).
Let v be a vector field on S™ and denote by (7;), the flow of diffeomor-
phisms induced by v on S™ i.e.

v

- d v v
Yo =id , %7”:0:1}(%)'

Denote by ¢: = v/o¢ the flow generated by v along the map ¢. The first
variation formula of Fr(¢) is given by

d dy|?
%EF((bt) lt=0= /M F' <|<Zt|> (Vordpy, doy) |i—o dug

—— [ (o,
M
where 77 (¢) = trace,V (F' (%) dqﬁ) is the F-tension.

Definition 1 ¢ is said F-harmonic if and only if 7#(¢) = 0 i.e. ¢ is a critical
point of the F-energy functional Ep.

Let v € R™! and set 9(y) = v — (v,y)y for any y € S™. It is known that
v is a conformal vector field on S™ i.e. (77)" can = a?can where (7}), denotes

the flow induced by the vector field ©. The expression of ay is given in [17] by

|v]
S i W— 1
a |v| cht + ¢y, sht (1)

where ¢, () = (v, ¢ (x)) and (.,.) the inner product on the Euclidean space
R"*1. Denote by £(¢) the subspace of I'(¢p~1T.S™) given by

£(¢) ={vop,ve R},

Obviously, if ¢ is not constant, £(¢) is of dimension n + 1.
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2 F-harmonic maps as global maxima

For any 7 € £(¢), we denote by (v{),cp the one parameter group of con-
formal diffeomorphisms on S™ induced by the vector ©. For a C?-function
F : [0,400[ — [0, 4+o00[ such that F’(t) > 0 in |0, +o0].

Now we introduce the following tensor field

do|*\ |do|?
571 = (18 00,

2 2 2
- <|d<2z>| >+ L <|d<§ )] Soan.

SoF(¢) (x) = inf { S, (¢)(X, X), X € T, M such that g(X,X)=1}.

For x € M, we set

The tensor Sf(¢) () will be said positive ( resp. positive defined) at x if
F F

557 (@) (x) = 0 (resp. Sg(¢) (x) > 0).

Ezample 1 For F(t) = % (2t)%, with p =2 or p > 4, S () is the stress-energy

tensor introduced, respectively, by Eells and Lemaire for p = 2 [12] and modulo

a multiplied positive constant by El Soufi for p > 4 [16], so we may call Sf(gb)

the stress-energy tensor of ¢.

Indeed if F(t) =t then F/(t) =1, F”(t) = 0 and

d 2
5t () =120y

In the case F(t) = 2 (26)% withp > 4, Fi(t) = (20)5 1, F"(t) = (p—2) (2t)¢ 2

and

1
P

1 _ 1 -
St (9) = 5 1dol” g — £ |dgl"~* ¢*can = £ (p [do]” g — |de|”* ¢*can>

The function I is called admissible if F' satisfies

B =

and the stress-energy tensor Sg (¢) of ¢ fulfills

Sy (100) = a}os.S; ()

where v, is the one parameter group of conformal transformations induced by
the vector field ¥ ( defined above) on the euclidean sphere S™ and a is given

by (1).
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The function F(t) = % (2t)% for p=2and p > 4 and ¢ > 0 is admissible.

Indeed, for F(t) = %(Zt)g we have B = 0 and for any conformal diffeo-
morphism 7 on the euclidean sphere, we have

1 _
Sy (v06) = 5 14 (109)|” g = £ |d (ye0@)|"~* 6" can

so if we let |d (v:00)|* = a2o0¢. |dg|*, we get
1 - *
7 (o) = aos. (31401~ 3 401 can

= afoqﬁ.Sj ().

The F(t) = 14+at—e™ ", for t € [0, +o00[ where a = max,¢c s @ is admissible

provided that the conformal diffeomorphism on the euclidean sphere S™ is
contracting that means that the function ¢, given in the expression of (1) is

nonnegative.
Indeed, we have
2 2
) o—aZopligl oLl
B=|—.ajo¢ pogldel® T oz | P
a+ e 0P a-+e Tz
o lael?
Putting u = a?o¢ € ]0,1], we consider the function ¢ (u) = _'UET@W +
2
_lde)? o
eiw,we get
at+e” 2

2 _lde|?
vy (10 jagpa) e T
@(u)—< 5 u—a—e (a+€7%u)2

and it is obvious that ¢'(u) < 0, hence ¢ is a decreasing function on ]0, 1] i.e.
o(u) > (1) = 0. Consequently B > 0.
Now

|d (%0¢)|2

5 9(XX)

S 05130 = (o 2522)

2 2 A7 00)]2
— l(a—ke‘ e ) — 7|d(%20¢)| e ] (7:09)* can (X, X) .

2002\ |do|*
= ajoo <a+eat"¢dq§| )'g'g (X, X)

—aZog

2 dol? 2
(a 4 e—afwdﬁ) — afoqﬁ%e_“f"‘ﬁ'di‘ ] ¢ can (X, X)



F-harmonic maps as global maxima 5

= a?og (a + e‘W> B |do|? g (X, X) — ¢*can (X7X)}

2
y ¢ can (X, X).

2
e

An other example is the following function F(t) = (1 + 2t)” where 0 < o < 1,
the F-energy is the a-energy of Sacks-Uhlenbeck ( see [23] ). In fact

1 1
Be(a-1|—1 s — 1 Vs
(a )<1+a§o¢. o 1+|d¢|2> ¢

B (a—1) (a20¢ — 1)
- (1+ afoo. d¢|2t) (1+ lasf*) P =0

provided that ¢, > 0.
And for vector field X on M, we have

\dg|”

SE (w06) (X: X) = 20 (1 + oo |dof?)  aFos g (x, x) -

o—

2 2\ ! 2 2\“7% 9 2 x
[204 (1 + ajod |dg| ) +4a(a—1) (1 + ajod |dg| ) o 0(;5} ajod.¢d*can (X, X)

\do|”
2

2a (1 +ajog |d<z>l2)a_1 ajod < 9(X,X) = ¢"can (X,X>> +

a—2
do (1 — «) (1 + aZo¢ \d¢|2) a?og.¢*can (X, X)]

and taking account of the positivity of the stress-energy tensor of ¢ and the
fact that ¢, > 0, we infer that

SY (v09) (X, X) > afog.Sh e (X, X).

Remark 1 ¢, > 0 occurs for example if ¢(M) is included in the positive half-
sphere S™" = {z € S : (x,v) > 0}.

In this section we state the following result

Theorem 1 Let F' : [0,4o00[ — [0,4+00] be an admissible function and ¢ be
an F-harmonic map from a compact m-Riemannian manifold (M, g) (m > 2)
into the Buclidean sphere S™ (n > 2). Then for any conformal diffeomorphism
v on 8™, Ep (yo¢) < Ep (¢) ( resp. Ep (yop) < Ep (¢) ) provided that the
stress-energy tensor Sf () is positive (respectively positive defined).

Remark 2 In case F(t) = % (2t)%, p =2 or p > 4 the condition ¢, > 0 is not
needed since B = 0, so our result recover the ones by El-Soufi in [16] and [18].

To prove Theorem 1, we need the following lemmas
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Lemma 1 Let ¢ : (M,g) — (N,h) be a smooth map and ~ be a conformal
diffeomorphism on N, then the F'-tension of the map vyo¢, is given by

2 2
7+ (708) = 20~ 0 F'(a%00 "0 )iy <d¢>v -1 Vao¢>

2
+dy (77 (6)) + dy (F ("@5) d<z>(Vf)> .

2 4 ldel?
F'( a?op =g . )
where [ = W and v*can = a“can.
2

Proof We follow closely the proof in ([19]).

7F (yog) = trace,V <F’ (W) d (70@5)) =r <W> trace (Vd (yod))

2
+d (yo¢) (VF’ ('d (V;@ |2 ) )

where VF’ (M) is the gradient of F” (M) in M.

Since 7 is a conformal diffeomorphism on S™, we have

2
> 7 (y09) + d (yoo) (VF' (a%gbld;b ))

2 2
- <a20¢|d§|> (trace, V7dy (d4, dg) + dv.7 (9))+d (100) (vF/ (“Wl;ﬂ))

|dg|?
2

5 (y09) = F' <a2o¢

2
=F' <a2o¢|d(§|> (tracegv7d7 (do,do) + p(ld(bz)dV (7F (¢)))

2

F'(a2o0/5h) , (1ds” (.2 o
_Wd(vo¢) VI = +d(yo) | VF' [ a”op— | |.

Putting f = M we get
g - F’<Id§‘2) g

|dg|?

r (708) = F' (00!

JtracegV7dy (do, do) + fdvy (17 (9))

2
+F ('d‘;’ )d(vocb) (V7).
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Now since 7 : (N,y*can) — (N, can) is an isometry then, if V denotes the
connection corresponding to v*can, we have

Vdy(X,Y) = dy (6XY - vXY)
and since ( see [19])
VxY —VxY =a ' ((X,Va)Y + (Y, Va) X — (X,Y) Va)

we obtain
2
trace,Vdy (dg,dg) = 2a~ op.dy (dgb (Vaog) — |d§|Voz0¢> )

Finally we infer that

2
7+ (y00) = 20~ 06.F (%0 %0 )y <d¢ (Vaos) - 2Ly ¢>

vy (rr (8)) + ' (' id )d 0dd (V).

Lemma 2 Let ¢ be an F-harmonic map from an m-dimensional Riemannian
manifold (M, g) (m > 2) into the Euclidean unit sphere (S™,can) (n > 2).
Then for any v € R"™ — {0} and any t, € R we have

d v
%EF (7t 0¢)t:t =

Shto , |d¢| B ,
"] /M ¢F< >(|d¢| odf? — o, *) du,

2
- [ atoor ("@f’) (6 (V £,,) ,700) du
M

where f;, =

and
o = ¢ysht, + |v| cht,’

Proof Recall that the first variation formula of the F-energy is given by

d
%EF (’Y;JO(ﬁ)t:tu - - /1;/[ <TF (7tvoo¢) 7§O (’}/;}00¢)> d’Ug.

By Lemma 1 and the fact that ¢ is F-harmonic we get

d v
aEF (vt 0¢)t:to =
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2 2
—/ 20, 00. F' (afooqﬁ. |d§)| ) <(Voztoo¢)T — |d§| Vay, oo, vo¢> dvg
M

—/ F’ <|d§| ><d¢(Vft ), Do) dv,
M

and since ( see [19] )

N
Vol = - (CTZ") sht,® 2)
we have
— (O‘g )2 2
(Vay, 00, 00¢) = — |;| sht, [Tog|” . (3)

Now let (e, ..., e,,) be an orthogonal basis on M

<(Vo¢t op)" v0¢> Z Vay, o¢,dp(e;)) (Top, dp(e;))
i=1

= Sht 2 (Tog, dp(e;))
=1
- —S(jj (a,00)2 |déu
Hence p
EEF ('Vfoqs)t:to =
2
_2% ¢>F’< 1o ) (“‘f [06]” d<z>v|2> dvg
2
_/ o? 0p.F’ (@) (dé (V f,) , T0d) du,.
M
We set
d
gm—/%WFC¢>umwmm@m.
M
Lemma 3

g(t) =

[ ton (w200 28 aof a5 (7 a1, 000 00)

2 1,2 |d<l5|2 2 F/(at20¢-|d¢|) |d¢|
+/Mat0gb. (F (o 0. 5 Yo op — o (d§23 F" 5 B ||d<;5| dv,
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Proof First, we compute V f;

F"(a?0¢. |d(§|2 )
()
/ lde? 2
F(O‘t(lj;) )F”<|d§| ><Vd¢>,d¢>

o (e
_ F”(afoqﬁ.ldflg)

ldg|?
(M)

(02 .|d¢|2 F'(a? M d 2
. <;¢>¢ oo e (124 )) (vt
() (1455

v/, = (atoqb. d6[? V (az00) + a2og. (Vde, d¢>)

06 |dg|* V (ar00)

2
o) = [ ot onF (dg' ) (d6 (V1,,) . Tod) dv,
= [ 00006 20 o (469 (00,000) 700)

p |dg? F'(0f,00.155) \d¢|
+/Mafooq5. (F (a?oogb. 5 )at200¢— F/t(d¢2§ (4)

X <d¢ (v |d¢|2) ,§0¢> dv,.

Let {eq,...,em} be a basis of T,,M which diagonalizes ¢*can, we have

<d¢ <V'd¢2> vo¢> — (V,.dd, dd) (Top, dd(e;)) (dD(er), do(e,))
2 ’ - € ’ ’ J 1) J

= (Ve,do,do) (vog, dp(e;)) ¢*can (ei, e;)
= (Vaogdo (e5) ,do (e;))
= (Vag(e;) 000, do (¢;)) + ([od, do (¢;)] ,do (e5)) -

Likewise we get

([0, b (e)), 46 (e3)) = 3 = =0 77 100 (e5)]

1d

= 9t =0 af |d¢(61)|
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and taking account of (1) we obtain that

([0, 46 (e3)] ,d (e)) = 22 1db ()2

[l

so we infer that

2
<d¢> <V'd¢" ) ,vo¢>> - f:)' dof2 + (V.. Tod, dé (c;))

2
and
(V.. Tob,dé (e;)) = Ve, (T0d,dd (c;)) — (To, Ve,dd (c;))
= Ve, (v,d¢ (¢;)) — (Tog, Ve,dé (e;))
= (1.V.,46 (e;)) — (700, V., 6 (c;))
= (v —To, Vo, deb (¢;)) = 0.
Hence
<d¢ (V'd§'2> ,vo¢>> = 2% ol )
Now set

2 2
olt) =25 [ ot oo P (aww ) (—'df' lvo¢|2+d¢v|2> de,

|v] 2
do|? . |do|?
- /M afoo¢.F”(a§Oo¢.| ?' )‘ f' (do (V (e, 00)) ,Tog) dv,

and since by (2) we have

ht,
(06 (7 (o1,00)) .Tod) = ~ 0 00 |do,

we get

ht, do|? do|? do|?
o(t,) = S‘Ut| y ? 0g. <F’ (at200¢>.| ;ﬂ >+ozfoo¢.| (5‘ " <at200¢.| §| >> |dep,|?

(6)
2 2
—F <afﬂo¢.|d§| ) |d§| |v0¢|2] dvg.

or

sht, »
plt) = =2 [ o 00T (1700) v,
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Proof ( of Theorem 1) Recall ( see [14] ) that for any conformal diffeomor-
phism v of the unit sphere S™ there exist an isometry r € O (n + 1), a real
number ¢ > 0 and a vector v € R"*! — {0} such that v = ro7}, so it suffices
to consider 47 with ¢t > 0 and v € R**! — {0}.

On the other hand

& Br (306) = plt) + x(1)

2 1(A2 |d¢|* 2
[dd) F'(a09. "5 )FV,<|d¢| ) 4o do,

nwb@ﬁw.F%ﬁwizm%¢F%%ﬁ> )

and @ (t) is given by (6). Now, since the function F is admissible we infer
that x(¢) <0 . Since the energy stress-tensor S} (yo¢) = SI' (109) of yo¢ is
positive ( resp. positive defined ) by assumption and

Sﬂwm:F<wmwﬂ>wmwﬂg

2 2

F(umwm>+wwwwp<dmww>hww%m

2 2 2

d do|? do|®
F<t¢¢>|?g_ﬁ<ﬁob?>

ch) do
t ‘ | F// < | | )
so the tensor

2 2
F <afo d?') |d§| <F/< 4] >+at |d¢|F’/< |d(§>> *can

is positive ( resp. positive defined ). Consequently (t) < 0 (resp. ¢(t) < 0)
for any ¢ > 0 and the proof of Theorem 1 is complete.

=ajog

o*can
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