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Introduction générale

L’objet de cette these est d’étudier I'existence et la multiplicité des solutions positives pour
les problemes aux limites quasilinéaires du type

—(p (u))" = g (u) dans (0,1),
{ w(0) = (1) =0, 1)

ou ¢, (y) = \y]p_Q y,y €ER, p>1et g: RT — R est une fonction continue.

Concernant le cas p = 2, I'opérateur p—Laplacian u — — (¢, (')’ est un opérateur
linéaire, contrairement au cas p # 2, cet opérateur est un opérateur elliptique non linéaire.

Plusieurs méthodes ont été utilisées pour 1’étude les problemes du type (0.1), citons entre
autres la méthode variationnelle, la méthode du degré topologique, la methode du tir et la
méthode de quadrature qui est notre méthode de travail dans cette these.

Cette méthode a été considéré pour la premiere fois Z. Opial en 1961 (voir [42] ), puis par
T. W. Laetsh en 1971 (voir [36] ) et apres par J. Smoller et A. G. Wasserman en 1989 (voir [58] ).

Concernant les problemes aux limites faisant intervenir 'opérateur p— Laplacian, cette
méthode a été considéré pour la premiere fois par M. Otani en 1984 (voir [46] ).

Les problemes aux limites faisant intervenir le p—Laplacian joue un role important dans
certaines applications physiques telles que 1’élasticité non linéaire, les problemes de réaction-
diffusion, la glaciologie, la mécanique non-Newtonienne, les fluides dilatants et les fluides
pseudo-plastiques.

Cette these est organisée comme suit

Dans le premier chapitre, on décrit la méthode de quadrature qui va nous permettre de
détecter les solutions positives des problemes aux limites du type (0.1)

Le chapitre deux est consacré a l'existence et la multiplicité des solutions positives du
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probleme aux limites suivant

— (i (W) = ag, (u) — by (u) + ¢ dans (0,1),
{ u(()sizu(l):gg7 ’ (0.2)

ot g, (y) =yl 2y, yeR, p>1,a>0,b>0et c>0.

Dans le troisieme chapitre on étudie ’existence et la multiplicité des solutions positives pour
le probleme aux limites suivant

— (¢, () = ap, (u) — b 2 (u) — c dans (0,1),
{U(Of:u(l):g, ' (0:3)

oilgop(y):|y|p_2y,y€]R,p>1,a>0,b>Oetc>O.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [25].

Le chapitre quatre est consacré a l'existence et la multiplicité des solutions positives du
probleme aux limites suivant :

{—wﬂwwz — f (u) dans (0,1), 0.4)

ou p, (y) = P2y, yeR, p>1, u>0et f: RY — R* une fonction p—convexe c’est-a-dire
Vp>1, Vu>0, (p—2)f (u)—uf’(u) <0.
et satisfaisant certaines conditions.

Le cinquieme chapitre est consacré au nombre exact des solutions positives du probleme

aux limites suivant :
u? +u~*) dans (0,1),

— (g (1)) = A(
L2 05)
ou g, (y) = |y]p72 Yy, yER, p>1, A>0,¢>0et 0< a<1sont des parametres réels positifs.

Le probleme (0.5) a été étudié par Zhongli.Wei [63] pour le cas p = 2. Le but de ce chapitre
est de généraliser les résultats obtenus par Zhongli Wei.



Chapitre 1

Méthode de quadrature

Introduction
Dans ce chapitre on présente une méthode de quadrature qui va nous permettre d’étudier
I'existence et la multiplicité des solutions positives des problemes aux limites du type

— (o () = g(
{ w0 (0) = (1) = 0, (1.1)

ot @, () = |y’ 2y, y €R, p>1et g: RY — R une fonction continue.

1.1 Régularité des solutions

Definition 1.1 On entend par solution classique du probléme (1.1), toute fonction
u € C1([0,1],R) telle que

i) o, ouest de classe O ([0,1]),
ii) wu est vérifie le probléeme (1.1),
iii) u(x) > 0, pour tout x € [0.1].
Lemme 1.1 Soit u une solution du probléeme (1.1), alors
i) u est de classe C*([0,1]) si 1 < p <2,
i) u est de classe C*([0,1])\Z sip > 2,

. Z:{ueCl([O,l]):u/(x)zoet:ce[0,1]}.

Preuve. Voir la proposition 2.1 dans [47]. =
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1.2 Condition nécessaire et suffisante d’existence des so-
lutions positives

L’objet de cette partie est de donner une condition nécessaire et suffisante d’existence des
solutions positives pour le probleme (1.1).

Pour cela on a besoin de donner quelques notations et définitions.

On note par

ST ={ueC" ([0,1]) :u>0dans (0,1), u(0) =u(l)=0et v (0)=FE>0}.

Soit AT le sous ensemble de ST constitué par les fonctions u satisfaisant :

i) v (0) =FE >0,

ii) u est symétique par rapport a %,

iii) La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans (0, 1).

On note par B* le sous ensemble de ST constitué par les fonctions u satisfaisant :
i) v’ (0) =0,

ii) u est symétique par rapport a %,

iii) La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans (0,1).

On note aussi par s; (p, E) le premier zéro positif de I’équation

E? —p'G (u) =0,
ou G (u) = /g (s)ds.
0
Maintenant on définit pour tout £ > 0 et p > 1 'application temps T, par

S+(p,E)

du
[EP — p/G (u)]

T+ (pa E) =

On note par
Dt={E>0:T,(p,E) < +o0}

Alors on a le résultat suivant

Théoréme 1.1 i) Le probléme (1.1) admet une solution dans A%tsi et seulement si, il existe

E >0 tel que E € D" et Ty (p, E) = % et dans ce cas la solution est unique.

it) Le probléme (1.1) admet une solution dans Bt si et seulement st Ty (p,0) = 1 et dans
ce cas la solution est unique.

Preuve. Voir le théoréme 5 dans [1]. =



Chapitre 2

Sur le nombre exact des Solutions
positives pour une classe de problemes
aux limites quasilinéaires

Introduction
L’objet de ce chapitre est d’étudier I'existence et la multiplicité des solutions positives du
probleme aux limites suivant

w(0) =u(1) =0, (2.1)

{ —(¢p (W) = auP™t — bu*~2 4 ¢ dans (0,1),
ot @, () =y’ 2y, y R, p>1,a>0,b>0et c>0.
Les problemes du type (2.1) on fait I'objet de nombreux travaux dans les cas unidimensionnel
et multidimensionnel.
Dans [10], A. Ambrosetti et G. Mancini ont considéré le probleme aux limites suivant

—Au = Au— f(u)— h(x) dans Q, )
U = 0 sur 012, (1))

ol f: R — R est une fonction de classe C?, f(0) = f'(0) = 0, sf”(s) > 0 pour s # 0,
f'(s) = £oo quand s — £oo et Q est un domaine borné de RY, N > 1 de frontiere assez
réguliere 0€). On note par A\; et Ay la premiere et la deuxiéme valeur propre de 'opérateur
laplacien A.

Les auteurs ont montré que si h est suffisament petit et \; < A < Ay, le probleme (1))
admet exactement trois solutions. De plus si Ay est simple et h petit, alors il existe € > 0
tel que si Ay < A < Ay + ¢, le probleme (1,) admet exactement cing solutions.

Dans [8], A. Ambrosetti a considéré le probleme aux limites suivant :

—Au = Au— f(u)+ h(x) dans Q 5
u = 0 sur 012, (23)

ot f: R — R est une fonction de classe C?, f(0) = f/(0) = 0, sf”(s) > 0 pour s # 0,



liin ! (SS) = 400, Q) est un domaine borné de RY, N > 1 de frontiere 99 de classe C% et
S—1 00
h € C% (). On note par A la k*®™° valeur propre de I'opérateur laplacien A.

L’auteur a montré que si h = 0 et A > Ay, le probleme (2,) admet exactement deux solutions
I'une positive u; et 'autre négative us. De plus si A > \; avec \ # )\, alors il existe £y, > 0
tel que si ||h]|;2 < €y, le probleme (2,) admet deux solutions.

Dans [52], B. Ruf a considéré le probleme aux limites suivant

{ —Au = u®—du+h(z) dans Q,

g—z = 0 sur 02, (32)

oll A est une constante positive, 2 est un domaine borné de RY suffisament régulier et h est
une fonction donnée.

L’auteur a utilisé la théorie de singularité au sens de H. Whitney et R. Thom pour donner
une description complete de la structure des solutions pour le probleme (3,). Il a indiqué que
si h =0etsi A> 0, alors le probleme (3,) admet seulement trois solutions qui sont u = 0,

ulz\/Xetugz—\/X.

Dans [15], H. Berestycki a considéré le probleme aux limites suivant

—u” = Xu— f(u) dans (0,1),
{ w(0) = u (1) =0, (1)

ot A est un parametre réel et f : R — R est une fonction de classe C! et vérifie
f(0) = f(0) =0, lim /() = 400 et la fonction r — /()

r—+oo T r
(0, 400).
Sous ces hypotheses, 'auteur a montré les résultats suivants
- Si A < A\ avec A la premiere valeur propre de l'opérateur u — —u”, alors le probleme
(4)) n’admet que la solution triviale u = 0.
- Si A < A < Ay avec Ay la seconde valeur propre de l'opérateur u — —u”, le probleme
(4)) admet exactement deux solutions v = 0 et u; avec u; strictement positive.
L’auteur a montré que si on change f en —f et si A < Ay, le probleme (4,) admet exactement
deux solutions u = 0 et u; avec u; strictement positive.
Dans [29], M. Guedda et L. Veron ont considéré le probléeme aux limites suivant

{ — (pp ()" = Ay (u) = f (u) dans (0,1),
u(0) =wu(l) =0,

est strictement croissante sur

ol ¢, (y) = lylP %y, y € R, p> 1, X est un parametre réel et f : R — R est une fonction de
r
classe C'! impaire telle que la fonction r +— g (1) = / (( )) est croissante sur (0,400) avec
Pp T

limg (r) =0et lim g(r) = +oc.
r—0 r—+400
En utilisant la méthode de quadrature, les auteurs ont montré les résultats suivants

- Si A < A avec A; la premiere valeur propre de I'opérateur u +— — (i, (u'))", alors
le probleme (5,) n’admet que la solution triviale u = 0,
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- S1 A1 < A < A avec Ay la seconde valeur propre de l'opérateur u — — (¢, (u')), le
probleme (5,) admet exactement deux solutions v = 0 et u; avec u; strictement positive.

L’objet de ce travail est de montrer que les résultats obtenus concernant les solutions
positives pour le probleme (5,) sont différents de ceux qui ont été obtenus par M. Guedda et
L. Veron si on remplace la fonction f par une fonction de la forme b2 (u) — ¢ avec b et ¢ deux
constantes strictement positives.

Le plan du chapitre est le suivant. Premierement, on énonce les résultats principaux de
ce chapitre. Deuxiement, on donne quelques résultats préliminaires et enfin, on démontre les
résultats principaux de ce chapitre.

2.1 Théoreme principal

Théoréme 2.1 On suppose que a > 0 et b > 0. Alors on a les résultats suivants

(A) Si 1 < p < 2, alors pour tout ¢ > 0, le probleme (2.1) admet une unique solution
positive qui appartient a A™.

(B) Sip>2eta>(Z)(2k(p), ou

1
dt
k(p) = / + converge pour tout p > 2,
"

(1= ) = 5y (1= 1)

T 2p—1

1
P

alors le probléme (2.1) n’admet aucune solution positive.
(C) Sip>2eta< (ZL)(2k(p), alors il existe un réel c, > 0 tel que

i) Sic > cy, le probleme (2.1) n’admet aucune solution positive,

ii) Sic < ¢, le probléme (2.1) admet une unique solution positive et de plus elle est dans
AT,

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1 Considérons [’équation en s > 0 :

b
EP —p (gs” — mszp_l - cs) =0, (2.2)

oup>1, E>0,p = z%’ a>0,b>0 et csont des paramétres réels.
Alors il existe un réel positif

» S\
E. (p,c) = {L <go/’— 5 b 1a2p1+0&)} ol o — (a—f— a —|—4bc>
p_

p—1\p 2b
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tel que
i) Si E > E,(p,c), Uéquation (2.2) n’admet aucune solution positive,
ii) Si E = E,(p,c), Uéquation (2.2) admet une unique solution positive sy (p,c, E.)
iii) Si E < E, (p,c), Uéquation (2.2) admet une solution positive s, = sy (p,¢c, E) € (0,a).
De plus
1) La fonction E — sy (p,c, E) est de classe C* dans |0, E, (p,c)| et on a

:a,

(p—1) B!
a s (p,e, B) —b s (p,c, B) +c

O+
oFE

(p,c, E) = >0, VE €0, E, (p, o).

2) i E)=0"
) E;r{)l+8+ (p7 C, )
3) Eh_{%*SJr (p7 c, E) =

Preuve. Pour tout p > 1 et £ > 0, considérons la fonction

b
S w(pvcyE,S) = Ep—p, (gSp _ —Sgp_l +CS)

p 2p—1
On a v
aa— (p,c,E,s)=—p' (asp_l —bs?? 4 c) .
s

L’équation

o . : o

s (p,c, E,s) = 0, admet une unique solution positive a,

S

de plus
lirrtl)@/z(p, ¢, E;s)=FEPet lim 9 (p,c,E,s)=+oc0
s5—

S$—+400

Alors on a le tableau de variations suivant

5 0 Q +00
% (p,c, E,s) — +
EP N, ~+00
0589 | o)
Alors on a .
i) Si £ > FE,(p,c) = [p%l (%Oz” — g+ caﬂ ", Péquation (2.2) n’admet aucune so-

lution positive

ii) Si F = E, (p, ¢), I'équation (2.2) admet une unique solution positive a

iii) Si £ < E.(p,c), 'équation (2.2) admet dans l'intervalle (0,«) une unique solution
positive sy = s; (p, ¢, F) qui satisfait

gL\ (p,c B)

p a _ b $2-1
p—11p ’ 2p—1"7"

(p,c, E) + csy (p, c, E)} =0,VE €0, E, (p,c)] (2.3)
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1) Pour tout p > 1 et ¢ > 0, considérons la fonction

a b
E.s)— 1 (E,s)=FEP —p | —sF — ———s7!
(B.s) s 0(B5) = B2 (2 P o)
définie dans 0, = (0, E,) x (0, ), donc v € C* (92,) et

(Z_f (E,s)=—p (asp_l — bsP 7% 4 c) < 0 dans 2.

On observe que pour tout 0 < E < E, et ¢ > 0, s; (p, ¢, E') appartient a Uintervalle (0, «) et
satisfait

v (E, sy (p,c,E)) =0. (2.4)

D’apres le théoreme des fonctions implicites, la fonction
E s sy (p,c,E) est de classe C* ((0, E,) ,RT).
En dérivant par rapport a £ 1’égalité (2.3), on obtient

(p—1)EF!
ast ' (pc,E)— bsip_2 (p,c, E) + ¢

Osy
OF

(p,c, B) = >0, Vp>1,Ve>0et VE €]0,E,[.

2) Pour tout p > 1 fixé et ¢ > 0, la fonction définie dans (0, E,) par : E — s, (p,c, E) est
strictement croissante et de plus s, (p, ¢, E) € (0,a).
Alors les deux limites

lim s, (p,c, E) =1y et lim s, (p,c, E) =, existent et sont finies et on a 0 <y < I, < a.
E—0+t E—E.

D’autre part, pour tout p > 1 et ¢ > 0, la fonction (E,s) — ¢ (E,s) est continue dans
0, E. (p, )] % [0,a].

La fonction E +— sy (p,c, E) est continue dans (0, E,) et satisfait la relation (2.4).

Par passage a la limite quand E tend vers 0, on obtient

0= lim w(Eaer (p,C,E)) :w(07l0)

E—0t

Donc [y est un zéro qui appartient a [0, a] de I’équation v (0, s) = 0.
Résolvons cette derniere équation par rapport a [y, on obtient

I E)=0"
Jim sy (p,c, B)

Ainsi par passage a la limite dans (2.4) quand F tend vers E,, on obtient

0= lim ¢ (E,s: (p,c, E)) = (FE, L),

E—FE.

donc [, est un zéro qui appartient a [0, a] de I"équation ¢ (E,, s) = 0.
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Résolvons cette derniere équation par rapport a [, on obtient
li E) =
ELHEl* S+ (p7 ¢, ) «
[
Maintenant pour tout p > 1, ¢ > 0 et E € |0, E,[, on définit application temps T’y par

S+(p,C,E) du
T+ (p7 G, E) = /
0 [EP -7 (%u” — U 4 cu)]

Lemme 2.2 Pour toutp >1etc>0, on a
1) lim T, (p,c, E) = 0"
E—0t

3=

+00 sl <p<2

2) Tm Ty (pe.B)={
)EE%* +(p>c7 ) { <p/)T1 J (p’c) stp > 2,

ou
B @ du B “ _a s, b op—1
J. (p,c)—/o o) - (u)]% et F (u)—/o f(t)dt—pu —2p_1u + cu.

Preuve. Pour tout p > letc>0et F < E,, on a

! (p.c, E)
5+1P:G du
T+ (p7 ¢, E) = /
0 [EP —p (%ul’ — w4 cu)]

RSl

2p—
5+(p7C7E) dru/
<)
0 [(g b 2p—1

p

2 s (p, B)— 5557 (po, BE) +csi(pc, E)) — <9up — Tb_luzf’_l + cu)}

3=

:(p,)—pl/l sy (pye, E) dt
l

1

2 % (.6, ) (1 - 19) — 5y (o B (1= 971) 4 ¢ 5, (o B) (1 - )|
1
;1 dt
:(p’)?’/ '
0 o (1m )= o (g, B) (1 — 21) 4 0]
b (1=17) = st (e B) (1= 271) + 5
Alors
. 1 dt
gm0, To (pe, B) = ()7l | : L
. - _ c(1—t p
bww%#ﬁwwﬂﬂ%mﬂfmﬂ

—1 1
=) / lim &
0

a _ B b_ p—1 _ 42p—1 M
y (1=t) = 5580 (pc, B) (1 — 12 )+STI(P’C’EJ

bS]

=
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2) On a
5+(pvch) du
T+ (pa c, E) = / 1
0 [EP — p'F (u)]?
1 SJr(p’C’E) du
-7 | :
0 [F (8+ <p7 Gy E)) —F (u)]p
Donc
_ S+(p7C7E) d
lim Ty (p,c, E) = (p/)» lim - :
E—Ex E=Ex | [F (5+ (pv c, E)) - F (u)];

Par suite
-1 [ du
hm T+ (p’ C, E) = (p,) P / 3 -
E—Ex 0 (a . u)P (¢ (u))p
_J T sil<p<2,
L) Ji(pe) sip>2.
]

Lemme 2.3 L’application E +— Ty (p,c, E) est strictement croissante sur (0, E,) .

Preuve. On a

s+(p,c,E) du
TY (p7 G E) = / 1
oG]

= (p)7 x

/S+(p,c,E) du
0 [g b 2p—1

2 (s (p e B) = w) = 5t (77 (e, B) —u1) + ¢ (54 (p,c B) — )]

= (p’)%l T+ (54 (p,c, B)),

RS
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ou
B s+(p,c,E) dU/
T+(S+(p7C7E>):/ op—1 1
0 (2 (& peB)—ur) =gt (557 (e B)—u2 =1 ) e (54 (picsE)—w)] ?

On a ~

8T+ 88+ d T+ (S-i- (pa c, E))

E) = &t E .

o5 PoB) =55 P e B X =m0 E

Posons s := s, (p,c, E)
dT, (s) _d /S du
ds  ds e b 2p—1 2p—1 %
[5 (7 —uP) — 53 (8% —u®™l) +c <3_“)]
d (! $
- = Tdt
0 [ (1 —tr) — 182p L1 —t%1) +cs (1_t)}p
1 [ H —H
_ ]_?/ (p,C,S) (p,C,U) L—«—ldu7
O s[o (- w) - gt () e (s—w)
Ofl b
H — — 1 - 2p71 .
(p,c,u) =(p—1) <2p —qu ot cu)

On a

on
ou

Comme H est strictement croissante par rapport a u, il en résulte que

(p.c,u) = (p—1) (bu™*+¢) >0,Yu > 0.

H(p,c,s)—H(p,c,u) > 0.

Par suite

d T, (s) <0

Comme 85* = (p, ¢, £) > 0, on obtient

ar,

5 (p,¢, E)>0,Vp>1letVE € (0,E,).

C’est-a-dire l'application E +— Ty (p, ¢, E) est strictement croissante. m

Lemme 2.4 Pour tout p > 2, on a
(1) lim J; (p,c) =a7 k(p),
c—?O+ N
(2) CEE’FIlOOJJr (p7 C) =0 )

(3) L’application ¢ — Jy (p,c) est strictement décroissante.
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Preuve. 1) On a

J—I— (p7 C) =

3=

aqnp — b 2p-1 _(aeyp _ _b ,2p—1
[(pa 51 + co U 551 +cu

I
O\H
QL
~
=

[g (1 —tr) — 2ear=t (1 —t2p-1) + calP (1 — t)}

2p—1
Alors
lim J; (p,c¢) = Ui 1 dat
im J; (p,c¢) = lim T
c—0t c—07t P
0 [g (1— ) — glyar=t (1 - t2-1) 4 cal=? (1 - t)}
B a;l L dt
= P 1
© - - g -y
=av k(p)
(2) On a
. a _ _ _
S LE (A=t =5 0" (L=t +eatr _t)]
2(1—t7) b
— i p—1 | P _ _ 42p—1 2—2p o
= lim o e 21 (1 =671 +ca® (1 —1t)
I s va*+4be) | b (1= 1) 4 4b%c (1 —t) .
c—+o0 ) 2p—1 (a +vVaZ + 4bc)2
Comme
. a -+ va? + 4be
lim = +00
c—+00 2b
et
2b b 4b%c(1—t
lim | = (1—) - —— (1=t + cd -1 5
c=r+oo | P a++vVa?+4bc  2p—1 (a + Va2 + 4bc)
=3 b : (1—¢*") +b(1—t) >0, pour tout ¢t € (0,1)
D —
alors

b
CEE]OO |:% (1 - tp) - 2p o 1Oép71 (1 - t2p71) -+ COélip (1 — t):| = 400.
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Par suite
lim ‘]+ (p7 ) - 0+
c——+o00
(3) On a
« du
‘]+ (pv C) = / 1
0 [(%oﬂ’ — g+ ca) — (%up — Ul cu)} :
! dt
= 1
0 [g(1-t)——1ap (1 — 20-1) 4 cal- p(l—t)}
B /1 dt
0 [g (1) — gy (a+ Va2 T 4be) (1 — 2-1) + — 2 (1~ t)] v
Alors
b 1 t2p 1 2ab(a+\/a2+4bc)+4b2c "
8J+ —1 1 (2p—1)Va2+4bc ( o ) \/a2+4bc(a+\/a2+4bc)2 ( N )
e (p,c) = —/ zar 0t
0 a _ c P
[5(1—15 ) — i (a+ Va? +4be) (1 — t21) 4 2 %(1—@}
/ [t (=) = (1= 1)) at
p\/a2 + 4be " _ . S
[5 (1 7) — 5 (a+ va? + 4be) (1 — t2-1) 4+ —Ze__ %(1—@] |
Posons 1
L(tp) =—-—(1-t*1 —(1-1).
On a
oL 2p—2
5 (t,p) =1—1t+"*> 0, pour tout ¢t € (0,1),
Comme 5 o
— <P
L = t L(1,p) =
(0,p) 2p_1<06 (Lp) =0,

on obtient que
L (t,p) <0, pour tout ¢t € (0,1).

Ainsi
7.
Oc

C’est-a-dire I'application ¢ — Jy (p, ¢) est strictement décroissante.

(p,c) < 0, pour tout p > 2 et ¢ > 0.
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2.3 Preuve du théoreme principal

Preuve de ’assertion (A)
On suppose que 1 <p<2eta>0,b>0etc>0
D’apres les lemmes 2.2 et 2.3, on a
lim T E)=07
i El_%lJr + <p7 c, ) 9
° JEhﬁlr%*TJr (p,c, E) = 400,

e £ T, (p,c, E) est strictement croissante.

Donc ’équation de la variable E, T (p, ¢, E) = % admet une unique solution positive dans
0, E,).

Par le théoreme (1.1), il résulte que le probleme (2.1) admet une unique solution positive
et de plus elle est dans A™.

Preuve de ’assertion (B)
On suppose que p > 2 et a > ;%1 (2K (p))P.
D’apres les lemmes 2.2 et 2.3, on a
lim T E)=0"
i Eg{)l‘* + <p7 Cy ) )

o lim T, (pc,E)= ()T Ji(p,c),
E—FE,
e application E — T, (p,c, E) est strictement croissante.
Donc 'équation de la variable E, T, (p,c, E) = % admet une solution positive dans (0, E,)

si et seulement si (p’)%1 Ji(p,c) > 1.

Maintenant par le lemme 2.4, on a

o ()7 limJ (p,c) < 3,
c—0

o ()7 lim Ji(p,c) =0,

c—>+00
e l'application ¢ — J; (p, c) est strictement décroissante.

—1
Donc il n’existe aucun réel ¢ > 0 tel que (p')? Jy (p,c) > L et par suite Péquation de la

2
variable E, T (p, ¢, E) = 5 n’admet aucune solution positive.
Ainsi par le théoreme (1.1), il résulte que le probleme (2.1) n’admet aucune solution positive.

Preuve de 1’assertion (C)
On suppose que p > 2 et a < ;%1 (2k(p))*.

D’apres les lemmes 2.2 et 2.3, ’équation de la variable E, T, (p,c, E) = % admet une solution

positive dans ]0, E,] si et seulement si (p’)%1 Ji (p,c) > 2.

2
Maintenant par le lemme 2.4, on a
-1
o (PP lim J, (p,c) > 2,
() O +(pc) >3
NB li —
o ()7 lim Ji(p,c) =0,
e l'application ¢ — J, (p, c) est strictement décroissante.
Donc il existe un réel ¢, > 0 tel que
—1
e ()7 Ji(p,c) < 3, pour tout ¢ > ¢,
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« ()7 Ji(pe) =3,

° (p’)%1 Ji (p,c) > %, pour tout ¢ < c,.

Donc I'équation de la variable E, T (p,c, E) = % admet une solution positive dans |0, E,]
si et seulement si ¢ < ¢,. Ainsi par le théoreme (1.1), il résulte que

i) Si ¢ > c¢,, le probleme (2.1) n’admet aucune solution positive,

ii) Si ¢ < ¢, le probléme (2.1) admet une unique solution positive et de plus elle est A™.



Chapitre 3

Sur le nombre des solutions positives
pour une classe de problemes aux
limites quasilinéaires avec quotas
constant

Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier I'existence et la multiplicité des solutions positives du

probléeme aux limites suivant

{ —(op (W) = agy (u) — by} (u) — ¢ dans (0,1),
u(0) =u(l) =0,

ot @, (y) = |yl 2y, y €R, p>1,a>0,b>0et ¢ > 0.
Les problemes du type (3.1) ont été étudiés par plusieurs auteurs.

Dans [20], les auteurs ont étudié le probleme aux limites suivant

—u" = au — bu® — ¢ dans (0,1),
u >0 dans (0,1),
u(0) =u(l) =0,

ou a, b et ¢ sont des parametres réels positifs.
En utilisant la méthode de quadrature, ils ont montré les résultats suivants
- Sia <\ = 7?2, alors le probleéme (1.) n’admet aucune solution positive.

(3.1)

- 11 existe ¢ = ¢ (a,b) tel que si ¢ > ¢, alors le probleme (1.) n’admet aucune solution

positive.

3(a=r?)’ 3(30+r?)(a=r?) _} _ 3am)’

.2 2 — i
Si e <a< 3w etc<cl—m1n{ T o -

probléeme (1.) admet au moins une solution positive.

, alors le

- Sim? < a < 27 et ¢ < ¢, alors alors le probleme (1.) admet au moins deux solutions

positives.
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Dans [43], les auteurs ont considéré le probleme aux limites suivant

—Au = au — bu? — cf (z) dans Q,
u > 0 dans €2, (2.)
u = 0 sur 0f),

ou a, b et ¢ sont des parametres réels positifs, {2 est un domaine borné régulier de R", n > 1
avec un bord 09 de classe C? et 0 : Q — R une fonction de classe C¢ (Q), 0 < a <1,

strictement positive sur  avec max 6 (x) =1 et 6 (x) = 0 sur .
e

En utilisant un argument de perturbation basé sur le théoreme des fonctions implicites, ils

ont montré les résultats suivants

- Sia < Mg, ou A\ est la premiere valeur propre de 'opérateur —A avec les conditions de
Dirichlet, alors le probleme (2.) n’admet aucune solution positive.

- Sia > A, alors il existe un réel ¢ (a,b) tel que si ¢ < ¢y (a,b), le probleme (2.) admet
une solution positive.

-+ Sia > A, alors il existe un réel ¢; (a,b) tel que si ¢ > ¢; (a,b), le probleme (2.) n’admet
aucune solution positive.

- Si b > 0, alors il existe § > 0 tel que pour tout a € (A, \; + 9), le probleme (2.) admet
exactement deux solutions positives pour 0 < ¢ < ¢y, exactement une solution positive
pour ¢ = ¢, et nadmet aucune solution positive pour ¢ > cs.

Dans [44], les auteurs ont étudié le probleme aux limites suivant

—Ayu=auP~' —u — ¢ h(z) dans Q,
u > 0 dans €, (3c)
u = 0 sur 0%,

ou A, désigne 'opérateur p—Laplacien défini par Ayu := div (\Vu\pi2 Vu), p>1,v>paetc

sont deux constantes positives, Q est un domaine borné de R" avec un bord 92 de classe C'*,

0 < a < 1 et connexe (si N = 1, on suppose que € un interval ouvert borné) h : @ — R est

une fonction continue avec h (z) > 0 pour x € Q, h(x) # 0, mag;h () =1et h(z) =0 sur 0N.
S

En utilisant le principe du maximum et la méthode des sous et sur solution, ils ont montré
les résultats suivants
- Sia < A (p), ou Ay (p) la premiere valeur propre de l'opérateur —A,, avec des conditions
de Dirichlet, le probleme (3.) n’admet aucune solution positive.
- Sia> A (p) et c assez grand, alors le probleme (3.) n’admet aucune solution positive.
- Sia > A\ (p), alors il existe ¢ (a) > 0 tel que si 0 < ¢ < ¢ (a), le probleme (3.) admet

1
i\?gg) " pour tout x € Q.

- Sia > A (p), alors il existe ¢; (a) > ¢o (a) tel que pour 0 < ¢ < ¢ (a), le probleme (3.)
admet un maximal des solutions positives et pour ¢ > ¢ (a), le probleme (3.) n’admet
aucune solution positive.

- Si ¢ > ¢, le probleme (3.) n’admet aucune solution positive.

une solution positive u de classe Ct (Q) satisfait u (z) > (

Dans [6], les auteurs ont étudié 1'existence des solutions positives faibles du probleme aux
limites suivant
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—Apu = am(z)uP~! — b — ch (x) dans Q,
u > 0 dans (2, (4.)
u = 0 sur 012,

ou A, désigne 'opérateur p—Laplacien défini par A, := div (]Vu|p72 Vu), p>1,v>p a
et ¢ sont des constantes positives, § est domaine borné de RY, N > 3, avec 012 de classe C7,
0 < < 1 et connexe. le poinds m satisfait m € C' (2) et m (x) > mg > 0 pour tout = € €,
Im|l, =1< ooeth:Q— R est une fonction de classe C** (Q), h(z) > 0 pour z € Q, h ne

s’annule pas dans 2, maxh (r) = 1 et h(z) = 0 pour x € .
z€eQ)
En utilisant le principe du maximum et la méthode des sous et sur solutions, ils ont montré

les résultats suivants
- Sia < A, ou A est la premiere valeur propre du probleme de Dirichlet suivant

~Ayju = dm(x)|uf’?uin Q
u = 0 on 012,

alors le probleme (4.) n’admet aucune solution positive
(al)ziil17 m(z)dz

- Sia>M\etec> +, alors le probleme (4.) n’admet aucune solution positive.
b’z;—l’/h(x)dm

Q

a >

g AL (p)
™m,

, olt A\; (p) est la premiere valeur propre de 'opérateur —A, avec des condi-

tions de Diorichlet, alors il existe cq (a,mg) > 0 tel que si 0 < ¢ < ¢g (a), alors le probleme
ch (z)
A (p)
L’objet de ce chapitre est d’amélliorer et de généraliser les résultats obtenus dans [20].
Notre chapitre est divisé en trois parties. Dans la premiere, on énonce le résultat principal.
La deuxieme partie est consacrée a quelques résultats préliminaires et dans la derniere partie,
on démontre le résultat principal de ce chapitre.

p—1 —
(4.) admet une solution positive u telle que u (z) > ( ) pour tout = € (.

Proposition 3.1 Sia < A\ (p), alors le probléme (3.1) n’admet aucune solution positive,
ot A1 (p) est la premiére valeur propre de l'opérateur p-Laplacien.

Preuve. Soit u une solution positive du probleme (3.1). Multiplions I’équation dans (3.1) par
u, on obtient

’
) _
— <|u’|p u’) u = auf — bu*"* — cu.

Par suite

’

u(x)de = /0 (au? (z) — bu” " (z) — cu(z)) da.

- [ (e @)



3.1 Résultats principaux 22

On a
_/01 <|u’ ()" (x))lu(x) da;:/ol o’ () da,

il en résulte que

1
0

/o ' ()" do = / (au? (x) — bu*™" () — cu (x)) da. (3:2)
En utilisant I'inégalité . )
[ W@z xe [ @ (33)

Alors d’apres (3.2) et (3.3), on obtient

A1 (p)/o uP (z)dx < /0 (au? (z) — bu” " (2) — cu(z)) da.,

c’est-a-dire ) ) .
(a— M\ (p))/ uPdr > b/ ! (z) dr + c/ u(z)de.
0 0 0

Comme u > 0 sur (0,1), b > 0 et ¢ > 0, on obtient que si a < Ay (p), le probléme (3.1) n’admet
aucune solution positive. m

Proposition 3.2 Sia > 0,b >0 et ¢ > Z—Z, alors le probleme (3.1) n’admet aucune solution
positive.

Preuve. Soit u une solution positive du probleme (3.1) et on suppose que ¢ > i—z
Pour tout v > 0, on pose
f(u) = aul™' —bu*? —c.

L’étude des variations de la fonction f montre que f est strictement négative. Donc par le
principe du maximum le probleme (3.1) n’admet aucune solution postive. =
Maintenant on s’interesse a l’existence des solutions positives pour tout a > A; (p), b > 0 et

2 , .
alors on a les résultats suivants

a
C<E’

3.1 Résultats principaux

Théoréme 3.1 On suppose que a > A (p), b>0et0<c<c, = (2};1) %. Alors on a

P

(A) Sil<p<2eta> (ﬁ) A1 (p), alors il existe un réel ¢y € (0,c¢,) tel que

i) Sic < cy, le probléme (3.1) admet une unique solution positive et de plus elle est dans
AT

i) Si c = cy, le probléme (3.1) admet exactement deux solutions positives, une dans A* et
Uautre dans BT.
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(B) Sil<p<2etA(p)<a< (p 1) A1 (p) et ¢ < min ((p—:—li)2b’ (2p— 1)(‘11)’\1( p) ) alors le
probléme (3.1) admet deux solutions positives et de plus elles sont dans A™.

op+1
(C) Sip>2eta> Wﬁp (l p;), ou 3 (.,.) est la fonction Béta d’Euler définie
p —
par

1
B(x,y) = /tx_l (1—t)Y""dt, pour tout z > Oet y > 0,
0

alors le probleme (3.1) n’admet aucune solution positive.
p
(D) Sip>2et A (p) <a<min [(%) A1 (p), 2PmP (p)}, ou m est défini par

m(p)(p’);/ol[

alors, le probleme (3.1) admet exactement deux solutions positives et de plus elles sont dans
AT,

dt

)

(1—t)—ﬁ(1—t2p—1)];

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.1 Considérons [’équation en s dans R

b
E? — (gsp ~5 1827’_1 — cs) =0 (3.4)
p P —

oup>1, E>0,p = p%l, a>MN(p),b>0et0<c< Z—Z sont des paramétres réels.
Alors, il existe un réel positif

1 1
b P Va2 — 4be\ 71
E, (p,c) = {_p (E&p — a?t — caﬂ ol o = (a +tva C) > 0,

p—1\p 2p—1 2b

tel que
1) St E > E,(p,c), léquation (3.4) n’admet aucune solution positive,
2) Si E = E, (p,c), Uéquation (3.4) admet une unique solution positive sy (p,c, E) = a,
3) Si E €0, E, (p,c)], ’équation (3.4) admet une solution positive s, = s, (p,c, E) .
De plus
4) La fonction E — sy (p,c, E) est de classe C' dans |0, E, (p, c)| et on a

(p—1) EF
a st (p,e, B) —b s (p,c, B) —c

65+

95 >0, VE €10, E, (p, )]

(p,c, E) =
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Preuve. Si £ =0, on a
a b

Zgpml

— =0
D 2p—]_8 C

, . . _ 2 N
Cette équation admet deux racines s; et s, pour tout ¢ < (2’; 21> L on

a a? 4bc p—1
p VP2 2p-1

I NN P

51 (2p ) 2%

:SJr(paC)a

et )

a a? 4bc p—1
v

ss=|(2p—1) ("~ v

Donc on prend s; qui est le premier zéro positif et le note s, (p,c).

Supposons maintenant que £ > 0. Pour tout p > 1let 0 < ¢ < (2’; §1> Z—Z, considérons

la fonction Wdéfinie sur RY  par

b
s =W (p,E,sc)=FE"—p Gor s~ s
p 2p—1

On a .
5 (p, E,s,¢c) = —p' (asp_2 — bs?72 — c)

Cette derniere équation admet deux racines distinctes réelles

0 — N T\ 7 AR N
T= 2 et o= 2

Alors, on a le tableau de variations suivant

5 0 vy o +00
% (p,c, B, s) + 0 — 0 +
U(y) +00
v (p.c, E,s) 7 ~ 4
EP EP — (%ap — g — ca)

D’apres ce tableau, il résulte que

1) Si EP —pf (%ap — Tb_loﬁp*l + ca) > 0, c’est-a-dire
1

E>E, (pc)= [% (‘loﬂ’ — 2%t - ca)] ” Téquation (3.4) n’admet aucune solution

positive,
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2) Si EP —p/ <%af” - 21)%0427”1 + ca) = 0, c’est-a-dire F = E, (p, ¢), 'équation (3.4) admet

une unique solution positive s, (p, ¢, E,) = a,
3) SiEP—p (%ozp — %L_loﬂp*l + coz) < 0, c’est-a-dire £ < E, (p, ¢), '’équation (3.4) admet
une unique solution positive s, = s, (p, ¢, E) € (v, @) qui satisfait

b
B ]% L%S]i (p.c,E) — 2p — 13117—1 (p,c, B) — sy (p,c, E)| =0, (3.5)

pour tout E € [0, E,]
4) En dérivant I’équation (3.5) par rapport a E, on obtient

Os (p—1) £
— (p,c, B) = — — > 0, pour tout E € (0, Ey (p,c)) .
oF (v ) a7 (p,e, ) —bs?P?(p,c,E) —c P ( (,€))
[ ]
Lemme 3.2 Pour toutp >1et0<c< (21’;1) %, on a
p

1) i E) =
) El_{{)l+8+ (p7 C, ) S+ (pv C)
2) EILHL%*SJr (p7 ¢, E) =

Preuve. 1) Supposons que

I E) = .
Jim s (e, B) =lo

Par passage a la limite quand E tend vers 07 dans (3.5), on obtient

a b

—IP - 12PN —cly = 0.

p’ 2p—1° “o
Donc [y est un zéro de I’'équation

Zep - b s s =0

p 2p-1 ’

alors

1
a a? 4be r
Lh=12p—1|-%+4/—=— .

Comme la fonction E' — sy (p, ¢, F) est strictement croissante, il résulte que

1

a a? 4be !
2= (E‘ P‘zp—l)]

= s+ (p, )

lim St (pa C, E) =

E—0t
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2) La fonction E — s, (p, ¢, E) est strictement croissante et comme s, (p, ¢, E) < a.
AlorsElirél sy (p,e, E) =, existe et est finie.
H *

Pour tout p > 1 et ¢ € (0, ¢,), la fonction (E,s) — ¥ (p, E, s, ¢) est continue dans
(0, E,) X [v,a].
La fonction F —— sy (p, ¢, E) est continue dans (0, E, (p,c)) et satisfait

\Ij(paE7S+ (pJC7E) JC) = 07
c’est-a-dire

p la b _
EF = 1 55{1 (p,c, E) — oy~ 15? "(p.¢.E) = csy (p,c, E)| . (3.6)

Par passage a la limite quand E tend vers E, dans (3.6), on obtient
U (p, Ey, L., c) = 0.
Donc [, est un zéro appartenant a |, | de 1’équation
U (p, By, 54 (p,c, E),c) =0.
Résolvons cette derniere équation par rapport a [, on obtient

lim sy (p,¢, E) =«

E—FE,
[
Maintenant, pour tout p > 1, 0 < ¢ < ¢, et E € (0, E,), on définit I'application temps T,
par :
s+(p,c,B) du
T+ (p> C, E) = /
0

T
p
[Ep —p <%up — quu%_l — cu)}

On définit aussi pour tout p > 1 et 0 < ¢ < ¢, "application

s+(p,c) du
h-i- (pa C) = / 1
* (e s -a)]

Lemme 3.3 pourtoutp>1et 0 <c<c,, ona

1) lim T E)=h
)ELIBI+ +(pacv ) +(p,C)

2) EILHL%*T+ (p, C, E) - { Jy (p, c) st p > 2,

\

ou

Jy (p,c) = (p’)%1 /Oa ) du et F(u) = up — b u?! — cu.
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Preuve. Pour tout p > let 0 < c < 1 ﬁ, on a
p 4b

1)

S+(pvch) d
U
lim 7, (p,c, E) = lim -
E—0t E—0+ » i (a,p b 9p—1 P
0 [E —p <5u — gl — cu)}
1
. sy (p,c, B)dt
— Lm +(p ) i
E—0t 1

0 B = p (25 (0,0 B) 0 — 5257 (p e, ) 27— csy (pc, E)t)]
1

_ / S+ (p> C) dt
0 | (458 ot — st (o) e — e (p) ) |

3=

s+(p,c)
B / du
— 1
b [ (s e - )]
- h+ <p7 C) :
2)
s+(p,c,E)
T—i—(paCaE):/ du 1
0 [EP — p'F (u)]»
B (p/)% /S+(P707E) du
— 1
0 [F (54 (p,c, B)) — F (u)]?
[ s (p.c. E) u
_ Tdt..
0 [F (s (p,c, E))—F(sy(pyc,E)t)]?
Alors
1
. FE
l]m T+ (p7 c, E) _ (p/) pl hm S+ (p7 c, ) - dt
B Ex E=ExJo [F (st (p,c,E)) — F(s1 (p,c, E)t)]»

«

=07 | o r

E du
— (p/) P / T-
o [Fa)— F ()’
comme « est une racine double de I'équation F' (o) — F' (u) = 0, alors on peut écrire

F(a)—F(u) = (a—u)’v(u), avec 1 (a) # 0.

dt
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par suite
-1 ¢ du
lim Ty (p,c,E)= (p/)™ /
B b 0 (a—u)r (¢ (u)r
(4o sil<p<2
| Ji(p,e) sip>2.
n

Lemme 3.4 Pour tout p > 2, on a

1) lim J+ (p, C) = a%m (p)
c—07t .
Y 0= (i) 5 (72)

C—>Cx

3) Uapplication ¢ — Jy (p,c) est strictement croissante.

Preuve. Pour tout p > 2, on a

1)
-1 [ du
Ji (p,c) = ()7 / T
0o [F(a) = F(u)]”
s dt
_ (p/) P / T
R )
1
—Wﬁ/ & i
" 21—t - rart (1= ) — catr (1 - 1)
Alors
i L dt
1 P
lim Jy (p,c) = (p) 7 lim I
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3) on a

0 Va?—4b -
[%(1_”)_%(1_7@ 1) —

W) / z i

2bc

a++va?—4bc

(1-1)]

J+<p7c):/0a [( , du ] .

1
p
Lap — a2l — ca> — (—uf” — =t — cu)}

p 2p—1 P 2p—1

En faisant le changement de variable u = at, on obtient

! dt
(o) = | { :

-
ar=1 (1 — t2-1) — cal=p (1 — t)] v

Comme o =

(a-l—x/@) P
2b

s (L=1) =55

1

1
, alors

dt

3=

J+(P70):/01 [

Donc

L(1—t7) — pi5 (a+ Va2 —4be) (1 — t271) —

2bc

a++V'a?—4bc

b (1— 1) — 2ab(a+\/a274bc)f4b2r;
(2p—-1) \/a2—4bc(a+\/a2—4bc)

va2—4bc

(-1

1
P

) w-ola

O (==L [
dc P v o

[2(119) = 7k (a + V@ = 2bo) (1 — 1) — 2=

(2p—-1)

a++va?2—4bc

[ L (1 1) (1 —t)] dt

(-]’

p+1

—b /1
= T
pvaz =dbe Jo [% (1— ) — 115 (a+ Va2 — 4bc) (1 — t2-1) —

2bc

a+va2—4bc

(1-1)]

p+1 °
p
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Posons 1
L(t,p) = @D (1=t = (1 1),
on a
OL op—2
E(t,p)zl—t > 0, pour tout ¢ € (0,1).
Comme
2—2
L(0,p) = 5 ]1? <0et L(1,p) =0, on obtient que L (t,p) < 0, pour tout ¢t € (0,1).
p ——
Ainsi
0J
Do (p,¢) > 0, pour tout p > 2 et ¢ < c,.

C’est -a -dire 'application ¢ — J (p, ¢) est strictement croissante. m

Lemme 3.5 pour tout p > 1, on a

i) lim sy (p,c) =07

c—0t )
i) li — (2=t a|P T
“) CILIES-F (pv C) - [( 2p ) b]
i7) 95+ — s54(p,c)
ZZZ) e (pa C) = as:’fl(p,c)fbsip72(p,c)fc >0, Ve € (0, C*)

Preuve. Pour tout p > 1, on a

i)

a a? 4bc p—l
. . p  Vr* 21
1 =1 2p—1) [ Z—2
Jp s (po) = lip 1 (2p = 1) %
=0t
ii)
1
a a? 4bc p—1
p V2 2p—1
limsy (p,c) =  lim , (2p—1) ? ;b P
C—>Cx C%(Qz;;l)?lib
C[{2p—1\a]7T
N 2p b
iii) On a
2p—1
_Sﬁ— (pac) - 2p_18+p (p,C) — G5y (p,C) =0.
En dérivant cette derniere équation par rapport a ¢, on obtient que
aS+ S+ (p7 C)
— (p,c) = > 0, pour tout ¢ € (0, cy).
o 10 0 (p.c) — b (po) —e (0rc)
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Lemme 3.6 Pour toutp > 1, on a
O
. . A P
Z) ll_)r%h'f' (pa C) = 2(pp,1) <1Tp> .
+00 sil<p<2,
it) limhy (p,c) =9 = g o\ .
c—Cx a’r (#)pﬁ(%ﬁ%) S’[,p>2.
iii) Uapplication c — hy (p,c) et strictement croissante sur (0, c,) .
Preuve. On a o
SHpe du
h—l— (pa C) = / 1
R
En faisant le changement de variable v = s, (p, ¢) ¢, on obtient
!
—1\»
he (p,c) = (p_p > / 5+ (P, ) dt.
a 2p—1 _
) [ (2 o) — s (o) — sy (o)) |
Comme )
a 2p—1
S (p0) = 5 () — s () =0,
il résulte que
b (v.c)d
p—1\~ st (p,c)dt
h+<pjc):(7> / b 2p—1 v
o5t (po)— 515y (po) a 2p—1 |7
° [( Rk ) 52 (p,0)t = 287, (p, Q) 10+ 5087 (p,c) 120

_(p=1V dt |
() / (20— ) 4 g o) (v — )]

i) Comme lim sy (p,c) = 0T, on obtient

3=

c—0t
11 d
— 1\~
hmh+<p,c>=(p ) [—"—
=0t p [gt B Qtp] 7
O [p" T p
I
_(p—l)l’/ dt
- 1
a — tplp
"
1
_(p—1\»* T
B a (p—1)sin%
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ii) Comme lim s, (p,c) = <£ (%))ﬁ, on obtient

c—Cx 2p

1
—1\r
lim h-f— (p, C) = <p—) / at 1
C—>Cx p ;
P

-1 (p—l)ll’/ dt
= QaQ?r _— 1
p [ »
0 — — —

iii) On a
s+(p,c) du
h-i- (pa C) = / 1
S Tk
1
_ (p/)%l S+ (p) C) dt

[e=]

1
2p—1 2p—1 —
(52 0.0 = g7 00) 1= (4 ey — gl e )|

_ /%1 / S (p,C) dt
) / [LF (51 (p.c) = F (54 (o) )P

alors
Oh. Nt Osy / L(t,s: (p,c))
_<7C>:< )p (,C) p+1dt7
ge PO e T O/p[tF (54 (b)) — F (54 (. ) )] 7
Lt sy (p,c)): =t [pF(s4(p,c)) — sy (pc) f(s+(p,e)]+
— [pF (s (p, o)1) = s (p, o) tf (s+ (0, 0) 1)].
On a
0*L ) , "
O (5 (0.0)) = 52 (0,0) [(—2) £ 54 (0, 0) 1) = 54 (2. ) (51 (. )1
=-2(p— 1)? bs%f_l (p,c)t**~* < 0, pour tout ¢ € (0,1).
Comme

L (07 S+ (p7 C)) =L (17 S+ (pa C)) = O:
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on obtient
L(t,sy (p,c)) <0, pour tout ¢t € (0,1).
Comme 9
s
8_C+ (p7 C) <0,
il résulte que
Oh
e (p,c) > 0, pour tout p > 1 et ¢ € (0,¢,) .
c
C’est -a -dire hy (p, .) est strictement croissante. n

Lemme 3.7 L’application E — T (p, A\, E) admet un unique point critique E*.

Preuve. On a

s+ (p,c,E)

du

0 [EP - (Qup — Tb_lum’*l — cu)]

T+ <p7 ¢, E) =

D=

p

1 S+(p,C,E) du
0

[% (si(p,c,E)—uP>— 2;’71 (sip_l(p,qE)—uzp—l)—c (s+ (pp,E)—u)]

Sl

ou
y s d
§i= S+(p,C,E) et T+(p,C,5>:/ - 1
D [e (e —w) = (s — ) — e (s —w)]
On a .
8T+ =1 88+ 8T+
_— E fr—y / P E —_—
o 6 E) =07 o5 (0,6 E) X —= (¢, s)
Comme %Q—E* (p,c, E) > 0, alors pour étudier les variations de 7', il suffit d’étudier les variations
de T,.
Maintenant on a
oT d [° d
T 2o g ) ;

. (sP —upP) — 2;—,1 (s2p=1 —u2r=1) —¢ (s — u)}
_d /1 s gt
T ds
O [z (- ) = St (1 — ) — s (1-1))
_1/8 H (p,c,s) — H (p,c,u)
0

s [% (sP —uP) — # (sP~1 —u?r=1) —¢ (s — u)]

3=

du,

B =
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ou

b
H(p,c,u)=(p—1) (2p — 1u2p_1 - cu) .

Et par suite, on a

OH _

% (p,C,U) - (p_ ]') (bugp 2 _C) 5
0*H

Ou2 (p,c,u) =2 (p—1)*bu®~2 > 0, pour tout u > 0,

U

H (p,c,0)=0et lim H (p,c;u) = 400,
uU—+00
OH

OH
u (p,c,0)=(1=p)e<0 etugl;nw% (p, c,u) = +o00.

1 L
Alors il existe deux réels s; = (197) =2 ot §9 = <@> 7 tels que

OH

a_u (p, c, U) <0 dans (07 Sl) )

oH

En (p,c,81) =0,

oH

S0 (p,c,u) > 0 dans (s1,+00),
H (p,c,u) >0 dans (sg,400),
H (p? C, 82) = 07

et
H (p,c,u) <0 dans (0,ss).

Par suite, on obtient

oT

a;— (p7 ¢, 5) < 0, pour tout s € (O’ 51>7
oT

8_; (P, c, S) > (), pour tout s € (32, —|—oo) .

D’apres ce qui précede on obtient

2p —1 2 aT
Vp>1,V0<c< pp2 (%) , 1l existe s, € [s1, $2] tel que 8—; (p,c,s.) =0.

Maintenant, on va montrer 1'unicité du point critique s, pour cela on va calculer la dérivée

seconde de T, par rapport & s.
On a

9T,
0s?

2p+1

(p,c,s):ptl ) [H (p,c,s) — H (p,c,u)]” du
p A 52 [% (sP —up) — sz—l (s2-1 — u2p1) — ¢ (s — u)}

.\ 1 /s U (p,c,s)— V¥ (p,c,u) du,
0 2 [2 o

P 2 (s —w) - o (8271 — y2r-1) — (s — u)} !

2p—1



3.2 Lemmes préliminaires 35

ol
—1)(p—2
U (p,c,u) = v 2p)£p1 )bu2p_1 +pp—1)u.
On a
ov op2
oy oW =@-1)F-2)bu""+pp-1)
Alors si p > 2, on a
ov
T (p,c,u) >0,
et par suite
T
W; (p,c,s) > 0.
Maintenant, on suppose que 1 < p < 2, on a
o*T oT I H —H *d
2= (p.c,s)+ st (p,c,s)zer / Hp.c.5) b, w)] du s
0s? ds P Jo [a P op b (2p—1 2p—1 o
[5(3 —w) = 5 (s —u )—c(s—u)}
1 [® —
"y 9(s) g (u) o
P e —w) - gl (e —wry —e(s—w)] 7
ol
9(w) = (p— 1 (e o+ cu
2p — 1 '
Comme
g (u)=(p—1)° (bu*~? +¢) > 0.
Alors, il résulte que
T oT
s? (932+ (p,c,s)+ Sa—; (p,c,s) > 0, pour tout s € (s1,$2) .
Si s, est un point critique, alors 661: (p, ¢, sx) = 0 et par suite
O*T
S (0.5 >0

Ceci montre que ~T ', est strictement convexe dans (1, s2), donc s, est un point critique unique
de 'application T',. Par suite £* est un point critique unique de ’application 7',. m

Lemme 3.8 Pour tout p > 1, on a
1
. *\ l Al(p) E
1) Clilgg_T-F(paC?E ) — 2 < a >
2) L’application ¢ — Ty (p,c, E*) est strictement croissante.
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S =

b
3) T+ (p7 ¢, E*) : <)\115p)) |:% - 583-71 (p7 C, E*) - Csiip (p7 C, E*) ’

2
pour tout 0 < ¢ < min (c*, a—2)
(p+1)°b

Preuve.
1) Pour tout p > 1, on a

Sx

lim 7T E*) =
AT (0re, )

3=

p 2p—

= (p’)_”l/ =
/ |:a p b_ g2l _ g <2up — Llu%*l — cu)}

— —— S

2p—1

1
-7 [ =
! [gszu—w) b2l (1 _ g2p-1) _ s, (1—15)}5

. 1 dt
= ()7 a
! 0/ [% (1—tr) — st (1 —1271) — s ™" (1 - t)] p

. 1—
= limcsy ¥ = 0"

. . . 1—

On a 81 < 8, < 59 et comme lim s; = lim so = 0" et lim cs; ?
1

0+ c—0t

c—0t c—0t c—

il résulte que

c—0+

1
. -1 dt
11mT+(p,c E)—(p)p/_
0

1
2
2) Pour tout p > 1, c € (0,¢,) et £ € (0,E;), on a

oTy =L Oy HEOE) et (peB)— H(pen)
E = NP E p,¢,s+(Dp,C, D,C,U d '
aE ( ¢, ) (p ) 8E (p? C, ) A o u

pS+(p,C,E)[F(S+(p,C,E))—F(U)] p

(3.7)
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8T+ — %1 88+ ( C E) \/s+(p’C’E) H(p,c,s+(p,C,E))—H(p,c,u) du—I'_
0

p+1
ps+(p,C,E)[F(S.‘_(p,C,E))*F(U)] »
B s+(p,c,E) 82 c. B —U2
1/ +<p7 ) ) du
0

p+1
ps+(p,C,E)[F(S+(p7C7E))—F(u)] P

D’aprés (3.7) et (3.8), on a

6s+ oT', s 8T+
8 (p7CE) 8E (p7CE)+8_E(pvcE) ac (p,C,E)
=1 Jsy 5+(p,c,E) s (p,c, ) — u?
= )7 S5 e, E)/ + (0.6, F) —rdu.
0 PS4+ (p,C,E) [F(S+ (p,C,E))—F(U)] P
Comme
05y st (p,c, E) —u? du. > 0,

s+(p,c,E)
(p,c, E) >0 et / T
aE 0 pbs+ (p7 ¢, E) [F (S+ (pu C, E)) - F(U’)] P

il résulte que pour tout p > 1, ¢ € (0,¢.) et E € (0, E,), on a

aS+ 3T+ 88+ 8T+
e (p,c, B) x B (p,c, E) + 5B (p,c, E) x 5% (p,c, ) > 0.
Comme (p, ¢, E*) =0, on obtient
8T+ *
Do (p,c, E¥) > 0.

C’est-a-dire lapplication ¢ — T’ (p, ¢, E*) est strictement croissante.
3) On a

Sx

T+ (pa C, E*) = /
0 [(E*)p —p <%up - Tb_lu%’*l — cu)]

du

=L S«
:<p>p/_ dt
! b g2 1(1—t2p—1)—cs*(1—t)]p

. dt
’ 0/ (L= tr) = gigst ™ (L=t —est P (1= 1))

(3.8)



3.3 Preuve des résultats principaux 38

. dt
= ()7 /
0 |20 =) = s (e B (1= 1) — s (p,c, ) (1 - 1)
2p—1
p

2
a b p—l * l—p * . a

e ] ,c, B*) —cs ,¢, B*) > 0, pour tout 0 < ¢ < min ( ¢,, ———— |,
P 2p—1°+ (p ) + (p ) p ( (p + 1)2 b)

3=

Comme 1 — 71 < (1—1tP), 1 —t<1—tP pour tout t € [0,1) et

on obtient que

Il
N | —
N

>
it

S
N————

s
1

| 2

|
o

Vo)

+3

<

o

3

S~—

|

9}

V)

_l’_

i
o
=
o

3

*
S~—

| I

3.3 Preuve des résultats principaux

Preuve de ’assertion (A)

p
Supposons que 1 <p < 2eta> <ij1> A1 (p).

D’aprés les lemmes 3.3 et 3.7, on a
lim T E)=h

o lim T (p.c, E) = hy (pc),

e lim 7, (p,c, E) = +o0,
E—E\

e l'application F —— T (p, ¢, E) admet un point critique E*.
Maintenant d’aprés le lemme 3.6, ona
e limh, (p,c) < 3,
c—0
e limhy (p,c) > 1,
Cc—Cx
e 'application ¢ — hy (p, c) est strictement croissante.
Alors il existe un réel ¢y < ¢, tel que
e hy(pc)< %, pour tout ¢ € (0,¢),
i h+ (p7 CO) = %7
e hy(p,c) > 1 pour tout ¢ € (co, ).
Donc 'équation de la variable réelle £, Ty (p,c, F) = % admet une solution positive dans
[0, E.[. Ainsi par le théoreme (1.1), il résulte que
i) Si ¢ < ¢g, le probléme (3.1) admet une unique solution positive, de plus elle est dans A*,

ii) Si ¢ = ¢g, le probleme (3.1) admet exactement deux solutions positives, une dans BT et
lautre dans A*.
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Preuve de ’assertion (B)
P
Supposons que 1 <p <2et A\ (p) <a< <L1) A1 (p) .
p j—
1 1
Comme (g) < sy (pe, BY) < (@) 7 et sion a

@ (2p—1)(a—\(p)°

¢ < min ,
(p+1)"b 4b

, on obtient que
sla b o
3 (’\IT(M) ! {— — =" (p, ¢, B) — esi P (p, e, E*)} < $ alors d’apres le lemme 3.8, il résulte
p p
1
que , T, (p,c, E*) < 5 et d’apres les lemmes 3.3 et 3.7, I’équation de la variable réelle F,

1
T, (p,c, E) = 5 admet une solution positive dans [0, E, (p,c)) si et seulement si 0 < ¢ <

mm< @ (p-1(- )
(

p+1)%0 4b
2 2p—1)(a— 2
win “_ 7(p ) (@ — i (p)
(p+1)7b 4b
positives, de plus elle sont dans A™.

) et d’apres le Théoreme (1.1), il résulte que si ¢ <

), le probleme (3.1) admet exactement deux solutions

Preuve de 1’assertion (C)

p+1
1 p=2

Supposons que p > 2 et a > Tﬁp (57 pT)'
D’aprés le lemme 3.4 et 3.6, on a

. 1
hd £1_I>%h+ (p7 C) < 2
e hmh+ (p7 C) S %7

C—rCx
e l'application ¢ — h, (p, ¢) est strictement croissante,
e limJ, (p,c) < 3,

c—0
e lim J, (p,c) < 4

C—>Cx

e l'application ¢ — J, (p, ¢) est strictement croissante.
Donc 'équation de la variable réelle £, T, (p,c, E) = % n’admet aucune solution positive
dans [0, E.].

Ainsi par le théoreme (1.1), il résulte que le probleme (3.1) n’admet aucune solution positive.

Preuve de l’assertion (D)

X p
Supposons que p > 2, a < min ((ﬁ) A1 (p), 2PmP (P)) et

: @ (2p—1)(a—\(p)
O<c<m1n<(p+1)2b, I >

p
Dans ce cas par les lemmes 3.4 et 3.6, il résulte que si a < min <<p%> A1 (p), 2PmP (p)),

1
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1
C

1 1 53 53
on a h(p,c) > 5 et J(p,c) > 5 et comme <5> T < sy (pe, B < ((2”;1)‘3) 7 et sion
supposons que

a2 (2p—1)(a=\(p)
(p+1)°b’ 4b

0 < ¢ < min ( ), on obtient que

» b e - o

L) [ 2t e ) ek )] <
p P

Alors d’apres le lemme 3.8, on obtient que T (p, ¢, E*) <

DN | — o=

—~

Ainsi par le Théoreme (1.1), il résulte que le probleme (3.1) admet deux solutions positives

de plus elles sont dans A™.



Chapitre 4

Sur le nombre exact des solutions
positives pour une classe de problemes
aux limites quasilinéaires avec une non
linéarité p-concave

Introduction

L’objet de ce chapitre est de présenter quelques résultats concernant le nombre exact de
solutions positives d’une certaine classe de problemes aux limites du type

—(¢p (W) = p— f (u) dans (0,1),
a2 e 0 -y

ou ¢, (y) = \y]p_z y,yeER p>1,u>0et f: R, — R, satisfait les hypotheses suivantes
1) feCRy)NC?(RY).

uli)rgl+ Jp(&)) =aoua € [0,+o00.

(H1)
(H2)
(H3) lim LY = pou b €10, +o0].
(H4)
(H5)

u_)_i_oo@p(u)
lim wf (u) =0F

(H6) u +— f(w) est strictement croissante.
op (u)

Les problemes aux limites avec une non linéarité p— convexe ont été étudiés par plusieurs
auteurs
Dans [12], F. Ammar Khodja a étudié le probleme aux limites suivant

—u” =wu? — p dans (0,1), (1,)

u(0) =u(l) =0, a
ou i € R. En utilisant la méthode de quadrature, il a montré qu’il existe un réel g tel que
i) Si pp < p < 0, le probleme (1,) admet exactement deux solutions positives,
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ii) Si = po, ou bien 0 < p1 < py, le probleme (1,,) admet exactement une solution positive,
iii) Si 1 > po, le probleme (1,) n’admet aucune solution positive.
Dans [53], B. Ruf et S. Solimini ont considéré le probleme aux limites suivant

—u" = g(u) — p dans (0,7),
{ 2 (0) = u(r) =0, (2)

o g € C' (R), ngoog’ (5) < +o0 et Sginoog’ (s) = +oo et p € R.

En utilisant les méthodes variationnelles, ils ont montré que pour tout & € N, il existe
ti € R tel que pour tout p > puy, le probleme (2,) admet au moins k solutions distinctes.

Dans [55], C. Scovel a considéré le probleme (2,,) avec g(u) = 6u?, il a montré que pour tout
k> 1,1l existe p11 < po < ... < pu, tels que pour tout p > py, le probleme (2,) admet au moins
k solutions distinctes.

Dans [51], M. Ramaswamy et P. N. Srikamth ont étudié le probleme aux limites suivant

—Au = u* — p dans B,
u>0 dans B, (3,)
u=20 sur 0B,

. y N . . . +2
ou B est la boule unité dans R, N > 3 et p > 0, ils ont montré que si 1 < k < N 2
il existe un réel u, > 0 tel que

i) Si g > fus, le probleme (3,) n’admet aucune solution positive,
ii) Si g < ps, le probleme (3,) admet au moins une solution.
Dans [65], Xiaomin Zheng a étudié le probleme suivant

—Au = f(u) — ph dans €,
u>0 dans €, (4,)
u=20 sur 0f),

ot 2 est un domaine borné de RY de frontiere réguliere 9Q, u > 0 et f : R — R est une
fonction continue qui satisfait les hypotheses suivantes

i) £ (0) = 0.
i) im £ oo
u—+oco U
iii) u — f () est croissante.

Sous des hypoheses sur h il a montré que si p est assez large, le probleme (4,) n’admet
aucune solution positive.
Dans [3], I. Addou et A. Benmezai ont étudié le probleme aux limites suivant

— (op (W) = Jul” + p dans (0,1),
{ WO =u() =0, (54)
oupueRet p>1.

En utilisant la méthode de quadrature, ils ont déterminé le nombre de solutions positives
de (5,) -
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Dans [24], Nous avons étudié le probléme aux limites suivant

—( p(u’))/:f(u)+ dans (0,1),
{ u(Og)):u(l):O, g (6,

o ¢, (y) = [y Py, y € R, p>1,pu<0et f: R, — R, quisatisfait aux hypotheses
(H1)-(H5)
En utilisant la méthode de quadrature, nous avons montré les résultats suivants
Supposons p > 1, u < 0 et f satisfait (H1)-(Hb)
(A) Sil'une des conditions suivantes est vérifiée
i)a<b< A (p),ou
p

i) <%) A (p) <a<b.

Alors pour tout p < 0, le probleme (6,,) n’admet aucune solution positive.
(B) Si I'une des conditions suivantes est vérifiée

Da<\(p)<b< (%)p)\l (p), ot

i) A (p) <a<b< <%)pxl (p).

Alors pour tout p < 0, le probleme (6,,) admet exactement une solution positive et de plus
elle est dans AT, ,

(C) Sia< ]%) A1 (p) < b, alors il existe . (p,a,b) < 0 tel que

i) Si p < ps (p, a,b), le probleme (6,,) n’admet aucune solution positive.

ii) Si pp = ps (p, a, b), le probleme (6,,) admet une unique solution positive et de plus elle est
dans B™.

iii) Si g > g (p, a,b), le probleme (6,) admet une unique solution positive et de plus elle
est dans AT,

L’objet de ce chapitre est de montrer que les résultats obtenus pour le probleme (6,) sont
différents de ceux que nous avons obtenus dans [24] si on change la fonction p—convexe f +u
par une fonction p—concave —p — f ou pu < 0.

Notre chapitre est divisé en quatre parties. Dans la premiere, on énonce le résultat principal
de ce chapitre. Dans la deuxieme, on énonce et on démontre quelques résultats préliminaires.
Dans la troisieme, on démontre notre résultat principal et dans la derniere partie, on donne
quelques exemples.

4.1 Théoréeme principal

Théoréme 4.1 Supposons p > 1, u > 0 et f satisfait (H1)-(HG)

(A) Si 1 < p < 2, alors pour tout pn > 0, le probléme (4.1) admet une unique solution
positive de plus elle est dans AT,
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(B) On suppose p > 2 et on pose par définition :

mo=(552)' | e

1
—tP—]—JJrl—t)

B =

p

alors on a
i) Sia > 2PmP (p) et b > 0, alors pour tout p > 0, le probleme (4.1) n’admet aucune
solution positive,

ii) Si b < 2PmP (p) et a > 0, alors pour tout u > 0, le probléme (4.1) admet une unique
solution positive de plus elle est dans A™.

(C) On suppose p > 2 et a < 2PmP (p) < b, alors il existe un réel . (p,a,b) > 0 tel que
i) Sip > ps(p,a,b), le probleme (4.1) n'admet aucune solution positive,

ii) St p < py (p,a,b), le probleme (4.1) admet une unique solution positive et de plus elle
est dans A™.

4.2 Lemmes préliminaires
Lemme 4.1 Considérons l’équation en s € R

E? —yf (s — F (s)) = 0, (4.2)

ot p’:le,,u>0,E>OetF(s)::/f(t)dt.
0

Soit a l'unique racine de ’équation p — f (s) = 0.
1

Alors il éxiste un réel E, (p, ) = [% (o — F (a))] " tel que

1) Si E> E,(p,u), équation (4.2) n’admet aucune solution positive,

2) Si E = E, (p, 1), Uéquation (4.2) admet une unique solution positive si (p, i, Ey) = a,

3) Si E < E,(p,p), Uéquation (4.2) admet une unique solution positive s, = sy (p, i, F)
appartient a (0, ).

4) La fonction E — sy (p, u, E) est de classe C*dans (0, E, (p,p)) et on a

ds4 (p—1) EF!

— o, E) = >0,Vp>1,Vu>0et]0,E, (p,u).
op P E) p—f(sy (p, 1, E)) : | (el

li E) =0+t
5) Eg&&(nm )=0
6) Jim sy (p,pu, E) = a.
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Preuve. pour tout £ > 0, p > 1 et x> 0, considérons la fonction ¥ définie sur R’ par

s =Y (p,p, E,5) = EY —p/ (us — F (s)) .

On a
oY

Bs (p,p, E,8) = —p' (1 — [ (5))

Comme la fonction s — p1 — f (s) est strictement décroissante sur R* , de plus elle est continue,
alors I’équation u — f (s) = 0 admet une unique solution positive qu’on note a.
De plus on a
lim (p,pu, E,s) = EP et lim 1 (p, pu, E,s) = +o0.
s—0 s——400

Alors on a le tableau de variations suivant

s 0 a oo
& (p, 1, B, 5) - i

EP N\, oo
U (p B, s) E? — 2 [ — F (o))

Par suite, on a
1) Si E¥ — B [po — F'(a)] > 0, clest-a-dire E > E, (p, p) = |55 (po — F'(a))|

I'équation(4.2) n’admet aucune solution positive.
2) Si EP — B [po — F'(a)] = 0, c’est-a-dire £ = E, (p, p), 'équation(4.2) admet une unique

3 =

solution positive s, (p, u, E,) = «

3) Si EP — B fpa — F ()] < 0, c’est-a-dire E < E, (p, 1), I'équation (4.2) admet dans

I'intervalle (0, a) une unique solution positive s, = s; (p, i, F) qui satisfait

B — T (s (01, B) = F (54 (po 1, B)] = 0, VE €10, E. (p, )] (4.3)

4) En dérivant I’équation (4.3) par rapport a E, on obtient

(p—1) £
w—f(sy(p,p, E))

5) Pour tout p > 1 fixé et pu > 0, la fonction définie dans (0, F,) par : E +— sy (p, u, E) est
strictement croissante et de plus s, (p, u, E) € (0, ).
Alors les deux limites

83+

- (o, B) =

5E >0,Vp>1,Vu > 0et VE €0, E, (p, 1)

lim s, (p,p, E) =lpet lim s; (p,p, E) = [, existent et sont finies et on a 0 < ly < I, < a.
E—0+t E—FE,

Pour tout p > 1 et u > 0, la fonction (F,s) — ¢ (E,s) est continue dans [0, E, (p, )] x [0, ).
La fonction F +— s, (p, u, E') est continue dans (0, E,) et satisfait 1'équation

(B, sy (p,p, E)) = 0. (4.4)
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Par passage a la limite dans(4.4) quand E tend vers 0", on obtient

0= lim 1/J(E,S+(p,,u,E)) :w(OJO)

E—0t
Donc [y est un zéro qui appartient a [0, a] de I’équation v (0, s) = 0.
Résolvons cette derniere équation par rapport a [y, on obtient que

lim S+ (pulua E) =0".

E—0t

Ainsi par passage a la limite dans (4.4) quand E tend vers E,, on obtient

= Ehm w (E7 St (pnuv E)) = ¢ (E*v l*) )
—FE
donc [, est un zéro appartient a [0, a] de I’équation ¢ (E, s) = 0.
Résolvons cette derniere équation par rapport a [, on obtient que

li E)=a.
Jim s (o E) = @
Maintenant on définit pour tout p > 1, u > 0 et E € |0, E, (p, p)[, 'application temps T,

par
st (D, B)

du
) [Br—p (pu— F (u)]r

T+ <p7/’[/7E) =

]

Lemme 4.2 pour toutp >1 et up >0, on a
) lim T E)=0"
i) m T (p, p, E) ,

W) Jin T, (s ) = {

ou

400 sl <p<2,
Ji (p, 1) sip > 2,

/a du .
0 (o — F(a) = pu+ F (u)]7

1

Jy(pp) =)

ii) La fonction E — Ty (p, p, E) est strictement coissante sur (0, E,) .

Preuve. Pour tout p > 1et 4 >0, on a

i)
8+(p7;1/,E)

du
[EP —p/ (pu — F' (u))]

T, (p, i, E) =

o
S =
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Comme s, (p, p, E') est un zéro de 1’équation (4.3), il résulte que

s+ (o, B)

1 du

Ty (p,p, E) = (p/) ¥ 1
(P 1, E) = (9') ) sy (p,u, B) — F (sy (p, 1, E)) — pu + F (u)]»

= (p/)_ll)/ at 1
/ [F(S+(p,u,E)t) F(sy (p.B)) p(1—t) ]

s (P, B) ! (p.11,E) 5 (pu,E)
1
— ) i .
0 th(S+(p7/,L7E)t) _ F(S+(p,M,E)) _I_ (l_t) i
(t5+ (pvl’HE))p Si(p,u,E) siil(pnu'vE)
Alors
/ d
_1 t
lim T, (p. 1. E) = ()" lim :
F=0 s+ ) 20T R (s (pyE)Y) _ F(sy (pys.F)) p—t |7
(tS+ (p“LL,E))p si(p,,u,E) Sﬁ_l(Pvqu)

Par 'hypothese (Hs) et en utilisant la régle de ’'Hospital, on obtient

lim 7 E)=0*.
Jim Ty (p, p, B) = 0

S+(p1H‘1E) du
lim T+ <p7M7E) = lim 1
E—Ex E—Ex 0 [Ep _ p/ (HU - F (u))];
= ()7 x
! st (p, . E) dt

lim

=B Jo Jusy (p,p, B) = F (54 (0, 1, B)) — pss (pop, E) t+ F (4 (p, 1, E) 1))

Nt [0 adt
- /0 o — F (@) = pat + F (ad)]
“ du
/0 (e — F () — (pu — F (u))]»

Comme « est racine double de I’équation :

(nee = F(a)) = (pu = F (u)) = 0,

alors on peut écrire

(1 — F (@) = (g — F (u)) = (@ — u)* ¢ (u) avee ¢ (0) # 0 et ¢ (a) # 0.

1
P
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Par suite
-1 [ du
iy T (1. B) = () [ R
S 0 (a—u)r(o(u)r
_ { +00 sil<p<2,
Ji (p,p) sip>2.
iii) On a
s+(p,,E) J
U
T+ (puua E) = 1
5 [EP = p (pu — F (u))]”
1
= (p / S+ (pnuu E) du
2 sy (o, E) = F (si (p, 1, E)) — psy (ps g, E) t+ F (s (p, i, E) 1)]7
Donc
oT', 1 (p—1\7 0sy
ﬁ(pmuaE)_p( ) OF (pmu?E)X
/ H(ILL,S+ (pa,u7E))_H(:UHS+ (pnuaE)t) dt
pt+1 Yo
0 MS-F p7 /’['7 F(S-l- (paM7E)) - KS+ (puua E) t+F (S+ (pnqu) t)] P
ou
H (p,u) =p(pu— F(u)) —u(p— f(u))
On a

%—f(u,u) =—(p—1)f(u)+uf (u)+ (p—1)u >0, dapres (Hg).

D’apres les hypotheses (H;), (Hs) et (Hs), on a
OH
li -1 0.
Jim = (p,u) = (p—1) p >

et en utilisant ’hypothese (H,), on obtient

Tl == =2 f ) ~uf' ()

Donc il résulte que (u, u) > 0, pour tout u > 0 et u > 0.
Comme H est strlctement croissante par rapport a u, il résulte que

H(u, S+ (pvﬂw E)) - H(:ua S+ (p7:u7E) t) > Oa pour tout p=> Oette (Oa 1) :
Comme > (p, u, E) > 0, alors on obtient que

ar,

B (p,p, E) > 0, pour tout p > 1, u > 0 et E € (0, E,) .
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Lemme 4.3 Pour tout p > 2, on a

-1

i) lim Ji (p,c) =a® m(p),
u—0t

i) lim Jy (p,c) = b_Tlm(p) ;

pu—>—+00
o
1 1
p—1\r dt
m (p) - D 1
1 1 p
0 (ptp p +1 t)

iii) L’application p— Ji (p, ) est strictement décroissante.

Preuve. Pour tout p > 2, on a
i)
@ du

(e — F () = pu + F (u)]?

/.
=) /0 o — F (a) —aitat +F(at)]?
/

1
) i
[“(ljf) n Flat) F(a)] »

Comme p = f («), on obtient

f (C_V)

ap—1

[ dt
Ten) =)
0 [F(at) _Fe) 4y

aP

1
3 =

1
- | i l
0 [ F(at)  F(a) f(a) ] P

& (at)? ~ "ar + (1 - t) aP—1

Quand p tend vers 07, « tend vers le zéro de I'équation f (u) =0
Comme u = 0 est 'unique zéro de I'équation f (u) = 0, on obtient que « tend vers 0.
D’apres 'hypothese (Hs) et en utilisant la régle de I’'Hospital, on obtient

p

1(]) 1)?/ dt

= Qq°Pr — 1

p 0 [ 1 N
p

. 1 ! dt
1Mme=WP/ T
p—0+ 0 a a p
|:_tp_ E—I—a(l —t)]
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ii) Quand p tend vers 400, a tend vers 400 et d’apres 'hypothese (H3) et en utilisant la régle
de I’Ho6spital, on obtient

e dt
Jdim T =00) [ :
bw—5+bu—o}

:bi(u);/l dt
p 0 [

1
1 1 p
Ew—;+u—w}

=bvm(p)
iii) On a
_1 @ du
T = )7 [ l
0 [pa—F(a) —pu+ F(u)]r
1 [t adt
-7 [
0 [pua(l—1t)+ F(at)— F(a)]r
Alors ) on o
aj+ (p, 1) = () pro o5 ppa(1-t)+pF (at)—pF (a)—ap(l—t)—at f(o 2:: af(a)]l-a®(1-t) 5k x g dt
plua(l-t)+F(at)—F(a)] P
Nl 15 [puapr (a)+af(e)—ppat+pF(at)—aptapt—atf(at)—a?f (o) +af' (a)at]
= (p) X pTL
plpa(l-t)+F(at)—F(a)] P
nol a2 [(0-Dpa—pF@)+af(@)—a?f (@) - (- Dpu—pF @) +ufw)-af (@)u) |du
palpa—F(a)—put+F(u)] P
2a 1,y
= ()7 fy P,
palpa—F(a)—put+F(u)] P
ou
L(u):=(p—1) pa = pF(a) + af (a) =’ f (@) = (p = 1) pu+ pF (u) — uf (u) + af (@) u
On a AL ()
Uu / ’
5, = = Dut+p-1)f)-uf (u+af (@)
L'0)=—p-1p+af (a)et L (a)=0
Comme P21
L0y () uf ) < 0 et L' () =0,
u
alors

!

L (u) <0, pour tout u € (0, ).
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Maintenant comme

alors il resulte que
L (u) <0, pour tout u € (0, «)

et par conséquent

aJ
—a+ (p, 1) < 0, pour tout p > 1 et p > 0.
0

4.3 Preuve du théoréme principal

Preuve de ’assertion (A)
On suppose que 1 < p < 2.
D’apres le lemme 4.2, on a

lim T E)=0".
o lim T, (p,p. B)

e lim 7 (p,u, E) = +o0.
E—FEy
e La fonction F +— T (p, u, E) est strictement croissante sur (0, F,).

1
Alors I’équation de la variable E, Ty (p, u, E) = 3 admet une unique solution positive dans
0, E.).
Ainsi par le théoreme (1.1), il résulte que le probleme (4.1) admet une unique solutioin
positive de plus elle est dans A™.
Preuve de ’assertion (B)
i) Supposons que p > 2, a > 2"m® (p) et b € ]0, 400]
D’apres le lemme 4.2, on a
lim T E)=0"
* Jm Ty (p, 11, E)
o lm Ty (p,pu, E) = Jy (p,p)
e La fonction F — T (p, u, E) est strictement croissante sur (0, F,).
Donc ’équation de la variable E, T, (p, u, E) = % admet une solution positive dans (0, E,)
si et seulement si J (p, p) > 1.
Maintenant par le lemme 4.3, on a
lim J, (p,p) < i
* lim +(pop) < 3

! 1
o [lim Ji(p,p) <3

e La fonction p+— Jy (p, p) est strictement décroissante sur (0, +00) .

Donc il n’éxiste pas de réel u > 0 tel que J, (p, u) > % et par suite I’équation de la variable
E, T, (p,u, E)= % n’admet aucune solution positive.

Ainsi par le théoreme (1.1), il résulte que le probleme (4.1) n’admet aucune solution positive.

ii) Supposons que p > 2, b < 2PmP (p) et a € [0, +00|

D’apres le lemme 4.2, on a

° EIEBI+T+ (p,p, E) =07..



4.4 Exemples 52

o lm Ty (p,p, E) = Jy(p, ).
e La fonction F +— T, (p, u, E') est strictement croissante sur (0, E,) .

Alors I'équation de la variable E, T (p,u, E) = 5 admet une solution positive dans

1
(0, E,) si et seulement si J (p, u) > 5

Maintenant par le lemme 4.3, on a
o lim J, (p,p)>1
p 0t + (p :u) 2

o lim Jy(p,p) >3

H—>—+00
e La fonction p+— J (p, p) est strictement décroissante sur (0, +00) .

Donc l'équation de la variable E, T (p,u, E) = 3 admet une unique solution positive

dans (0, E,) pour tout u > 0.
Ainsi par le théoreme (1.1), il résulte que le probleme (4.1) admet une unique solution
positive et cette solution est dans A*.

Preuve de 1’assertion (C)

Supposons que p > 2 et a < 2PmP (p) < b.

1
Par le lemme 4.2, I'équation de la variable E, T (p, u, E) = 5 admet une solution dans

1
(0, E,) si et seulement si J (p, p) > 3

e Maintenant par le lemme 4.3, on a

lim J > —
* lim +(p) > 5

1
lim J < =
o lim Jo(p.p) <y

e La fonction p — Jy (p, p) est strictement décroissante sur (0, +00) .
Alors il est existe un unique réel p., (p, a,b) > 0 tel que

1
d ‘]+ <p7 /’L) > 57 pour tout < fhx (p7 a, b)7
1
L J+ (p7 jo (pa a, b)) = 57
1
o J. (p,p) < 5 pour tout pu > p. (p,a,b).

1
Donc I’équation de la variable E, Ty (p, u, E) = 3 admet une solution positive dans (0, F.)

si et seulement si p < p, (p,a,b).
Ainsi par le theoreme (1.1), il résulte que

i) Si p > p. (p,a,b), le probleme (4.1) n’admet aucune solution positive.

i) Sip < s (p,a,b), le probleme (4.1) admet une unique solution positive de plus elle est
dans AT.

4.4 Exemples

Dans cette section, on donne quelques exemples pour illustrer nos résultats.
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Exemple 1

Considérons le probleme aux limites suivant
~ (0 () = = (” + aw™) dams (0,1), (45)
u(0)=u(l) =0, '

otp>1, ¢,y =yl y, a=0etpu>0.
Pour tout w > 0, on pose
f(u) =uf + auP™t

On a
- feCH(RY)NC(Ry).
mM:aet lim M:—I—oo
u—0+ uP~1 u—s—+oo yP—1

Yu>0etVp>1, (p—2)f (u) —uf’(u) =—puP~! <0.

Hm wf’ (u) = li P — Durl) =0.
Jimuf’ (u) = m (pu? +a(p—1)uw™)

- U L;;(E;)) est strictement croissante.
Donc par le théoreme (4.1), il résulte que
(i) On suppose que 1 < p < 2, alors pour tout x> 0, le probleme (4.5) admet une unique
solution positive et de plus elle est dans A*.
(ii) On suppose que p > 2, alors on a
Si a € [0,2PmP(p)], alors il existe u. (p,a) < 0 tel que
- Si p > p, (p,a), le probleme (4.5) n’admet aucune solution positive.
-+ Si g < py (p,a), le probleme (4.5) admet une unique solution positive et de plus elle est

dans AT.
(iii) Sia € [2PmP(p), +oo[, alors pour tout > 0, le probleme (4.1) n’admet aucune solution
positive.
Exemple 2
Considérons le probleme aux limites suivant
"y 2a —1
—(¢p (W) = p— (—uPtArctanu + auP~') dans (0,1), (4.6)
T :
u(0)=u(l) =0,

oup>2,¢,(y) =y y, a>0et u>0.
pour tout u € R, on pose

2a
f(u) = =uPtArctanu + au?.

s
On a

- feC?(RY) NC(RY).

lim f(w) =a et lim f(w) = 2a.

u—0+ uP~1 u—r—4oo yP~1
- Yu>0etVp>2 ona

2a
P=2)f () —uf'(u) = ———5 ((2-p)u* —p) <0

7 (1+u?)?
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a1 2(p—1) (1 +u?) Arctanu+2u+m(p— 1) (1 + u2)]

lim uf’ (u) = lim

u—0+ u—s0+ 7 (1 + u?)
=0
- U ). est strictement croissante.

ep(u)
Donc par le théoreme (4.1), il résulte que

(i) Si p = 2, alors pour tout p > 0, le probleme (4.6) admet une unique solution positive et
de plus elle est dans AT,

(ii) Maintenant on suppose p > 2, alors on a les résultats suivants

- Sia € [2PmP(p), +ool, alors pour tout u > 0, le probleme (4.6) n’admet aucune solution
positive.

- Sia €]0,2°"'m?(p)], alors pour tout p > 0, le probleme (4.6) admet une unique solution
positive et de plus elle est dans A™.

- Sia €277 'mP(p), 2PmP(p)| <, alors il existe un réel p, (p,a) < 0 tel que

- Si > ps (p,a), le probleme (4.6) n’admet aucune solution positive

- Si g < py (p,a), le probleme (4.6) admet exactement une solution positive de plus cette
solution est dans A™

Exemple 3

On considere le probleme aux limites suivant
- (9017 (u/))/ = K= (eu -1+ aupil) dans (07 1) ) (4 7)
u(0)=u(l)=0, '

o 1<p<2 0,y =y, a>0etpu>0
pour tout u € RY, on pose
fu)=¢e"—1+au".
On a
- feCH(RY)NC(Ry).
) asil<p<?2 . f(u)
u{%ﬂ up—1 _{ l4+asip=2 et ul—lglooup—l = oo
- VYu>0et Vp<2 ona
(p—2) f'(u) —uf'(u) = (p—2—u)e" <O0.
lim uf’ (u) = limu(e"+a(p—1)uP~') = 0.
u—0t u—0t

Donc par le théoreme (4.1), il résulte que pour tout alors p > 0, le probleme (4.7) admet
une unique solution positive et de plus elle est dans A™.

Exemple 4

Considérons le probleme aux limites suivant

{ —(pp (W) =p— (=In(1 +wP~") + auP~') dans (0,1),
u(0)=u(1) =0,

op>1,¢,(y) =y 7y, a>1et u>0.
Pour tout u € R% , on pose
fw)=aw —In(1+u").
On a
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- feCT(RY) NC(RyY).

lim f () =a—1et lim f () =a.
u—s0+ uP~1 u—+o0 P! 2 a3
Yu>0etVp>1, (p—2)f (u) —uf’(u) = _% < 0.
lim wf’ (u) = lim u?~! (a - g) =0
u—0+ u—0t+ 1+ ur!
- u— J:&)) est strictement croissante.

Donc par le théoreme (4.1), il résulte que

(i) On suppose que 1 < p < 2, alors pour tout > 0, le probleme (4.8) admet une unique
solution positive et de plus elle est dans A*.

(ii) On suppose que p > 2, alors on a les résultats suivants

- Sia € [1+42PmP(p),+oo], alors pour tout p > 0, le probleme (4.8) n’admet aucune
solution positive.

(iii) Sia € [1,2PmP(p)], alors pour tout p > 0, le probléme (4.8) admet une unique solution
positive et de plus elle est dans A™.

- Sia€]2PmP(p), 1+ 2PmP(p)], alors il existe un réel p, (p,a) > 0 tel que

- Sip < ps (p,a), le probleme (4.8) admet une unique solution positive et de plus elle est
dans A*

- Si > ps (p,a), le probleme (4.8) n’admet aucune solution positive.



Chapitre 5

Nombre exact des solutions positives
pour une classe de problemes aux
limites quasilinéaires avec une non
linéarité singuliere

Introduction
L’objet de ce chapitre est d’étudier I'existence et la multiplicité des solutions positives du
probléeme aux limites suivant

(i (t)) = A(u + u~) dans (0,1),
{ u(Og;:u(l) —0. (5.1)

ol p, (y) = |y]p_2y, yeER, p>1,A>0,¢g>0et 0 < a<1sont des parametres réels.
Les problemes du type (5.1) ont fait 'objet de nombreux travaux.
Dans [19], les auteurs ont considéré le probleme aux limites suivant

—Au = u "+ pu’? dans €
u > 0 dans 2 (1,)
u = 0 sur 0f2

oup>0,0<y <lety>0.

Les auteurs ont montré que le probleme (1,) admet au moins une solution pour tout p > 0
et 0 < 72 < 1. De plus si 7, > 1, alors il existe p* tel que le probleme (1,) admet au moins une
solution si p € [0, u*) et pas de solutions si p > p*.

Dans [28], les auteurs ont étudié I'existence et la multiplicité des solutions radiales pour le
probleme aux limites suivant

—Ayu=u"° + u? dans B, (0),
u>0 dans B, (0), (1)
u=0 sur B, (0),
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ou Ayu = div (|Vu|p_2 Vu) p>1lp—1<qg< W et B, (0) est la boule de centre 0
p
et de rayon r et 9B, (0) est la frontiere de la boule.
Ils ont montré 'existence d’un nombre réel r* tel que
i) Sir < r*, le probleme (15) admet au moins deux solutions radiales,
ii) Si r > r*, le probleme (15) n’admet aucune solution radiale.
Dans [7], Agarwal et O'Regan ont montré que le probleme aux limites suivant

u =8 (u+u’+1) dans(0,1),
{ u (0) :(a>0,u(1) z)o, (25)

ou 0 <a <1, >0 sont des parametres réels, admet une solution positive si
B+1)(A-a)a’
[(B+Da+(1-a)a®* +(1—-a)(B+1)a]

Dans [63], Zhongli. Wei a étudié le probleme aux limites suivant

0<d<
2

—u” = X(u?+ ku+wu™) dans (0,1),
_ _ (1))
u(0) =wu(l) =0,
ou A, k, g et m sont des parametres réels positifs tels que g et m satisfont I'une des conditions

suivantes
(H1)0§m§%6t1<q<—|—oo,oi1

(HQ)%§m§16t1<q<1+[2(§;’f1)] X [(3—5m)+\/(3—5m)2+8(3m—1)(1—m)

Il a montré le résultat suivant

Supposons que (Hp) ou (Hy) est satisfaite, alors il existe un réel \* > 0 tel que

i) Si A > A*, le probleme (1,) n’admet aucune solution positive,

ii) Si A = A%, le probleme (1,) admet une unique solution positive,

iii) Si A < A*, le probleme (1)) admet exactement deux solutions positives.

Le but de ce chapitre est d’amélliorer et de généraliser les résultats obtenus dans [63] .

Notre chapitre est divisé en trois parties. Dans la premiere, on énonce les résultats principaux
de ce chapitre . La deuxieme partie est consacrée a quelques résultats préliminaires et dans la
derniere partie, on démontre nos résultats principaux.

5.1 Reésultats principaux

Théoreme 5.1 On suppose que p > 1, A >0, g >0 et 0 < a < 1, alors on a les résultats
suivants
(A) Si0 < q<p—1, alors pour tout A > 0, le probléme (5.1) admet une unique solution
positive et de plus cette solution est dans A™.

P
(B) Siq=p—1, alors il existe un réel A\, = (p—1) (psi1217(r77)> tel que

i) Si A >\, le probleme (5.1) n’admet aucune solution positive,
ii) Si A < A, le probléme (5.1) admet exactement une solution positive et de plus elle est

dans AT.
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(C) Si l'une des conditions suivantes est vérifiée,

(Hl)()gozg%“etp—1<q<+oo,ou

(H») #§a<1 et
1 —14a
p—1<q<p—1+§[(;’+1)a71] X

x {<p+1>—<2p+1>a+¢[<p+1>—<2p+1>a12+4p<1—a>[<p+1>a—11 ,

alors il existe un réel \,, > 0 tel que

i) Si A > A\, le probléme (5.1) n’admet aucune solution positive,

ii) S1 A\ = A, le probléme (5.1) admet une unique solution positive et de plus elle est dans
AT,

iii) Si A < Ak, le probléme (5.1) admet exactement deux solutions positives et de plus elles
sont dans AT.

5.2 Lemmes préliminaires

Lemme 5.1 Considérons [’équation en s > 0

1 1
EP —\p | ——=s1T 4 ——s17*) =0 5.2
o (e ) o (5:2)

oup>1,¢g>0,A>0,0<a<1etF >0 sont des paramétres réels.

Alors pour tout E > 0, I’équation (5.2) admet une unique solution positive sy = s; (p, A\, E).
De plus cette solution vérifie les relations suivantes

1) La fonction E — s; (p, \, E) est de classe C'dans (0,+0o0) et on a

(p—1) £
A (sfL (p, N\, E) + s1%(p, A, E))

a$+
B (P, \E) =

2) lim s, (p,\,E) =07
E—0+t

3) lim sy (p,\, E) = 400
E—+4o00

>0, VE € (0, +00).

Pour tout p > 1, A > 0 et £ > 0, on consideére la fonction ¥ définie par

Sq—i—l Sl—a
U(p,\,E,s)=FE"— )\ .
s U (p,\ E,s) p(q+1+1_&)

On a
o

E (p7 >‘7Ea 8) = _Ap, (3q+3_a) < O, Vs > 0.

La fonction s — W (p, A, E, s) est strictement décroissante et de plus
lim ¥ (p, A\, B, s) = E? et hIJP U (p, A\ E,s)=—0o0.
S——+00

s—07t
Alors, il résulte que ’équation (5.2) admet une unique solution positive s, = s, (p, A, E)

satisfaisant I’équation suivante

1
EP — \p/ (ms‘fl (p,\, E) + si% (p, A, E)> =0. (5.3)

l—«
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1) En dérivant par rapport a E I"équation (5.3), on obtient la relation suivante

Os+
oF

(p—1) EF!
A(sh (0, A\ E) + 57% () EB))

(p, A\ E) = >0, VE € (0, 400).

2) La fonction E — s, (p, A, E) est strictement croissante dans |0, +00[ et de plus
sy (p,\, E) € (0,+00), alors lim+s+ (p, A\, E) = [ existe et est finie.
E—0

Par passage a la limite quand E tend vers 0"dans (5.3), on obtient

Lo, 1

o — ' =0.
qg+1 11—«

Résolvons cette derniere équation par rapport a [, on obtient que [ = 0, c¢’est-a-dire

; — 0t
EETOOS+ (pa)\7E)_O :

3) Supposons queElirJrrl st (p, A, E) =1< 40
—+00
Par passage a la limite quand F tend vers +oo dans (5.3), on obtient

1 1
+o0 = )\p/ (q—l——lqurl + El1a> < +00,

d’ou la contradiction et par suite

E1—1>I£oos+ (pa )\7 E) = +00.

Maintenant pour tout p > 1, A > 0 et E > 0, on définit ’application temps T, par

S+(p,A,E) du
T+ (pa )\7 E) = /
0 |:Ep o /\p/ ((H%luq—f—l + Lul—a>]

11—«

RS

Lemme 5.2 pour toutp >1 et X >0, on a

1) lim T (p, ), E) = 0F
) jm Ty (p A E)

0 stg>p—1,
1
. _ — 1\ »
) S T AR =0 (10)p iy,
)\ pslnp
+00 stqg<p—1.

Preuve. Pour tout p > 1et A >0, 0n a

8+(p7)\,E) dU/
T+ (pv >‘7 E) - /
0 R ]

S =
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D’aprés ’égalité (5.3), on a

—1
T, (p,\,E)=(\p) 7 x

8+(p7>‘vE) du
<
0 [( 1 g+l 1-

1

A (0 E) + sl 0, ) — (et + o)

-1t dt
:(Ap/)l’ /
0 [ 1 g+l-p l—a—p

AT (A B) (1= 19) st (p, A, B) (1 - 010

Donc

—1

lim T (p, A, E) = (W) 7 X

=

E—0t
<L ! dt
im
+
T L A B) (1 ) 4 (s (A B) (1 6
Comme
li M\ E) =
El_%lJrS+ (pa ’ ) +OO,
alors
lim T NE)=0"
Jim T (p, A, E)
2) Vu que
1
_ T gtlep _ 4q+1 1—a—p M E) (1
400 si g>p—1
- %(l—tp) si g=p—1
0" sig<p-—1.
Alors
0 sig>p—1
1
lim T, (p,\, E p—1\p . .
E—1>Too + (P )= ( h\ )ppsin; sig=p—1
+00 sig<p-—1
[ ]

Lemme 5.3 Pourtoutp>1,qg<p—1etAX>0, ona

L’application E — T, (p, A\, E) est strictement croissante sur (0, +00) .

. tl—a)

Sl
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Preuve. soit p>1et A >0o0n a

s+(PAE) du
TY (pu A, E) = / 1
0 |:E Ap ( uq+1 + ﬁul—a)] p
-1t dt
= (\p) 7 / 1
T A E) (- )+ s (A B) (1= 1) |

- ()‘p/)_7 T—I— (pv )‘a S+ (pa )‘7 E)) )
ou

sdt

1
T+ (pv )\73-1- (p7)\7E)) = /
0

3=

[qils?ﬁrl ( 7>\7 E) (1 - tq+1) + ﬁs}f—ia <p7 )\7 E) (1 - tl_a>
Posons s := s, (p, A, E) , alors

ar,
9E

65+ 8T+
(pa)‘ E) ()\p) OF (pa)‘aE)Xg(pa)\as)

Un calcul simple montre que

or, o p (e s (e s e
08 (p7 ) ) - 5/0 N B : . o pTng .
[q+15q (1—ta )4‘@5 (1—t )}
Donc ]
oT
8_; (p, A s) >0
Comme 8S+ (p, A, E) > 0, on obtient
oT
a_g (p7 )‘7 E) > 0.

Lemme 5.4 Pourtoutp>1,g>p—1etA>0, ona

Uapplication E—— T, (p, A\, E) admet un unique point critique E*.

Preuve.
D’apres le lemme (5.2), on a

lim T, (p,\, B lim T, (p,\, E) = 0",
Jim, L (p, N E) = G L (p, N\ E)
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ceci montre que l'application F —— Ty (p, A, F) admet au moins un point critique E*
D’autre part, on a

-1 .
T+ (p7 >\7 E) = (/\p/) P T+ <p7 )‘75>7
ol

sdt

1
&Z&NQXE)%T¥@AA%=/
0

=

[q%sqﬂ (1 — tatl) 4 Lgl-o (1 — ¢1-0)

T, atteint un maximum en s, si et seulement si 7'y atteint un maximum en £*
Aussi d’aprés le lemme 5.1, il suit que

lim Ty (p, A, s) = lirll T, (p,\,s)=0.
S—+00

s—0t

Alors T, admet au moins un point critique s,.

Pour montrer I'unicité du point critique, on trouve premierement pour tout A > 0, une
intervalle compacte qui contient tout les points critiques possibles de T et on montre que
Iapplication T (p, ), .) est strictement concave dans 1 (\). m

Lemme 5.5 Pour tout p > let ¢ > p — 1, il existe deux réels 0 < s; < sy tels que
Ti (p, A, s) >0 pour tout 0 < s < sy et Tjr (p, A, s) < 0 pour s > ss.

Preuve. On a

o, L () e () e e
G = | o
[ (=10 () s (1= )] 7
_1 SH(p,S)—H(p,u)

prt AU,

PJo s[F(s) = F(u)] »

ou
p—1—gq | p—l+ay
H = =——2 ) it - @
o= () e ()
et 1 1
F _ q+1 1—a‘
(u) q+1u +1_au
On a oH
5—@mﬁ=@—1—QU“+@—1+aﬂfﬂ
U
et

0*H

ou? (pu)=qp—1-qQu"'—a(p—-1+a)u ' <0,Vu>0.
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D’autre part on a
H(p,0) =0, lim H (p,u) = —o0,

u—-+00

et
OH oH

lim — (p,u) = +o0, lim — (p,u) = —o0.

u—+0+ Ou u—4o0o0 QU

o
. . , —1 qto —1
Donc, il existe deux nombres réels s; = <’ﬁ> et s9 = [(%

OH
— (p,u) > 0 dans (0,s1),

ou
OH
0 (p,s1) =0,

OH

S (p,u) < 0 dans (s1,+00)

et

H (p,u) > 0 dans (0, s3),
H (p,u) <0 dans (s + 00),
H(p7$2) = H(pvo) = 0.

Par suite, on obtient }
ot

s (p, A, ) > 0, pour tout s € (0,s1),
S
et )
orT’
a+. (p, A, ) <0, pour tout s € (sg,+00).
S

D’aprés ce qui précede on a

oT
Vp > 1,Vq > p — let Y\ > 0,il existe s, € (s1,$2) telque —t

)(

0s

[ ]
Lemme 5.6 Pourgq>1,0<a<1,s>0et0<t<1,0na

Uapplication t — G (s,t) est strictement croissante.
ot q+1 (1 q+1) 1 (1 1 )
s —1 +s (1 —-t7¢
G(s,t) = pras|

q+1

-«

Preuve. On a

(1 —tatl) 4 522 (1 — ¢l-a)

ot ’ sa+1 sl—a —a
s (L= trth) 4+ =2 (1= t1me)

29

qt1
q+1-p

(p, A,

1

ﬂ T tels que

s.) = 0.
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ou

q+1 11—«

Hy (s, t) = 1) s + (1 — l—ap-a
18,8 = [[g+ D™+ (1 - ) s'"] | a

+ [Squl (1 _ thrl) 4 Slfa (1 . tlfoc):| [Sq+1tq + Slfatfa}

Q+a g+2—a—a
= t gy (t).
GrD0-o) 1)

Avec
() =(1—a) = (g+ 1)t + (g + a) t**.

Alors pour t € (0,1), on a
Ji(t)=—(g+1)(g+a)t™ ! (1-t'7") <0,
comme
J(0)=1—-a>0et J;(1)=0
il résulte que
Ji(t) >0, pour 0 <t < 1.
Donc

0
aG(s,t)>O, pour s >0 et t € (0,1).

C’est-a-dire l'application ¢ — G (s,t) est strictement crissante. m

Lemme 5.7 Si ['une des conditions (Hy)ou (Hs) est verifiée, alors on a

p—l+a) 1-a [1 1—tl—@ _ (gtl=p\ g+1 1 1—tat!
1) ( i )S* f(] pT1 dt = gl Sk fo R ( mdt-

[F(s)~F(s.t)] P 52)=F(s)] P

2) a;? (p, A, s.) < 0.

Preuve. 1) Comme s, est point critique, alors
oT,
— (p, A\, s+) = 0.
s PN 5:)

C’est-a-dire

dt = 0.

[ (B2) st (1= + () st (1= )
0 [F (s.) — F (s.8)]7
D’ou

(1—¢7th) + s (1=t +

-1 1 1 — i« 1— 1 1 — pa+!
(p_ﬂv> / i (u) gt / i
I—a 0 [F(s) — F(sul)] 7 g+1 0 [F(s) = F(sul)] 7
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2) D’apes un calcul simple, on trouve que

T, L P p-1-q)s"(1— ")+ (p—1+a)s (1t
) Aa S)=— ) d
g 0495, F ()= F s "

dt

2p+1

[F (s) — F (st)]

1/1 [(p—1+a)s (A —=t")+(p—1—¢q)s7(1 =t

p [F (s) — F (st)] 5"

1 /1 [s9(1 —t9th) + 57 (1 — t17)] %sq“ (1 —gotl) 4 eragl-a(] tlfa)]
> Jo

dt+

I-a q+1

2p+1

e [t (1= 70 4 e (1 — o) [0 (1= 0990) 51 (1 — )
0 7 (s) — F (st)]

P2
1

= 5/0 [(p —14+a)s@ (1 — tl—a> +(p—1—¢q)s (1 _ tq+1)] [F(s)— F (St)]f(T) i

_p;ll inzasa@_ﬂcq+35%%2§@f¢ﬁﬁ}G@JHF@%—FSW%Z>ﬁ

:ws—a/l 1t dt—|—<p_1_q)5‘1/1 1 — tatl i
P 0 [F(s) = F(st)" p 0 [F(s)— F(st)]s

B G O e
+p+1(q+1—p)§/qu%ﬁ”G@J)ﬁ
0|

oA gl F(s) = F(s) %

Comme t — G (s,t) strictement croissante alors

O’T, p—1+a _, [* (Q1—t)at p—1—q ,  [* (1—trY)dt
P )\7 S — S “ F1 Sq p+1
52 P )<[ p A[F@—F@m%+_ p A[F@—F@mp

_p+1(p—1+a>§u/1G®ﬁM1—f”)

P\ l-a [F(s)— F(st)]%

p+1(q+1—=p\ , [ G(s,1)(1—t7")
() [F(s)—F<st>J”fdt]

dt+
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Alors

2 1 + as—a ! (1 tlia) d
A[F@Q F@O]Ht+

=
>
V2
N
A
—
*

— 1= 1 1 — patl
. qsg/ (1 -t b+
0 [F(s:) = F(sut)]

_pxlp—lta) 1 G(s,0) (117
P ( L%x)* A[F@Q—F@@] rdtt

1 1— UG (s, 1) (1 — tatt
+p4; <q + p> SZ/ (s, 1) ( )
p q+1 0 [F(sy) — F(s:)]7
Comme s, est un point critique, alors

Ty (g+1-p)(1-a) /1 (1 -t
A, 8x) < s? —dt+
o (A 5) p(g+1) 0 [F(s o

) = F(st)]
p—1—q , [ (1 -t
+ sd —dt
L =

b s:) = F(s:t)] 7
1 1—p ! ; — ot
A <‘J+ ) / GS’ )t
p q+1 0o [F(s st)]

+p+1(q+1_> / Gs*’ G-t
P’ qg+1 0 [F(s.) — F(s.0)]7

Finalement

2 g+1—p 1 _ g+l

(97;+(p’)\3) %( +1>SZKX/ (1 t ) p+1dt

o5 A 0 [F(s.)~ F (s.0)]7
ou

K=p(g+a)—(p+1)[G(s,1) = G (s:,0)].
On a
gatl (1- tq‘H) 4 gl-a (1- tl—a)

G(s,t) = om

l—a
o (L=t = (1= t1)
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satl 4 gl=e

q+1 1 -«
S + 17045

G (5,0) = —

g+1

G(s,1) = tl_i)rgG (s,)

(g+1)s™ 4+ (1—a)s'™™
g+l + sl—«a '

Alors
(q+1)s' +(1—a)s;™® sIT 45,7
K = +a)—(p+1 —
p(q ) (p ) SZ+1+S>{7Q ﬁ%ngrl_'_ﬁSifa
((p+1)§f(1+a))2 24—
1—a)(q+1 *
=p(g+a)-—
(27 4 5b7) (st o+ st )
(g+a) 2+2 2+g—a | (g+a)[2p—g—(2p+1)a] p(g+a) 220
. p;TS*+ 1+ S*Jrq |: ! (¢+1)(1—a) i| + T—a 5%
(Sff“ + 5:%) (q%lsi’“ + ﬁSifﬂ
st |2p — g = (2p+ Dt p(1—a) s 4 p g+ 1) 50
(s‘iﬂ—i—si_o‘) (ﬁsi’*#ﬁsi‘“)
Soit

Ki=2p—q—(2p+1)a+p(l—a)si™ +p(qg+1)s, @t

Comme s, € (51, s2), alors

Ki>p(l—a) <m)+p(q+l)( I« ><Q+1_p>+2p—q—(2p+1)a

qg+1—p p—1+a q+1

p—14+a q+1-—p
+
g+1—-p p—1+4+a

>p(1—04)[

]+<p+1>—<2p+1>a+<p—1—q>

>(p+1)—-2p+1)a+

p(l—a)(p=1+a) (g+l-p
+ - =
g+1—p p—1+a

)=yl

e Si (Hy) est vérifiée, on obtient que K; > 0
e Maintenant on suppose que (Hz) est vérifiée
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Soitg=(p—1)+ 2

-1+« z
p +

K1>p(1—a)( z p—1+a

)—i—(p—i—l)—(Zp—i—l)a—z

>p(l—a) <(pz_(;jf)+;r)22) +p+1)—-@2p+1la-2z
) A AR LA

~ +z(p—1+a)[(p+1)—(2p+1)a]

z(p—1+a)

Donc K7 > 0 et par suite 3
o*T,
0s?
Ceci montre que 7' strictement concave dans (s, s9), d’ott T admet un point critique unique
s« et par suite T, admet un unique point critique E*
|
Remarque : La preuve de ce lemme est une généralisation du lemme 4 dans [63].

(p, A, 84) <O.

Lemme 5.8 Pour toutp > 1, on a
1) lim T A EY) = .
) Jim Ty (p, A, B7) = +00
2) lim T, (p,\, E*) =0%.
A——+400
3) Uapplication X\ — Ty (p, X\, E*) est strictement décroissante.
Preuve. Pour tout p > 1, on a

1)
T+ (p7 )‘7 E*> = Sup T+ (p7 )‘7 E) > T+ (pa )\7 El) )

E>0
ol
=1, = ! S1
Ty (0 M EY) = (V) (p),,/ _dt
0 1 — —a p
st (1=t st (1= 0]
p—1l+a ﬁ%
q—p+1

_dt.

1—a7 5

g+1 >
1 —14a | 9t 1 _a —14a \ ¢t
{m (1=t (k)" 4 o (1 e (229) }
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Alors
/\11>I£l+T+ (pa )‘7 El) - +OO7

et par suite
lim T A\ E) = 4o0.
Jlim T (p, A, EY) 00

2) On a
dt

1 1
T A E) = 9)7 5. 00 E) [
0

q+1 11—«
et

dt

1
|:53_+1(p7A7E) (1 _ t‘IH) " sﬁ:a(p,,\,E) (1 _ tl—a)] P

—1 1
T (p A E*) = (W) 7 54 (p, A, EY) /
0

sT (p ) E7) s (PN EY)
[;L‘ﬁ%r——'(l'—tq+1)*"i—7§a———
-1 ! dt
R s :
0 S 2\ * p
|: + qil (1 _ tq—i—l)]

pl Ny -1 P—Zl)—q N 1 dt
- ( 1) AP St <p7 ANE )/ PN
q+ 0 (1—tatl)

o\ P 1 el ! dt
< ( P 1) AP S : (p7 >\7 El)/ 1
q+ 0 (1 —tatl)»

P — p—1+a Mare) 1 dt
< Ao [ —— e —
q+1 q—p+1 0 (1—tatl)s

Par passage a la limite quand A tend vers 400, on obtient

0< lim 7y (p,\, E¥) <

A——+o00

d’ou
lim T, (p,\, E*) =0%.

A——+o00

3) Pour tout p > 1, A >0et £ >0, on a

(1 11=)]

8T+ —1 83+ s+(p,)\,E') H(p,s.t,.(p,)\,E))fH(p,u)
— (p,\,E)=\p)7? == (p,\, d
o DA E) = ()7 =2 (0 A )A —du
p3+(p,A,E)[F(s.;,.(p,)\,E))fF(u)} p
et
aT -1 88 S+(p,>\,E) H(p,s+(p,)\,E))—H(p,u)
Ty AE) =0T S [ =
0 ps+ (PN E)[F(s+(p,AE))—F(u)] P

( /);1 AL /‘”(”’A’E) du
0 pIF (54 (p, N\ E)) — F(u)]r

1
P

/ & 1+ are) [l dt
p - pPlg+o —1
(p ) (p “) /— % lim A7 =0,
qg+1 g—p+1 0 (1_tq+1); A——+00

(5.4)

(5.5)



5.3 Preuve des résultats principaux 70

On mélange (5.4) et (5.5), on obtient

—%S—;(p,A,E) X %(p,A,E)ﬂLaﬁ(p,A,E) X %(p,A,E)

s+ (DN E) du
A E L-
or 7 )/o PIF (51 (0N E)) — F (u)]}

Comme

S+(p,)\,E) du
—(p,/\,E)>Oet/ >0
0 plF (s+ (0, A E)) — F(u)]?

il résulte que pour tout p > 1, A >0et £ >0, on a

—aai; (p, A\, E) X a@% (p, A\, E) + 88% (p, A\, E) x %(p,)\,E) < 0.
Comme or,
55 BN E) =0,
on obtient oT,
N (p, A\, E*) < 0.

C’est-a-dire la fonction A — T (p, A, E*) est strictement décroissante. m

5.3 Preuve des résultats principaux

Preuve de ’assertion (A)

e Supposons que 0 < ¢ <p— 1.

D’apres les lemmes 5.2 et 5.3, on a
lim T N E)=0".

hd ELI{)IJF +<p7 ) )

e lim Ty (p,\ E) = +o0.
E—+4o00

e La fonction F +— T (p, A, E') est strictement croissante sur (0, 400) .
Alors I'équation de la variable E, T, (p,\,E) = 3 admet une solution positive dans
(0, 4+00) .
Ainsi par le théoreme (1.1), il résulte que le probléeme (5.1) admet une unique solution
positive et de plus elle est dans A™.

Preuve de ’assertion (B)

e Supposons que ¢ = p — 1.

D’apres les lemmes 5.2 et 5.3, on a
lim T N E) =0t

b E1_>ng+ +<p7 ) )

o T A B) = (5)7 5

.
A psin 7
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e La fonction E — T (p, A, E)) est strictement croissante sur (0, 400) .

Alors I'équation de la variable E, T, (p,\,E) = 3 admet une solution positive dans
1
. . —1\ 5 T 1
(0,400) si et seulement si (E5+)7 panT > 3
p
Donc si on pose A, = (p — 1) KpsQigE)] on obtient que
P

i) Si A > A, le probleme (5.1) n’admet aucune solution positive.

ii) Si A < A, le probleme (5.1) admet exactement une solution positive et de plus elle est
dans AT,

Preuve de 1’assertion (C)

e Supposons que (H;) ou (Hs) est satisfaite.

D’apres les lemmes 5.2 et 5.4, on a

. jEli_{glJrTJr (p,\, E) =0%.

e lim T, (p,\E)=0".
E—+4o00

e L’application £ — T (p, A, E) admet un unique point critique E*.
Alors I'équation de la variable E, T, (p,\,E) = 3 admet une solution positive dans

(0,400) si et seulement si T (p, A, E,) > 1.
Maintenant par le lemme 5.8, il existe un réel \,, > 0 tel que

1
o T\ (p,\,E*) < 5 pour tout A > A,
1
hd T+ (pa )\**,E*) = 57
1
o T\ (p,\, E*) > 5 pour tout A < Ay

1
e Donc I'équation de la variable E, T, (p,\, E) = 5 admet une solution positive dans

(0, +00) si et seulement si A < A,,.
Ainsi par le théoreme (1.1), il résulte que
i) Si A > A, le probleme (5.1) n’admet aucune solution positive.
ii) Si A = A, le probleme (5.1) admet une solution positive et de plus elle est dans A™.

iii) Si A < A, le probleme (5.1) admet exactement deux solutions positives et elles sont
dans AT.



Conclusion et perspectives

Dans cette these on a présenté quelques résultats concernant le nombre exact des solutions
positives pour certaines classes de problemes aux limites quasilinéaires du type

— (p (@) = g (u) dans (0,1),
{ 2 (0) = (1) = 0, (1)

olt @, (y) = |yl y, pour y € R, p > 1 et g une fonction continue de R, dans R.

Suivant les cas particuliers de la fonction g, on a étudié 'existence et la multiplicité des
solutions positives a ce type de problemes, en utilisant la méthode de quadrature.

Dans le premier chapitre, on a présenté la méthode de quadrature et on a donné une condi-
tion nécessaire et suffisante d’existence de solutions positives au probléeme considéré.

Dans le deuxieme chapitre, on a étudié I'existence et la multiplicité des solutions positives
pour le probleme aux limites (1) dans le cas ot g (u) = ag, (u) — b (u) + ¢, avec a > 0, b > 0
et ¢ >0

Dans le troisieme chapitre, on a considéré le cas ot g (u) = agp, (u) — b (u) — ¢, avec aussi
a>0,b>0etc>0.

Dans le quatrieme chapitre, on a étudié le nombre exact des solutions positives pour le
probleme (1) dans le cas ou g (u) = p — f(u), avec p > 0 et f une fonction de R, dans R,
p—convexe satisfaisant les conditions suivantes.

(H1) f € C(Ry)NC?(RY).

(H2) lim f(“u? =aoua € [0,+00].

u—0t op(u)

(H3) lim LY = pou b €0, +o0].

(H4) Vp>1,YVu >0, (p—2) f (u) —uf’ (u) <O0.

(H5) lim wf (u) =07

u—0+t
f (u)

est strictement croissante.
Pp (u)

(H6) u —
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Enfin dans le dernier chapitre on a étudié 'existence et la multiplicité des solutions positives
pour le probleme (1) dans le cas ot g (u) = A (u? + u~ %), avec les parametres réels A > 0, ¢ > 0
et € [0,1].

Pour les perspectives on propose deux problemes ouverts
Probleme 1

L’étude du nombre exact des solutions positives pour le probleme aux limites suivant

~ (g (u)) = ap, (u) — bf (w) + ¢ dans (0,1), @)
u(0) =u (1) =0,

ou ¢, (y) = |y|p72y, yeER, p>1,a>0,b>0,ceR* et f une fonction de R, dans R
p—convexe satisfait les hypotheses précédentes (H1) — (H6)

Probleme2

L’étude du nombre exact des solutions positives pour le probleme aux limites suivant

{ — (¥p (u')) = X (u? +u~*) dans (0,1), (3)

ot o, (y) = [y’ Py, y€R, p>1, A >0, 7ix <a<let

» 2pf1

1 p—1+a
>p—14 - |—
r +2{[(p+1)a—1]

<[+ 0= @+ Dat i+ D - @+ DaF @) [+ Da- 1|



Bibliographie

[1]

I. Addou, Multiplicity of solutions for quasilinear elliptic boundary value problems, Elec-
tron. J. Differential Equations, 21 (1999) 1-27.

I. Addou and A. Benmezai, Ezxact number of positive solutions for a class of quasilinear
bounadary value, Dynam. Systems Appl. 8 (1999) 147-180.

I. Addou and A. Benmezai, Boundary value problems for the one-dimensional p— Laplacian
with even superlinearity, Electron. J. Differential Equations, 9 (1999) 1-29.

I. Addou, S. M. Bouguima, M. Derhab and Y. S. Raffed, On the number of solutions of a
quasilinear elliptic class of B.V.P. with jumping nonlinearities, Dynam. Systems Appl. 7
(4) (1998) 575-599.

[. Addou, S. M. Bouguima, A. Benmezai and M. Derhab, Fzxactness results for generali-
zed Ambrosetti-Brezis-Cermi and related one-dimensional elliptic equations, Electron. J.
Differential Equations, 66 (2000) 1-34.

G. A. Afrouzi and S. H. Rasouli, Populations models involving the p—Laplacian with
indefinite weight and constant yield harvesting, Chaos Solitons Fractals, 31 (2007) 404-
408.

R. P. Agarwal and D.O’regan, A note on existence of nonnegative solutions to singular
semi-positone problems, Nonlinear Anal. 36 (1999) 615-622.

A. Ambrosetti, On the number of solutions of some semilinear elliptic problems, Boll.
Unione Mat. Ital. (9) 4 (3) (2011) 313-319.

A. Ambrosetti and A. Malchiodi, Nonlinear Analysis and semilinear elliptic problems,
Cambridge Stud. Adv. Math. 104, Cambridge Univ. press, (2006).

A. Ambrosetti and G. Mancini, Sharp nonuniqueness results for some nonlinear problems,
Nonlinear Anal. T. M. A. 3 (5) (1979) 635-645.

A. Ambrosetti and G. Prodi, A primer of Nonlinear Analysis, Cambridge Stud. Adv. Math.
34, Cambridge Univ. press, (1993).

F. Ammar-Khodja, Une revue et quelques compléments sur la détermination du nombre
des solutions de certains problémes elliptiques semi-linéaires, Thése Doctorat 3°™¢ Cycle,
Université Pierre et Marie Curie, Paris VI, (1983).

C. Aranda and T. Godoy, Existence and multiplicity of positive solutions for a singular
problem associated to the p—Laplacian operator, Electron. J. Differential Equations, 132
(2004) 1-15.



BIBLIOGRAPHIE 75

[14] D. Arcoya and L. Moreno-Mérida, Multiplicity of solutions for a Dirichlet problem with a
strongly singular nonlinearity, Nonlinear Anal. T. M. A. 95 (2014) 281-291.

[15] H. Berestycki, Le nombre de solutions de certains problemes semi-linéaires elliptiques, J.
Funct. Anal. 40 (1981) 1-19.

[16] A. Callegari and A. Nachman, A nonlinear singular boundary value problem arising in the
theory of pseudoplastic fluids, STAM J. Appl. Math. 38 (1980) 275-281.

[17] A. Canada, P. Drabek and J. L. Gdmez, Existence of positive solutions for some problems
with nonlinear diffusion, Trans. Amer. Math. Soc. 349 (1997) 4231-4249.

[18] Wang Chunpeng, Yin Jingxue and Wen Mingfeng, Periodic optimal control for a degenerate
nonlinear diffusion equation, Comput. Math. Model. 17 (2006) 364-375.

[19] M. M. Coclite and G. Palmieri, On a singular nonlinear Dirichlet problem, Comm. Partial
Differential Equations 14 (1989) 1315-1327.

[20] A. Collins, M. Gilliland, C. Henderson, S. Koone, L. McFerrin and E. K. Wampler, Po-

pulation models with diffusion and constant yield harvesting, Rose-Hulman Institute of
Technology Undergraduate Math. Journal, 5 (2004).

21] Y. B. Deng, Existence of multiple positive solutions for —Au = uNs + \u+ x), Acta
1
Math. 9 (1993) 311-320.

[22] M. Derhab, Contribution to quasilinear elliptic problems, Thése de Doctorat d’Etat, Uni-
versité Abou Bekr Belkaid Tlemcen, 2003.

[23] M. Derhab, Problémes auz limites quasilinéaires avec nonlinéarités a saut, These de
Magister Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen, 1997.

[24] M. Derhab and M. Meghnafi, Exact number of positive solutions for a class of quasilinear
boundary value problems, Comm. Appl. Nonlinear Anal. 15 (4) (2008) 15-37.

[25] M. Derhab and M. Meghnafi, On the number of positive solutions for a class of quasilinear
boundary value problems with constant yield harvesting, Commun. Appl. Anal. 17 (1)
(2013) 249-272.

[26] Wandi Ding and Suzanne Lenhart, Optimal Harvesting of a spatially explicit fishery model,
Nat. Resour. Model. 22 (2009) 173-211.

[27] J. Goddard II, E. k. Lee and R. Shivaji, Population models with nonlinear boundary
conditions, Electron. J. Differ. Equ. Conf. 19 (2010) 135-149.

[28] J. Giacomoni and K. Sreeandh, Multiplicity results for a singular and quasilinear equation,
Discret Contin. Dyn.Syst. (2007) 429-435.

[29] M. Guedda and L. Veron, Bifurcation phenomena associate to the p— Laplacian operator,
Trans. Amer. Math. Soc. 310 (1988) 419-431.

[30] Y. Haitao, Multiplicity and asymptotic behavior of positive solutions for a singular semi-
linear elliptic problem, J. Differential Equations, 189 (2003) 487-512.

[31] J. Herndndez and F. J. Mancebo, Singular elliptic and parabolic equations (M. Chipot and
P. Quittner, eds.), Handb. Differ. equ. 3, Elsevier (2006) 317-400.



BIBLIOGRAPHIE 76

[32]

33]

[34]

N. Hirano, C. Saccon and N. Shioji, Existence of multiple positive solutions for singular
elliptic problems with concave and convex nonlinearities, Adv. Differential Equations, 9,
(1-2) (2004) 197-220.

A. S. Kalashnikov, Some problems of the qualitative theory of non-linear degenerate
second-order parabolic equations,. Russian Math. Surveys 42 (1987) 169-222.

L. S. Kalashnikova, I. N. Taganov and V. P. Volkova, Variational solution of equation of
nonlinear mass and energy transfer, Journal of engineering physics, 33 (1977) 1197-1202.

J. Karatson and P. L. Simon, Exact multiplicity for degenerate two-point boundary value
problems with p—convex nonlinearity, Nonlinear Anal. T. M. A. 52 (6) (2003) 1569-1590.

T. W. Laetsch, The number of solutions of a nonlinear two point boundary value problem,
Indiana Univ. Math. J. 20 (1970/1971) 1-13.

P. Lindqvist, Note on a nonlinear eigenvalue problem, Rocky Mountain J. Math. 23 (1999)
281-288.

Zhaoli Liu and Xuemei Zhang, Exact number of solutions of two point boundary value
problems involving concave and convex nonlinearities, Nonlinear Anal. 46 (2001) 181-197.

R. A. Mashiyev, G. Alisoy and S. Ogras, Solutions to semilinear p—Laplacian Dirichlet
problem in population dynamics, Appl. Math. Mech. ( English Ed. ) 31 (2010) 247-254.

R. Manasevich and F. Zanolin, Time-mappings and Multiplicity of Solutions for the one-
dimensional p—Laplacian, Nonlinear Anal. T. M. A. 21 (1993) 269-291.

M. Meghnafi, Sur le nombre des solutions positives d'une classe de problemes aux limites
quasilinéaires, mémoire de Magister, Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen, 2005.

Z. Opial, Sur lexistence des solutions périodiques de Déquation différentielle z" +
f(z,2) 2"+ g(z) =p(t), Ann. Polon. Math. XI (1961).

S. Oruganti, J. Shi and R. Shivaji, Diffusive logistic equation with constant yield harves-
ting, I, steady states, Trans. Amer. Math. Soc. 354 (2002) 3601-3619.

S. Oruganti, J. Shi and R. Shivaji, Logistic equation with the p-Laplacian and constant
yield harvesting, Abstr. Appl. Anal. 9 (2004) 723-727.

S. Oruganti and R. Shivaji, Existence results for cl asses p—Laplacian semipositone equa-
tions, Bound. Value Probl. (2006) 1-7.

M. Otani, A remark on certain nonlinear elliptic equations, Proceedings of the Faculty of
Sciences, Tokai University, 19 (1984) 23-28.

M. Otani, On certain second order ordinary differential equations associated with Soboleuv-
Poincaré type nonlinearities, Nonlinear Anal. 8 (1984) 1255-1270.

Peter Y. H. Pang, Yifu Wang and Jingxue Yin, Periodic solutions for a class of reaction-
diffusion equations with p—Laplacian, Nonlinear Anal. Real World Appl.11 (2010) 323-331.

P. Pucci and J. Serrin, The strong maximum principle revisited, J. Differential Equations,
196 (2004) 1-66.

V. Radulescu, Combined effects in nonlinear singular elliptic problems with convection,
Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 53 (2008) 543-553.



BIBLIOGRAPHIE 7

[51]
[52]
[53]
[54]
[55]
[56]
[57]
[58]

[59]

[60]
[61]

[62]

[63]

M. Ramaswamy and P. N. Srikanth, on the global set of solutions to a nonlinear O.D.E.
theoretical and numerical description, J. Differential Equations, 65 (1986) 1-48.

B. Ruf, Singularity theory and the geometry of a nonlinear elliptic equation, Ann. Sc.
Norm. Super. Pisa Cl. Sci. 17 (1990) 1-33.

B. Ruf and S. Solimin, On a class of Sturm-Liouville problems with arbitrarily many

solutions, STAM J. Math. Anal. 17 (1986) 761-771.

J. SAnchez and P. Ubilla, Uniqueness results for the one-dimensional m— Laplacian consi-
dering superlinear nonlinearities, Nonlinear Anal. T. M. A. 54 (2001) 927-938.

C. Scovel, Geometry of somme nonlinear differential opeators, ph. thesis, Courant Institute,
New York Univ. (1984).

P. L. Simon, Exact multiplicity of positive for a class of singular semilinear equations,
Differ. Equ. Dyna. Syst. 17 (1 and 2) (2009) 147-161.

J. A. Smoller and A. G. Wassermann, Global bifurcation of steady-state solutions, J. Dif-
ferential equations 39 (1981) 269-290.

J. A. Smoller and A. G. Wasserman, On the monotonicity of the time-map, J. Differential
Equations 77 (1989) 287-303.

K. M. Sundaram and G. Nath, Flow and heat transfer for a power-law electrically conduc-
ting fluid flowing betwen parallel plates under trasverse magnetic field with viscous dissi-
pation, Proc. Indian Acad. Sci Math. Sci. 83 A (1976) 18-201.

Kazuaki Taira, Introduction to Diffusive logistic equations in population dynamics, Korean,
Comput. Appl. Math. 9 (2002) 289-347.

Y. Wang, Y. Wang and J. Shi, Exact multiplicity of solutions to a diffusive logistic equation
with harvesting, Appl. Math. Comput. 216 (2010) 1531-1537.

S. Yijing, W. Shaoping and L. Yiming, Combined effects of singular and superlinear non-
linearities in some singular boundary value problems, J. Differential Equations, 176 (2001)
511-531.

Zhongli Wei, Exact number of solutions for singular Dirichlet boundary value problems,
Rocky Mountain J. Math. 35 (6) (2005) 2113-2128.

N. Yebari and A. Zertiti, Existence of non- negative solutions for nonlinear equations in
the semi - position case, Electron. J. Differ. Equ. Conf. 14 (2006) 249-254.

Xiaomin Zheng, Un résultat de non-existence de solution positive pour une équation ellip-
tiqgue, Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non linéaire 2 (7) (1990) 91-96.

M. Zhu, Uniqueness Results through a Priori Estimates I. A Three Dimensional Neumann
Problem, J. Differential Equations, 154 (1999) 284-317.



Abstract

The objectif of this thesis is to study the existence and multiplicity of positive
solutions for a certains classes of quasilinear boundary value problems.
This thesis is divided on five chapters.
In the first chapter, we present the quadrature method. The second chapter is devoted to
the exact number of positive solutions for a class of quasilinear boundary value problems.
The third chapter is concerned to the number of positive solutions for a class of quasilinear
boundary value problems with constant yield harvesting. The fourth chapter is devoted to
the exact number of positive solutions for a class of quasilinear boundary value problems
with p-concave nonlinearity. Finally in the chapter five, we study the exact number for a
class of quasilinear boundary value problems with a singular nonlinearity.

Key words: p-Laplacian, positive solutions, time-mapping approach, p-concave function,
singular nonlinearity.
AMS subject Classification : 34B15-34C10.

Résumé

L’objet de Cette these est I'étude de I'existence et la multiplicité des solutions
positives pour certaines classes de problemes aux limites quasilinéaire.
Cette thése est divisée en cing chapitres.
Dans le premier chapitre, on présente la méthode de quadrature. Le deuxieme chapitre est
consacré au nombre exact de solutions positives d’une certaine classe de problemes aux
limites quasilinéaire. Le troisieme chapitre est consacré au nombre des solutions positives
pour une classe de problémes aux limites quasilinéaire avec quotas constant. Le quatrieme
chapitre est consacré au nombre exact de solutions positives pour une classe de problémes
aux limites quasilinéaire avec une nonlinéarité p-concave. Finalement dans le cinquieme
chapitre on étudie le nombre exact de solutions positives pour une classe de problemes aux
limites quasilinéaire avec une nonlinéarité singuliere.
Mots clés : p-Laplacian, solutions positives, application temps, nonlinéarité p-concave,
nonlinéarité singuliere.
Classification subjective AMS : 34B15-34C10.
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Abstract

Using time-mapping approach, we study the exact number of positive solutions of
the following quasilinear boundary value problem

!
s

| bS]
Q\

I

f(u) +pin (0,1),

where p > 1, ¢, (y) = |y|” >y, (¢p (')’ is the one dimensional p—Laplacian, u
is a strictly negative real parameter and f is a p-convex function.
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1 Introduction

The purpose of this work is to study the existence and uniqueness of positive solutions of
the following quasilinear boundary value problem

{ —(p () = f (u) + pin (0,1), (1)

where ¢, (y) = [y >y, ye R,p>1, p < 0and f: R, — R is a p-convex function.

Several authors have been interested in problem (1) including higher dimensions under
several assumptions. Let us recall some of them.

In [4], the author consider the boundary value problem:

—u” =u?—Xin (0,1),
{ w(0) = u(l) =0, (2)

where \ € R.

Using the quadrature method, he obtained a complete description of the solution set of
the problem (2).

In [10], the authors studied the following problem:

—u” =g(u) — Ain (0,7),
{ w(0) = u(r) = 0. (3)

where g € C! (R), lim ¢’ (s) < +oo and 111Jrrn g (s) = +oo and X\ € R.

Using variational methods, they show that for any k € N, there exists A\, € R such that
for A > Ai, problem (3) has at least k distinct solutions.

Prior to the paper mentioned above, C. Scovel [11] obtained the same results as B. Ruf
and S. Solimini [10] in the special case where g(u) = 6u?. He proved that for any integer
k > 1, there exists values \y < Ay < ... < Mg such that for A > A, problem (3) with
g(u) = 6u? admits at least k distinct solutions.

In [8], the authors studied the following problem:

—Au=u"—\in B,
u > 0in B, (4)
u =0 on 0B,

N +2
where B is the unit in RV, N > 3 and A > 0. They proved that if 1 < k < N—+2’ then

there exists A, > 0 such that for A > A, the problem (4) has no solution and it has at least
one solution for A < A,.
In [7], the author consider the problem

—Au=u"—\hin Q,
u >0 in £, (5)
u =0 on 01,
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where Q is a bounded domain in RY with €2 boundary, 1 < k < 2* — 1, where 2* =
2N

N -2
A>0.
Under general assumption on h, he prove that there exists A* > 0, such that problem
(5) has no solution for A > \*.
In [12], the author consider the boundary value problem

if N > 2 and 2* = +00 if N = 1,2 and h is a continuous function from € to R and

—Au = f(u) — Ahin Q,
u>0inQ, (6)
u =0 on 01,

where Q is a bounded domain in RY with smooth boundary and f : R — R is a

Q) is increasing and lim M = +00
u u—+o00 U

continuous function such that f(0) = 0, u —

and A > 0.

Under general assumption on h, he show that if \ is great enough, then problem (6) has
no solution.

In [1], the authors studied the problem (1) with f (u) = |u|” and u € R. Using time-
mapping analysis, they determine a lower bound for the number of solutions and established
their nodal properties.

In [13], the authors consider the problem

—Apu=A(u?—1) in Q, (1)
u =0 on 012,

where Ayu = div (|Vu|p -2 Vu), Q is a connected and bounded subset of R" with

N
boundary 99 of class C1* a > 0and 0 < p—1 < q < p* — 1, with p* = N it
- D

1<p< N,and p* =+ if p> N.

Using the fibring method, they prove that the problem (7) admits a nontrivial nonneg-
ative solution for all A > 0.

Now, we ask the following question:

Do the results concerning positive solutions in [1] remain valid if one replace the function
u — |u|” by a more general p-convex function?

The aim of this work is to give an answer to the question cited above.

The paper is organized as follows: In section 2, we state our main result. In section 3,
we state the method used to prove our main result. Some preliminary lemmas are the aim
of section 4. Section 5 is devoted to the proof of our main result. In section 6, we give some
examples to illustrate our results. Finally in section 7 we give an Appendix

2 Main result

We consider the boundary value problem
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where ¢, (y) = [y|" *y, y € R, p>1, p <0 and f: R, — R, satisfies the following
conditions:

(H1) f € C (Ry)nC? (RY)

(H2) lim L% = ¢ where a € R,.

up—1 T
u—0

(H3) lim I — b where b € 10, +00].

u*)+ooupfl =
(H4) lim+uf’ (u) = 0.

u—0
(H5) Vp>1,Yu >0, (p—2) f' (u) —uf’ (u) <O0.
Remark: The functions f satisfying the hypothesis (H5) are called p—convex.
To state our result, define

St={ueC"([0,1]);u>01in (0,1), u(0) =u(l) =0 and v’ (0) > 0}
Let AT be the subset of ST composed by the functions u satisfying:

e 1 is symmetrical about %

e The derivative of u vanishes once and only once in (0,1).

Let BT be the subset of C* ([0, 1]) composed by the functions u satisfying:
e 4 >0in (0,1) and u (0) =u (1) = (0) =0.

e 1 is symmetrical about %

e The derivative of u vanishes once and only once in (0,1).

We denote by A1 (p) the first eigenvalue of the following boundary value problem:
{ — (p (u’))/ = App (u) in (0,1) (2.2)

We have

AM(p)=@p-1) 2/(1_61%)% —(p—1)<p82££>

The main result of this work is:
Theorem 2.1 Assume that p > 1, u <0 and f satisfies (H1)-(H5).
(A) If one of the following conditions holds:

(i) a<b< X (p), or

(ii) (%)pAl (p)<a<b

Then, for each p < 0, problem (8) admits no positive solution.
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(B) If one of the following conditions holds:

asnim <vs(-L5) Moo

p—

(i) M ()< a<b< (LI)A ).

p—
Then for each p < 0, problem (8) admits a unique positive solution and it belongs to
AT,

P
(C) If a < (%) A1 (p) < b, then there exists p. (p,a,b) < 0 such that:

o If < ps (p,a,b), problem (8) admits no positive solution,
o If =y (p,a,b), problem (8) admits a unique positive solution and it belongs to BT,

o If 1> ps (p,a,b), problem (8) admits a unique positive solution and it belongs to AT.

3 Time-mapping approach

In this section we introduce the well-know time mapping approach (see for instance [1]-[5]).
Consider the following boundary value problem:

~(pp (W) = g (w) in (0,1),
T A ®)

where g € C (R, R).
Define G (s) := [ g (t)dt

0
For any £ > 0 and p > 1, let

X+(p,E)—{S>O; EP—Z%G(C)>O, Y, 0<C<s}
and

S+ (p’ E) - { SupX+ (p, E) otherwise

Let
D={E>0; 0<S;(p,E) <+oo and g (S (p, E)) > 0}
and we define the following time-map

4 (p,E) 1

T, (p, E)= / [EP—Z%G(u) Py

We now state the following well know theorem without proof ( See for instance [5] ).



20 M. Derhab and M. Megnafi

Theorem 3.1 Assume that g € C (R4, R), E >0 and p > 1. Then:

e Problem(9) admits a solution u € AV satisfying u' (0) = E if and only if E € DN
(0,400) and T (p, E) = % In this case the solution is unique and its sup-norm is
equal to Sy (p, E).

e Problem(9) admits a solution w € BT if and only if 0 € D and Ty (p,0) = 5. In this
case the solution is unique and its sup-norm is equal to Sy (p,0).

4 Preliminary lemmas

Lemma 4.1 Consider the equation in s € Ry :

Er——L (F(s)+ps)=0 (10)
p—1

where F (s) := [ f(t)dt,p>1, p <0 and E > 0.

0
Then for any E > 0, equation (10) admits a unique positive zero r4 (p, u, E). Moreover
i) VE>0, f(rs(p,p, E)) +p>0.

ii) The function E — 14 (p, u, E) is C! in (0, +00) and

Or (p—1) B!
o= D aE: >0,Vp>1,v <0 and VE > 0.
3E( ) [y E)+p a

”Z) Hg + (pa 122 ) + (pa s )
i) lim ri (p,p, E)= 400

Proof: The proof of this lemma is similar to that of Lemma 4.1 in [3] or Lemma 8 in [1].
So, it is omitted. O

Now, we are ready, for any p > 1, 4 < 0 and E > 0, to compute X (p, u, F) as defined
in section 3.
In fact

X+ (pa s E) :]Oa T+ (pa 12 E)[
Then

Sy (pyp, B)=1r4 (p, i1, E)

On other hand, we have

D

{EZO, O<S+ (p,,u,E)<+OO andf(SJr (paﬂaE))+/L>O}
= [0,+OO[
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By lemma 4.1, we have

lim S E)=S 0
Jim Sy (s p, B)= 5+ (p, 1, 0)
Gim S+ (p, p, B) = +00

and
0S5+ (p—1)EP1L
— (p,u, E)= >0,Vp>1,VYu<0and VE > 0.
oE f(Se (o1, E)) + 10
At present, we define, for any p > 1, 4 < 0 and F > 0, the time-map T} by:
1

Sy (p,u,E) -
o (F (u) —|—,uu)] Py,

Ty (p.p, E) = P

0

and for any p > 1 and p < 0, the application hy by:

Sy (p.1)

h’+(pa:u): p—l

(=)

where S+ (pa N) = S+ (pa s O) .

Proposition 4.2 If u is a positive solution of problem (8), then u € AT U BT

Proof: The proof of proposition 4.2 is established in the Appendix.

Lemma 4.3 For any p > 1 and p < 0, we have:

;) lim T E)=h
i) lim Ty (p, p, B)= hoy (p, 1)

1
it) ElirfmT+(p,u,E): 5( 1b(p)>p ifbe RL
0 ifb=+oc0

iii) The function E — Ty (p, u, E) is strictly decreasing on (0, 400).
Proof: Let p > 1 and p < 0 be fixed.

i) We have

21

(14)
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Sy (p,u,E) p *5
] —_ ] P _ -
Jun 7o) = g [ E P () )] P

1

= Jlim [S4(p,p B) [Ep - pi (F(Sy (p, s EV) + Sy (p, s, E)E)| P dt
— 0 —_
1

_ g‘s+<p,u>[—l%<F< ®, 1))+u5+(pu) >]pdt
B St (p,u) p 75

- [—E<F<>+uu>] du

= h’+(pa:u)

ii) We distinguish two cases:

Case b € R,
Since Sy (p, u, E) is a zero of the equation (10), it follows that

1 Sy (p,,E)

T B)= (PN [P (S s B S o ) F () = g

Using the change of variable u = Sy (p, u, E) t, we obtain

T (p, ) = (p‘l)%x (15)

/1[ (St (p, 1, E)) + Sy (p, 1, E) = F (Sy (p, p, E)1) — pSy (p,u,E)t] gt
0

X
|

SE (p,p, E)

Let us rewrite (15) as

1
(Sy (0, E)  F(S:(mB)t)  u(l—t) | p

_ dt
SE (p, 11, E) S” (p, i, E) ST (p, 1, E)

o (25 >Z

By (12), it follows that
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lim T E
Ghm y(py, E)

1
F(Sy (pmB)  F(Sy B, — n(-t) | »

dt
S% (p, u, E) (St (p, i, E) )" S~ (p, u, E)

. (p -1 )
= lim R
Sy (pp, E)—+o0 p

1
P

m
S (pojs, ) —o0 Sp (o, E Sy (o, 1, E)1)” P (p, 1, E)

—<%l>%—sp]

1
p 0
Py

Case b = +©

By the assumption (H3), we have

lim = 400
u——+oouP—

Then for all A; > 0, there exists As > 0 such that

f(u)> APt for all u > Ay (16)

Let t € (0,1), we have
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F(SJr (paluﬂ E)) - F(S+ (p,,u, E) t)
St (p,u, E)
Sy (p,p,E)
f f(w)du
:S+(p7u7E)t
Sp (p, 1, E)
E
—f 2’+1p o E)T)
: S (p, 1, E)

> A, prfldT, for all Sy (p, p, E) > As

_A
p

(1—t)

Therefore for all S (p, u, E) > Aa, we have

1 1
~1\p L[4 1-1) | »
T (o1 F) < (p—)pf R a1 Gk B R
p ol P ST (ps p, E)
1 1
p—1>§1 Ay pd—t)| P
— -y + B0 P
( p g P ( ) AbTT
Now letting A; — 400, we obtain
Gim T (p, p, E)=0
iii) Differentiating (15) with respect to E, we obtain
8T+ 1 P 8S+
E) = —|—— E 17
Iy ) p(p) O () % (17)
1
X/ H(lua S+ (p,,u, E)) — H(lua S+ (p,,u, E)t) dit
piL
5 Sy (P, 1, E)) + Sy (p, i, E) = F (St (p, p, E)T) — pnSy (p,p, E)E] 7
where
H (p,u) = pF (u) —uf (u) + (p — 1) pu
We have

OH () =(p— 1) f () ~uf’ () + (p— 1)

ou
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By the assumptions (H1), (H2) and (H4), it follows that

0H
lim —— (p,u)=(p—-1)p <0 (18)
u
and by the assumption (H5), we have

0*°H
ou?

Then by (19) and (18), it follows that

(,u)=(p—2) f (u) —uf"(u) <0 (19)

H
%—(,u,u)<0, forall p < 0and u >0
u

Which implies that
H (,Uﬂ S+ (p,,u, E)) —-H (,Uﬂ S+ (p,,u, E) t) < Oa for all < 0 and t € (Oa 1)

Hence, the integral in (17) is negative and by (13), it follows that

oT
8—5(p,u,E)<O,fora11p>1, n<0and E > 0.

Lemma 4.4 For all p > 1, we have

Op f (S (o) + 1o

i) lim Sy (p,p) = 400
H——00
i) lim Sy (p,pu)=0"
p—07"
Proof: Let p > 1 be fixed.

i) Since

F (St (p, i) +pS4 (p,pn) =0

it follows that

op 7 (St (p, ) + 1
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ii) We have
F(Sy (p,p) +0Sy (p, ) =0
Dividing this equation by Sy (p, 1), we obtain

F(Sy (p, 1))
S+ (pa IUJ)

when p tends to —oo, it follows that

F (Sy (p, 1)

tends to +oo
S+ (pa IUJ)

Therefore, by the hypothesis (H3), we obtain
Jm Sy (p, )= +oo
iii) We have
F (S (psp) +p54 () =0
when p tends to 07, S4 (p, 1) tends to the zero of the following equation:

F(u)=0 (20)

Since u = 0 is the only zero of the equation (20), we obtain

lim S, (p,p)= 07

p—0-
O
Lemma 4.5 For all p > 1, we have
1
O p M) \p . *
Z) #EglOOth (pa N) 9 (p . 1) ( b ) Zf € +
0 if b=4o0
400 ifa =10
1
) lim h )= 1
ii) #gg{ +(p, 1) D M (p)\ p faeR’
2(p—1) a +

ii1) The function p — hy (p, p) is strictly increasing on (—00,0).
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Proof:

i) We distinguish two cases:
Case b € R,
Using the change of variable u = S (p, )t in (14), we obtain

h+(p,u):/ S+ (2, 1) dt
0

1
[_Z% (F(Sy (p ) t) + Sy (0, ) )| P

Since

F (St (p,p) +pS4 (P, ) =0
it follows that

1

27

e = [ S ) [~ L0 (F (S o)) = F (8- )| Pae 1)
0

Let us rewrite (21) as

1

0/ [ ( Sftp(puf)) - Fé?(z()il;))t)]g "

Now by the assertion ii) of lemma 4.4, we have

S+ (pa:u)t)p Sﬁ (pa
Then from (H3) and using ’Hépital’s rule, we obtain

lim h S )= lim
WB N (P 11) Si(pu)—+o0

E
erodB ] |55 ((s(ffp( - )| T
Gt
= p%lﬁgﬁ—tp]ﬁ dt

1

1[_ » (fg(s+<p,u>t>tp F““ﬂ?%)]%t



28 M. Derhab and M. Megnafi

Case b = 4+
By the assumption (H3), we have

)

lim
u——+ocouP—

Then for all C; > 0, there exists Cy > 0 such that

f(u)> CruP~t for all u > C3

Let t € (0,1), we have

:5+(:Duu)t
SY (p, 1)
—f S+1p )T )dT
¢ Sp (p, 1)
> (4 pr Ldr, for all Sy (p,p)> Cs

=2 -

Therefore for all Sy (p, u) > Co, we have
p—1
bt < (22F)

-1
< (%)
p
Now letting C; — +00, we obtain

lim_hy (p, 1) =0
H——00
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ii) In a similar manner as in i), we prove ii).

iii) Differentiating (21) with respect to u, we obtain

8;—; (p,p) = % (p, ) x (22)
0 P T
|- (F (5 ()0 = P (S ()0
where

L(t, Sy (p, ) :=t[pF (54 (p, 1) — Sy (0 1) £ (S (0, )] = [PF (S4 (p, ) ) — Sy (v, p) tf (S4 (p, ) 1)]

We have

%L (t. St (p, ) = =S% (0, 1) [(p = 2) f' (S4 (p, ) t) — Sy (p, ) tf" (S (ps ) 1))

By the assumption (H5), it follows that

32
@L (t, S+ (p,p)) >0 for all t € (0,1)

and since L (0,54 (p, 1)) = L (1, S+ (p, 1)) = 0, we obtain

L(t,S+ (p,p))<0forallte(0,1)

Hence, the integral in (22) is negative and by the assertion i) of lemma 4.4, it follows
that

oh
8—;(p,u)>0, forall p > 1 and p < 0.

5 Proof of theorem 2.1
Proof of Assertion (A)

(1) Assume that a < b < A; (p). By lemma 4.3, we have



30

(if)

M. Derhab and M. Megnafi

lim T E)=h
Jim T (p, p, B) = hy (p, )

lim T E)>
i (o, E) >

N~

The function E +— T4 (p, p, E) is strictly decreasing on (0, +00) .

1
So, the scalar equation in the variable E, Ty (p,u, E) = 3 admits no solution in
[0, +00].

Therefore, by theorem 3.1, it follows that problem (8) admits no positive solution for
all 4 < 0.

P

Assume that (%) A1 (p) < a < b. By lemma 4.3, we have
lim T E)=nh

Jm T (p, u, B) = he (p, )

Gim Ty (p, p, E) <%
The function F +— T4 (p, p, E) is strictly decreasing on (0, +00) .

So, it follows that the scalar equation in the variable E, T (p, u, E) = % admits a
solution in [0, +oo] if and only if hy (p, p) > l

2
Or, by lemma 4.5, we have

1
lim h’+ (pa IUJ) <3
H——00 2

N =

p—07"
The function p — hy (p, p) is strictly increasing on (—o0,0).

1
So, there is no p in (—o00,0) such that hy (p,p) > 5 Therefore, by theorem 3.1, it
follows that problem (8) admits no positive solution for all p < 0.

Proof of Assertion (B)

(i)

P
Assume that a < A\ (p) < b < (%) A1 (p). By lemma 4.3, it follows that the
p—
1
scalar equation in the variable E, T4 (p, u, E) = 3 admits a solution in [0, +oo[ if and
1
only if hy (p, 1) 2 5.
Now, by lemma 4.5, we have

1
lim_hy (p, 1) >
H——00 2
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1
lim h =
o lim + (1) >3

e The function p — hy (p, p) is strictly increasing on (—oo,0).

1
Therefore, the equation in the variable E, T (p, u, E) = 3 admits a unique solution
in (0, 400) for all u < 0.

Thus, by theorem 3.1, it follows that for all u < 0, problem (8) admits a unique
positive solution and it belongs to A™.

(ii) In a similar manner as in (i), we prove (ii).

Proof of Assertion (C)

P
e Assume that a < (%) A1 (p) < b. By lemma 4.3, it follows that the scalar
p—

1
equation in the variable E, Ty (p,u, E) = 3 admits a solution in [0, +oo] if and only
. 1
if hy (p,pt) = 3

Now, by lemma 4.5 there exists a unique p. (p, a,b) < 0 such that:

1
hd h’+ (pa:u) < 55 for all < s (pa a, b)a
1
hd h’+ (pa:u* (pa a, b)):§a

1
hd h’+ (pa:u) > 55 for a’ulu> o (paaab)'

1
Therefore, the equation in the variable E, T4 (p, u, E) = 3 admits a solution in [0, +o00[
if and only if u > ps (p,a,b).
Thus, by theorem 3.1, it follows that

o If 4 < s (p,a,b), problem (8) admits no positive solution,
o If u = p. (p,a,b), problem (8) admits a unique positive solution and it belongs to BT,

o If u > p. (p, a,b), problem (8) admits a unique positive solution and it belongs to A™.

6 Examples

In this section we give some examples to illustrate our results.
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6.1 Example 1

Consider the boundary value problem

— (op (u’))/ =uP +auP~t 4+ pin (0,1),
{ u((;%)):u(l):(), ! (23)

where p > 1, ¢, (y) = |y|" >y, @ > 0 and p < 0.
For all u € R, let us set

f(u) = uP+auP™?

We have
o feC*(Ri)nC (Ry)
° ()_aand lim f(u>:+00
w—0F UP™ u—-oo yP~1
o limuf ()= lim (pu” +a(p—1)uP~") =0

e Vu>0and Vp>1, (p—2)f (u) —uf’(u) = —puP~t <0
Therefore, by theorem 2.1, it follows that:

P
(i) Ifa € [O, (%) A1 (p) [, then there exists . (p,a) < 0 such that:

o If 1 < s« (p,a), problem (23) admits no positive solution,
o If = . (p,a), problem (23) admits a unique positive solution and it belongs to BT,

o If 44 > i, (p, a), problem (23) admits a unique positive solution and it belongs to AT.

P
(ii) If a € [(%) A1 (p), oo [, then for all © < 0, problem (23) admits no positive
p—

solution.

6.2 Example 2

Consider the boundary value problem

—(pp (u) = %upflArctanu +auP™t 4+ pin (0,1),
uw(0) =u(1) =0,

where p > 2, ¢, (y) = |y|" >y, a > 0 and p < 0.
For all u € RY, let us set

2
f(u):—aup Arctanu + auP ™!
T

We have
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o feC®(Ry)NC(Ry)

f () =aand lim A0

= 2a
u—0t+ uP—1 u——+oo yP—1

auP™" (2(p = 1) (1 + ) Arctanu +2u+ 7 (p — 1) (1 +u?))

o lim uf (u)= lim

u—0+ u—0+ s (1 + u2)
=0
e Yy > 0 and Vp > 2, we have
2a
-2 f (v)—uf’(W)=—""— (2—-p)u®>—p) <0
(p—2) f (u) —uf" (u) 7T(1+u2)2(( p)u® - p)

Therefore, by theorem 2.1, it follows that:

: A1 (p) p \’

(i) If a € |0, 5 ora€ |(— A1 (p),+oo|, then for all p < 0, problem (24)

p—
admits no positive solution.

. M) L p \° . .
(ii) If a € 5 3\ 1 A1 (p)|, then for all p < 0, problem (24) admits a unique

p—1
positive solution and it belongs to AT.

1/ p Y p Y :
(iii) If a € ] 3 (ﬁ) A1 (p), (ﬁ) A1 (p) [, then there exists
i« (p,a) < 0 such that:
o If 1 < s« (p,a), problem (24) admits no positive solution,
o If 4 = u, (p,a), problem (24) admits a unique positive solution and it belongs to BT,

o If 4 > . (p, a), problem (24) admits a unique positive solution and it belongs to A™.

6.3 Example 3

Consider the boundary value problem

—(pp (W) =expu—1+auP~ + pin (0,1),
Ll ' (25)

where 1 < p <2, ¢, (y) = [y|" >y, a> 0 and pu < 0.
For all u € R, let us set

f(u)=expu—1+auP™?
We have

e feC?*(RY)NC (Ry)
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. f(u)
l4aifp=g ®d Im o=

f(u){aif1<p<2 T

u—0+ uP 1

o lim uf (u)= 1im+u (expu +a(p—-1) upfl) =0
u—0

u—0
e Yy > (0 and Vp < 2,we have

(P —2) f (u) —uf’(u)=(p—2—u)expu <0
Therefore, by theorem 2.1, it follows that:

(i) If p=2and a € [0,47% — 1|, then there exists p. (a) < 0 such that:
o If 1t < s (a), problem (25) admits no positive solution,
o If 1 = i, (a), problem (25) admits a unique positive solution and it belongs to BT,
o If > . (a), problem (25) admits a unique positive solution and it belongs to A™.

(ii) If a € [4#2 — 1,400 [, then for all y < 0, problem (25) admits no positive solution.

(iii) If pe ]1,2[ and a € [O, (%)p A1 (p) [, then there exists
i« (p,a) < 0 such that:
o If 1 < s« (p,a), problem (25) admits no positive solution,
e If = . (p,a), problem (25) admits a unique positive solution and it belongs to BT,

o If 4t > . (p,a), problem (25) admits a unique positive solution and it belongs to AT.

(iv) Ifpe]l,2[a € [( — )\1 [, then for all u < 0, problem (25) admits no

positive solution.

6.4 Example 4

Consider the boundary value problem

—(pp (W) = —=In (1 +uP™') +auP~' + pin (0,1),
A A ' (%)

where p > 1, ¢, (y) = [y|” >y, a > 1 and p < 0.
For all u € R, let us set

fw)=au’'—In(1+u""")
We have

e feC?*(RY)NC (Ry)
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f () =a—1and lim fw) =a

[ ]
u—0t+ uP~1 u——+ooyP—1

o lim uf (u)= lim uP~! (a—g>—0

u—0+ u—0+ 14+ upr1

(p— 1)% w3

e Vu>0and Vp>1, (p—2) f (u) —uf’(u) = - (14 ur—1)?

<0
Therefore, by theorem 2.1, it follows that:

P
elfac[l,\(p)orac [(%) A (p) + 1, +oo[, then for all © < 0, problem (26)
D

admits no positive solution.

P
(ii) If a € ])\1 (p), (%) A1 (p)], then for all y < 0, problem (26) admits a unique
p—

positive solution and it belongs to AT.

r \’ r\
(i) fae || ——=) M), —=] A(p)+1]|, then there exists
p—1 p—1
i« (p,a) < 0 such that:
o If 1 < s« (p,a), problem (26) admits no positive solution,
o If 4 = u, (p,a), problem (26) admits a unique positive solution and it belongs to BT,

o If 1 > i, (p, a), problem (26) admits a unique positive solution and it belongs to A™.

7 Appendix

In this section, we prove proposition 4.2.
We consider the following initial boundary value problem:

(p ()Y = f (u) + 1.
{ (o) = o 1 (z0) — 0y @7)

where p > 1,0 < zp < 1 and ¢ > 0.

Let us consider the following set:
1

D={c¢>0:3e>0, f(s)+pu>0,Vse]|c—e | and fc[F(c)—F(s)+u(c—s)]7§ds<+oo

c—¢&

We have the following result:

Lemma 7.1 The problem (27) has at most one right locally strictly decreasing ( left locally
strictly increasing ) solution. It exists if and only if ¢ € D.
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Proof: The proof of this lemma is similar to that of Lemma 1 in [6]. So, it is omitted. O
Remark: It is not difficult to prove that if f (¢) + u > 0, then ¢ € D.
Corollary 7.2 If f (c) + pu > 0, then the local solution of (27) is unique.

Proof: of proposition 4.2.
Assume that u is a positive solution of (8) such that v’ (0) = E > 0, then it admits at
least a maximum value. On the other hand wu satisfy the energy equation ( see [[5], p. 421]

)

|u' (z)|" = EP — Ll (F (u(z)) 4+ pu (x)), for all z € [0,1].
p—
From lemma 4.1, the function s — EP — Ll (F (s) + pus) admits a unique positive zero
p—

S+ (p, 1, E). Then the function v admits a unique maximum value in [0, 1] and we have

Vo €0, 1[, v (2)=0=u(x)= 54 (p,u, E)

Now, we consider the following initial problem:

—(pp ()" = f () + 1,
{ u(xo) = St (p, u, E), v (x9) =0, (28)

where 0 < zo < 1.
By the assertion i) of lemma 4.1, we have

f(S+ (pa,uﬂ E)) +,U > O, for all £ > 0
Let
v(x):=u(2z9 — )

v is a solution of (28). According to corollary 7.2, the problem (28) admits a unique
solution. Hence the global solution of (28) is unique, which means that u () = v (z) for all

1
z. Arguing by contradiction we obtain zg = 3 Assume that z¢ < 3 then
0=u(0)=v(0)=u(2z0)
1
which is impossible. The assumption zg > > leads to a contradiction in a similar way.

1 1
Then we must have xg = 3 Since zg = 3 and u (z) = u (1 — z), therefore the derivative of

u vanishes exactly once in ]0, 1[ and u is symmetrical about 3. O
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ABSTRACT. Using time-mapping approach, we study the existence and multiplicity of positive

solutions for the following boundary value problem
—(op (W) = apy (u) — by} (u) —cin (0,1),
u(0)=u(1) =0,
where ¢, (y) = P 2y, yeR, p>1, app (u) — bp? (u) represents the logistic growth where a > 0

and b > 0 and ¢ > 0 represents the constant yield harvesting.

AMS (MOS) Subject Classification. 34B15-34C10

1. INTRODUCTION

The purpose of this work is to study the existence and multiplicity of positive

solutions of the following quasilinear boundary value problem

—(pp (W) = ap,(u) = by} (u) —cin (0,1),
u > 0in (0,1), (1.1)
u(0)=u(l) = 0,

where ¢, (y) = [y’ 2y, y€R,p>1,a>0,b>0and ¢ > 0.

The operator u — (g, (u'))" is called the one dimensional p-Laplacian. Equations
involving this operator arise in some physical problems and chemical reactions like
the study of flow and heat transfer problem under constant heat flux and constant
wall temperature conditions in the thermal entrance region of two parallel plates for
a power-law non-Newtonian model (Tfi fl—“ ‘p—2 Z—;‘) electrically conducting fluid in the
presence of a uniform transverse magnetic with viscous dissipation, where 7 is the

shear stress, a is the half distance between the plates, u represents the axial velocity, 2z

Received March 10, 2013 1083-2564 $15.00 ©Dynamic Publishers, Inc.
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is the vertical distance and p represents the index of the power-law, (see [25]) and the
mass transfer in systems with chemical transformations or polymerization process, in

biological systems, and in special cases of catalytic process, (p < 2, see [15]).

On the other hand boundary value problems (1.1) generalize those arising in
population dynamics, where u represents the density at different points of (0, 1) of
a biological species; the reproduction of the species follows the logistic growth, a is
the growth rate of the biological species, b represents the strife coefficient among the
biological species and c¢ represents the rate of harvesting. On the other hand, the
presence of the p-Laplace operator (¢, (') points out the diffusive character of the
species u, while the Dirichlet boundary conditions means that the domain (0,1) is
surrounded by a completely hostile exterior such that any member of the population
which reaches the boundary dies immediately, (see [5], [7], [8], [11], [18], [23] and [26]).

Boundary value problems with constant yield harvesting have been studied by

several authors. Let us recall some of the past results for (1.1).
In [9], the authors consider the following boundary value problem

—u” = au—bu?—cin (0,1),

u > 0in (0,1), (1.2)
u(0)=u(l) = 0,

where a, b and ¢ are a positive constants.

By using the quadrature method, they proved the following results

o If @ < \; = 72, then the problem (1.2) admits no positive solution,
e There exists ¢y = ¢o (a,b) such that if ¢ > ¢q, then the problem (1.2) admits no

positive solution,
3(&—7r2)2 3(3a+7r2)(a—7r2)
32 64b

o If 2 < a < 372 andc<01:min{ , %}, then the

problem (1.2) admits at least one positive solution,
o If 72 < a < 272 and ¢ < ¢, then the problem (1.2) admits at least two positive

solutions.
In [19], the authors consider the following boundary value problem

—~Au = au—bu*—ch(z) in Q,
> 0in Q, (1.3)
= 0 on 09,

where a, b and ¢ are a positive constants, () is a smooth bounded region with 02 of
class C? in RN for N > 1, and h : Q — R satisfies h (z) > 0 for z € Q, max, g h (z) =
1, h(z) = 0 for z € 9Q and h belongs to the class C* () with 0 < o < 1.

By using a perturbation argument based on implicit function theorem, the au-

thors proved the following results
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o If a < Ay, where \; is the first eigenvalue of —A with Dirichlet boundary condi-
tions, then the problem (1.3) has no positive solution,

e If a > )\, then there exists ¢ (a,b) such that if ¢ > ¢; (a,b), then the problem
(1.3) has no positive solution,

e If a > )\, then there exists ¢q (a,b) such that if ¢ < ¢q(a,b), then the problem
(1.3) has a positive solution,

e If b > 0, then there exists § > 0 such that for a € (A, \; + ¢), the problem (1.3)
has exactly two positive solutions u; (-, ¢) and us (-, ¢), for 0 < ¢ < ¢y, exactly

one positive solution wu; (-, ¢) for ¢ = ¢y, and no positive solution for ¢ > ¢s.

In [27] , the authors consider the following boundary value problem

(1.4)

—Au = au—bu®—cg(z) in Q,
u = 0 on 09,

where a, b and ¢ are a positive constants, () is a smooth bounded region with 02 of
class C** in RN for N > 1, and g € C* () with 0 < a < 1.

By using a theorem about the inversion of differentiable mappings between Ba-
nach spaces, they proved that for any ¢ > 0 and g () > 0, where is not identically
zero for ¥ € Q, if \] < a < Ay, then the problem (1.4) has either zero, or one, or
two positive solutions. Moreover, there exists ¢o > 0 such that the problem (1.4) has
at least one positive solution u; and at most two positive solutions when ¢ € (0, ¢3),
has exactly one positive solution when ¢ = ¢, and has no non-negative solution when

c < Co.

In [20], the authors studied the existence of weak positive solutions of the follow-

ing problem

—Apju = auP™' —u —ch(z) in Q,
> 01in €, (1.5)
= 0 on 09,

where A, denotes the p-Laplacian operator defined by A, := div (|Vu|” - Vu), p>1,
v > p, a and c are a positive constants, € is a bounded domain in RV, N > 1, with
09 of class C1*, 0 < a < 1 and connected (if N = 1, we assume € is a bounded open
interval) and h : Q — R is a continuous function in Q satisfying h (x) > 0 for 2 € Q,
h does not vanish identically in Q, max,.gh (z) =1 and h (z) = 0 for x € 9Q.

By using the maximum principle and the method sub-solutions and super-solutions,

the authors proved the following results

o If a < Ay (p), where A (p) is the first eigenvalue of —A, with Dirichlet boundary
conditions, then the problem (1.5) has no positive solution,

e If a > A\ (p) and c is very large, then the problem (1.5) has no positive solution,
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o If a > A1 (p), then there exists ¢y (a) > 0 such that if 0 < ¢ < ¢g(a), then the
problem (1.5) has a positive solution C* (Q) w. Further, this solution u is such

1
ch(z) | p—1

that u (x) > <>\1(p) for all z € Q,
o If a > A (p), then there exists ¢; (a) > ¢y (a) such that for 0 < ¢ < ¢ (a),

problem (1.5) has a maximal a positive solution, and for ¢ > ¢; (a) problem

(1.5) has no positive solution.

In [5], the authors studied the existence of weak positive solutions of the following
problem
—Apju = am (z)uP~t —bu’"! —ch(z) in Q,
> 0in €, (1.6)
= 0 on 09,

where A, denotes the p-Laplacian operator defined by A, := div (|Vu|p -2 Vu), p>1,
v > p, a and ¢ are a positive constants, € is a bounded domain in RY, N > 3, with
0Q of class C% 0 < B < 1 and connected. The weight m satisfying m € C (Q)
and m(z) > mo > 0 for all z € Q, also |m||, =1 < ccand h: Q@ — Ris a
oo (ﬁ) function satisfying h (x) > 0 for € Q, h does not vanish identically in €,
max,.qh (z) =1 and h (z) = 0 for x € 0.

By using the maximum principle and the method sub-solutions and super-solutions,

the authors proved the following results
o If a < )\, where )\ is the first eigenvalue of the following Dirichlet Problem

~Ayju = dm(x)|ul’?uin Q
u = 0 on 09,

then the problem (1.6) has no positive solution,

.
(al)7=P [m(z)dz
e Ifa > )\ and ¢ > ——2—— then the problem (1.6) has no positive solution,
b7=P [ h(z)dz
Q
o If a > 2@ where \; (p) is the first eigenvalue of —A, with Dirichlet boundary

mo
conditions, then there exists cq (a,mp) > 0 such that if 0 < ¢ < ¢y (a), then

1
the problem (1.6) has a positive solution u such that u (x) > (f\?%) " for all

z e Q.

In [6], the authors studied the nonexistence of positive solutions for the following

quasilinear elliptic system

( —Agpu = aP Tt —b —cin Q,
—A,pv = auP = b —cin Q,
u > 0in §2,

> in (),

u=v = 0on 0,
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where A, , denotes the a, p-Laplacian defined by A, ,z = div (a |Vz\p_2 Vz) ip>1,
v > p; a1, by and c are positive constants, €2 is a smooth bounded domain in RY
(N > 1) with smooth boundary and a € L*> (2), a (z) > ao > 0 for all x € Q.

The object of this work is to improve and generalize the results obtained in the

one dimensional case.

The paper is organized as follows: In section 2, we state our main result. In
section 3, we state the method used to prove our main result. Some preliminary
lemmas are the aim of section 4. Finally section 5 is devoted to the proof of our main

result.

2. MAIN RESULTS

We consider the boundary value problem

{ —(pp () = apy (1) — b2 (u) — ¢ in (0,1),
u(0) =wu(l) =0,

where ¢, (y) = [y’ *y,y € R, p>1,a>0,b>0and ¢ > 0.

(2.1)

To state our result, define
St ={ueC ([0,1]);u>01in (0,1), u(0) =wu (1) =0 and v’ (0) > 0}.
Let AT be the subset of ST composed by the functions u satisfying:

i) u is symmetrical about 3.

ii) The derivative of u vanishes once and only once in (0, 1).
Let BT be the subset of C' ([0, 1]) composed by the functions u satisfying:

i) u>01in (0,1) and u (0) = v/ (0) = u (1) = 0.
ii) u is symmetrical about 1.

iii) The derivative of u vanishes once and only once in (0, 1).

From [16] the minimum A, of the Rayleigh quotient

, 1 <p< o0,

J ()"

0

taken among all real valued functions v € C* ([0, 1]) with « (0) = u (1) = 0 is equal
to the first eigenvalue A; (p) of the equation

— (i (W) = Ay (u), (2.2)
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and from [22] Ay (p) is expressed by
1 p

M (D)= (p—1) 2/# z(p—1)<p;;>.

The main results of this work are

Proposition 2.1. Ifa < )\ (p), then the problem (2.1) admits no positive solution.

Proposition 2.2. If ¢ > % then the problem (2.1) admits no positive solution.

4b

Theorem 2.3. Assume that a > A\ (p), b>0 and 0 < ¢ < ¢, := (27;;1) e

(A) Ifl<p<2anda> (%)p)\l (p), then there exists a real ¢y € (0,c¢,) such that

i) If ¢ < cg, then the problem (2.1) admits a unique positive solution and it belongs
(i) g
to AT,
i1) If c = cg, then the problem (2.1) admits exactly two positive solutions one belongs
(i) : p y two p g
to BT and the other belongs to A™.
. a2 —1)(a— 2
(B) Ifl<p<2andX (p) <a< (p 1) A1 (p) and ¢ < min <(p+1)2b, (2p 1)(4b’\1(p)) ),
then the problem (2.1) admits exactly two positive solutions and they belongs to

AT,
(C) If p > 2 and a > 2”+1 LGP (p’ ;2)’ where B (-,-) is the Euler-Beta function
defined by
1
B (z,y) :/tx_l (1—t)Y"dt, = >0 andy > 0.
then the problem (2.1) admits no posztwe solutions.
(D) If p>2, a <min ( ) , 2PmP (p)) and
0 < ¢ < min ((pj::)% (2p— 1)(‘;7 )‘1( ) ), where m is defined by

N ! dt
) = () /0[;<1_tp>_2;1<1_t2p1>]3”

then he problem (2.1) admits exactly two positive solutions and they belongs to
AT,
3. TIME-MAPPING APPROACH

In this section we introduce the well-know time mapping approach (see for in-
stance [1]-[13]).
Consider the following boundary value problem

—(pp (W) =g (u) in (0,1),
{ u(0)=wu(l)=0, (3
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where g € C' (R4, R).

Define G (s) = [ g (t) dt.

For any £ > 0 a?ndp > 1, let

X+(p,E):{S>O; - G0 v, o<g<s},

p—1
and
0if X, (p,E) =0,
S+ (p7 E) = i ( ) .
Sup X, (p, E) otherwise.
Let

D ={E=0; 0<5¢(p, E) <+o0 and g (54 (p, E)) > 0},
and we define the following time-map

Si(p,E) 1
T+ (p, E) = / |iEp — p%lG (u):| du.

We now state the following well know theorem without proof (see for instance [13]).

Theorem 3.1. Assume that g € C (Ry,R), E >0 andp > 1. Then

e Problem (3.1) admits a solution u € A" satisfying u' (0) = E if and only if
E e DN (0,+00) and T (p, E) = 5. In this case the solution is unique and its
sup-norm is equal to Sy (p, E).

e Problem (3.1) admits a solution u € BT if and only if 0 € D and T, (p,0) = %

In this case the solution is unique and its sup-norm is equal to Sy (p,0).

4. PRELIMINARY LEMMAS

Lemma 4.1. Consider the following equation with s € R, :

a b
EP — U RS R
p(ps 2p_1s

=1 cs) =0, (4.1)

where p > 1, E >0, p/ = p%l, a> A (p),b>0and 0 < c < ¢, are real parameters.
1

Then there exists a real positive E, (p,c) := (p’ (%ap — %azp—l — ca))g, where

1
o= (“Jri Vg?;‘“”) " such that

(i) If0 < E < E, (p,c), the equation (4.1) admits a unique positive zero ry (p,c, E),
(ii) If E > E, (p,c), the the equation (4.1)admits no positive zero.
(iii) The function E — r, (p,c, E) is C* in [0, E. (p,c)) and we have for all p > 1,
c€(0,¢,) and E € [0, E, (p, ),

0 —1)Ert
T+ (p> ) E) = p—1 (p ) 2p—2 > 0.
OF art” (p,c, E) —brl’ " (p,c, E) — ¢
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(iV) limg o+ 74 (p, C, E) = [(21;;1) (% o Z_; - ;’b_cl)} ﬁ'
(v) limEﬁE*(pvc) ri(p ¢ E) = a.

Proof. The proof is similar to that of Lemma 4.1 in [3]. So, it is omitted. O

We are now ready to compute X, (p,c, E) for any p > 1, ¢ € (0,¢,) and E > 0,

as defined in section 3.
In fact
Xy (pe, B) = (0,74 (p,c, B)).
Also, we have that:
Sy (P, BE) =1y (pc, E).
On other hand, if we define the function f by

f(u) = au?™' —bu*"% — ¢ for all u > 0,

we have
D = {E>0,0<S5(p,c,E)<+ocand f(Sy (p,c, E)) >0}
= [OaE* (p> C))

By Lemma 4.1, we have

li E
E1—>m S-i- (p,C )

2p—1) [a a? 4bc T

2b P p? 2p—1 ’
lim Sy (p,c, F)=aq,

EoEope) +(p )=

and for all p > 1, c € (0,¢,) and E € [0, E, (p, ¢)),

_ p—1
% (e, B) = aS" (p,c (Ep) —16)551’_2 (p,c, E) — ¢ -0 (4.2)
+ e + G
Now, we define the time-map 7'y by
St (p,c,E)
rpeB)= [ B -pyF@
0
for any p > 1, c € (0,¢.) and E € [0, E, (p, c)), where
a b
F(u):]; uP — 2p_1u2p ' — cu,
and the application h, by
S4(p,c)
hetp) = [ P du (43)

for any p > 1, ¢ € (0, ¢,) where Sy (p,c) := Sy (p,c,0).

Proposition 4.2. If u is a positive solution of problem (2.1), then v € AT U B*.
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Proof. The proof is similar to that of Proposition 4.2 in [10]. So, it is omitted. O

Lemma 4.3. For any p > 1 and 0 < ¢ < ¢, we have:
(i) limg_o+ T4 (p, ¢, E) = hy (p, c).
+ooif 1 <p <2,

where
J(p,c) ifp>2,

(ii) limp— g, (e Tt (p, ¢, E) =

J(p o) = () / (F (a) — F (u)"# du.

0

Proof. Let p > 1 and 0 < ¢ < ¢, be fixed.

(i) We have
S+(p7ch)
lim T E) = li EP — p'F (u)] 7 d
Jim Ty (p e, E) = lim, / [EP —p'F (u)] 7 du

0
1
~ lim / S, (p.c, E)[E” — P'F (Sy (p, e, E) )] % dt
0

E—0t

1 1
N / St (p,c) [P F (Sy (p,c)t)] 7 dt
0
St (pyc)

— [ P @

o

= hy (p7 C)
(ii) We have
: = . ! S+ (p> ) E)
lim 7T, (p,c,F) = » lim —dt
oo PO T T ol e e ) Fss e BT
L —
oy [F (a) — F (at)]}
-1 ¢ du
= ( /) P 1
"7 ) [F (@)~ F(u)]}
That is ) N p
g Ty (p.c, E)=(p')" /0 ) - Pl (4.4)

On the other hand, since f (o) = 0, then by Taylor’s Formula with Lagrange’s
reminder, there exists a point ¢ in the open interval (u, «) such that
(o — )

F(u)=F(a)+ 5

Q)
where

Q) =p-1)¢*(a—26¢"").
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Which implies that

F _ /
i PO =T /(o)
u—a~ (a — u) 2
Which means that for each € > 0, there exists § ( ) > 0 such that for all

€ (0, @), the condition o — u < 6 (¢) implies that ( (@)= I;(“) + f( )| < ¢

Now, if we choose € > 0 such that e < —£ (a , then by (4.4), it follows that

Li(pae) < lim T, (p,c, E) < L(pa,e), (4.5)
E—E.(p,c)
where
]1 (pv (1/,5) = Il (p> «, E) + Il (p> «, E) )
with 5
-1 [feTos du
Lo =007 |
0o [Fla)—F )
and B
~ -1 "« 2 du
Lipas -7 (-L24e)” |
a—d(¢e) [a — u]p
and
L (p,a,e) =L (p,a,e) + I (p, a, €)
with 50
-1 [oToe du
12(p7a5) (p)p/ 1
0 [F () = F (u)]?
and

—du__ i convergent if and only if p > 2, then by

Now since the integral f G

(4.5), it follows that

too  ifl<p<2,
lim 7Ty (p,c, E) = b=

BB (pe) J(p,c) ifp>2,

where J (p, c) fo

"dl>—'

a—ﬂw

Lemma 4.4. For all p > 2, we have

(i) lim.—o+ J (p,c) = arm (p), where the function m is defined by

m@WﬁA} dat .
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(iii) The function c — J (p,c) is strictly increasing.

Proof. Let p > 2 be fixed.
(i) We have

109 = 007 |

259

- (pqijjﬁa[<a b 8 b

2p

sapf — groaTl — ca) - (%ul’ — g utTt — cuﬂ

3=

<mﬁéw b at .

4(1—tr) - ap—l(l——t%“i)-CGJ‘p(l-t{

2p—1
This implies that
1 ! dt

. _ 1A= .
lim J(p,c) = (p)7 lim

"2 - et (- ) — cal 2 (1

;1,%}1 dt
= a7 (p) A[ ;

1) g -]

(ii) Notice that

=

_t)]p

1
o dt
lim J (p,c) = (p)7 lim .
' *0[ﬂL%ﬁ—ﬁﬁM*ﬂ—ﬁ%U—mkﬂL%ﬂp
1
o dt
= ()7 lim .
B R e R = (R

(iii) We have

N%@AQK

Again using the change of variables u = at, we obtain

deé} b i

ﬂl—W)—EIMFWl—ﬂWH—waFMI—ﬂ]

du

1-
a . p b 2p—1 a,p b 2p—1 p
pa 2p_10é CO[) (pu 2p_1u cu

Q=
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1
. 2_ p—1
Since o = <“+7 ”21b4b0> , one has

(0.0 /1 dt
b, c) = 1
2w - g (e V=T (L) - e (- 1))

Differentiating this equality with respect to ¢, we obtain

oJ
% (]9, C)

-

2b(a+\/a2—4bc)+L2c

b (] ¢y Va?—ive B
—1 1 (2p—1)Va?—4bc (1 t ) [ (a—i-\/M)Q ] (1 t)
dt

p+1
p a _ c KR
"2t - g (o VA= The) (1 - ) - e (1-t)]
pva? — 4be (a +Vva? — 4bc)

2
YT () ety (5 (0 4 a0 Va4 4be) (1 1)

pt+1

0 [g (1— 1) — iy (a+ Va® —4be) (1 — 1) — 22 (1 —t)} v

Then, we have

dt.

2 w0 (1.6
:A(p,b,c)/1 L{t.p.) __dt,
0 {g(1—tp)—vl_2(a+M) (1— 1) — e (11|
where
A(p,bc) = - 55
p\/m (a + M)

and for all ¢t € [0, 1),

B (a + Va2 — 4bc)2 ap1
L(t,p,c) = T (1—¢*71)
- (2 (a+ Va2 — 4bc> Va2 — 4bc+4bc> (1—1).
We have

2 _ 2 _
Lt pc) = 2a° — 4bc + 2av/a? — 4bc (1— &)
2p—1

- <2a\/a2 ~dbe + 2a* — 4bc) (1—1)

_ <2am + 242 — 4bc) ((%) —(1- t))

Since

2av/a? — 4bc + 2a* — 4bc > 0,
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and

1— ¢!
(2])7_1) —(1—t) <0, fOI' allte [0,1),

we obtain that
L(t,p,c) >0, forallte€[0,1).
Then by (4.6) and (4.7), it follows that

%(p,c)<0,fora11p>2and0<c<c*.

Which means that the function ¢ — J, (p, ¢) is strictly increasing.

Lemma 4.5. For allp > 1, we have
(1) lim.—o+ s+ (p,c) = 07.

1
(ii) lime_., 4 (p,c) = [(22_;1> %] =3
(i) 5 (.0) = g I for all c € (0,c,).

1 2p—2
dc CLSi (p,c)—bs+p (p7

Proof. Let p > 1 be fixed.

(i) We have
1
a a? 4bc p—1
. . p VP 2p-1
1 = 1 op—1) 2 P
L A
= 07 .
(ii) Also,
1
a a? 4bc p—1
~— /3 5=
lim sy (p,¢) =  lim |(2p—1) | Y 27
Cc—Cx C_)(21171) a2 2b
2 )b
B 2p—1\ a|r*
N 2p b

ii) Notice that

2p—1

a p

Differentiating this equation with respect to ¢, we obtain

8& (p C) _ S+ (p7 C)
g )T T e) — b5 (o) — ¢

,for all c € (0,¢,) .

Lemma 4.6. For all p > 1, we have

1

(i) lime—o o (p,€) = 55 (L@>

b TS+ (p,c) —csy (p,c) =0, for all ¢ € (0,¢,) .

261
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+oo if 1 <p <2,

(11) hmc—w* h-‘r (p> C) = =1 % — .
o7 (2=) B (L 52) ifp>2

(i) The function c — hy (p,c) is strictly increasing on (0, ).

Proof. Let p > 1 be fixed.

(i) We have
s+(p,c) d
h+(p,c):/ ¢ -, forall c € (0,c.).
© o)

Using the change of variables u = s, (p, ¢) t, we obtain for all ¢ € (0, ¢,),

hy (p,c) = (D) /1 5+ (p.) dt.

1
Y - (8 o — G e — sy (.0)2) |
Since
b
gsﬁ (p,c) — T 13?_1 (p,c) —esy (p,c) =0, for all ¢ € (0,¢,),

it follows that

hy (p,c) = (1);1); X

p

1
/ S+ (p7 C) dt
0

%si(p,c)—Tlilsipfl(p,c) S ( C)t . ESP ( C) w4 L82p—1 ( C) £2p—1
St (p,c) + P, p°+ b, 2p—1°+ b,
1
B (p - 1) / dt
p a -1 _
o [ sl e (e - )
Now since lim,._g+ 4 (p,¢) = 07, we obtain

lim Ay (p,c) — (p_ 1)1

c—0t p

- (5

B =

B =

S

i~
=)
—

| —
U,
=

| IS

S e

i1
o\
~
I Q
~ <~
=
8 =
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(ii) Since lim, ., s+ (p,¢) = (M (%)) "~ one has

lim h-i- (pv C)

C—Cx

11
_1<p—1)P/ dt
= ar _— 1
p P
0

[% (t —tr) + 5 (171 — t)]

+oif 1l <p <2,

= -1 7 o\ .
{ ar (<p—12>“1> 5(%’%> itp>2.

(ili) Let ¢ € (0,¢,), we have

du

by (pro) /s+(pvc)
T

1
P
p 2p—1

S+ (p7 C) dt

(858 0.0) = s (o)) = (6 (o)t — ghgs o)

D=

S+ (p7 C) dt

- 0/ LF (s4 (p,c) — F (s4 (p, 0) )]

This means that

hy (p,c) =

D=

1

/ 5+ (p,0) _dt. (4.8)
) [tF (s+ (p,c) — F (s4 (p, ) 1)]7

()™

Differentiating (4.8) with respect to ¢, we obtain

=)

where

/ t S+ (p> )) - dt, (49)

P

S DItF (ss (p. ) = F (54 (p.c) )] 7

L(t,s4 (p,c)) =t [pF (s4 (p,c)) — 51 (p,c) f (54 (p, )]

We have

2L
a2 s+ (o) =

and since

— [PF (54 (p,0)t) — sy (p,c) tf (54 (p,0) )],

=52 (0,0) [(0=2) ' (54 (0.)1) = 54 (0, S (54 (0, ) )]
—2(p—1)%bsP" (p,c) 72 <0, for all t € (0,1),

z (07 S+ (p7 C)) = E (17 S+ (p7 C)) = 07
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we obtain

L (t,s4 (p,c)) >0, forallt € (0,1).

Hence the integral in (4.9) is positive and by the assertion (iii) of lemma 4.5, it
follows that

h
88—;(1),0) >0, forall p>1and c € (0,c,).

O

Lemma 4.7. For allp > 1 and c € (0,c.), the time-map E — T, (p,c, E) admits a

unique critical point Ey on (0, E, (p, ¢)) at which its global minimum value is obtained.

Proof. Let p > 1 and ¢ € (0, c,) be fixed.
We have

54 (p,c,E)

du

1
P —pf [ Qup — b _q2p—1 _ P
0 [E P <pu Tl cu)]

1 S+(pvch) du
= (p/) 2 /
0

[% (si (p,c,E')—uP) - 2;’71 (si’Fl (p,c,B)—u2p—1 ) —c (s+(p,c,E')—u)]

T+ (p>C>E) =

D=

We observe that
-1 .
T+ (p7 c, E) = (p/) P T—l— (p7 C, 5) )

where
Si= 54 (p7 C, E) a“nd T—l— (p7 c, S)
B /s du
— T
0 [g (50— up) — 3 (21— u21) — e (s — )|
We have
0T+ . ’ =1 08+ 8T+
5B (p,c, E) = (p') 5B (p,c, E) x s (p,c,s). (4.10)

Since for all p > 1 and ¢ € (0, ¢,), the function F +— s, (p, ¢, F) is strictly increasing on
(0, E (p, ) then by (4.10), it follows that to study the variations of E +— T (p, ¢, E),
it suffices to study those of T'; with respect to s.

With this in mind, we consider

oT d [° du
a—;(pa C, 5) = % 1
"2 () = g (s ) e (s— )|’
_d ! S it
0 [gsp (1—7) — st (1— 1) — cs (l—t)]
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1 /7 H —H
_ 1 / (p,c,s) — H (p, ¢, u) _du,

PJo [% (sP —uP) — ﬁ (=1 — 21y — ¢ (s —u)|”

where )
— . 2p—1

H(p,c,u)=(p—1) <2p —u cu) : (4.11)

We have .
" (p,c,u)=(p—1) (bu*?—c). (4.12)

By (4.11) and (4.12) and since p > 1 and ¢ < ¢, = (2’;1) Z—Z, it follows that there

exists two real numbers s; and sy with

_1
= ((21)—1)0)21’;2 (a—i— a2—4bc) ot
o (O < (D) (2 |

b b 2b

such that

o (pc,u) <0on (0,51),

%_IZ (p7 ¢, 51) = 07

%_];I (p> C,U) >0 on (slaa)>

H(p,C,U) < 0 on (0782)7

H(p7 C, 52) = 07
and

H (p,c,u) > 0on (s9,).
So, it follows that

T
88—+ (p,c,s) <0, for all s € (0,s1),
s
and 3
T
88—+ (p,e,s) >0, for all s € (s9,400).
s
Hence for all p > 1 and ¢ € (0, ¢,), there exists s, € [s1, S| such that 88% (p,c,s.) =0.

Now, we are going to prove that the time-map s — 7', (p, ¢, s) admits a unique

critical point s,, at which its global minimum value is obtained.

We have
9T p+1 [* H(p,c,s)— H (p,c,u))?
T e | H (p.c.5) ~ H (p.c.1) L
0 g2 [g(sp—up)—T‘_l(s%—l—uzp—l)—c(s—u)}
—du,

+1/5 U (p,c,s) — WV (p,c,u)
0 2[2

P @ (50— uP) — gl (21 — w2 1) — (s — u)} v
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where
—1 —2
U (p,c,u) = p 2p)_(p1 )bu2”_l +p(p—1)u.
Also note that,
ov _
a0 Pew)=p=1){p-20w" +pp-1ec
We distinguish two cases

Case 1: p > 2.
In this case we have g—i’ (p,c,u) > 0 and consequently % (p,c,s) > 0.

Case 2: 1 <p<?2.
In this case, we have

,0°T, oT,

e (p,c,s)+ S s (p, ¢, s)
_p+1/5 [H (p,c,s) — H (p, c,u))’ du
- P2 0 [a ) 2p+1
[5 (59— uP) — gy (21— u2=t) — (s - u)}
Y 9(s) =g (W) e
P e —w) = g (st et (s — )]
where
~ 9 b oy
gu)=(p@p-1) <2p_1u +cu ).
Since

7w =p-1°0u*?+c) >0,

we obtain that
L 07T,
0s?

T
(p,c,s) + 888—+ (p,c,s) >0, for all s € (s1,82).
s

S

Since s, is a critical point, then f’ai; (pZ ¢, s.) = 0 and consequently % (p,c,s.) >0,
which means that the time-map s +— T (p, ¢, s) admits a unique critical point s, at
which it’s global minimum value is obtained and consequently 7, admits a unique

critical point E; on (0, E, (p, c)) at which it’s global minimum value is obtained. O

Lemma 4.8. For all p > 1, we have

1
(i) lime_o+ T4 (p,c, By) = 4 (Al_(m) o

a

(ii) The function ¢ — Ty (p,c, Ey) is strictly increasing.
1

(if) T4 (p,c, Br) < 5 (22)7 [2 = L7 (b, By) — oS (pyc By)| 7 for all 0 <

p p p
. a2
¢ < IMmin | Cy, m .

Proof. Let p > 1 be fixed.
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(i) We have

du

lim+ Ty (p,c, E1) = /
c—0
0 [Ef —p (%u?’ — _2pb_1u2p—1 — cuﬂ

S

I
—~
’B\
~—
@“
—
\*
—
IS}
3
=
D
S
—_
|
o
»
*
| QU
RS
=

p
Gyp — b=t — cy
p 2p—1

1
- o) | - it
! [ p _b (] g2ty g, (1—t)}

— (p/)pl/[a — dt : .

@ (1) — s (1 - 1) — sk P (1 —t)]

S

Jun

. . . . 1— . 1—
Since §1 < 8, < S, lim,_ g+ 81 = lim,_ o+ $o = 07, and lim,_o+ cs;" ¥ = lim._g+ csy * =

0", we obtain

1
. =1 dt
L L

(ii) Note that

O (1 ¢ E)

OF
=1 85-1— (p c E) /S+(p7c,E) H<p7 C, S+ <p7 ¢, E)) — H(p7 C, u)
) &y p+1
oF 0 PS+ (p,C,E) [F(S-l' (p,C,E))—F<U)] i

du,

(4.13)

_ S+(p7ch) H E —_ H
L 08-1- (p7 ¢, E)/ (pv C, Sy (pv C, )) (p7 C,U) — du
0

psy (0,6, B) [F (s4 (p,¢, E)) = F (u)] 7
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B s+(p,c,E) 2 E) — 2
+ (p/)Pl/ (e ) —u —
0 PS4 (p,C E) [F<8+ (p,C,E))—F(U>] P

By the previous equality and (4.13), one has

(9$+ (9 0T+
a (pv 7E) aE (pv ’E)+8—E( CE)XW(]?,C,E)
=L Os s+(p.e.E) s2 (p,c, B) — u?
:(p)p aE—iv—(pvch)/ +( ) mdu
0 DS+ (p>C>E) [F(S+ (p,C,E))—F(U)] P
Since
8+(pvch) 2 E _— 2
%E(p,cE)>Oand/ e B)—u —rdu >0,
0 psy (p,c, E) [F (sy (p,c, E)) — F (u)] 7
we obtain that
(9$+ 0T 08+ 0T+
5, P 6 E)x 5 =~ (p,c, B) + 35 (P& E)x —=(p,¢, E) > 0. (4.14)

Now since & (p,c, Ey) = 0 and 88* = (p,c, ) > 0 for all E € (0, E, (p,c)), then
by (4.14), 1t follows that
Ty
e
which means that the function ¢ — T’ (p, ¢, F) is strictly increasing.
(iii) We have

(p,C El) 07

Sx

du
T+ (p> c El) / 1
0 [Ef ’(21#’— by 2r—1 cu)}p
p P
-1 ; du
= (p/) P / 1
%si’ — Tb_lsfp Vs, — (%up — 2pb u2p—1 cu)}
1
a5 (1— tr) — gy s (1 — t21) —cs, (1 - t)] v
o
-7 [ i
0 [e (- ) - i (L) — sk (1 - t)] v

S

- )7 / i
(20— ) — S e, ) (1= 971) — 17 (pr, ) (1= 1)

Since 1 — 71 < %(1—#’), 11—t <1—1¢ forall ¢t € [0,1) and & —
Tb_lSﬁ_l (p,c, Ey) — cS}r_p (p,c, E1) > 0, for all 0 < ¢ < min (c*,(pf—j)%), we
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obtain that

1

0/(1 _dip)i

L A

b ., _
T—l— (paca El) S |: _555- l(pacu El) _CS-li- p(p7c7 El):|

a
p

56

1
P

S

a b _,_ -
|:]; — ];Sf— l(pucv El) _CS—II— p(p7c7 E1>:|

5. PROOF OF MAIN RESULTS

Proof of Proposition 2.1. Let u be a positive solution of problem (2.1). Multiplying

the equation in (2.1) by uw and integrating the resulting equation over (0, 1), we obtain

1 1 1 1
/ |u' (2)|P dz = a/up (7) dz — b/uz”_1 (7) dz — c/u (7) dw.
0 0 0 0
Since
1 1
/| (@) dz > A, (p)/up(:c)dx,
0 0
we obtain
1 1 1 1
Al(p)/up()d:c<a/ (:L’)dx—b/u2p_1(x)d:c—c/u(:c)dx
0 0 0 0
That is

1 1 1

(a— X (p /u” dx>b/qu_l(:E)dx—l—c/u(x)dz.
0 0
A1

Since u > 0 on (0,1), b > 0 and ¢ > 0, we obtain that if a < A; (p), the problem (2.1)

admits no positive solution. O

Proof of Pmposition 2.2. Let u be a positive solution of problem (2.1) and suppose
that ¢ > 7. It is not difficult to prove that the function f is strictly negative. Then,
by the maximum principle (see Theorem 11.1 in [24]), the problem (2.1) admits no

positive solution. O

Proof of Theorem 2.3.
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Proof of Assertion (A). Assume that 1 <p <2 and a > <pp1) A1 (p)-

In this case by Lemma 4.6, there exists a unique real ¢y (a,p) < ¢, such that
hi(p,c) < 3, for all ¢ € (0,¢o(a,p)), by (p,co(a,p)) = 3 and hy (p,c) > 3, for all
¢ € (co(a,p),cs). So, by Lemmas 4.3 and 4.7, it follows that the scalar equation
in the variable E, T (p,c, E) = % admits a solution in [0, E, (p,c)) if and only if
¢ € (0,¢o(a,p)]. Therefore, by Theorem 3.1, it follows that if ¢ < ¢ (a,p), problem
(2.1), admits a unique positive solution and it belongs to A™ and if ¢ = ¢ (a,p),

problem (2.1), admits exactly two positive solutions one belongs to BT and the other
to AT,

Proof of Assertion (B). Assume that 1 <p <2 and A (p) <a < (p%l)p)\l (p).

1
Since (£)¥72 < S, (p,c, By) < (@) *7* and if we choose

;
22 <2p—1><a—h<ﬁ>>2> we obtain that
+ )

1/ vla b, - ol
5( l(p)) [___Sil(p,C,El)—CSip(pacaEl)} <3

p p P 2
and then by Lemma 4.8, it follows that T (p,c, By) < 1. Which implies that by
Lemmas 4.3 and 4.7, that the scalar equation in the variable E, T\ (p,c, E) =

1
2
admits a solution in [0, E, (p,c)) if and only if 0 < ¢ < mm( o _ (Qp=l)e- ’\l(p )

(p+1)°b
and consequently by Theorem 3.1, it follows that if ¢ < min ( (pf:f)%, (2p— 1)(‘;7 Aip )

problem (2.1), admits exactly two positive solutions and they belong to A™.

Proof of Assertion (C). Assume that p > 2 and a > 2p+1 r GP (— ;>

P’ P
In this case by Lemmas 4.4 and 4.6, we have h(p, ) < Land J(p,c) < i
Then by Lemmas 4.3 and 4.7, it follows that the scalar equation in the variable F|
T, (p,c, E) = % admits no solution in [0, E, (p, ¢)[ and consequently by Theorem 3.1,
it follows that the problem (2.1) admits no positive solution for all ¢ € (0, c,).
Proof of Assertion (D). Assume that p > 2, ¢ < min ((p%)pkl (p) , 2PmP (p))

1

and 0 < ¢ < min <(pfi)2b, (27”_1)(‘;;)‘1(7”))2). In this case by Lemmas 4.4 and 4.6, it

follows that if @ < min <<p%1)p)\1 (p) , 2PmP (p)), we have h (p,¢) > 5 and J (p, ¢) >
1

5.
1

_1 5p—3
On the other hand, since (g) 22 < S (p,e, By) < ((2;0_;1)0) 7 and if we choose

0 < ¢ < min ( o (2p_1)(a_h(p))2>, we obtain that
a b »

(p+1)°0’ 4b
{— ——S" 1 (p, ¢, By) — eSiP (p, e, El)} <

B =

() [

Then by Lemma 4.8, it follows that T (p,c, E) <

N~

1
5-
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So, it follows that the scalar equation in the variable E, T\ (p,c, E) = % admits
exactly two solutions in [0, E, (p, ¢)[ and consequently by Theorem 3.1, it follows that

the problem (2.1) admits exactly two positive solutions in AT. O

ACKNOWLEDGMENTS

The authors thank the anonymous referee for several comments and suggestions
which contributed to improve this paper. This Research was partially supported by
a MESRS-DRS grant B02020100075 and PNR project N° 43/28 /2011.

REFERENCES

[1] I. Addou and A. Benmezai, Boundary value problems for the one-dimensional p-Laplacian
with even superlinearity, Electronic J. Diff. Eqns. 9 (1999), 1-29.

[2] I. Addou, S. M. Bouguima, M. Derhab and Y. S. Raffed, On the number of solutions of
a quasilinear elliptic class of B. V. P. with jumping nonlinearities, Dynamic Syst. Appl. 7
(1998), 575-599.

[3] I. Addou, S. M. Bouguima, A. Benmezai and M. Derhab, Exactness results for generalized
Ambrosetti-Brezis-Cerami and related one-dimensional elliptic equations, Electronic J. Diff.
Equs. 66 (2000), 1-34.

[4] G. A. Afrouzi and S. Shakeri, Existence results for a p-Laplacian equation with diffusion, strong
Allee effect and constant yield harvesting, Journal of Nonlinear Analysis and Optimization. 3
(2012), 93-99.

[5] G. A. Afrouzi and S. H. Rasouli, Populations models involving the p-Laplacian with indefinite
weight and constant yield harvesting, Chaos, Solitons and Fractals 31 (2007), 404-408.

[6] M. AliMohammady and M. Koozegar, Some Remark on the nonexistence of positive solutions
for some a, P—Laplacian systems, The Journal of Nonlinear Sciences and Systems 1 (2008),
pp. 56-60.

[7] A. Canada, P. Drédbek and J. L. Gamez, Existence of positive solutions for some problems
with nonlinear diffusion, Transactions of the American Mathematical Society, 349 (1997),
4231-4249.

[8] Wang Chunpeng, Yin Jingxue and Wen Mingfeng, Periodic optimal control for a degenerate
nonlinear diffusion equation, Computational Mathematics and Modelling, 17 (2006), 364-375.

[9] A. Collins, M. Gilliland, C. Henderson, S. Koone, L. McFerrin and E. K. Wampler, Population
models with diffusion and constant yield harvesting, Rose-Hulman Institute of Technology
Undergraduate Math. Journal, 5 (2004).

[10] M. Derhab and M. Megnafi, Exact number of positive solutions for a class of quasilinear
boundary value problems, Communications on Applied Nonlinear Analysis, 15 (2008), 15-37.

[11] Wandi Ding and Suzanne Lenhart, Optimal Harvesting of a spatially explicit fishery model,
Natural Resource Modeling, 22 (2009), 173-211.

[12] J. Goddard II, E. k. Lee and R. Shivaji, Population models with nonlinear boundary conditions,
Electronic J. Diff. Eqns., Conference 19 (2010), 135-149.

[13] M. Guedda and L. Veron, Bifurcation phenomena associate to the p-Laplacian operator, Trans.
Amer. Math. Soc. 310 (1988), 419-431

[14] A. S. Kalashnikov, Some problems of the qualitative theory of non-linear degenerate second-
order parabolic equations,. Russian Math. Survey 42 (1987), 169-222.



272

[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]

[21]

[26]

[27]

M. DERHAB AND M. MEGHNAFI

L. S. Kalashnikova, I. N. Taganov and V. P. Volkova, Variational solution of equation of
nonlinear mass and energy transfer, Journal of Engineering Physics, 33 (1977), 1197-1202.
P. Lindqvist, Note on a nonlinear eigenvalue problem, Rocky Mountain Journal of Mathematics
23 (1999), 281-288.

R. A. Mashiyev, G. Alisoy and S. Ogras, Solutions to semilinear p-Laplacian Dirichlet problem
in population dynamics, Applied Mathematics and Mechanics (English Edition) 31 (2010),
247-254.

M. G. Neubert, Marine reserves and optimal harvesting, Ecology Letters 6 (2003), 843-849.
S. Oruganti, J. Shi and R. Shivaji, Diffusive logistic equation with constant yield harvesting
I, steady states, Trans. Amer. Math. Soc. 354 (2002), 3601-3619.

S. Oruganti, J. Shi and R. Shivaji, Logistic equation with the p-Laplacian and constant yield
harvesting, Abstract and Applied Analysis 9 (2004), 723-727.

S. Oruganti and R. Shivaji, Existence results for classes p-Laplacian semipositone equations,
Boundary Value Problems (2006), 1-7.

M. C)tani, A remark on certain nonlinear elliptic equations, Proc. Fac. Sci. Tokai Univ. 19
(1984), 23-28.

Peter Y. H. Pang, Yifu Wang and Jingxue Yin, Periodic solutions for a class of reaction-
diffusion equations with p-Laplacian, Nonlinear Analysis: Real World Applications 11 (2010),
323-331.

P. Pucci and J. Serrin, The strong maximum principle revisited, J. Differential Equations 196
(2004), 1-66.

K. M. Sundaram and G. Nath, Flow and heat transfer for a power-law electrically conducting
fluid flowing betwen parallel plates under trasverse magnetic field with viscous dissipation,
Proc. Indian Acad. Sci., 83 A (1976), 18-201.

Kazuaki Taira, Introduction to Diffusive logistic equations in population dynamics, Korean J.
Comput. & Appl. Math. 9 (2002), 289-347.

Y. Wang, Y. Wang and J. Shi, Exact multiplicity of solutions to a diffusive logistic equation
with harvesting, Applied Mathematics and Computation 216 (2010), 1531-1537.



