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Chapitre 1

Introduction

Avant de définir ce qu’est un semi-groupe, nous allons situer 'importance de cette
notion dans certains domaines des mathématiques pures et appliquées. Bien siir, cela ne
peut étre pleinement réalisé que lorsque nous aurons une définition claire et une théorie
développée. En général, les semi-groupes peuvent étre utilisés pour résoudre un grand
nombre de problémes appelés équations d’évolution. L’utilisation de cet outil a connu
une longue histoire en commengant par les travaux de Feller, Hille et Yosida. Ces types
d’équations apparaissent dans de nombreuses disciplines, notamment la physique avec
I’équation de la chaleur, la chimie, la biologie, I'ingénierie et méme ’économie. Il s’agit
généralement d'un probléme de valeur initiale pour une équation différentielle qui peut
étre ordinaire ou partielle. Quand nous regardons I’évolution d’un systéme dans le cadre
des semi-groupes nous le décomposons en étapes de transition (i.e. le systéme évolue d’un
état A & un état B, puis de I’état B a I'état C et ainsi de suite...). La théorie des semi-
groupes linéaires est trés bien développée. Ce document met I'accent sur une catégorie
particuliere : les semi-groupes d’opérateurs linéaires fortement continus, plus précisément
les semi-groupes stochastiques, agissant sur l'espace L'(X, Y, 11). De tels semi-groupes ont
été intensivement étudiés, car ils jouent un role particulier dans les applications. Les semi-
groupes stochastiques sont, dans la plupart des cas concrets, générés par des équations
aux dérivées partielles (équations de diffusions). Les équations de ce type apparaissent
également dans la théorie des processus stochastiques, la théorie des systémes dynamiques
et en dynamique des populations. Le livre de Lasota et Mackey [2] est une excellente
référence pour de nombreux résultats sur ce sujet. Cependant, comme étape préliminaire,
nous développerons le concept général d’opérateur de Markov oti on écrira une partie des
propriétés qui seront utilisées par la suite. Il y a aussi la théorie des semi-groupes non
linéaires qui ne sera pas traitée dans ce document.

L’organisation de ce mémoire est la suivante :
-Le chapitre 1 contient les notions générales et les définitions d’opérateurs et de semi-
groupes de Markov.
-Ensuite, dans les chapitres suivants nous présentons quelques exemples qui peuvent jouer
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le role de modéles dans de nombreux domaines d’application, notamment ceux liés aux

équations aux dérivées partielles et aux systémes dynamiques.
-Enfin dans le chapitre 6 nous introduisons quelques notions sur les propriétés asympto-

tiques des semi-groupes de Markov.



Chapitre 2
Généralités

Dans ce chapitre nous rappelons les principales notions sur les semi-groupes et leurs
propriétés nécessaires a la lecture des chapitres suivants (pour plus de détails voir par
exemple [3]).

2.1 Semi-groupes uniformément continus
Tout au long de cette section, (B, ||.||) désignera un espace de Banach.

Définition 2.1.1 Une famille T(t), 0 <t < oo, d’opérateurs linéaires bornés de B dans
B est un semi-groupe uniformément continu si:

1. T(0) = I (I est l'opérateur identité sur B).
2. T(t+s)=T(t).T(s) pour chaque t,s > 0 (Propriété de semi-groupe).

3. tl_lgi 17°(t) — IHc(B) =0.

Définition 2.1.2 L’opérateur linéaire défini par le domaine

t—0

D(A) = {:L‘ €B: limw existe}

et tel que
T _
Az — PI%M Y € D(A),

est appelé générateur infinitésimal du semi-groupe T'(t).

Dans le cas des semi-groupes uniformément continus, on a D(A) = B.
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Proposition 2.1.3 Si A : B — B est un opérateur borné alors il est générateur d’un
semi-groupe uniformément continu, et l’expression de celui-ci est donnée par

_ oA\ (A"
n>0
Remarque 2.1.4 L’expression (2.1) est bien définie puisque la série est convergente par
le fait que
A" t" n
iy = 1 (141z)
—

" n
||€tAH < Zﬁ <||A]|L(B)> — (Al

n>0

2.2 Semi-groupes fortement continus

Nous revenons maintenant & une classe plus large de semi-groupes.

Définition 2.2.1 Une famille T(t),0 < t < oo, d’opérateurs linéaires bornés de B dans
B est un semi-groupe fortement continu si:

1. T(0) = I (I est lopérateur identité sur B).
2. T(t+s) =T(t).T(s) pour chaque t,s > 0 (Propriété de semi-groupe).
3. Vre B, lim ||[T(t)x — x| = 0.

t—07t

Ce type de semi-groupe sera simplement appelé un Cy—semi-groupe.

Proposition 2.2.2 Si T'(t) est un Cy semi-groupe, alors il existe deux constantes w > 0
et M > 0 telles que:

1Tl zm) < Me**  pour 0<t< oo.

Proposition 2.2.3 Si A est le générateur d’un Cy semi-groupe alors A est un opérateur
fermé a domaine dense.

Rappelons que si A est un opérateur linéaire, non nécessairement borné, ’ensemble
résolvant p(A) de A est 'ensemble des nombres complexes A pour lesquels A\ — A est
inversible, i.e. (A\I — A)™" est un opérateur linéaire borné sur B. La famille

Ra(A) = (A = A", Aep(4),

d’opérateurs linéaires bornés est appelée la résolvante de A.
Nous allons présenter maintenant un théoréme trés important dans la théorie des
semi-groupes. La démonstration n’a pas été présentée, elle est bien détaillée dans [3].
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Théoréme 2.2.4 (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire A est le générateur d’un Cy semi-
groupe de contraction T (t),-, (HT Ol sy < 1) Ex)

1. A est fermé et D(A) = B.

2. p(A) D{reC/ ReA>0}.
1
o
De plus si A satisfait (1)—-(3), alors le semi-groupe correspondant & A est unique, et il
est donné par:

3. Y X\ tel que Re A > 0, ||R,\(A)||£(B) <

T(t)x = )\lim M pour x € B, (2.2)
ot A, représente les approximations de Yosida, définies par
Ay = MR, (2.3)

Remarques 2.2.5 1) L'expression (2.3) peut s’écrire autrement, en effet, en posant
y = Ryx, alors x satisfait
T =y — Ay (2.4)

et on aura
x=ARyxr — AR\x pour =z € B. (2.5)

En appliquant Uopérateur Ry a (2.4) et en utilisant le fait que y = Ryx, on obtient:

y= ARy — R\Ay pour 1y € D(A). (2.6)

Les équations (2.5) et (2.6) donnent
AR\y = R\Ay pour y € D(A). (2.7)

L’équation (2.5) donne aussi

MPRyx = MRy — Az pour z € B.

Donc Uopérateur Ay aura trois formes différentes selon le type de vecteurs auquel
on l'applique

Ay = MAR,

Ay = NRy—- )\

Ay = AR)A.
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2 ) L’expression (2.2) est bien définie parce que l'opérateur A, pour chaque A > 0 fixé
est un opérateur borné. En effet, nous avons

[Axz]| = ||NRaz — Az|
< |IVRaz|| + |2z
< (MR gy Nzl + D)
< 20/ fa .

3 ) L’équation (2.2) nous permet la construction du semi-groupe T(t) si la résolvante Ry
est connue. Il s’avére ausst que la construction de la résolvante lorsque le semi-
groupe est donné est encore plus simple. En effet, on peut montrer que

Ryx = / e MT(t)x dt  pour x € B, XA > 0. (2.8)
0

Nous terminons cette section par le théoréme suivant:

Théoréme 2.2.6 Soit T(t):>0 un semi-groupe de contraction fortement continu sur B,
dont le générateur est (A, D(A)). Siu(t) = T(t)x pour x € D(A) fixé alors u (t) satisfait:

1. u(t) € D(A) pour t > 0;
2. ' (t) existe pourt > 0; et
3. u/(t) satisfait l’équation différentielle
u' (t) = Au(t)  pour t>0
et la condition initiale u (0) = x.
Preuve
i) Pour t =0, les propriétés (1) — (3) sont vérifiées par hypothéses. En effet
u(0)=zeD(A).

u' (0) = lir% M — 21611%

uw (0) = Az = Au (0).

M existe (car z € D (A)).

ii ) Pour ¢ > 0. Soit ty > 0 fixé, Par la définition de u (¢), on a

ut) —ult) _TH)x—T(to)x (2.9)
t—to t_tO
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En remarquant que T'(t) = T'(to)T(t — to) pour t > ty, le quotient différentiel (2.9)
peut étre écrit comme

t— to t— tO
= T (to) (T(t ;E)ij — 7 ) pour t > t.
T(t—ty)xr—x

Le fait que z € D (A), la limite de

- existe quand t — ¢y et donne Ax. Ainsi
—lo
la limite de (2.9)quand t — ¢, existe aussi et elle est égale & T' (ty) Ax.

De la méme maniére, si t < to, on écrit T'(to) =T (t)T(ty — t) et par conséquent,

t— 1o to—t

u(t) —u(to) _ (T(to—t)x—x)
——==T(1) pour t < to.

Notons que [[T'() ;) < Me“" si t < to. Ainsi la limite de (2.9) quand ¢t — ¢, sera
toujours égale a T (ty) Ax. D’autre part

“(ti:f(“) T (to) Az|| < “(ti:?(t” T (t) Az|| + | T (t) Az — T (t,) Az
< H ( tof)f_m)—T(t)Ax

+||T(t) Ax — T (to) Azx|| .

Comme 7' (t) est un opérateur de contraction alors

%ﬁfo(to) T (to) Az HT(tot;f)f T Ax|| + T () Aw — T (to) Az
Lt =t Ol t—ty
0
Ainsi existence de la dérivée u/(tg) est prouvée.
iii ) Ecrivons encore ’équation (2.9)sous la forme
u(t) —u(to) _ T(t—ty)T (to)x—T (to) x bour ¢ > fo.

t—to t—to

Or la limite du quotient différentiel sur le coté gauche existe quand ¢t — tg,par con-
séquent la limite sur le c6té droit existe aussi quand ¢t — tg,et on obtient

U, (to) = AT (to) T

qui prouve que 7' (tg) x € D (A) et que u' (ty) = Au(tp). =
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2.3 Opérateurs de Markov

Considérons un ensemble X, > une g-algebre de sous-ensembles de X et 1 une mesure
sur 3, posons L' (X, ¥, u) = L'. Nous définissons alors un opérateur de Markov comme
suit.

Définition 2.3.1 Soit (X, X, ) un espace mesuré. Tout opérateur linéaire P : L' — L*
satisfaisant

1. Pf >0 pour f >0, et
2. |[Pflly = lflly, pour f =0,
est appelé opérateur de Markov.

Exemple 2.3.2 Soient n > 1 un entier naturel et X = {1,2,3,..n}. Considérons alors
Y = p(X) et pu la mesure de comptage; qui est définie sur la o—algébre de toutes les
parties de X par

i (S) = le nombre d’éléments de S.

Dans ce cas-la Uespace (L' (X, %, p), ||.|l,) n'est autre que (R™,|.||;.) et ses fonctions sont
n

représentées par des vecteurs x ou ||z||;. = Y |z;|. On définit aussi dans cet espace:

=1

e La positivité d’un vecteur comme suit

Vo = (2i)cic, ER", (220 = 2,20, V1<i<n).

e La positivité d’une matrice comme suit

VA:(aij) GMn(R>, (AZO:>G,U207 Vlg%jgn)

1<ij<n

e La norme d’une matrice A = (a;;) par

1<i,j<n

n
= B (Z |%-|) -

=1

1A

Considérons opérateur défini par

P:R" — R"

r — Pr=Ar ou A= (a;) e M, (R).

1<i,j<n

Pour que P soit un opérateur de Markov il faut qu’il vérifie les deux conditions:
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1. Px >0 pour x € R", x>0, 1i.e.

Vi=1.n, (Pz), = Zaijxj >0, Va; >0;

J=1

k
prenons T = (0, ...0, 1,0, ...,0) alors pour j = k on aura

agp >0, Vi k=1.n.

2. | Pzl = ||z||{« pour x>0, x € R", ie.

n n n

E E CLijZﬁj = E ZT;

=1 j:l =1
n

i.e E Aiglj = Ty
i=1

Donc

n

Zaij = 1.

i=1

En conclusion, A est une matrice Markovienne ssi

il > 0, v i,k’ = 1...’/1,
n
Zaij = 1, \4 j =1..n.
i=1

Les opérateurs de Markov ont de nombreuses propriétés que nous allons citer ci-
dessous. En premier lieu on note que si f, g € L', alors

Pf(z) > Pg(x) lorsque f () > g(x); (2.10)

ceci découle de la définition; étant donnéque f>¢g — f—g>0 = P(f—g) >
0 = P(f)> P(g). Tout opérateur vérifiant (2.10) est dit monotone.
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Notation 2.3.3 Pour la suite, on aura besoin de la notation suivante:

fT(x) = max(0, f (2)).

7~ (&) = max(0, - f (x)).

Dans ce la on remarque bien que: f(x) = fT(z) — f~ (x) et |f(x)|=fT () + [ (z).

Proposition 2.3.4 Si (X, X, 1) est un espace mesuré et si P est un opérateur de Markov,
alors pour chaque f € L', on a les propriétés suivantes:

1. (Pf(2))" < Pf* (x).
2. (Pf(2) < P ().
3. |Pf(@)| < P|f(z)].
4. Pl < 1IF],

Preuve 1. Ces inégalités sont simples & démontrer. Pour obtenir (1), notons qu’a partir
de la définition de f* et f—, il s’en suit que

(P = (Pft=Pf)"
= max (O,Per—Pf*)
< max(0,PfT) = Pf*.

L’inégalité (2) est obtenue de la méme maniére.
2. L’inégalité (3) se déduit a partir de (1) et (2), en effet:

[Pfl = (Pf)"+(Pf)

< Pf*+Pf
= P(f"+f)
< P|f].

3.Enfin en intégrant (3) sur tout X, on obtient

Al = / Pf(2)] plde)

IN

/ P|f(z)] p(dz)

- /|f(x)| u(dz) = | f1),.

Remarque 2.3.5 L’inégalité (4) est trés importante, et tout opérateur qui la satisfait est
appelé opérateur de contraction.
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Par la proposition (2.3.4), il est facile de montrer le résultat suivant:
Proposition 2.3.6 Si Pf = f alors Pf* = f" et Pf~ = f~.
Preuve Notons qu’a partir de Pf = f on a:
fr=@NT<Pft et [f=(Pf) <Pf;

par conséquent,

[P @ @t + [ [P (0= 5 @] naa)

- /[pf+ (z) + Pf~ (m)]u(dm)—/[fr () + [~ (2)] p(dx)
~ [Plr@lut) - [ 17 @ln)
— IPIll, = WAl

Cependant la propriété de contraction implique que

12171y = A, < 0.

Et on a par I’hypothese, les deux intégrandes Pf* (x) — f* (x) et Pf~ (z) — [~ (x)
sont non négatifs, donc la derniére inégalité n’est vraie que si

Pfr(z)=f"(z) et Pf ()= [ (2).
|

Définition 2.3.7 Soit (X,X, u) un espace mesuré. Toute fonction f € D (X,%, u) ou
D (X, %, u) est défini par

D=D(X,S,pu)={fel'(X,S,n): f>0et|fl, =1}

est appelée une densité.
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2.4 Semi-groupes de Markov (Stochastiques)

Définition 2.4.1 Soit (X, %, ) un . Une famille d’opérateurs linéaires T(t) : (L' (X),].]l,) —
(LY (X), ]Il t >0 qui satisfait:

1. T(0) =1 (I désigne l'opérateur identité sur L' (X)).
2. T(t+s)=T(t).T(s).
9. f € L' (X), lm |T(5)f — fll, = 0.

4. T'(t) un opérateur de Markov pour chaque t fizé.
est appelée semi-groupe de Markov ou Stochastique.

Le théoréeme suivant va nous donner une condition nécessaire et suffisante sur la ré-
solvante du générateur pour que le semi-groupe qu’il engendre soit de Markov.

Théoréme 2.4.2 Soit A le générateur d’un semi-groupe de contraction T’ (t)2520 . Ce semi-
groupe est de Markov ssi l'opérateur ARy est un opérateur de Markov pour chaque \ fixée.

Preuve

1 ) Montrons d’abord que si AR, est de Markov, alors T (t),., est un semi-groupe de
Markov. -

e Pour voir cela, notons d’abord qu’on a
e f = PN f (2.11)

ou

tjjn (ARY)" . (2.12)

et)\2R)\f — Z

n>0
De plus, pour tout f > 0, ARyf > 0 et par récurrence(ARy)" f > 0. Ainsi pour
At > 0,(2.12) implique que
et)\QRAf Z 0,

et (2.11) implique que
e f > 0.

Pour conclure montrons d’abord qu’une limite dans L' d’une fonction positive est
positive.
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En effet: Soit (g,), -, une suite de fonctions positives de L'qui converge vers g dans
L'. Pour montrer que g est positive, on montre que g~ = 0.

Considérons alors

lon =l = [ loa sl n(a2

X

= / |90 — g | 1 (dz) + / 9 — g | 1 (de)
{g=0} {g=0}

> / |90 — g [ 1 (da)
{g<0}

= / gn 11 (dx) + / —g p(dz)
{g<0} {g=0}

> / —g p(dz) (Car g, > 0)
{g=<0}

= / 9| p(dz)
{g=<0}

= / (9" +97) n(de)
{g9=<0}

— / g p(dzr) (car g" =0sur {g <0} )
{g=<0}

= /g_ p(dz) (car g~ =0sur {g >0} ).
X

Et en faisant tendre n vers 4+o0o, on obtient que ||g~ ||, = 0 donc g~ = 0 p.p.

Finalement (2.2) implique que T (¢) f > 0 puisque c’est une limite dans L' d’une suite

positive.

e Notons encore que si on a

/ (ARy) f(z) i (d) = / f(a) u(de) Y feLl, f20, A20,

X

X
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alors on a aussi

/ (AR f(2) p(dx) =

X

()\R)\) )\R)\f )\R)\f

x\

f(z) p(dr);

N\ N\

et on déduit facilement que

/ (AR)" f(x) p (d) = / f(2) p(dr).

Maintenant considérons

[emi@ untan =[5 R @) nlan)

X X n>0

S / PN R () i (da)

n>0 X

-y / AR\ £(2) i (d)

n>0

Par (2.13) = mn / [z

n>0

= [ fa) (o).
X
D’autre part, on a

JTO @ ) = [ fim e e pw) (o)
X X
et puisque

MV ()| < [ If (@)

[f ()]

IA A

alors

/ T(t) f(@)p(de) = lm [ MNP f(2) p(de)

X X

15

(2.13)
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2 ) A présent le sens inverse, si 1" (t),-, est un semi-groupe de Markov alors AR, est un
opérateur de Markov.
e Notons qu’on a d’apres (2.8)

o0

Ryf = / e MT(t)f dt.

0

o0

Cependant T'(t)f > 0 lorsque f > 0, implique que [ e MT(¢)f dt > 0 et par
0
suite AR, f > 0.

e Notons encore que :

[ OB fla) i) =

X

/
(Par Fubini ) - 7A6-M / T(t)f(z) M(dm)) dt
/



Chapitre 3

Semi-groupes de Markov discrets

Commencons par voir la catégorie des semi-groupes discrets. Pour cela on prend X un
ensemble dénombrable, ¥ I'ensemble des parties de X (X = p (X)) et p la mesure de
comptage définie dans 'exemple (2.3.2). On étudie alors deux cas, le cas ot X est un
ensemble discret fini, et le cas ou il est discret infini.

3.1 Dimension finie

Soient n > 1 un entier naturel et X = {1,2,3,...n} comme on l'avait mentionné dans

I'exemple (2.3.2), Pespace (L' (X),|.|l;) n’est autre que (R, ||.||;.) ou [|z|l. = > |zl
i=1
Considérons 'opérateur défini par
R" — R"
xr — Ax Ou A= (a;) € M, (R).

1<i,5<n

On remarque que

= (),

Azl =

< ZZ|CL%J| |5

i=1 j=1

n n
%‘|) =] < max (Z |%‘|> > gl
i=1 =1

Q5T

T M: W‘M
I M: N

g

Donc

17
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Ceci veut dire que A est un opérateur borné, et par suite le semi-groupe engendré
par A n’est autre que T (t) x = etz La question qui se pose est de savoir quand est ce
que ce semi-groupe sera de Markov. La réponse sera donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.1 Le semi-groupe T (t)t20 engendré par la matrice A est de Markov ssi
la matrice A vérifie les conditions suivantes

Q45 20 ,VZ,jzln ,i?’éj,

Y>a;=0 ,¥Vj=1.n. (3.1)
i=1

Preuve

1 ) Commengons par considérer que T’ (t),5, est de Markov, cela veut dire que T () est
un opérateur de Markov pour chaque t > 0 fixé.

Drapres I'exemple (2.3.2), T'(t) = (€5 (1)),<; ;<,, Vérifie que pour ¢ >0

€ij (t) Z O, 4 Z,j = 1n,
i=1

d g
A = <—etA> It =0 = lim <6 )
dt t—0 t

On sait que

€11 (t) —1 €12 (t) o C1in (t)
t t t
€21 (t) €929 (t) — 1 o €an (t)
= lim t t t
t=0 : : . :
en (1) ena (t)  em (t)—1
t t t

Et puisque les €;; (1) >0 et > e;;(t) =1 alors 0 <e; () <1, Vi,j=1.n.
i=1

ij (t
Comme pour i # j, a;j = Pr% <€Jt< >> donc

Qij Z 0, 717&], V’l,] =1..n.



CHAPITRE 3. SEMI-GROUPES DE MARKOV DISCRETS 19

D’autre part

Sy = iy (4 0L e 0)

2 ) Maintenant le sens inverse, supposons que la matrice A vérifie les conditions ( 3.1),
et montrons que 7' (t) est un opérateur de Markov pour chaque ¢ fixé.
Pour ¢ fixé, écrivons

etA — e—SI€S]+At; (32)

et choisissons «s» assez grand de tel en sorte que la matrice (sI + tA) soit positive

(ceci est possible prenons par exemple s > tsup |a;|), ceci implique que
i

oSTHAL _ Z (sI + At)n > 0.

n!
n>0

Finalement
et > 0.
i.e.

e Montrons que si une matrice A vérifie {E a;; =0 ,Vj= 177,} alors il en est de

méme pour A™ , Vm > 1.

Procédons par récurrence:
*Pour m = 1, la propriété est vraie.
*Supposons que c’est vrai a 'ordre m et montrons que c’est aussi le cas a 'ordre m + 1.

On a A"+ = A™A, donc (A™), = 37 (A™)y ax;.

Ainsi

n n n

2 (A = 20 (M (33)

1=1 k=1

= Z ) ar; = 0.
=1

k=1

3 |l
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Revenons maintenant a notre démonstration et écrivons

tn
_ A
T(t) =e —]+ZE(A

n>1

On aura alors

e = 1+ZZE<

i=1 i=1 n>1
g (e
n>1 ! =1
I
0
= 1.

D’otu la conclusion. m
Passons maintenant & un ensemble discret dénombrable mais infini.

3.2 Dimension infinie

Soient X = N* ¥ la famille de tous les sous-ensembles de X et p la mesure de comptage
définie dans I'exemple (2.3.2). Dans ce cas Uespace (L' (X, %, ), ||.||;) devient
(I (), |1 Iy.) on

M (N*) = {x:(:cn)n21 /Yl <oo}.

n>1

Les fonctions de cet espace sont représentées par des suites = (z,,),,, et leur norme
est définie par
== E :’xn’

n>1

La positivité des suites z = (2,),,5, et des matrices A = (a;;), -, est définie comme le
cas de dimension finie.

Définition 3.2.1 Une matrice A est appelée matrice de Kolmogorov si elle vérifie les
conditions suivantes

l) CLijZO V i,j Zl,i?éj,

=1
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Maintenant on considére ’opérateur défini par
r—
r — Axr  ou A= (a;)

i,j>17

et on s’intéresse au semi-groupe qu’il engendre, i.e. les solutions des équations

2 (1) = auz;(t), n=12, .. (3.4)
i=1
Plus précisément on essaye de voir s’il est un semi-groupe de Markov ou non.

Pour cela on étudie séparément le cas ol A est une matrice bornée, et ensuite non
bornée.

3.2.1 Cas borné

Ce cas-la est similaire au cas de dimension finie, et on a le méme résultat parce que
comme on va le voir ’hypothése A bornée fait qu’on peut utiliser les mémes arguments
utilisés avec une matrice
Explicitons d’abord de plus prés le fait que Az € !, V x € [*.

Azel', Veel = ) |(Ax),| < oo (3.5)

n=1

k
prenons un z particulier, x = b* = (0, .0, 1,0, ) € !, alors

(Abk)n = Zanjbf = Upk-

Jj=21
Ainsi (3.5) donne que
Z |lank| < 00, Vx €1
n=1

Ensuite le fait que A soit bornée, nécessite que les a;; le soient aussi pour tout 7, j > 1.
En effet, puisque A est bornée, alors

| Ab*

<A ||p*

1*7

donc

)
D lawl < [IA],
n=1
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et par suite

o0
lankl <D lam] <Al ik > 1.
n=1

D’autre part puisque A est bornée alors d’apres la proposition (2.1.3), 'expression du
semi-groupe associé est

T(t):etA:Zﬂ.

k!
k>0

On définit alors pour = = (z,,),,54 ,

Théoréme 3.2.2 Le semi-groupe T (t),~, engendré par A est de Markov ssi A est une
matrice de Kolmogorov.

Preuve

e On commence par supposer que e est de Markov.
Donc on a que:

v x:(xn)n21 rp >0 = (etAx)nZO, Vn>1;

en prenant alors = = b, on obtient
(1) 4
), =t D (a0,

et pour n # k
gy - o
0 (¢4 (), =t e+ 5 () VE20,

Ainsi, on déduit que
QA ke Z 0, Vn 7é k.

D’autre part on a aussi
V r=(Tn)ys »7 20, HetAle* =|zll;. , Yn>1,

avec

||€tA.%'

1= an + Z (Z (:—')Z Z (Ai)nj xj> pour = > 0; (3.6)

n>1 n>1 \i>1 >1
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en prenant encore x = b*, on aura

A 2) () Y
H ( _1+tzank’+ ZA +ZTZ(A>nk_Hb ==L
n>1 n>1 i>3 n>1
donc
2 AN
' et 5 (), XS () =0 viz0
n>1 n>1 >3 n>1
Ainsi tous les termes de cette série sont nuls, en particulier
» =0,V k>1.
n>1
Ceci prouve bien que A est de Kolmogorov.
e A présent supposons que A est une matrice de Kolmogorov, et montrons que e est

de Markov pour chaque t fixé.

La démonstration est similaire a celle du théoréme (3.1.1), on ne va pas la repren-
dre, on va juste faire remarquer que:

Le fait que les a;; soient bornés pour tout i, 5 > 1, permet de choisir le «s» dans
(3.2), et ¢a explique aussi le fait qu’on peut permuter les séries dans (3.3) et (3.6) .

3.2.2 Cas non borné

Dans ce cas-la, on prend A une matrice de Kolmogorov quelconque, on note par A* sa
transposée, avec (A*), ;= aji,V1i,j > 1quiagit sur [*°. L’¢tude du semi-groupe engendré
par A a été faite par Kato [1], qui a établi une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une matrice de Kolmogorov quelconque engendre un semi-groupe de Markov.

On va présenter ce résultat dans le théoréme suivant, la preuve est détaillée dans son
article [1].

Théoréme 3.2.3 [1] Soit A une matrice de Kolmogorov et soit A > 0 une constante. Le
semi-groupe engendré par A est de Markov sur ' ssi I’équation A*x = \x n’admet pas de
solutions non nulles sur [*°.



Chapitre 4

Semi-groupes de Markov et systémes
dynamiques

Dans ce chapitre, on va présenter les semi-groupes qui sont engendrés par des opérateurs
différentiels du premier ordre. On traite en premier lieu le cas d’un opérateur affine qui
donne naissance & un systéme dynamique et on donne les conditions que le générateur
doit vérifier pour que le semi-groupe soit de Markov. Ensuite on fait de méme pour le cas
d’un opérateur du premier ordre quelconque.

On va prendre X = R", muni de la mesure de Lebesgue dx, ¥ = B(X) (la tribu
borélienne de R™) et on va travailler sur I'espace L' (R", B (X),dz) qu’on va simplement
noter L' (R").

4.1 Cas linéaire et affine
On considére I'opérateur A défini sur D <g> c WhH(R") par

n

i=1 j=1

Et on va chercher le semi-groupe engendré par ce dernier, pour cela on fait appel au
théoréme (2.2.6), qui nous donne 1’équation a résoudre pour obtenir ’expression du semi-
groupe T (t) sans avoir a montrer son existence par le théoréeme de Hille-Yosida. Donc
posons

) f(x)=u(t ),

ou u est solution de

ou(t,z) ~
{ = Au (t, x) (4.1)
uw(0,z) = f(x).
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n

ou(t,x) ~ ou = ou
— A ou_ A | 24
T u(t,r) < T Z <bz + ;a,]xj> o

=1

C’est une E.D.P linéaire d’ordre 1, donc pour la résoudre on passe par la méthode des
systémes caractéristiques, qui consiste d’abord & chercher les intégrales premiéres de ce
qui suit

dx dx; dx,,
dt:n—lz"':n—:"':n—-
bl + Z alj:vj bl + Z aijxj bn —+ Z aanEj

j=1 j=1 j=1

Ces équations vont nous mener & résoudre le systéme différentiel linéaire suivant

(

1 (t) = 3 aya; (1) + by
j=1

i (1) = Y aya; (1) + b
=1

x.n (t> = Z OnjTj (t) + bn
=1

\

qui est équivalent a

1 (t) a1 (t)
)= &) [=A] w@) [+ = 2(0)=Ax(t)+D,
a:.n.(t) Tn (1)

ou
b= (bi)lgign et A= (aij)1§z‘,j§n'

Donc pour trouver les intégrales premiéres on va résoudre le systéeme

{ T(t)= Az (t) +b

7(0) =« ou  a= (O‘i>1§z‘§n- (4.2)

Pour cela on multiplie I’équation (4.2) par le facteur intégrant et on intégre de 0 a ¢, on

obtient alors .

eMa(t)=a+ /e‘AS.b ds,
0
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donc

b ds

L g /
t

n+1
= ¢ My Z /s" ds | A™.b

0
n+1

= et Zn+1

0

Par suite la solution u de notre E.D.P est une fonction quelconque H de toutes ces
intégrales premiéres qui sont données par «. Ainsi

u(t,z) = ( T+ Z n+1 ) ;

et pour trouver 'expression de H, on utilise la condition initiale de (4.1) qui va donner
pour t = 0,

u(0,x) = H(z) = f(z);

finalement 1’expression du semi-groupe est donnée par

T(t)f (x) = f ( +z i )

Une fois ce semi-groupe trouvé, on se pose encore la question de savoir quand est ce
qu’il sera de Markov. Le résultat se présente dans le théoréme suivant:

Théoréme 4.1.1 Le semi-groupe T (t)tZO engendré par 'opérateur A est de Markov ssi
A vérifie la condition tr (A) = 0.

Preuve Pour montrer que 7' (t),., est un semi-groupe de Markov, on montre que 7' (¢)

est un opérateur de Markov pour chaque ¢t > 0 fixé.

i ) La premiére condition est évidente puisque, pour toute fonction f € L' (R") telle que
f>0,T()f>0, Vt>0.
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ii ) La deuxiéme condition est de voir que :

17 @) fll, = /1l . ¥f € L' (R"™), f=0.

On a alors

/ T() f(z) do = / f <e—tA.x 'y E;T:)!A".b> .

Rn ]R" TLZO

Posons le changement de variables

Y= e o+ Z (_t)nﬂ A™b,
— (n+1)!

donc
D(y1’y27"'7yn) _ eftA

D (x1, 29, ..., Tp) -

D (yh Ya, ... yn)
D (x1, 29, ..., )

— det e tA = ptr(—tA) _ ,—t(tr(A)

Par suite notre intégrale devient,

/ T (1) f (x) do = / £ (y) O dy.

]Rn
Finalement cette deuxiéme condition sera vérifiée ssi

ettr) — 1 ie. tr(A) = 0.

4.2 Cas non linéaire

A présent on prend le cas d’un opérateur différentiel quelconque défini aussi sur
D (A) c WHH(R") par

= ou
Au = —ZFZ(x) e
i=1 t

Comme dans le cas linéaire, on va chercher directement I’expression du semi-groupe
qui est donnée par le théoréme (2.2.6), on pose alors

Tt) f(x)=u(t ),
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ou u représente la solution de

ou (t,x)
{ = Au (t,x) (4.3)

u(0,2) = f(x).

Des lors, cette équation va donner

Ou (t,x)
ot

 du(tg) e 202 ~ N Fi(x) a“a(i’ix),

i=1
et on aura encore a résoudre une E.D.P d’ordre 1 dont le systéme caractéristique est le
suivant

g oo dno o do (4.4)

qui donnera

qui est équivalent a
) = F (2 (1) 45
z(0) = a,
ou F(x)=(F(x),F(x),.., F(x) et a=(ar,a,...,a).

Le systéme (4.5) représente un probléme de Cauchy sous forme autonome, en outre si
on suppose que F' est localement Lipschitzienne, alors le systéme (4.5) admet une solution
maximale unique sur un intervalle ouvert C R, la solution de cette équation différentielle
est appelée le flot, on le note ¢,. Ce flot vérifie la propriété du semi-groupe donnée par

Prts (@) = ¢, (¢, (@) - (4.6)

Or on travaille sur les semi-groupes, et comme on va le voir apres, le flot va intervenir
dans ’expression de ce dernier, donc nous aurons besoin que ce flot soit défini au moins
sur [0, +o0o[xR™. Pour cela, on utilise un résultat de la théorie qui dit que: si on suppose
que F est globalement Lipschitzienne, alors le flot ¢, est défini sur tout RT x R™.

Donc la solution de (4.5) est représentée par

z(t) = ¢, (a). (4.7)
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On sait aussi que si on regarde ¢, comme une fonction de «, alors ¢, est une fonction
bijective, notons ¢, ! sa fonction réciproque. Nous aurons alors

r=¢,(0) & a=¢ (2).

Par suite la solution de (4.3) est donnée par

u(t,z) =H (¢, (2)),

ou H est une fonction arbitraire. Elle est déterminée par la condition initiale de (4.3),
qui va donner a 'instant ¢t = 0,

w(0,2) = H (¢ (2)) = H (z) = f (2),
finalement le semi-groupe est donné par
T(t)f(z)=f (o7 (2)).

Remarque 4.2.1 La propriété de semi-groupe pour T (t) découle de (4.6). En effet,
posons

B =0¢,(a).
Les expressions (4.6) et (4.7) donnent
z(t+5) = G (0) & a = ¢, (2) (4.8)
et
¢ (B) = ¢4 (¢ (@) = Py (@) = 2 (t+5) ;
donc

B=o(a)=¢ " (2) & a=0"(s;"(2)). (4.9)
Par suite (4.8) et (4.9)impliquent que

b () = 0, (o' (2))

Finalement

Et maintenant aprés avoir trouvé cette expression, on va chercher le résultat voulu,
celui de savoir quand est ce que T (t) est de Markov. Pour cela on va séparer le cas de
dimension 1 et le cas de dimension supérieure.
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4.2.1 Cas scalaire (n=1)

Dans ce cas-1a, nous n’avons qu’une seule équation

z(t) F(x(t)) ou z,a € R et F' une fonction définie sur R,
z(0) = a

et I'expression du semi-groupe reste la méme

T(t)f(x)=f (o7 (2)).
Le résultat est donné par le théoréme suivant:

Théoréme 4.2.2 Le semi-groupe T (t)tzo engendré par A est un semi-groupe de Markov
ssi F'(a) = est, ¥V a € R.

Preuve Tout d’abord il est évident de voir qu’on a
T(t)f>0 pourtout feL'(R), f>0.

Ensuite, pour f € L' (R"), telle que f >0, on a

176l = [ £ (67 @) do

Posons
y=0¢,' () & r=0¢(y),
donc
dr = % dy;

dy

par suite notre intégrale devient
99,
T(t = — dy.
170 Al = [ 1) G dy
R

Ainsi la condition
7@ flly=1fl,, ¥V f=0,

implique que
99,
dy

Maintenant examinons la dérivée de ¢, pour voir quand est ce que(4.10) sera vérifiée.

= 1. (4.10)
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On va supposer que ¢, est analytique en ¢ et o, et on va donner son développement
de Taylor au point ¢t = 0.

e =oe (i) o5 (T ) iy (T )

k>3

Or on sait que ¢, vérifie ’équation

0o, (0‘) -
2u4) _ i (o), (412

donc
8k¢t (O‘> - !

Pour calculer cette dérivée, on fait appel & la formule de Faa Di Bruno, qui donne la
dérivée a n’importe quel ordre pour la fonction composée goh

(gon)™ = 3" [g(zzzlm)oh] ﬁZ {h:)r.

il
Zzzl kpp=n 1=1 pl

En l'appliquant & notre fonction et en utilisant (4.12), on obtient

n no (i—1) P
(foo)™ = ¥ {f(zkzlpk)oqbt] 1L (@) "
k=1 kpr=n - il i

par conséquent,

82?12@ = %[F(ast(a))]=F’(¢t(a)>.F<¢t<a)>
83?23(@) = g—;wwt(a))]:F”<¢t<a>>-F2(¢t<a>>+<F’(¢t<a>>>2-F<¢t<a>>
&9, (a) o

Oth = o3 [F' (¢, ()] = FG) (¢4 () P (¢ (a>l) + (F (¢ (04)))3 F <¢t ()

Alors apres calcul (4.11) devient
6u(0)= - tF (@) + [ (0).F ()] + & [F7 (@) 72 (0) + (F ()" .F (0)]
+% [FO) (0) . F3 () + (F () .F (a) + +4F" (@) .F (@) F2 ()] + ....

Ensuite en la dérivant par rapport & o on obtient
9] , e t?
o0 (@) = 1+tF (@) + 5 [(F (@) + F' (o) F (o)] +

+ F () .F? (@) + (F' ()]

4F" (o) F' (o) .F ()

[
+ ...
(4.13)
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Ainsi la condition (4.10) et I’équation (4.13) donnent

F'(a) = 0.
(F' ())* 4+ F" (o) F (o) = 0.

AF" () F' () .F (a) + F" (a) .F* () + (F' ())® = 0. (4.14)

Cependant cette infinité d’équations se réduit & une seule
F'(a) =0,

qui donne finalement
F(a)=cst, VaeR.

4.2.2 Cas de dimension supérieure (n > 1)

Le résultat est presque le méme que dans le cas scalaire, on le résume dans le théoréeme
suivant. Pour la démonstration on a essayé de faire la méme chose que le premier cas, i.e.
donner le développement de Taylor pour le flot, mais on n’a pas pu aboutir au résultat,
c’est pour cela qu’on a adopté une autre approche.

Pour la preuve du théoréme nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 4.2.3 Pour une matrice A € M,, (R), on a le résultat suivant
det (I, +tA) =1+t (tr (A)) + O ().

Preuve Montrons d’abord que

det (I, +tA) :H (1+1tN;)

=1

ou les (\;);<;, représentent les valeurs propres de A.
Supposons d’abord que A est une matrice diagonalisable, et posons

p(t) =det (t,— A) = T[(t—A)

donc
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finalement pour s = —t
n

det (I, + tA) = [ (1 + ) .
i=1
Or on sait que I’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans I’ensemble de toutes
les matrices, donc pour toute matrice A € M, (R), il existe une suite de matrices diago-
nalisables (A™), _y qui converge vers A.
Donc

det (I, +tA) = lim det (I, +tA™) ( car le déterminant est une fonction continue)

m—00

= nlii%oﬁ(lﬁ)‘;n):ﬁ(lﬂ)‘i)'

=1 =1
De cette expression, on tire que

n

det (I, +tA) = JJ@+t\)

i=1

= 1+t (gA) + ¢ (ka) + ...

1<k

Et on déduit alors
det (I, +tA) =1+t (tr (A)) + O ().

Théoréme 4.2.4 Le semi-groupe T (t)tzo engendré par A est un semi-groupe de Markov
ssitr (Jp) =0, ou Jp représente la jacobienne de F.

Preuve D’aprés les calculs précédents, I'expression du semi-groupe est donnée par

T(t)f(2)=f(e" (2)).
i) Cest évident qu'on a

T(t)f>0 pour tout f >0, fec L' (R").

ii ) Pour f € L' (R"), telle que f >0, on a

761, = [ £ (6" (@) do.

Posons

y:gzﬁt_l(x)@x:gbt(y),
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donc
dz = det (Jy, (v)) dy;

par suite notre intégrale devient

I @) f1l, = / £ () det (o, () dy.

Ainsi la condition
N7 @) flly=flly, Yf=0

sera équivalente &
det (Jy, (y)) =1 , Vt > 0. (4.15)

Observons de plus preés cette jacobienne. On sait que le flot ¢, vérifie la propriété

suivante
¢t+s (Oé) = th (gbs (O[)) ' (416)
Le calcul de la jacobienne des fonctions de (4.16) donne que

On pose alors

Y (t, @) = det (Jg, (),

avec
¥ (0,a) = det (Jy, (o)) = det (I,,) = 1. (4.18)
Par conséquent I’équation (4.17) implique que
U (t+s,a) =det (Jy, (o) = det( o, (05 (@) Jm ()
6 (Js, (@)

Et donc
Y(t+s,a) =9t o, () Y(sa).
Maintenant & partir de cette équation fonctionnelle, on en déduira ’équation dif-

férentielle de v,
En effet, on a

T ¢(t+h7a)_w(tva)
¥ () = fim h !
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avec

LR ha) — ot 0)] = [ (10, () (hya) — (1)
_ L[ven @yt v ]
h T (h, @) (@) — v (1)
= (ha) [ L2 LD =0T O‘)] 4t a) [—w (o) 1} . (4.19)

D’autre part, on a

¢y, () _
o - F (¢ (o)),

donc le développement de ¢, en h = 0 a 'ordre 1 donne que
b= ¢, () =a+hF (a)+ 0 (h?). (4.20)
On déduit alors le développement de v (t, ¢, (@) en h =0 & ordre 1

vl @) = vt 41 Y P 002);

J=1

et par suite

Yt op (@) =9 (¢ o) . b (t, ) Ob; "
[ L ] = lim [Z ]

lim
h—0 h—0

J=1

finalement la limite de (4.19) quand % tend vers 0 est égale a

2¢ (tvO‘) = (gtw(t Oé)|t 0) w(t704) + Z azba(;;a)

ot

De plus, (4.20) donne que
Js, (@) = I, + hJp (o) + O (B?)

donc
det (Jg, (a)) = det (I, + hJp (@) + O (h?)

et d’apres le lemme(4.2.3) , on déduit que

det (J,, (0)) = 1+ h tr (Jp (@) + O (h?),
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donc

) — de a)) —
9 bty = im LI QU ) 2L g )

=1
h—0 h—0

finalement v (¢, @) est solution d’une E.D.P

%¢ (t,a) =tr (Jp (@) W (t, ) + Z Fi(a). (4.21)

Montrons maintenant que
Y (t,a) =det (Jy, (a) =1 < tr(Jp(a)) =0.
e Si(t,a) =1 alors (4.21) devient
0=tr(Jr(a)).
e Et puis si tr (Jp (a)) = 0 alors(4.21) se réduit a

0 B "L 0 (t, a)
prid (t,a) = ; af.ﬁFj (a), (4.22)

c’est une E.D.P d’ordre 1 dont le systéme caractéristique est le suivant

dt——dal __da2 B __dan
F1 (Oé) F2 (Oé) Fn(a)’

c’est le méme que(4.4), donc la solution de(4.22) est donnée par
U (t,a)=H (67 (a)) = H (¢, (@));
la condition (4.18) implique que
1=v¢(0,a) =H (a), VaeR",

finalement

Y (t,a) =1, VaeR"



Chapitre 5

Semi-groupes de Markov et EDP
d’ordre 2

Dans ce chapitre, on va présenter quelques semi-groupes qui sont engendrés par des opéra-
teurs aux dérivées partielles d’ordre deux. En commencant par un cas simple et classique
qui est le semi-groupe de la chaleur engendré par le Laplacien, aprés on généralise & un
opérateur élliptique a coefficients constants, ensuite on prend un exemple d’opérateur a
coefficients non constants et on termine par un exemple d’opérateur sous elliptique.

5.1 Opérateur de Laplace

On s’intéresse dans cette section au laplacien, en considérant ’équation de la chaleur.
Cette équation est trés importante a la fois en physique et en mathématiques.
On consideére I'espace L' (R", dz) avec dx la mesure de Lebesgue.
On Pose A = A avec D (A) le domaine du laplacien qui rappelons-le est

D(A)={ue L' (R"), Aue L' (R")} =W (R").

Pour trouver I'expression du semi-groupe, on résout 1’équation

ot
u(0,2) = f(x).

Pour trouver les solutions de cette E.D.P, on va utiliser la transformée de Fourier et
calculer les solutions dans ’espace de Fourier et aprés revenir par transformée inverse.
Cependant on sait que la transformation de Fourier n’est pas un isomorphisme de I’espace
L' (R™), par contre elle 1'est sur 'espace S (R") (espace de Schwartz) qui est lui-méme
dense dans L' (R").

{ Ou (t, ) =Au(t,z) = Au(t, x)

37
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A présent on se place dans l'espace S (R"), et on définit la transformation de Fourier
par

FO©O=FO= [ ™91 @) do
R
Ou (.,.) dénote le produit scalaire dans R". On définit aussi la transformation de Fourier
inverse par

FP @) = [ @) de

Rn

Appliquons cela a notre équation

ou (t, ) —
——==A
o Au (t,x)
u(0,x) = f(x),
ainsi 07 (t.6)
u\t, A2 2~
at - 4m |§| u,
et on aura

Ut €)= e ™I F(e).

Maintenant on applique la transformée inverse, Ceci est possible vu que e~4m?lel’ ¢ g (R™),

u(t,z) = (Fﬁl <e’4’r2t‘5'2> * f) (z).
Calculons

[ = F1 <€f47r2t|§|2> (z) = /627ri<:c,§> o—4m?tle)? d¢

R

n

3

7j=1

2miz; & —4m?ie?

/ e i i dg;.
R

Posons

[j — /627Tixj£j4ﬂ2t§? dé:j
R

2 Lo N
— @45/6 (2mvie;—5i7m5) d¢;,
R

posons ensuite .
7
Z =2m\/1g; — i = 2= 2Vt dg;.
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Ainsi

ou (D) représente la droite parallele a 1'axe des x et passant par le point (O, ;—\%) .

Pour calculer cette intégrale, on utilise le théoréeme de Cauchy d’analyse complexe sur un
contour fermé, on obtient alors

/6Z2 dz = /e”““2 dr = /T,

(D) R
donc
.
e yra
li= vV 47Tt;
par suite

Et maintenant on revient a notre espace L' (R"), en utilisant le fait que pour chaque
fonction de L' (R"), il existe une suite de fonctions de S (R") qui converge vers cette
fonction dans L!'. Finalement le semi-groupe est donné par

1 —lz—y|?
T @) =00 = / T f () dy.

N3

RTL
Maintenant il ne reste plus qu’a vérifier que c’est bien un semi-groupe de Markov:

e Pour tout f € L', telle que f >0,

T(t) f (2) = — /e'ﬁt“ﬂy) dy > 0

(47Tt)2Rn
e Pour tout f € L, telle que f >0,
1 —lz—y|?
i@l = — [ [T ) dy o
(4rt)>
Rn Rn
1 —lz—y[? ..
= s e”# dx| f(y) dy (Par Fubini )

(47Tt)2Rn :

= (i@ dy =isl, (e [ e = ane)?
J

Rn
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5.2 Opérateur elliptique a coefficients constants

Ce qu’on va présenter dans cette section c’est une généralisation du Laplacien. Pour cela
on considére la matrice Ay = (a;) symétrique, définie positive, et on pose

1<i,j<n
n
A 0*u
u = E Qiji ——F—.
“~— J axlaxj
2,7=1

L’opérateur A défini comme ca, représente un opérateur différentiel elliptique. Le cas du
laplacien par exemple est représenté par la matrice Ag = I,

Pour chercher le semi-groupe qu’il engendre, on pose D (A) = W21 (R™) | et on résout
I’équation

ou
{ 5214“ ou felL'(R"),
u (

0,2) = f(v)
ou ou - d%u

Comme le cas du laplacien, on utilise la transformée de Fourier, donc on se place dans
S (R™), et aprés on revient & notre espace L' (R") en exploitant le fait que S (R") =

L' (RY).
ou(t,&) & 0%u
or (Z i 8xi8:cj>

ij=1

= —4rx? (Z &%‘jfj) u(é)

i,j=1

= —4n* (¢ Ag)u(g),

donc la solution est

it €) = e IR F(g).
A présent appliquons la transformée de Fourier inverse, ce qui est possible vu que la
condition &7 Ag€ > 0 implique i€ 408) ¢ g (R™),

u(t,z) = (]-"1 (6_4ﬂ2t(ETA0€)> * f) (x).

Par suite calculons

1= 5t (€)@ = / S GRS

]Rn
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Notons que (z, &) = x7€. Puisque Ay est symétrique, définie positive alors Ay est diago-
nalisable, donc il existe une matrice orthogonale O telle que

Ay = ODOT,

oit D est une matrice diagonale telle que diag (D) = (Ai);<;<,
Il s’en suit que

¢TA¢ = (€"0) D (0" ¢).

Apres on pose ,
¢=0" — ¢ =¢0,

on aura alors

¢"AE =¢"DE = NeR,
j=1

I = / e2imtoflef4ﬂ2t(§/TD£/> |det (OT)’ d¢' (car O est orthogonale)
R™ I
1

n
2ir Y. xpOp;E&%
_ /6 G k=1 IhI 6_4ﬂ2t<27:1 )‘Jf;?) déﬁ’
RTL
Puis on calcule

2in( 30 Oy )€ —Am2ir€?
I, = /6 m(k;mk '”)gj T d¢’

R

n

o) e
R

On pose encore le changement de variables

J = 27T\/t/\j€;- — 9 Zt)\ <Zxk0kj> = dJ = 27T\/t/\j dé-;,
J \k=1
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I'intégrale devient alors

1 - 2
T AN ( Z $k0k3>
e J \k=1

I = e? dz

27T\/t/\j

I
V3
n 2
v ( )Y f’»‘kij)
e J 1

\/47Tt/\j ’

on simplifie I’expression, en remarquant que

Ay =0DO" = A;'=0D7'0",

ot D! est I'inverse de D, diag (D) = (/\i) :
i/ 1<j<n

On obtient alors

' Agte = (2'0) D7 (O'z)

et puis
" 2
n <Z kaij)
xTAalx = Z U S :
i=1 A
par suite
1 " 2
I = H H _(kz=:1 Ikok])
e \VATEA;
2T Alx
1 1 -
(47t)""* \/det (Ag)
finalement
TWf @) = ulte)=(F (0 s p) ()
, )" At (x —y)
= f(y) dy

1
(4t)™? \/det (AO)Rn

A présent on vérifie que c’est bien un semi-groupe de Markov:

42
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e Pour tout f € L, telle que f >0, on a bien T () f > 0.

e Pour tout f € L', telle que f >0,

1 1 -
17 ) £1l, = / T @) do = m/ / ’

Rn

posons le changement de variables

43

—y) Ay (@ —y)

z=0"(z—y) = dz=det (0") dzv = du,

donc

-y A (@—y) = (@—y) " OD'O" (z—vy)

n

j=1

par conséquent,

1
1T 1l = R[T(t)f(a:) - "WM
iizzz
= [f@dy [car [e #7
Jrow |=]
= 17l

5.3 Opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck

22

T -1
p— D p—t _—
z z N

A dy = (4rt)™? \/det (Ay)

[ (y) dy da

Cette section porte sur ce qu’on appelle le semi-groupe d’Orstein Uhlenbeck. Dans ce
cadre d’étude on va présenter quelques une de ses propriétés et montrer qu’il vérifie
bien les conditions d’un semi-groupe de Markov. On va faire notre étude sur R qui se
généralise bien a R". A titre d’information ce semi-groupe a une relation avec les solutions

de certaines équations différentielles stochastiques.

Dans toute cette section, on va prendre X = R, muni de la mesure gaussienne du

v
1

définie par dy = \/—2767 2 dy ou dy représente la mesure de Lebesgue.
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Définition 5.3.1 Soit f € L' (R, du), pourt > 0, on définit le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck par

oy =et

VO @) == [ Tewt s eFay o { N TE L 6)

On remarque bien que N (t) (f) est bien défini pour tout f € L' (R, du) .

Remarque 5.3.2 N (t) vérifie la propriété de contraction

IN@) f 1l < flly s pour fe LM (R, dp).
En effet, on a

y2

2

dy ,

NOI@] < [1f ow+ 5] =

donc

a? v’ 1o

€ 2 e 2
R/ N0 (@) | S < / / (o + B So—dy dos

en posant le changement de variables suivant

u=etr+1—e2y
= .2
{ b= T e Tt ey & du dv = dx dy, (5.2)

u2+02=x2+y2,

2

["intégrale devient

2

e % @_u?
R/|N(t)f(x // — dv—R/If(U)I “du =1
finalement
IN ()5 1 < 151

Proposition 5.3.3 N (t) donné par (5.1) défini bien un semi-groupe de Markov.
Preuve Montrons d’abord que N (¢) est un semi-groupe:

i) Pourt=0,ona

) S =R/f ¢_ dy = f ().
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ii ) Montrons la propriété de semi-groupe,
N(t+s)(f) (x) = N(t) (Nf) (x) ¥V feL' (R, du).
Pour f € L' (R,du), on a
y?
)
e
N (t) (N f)(x) = | Nof (opx + ——d
OO @) = [N v+ ) = dy
R
, 2+ 22
— 2_/f (67(S+t)l‘—|— (, /6—25_6—2(t+5)> Y+ V1 — 6—232) e 2 dy dz;
7TR2
en posant le changement de variables suivant
w — (\/6_25 - 6—2(t+s)> Y+ VI =2z
v=—V1—e>y+ (\/6—25 — 6_2(“'3)) z
2, 2 2, .2
u erv = (1 209 (y ‘;2 )7
D (u7 U) \/6725 — e 2(t+s) m
D(y,z) —v1—e 2 (\/6_25 — 6_2(t+5)) ’
D (u,v) -2 —2(t+s) -2 -2
T\ s s 1 — s 11— (t+s)
‘D@,z) oo e T
on obtient
(u? + v?)
1 t 672 (1 — e2(t+9))
VO = [y ST
R2
D’autre part, on a
02
/6 2 (1 — 6—2(t+8)) dv = \/27T (1 _ 6_2(t+8)),
R
donc
w2
1 - —2
- —(s+t) 2(1—e20ts)) o
N W) @) = s [ 1) ¢ s

R

45
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encore une fois posons
u= ( 1- 6*2(”3)) y = du= ( 1- 6*2(”5)) dy,

ce qui donne

N @) (N,f) () = \/;7/f(6_(5+t)x+< 1_6—2(t+s)) y) -

= (Nigsf) (2).

iii ) Montrons que N () est fortement continu, i.e.

lim ||V (£) f — fll, =0, ¥ f € L' (R.dp).

t—0t+

2 dy

46

(¥*)Commengons par montrer que cela est vrai pour les fonctions C° (R) (espace

des fonctions indéfiniment dérivables a support compact).
Soit f € C° (R), alors on a bien

lim f (o + By) = f (1)

D’autre part

[f(wx+ Byl < sup |f(2)] € L' (R,dp),

xesup p(f)
donc )
e_yT
li —dy =
Jim - f (e + Byy) Nor i f(z),

R
par conséquent,

lim (N (t) f (z) — f (2)) = lim / (o + Byy)

t—0t t—0+

et puisqu’on a aussi

»

Yy
2

/ flowr+ ) dy — £ (@)

R/ (0w +B)| Sy +1f (@)
sup |f (0)] +1f @) € L' (R.dy),

zesupp(f)

[N (#) f () = ] (2)]

IA

e
N

o]

IN

IA
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alors
T [N (5 f = fll, =0 ¥ f e C

(*)A présent on utilise le fait que C>® (R) = L' (R, dy), donc
pour f e L' (R,du), il existe (f,), € C=(R), telle que lirf | fn—fll; =0.

Ainsi

IN@f =Sl < (IN@E)F=N@) fally + 1N @) fo = fall;
1 = fllys

le fait que N (t) soit un semi-groupe de contraction donne que

IN(@) f =N (&) fully = [IN @) (f = f)lly <N = fully s

par suite
IN@f =Sl < IN@) fa= falli + 20fa = fll;
| t—0" ] n— o
0 0

d’ou la conclusion.
iv ) A présent montrons qu’il est de Markov:
1/ Pour tout f € L', telle que f >0, on a bien N (¢) f > 0.

2/ Pour tout f € L', telle que f >0, on a

_ y24a?

R/N(t)f(x) f/;dl’R/R/f(atx—i-ﬁty) C o dy dr,

en faisant le méme changement de variables (5.2), notre intégrale devient

2 v2+u2

il = [NeOr@ i [ 1w S

2
e

- /f(u) = | £,
R

V2r
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Proposition 5.3.4 Si on se restreint auz fonctions C (R), alors le générateur A du
semi-groupe d’Ornstein- Uhlenbeck est donné par

Af (8(N(t)f)>t:0 _ B

 dx2 xdx'

ot da?

Preuve N (t) est donné par

N ) == [ Faw oo T ar o { N
R
On a
8f (Oétgt+ ﬁty) _ (CY;.I' + 523/) % (Oét.ZC + 615:’-/)

= (—atx + ﬁ%y) % (ur + By)

et on a aussi:
16, < ki ,VteE]t—et+ €], avec € assez petit.
0

a—zjj (wx + Byy)| < kg car  f e CF(R).

Ceci implique que

*

0
‘ f(at'g—{—ﬁty)‘ S |J]+ k1y| ]{72,
t
par conséquent,
O (N (t)u) _ 1 /8f(ata:+ﬁty) e‘éd
ot NGT ot Y
R

1 1 0 2
= E/ (—atx + 5—y) 8—£ (qx + By) e = dy;
t
R

faisons une intégration par partie

+o0
i
2

0 y? 0
2 sty = = [Liar i
R

—00

B, /82f 2
+ —5 (uz + By) e 7 dy,
12
\/271']R x
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avec

0 2] 0
of (qx + Byy) e = =0 car of est & support compact.
Ox ox

—0o0

Donc

O (N (t 1 of 92 f .
( a(t)U) _ \/ﬂ/ <—Olt ZL‘% (Oétl’ﬁ—ﬁty)"‘@(atl‘—l—ﬁty)) e 2 dy.

R

Passons au calcul de la limite, puisque f € C° (R) alors

0 0? 0 o?
i (—ac oL (w0 + 54 4 00 ) oS 0+ 7L (o)

de plus au voisinage de t, on a

0 0?
—Qy ﬂf—f (e + Byy) + _f (o + ﬁty)’ <|zky + k3| € L! (R,dp),

ox 0x?
par conséquent,
(N (t)u) 1 of 02 f 2
e T \/ﬂ/ Tow W) Tz (@) ) e dy
R
L of 0*f
= 1'%(95)4'@(1'),

d’ou la conclusion.
]

Remarque 5.3.5 Le domaine du générateur A du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est

donné par
~ ou
D (A) = {u € WHH(R,du) tq ro- € L' (R, d,u)} :
r
Donc on remarque qu’il contient l’espace des fonctions indéfiniment dérivables a sup-
port compact, donc pour définir A on fait une extension de l'opérateur A défini dans la

proposition (5.3.4). Ainsi
~ d*u du

TP e ().
U T2 :de Yuce
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5.4 Opérateur sous-elliptique

Pour finir ce chapitre on donne juste un exemple d’un opérateur qui n’est pas ellip-
tique (mais presque), c’est ce qu’on appelle un opérateur sous-elliptique. On travaille sur
'espace L' (R? dx dy) et on prend l'opérateur défini sur D (4) = W2 (R?) par

o2
T Ox?

On va chercher I'expression du semi-groupe qu’il engendre. Par le théoréme (2.2.6),
T (t) est solution de

A

ou_
ot Ox?’
u(0,2,y) = f(2,9).

Par les mémes arguments que précédemment, on se place dans I'espace S (R?) et on
utilise la transformée de Fourier, ce qui va donner

ou(t,&,n)

ot ox?
= 4m*¢u(t, &),

donc o
ut,gm) =e T (Em),
par suite la solution est donnée par

u(t,r,y) =F* (6_“25%) f(z,y).

Pour finir calculons cette transformée inverse

]_——1 (6—47r2§2t> _ //62”(935"‘1/77)6—47?2521& df dT]

R2
— /62i7rynd77 /627L7ra:§—47r2§2td€’
R R

sachant que

/ e*™dn = 6 (y),
R

o1n aura 9
T

/62i7rm§—47r252td§ — /6[271'\/%5;‘%] 6_4_td§,
R

R
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en faisant un changement de variables, on obtient

puis

ce qui donne

ainsi

et finalement

2z =2mVtE = dz = 2mVtdE,

62i7rx§—47r2§2td — € — e_ﬂ,
R/ S QW\/Zﬁ vAart
22
2 _E
Fl ((pan?et e ® 3,
( ) VArt v
_a?
u(t,x,w—//(e t ®5b) f(z—ay—b) dadb,
47t
R2
. a*
1)) = o= [¢ W fl-ay) da
47t
R
2
N

On montre facilement qu’il est un semi-groupe de Markov:

i) Pour tout f € L' telle que f >0, on abien T (¢)f > 0.

ii ) Pour tout f € L, telle que f >0,

(¢ —a)’

1

T fll, = VH// /e_ i flay) da|dedy

-
o AR

R2 R

:/R[f(a,y)dady car

A ~—
s
—~
8
<
N~—
IS
S
U
<
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Chapitre 6
Stabilité asymptotique

Le probleme de la stabilité asymptotique des opérateurs et semi-groupes de Markov
a été étudié dans de nombreux papiers (on peut citer par exemple [5], [6],[7],), & chaque
fois on ajoutait de nouvelles conditions pour que le semi-groupe soit asymptotiquement
stable. Cette stabilité est en quelque sorte I’étude du comportement asymptotique (quand
t tend vers l'infini) des trajectoires des semi-groupes, i.e. pour f fixée on regarde T'(¢)f et
son comportement a I'infini.

6.1 Généralités

Définition 6.1.1 Une densité f, est dite invariante pour

e Un opérateur de Markov P si Pf, = fs .

e Un semi-groupe de Markov T (t),5o si T (t) f. = f« pour chaque t fivé.

Remarque 6.1.2 si T (t) f. = f. pour chaque t fixé alors on aura

t—0 t

0.

En d’autres termes, si A représente le générateur du semi-groupe T (t) alors une densité
invariante vérifie

Af, =0.

Définition 6.1.3 e Pour un opérateur de Markov P, {P"} est dit asymptotiquement
stable s’il existe une densité f, invariante telle que

lim ||P"f — fi|l; =0 pour f e D.
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o Pour un semi-groupe de Markov T (t),~,, on dit qu’il est asymptotiquement stable
sl existe une densité invariante f, telle que

tliin T () f— fl, =0 pour f € D.

Remarque 6.1.4 [ est clair que la stabilité asymptotique du semi-groupe T <t)t20
implique la stabilité asymptotique de la suite T" (ty) pour un tg > 0 arbitraire.

En effet, sachant que T™ (to) =T (nty) , on a
Tim [T (1) £ — £.[l, = lim [T (nto) £ — £.], = 0.

L’inverse est aussi vrai, i.e, si pour certain to > 0, la suite T" (to) est asymptotiquement
stable, alors le semi-groupe [’est aussi .

En effet,
1T (@) f = flly = 1T (&) f =T () fully

et puisque
[Tt +s) f =T @+s) Ll =TT (s) f =T (s) f)lly < T (s) f =T (s) fully

alors la fonctiont — ||T (t) f — T (t) f.||, est décroissante.
D’autre part pour t,, = nty,

i |17 () f = £ill, =0,

n

ainst nous avons une fonction positive décroissante qui tend vers 0 sur une sous-suite, ce
qui 1mplique que
lm [|T(t) f = full, = 0.
t——+o00

Notons aussi que le f, de la stabilité asymptotique, s’il existe, est unique.

6.2 Application.
Ce qu’on va présenter dans cette section c’est I’étude de la stabilité de quelques semi-

groupes introduits précédemment.

1. On commence par étudier le semi-groupe engendré par une matrice A vérifiant (3.1),
dans le cas de dimension 2 et le cas de dimension 3.
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(a) En dimension 2 :
On considére la matrice suivante

A:(_O‘ _55) a,>0 et a+B#0,

«

et on calcule le semi-groupe qu’elle engendre, qui est donné par

T(t)=et=> A"
n:

n>0

On a
Py(N\) =det (A= AL) = N4 (a+F)\

Par le théoreme de Cayley-Hamilton, on trouve que
A+ (a+pP)A=0 = A*=—(a+p)A.
Donc on déduit la relation de récurrence suivante
A" = (1) a+8)" " A

qui implique que

8tA _ I+Z§(_1)nl (a_’_/é))nflA

n>1
_ oY ke _
=7 P (e 1) A,
qui donne finalement
_ -5, _
t(at+B) _ = tat+p) _
i _ 1+o¢+6(6 1) Oz—l—ﬁ(e 1)
Y (ptlath) _ _ ~t(at+B) _
ot B (e 1) 1 ot D (e 1)

Une fois le semi-groupe trouvé, on cherche les densités invariantes,i.e.
T -
cherche les z* = (a%,23)" tel que ||z*||;. =1, qui vérifient

Mt =t = (etA - Ig) " =0,

O (eterh) _ 1) P (otars) )

) -)
(e-tlatd) — 1) 5 0/’

—Y (ptats) 1) P

Q
+
=

Q
+
=
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ar] — Pxy = 0.

<2):c(§) ceR. (6.1)

1

a+p
Apres avoir trouvé les densités invariantes, on va voir s’il en existe celle qui

vérifie

Autrement dit

Pour que ce point soit une densité, il suffit de prendre ¢ =

lim [T (t)z—a*||,=0 Y o= (x1,25)" >0,

t—4o00

L =1

Puisqu’on est en dimension finie alors la limite se calcule terme & terme, ainsi

8 8
: A
B:tlg—noodt - Odblzﬁ O'/Z.IZB
a+p a+p

On remarque bien que det (B) = 0 donc 'application  — Bz n’est pas bijec-
tive, ainsi on peut affirmer qu’il existe un y tel que pour tout x, y est paralléle

a Bz 1 5 ) 1 3
. A r1+ X2 o
tLlerooet x_oz—kﬁ(a(ﬂ?l"‘@) ) _04+3<O‘)7

Donc on a le résultat recherché

lim ez = 2",

t—-+o00
Finalement, on conclut que le semi-groupe engendré par une matrice (2 x 2)
vérifiant (3.1) est asymptotiquement stable.

En dimension 3
On considére maintenant la matrice A qui vérifie (3.1)

— (a1 + CLQ) bl C1
A= aq —(b1+b2) Cy avec ai,bi,ci 20 7i: 172
as by —(c1 + ¢2)

Cette fois-ci , on ne va pas calculer le semi-groupe 7 (¢) engendré par A, vu
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les lourds calculs que ¢a demande, on va adopter une autre approche.
On commence par poser

_ — (a1 + az) by _
(51 = det < ay . (bl + b2) = albz + ao (bl + bg) .

5y = —det< _(alaj az) 2 ) = (mc1 + ¢ (a1 +a2)).

by 8]

03 = det(—(b1+b2) c2>:blc2+cl<b1+b2)'

Sachant que 1, 02,03 > 0, on introduit
0 =01+ 03 + I3,

et on suppose que 6 # 0, i.e. au moins I'un des 9; # 0, pour + = 1,2, 3.
On va chercher les densités invariantes, i.e. on cherche les 9* = (z*, y*, 2"
qui vérifient

T(t)9 =9 ie. A9 =0,

avec

>0, tq ||

=24y 2 =1
On aura alors
— (a1 +ag)x* + byy* + 12 =0
a1z* — (b1 + be) y* + c22* =0
asr* + boy* — (1 + ) 2 =0
Sachant que detA = 0, et que 6 # 0, on affirme que ce systéme se réduit a
deux équations
— (a1 +ag)z* + byy* + 12 =0
a1z* — (by + bo) y* + c22* =0

On conclut alors que l’ensemble des points invariants forme une droite (D)

ﬁ
dans I'espace(donnée par les équations (6.2)) ,de vecteur directeur ¥* qu’on va
déterminer. Pour cela on laisse z comme parameétre et on cherche x et y, nous
avons alors

« c1 (by +b2) + brea
z
01
% Co (a1 + Gz) -+ aiCy
Yy = 5 z
1

Donc tout point de la droite (D) est de la forme

o
v,

=1y | =n
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—
ot J* représente le vecteur directeur de la droite (D), il est défini par

Et pour que ces points invariants soient une densité, il faut poser
M:5:51+52+53.

Ensuite, partons d'un ¢ = (zg, Yo, ZO)T et calculons

((t),y (1), 2 ()" =T ().

Donc si on pose u (t) = (x (t),y (t),z (t))" ,u(t) représente la solution de

u (0) == (CL’o, Yo, Z())T
L.e. ' (t) = — (a1 + ag) x (t) + by (t) + c12 (1)

Yy (t) = a1z (t) — (by + b2) y (t) + c22 (1)
2 (t) = agw (t) + boy (t) — (c1 + c2) 2 (1)

De cela, on remarque que
2 () +y () + 2/ (t) =0,
donc on obtient I’équation suivante
z(t)+y(t)+2(t) =20+ yo + 2. (6.3)

C’est I'équation d’un plan (p) dans ’espace, ce plan représente ’ensemble des
points qui contient les trajectoires.
Maintenant pour I’étude de la stabilité de 7' (), on démarre d’'une densité, i.e.
d’un

9 = (20,90, 20)" >0, t.q 0+ Yo+ 20 =1,

et on regarde si

tliin T (t) 0 — 07|, :O,Vﬁ:(zo,yo,zg)Tz(), t.q xo+yo+ 20 =1

— — .
Pour cela, on note d’abord que ¢ 1, ¥ o définis par

- T
1191 = (1707_1)
Q%} - (0717_1)T
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représentent bien deux vecteurs directeurs du plan
()2 (t) +y(t)+2(t) =z0+y0+20 =1,

puisqu’on a

10 4
0 1 8y |=01+06s+65#0. (6.4)
-1 -1 4

Ensuite on note que 9 ¢ (¢'), donc géométriquement la droite (D) et le
plan (') s’intersectent en un point qu’on va appeler ¥ = (xg, ys, zS)T.

A présent on va montrer que pour toute courbe dans (') donnée par
(z(t),y(t),z(t)", on a le résultat suivant:

lim (2 (t),y(t), 2 ()" = (2, ysr 2)"

t——+o0

Pour faciliter les calculs, on va faire un changement de repére, en considérant

- — = i )
les nouveaux vecteurs (19 1, Vg, ¥ ) Ceci est possible grace a (6.4) .

Et on va chercher les coordonnées de la courbe (z(t),y(t),z(t))" dans le
nouveau repére, pour cela on pose

(3: (t) Y (t) ) 2 (t)) = (17 07 _1) u (t) + (07 17 _1) v (t) + (53,5% 51) w (t> )

ceci va donner

x 1 0 43 u
Yy = 0 1 52 [ s
z -1 -1 & w
donc
u 1 0 — 53 —53 —(53 T
v = —= (52 o — 52 —52 Yy
wW 0 1 1 1 z

Pour chercher Pexpression de (u (t),v (t),w (t))", on procede comme suit

u —a1 — as — €1 by — ¢y 0 U
v = a; — c2 —by—by—c2 0 v |,
w’ 0 0 0 w

i.e.

'\ [ —ar—ay—¢ by — U
o) a; — c2 —by — by — 2 v ]’
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et
w'(t) = 0.
Donc
u (t) B %o N [ a1 —ay— by — ¢
(v(t)>_e (yo)ouB_( a; — c2 —by—by—c2 |’
et

w(t) =k, ou k est une constante.

Maintenant on va calculer

i (a(0), 0 (t) 0 (6).
On a
lim w(t) =k,

t——+o00o
donc il ne reste plus qu’a calculer

lim (u(t),v(t)),

t—+o00

qui est en fait la lim e'Z. D’ailleurs on va montrer que
t—-+o0

lim €2 =0.

t—-+o00
Pour aboutir a ce résultat, on montre que les valeurs propres de B sont de
parties réelles strictement négatives.
En effet, montrons que les racines de pg sont de parties réelles strictement

négatives.
On a
pe(A) = A2 —tr (B) A + det(B),
avec
tT(B) :—al—ag—cl—bl—bg—c2,
et

det(B) = a1b2 + coaq + a2b1 + a2b2 + coas + Clbl + Clbg + blcg + aic.

On remarque que tr (B) # 0 car sinon a; = ay =c¢; = by = by =c2 =0 et on
aura la matrice nulle, ce qui n’est pas notre cas.

Supposons alors que les racines sont de la forme

Zi=a1+ 118 et Zy=ag+1f,.
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On sait qu’ils vérifient

Z1—|— Z2 = t’I“(B)
Z1Z2 = det(B)

Donc on a bien que

Et

Re(Z1+ Zg) = a1+ay <0
Re (Zl ZQ) = (109 — 5152 Z 0

Im(Z1+ Zy) = B+ p,=0
Im (Zy Z,) = Praz+ a1y =0

Ceci implique que

Bi=-By=Bi(az—a1) =0 = (8, =0)Y (1 = ).

Donc si
i.
p1=0 = By=0,
_—
Zi=aay et Zy = s,
avec

ii.

a1 t+ay < 0
ajoy > 0

et par suite
aq, g < 0.

Donc les racines de pg sont réelles strictement négatives.

Et si
a1 = g,
alors
Zi=op+ 18y et Zy=aq — 10,
avec

20[1 < 0.

Donc les racines de pg sont de parties réelles strictement négatives.
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De tout cela, on déduit que

lim e = 0.
t——+o00

On conclut alors que

Et par le biais de

x 1 0 45 U
Yy = 0 1 52 (% s
z -1 -1 4 w
on déduit que
tligl ((t),yt),zt)" = tli+m (u(t) + 0w, v (t) + dow, —u (t) — v (t) + Jw)
= k (53752761)T7
(@) = T (2 (0).y ()2 ()7 = k (53.52,51)".
1
Puisque (2, s, %) € (¢') ,alors on prend k = 5

Donc pour toute courbe ( (t),y (t),z (t))" du plan (¢') ,on a bien

lim (z(t),y(t).2 ()" = (25,5 25)" .

t——+o0

ainsi on a montré que le semi-groupe engendré par la matrice A est asympto-
tiquement stable.

2. Comme une deuxiéme application, on va étudier le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck,
et voir s’il est asymptotiquement stable ou pas.
y2
Soit f € L' (R, du), ot du = \}e 2 dy pour t > 0, on pose

ap = et

VO @) = = [ Flow s e ar o { M

(a) Cherchons les densités invariantes, i.e. cherchons les solutions de

Af* - 07
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cette équation implique que

fi(@) = afi(x) =0,

et qui donne
T t2

fe () = C1+02/6§ dt.
0

Prenons par exemple ¢; = 1 et co = 0, alors on a bien
fu(e) = 1€ LV (R,du) et I£.], = 1
(b) Regardons si on a
T N () f ~ £, =0 pour >0, [[f],=1.
Commengons par considérer les f € C2° (R), alors
Jim flae + ) = f (@),

et
|f (v + By)| <sup f (z) € L' (R, dp)

Donc

lim /f(atx+ﬁty) e T dy =

i J o+ 5

= —

2
=
=
S~—
~
=
|
-
O
=
|
‘H
2
~
2
8
+
=
S
®

D’autre part

N (@) f (@)~ f (@) = / flowz+Byy) % dy—1

< (msupfm )eU(R,du)-

2
e T dy
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Finalement

A présent on utilise le fait que C (R) = L' (R), donc
pour f € L'(R), il existe (f,), € C> (R), telle que liril | fn— fll; =0.

Donc

< IN@) =N fally £IN @) fo = s
< IN@O =l + = Sl

| t—0" ] n— oo

0 0

IN @) f = Il

On conclut alors que le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est asymptotiquement sta-
ble.



Chapitre 7

Conclusion

Les semi-groupes de Markov ou stochastiques, un sujet tres intéressant et riche en
théorie, cependant ce qu’on a constaté en faisant des recherches bibliographiques dans
ce travail, c’est qu’il n’existe pas de résultats généraux qui donnent des conditions sur le
générateur pour que le semi-groupe engendré soit de Markov, c’est pour cela que dans
ce mémoire, on a considéré quelques exemples d’opérateurs tres utilisés dans la pratique
et on a mis en place des conditions sur chacun d’eux pour savoir s’ils engendrent un
semi-groupe de Markov sans avoir a le calculer forcément.

Ensuite nous avons étudié la notion de stabilité asymptotique, qui n’est pas facile
a établir pour n’importe quel semi-groupe. On l’a étudiée seulement pour quelques cas.
En théorie, on peut trouver des théorémes qui fournissent des résultats de stabilité mais
pour une catégorie restreinte de semi-groupes, on en a cité quelques références dans la
bibliographie.
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