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Introduction

La théorie des sous-ensembles flous est une théorie mathématique du do-
maine de 'algebre abstraite. Elle a été développée par Lotfi Zadeh en 1965
afin de représenter mathématiquement l'incertitude et I'imprécision relative
a certaines classes d’objets et sert de fondement & la logique floue, la théorie
des ensembles flous est en fait selon Zadeh est le formalisme le plus adapté
pour décrire de maniére qualitative les variables linguistiques.

La théorie des ensembles flous et plus exactement la logique floue a de
nombreuses applications. En 1978, la société danoise F. L. Smith réalise
le controle d’un four & ciment. C’est la premiére véritable application in-
dustrielle de la logique floue. A la fin des années 80, plusieurs applica-
tions commencent a immerger au Japon, cette théorie a été utilisée dans
I’industrie, le traitement des eaux, les grues populaires, les métros, les sys-
témes de ventilation et de climatisation. A partir des années 90, le champ
d’application est devenu trés vaste. Cette théorie a été utilisée dans 1’électro-
ménager (laves-linges, aspirateurs,...), les systémes audio-visuels ( appareils
de photo autofocus, caméscopes a stabilisateur d’image, photocopieurs,...),
lautomobile ( suspension, climatisation,...), la robotique, le controle des
procédés complexes, 1’évaluation sensorielle (industrie agro-alimentaire, tex-
tile,...), le traitement du signal (son, image,...), la géographie (voir [4]), la
mesure de la pauvreté dans certains pays (voir [§]),....

Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré a la théorie des ensembles flous et I’arithmétique
floue. Le second chapitre, on donne quelques définitions et résultats concer-
nant ’analyse floue et le dernier chapitre est consacrée aux équations dif-
férentielles floues.

Les résultats de ce mémoire se trouvent dans [2].



Chapitre 1

Les sous ensembles flous

Les sous-ensembles flous (ou parties flous) ont été introduits afin de mod-
éliser la représentation humaine des connaissances, et ainsi améliorer les per-
formances des systémes de décision qui utilisent cette modélisation.

Définition 1.0.1 Dans la théorie des ensembles classique il n’ya que deux
situations acceptables pour un élément ,appartenir ou ne pas appartenir &
un sous ensemble, le mérite de zadeh a été tenter de sortir de cette logique
booléenne en introduisant la notion d’appartenance pondérée permettre des
graduation dans I’appartenance d’un élément & appartenir plus moins forte-
ment & ce sous-ensemble.

Soit X un ensemble de référence et soit x un élément quelconque de X |,
un sous-ensemble flou A de X est défini par sa fonction d’appartenance w4,
telle que

UA X — [O, 1]
T ug(x)
ou u4 représente le degré d’appartenance avec lequel x appartien & ’ensemble
flou A.
Remerque 1.0.2 Cette fonction d’appartenance est I’équivalent de la
fonction caractéristique d’un ensemble classique.
Exemple 1.0.3 Conséderons I'expression "jeune". Dans le contexte "une
personne jeune" peut étre modélisée en utilisant les ensembles flous
L’ensemble flou A est défini par

ws [0,100] — [0, 1]
1si 0<2<25
r ug(z) =4 Esi 25 < <40
0 ailleurs.
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L’age 1 est certainement jeune et 100 non jeune
Exemple 1.0.4 Conséderons I’expression linguistique suivante "un nom-
bre réel voisin de 0" cette expression peut étre définie par I’ensemble suivant

us R — [0, 1]

1
T o ug () = 5

Exemple 1.0.5 La fégure 1.1 montre graphiquement la différence entre
un ensemble classique et un ensemble flou

Fig 1.1 la déférence entre ’ensemble classique et ’ensemble

floue. .

Exemple 1.0.6 Rappelons que un ensemble net(classique) peut étre
défini par un fonction caractéristique

0 si v¢ A
1 reA

Pour une compagnie aérienne I’ensemble des jeunes voyageurs sera constitué
de tout les voyageurs ayant un age < 25 ans. On a associe le nombre 1
a tout élément appartient & cette ensemble et le nombre 0 & tout élément
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n’appartient pas a cet ensemble.

M L)

2
= e S [0, 130] e
Figl.2 : Définition nette de Voyageur jeune”

Exemple 1.0.7 Introduitsant la notion fondamentale d’appartenance
graduée (le degré d’appartenance peut prendre n’importe quelle valeur en-
tre 0 et 1) autorisant certains éléments & appartenir plus ou moins a une
ensemble donné ; cet ensemble est alors qualifié de « flou ».

Par exemple, pour la police des airs et des frontiéres la catégorie de «
voyageur jeune » sera plutot défini le sous-ensemble flou représenté par la
figurel.3

, E
K i)k

-

I 200 30 a) age €| 0, L00] ws

Figurel.3 Définition floue d’un"Voyageur jeune ":

Avec cette modélisation, les personnes de moins de 20 ans seront con-
sidérée comme tout a fait jeune (degré= 1) : elles définissent les prototypes
de cette classe flou , un voyageur ayant 30 ans comme plusou moins jeune
(degré= 0.5) .par contre, la personne n’appartient plus a la catégorie jeun
dés que son age dépasse 40 ans (degré=0).

1 s 2<20
Ujeune () ¢ 0.5 si 20 <z < 40
0si x> 40.
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Soit X un ensemble de référence et soit  un élément quelconque de X |,
un sous-ensemble flou A de X est défini comme ’ensemble des couples:

A={(r,us(x)),z € X} avec us: X —1[0,1]

tell que A de X est caractérisé par une fonction d’appartenance u, (x) (degré
d’appartenance) qui a chaque point x de X fait corespondre un réel dans
I'intervalle [0, 1].

1.1 Les caractéristiques d’un sous ensemble
floue

Un sous-ensemble flou s’il est complétement défini par la donnée de sa fonc-
tion d’appartenance, a partir d’une telle fonction un certain nombre de car-
actérisations des sous-ensembles flous peuvent étre étudié.

e Support

Le support d’un ensemble flou A de X, noté supp(A) est defini par
supp (A) = {z € X,ua(z) > 0}

e Noyau

Lenoyau d’un sous-ensemble flous A de X noté par noy(A) est defini par
noy (A) = {x € X,us(z) =1}

e a-Coupe

Une a-coupe de A est le sous ensemble classique noté A, est defini par

Ao ={z € X,ua(z) = a}

1.2 Opérations sur les ensembles flous

Etant donné que le concept de sous ensemble flou peut étre vu comme une
généralisation du concept d’ensemble classique, on est conduit & introduire
des opérations sur les sous ensembles flous qui sont équivalentes aux opéra-
tions classiques de la théorie des ensembles lorsque on est a faire a des fonc-
tion d’appartenance a valeur 0 ou 1. On présente ici les opérations les plus
couramment utilisé.
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o Egalité

Deux sous ensembles flous Aet B de X sont égaux si
Ve e X,ua(z) =up(x)

Exemple 1.2.1 L’ensemble flou de petit B

5 [ {1.1},{3,09},{4,06},{504},{6,03}
B { ,{7,0.2},{8,0.1} {9,0}, {10,0} }

L’ensemble flou aussi petit A

A {1,1},{3,0.9},{4,0.6},{5,0.4},{6,0.3}
N { ,{7,0.2},{8,0.1} {9,0},{10,0} }

A(z) = B(x)
Note: Si A(z) = B (z) n’est pas satisfaite pour un élément = € X alors
on dit que A n’est pas égal B.

e Complément

Le complémentaire d’un sous ensemble flou Ade X noté Aest défini par
uge () =1 —uy (2)

Exemple 1.2.2 Soit A I’ ensemble des enfants petites

A_{ {1,1},{2,1},{3,0.9},{4,0.6},{5,0.4} }
~ | {6,0.3},{7,0.2},{8,0.1} {9,0}, {10,0}

L’ensemble flou A°des enfants n’est pas petites

e — {1,0},{2,0},{3,0.1},{4,0.4},
_{ {5,0.6} {6,0.7} ,{7,0.8},{8,0.9},{9,1}, {10, 1} }

Avec les définitions usuelles des opérateurs flous, on a trouvons toujours
la propriété de commutativité, distributivité et associativité des opérateurs
classiques. Cependant, relevons deux exceptions notables :

1. En logique flou, le principe du tiers exclu est contredit:A U A #
X,autrement dit wuy ;5 (z) # 1

2. En logique flou, un élément peut appartenir & A et non A en méme
temps :A N A # (), autrement dit u,qz (z) # 0. Les autres proprietés sont
conservé notament

(A9 = A, X =0 et 0° = X.
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e Inclusion

Soit A et B deux sous-ensembles flous deX, A est inclus dans B (A C B)
est défini par

(ACB) <= Vz e X uy(x)<up(z)
e Union
L’Union de deux sous-ensembles flou A et B (AU B) est défini par
uaup () = max {uy (z),up (x)}
Exemple 1.2.3
1. L’ union des ensembles A et B:

A(x)=0.6 et B(z)=04 (AUB) (xz) =max{0.6,0.4} = 0.6

2. L’union de" A" et de "B":

A - {1,1},{2,1},{3,0.9},{4,0.2},{5,0.5},{6,0.8},
N { {7,1},{8,1}{9,0,7},{10,0,4} ,{11,0.1},{12,0} }

5 - {1,0},{2,0},{3,0},{4,0.2} ,{5,0.5},{6,0.8},
N { {7,1},{8,1}{9,0,7},{10,0,4} ,{11,0.1} ,{12,0} }

. (1,1},{2,1},{3,0,9} , {4,0.6} , {5,0.5} , {6,0.8} , {7, 1}
Funion ﬂou:[AUB]:{ (8,11 {9,0,7},{10,0,4} , {11,0.1}, {12,0} }

e L’intersection

L’intersection de deux sous-ensembles flous A et B (AN B) est défini par
tuang (r) = min{ua (x),up (z)}

Exemple 1.2.4

1. L’intersection des ensembles A et B:

A(z)=0.6 et B(x)=04 (AN B) (x) =min{0.6,04} =04

2. L’intersection flou de" A" et de "B":

(1,0}, {2,0},{3,0}, {4,0.2},{5,0.4} , {6,0.3} , {7,0.2} ,
[AN B] :{ (8,0.1} 9,0}, {10,0} ,, {11,0} , {12, 0} }
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1.3 Les nombres floues

Les nombres flous généralisent les nombres réels classiques, et en général
les nombres flous est un sous ensemble des réels qui & quelques propriétés
additionnels.

Définition 1.3.1 [2]Considérons un sous-ensemble flou défini par u :—
[0,1], on dit que u est un nombre flou s’il satisfait les propriétés suivantes:

1.
2.

west normal ie Jzg€eR tellque w(zg) =1

u est convexe flou i.e (u(tx+ (1 —1t)y)) > min{u(z),u(y)} Vte
0,1], z,y€eR

u est semi continue superieurement dans Ri.e Ve > 030 > 0, |z — x| <
o alors p () — p(xg) < g,

u est & support compact i.e cl {x € R : u(z) > 0} est compact telle que
on not par ¢l (A) 'ensemble fermé de A

On not par Ry ’ensemble des nombres flous.
Exemple 1.3.2 L’ensemble flou v — [0, 1]

Osiz <O
2 s 0<zr<1

@)=Y 2-2P s 1<a<2

Osi x2>2
est un nombre flou
voir [Fig 1.3]

1
ah [
k EY
e
m

:',’: LT ".\

J .'\.
ad ..I_-
EES .\..".
- T T T T T T AT T T T T T T T T T ! '\
- __.-"' .
LT
A [ 4 ad (¥ ] Le 11 1 - [F | 1

Fig 1.4 Exemple de nombre flou et leur ensemble o — coup
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-

T
=i L= 12 E (58 -

Fig 1.5Exemple de nombre flou et leur noyau
Exemple 1.3.3

Osiz<O
2 s 0<zxr<1
(25 —x)° si 1.5< < 2.5
0 si T >25

u(x)=

voir [Fig 1.5]
Exemple 1.3.4 L’ensemble flou représenté dans la Figurel.6 n’est pas
un nombre floue car n’est pas convexe flou

L. - 1. 10

Fig 1.6 Exemple d’un ensemble flou qui n’est pas un nombre floue
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Fig 1.7 Exemple de singleton nombre flou

[T I T ' ' v ' v
i = [ o | =A La Je i HE-] =M bl

Fig 1.8 Exemple d’un intervalle fermé interprété comme nombre flou
Remerque 1.3.5 Tout nombre réel est un nombre flou i.e.R C Rr.

X{z} : est le singleton nombre flou pour tout z € R (voir Figl.7) ,
Aussi les nombres flou généralisent les intervalles fermés, si on note [
I’ensemble de tout les les Intervalles réels alors I C Rz tel que:

I= {X[a,b]; [a,b] € R}

voir [Fig 1.2]
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Le théoreme suivant est connu par le théoreme de Staking
Théoréme 1 (théoréme de staking) [2] Siu € Rx est un nombre flou
et u, est le r — coupe de u alors, ona :

i. u, est lintervalle fermé u, = [u,,uS] Vr € (0, 1],

ii. si 0<ry <ry <1, alors u,, Cu,,,

iii. pour toute suite croissante (r,) telle que limr, = r avec r € (0,1], on a
o0
N up, = Uy
n=1

Y

iv. pour tout suite décroissante (r,) telle que limr, = 0 avec r € (0, 1], on
a

[e. o]
U Uy, = Up.
n=1

Remarque 1.3.6 Les extrémités de I’ensemble r-coupe wu, sont donnés
par
+

u, =infu, et wu' =supu,,

par suite
up= [u, ,ut]

1.3.1 L _ R nombres flous

Les L R nombres flous ont une importance dans la théorie des ensembles
flous.

Définition 1.3.8 [2] Soient L, R : [ 1] — [0,1] deux fonctions continues
et croissantes vérifiant L (0) = R(0), L (1) = R(1) et soient a; < a; < af <

ag des nombres réels, ensemble flou v — [0, 1] est un L — R nombre flou si

( 0 siz <agy
T —ay . _
Ll—=2) sia <z<aq
ay — Ao
u(z)= 1 N si oa; <z <af
ag —
R|—2—-) siaf<z<af
ag —af ! =0
0si af <=z

\

Symboliquement, nous écrivons u = (ag, aj,af,ag)r r tell que [al_, aﬂ

est le noyau de u et si on a pose a =a; —ay et a =aj —a.
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Remarque 1.3.9 On montre que si u est un L-R nombre flou alors
I’ensemble 7- coupe est donné par

u = [ag + L7 (r) .a,af — R7' (r) @] .

Nombre flou trapézoidal

Définition 1.3.10 Comme cas particulier, on obtient les nombres flous
trapézoidaux si L et R sont des fonctions linaires. Les nombres flous trapézoi-
daux peuvent étre représentés par le quadruple (a,b,c,d) e R* a <b<c<d
(voir figurel.9).

Osizx<a
—a .

sia<z<b
—a

u(z)=q 1 si b<zxz<e
d—x

sic< x<d
d—rc

\ 0 si d<ux.

d 5

Fig 1.9 Exemple de nombre flou trapézoidal

Dans ce cas les points extrémales de ’ensemble a- coupe sont donnés par

= a+r(b—a)
d—r(d—c)

£ =
S 43
|

Nombre flou triangulaire

Définition 1.3.11 Si b = ¢ dans la représentation (a, b, ¢, d),le nombre
flou est appelé nombre flou triangulaire alors un triplet (a,b,c,) € R3 a <
b < c est suffisant pour représenter les nombres flous triangulaires.
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On considére L, R :[0,1] — [0,1], L(z) = R(z) = 22, soit b = c et

a=1,a =2, alors L — R nombre flou déterminé par la définition
Up = [\/;7 3— 2\/F]

Définition 1.3.12 La forme réprésenté dans la figurl.10

e
b

-
an - T ey

. -
- B - ¥ ' o [

Tins 1 T “a ra w1 n

Fig 1.13 Exemple de nombre flou exponentiel
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Nombre flou de Gauss
Le nombre flou de Gausse est défini par

( 0 siz < xp— ao;
2
(x — 1)
2
207z )
(21 — )
202
L 0 si T, + ao, < .

Sizy —ao; <x <1

sir; <z <ax+ao,

voir Fig 1.12

Telle que x; est le noyau du nombre flou, et a > 0 .
Nombre flou exponentiel

Le nombre flou exponentiel est donné par :

( 0 sirx < x;—ar
r — I

e Tl sizy—arn<zx<x
u(@)=9 4 -z

e Tr siy<zr<z+ar,
L 0 si z+ar. <ux

avec x7 est le noyau du nombre flou et a > 0
voir Fig 1.13

1.4 Arithmetique floue

Nous commencons notre discussion sur l'arithmétique floue par le principe
de 'extension de Zadeh.

1.4.1 Principe d’extension de Zadeh

Définition 1.4.2 (Principe d’extension de Zadeh) [2] Soit f : X —
Y,ou X et Y sont deux ensembles quelconques, alors on peut prolongé f a
une fonction F: F(X) — F (Y) (fonction flou ) avec v = F(u) telle que

U<y>:{ sup{u(z):weX, f(v) =y} sif 'y #2

0 sl non

Nous appelons la fonction F' I’extension de Zadeh de f.
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Théoréme 2 [2] Soit f : R — R une fonction continue et soit F': Ry —
R# le prolongement de f .Etant donné u € Rx on peut déterminer v = F'(u)
par ses ensembles de niveau.

v, = F(u,),¥r € [0,1],
c’est a dire
v, =inf{f(z)x €u,},
et
v =sup{f(z)z €u,}.
Définition 1.4.3 Soit f: X x Y — Z une fonction et soit F : F (X) x
F(Y) — F(Z) le prolongement de f et soit w = F(u,v), alors
{ sup {min{u(z),v ()}, f(z,y)=2},si f7(z) #2

w(z) — zeX,yeY.

0 sinon
Théoréme 3 [2] Soient f: R x R — R une fonction continue, F' : Rz X
Rz — Rgle prolongement de f et w = F(u,v) alors 'ensemble de niveau
assocler a w est
w, ={f(z,y)|r € up,y € v, }
pour tout u,v € Rz,
c’est a dire si w, = [w,,w;], alors on a

w, =inf{f (z,y) |z € up,y € v, },
et
wi = sup {f (2,9) & € upy € v, }
1.4.2 La somme de deux nombres flous et la multipli-
cation d’un nombre réel par un nombre flou
Définition 1.4.5 [2] Soientt u,v deux nombres flous, et Aun nombre réel,

alors on defini la somme de deux nombres flous et la multiplication d'un
nombre réel par un nombre flou respectivement par

(u+v), ={z+ylz€u,y €v.} =u + v,
et
(Au), ={ x|z €u} = Au,.

avec u, + v, est la somme de deux intervalles de R et \.u, est le produit
usuel d’un réel par un intervalle de R.

Exemplel.4.6 Soient u et v deux nombres flous triangulaires avec u =
(1,2,3),0 = (2,3,4).



CHAPITRE 1. LES SOUS ENSEMBLES FLOUS 17

u=[1+r3—r] etv,=2+r4—r].
Par suite
(u+v), ={r+ylrcu,ycuv}t=[3+2r7-2r],

et par conséquent

u+v=(3,57).
2. On a
2u), ={2z|r €eu } =[242r,6 — 2r]
Par suite
2.u = (2,4,6)
De méme
(—2u), ={-2z|rcu}t=[-6+2r,—2—2r].

Par suite

—2.u = (—6,—4,-2).
Proposition 1.4.7

1. L’addition des nombres flous est associative et Commutative

utv=v+uetu+ (v+w)=(u+v)+w Yu,v,w € Rg

2. Le singleton flou 0 = »¢0y € Rz est un élément neutre

u+0=0+u=u,

3. Aucun élément u € Rx/R Posséde un opposé dans Rx

4. Ya,b € R avec a.b > 0 et Yu € Rz, ona

(a+b).u=(au)+ (bu),

5. VA€ R et u,v € Ry, ona

A (u+v)=Au+ Ao,

6. YA\, u € Ret Vu € Ry, ona(A.p) .u = A (p.u) .
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Remarque 1.4.8 La condition a.b > 0 est nécessaire dans la propriété
(4) comme le montre 1’exemple suivant.
Exemple 1.4.9 Soit u le nombre flou suivant

u=(1,2,3).
Alors
2-1)u=(2-1)(1,23)=(1,2,3),

et
2u—u= (2,4,6) + (—3, -2, —1) = (—1,2, 5).

1.4.3 Le produit de deux nombres flous

Définition 1.4.11 [2] Soit u,v € Rz, alors w = u.v est defini par

w, =inf{zy|r€u,,,y v},

T

et

w =sup{rylr €U,y €, }.

On peut montré que

(ww), = min{ (u;.v;) , (u;.vﬁ) , (uj.v;) , (uT v, ) } ,

et
(ww), =max{ (u,.v;), (u;v)), (v o)), (ufof) }.
Exemple 1.4.12 Soit u,v € Rz avec u = (0,2,4,6) et v =(2,3,8).
u est un nombre flou trapézoidale sont ensemble r — coupe est donné par:

u, =a+r(b—a)=2r,
uf =d—r(d—c)=6-—2r.

et v = (2,3,8) est un nombre flou triangulaire sont ensemble r — coupe
est donné par:

v, =2+,
v =8—5.r

Alors
(ww), =min{2r. (2+7),2r (8 —=5r),(6—2r)(24+71),(6 —2r) (8 —=5r)} =2r. (2+71),
et

(uv)f =max{2r.(2+7),2r (8 = 5r),(6 —2r) (2+71),(6 — 2r) (8 = 5r)} = (6 — 2r) (8 — 57).
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1.4.4 La Différence des nombres flous

Définition 1.4.14(La différence de Hukuhara) [2] Soient u et v deux
nombres flous. S’il existe un nombre flou w telle que

uU=7v+w,

alors la différence de Hukuhara (H — dif férence Op) existe et de plus
elle est définie par:
Uy UV =w.

Remarque 1.4.15 Si u Oy v existe alors sont r — coupe est donée par

won v, = [u —v uf —vf].

Définition 1.4.16 (La différence généralisée de Hukuhara) [2]
Soient u et v deux nombres flous.S’il existe un nombre flou w telle que

U =7v+w,
Ou
V=U— W,

alors la différence généralisée de Hukuhara (gH — dif férence) est définie par

UOgg V= w.
Remarque 1.4.17 Pour tout u,v € R, ona

[u©gy v], = [min {u, — v, uf —vf } max {u, — v, uf —vF}].



Chapitre 2

Analyse floue

2.1 L’espace métrique des nombres flous

e Soit K l’ensemble de tous les sous ensembles non vides convexes com-
pacts de R"et A € K

La distance entre ’ensemble A et un point x de R™ est definie par

d(z,A) = inf{|}z —a| : a € A}.

e Soient A et B deux élements de K. Les séparations de Hausdorff de B
a A et de A a B respectivement sont définies

dy (B,A) = sup{d(b,A):be B},
dy (A,B) = sup{d(a,B):a€ A}.

e Soient A et B deux élements de K .La distance de Hausdorfl est définie
par

Remarque 2.1.1 Soient A = [a, as] et B = [by, bs] deux intervalles de
R. La distance de Hausdorff-est donnée par

dH (A,B) = max{]al — b1| s |a2 — bg’} .

Maintenant on va définir ’espace métrique des nombres flous.
Définition 2.1.2 I’application Dy, : Rx x Rr — R,

o)

Do (u,v) = sup max {|u, — v,
r€(0,1]

= sup {dH (ura UT)} )
rel0,1]

20
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ou u, = [u;,uf] , v, = [vy,v}] € R est appelée distance de Hausdorff
entre les nombres flous.

Définition 2.1.3 Soit 1 < p < oo, on défini la D, distance entre les deux
nombres flous u et v par :

D, (u,v) = ( /0 ' (tp, vy )" dr) v

= (/Olmax{}u;—v;

On a les résultat suivant
Théoréme 4 [2]

1/p
,|u;“—v,fr2|}pdr) :

1. (Rg, Dy) est un espace métrique.

2. Do (u+w,v+w) = Dy (u,v) Vu,v,w € Rg cest-a-dire D, est
invariant par translation.,

3. Do (ku,kw) = |k| D (u,v) Yu,v € Rpet k € R,
4. Dy (u+v,w+e) < Do (u,w) + Do (v,€) Vu,v,e,w € Rp
preuve : 1.Montrons que(Rz, D).

1.1) Soient u et v deux éléments quelconques de Rz, on a

Dy (u,v) =0 < sup max{|u, —ov.|,|uf —vF|} =0

re(0,1]
& max{|u, — v |, |uf — v} =0, pour tout r € [0, 1]
& |u; —v | =0et |uf —vf| =0, pour tout r € [0, 1]
& u =wv, et u = v, pour tout r € [0, 1]
S u=v.

1.2) Soient u et v deux éléments quelconques de Rz, on a

Dy (u,v) = sup max{‘u;—v; ,|uj—vﬂ}
re€(0,1]
= sup max{‘v;—u; ,|v;"—uﬂ}
r€(0,1]
= Dy (v,u).

1.3) Soient u, v et w trois éléments quelconques de Rz, on a
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Do (u,v) = s%pﬂmax{|u;—v;|,lui—vi|}
re|0,
< sup max {|u, —w, |+ [w; — v [, oS —wl|+ |w! = v}
re(0,1]
< sup max {Ju; —w; |, [w — v} + sup max {|jw; — v/ |, |w —vf[}
ref0,1] r€(0,1]

= Dy (u,w) + Do (w, v) .

En conclusion (Rg, Dy,) est un espace métrique.
2. Soient u,v et w trois éléments de Rz, on a :

Do (u+w,v+w) = sup max{|u, +w, —v, —w,|,|uf +w' —v —w|}
rel0,1]

= sup max {|u; — v, |, |} — S|},
rel0,1]

= Dy (u,v).

3. Soient u et v deux éléments de R et k € R, on a

Do (ku, k) = sup max {|ku, — ko, |, |k —kvf|},

rel0,1]

|k| Doo (u,v) .
4. Soient u, v, e et w quétre éléments quelconques de Rz, on a

Dy (u+v,w+e) < Dy (u+v,w~+v)+ Dy (w+v,w+e)
< Dy (u,w)+ Dy (v,€).

[ ]

En utulisant une preuve similaire a celle de la proposition précédente ,
on montre que

Proposition 2.1.4 Soit 1 < p < oo, alors on a

1. (Rg,D,) est un espace métrique.

2. D, (u+w,v+w) =D, (u,v) Yu,v € Rrc’est adire D, est invariante
par translation.

3. D, (kwu,kv) =|k|D,(u,v) Yu,v € Rp k eR

4. D, (u+v,w+e) < D, (u,w)+ D, (v,e) Yu,v,e,w € Rg
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Théoréme 5 [2] (Rr, Dy,) est un espace métrique complet.
preuve : 1. Pour montre que (Rgz, Dy,) est un espace métrique complet il
faut montre que toute suite de Cauchy d’éléments de R rest convergente vers
un élément de Rx.

Soit (un),cy une suite de Cauchy d’élément de Rz, on a

Ve > 0,3N () € N tell que

Vp,q € N,(p>q> N (¢)) = D (up, uy) <,

c’est a dire

Ve > 0,dN (¢) € N tell que

Vp,g € N,(p>q> N () = sup max {| (), — (ug); |, |(up), = (ug) |} <

ce qui entraint que

Ve >0,3N () € N tellqueVp,g € N,(p > q > N () = |(u,), — (ug), | <
€,

et |(up), — (ug),| < e, pour tout r € [0,1]

Par suite les suites réelles ((un);)n et ((un):)n sont de Cauchy pour tout
r € [0,1], donc elles convergent dans R vers u, et u,” pour tout r € [0, 1],

Comme (u,); < (u,)) pour tout n € N et tout r € [0,1], alors par
passage a la limite v, < u}, pour tout r € [0,1].

Par conséquant M, = [u,,u,] est un intervalle de R. Il nous reste a
montrer que M, est un r coupe. Pour cela, on montre que M, vérifie les
hypotheses du théoreme de Negoita,Ralescu.

En effet, on a

1. M, est un intervalle,

2.Soient 0 < o < 8 < 1, alors on a

par passage a la limite on obtient:

(u)y < (u)y < (w)) < (u)]. (2)

3.S0it (r,) une suite croissante convergent vers r, alors M, C M,  pour
tout n > 1 et par suite

MT‘ g Orlern' (3)

(e8]
Montrons maintenant que mern C M,
n=

comme la suite (u,). converge vers u, et (u,)’ converge vers u;, alors

pour tout &; > 0,3M; (&1) € N* telle que pour tout m > M; (g1)ona:

() ()] € [y —eruf + e ] (4)
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Comme u,, € Rz, m > 1 est un nombre flou alors on a:

o0
(um)r = ngl (um)rn (6)
De méme comme  (u,), converge vers u, et (um):nconverge vers u,
pour tout g5 > 0,3IM, (2) tell que pour m > M, (e2)et pour tout n > 1 on
a:

[u;n + 62 U:;L - 62 ] g (um)rn (7)
Ce qui implique:
oo - + - oo
an [u’"" e, — 6 ] - an (um)rn (8)

a partir des ces relation(4), (6), (8), il resulte que pour tout £; > 0 et €5 > 0:

Ori [u, +eaul —e ] Clu, —e v +6 |

n—= Tn
Comme ¢1et e sont arbitraires, on a
o0
ﬂern C M, (9)
n=

En conclusion d’apres (3) et (9) on a

o0
A M, = M,.
n=1

o0
4. Montrons queU M, = M, ,
n=1
Soit 7, un suite décroissante d’éléments de [0, 1], convegente vers 0.

Montrons que

o0
UM, < M
n=1
comme M, T Myon a :
(e, ]
UM, C M. (10)
n=1
o0
Montrons maintenant que My C UM,
n=1

Comme (u,,), converge vers u, et (u,); converge vers ug, alors pour

tout €3 > 0, IM;3 (e3) € N* tell que pour m > Mj (e3) et pour tout n > 1 on

a .
[, + e uf —e ] C (um),, = U (un), (12)

n=1
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Soit €1,€9 > 0 on a:
[u;, + e ub — e ] C (um)g
Et comme u,, € Rf alors:
(U’m)o = nL:JI (um)'r’n
De meme pour tout €4 > 0, IM, (e4) € N* tell que pour tout m > My (g4)

et pour tout n > 1 on a :
Ce que implique :

cl <:L:j1 [(tm),, (um)jnD cU [(tm), — €4, (um), + 4]

n=1

Par suite

o _
[u,, +es3u —es | C (um), C u [(tm),. — €4, (um), + 4]

Comme €3 et e4sont arbitraire alors il resulte que

)
M= UM,
n=1

En conclusion u est un nombre flou et par conséquent (Rg, Dy,) est un
espace métrique complet . m

Remarque 2.1.5 On peut montrer que (Rz, D,) n’est pas complet pour
tout 1 <p < 0.

2.1.1 Compacité

Définition 2.1.7 Un espace métrique (E,d) est dit localement compact si
chaque point de £ admet un voisinage compact.

Théoréme 6 [2| La boul unité fermée de (R, D) n’est pas compacte.
La boul unité dans Rz est définie par

B(0,1) = {u € Ry/ Doo(u,0) < 1}

Soient (g,) une suite de nombres rationels d’éléments de [0, 1] et (u,) le
suite de nombres flous définie par
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0 stz €10,1],
Upn(x) =4 ¢ st 0<w <L
20— g)r +2¢, —1 si 3 <z <1

Pour tout n € N, la a_ coupe de u,, est donné par :

1
[Oa 5] r < An
(un)r r+1—2q,
[ A g <
2(1 - Qn)

Par suite la distance de Hausdorff entre (u,), et (u,1x), avec k € N* fixé
(On suppose que ¢, < ¢,+%) est donnée par

0 si0 <71 <qp,
+1-2¢,, .
dh((“”)"" (U”fl-‘rk)T) - TQ(l—q:) Silqg S r S Gn+k,
r+1-2gn r+1-2q, .
2(17%?) - 2(17%&3 st guyx <7 <L
Ce qui entraine que
Doo (u”’ u”+k> = Ssup dh((““)h (un+k>7")
rel0,1]
r+1-2¢q
Doo(un, un+k) = sup S—

TE[QTL#]nJrk] 2(1 - qn)
Qn+k+1_2Qn>Qn+1_QQn_ 1_Qn 1

21—qn)  — 20-q) 2(1—gq) 2
C’estaldire
3525>O/Vn€N,Elpl(n):neNetElpg(n)zn—i-kENtelles

que on . ps (n) > 1 (1) > 1 ot Daclity o), i) > 3.

C’est a dire la suite (u,) n’est pas de Cauchy et par conséquent elle est
divergente. Ce qui entraine que boule unité fermée n’est pas séquentiellement
compacte et par conséquent elle n’est pas compacte.

Remarque 2.1.8 La boule unité fermée n’est pas compacte par rapport
a la topologie D, et par suite chaque boule fermée n’est pas compacte ceci
signifie que un point dans Rz ne posséde pas un voisinage compact et ceci
implique également que Rz n’est pas localement compact.

Remarque 2.1.9 La boule B,(0,1) = {u € Rx/ D,(u,0) < 1} n’est pas
un ensemble compact.
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2.1.2 Séparabilité

La séparabilité est un autre proprieté importante principalement pour I’approximation,
un espace métrique (£, d) est dit séparable si’il contient un sous ensemble
dénombrable et dense.

On a le résultat suivant

Proposition 2.1.11 La boule unité fermée B(0,1) = {u € Rg/Dy.(u,0) < 1}
n’est pas séparable dans (Rz, D).

Pour ¢ € [0, 1], on définie

0 si z € 0,1},
w(zr) =< t si nggé,
20—tz +2t—1si <z<l

L’ensemble r — coupe de u; est donnée par

0,3] =<t
_ 1-2
(ue)y T ) p<r<t
2(1—qn)

Donc la distance de Hausdorffd entre les deux éléments u; et u, avec t < s
est donnée par:

0 si0<r<s,
r+1—2t

dn((ue)r, (us)y) = 8 2(1 —¢)
r+1—-2t r+1-—2s

20—1t)  2(1—s)

sit<r<s,

si s<r<l.

et par suite

r+1-2t 1 1
Do (ug, us) = sup dp((ug)y, (ug),) = sup ——— > = > —.
(12 rel0,1] (we)r, (t2)r) refte] 2(1—%) —2° 3

Par suite les boules ouvertes B (ut, %) son disjointes et nondénombrable
ansi un sous ensemble dense dénombrable s’ il existerait, devrait avoir un
élément dans chaque telle boule, ce qui est impossible alors la boule fermée
unité n'est pas séparable dans (R, D).

Remarque 2.1.12 L’espace métrique (R, D,) est séparable pour tout
1<p<oo.
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2.1.3 Norme d’un nombre flou

On considére ’application suivante

lly: R — R,
v = |lul|g = De (u,0).

On a le résultat suivant
Théoréme 7 [2]||.|| - & les proprietés suivantes

i. Vu € Rg, on aljull =0 <= u=0
ii. VAeRetVu € Rg, on a ||[Aul = |\ ||ull £,
iii. Vu € Rr et Yo € Ry, on a ||u+ vz < |lullz + ||v]| £,

vi. Vu € Ry et Vo € Ry, on a ||Jul| » — ||v]| £] £ Do (u,v),

28

v. ¥ (a,b) € R? avec ab > 0 et Yu € Rz, on a Dy (a.u,bu) = |b—al . ||ul| £ .

preuve : 1i. Soit u € Rz, on a

Dy (u,0) =0 < sup max (Ju|,|u]) =0
rel0,1]
< max (Ju,|,|u|) =0, pour tout r € [0,
< Ju | =0et |uf| =0, pour tout r € [0,
< u, =u =0, pour tout r € [0,1]

& u=0.
ii. Soient A € Ret u € Rr, on a
[Aullr = Do (Aw,0)

— e ma (| [t
r€(0,1]

= sup |[Almax (|u, |, |ul])
rel0,1]
= |A| sup max (|u, |, |ul])
rel0,1]
= (A flull -

iii. Soient u et v deux éléments quelconques de Rz, on a
D (u+v,0)

Do (u,0) + Dy (v,0)
[ull 7+ llvll £ -

v Soient u et v deux éléments quelconques de Rz, on a

[u+ vl

IA -l

1
1

}
]
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lullz = Do (u,0)
= Dy (U, 'U) + Do (U70)
= Do (u,0) + o]l £
Alors,
Vu € Ry et Yo € Rz, on a |jul|z — ||v| < Do (u,v) . (2.1)

De méme d’aprés (2.1), on a
Vu € Ry et Vo € Ry, ona [[v]|z — ||ul| r £ Do (v,u) = Do (u,v) . (2.2)
En conclusion, d’aprés (2.1) et (2.2), il résulte que

Vu € Rr et Vo € Rz, ona |||v||z — |lul| z| < Do (u,v) .

v Soient (a,b) € R? avec ab > 0 et Vu € Rz, on a

Do (au,bu) = Do ([b+ (a—b)].u,bu)
= Dy ((a—0b).u+ b.u,b.u)
= Dy ((a—0).u,0) car Dy est invariante par translation.
= |a—0[.|lull£.

u

2.2 Continuité des fonctions a valeurs floues

Définition 2.2.1 Soit f : [a,b] — Rrune fonction. et soit f; un point de
[a,b].
On dit que f est continue au point ¢, si,

Ve > 0,3y (e) > 0/ Vt € [a,b], la condition |t — tg| < 7y (g) entraine que
Doo (f (1), f (o)) <e.

Remarque 2.2.2 On a f est continue au point ¢ si,

Ve > 0,3y (e) > 0/ Vt € [a,b], la condition |t — tg| < v (g) entraine que
Do (f (1), f (fo)) <,

c’est-a-dire

Ve > 0,3y (e) > 0/ Vt € [a,b], la condition |t —t5| < v (g) entraine que
sup max {|f,” (¢) = f~ (to)[, [, (1) = f;" (to)[} <,

re(0,1]

Alors,

Ve > 0,3y (e) > 0/ Vt € [a,b], la condition |t —t5| < v (e) entraine que
|fE(t) — f£ (to)] < &, pour tout r € [0,1].
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2.2.1 Les nombres flous avec les frontiéres des ensem-
bles r — coupe continues.

On note par R% ’ensemble des nombres flous telles que les frontiéres des
ensembles r — coupe sont continues, c’est-a-dire

e ={ueRg/u, = [u;,u] avec ur € C'[0,1]}.

Remarque 2.2.4 On peut avoir une fonction u € Rz discontinue et les
fonctions wu, et u;” sont continues comme le montre 'exemple suivant.
Exemple 2.2.5 Soit u la fonction Caractéristique donné par

u(x) =

{ 1 si € la,b

0 si non
L’ensemble r-coupe associé cette ensemble flou est donné par:
u, (z) = [a,b], pour tout r € [0,1].

Telle que a, b sont des constant, la fonction caractéristiques est discontinue
et I’ensemble r—coupe associe est continue .

Remarque 2.2.6 Une fonction u € Rz peut étre continue mais les fonc-
tions u, et ;" sont discontinues

2.3 Intégrabilité des fonctions a valeurs floues.

Dans cette partie, on donne quelques résultats concernant la mesurabilité et
I’intégrabilité des fonctions a valeurs floues.

Mesurabilité

Définition 2.3.1 Soient (X,X) et (Y,7T) deux espaces mesurables avec
Y et T deux o—agebres. Une fonction f : X — Y est dite mesurable si
fFYE)CE,VEET

Définition 2.3.2 Une fonction f : [a,b] — Rz est dite fortement
mesurable si Vr € [0, 1], les ensembles f, (x) définies par f, (z) = [f (z)],
sont mesurables.

L’intégrabilité

Définition 2.3.3Un fonction f : [a,b] — Rz est dite intégrable bornée
si il existe une fonction h : [a,b] — R tell que

I/l 7 < h(x), Ve € la, b],
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c’est-a-dire
sup{Dx (0, f (z)) < h(x)},Vx € [a,b]

Définition 2.3.4(L’intégrale de Aumann) [2| Soit f : [a,b] — R
une fonction. L’intégrale de Aumann est définie par

) [ ] = [yl a= e

Définition 2.3.5(L’intégrale de Riemann) [2] Soit f : [a,b] — Rr
une fonction & valeurs floues, on dit que f intégrable au sens de Riemann
dans [a,b] si 31 € Re  telle que:

Ve > 0 do > 0 telle que pour toute subdivision de I'intervalle [a, b]

[a,b] [d:a=29g<m1 <..<xp=Dbdenormuv(d) <o
telle que pour tout
€ € 74, 241] 0= 0..n — 1,

Doo <Zof (€Z> (xi+1 - xZ) ’I> <eg,

Remarque 2.3.6 On note par I = (F'R) fabf () dz lintégrale floue de
Riemann.

Définition 2.3.7(Intégrale de Henstock)Soit f : [a,b] — Rz et A, :
a =2xy < x; < ... <z, = b une subdivision de lintervalle [a,b], ¢; €
[i,xi41],0 =0..n — 1 et o (x) > 0, pour tout x € [a,b].

la subdivisions P = (A, &;) est dite o fine si

Vi=0..n—1, 6i—0(€i)<l’i<€i<l’i+1<€Z'+O'(6i).

f est dite Henstock intégrable d’intégrale I € Rr si Ve > 0 il existe
une fonction o telle que pour toute subdivision P ¢ fine, on a

Do <z_:f (ei) (Tig1 — x;) ,I) <e.

Si [ existe? on dit que f est Henstock intégrable dans [a, b] et on la note par:

(FH) / (o) dr.
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Théoréme 8 Soit f : [a,b] — Rg,est différentiable dans [a, b] alors f’ (¢)
est (F'H )intégrable sur [a, b] et on a

mrﬁw+wm/7wﬂ

Proposition 2.3.8 [2] Toute fonction continue & valeurs flou est Aumann
intégrable et Riemann intégrable et Henstock intégrable et de plus on a

b b b
WM/f@M=WM/f®M=@M/f@M

preuve : Comme:

kfﬂ4)jibf(x)dx]rzz{]Cbﬁf(m)dx,jcbfj(x)dx}, pour tout 7 € [0, 1].

Si f est intégrable au sense de Riemann, alors elle est intégrable au sens
de Henstock. on a effet si on prend la fonction o constante dans 'intégrale
de Henstock, alors la somme de Riemann s’écrit

[Zf Ez :L‘z—l—l_xz

L’equicontinuité implique l'intégrabilité des fonction f, f,7, alors on a ob-
tient:

kfﬂR>/be<x>dx}r=:[jfbf:<x>dx,]§bfr<x>dx}:=<fa4>jcbf<x>dx

Remarque 2.3.9 Si f;[a,b] — Rz est une fonction continue alors on

n—1
[Zf g:) (Tix1 — ;) ,Zf ) (i1 — xz)] , pour tout r € [0,1].
=0

note par fab f (z) dz V'intégrale au sens de Aumann, Riemann et Honstock
On a le résultat suivant
Proposition 2.3.10 On a

1. 1- Si f, g : [a,b] — Rz sont deux fonctions intégrables et a, f € R, on

a: /ab(af(w)+ﬁg(w))dfc—Oé/abf(llf)d:wrﬂ/abg(ﬂf)dﬂ?

2. Si f:[a,b] — Rx est intégrable et ¢ € [a, b], on a:

/f m_/f m+/f
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3. SiceRret f:]a,b] — R est de signe constant dans [a, ], alors

/abc.f(x)dx:c./acf(x)dx

Remarque 2.3.11 Dans la proposition précédant, la proprieté (3) est en
général n’est pas satisfaite si f n’est pas de signe constant. comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 2.3.12 Soit f : [—
c € Ry telle que f (z) =z et c =

On a

1,1] — R, une fonction continue, et soit
(0,1,2).

c./lf(x)dm - (0,1,2)/1 wdz,

1
1 1
= 1,2) | =22
(0’ ’ >|:2x‘|17
= 0.

D’autre part, on a

/llc.f(x)dx = / (0,1,2) .zdz,
/.

1
(0,1,2) xdx+/ (0,1,2) .zdz,
0

- [t o),
/11 (0,1,2) .zdr = (—1,—%,0) + (0,%,1) .

= (=1,0,1).

/_llc.f(x)dx;éc./_llf(a:)dx

par suite

En conclusion
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2.4 Différentiabilité des fonctions a valeurs
floues

2.4.1 La différentiabilité de Hukuhara

Définition 2.4.2 Soit f : (a,b) — Rz, on dit que f est différentiable au
sens de Hukuhara si pour tout h > 0 suffisamment petit la H-différence
fx+h)Of(z)et f(x)Of(x—h)existe , et si il existe un élément f () €
Rz telle que

il TN O F@OfE o)

N0 h AN h

Le nombre flou f () s’appelle la dérivée de Hukuhara de f au point z.
Définition 2.4.3Soit f : (a,b) — Rz la dérivé de Seikkala de f est définie
par/

F@, =[5 @) (5 @)]

Pour tout 0 < r < 1 a condition que f (z) € R

Remarque 2.4.4 Si f et f7 sont continiiment différentiables par rap-
port & x et uniformément par rapport & r € [0,1], alors f est Hukuhara
différentiable si et seulement si f est Seikkala différentiable et les deus défi-
nitions coincede. en effet si f est Hukuhara différentiable on peut écrire

Lot WO )] _ [y il W= fp o) g b))
h h\.0 h "AN\0 h

lim , pour tout r € [0, .

AN)

Par suite f est Seikkela différentiable.

Réciproquement si f est Seikkela différentiable alors, len (f (x)), = f,F (z)—
[~ () > 0 pour tout = € (a,b) et Vr € [0, 1] ce qui entrain que la H différence
f@x+h)oO f(x)et f(x)O f(xr— h) existe et si on prend limw et

AN
f@)of(z—h)
h

lim on a obtient la différentiabilité au sens de Hukuhara.

h\O
Proposition 2.4.5 Soit f : (a,b) — Rz,une fonction différentiable au

sens de Seikkala alors la fermeture du support de f admet une longeur crois-

sante

preuve : Soit f : (a,b) — Ry une fonction différentiable au sens de Seikkala

par absurde on suppose que la longeur len (f (z)) est décroissante dans un

voisinage = € (a,b), alors

@)= @) (5 @)
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comme len (f (x)) = fi (x) — fi (z) est décroissante on obtient une contra-
diction. m

Exemple 2.4.6
1)-Soit f : (a,b) — Ry, une fonction des nombres flous triangulaires

f)=(@),y(t),z()).

Supposon que f est Hukuhara différentiable et z,y, 2z sont des fonctions
réelles différentiables.
On peut écrire f sous la forme

( 0 si t<uz(t)
s sia(t) <t <y(t)
f(t) = 1 osi ¢t =y(t)
s sy () <t <z (1)
0 si z(t) <t

\
Pour tout r € [0,1], le r-coupe de f est donée par

fr@) = @) +ryd) -
F() = 2 =r(z() —y (@)

Alors
@) = @) +r(yi) —z(t)
L) = 20 —r @) -y@)
Alors
f@, =@ +r@@) —2@1), 20 —rE{)—-y@)
Alors

F&)=@@®),y(t),2(t) € Re
Alors si f est Hukuhara différentiable et x,y,2z sont des fonctions réelles
différentiables,alors f (t) = (2 (t),y (t), 2 (t)) est un nombre flou triangulaire

2)- Soit f(t) = (—€',0,¢e"). On peut écrire sous la forme triangulaire
suivante
0 si t<e,
ttft si —el<t<O,
Fiy=41 si t=0,
et si 0<t<eé,

0 si el <t.
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Pour tout r € [0,1], le r-coupe de f est donée par:

{70

x(t)+r(y(t)—=x 1)
z(t)=r(z(t)—y@t) =e(1-r),

Ce qui implique

Donc

Alors f(t) = f(t) et
—f (t) = (_et7076t) = ]E(t)

3)- Soit f(t)=(1,2,3)e " =(e" 2e7" 3e7).

Supposon que f est Hukuhara différentiable alors on f (t) = (=3et, —2et, —et)
mais f ¢ Rz. Donc f n’est pas Hukuhara différentiable .

L’exemple suivant montre I'incovénient de la différentiabilité au sens de
Hukuhara

Exemple 2.4.7 Soit ¢ € Rx et g : (a,b) — R, fonction différentiable en
zo € (a,b) et soit f: (a,b) — R définie par f (z) = c.g (x).

- On suppose que ¢ (z) > 0,alors pour h > 0 suffisamment petit on a

g(xg+h) —g(xg) = w(xg,h) >0,

alors
c.g(xo+ h) = c.g(xg) + cw (zo, h) .

Par suite la H différence f (xg + h) © f (z0) existe

de la méme maniére on montre que la H différence f (x¢) © f (zg — h)
existe.

Par suite on peut montre que f (o) = c.§ (o) -

- Maintenant Si on a suppose que ¢ (z) < 0 ,alors on ne peut pas montré
que les H différence f (zo + h)O f (x0) et f (20) O f (zg — h) existe et par suite
on peut pas dire que f (x0) existe alors f n’est pas Hukuhara différentiable.

2.4.2 Différentiabilité généralisée

Définition 2.4.9 [2] Soit f : (a,b) — Rz et 29 € (a,b), on dit que f est
fortement differentiable en xg,si il existe un élément f (z¢) € Rx telle que
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(1) Pour tout h > 0 suffisamment petit 3 f (xg + h)Of (zo), f (x0)Of (xg — h)
et les limites dans I’espace métrique D)
[ (2o +h) O [ (20) [ (x0) © f (w0 — D)

NG h = oy K = J(x0),

ou

(77) Pour tout h > 0 suffisamment petit 3 f (x9) © f (zo+h), f(zo —h) O

f (z0) , et les limits
i d @) O foth) . flzo—h)O f(w) _ 7 (o).

w0 (h) w0 (h)

ou

(#4i) Pour tout h > 0 suffisamment petit 3 f (xg + h) © f (z0), f (xo —h) O
f (zo) et les limits

. f(zo+h) O f(20),. _ 7
NG (—h) NG (—h) = /(o)

ou

(iv) Pour tout h > 0 suffisamment petit 3 f(x¢) © f(zo+h), f(z0) ©
f(xo—h), et les limits

fjg (20 O 4 1) _ i, 7 (@) O F (w0 = )

N (—h) AN h = f(fl'o)

Remarque 2.4.10 Le cas (i) Correspondant a la differentiabilité au sens

de Hukuhara.

Remarque 2.4.11- Si g : (a,b) — R est différentiable en (a,b) et ¢ € Rx
alors la fonction f définie par f (z) = c.g (x) est fortement différentiable sur
(a,b) et f (x) = .y () Yz € (a,b) .Eneffet si§(z) > 0 comme nous avons vu
au-dessus la fonction f est Hukuhara différentiable et par suite elle est aussi
fortement différentiable. De méme si g (x) < 0 alors la différence f (zo) ©
f(xo+h)et f(zxg—h)Of (xo) existe et le cas (ii) est satisfait de la définition
précédente.Enfin si g (x) = 0 dans ce cas on peut avoir un changement de
signe et on applique le cas (iii) ou (iv) de la définition précédente.

Proposition 2.4.12 2] Si u(t) = (x(t),y(t),z(t)) est une fonction
définie par un nombre flou triangulaire, alors
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1. - Siwest (i) différentiable c’est a dire différentiable au sens de Hukuhara,
alors & = (, 7, 2)

2. - Si u est différentiable au sens (i7), alors & = (2,7, ) .

preuve : Montrons (2)
Soit h > 0 et suppose que u (t) © u (t + h) existe, alors on obtient

ut)Ou(t+h)=(x@t)—xz(t+h),yt)—yt+h),z(t)—z({t+h)).

Multiplions I’égalité précédente par (_Lh), on obtient

zmwou@+m.(l) - mu»—xu+mﬁmw—y@+mfaw—z@+m»({%)

—h
<z(t) —z(t+h) yt)—y(t+h) x(t) —x(t+h))
(=h) ’ (=h) ’ (=h) '

Par passge a la limit on obtient
_ hm'u(t) Ou(t+h) (
N0 —h
= (2,9,2).

O =R Ly (0) ()
AN (—=h) AN (—h) a0 (=h)

De méme, on a

w(t—h)Out)

AR
= hm(x(t_h)_I(t)ay(t—h)—y(t),z(t—h)_z(t))
o (=)
= ;ll\o< (—h) ’ (—h) ’ (—h) ) (2,9,2)



Chapitre 3

Les équations Différentielles
floues.

Les équations différentielles floues (EsDF) apparaissent comme maniére na-
turelle pour modélisér la propagation de l'incertitude épistémique dans un
environnement dynamique, Il y a plusieurs interprétations d’une équation
différentielle floue. La premiere historiquement a été basée sur la dérivée au
sens de Hukuhara. L’inconvénient de cette interprétation est que les solutions
d’une équation différentielle floue est toujours & un support de longueur crois-
sante. Ce fait implique que le futur comportement d’un systéme dynamique
flou est de plus en plus incertain a temps. Tandis qu’'une autre approche
interpréte les équations différentielles floues par les inclusions différentielles.
Les inclusions différentielles et les équation différentielles floues sont deux
matieres qui sont tres intéressantes. Nous travaillerons avec les interpréta-
tions basées sur le principe de la différentiabilité au sens de Hukuhara, le
principe de ’extension de Zadeh et les concepts de forte différentiabilité.

3.1 EsDF sous la différentiabilité de Hukuhara

3.1.1 L’existence et ’unicité d’un solution Hukuhara
Différentiable.

Soit f : R x R — R# une fonction continue, et considérons le probléme a
valeur initiale floue (PVIF)

{ = f( ,x(t))x, teR, (3.1)

On a le resultat suivant .

39
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Lemme 3.1.2 [2] Soient 5 € R et x5 € Rret f : R X R — Rz une
fonction continue, x est solution du probléme initial (3.1) si et seulement si
x est solution de I’équation intégrale

x(t) =z + /t f(s,z(s))ds, (3.2)

avec t € R.
preuve : Soient t5 € Ret xg € Rr et f : R X Rx — Rz une fonction
continue.

1- On suppose que z est solution du probléme initial (3.1)

On a
[/t: ' (s) ds} r = /t: (m;)/ (s)ds, /t: z) 1 (s) ds] 7
_ [x; (t) —x, (to),z (t) —xf (to)} :
= [z (t) o (to)l,,
= [(z () ©x0)],
Alors

D’autre part, on a
t t
/ o (s)ds — / £ (5,2 (s)) ds. (3.4)
to to
Par suite d’aprés (3.3) et (3.4), on a
¢
z(t) ©xo = / f(s,x(s))ds.
to

Donc

x (t) = xg +/t f(s,x(s))ds.

Inversemment soit = solution de I’équation intégrale (3.2), alors on a

t+h
x(t+h) =m0+ / f(s,z(s))ds, pour tout h > 0.
to
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Par passage a la limite, on obtient

. x(t+h)ox(t)
;13{% h _}z%h f 5

Comime

D<t”5ﬂax@»dahfmx@»),

([ e [ sus)

t+h

< D(f(s,x(s)), f(t,x (1)) ds,

t

t+h
< /t w(f (b2 (1), h)ds = hav (f (b2 (£)) . ).

avec w(f(t,z(t)), h) dénote le module de la continuité de la function f(t, z(t))
qui est continue en fonction de t € [tg, t1].
Par suite, on a

lim D (‘” trhowlt) ¢, (t))>

h\0 h
_ﬁgp(l/mvwwwwijxwo
_— D(/’ s (9)ds i (ta ()

o1
< }l}{r(l)ﬁh.w(f(t,x(t)),h)zo.

Donc
x(t+h)ox(t)
fm - =f(tx(t).

C’est a dire
o' (t) = f(tz (). (3.5)
D’autre part il n’est pas difficile de vérifier

z (ty) = wo. (3.6)

En concluision d’aprés (3.5) et (3.6) , il résulte que x est solution du probléme
initial (1.3). m
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Lemme 3.1.3 Soient Ry = [to,to + p] X B (z0,q) avec p > 0 et B (0, q)
est la boul fermée de centre xy et de rayon ¢. Supposons que f : Ry — R
est une fonction continue satisfaisant la condition de Lipschitz

D(f(t,x), f(t,y)) < L.D(x,y),V(t,x),(t,y) € Ro,
avecL > 0. Alors f est bornée, c’est a dire. il existe M > 0 telle que
D(f(t,xz),0) < M.
preuve : D’aprés I'inégalité triangulaire, on a

D(f (t,2),0) < D(f(t,x), f (t z0)) + D (f (¢ 20),0).

Comme pour tout ¢ € [tg,to + pl, la fonction réele D (f (t,z0),0) est bornée,
alors il existe M, avec D (f (t,z0),0) < M.
Par suite, on a obtient

Alors, f est bornée. m

Théoréme 9 [2] Soient Ry = [to,to +p] X B (x0,q) avec p,q > 0 et
9 € Re, f : Ry — Rz une fonction continue satisfaisant la condition de
Lipschitz

D(f(t,z), f(t,y)) < L.D(z,y),V(t,z),(ty) € Ro.

avec L > 0. Alors, le probléme a valeur initiale flou (3.1) a une solution
unique définie dans [tg,to + k|, avec k > 0

preuve : Soient Ky = C ([to,to+p|,Rx),et T : Ky — Ky un opérateur
défini par

T(x)(t) = £Bo+/tf(8,l‘(s))d8

T est bien définie . D’aprés le Lemme (3.1.1) et la condition de Lipschitz(lemme (3.1.1)),
on a conclude que f est bornée ,donc T est aussi bornée car on a

D(T () (t) , o)

D (xo +ftif(s,a:(s))ds O—l—a:())
D (fjof(s, () ds. o)
S D (f(s,2(s5)),0)ds

Ji M.ds = M (t — )

VASRVAN
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Avec M = sup D (f(t,z(t)),0).

(t,x)€Ro

Soient d = min {p, %} et K1 =C ([to,to +d], B (o, q)), K est un espace
métrique complet avec la distance uniforme D.

Considérons maintenant 'application 7' : K; — (C'[to,to + d] ,Rx).On
va appliquer le théoréme de point fixe de Banach.

1- Montrons que T est une application de K; dans K, pour cela on
montre que T (x) (t) € K; Vt € [to, to + d].

Soit x € Kj, pour tout t € [tg,to + d], on a

D(T (x)(t),m0) < M(t—to),
< M.d<gq.

Donc Vt € [ty,to+d], T (z) (t) € K;.
2- Montrons que T est une application contractante.
Soit x,y € K;, on a

DT (2)(1).T (y) (1) = D(xo+f;f<s,x<s>>ds mo+f: 5,9()) ds )

D (f;; f(s,x(s))ds, ft ds)
L§D<f<s,x<s>>,f<s,y< >>>ds
fti ds.L.D (z,y)

L.(t—ty).D (z,y)
2.L.d.D (z,y) .

IA A IA

Si on suppose 2.L.d < 1, par exemple si on prendre k& = min {d, ﬁ}, alors
Papplication T : Ky — Ky avec Ky = C ([to,tg + k| ,E(:cg,q))est contrac-
tante. Par suite d’aprés le théoréme de point fixe Banach il existe un unique
¥ € K. telle que T (2*) = x*, c’est a dire .x*est solution de I’équation
intégrale(3.2) , et par conséquent x* est solution de le probléme a valeur ini-
tiale floue (PVIF) (3.1). m

Théoréme 10 [2] Soient Ry = [to,to + p] X B (70, q) avec p,q > 0 et
o € Rg,s0it f : Ry — Rz une fonction continue avec

ftx), =f (tz =), fF(tz, ,2)], pour tout r € [0,1],

Si
[ty xf) et fF (¢, ,2)), pour tout r € [0,1].

Sont equicontinues c’est & dire
Ve > 0,30 > 0, la condition ||(t,z,,z,") — (to, (z0), (:1:0 )H < 0, en-
traine que pour tout r € [0, 1] |f,, (t, 2y, 2)) — [T (to, (wo), , ( :)‘ < e,

Y Ty rr
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Et uniformément Lipschitz par rapport & la deuxiéme et la troisiéme
variable,
c’est a dire

+ +

fr (tay,af) = £ (to, (o), (o)) | < L. (Joy —w | + |of —uf]),

avec L > 0.Pour tout (t,z), (t,y) € Ry et pour tout r € [0, 1].

Alors le probléme a valeur initiale floue (3.1) admet une solution unique
définie dans [tg, to + k], avec k > 0. De plus I’ensemble r—coupe de la solu-
tion x, = [z, 2] est caractérisé par le systéme des équations différentielles

- =f (t,x ,x})
p, A T 1].
S ANARARTIE

»r o r

suivantes

preuve : Voir [2]. =

Exemple 3.1.4 On considére le probléme a valeur initiale floue suivant

v =f(t ),
(PVIF) { (0) = (=1,0,1), (3.7)
ou f(t,x)=—x+2e"(-1,0,1), et z = (:Ca,xl,xa“).
On a
ftx) =  —(zg,21,28) + (—2e7,0,2¢7),
= ( ma“, -1, xo) (—2e7%,0,2e7"),

= ( Ty —2e7t —xy, —:Ua+2€_t).

Tous les composants de f sont continues donc f est continue.
Comme f est un fonction des nombres floues triangulaire, alors I’ensemble

r—coupe de f est donné par
fr=—xf =2 +r(—z+af +2e77),
fr=—ag +2e —r(—zg + 2+ 1),
avec

+

x;:xa—i-r(xl—xa),
af =af —r(zf — 1) .

On a #' = (g, 2}, 24" , alors le systéme (3.7)devient

(v5) = —ag —2¢7,
<:U1)/I_ —Z1,
xg) = —xzy +2e7,
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Maintenant on a montrons que f satisfait la condition de Lipschitz.
Soient z et y € R, on a

D(f(t.@),f (t,y)) = sup max {|f (t,) — f7 (t.y)],[fF (t,2) = fF .y},

rel0,1]
par suitepar suite

(=25 =27 +r (—a+ag +2e7)] = [—yg —2e7 40 (—y Hyg +2e77)] ]
—ag +2e7 = (—ap + 207 )| = [~y 27— (—yp + 27 4 )]}

= sup max d
rel0,1] ‘

|—ag +yg +7 (21 + 1+ g — )|, }

" e max{ |[—wg +yo =7 (=wg +yo +21— )]

r€(0,1]
_ H‘—xg—l—r(—xl—kxg)]}+[[y6r+r(y1—y6r)}]|, }
elo] max{ (=25 =7 (21— 20)] + (o —7 (w6 — )]

{ = 25 =7 (28 —2)] + [ —7 (w5 —wr)]]. }

= sup max |_[$a+r(x1_xa)}+[yo_+7“(yl—yo_)H

rel0,1]

:supmax{|—xj+yﬂ,‘—37;"‘3/;‘}

rel0,1]
wh =y}

= sup max{|a:; -,
rel0,1]

)

=D (z,y).

Donc il existe L = 1 > 0 telle que f est Lipschitzienne ,donc d’aprés
le théoréme (3.1.1), le probléme (3.7)admet un solution unique donée par la
résolution de systéeme suivent

(vg) = —ag —2¢7,

(zl)//: —Z1,

(z5) = —xg +2¢7,

z (O) = (_Lov ]-) )
En effet, on a

(z1) = —x1, ce qui entraine que 1 () = ce™,
et comme
71(0)=0 < ce'=0 < c=0.

Alors
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Par suite

{ (v9)) = —ag —2¢7", (3.8)

(zg) = —ag + 27"
On résoudre le systéme (3.8)
(:EO_)// _ (aja’_)/ + 2€_t,

ce que entraine que

A\ —

(z0)" =

L’ équation caractéristique est

=1

Alors
A=1 ou A= —1.

Donc la solution est donée par
1y (1) = cre’ + cpe™". (3.9)

Déterminons c; et cy.

On a

(zo (t))/ = cie — cpe " (3.10)
D’aprés (3.9), (3.10) et les conditions initiales, on obtient

{ z, (0) I:C1+62:—1,
(xg (0)) =1 — gy = =3,

Co = ]_,
C1 = —2.

zy (t) = —2e" +e*

ce qui entraine que

Alors

Déterminons maintenant mar .
Comme
!
-\ _ + —t
(mo) = —x5 — 2e

alors, on a
+ _ -\’ —t _ ot —t
xof—(:co)—Qe =2e"—e 7,

En conclusion la solution général est

z(t) = (e" —2e,0,2¢" —e™"). t €(0,00).
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3.2 L’interprétation basée sur le principe de
I’extension de Zadeh

Sous cette interprétation, un (PVIF') est résolu comme suit : nous exam-
inons ’ODE classique ' = f (¢,z,a), z (ty) = xo € R,a € R avec a est un
parametre qui apparait dans 1’équation donnée qui désigne 1’équation dif-
férentiel floue considérée et on la résoudre. Puis la solution du (PVIF)
est produite en utilisant le principe de ’extension de Zadeh sur la solution
classique.

Théoréme 11 [2] Soit f : [tg,to +p] X [10 — ¢, 20 + q] X B (ag,r) — R
une fonction continue, avec ¢q,r > 0 et o € Rr.

On not par : Bgn (ag,7) = {a € R"|||a — ao|| < 7 }la boul fermée de cen-
tre ag et de rayon r.dans R" avec ||.|| est la norme euclidienne.

On suppose que f est Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable
c’est a dire il existe L; > 0 telle que :

1 (¢ 2,0) = f (G, a)l| < Lallz —yll. (3.11)

De méme f est Lipschitzienne par rapport & la troisiéme variable c’est a
dire il existe Ly > 0 telle que :

If @tz a) = f &y, a)l| < Lafla—b]|.

Alors,le probléme a valeur initiale

{ ¥ = f(t,x,a), (3.12)

T (to) = T,

posséde une solution unique. De plus la solution unique dépend contintiment
par rapport & la condition initiale et des parameétres initiales .
preuve : Voir [2]. =

Soit f : [to,to + p| x B (ag,q) x B (ag,r) — Rz 'extension de Zadeh de
la fonction f.

Déﬁnitiog 3.2.1 Soi_t A et X, deux sous ensembles de Rz, et soit f :
[to,to + p|] X B(ag,q) x B(ag,7) — Rgr. On dit que le probléeme a valeur

initiale floue suivant .
X' =f(t,X,A)
P 3.13
{ X (to) — Xo, ( )

posséd une solution X : [tg,to + p] — Rz, avec X est 'extension de Zadeh
de la solution z : [to, tg + p] — R de probléme classique (3.12).
On a le résultat suivante



CHAPITRE 3. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES FLOUES. 48

Théoréme 12 [2] Soit f : [to, to + p] X [0 — ¢, 70 + q] X B (ag,7) — Ry,
avec p,q et r des réeles positive. On suppose que f est Lipschitzienne par
rapport a la deuxiéme variable c’est a dire il existe L; > 0 telle que :

1f (¢ 2,0) = f (£ y,a)l| < Loz —yll,

de méme f est Lipschitzienne par rapport a la troisiéme variable c’est a dire
il existe Lo > 0 telle que :

”f (taxaa) - f(t,y,a)H <Ly Ha - bH :

Alors la solution X du probléme (3.13) existe et continue.
De plus I'ensemble r-coupe de X est définie par

X, =1 (t7 (XU)r 7AT) - {1: (tv‘r()? CL) |I0 € (XO)T @€ AT} )

ou x (t, zg,a) est 'unique solution de probléme classique (3.12).
preuve : D’apré le Théoréeme (3.2), le probléme classique (3.12) posséde
une solution unique dépend continument par rapport a xy et a. Par suite
d’apré le Théoréme (1.4.1), 'extension de Zadeh X (¢, Xy, A) de x (¢, xg, a)
est unique et bien définie et continue.

Alors le r-coupe de X, est donée par (aussi d’apré le Théoréme(1.4.1)) :

X, ={x(t,20,0a) |xg € (Xo),,a € A, }.

Exemple 3.2.2 Soit A, X € Rz,on considére le probléme suivant

{ X' = AX,

X (to) = X0, (3.14)

oun A=(-3,-2,—-1)et Xog=(1,2,3),
les r-coupe de A et X sont données par

_ ] (Xo), =14,
(X(J)r_{ (Xo):_:3—7", )

AT:{ A-=r—3,

Pour obtenir les solutions de (3.14) ,on considére I’équation différentiell clas-

sique suivante
= —a.r,
{ 2 (0) = 2o, (3.15)
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aveca € Ret zg € R
La solution de (3.15) est donnée par

at

x (t) = zoe”

la solution =z (t) de problém (3.15) est unique.
Pour tout r € [0,1], on a

X, ={z(t,x0,a)| xo € (Xy), et a € A }.
Alors

X(t) = Xg.e™,
= (1,2,3) 372700

La r-coupe de X est donnée par
X, = (Xo.e™) .

D’apré la Définition (1.4.3), on a

49

(Xo.e™) = min{(Xo);.(6‘4”),(XO)T_.(GAM>,(Xr):.(eA;t>,(Xr):r.
r) .67(1+r)t}

= min {(147) " (1+7r)e T (3 —r)eld" (3 -

= (147r)el=3

et

(Xo.e™)" = nuu({()(gxf.<eA;t>,()Qﬂ;’.<6Ajt>,()QJ:’.<eA;t>,()Q):.

= (3—r).e” 0L
Donc pour tout r € [0,1], on a

X (1), = [(1+7) e (3 —r).e ]

3.3 EsDF sous la la condition de forte
férentiabilité

dif-

3.3.1 Existence et unicité des solutions sous la différen-

tiabilité fortement généralisé

Lemme 3.3.1 Soit x € Rz et supposon que pour tout r € [0,1], les fonc-
tions x, = [z, , x| sont différentiables avec x, strictement croissante et x;"

ror

()

)
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strictement décroissante,telle que il existe ¢; > 0 et ¢ < 0 avec (z)" > ¢p,et
()" < ¢y pour tout r € [0,1].
Soit f : [a,b] — Rz une fonction continue, et soit f~ (t) et f.7(t) les r-

oft
or

coupe de f et supposon que les dérivées partielles 65—5 et sont bornées,
pour tout r € [0,1], et t € [a,]].

on suppose que 'une des conditions suivantes est satisfaite:

1- z; < zf,
2- x7 = 7 et le noyau de [f (s)], est un singleton pour tout s € T' =

[a,b].
Alors il existe h > a telle que la différence de Hukuhara

o [ reyas

existe pour tout t € [a, h]
Le résultat suivant concerne l'existence et 'unicité des solutions d’une
équation différentielle flou sous le differentiability généralisé.

Théoréme 13 [2] Soient Ry = [tg,to + p| X B (ag,r), avec p,q > et
2o € Ry et B (z0, q) est la boul fermée de centre ag et de rayon r.

Supposons que f : Ry — Rx est une fonction continue satisfaisant les
conditions suivantes :

1. Il existe une constante L > 0 telle que
D(f(t ), [f(ty) <LD(zy),V({Ez),(ty) € Ro.

2. Soit [f (t,x)], = [f (t,x), f,F (t,2)] Vensembles r- coupe de f , les
dérivées partielle par rapport r de f,7, f.F : Ry — R sont bornées, et les
bornes sont indépendants de (t,z) € Ry et 7 € [0,1].

3. Les fonctions x, et z§ sont différentiables (en fonctions de r),et il existe
c1 > 0 telle que (ZL‘O_)T > 1, et il existe co < 0 telle que (a:é’)r < ¢g
pour tout r € [0, 1] et I'une des conditions suivantes est satisfaite

a. ¥y < 7.

Théoréme 1 b. z7 = z7 et le noyau [f (s)], est un singleton pour tout
(t,x) € Ry avec [z], un singleton.
Alors le probléeme a valeur initial floue

a/ (t) = f(t,:L‘),
l’(to) = Zo,

posséde exactement deuz solutions définies dans un intervalle [to, to + k| .
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preuve : D’aprés les lemme (3.1.1) et (3.3.1) et le résultat d’existence dans
le théoreme (3.1.1) on a lexistence d’une solution qu’est différentiable au
sens de Hukuhara.

Montrons maintenant ’existence de I'autre solution.

D’abord,d’apreés le lemme (3.3.1) , les conditions (2)et(3) assurer I'existence

de la H-différence .
7o O (—/ f(t,:p(t))dt) :
to

pour tout t € [to, o + ], avec 0 < ¢ < p.
Soit Rl = [to,to—l—c] X B(.%’(),q), KO = C([to,to-FC],Ry:) et Q . KO —
Ky un opérateur défini par
Q (zg) = 360,
Q(z) = x0@< ft ds)

() est bien définie dans(ty, to + ]
d’apré Lemme (3.1.1) ,et la condition (1)de théoréme précédente f est
bornée, donc () est borné et de plus on a

DQ@)(®).x0) = D (w00 (= [1s s>>ds) 7 ©(-0)),
(ﬁ A
)
(

Jiy D (f (5,2 (), 0) ds

fthS— t— )

VANRVAN

avec M = sup D (f (t,z(t)),0) .

(t,z)ER1

Soit d = min{c, L} et Ky = C ([to,to+ d],B(z0,q)) est un espace
métrique complet avec la distance uniforme D.

Considérons maintenant @ : K1 — C ([to,to + d],Rx) ,on va appliquer
le théoréme de point fixe de Banach:

1- Montrons que () est une application de K; dans K;, pour cela on
montre que @ () (t) € Ky pour tout t € [tg,ty + d] .

Soit x € Ky,et t € [tg, o + d],on a

D(Q(z)(t),x0) < M (t—to)

< M.d<yq.

En conclusion pour tout t € [ty,ty + d] on a Q (z) (t) € K7,
2- Montrons que () est une application contractante.
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Soient x et y deux éléments de K7, on a

DQ)(1).QW 1) = D(xo (= dg,%@( Ji £ s,y (s))ds))

D(fto (s, (s) ds,ft';f s,y(s))ds),
JLD(f(s,x(s) . f (5,9 (s))) ds,
i dsL.D (x,y),

L.(t—ty).D (z,y),
2.L.d.D(z,y).

VAN IR VAN VAN

Si on prend 2.L.d < 1 donc choisisons k£ < min {d, ﬁ}, alors () est contrac-
tante.

En conclusion d’apré le théoréme de point fixe de Banach il existe un
unique point x* telle que @ (z*) = x*,c’est a dire elle est solution de I’équation
intégrale(3.2) ,et par suite est une solution du probléme a valeur initiale floue

(PVIF) (3.1). m
3.3.2 Reésultats de caractérisation

Nous prolongerons dans cette section le résultat de caractérisation du théoreme
9 au cas du differentiability généralisé.

Théoréme 14 [2] Soit Ry = [to,to + p] X B (70,p),p > 0,79 € R et
f : Ry — R# une fonction continue telle que

f(t,m)T:[f (t,xr,xr) f+(t,xT,:cT)] r e [0,1]

Et les proprieté suivant satisfait

1. 1- fr (t,x;,x}) sont equicontinuos,et uniformément Lipschitz par rap-

) ro T

port le deuxiéme et troisiéme variable,c’est a dire .
+

I (tarat) = 7 (to (w0)y s (@0)?)| < Lo (o7 — 7| + |of = )

pour tout (t,z),(t,y) € Ry etVr € [0, 1]

2. Les dériveé partielle par rapport  de f, ff : Ry — Rz sont bornée,les
limites étant indépendant de (¢,x) € Rx,r € [0,1].

3. Les fonction z; et x4 sont différentiable (en fonctions de r),et il existe
c1 > Otelle que (a:(j)r > c1,et il existe ¢y < Otelle que (xar)r < ¢ pour
tout 7 € [0, 1]et on a les possibilité suivant :
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a. (z0); < (z0); .Ou

Théoréme 2 b Si (z0); = (z0)] et le noyau [(t,x,u)], est composé ex-
actement par un élément pour n'importe (t,x) € Ry telle que [z1] et
[u], est aussi composé exactement par un élément.

Alors le probléeme a valeur initial flou

()= f(t,x),z(to) = xo (3.16)

FEst équivalent sur un certain intervalle [to, to + k]avec ['union des deux
EsDO suivantes :

)
). af (1), el (3.17)

preuve : Voir [2]. =

3.3.3 Exemple d’une équation différentielle floue sous
la condition de forte différentiabilité

Exemple 3.3.5 Soit le (PVIF) suivant

otz = (zy,x1,27) € Re, —x = (—a§, —21, —27)
1. On suppose que z est différentiable au sens (i), alors 2’ = ((:L‘a)/ (1), (xg)/)
et par identification on obtien le systeme suivante

(75) = =i
((531_; _ o (3.19)



CHAPITRE 3. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES FLOUES. 54

2. On supposons que z est différentiable au sens (ii), alors 2/ =

((:U(T )/ (1), (xa )/>, et par identification on obtient le systéme suivante

((:%1;, _ _% (3.20)

La solution du systéme (3.20) est

z(t) = (—e*0,e7).

3.4 Meéthodes résolution des équations dif-

férentielles floues de premier ordre

3.4.1 La formule de variation de la constante pour les
équations différentielles floues

On a d’abord le resultat suivant

Théoréme 15 [3] Soient f et g:(a,b) — Rz deux fonctions fortement
différentiables telle que f est (i) différentiable et g est (i7)différentiable ou f
est (i7) différentiable et g est (i)différentiable sur un intervalle (a,b). Si la H
-différence f (z) — g (z) existe pour tout x € (a,b) alors f — g est fortement
différentiable et

(f —g) (x) = f'(2) +(=1) ¢ (), pour tout = € (a,b).

preuve : Soit = € [a, D]
cas I. Supposons que f est (i) différentiable alors f (x 4+ h) — f (x) existe
pour tout h > 0 et il existe u; (x, h) telle que

fx+h)= f(z)+u (z,h), (3.21)
D’autre part g est (i¢) différentiable alors il existe vy (z, h) telle que

g(x)= g(x+h)+uv(x,h). (3.22)
D’aprés (3.21) et (3.22), on a

fx+h)+g(x)= f(z)+g(x+h)+uv (z,h)+u(z,h).
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Comme la H -différence f (z) — g (z) et f(x + h) — g (x + h) existe, on a
fx+h)—g(z+h)=f(z)—g(x)+uv(z,h) +u (z,h).
Donc la H -différence(f (v +h) —g(z + h)) — (f (z) — g (z))existe et on a
(f(x+h)—g(z+h)=(f(x)—g(x) =vi(x,h) +u(x,h). (3.23)
De méme on montre que il existe us (z, h) et vy (2, h) telles que
fle)=F (x=h)+uz(x,h),
. g(x—h)= g(z)+vs(z,h),
Alors
(f (@) —g(@) = (f(@=h)—g(z—h)) =ve(z,h) +uz (z,h)  (3.24)

Comme

. ’
° (e, 1) (e, 1)
. U1 (T o Vo (T, _(_ /
= S, =g @

Multiplions (3.23) et (3.24) par % et par passage a la limite quand h \ 0, on
obtien f — g est (i) différentiable et de plus on a

(f —9) (2) = f'(2) + (=1) ¢ (z) , pour tout = € (a,b).

cas IL.Supposons que f est (ii) différentiable et g est (i)différentiable, alors
en utilisant une preuve similaire au cas I on obtient

(f —9) (2) = f () + (=1) ¢ (z), pour tout = € (a,b).

Théoréme 16 [3] Soient f, g:(a,b) — R deux fonctions fortement dif-
férentiables et supposons que 1'une des conditions suivantes est satisfaite

L. f(x).f (x) > 0et g est (i) différentiable,
2. f(z).f (z) <0etgest (i7) différentiable.

Alors f.g est fortement différentiable et on a

(f.9) (x) = f'().g(x)+ f (x).¢' (x), pour tout x € (a,b).
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Théoréme 17 [3] Considérons le (PVIF) suivant

Y (£) = ay (@) +b(x),
{ y (20) = o, (3:25)

avec a € R et b: (x9, 1) — Rz est une fonction continue.
cas I. . Sia > 0 alors

y(x) — ea(a:—aco) <y0 +/ b(t) ,6_“(t_“10)dt> , (3.26)
o

est une solution (i) différentiable pour le probléme (9) .
cas II.Si a < 0 et si la H -différence yo — ffo (—b (1)) .e~9t=m)dt existe,
alors

y (z) = eale=0) <y0 . / (b)) .ea<tffo>dt) (3.27)

Zo

est une solution (i7) différentiable pour le probléme (3.25) .

Théoréme 3 preuve : On considére le probléeme initial suivant
{ y (t)=ay(x)+b(x),
y (z0) = o,

avec a € R et b: (zg,21) — Rx est une fonction continue.
On distingue deux cas:
cas I.a >0
Dans ce cas, on a

z /
Y (x) = (e“(m_m) (yg +/ b(t) .e_a(t_m)dt)) :
To

d’aprés théoréme 16 , on a
y(z) =

T T /
(eate=w0)’ <y0+ / b(t).e_“(t_m)dt) + (er@mmly (yo+ / b(t).e_“(t_xo)dt) :

o zo

et d’apré théoréeme 8, et la formule de Leibnitz, on a

x T b(t). —a(t—z0)
— a.ea(xfzo) <y0 +/ b (t) 'ea(t:pg)dt> + (ea(xfxo)) ) ([/ a( ( ) eat )dt A (%)])

= ay+ (e“(ﬂ”_w(’)) (b (z) e @20 _ b (z0) 4+ b (xo))
= ay+b(x).
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Par suite y est solution de probléme 9.
cas II. a < 0.

On a
y () = <ea<”°> (yo — / (=b (1)) .e“(t‘”(’)dt>)/.

D’aprés théoréme (3.4.1), on a

<(ea(mx°>)’ (yo + /x : b(t) .ea(t"m)dt) + (er@mmo)y (yo — /x : (=b(t)) .e“(tm)dt) /)

= ay+ (ea(x—wo)) (b (1,) e—a(x—xo)) .

Par suite y est un solution de probléme (3.25). m

Exemple 3.4.2 Considérons le (PVIF) suivant

{y’(l’):(

—1).y
y(0) = (1,2

I

() + z,
3).

D’aprés le lemme (3.3.1) la H -différence yo — f;o (—t) .e'dt existe pour tout
x € (x9,00).
Par le théoréme (3.4.1),0n a

y@) = e (y -/ (1) .etdt)

(e7",2e7",3e™") +e " (" (x— 1)+ 1)
= (e7%,2¢7%,3¢ ")+ (e" e e ™)+ (x—1)
(2¢7",3e7",4e") + (z — 1).
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