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Chapitre 1

Une trichotomie pour les s.a.a

Nous présentons dans ce chapitre, le plus important dans ce mémoire,
des systèmes d�équations di¤érentielles non autonomes particulièrement in-
téressants car leurs champs tendent, lorsque le temps va à l�in�ni, vers des
systèmes limites autonomes. Il s�agit, comme déjà expliqué dans l�introduc-
tion, de comparer le comportement asymptotique des solutions des premiers
avec celui des seconds. En particulier, si le système limite est planaire, on se
propose de détailler le travail de H. R. Thieme sur l�établissement d�un théo-
rème type Poincaré-Bendixson dans ce cas de �gure en se basant sur l�article
[7]. Rappelons que pour un système de dimension 2 autonome, la trichotomie
de Poincaré-Bendixson prévoit trois types de comportements asymptotiques
possibles pour une solution, i.e. trois types d�ensembles !-limites : point
d�équilibre, cycle limite, "une chaine fermée" formée par des équilibres reliés
par des orbites hétéroclines.

1.1 A propos des systèmes asymptotique-
ment autonomes (s.a.a)

Considérons les systèmes di¤érentiels dans Rn,

_x = f(t; x); (1.1)

_y = g(y); (1.2)

où le point sur les variables désigne la dérivation par rapport à t. Le système
(1.1) est dit asymptotiquement autonome (s.a.a.) de système limite (1.2),
si f(t; x) ! g(x), quand t ! 1 localement uniformément en x dans Rn
.i.e. sur tout sous ensemble compact de Rn contenant x. Pour simpli�er, on
suppose que f et g sont des fonctions continues et localement lipschitziennes
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4 CHAPITRE 1. UNE TRICHOTOMIE POUR LES S.A.A

en x. Toutes les solutions sont sensées exister pour tous les temps positifs.
Rappelons que l�ensemble !-limite !(t0; x0) d�une solution positive bornée x
de (1.1), satisfaisant x(t0) = x0, est dé�ni de la manière suivante (voir aussi
l�Annexe) :
y 2 !(t0; x0) , y = limj!+1 x(tj) pour une certaine suite tj ! +1

quand j ! +1.
Le comportement asymptotique des solutions du problème de départ (1.1)

n�est cependant pas toujours décrit par le comportement asymptotique du
problème autonome (1.2). En voici un exemple. Nous omettrons exprès les
détails des calculs.

Coexistence des orbites périodiques et des cycles homoclines

Le système autonome de dimension cinq suivant est un système planaire
asymptotiquement autonome :8>>>>>><>>>>>>:

_x1 = x1x3x5 � (r + x1 + (1� r)2)x2;
_x2 = x2x3x5 + (r + x1 + (1� r)2)x1;
_x3 = �x4x5;
_x4 = �x3x5;
_x5 = �x25;
r =

p
x21 + x

2
2;

(1.3)

avec les conditions initiales,

x3(0) = 1; x4(0) = 0; x5(0) = 1:

En e¤et, les trois dernières variables étant indépendantes des deux premières,
on résoud le sous-système en x3, x4 et x5, puis on "injecte" les solutions x3(t),
x4(t)et x5(t) dans le sous-système formé par les deux premières équations
pour obtenir le système non autonome�

_x1 = x1:x3(t)x5(t)� (r + x1 + (1� r)2)x2;
_x2 = x2:x3(t)x5(t) + (r + x1 + (1� r)2)x1:

(1.4)

On trouve

x5(t) =
1

1 + t
; x3(t) = cos(ln(1 + t)); x4(t) = sin(ln(1 + t)):

En passant aux coordonnées polaires x1 = r cos �, x2 = r sin �, le système
(1.4) s�écrit 8<: _r = r

1

t+ 1
cos(ln(1 + t))

_� = r(1 + cos �) + (1� r)2;
(1.5)
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dont le système limite est :�
_r = 0
_� = r(1 + cos �) + (1� r)2: (1.6)

Le comportement asymptotique de (1.5) est di¤éremment de (1.6), on le
décrit comme suit :
D�une part, les orbites de l�équation limite sont le centre (0; 0) et tous

les cercles centrés en (0; 0) à l�exception du cercle de rayon 1 qui est en fait
une orbite homocline reliant l�équilibre (�1; 0) à lui-même. D�autre part, la
solution de (1.5), est donnée par

r(t) = r(0) exp sin(ln(t+ 1));

dont la limite quand t! +1 n�est pas constante si r(0) 6= 0. Les orbites de
(1.5) sont en outre comprises entre les cercles de rayons r(0)e�1 et r(0)e.

1.2 Trichotomie de Poincaré-Bendixson pour
les s.a.a.

En 1956, Markus [6] présente une série de théorèmes dont la généralisation
suivante du théorème de Poincaré-Bendixson aux s.a.a.

Théorème 1.2.1 (Un "Poincaré-Bendixson" pour les s.a.a.) [6]
Soit n = 2 et ! l�ensemble !-limite d�une solution bornée positive x de

(1.1). Alors, soit ! contient des points d�équilibre de (1.2), soit ! est la
réunion d�orbites périodiques de (1.2).

Le théoreme 1.2.1 est souvent appliqué pour prouver que les solutions
de certains modèles en dynamique de population (notamment en théorie du
chemostat) convergent vers un équilibre [3]. Ce théorème était un point de
départ à la recherche des solutions presque périodiques des EDO asympto-
tiquement autonomes dans le plan [9, 5]. Le problème qui se pose est dit
Problème Limite Inverse et s�exprime comme suit :

Problème 1.2.2 Supposons que les équilibres de (1.2) sont isolés et que
n�importe quelle solution de (1.2) converge vers l�un des équilibres de (1.2).
Est-ce que toute solution de (1.1) converge aussi vers l�un des équilibres de
(1.2) ?

En 1994, H.R.Thieme [7] étend le résultat du théorème 1.2.1 à un résultat
de trichotomie des ensembles limite du type Poincaré-Bendixson.
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Dé�nition 1.2.3 Soit p, q deux points d�équilibre hyperboliques de (1.2). On
dit que p est enchainé à q, on note p ! q, s�il existe un élément x tel que
x 6= p, x 6= q et !(x) = fqg, �(x) = fpg. Une chaine est une famille de
points hyperboliques pj, j = 1:::k telle que p1 ! p2 ! :::! pk. Si pk = p1, la
chaine est dite cyclique ou fermée.

Pour les notions d�ensembles ! et �-limites, on renvoie le lecteur à l�An-
nexe. On énonce alors le théorème principal de ce travail.

Théorème 1.2.4 (Thieme) [7]
Soit n = 2 et 
 l�ensemble !-limite d�une solution positive bornée x de

(1.1). Supposons qu�il existe au plus un nombre �ni de points d�équilibre de
(1.2) dans un voisinage su¢ samment petit de 
. Alors, on distingue trois
possibilités :
(i) 
 est formé d�un point d�équilibre de (1.2).
(ii) 
 est la réunion d�orbites fermées de (1.2) et éventuellement de

centres de (1.2) entourés par des orbites périodiques de (1.2) contenues dans

 .
(iii) 
 contient des points d�équilibre de (1.2) qui sont cycliquement en-

chainés l�un à l�autre dans 
 par des orbites de (1.2).

Ce theorème donne une réponse au problème 1.2.2 à travers un important
corollaire de type Dulac que nous citerons plus tard.

1.3 Lemmes préliminaires

Pour établir le théorème de Thieme, nous aurons besoin de démontrer une
série de lemmes préliminaires qui se trouvent tous dans [7]. Commençons par
introduire les notations et dé�nitions suivantes.

Notations 1.3.1 Un sous-ensemble Y de Rn est dit f-positivement inva-
riant (g-positivement invariant) si toute solution de (1.1) (de (1.2)) qui part
d�un point de Y reste dans Y pour tous les temps ultérieurs. De même, les
orbites des solutions de (1.1) (de (1.2)) seront dites des f-orbites (g-orbites).
L�ensemble !-limite d�une f-orbite (g-orbite) sera noté !f -limite (!g-limite).
On parlera aussi de g-point d�équilibre, etc...

Dé�nition 1.3.2 Soit Y un sous ensemble de Rn. Un sous ensemble g-
invariant M de Y est dit sous-ensemble compact isolé g-invariant de
Y s�il existe un ouvert U tel qu�il n�y ait pas de compact g-invariant fM tel
que M � fM � U \Y autre que M . L�ouvert U est dit un g-voisinage isolant
de M dans Y .
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Si Y = Rn, un sous ensemble compact isolé g-invariant de Y est dit
simplement un ensemble compact isolé g-invariant.

Le premier lemme, que nous ne démontrons pas, est un résultat de
type Butler-McGehee pour des s.a.a. Nous donnons d�abord à titre indicatif
l�énoncé du fameux théorème de Butler-McGehee pour un système autonome,

_x = F (x), (1.7)

F de classe C1.

Théorème 1.3.3 (Butler-McGehee) [4]
Soit 
 une trajectoire bornée de (1.7) et soit K son ensemble !-limite.

Supposons que p 2 K est un point hyperbolique de (1.7). Si K n�est pas réduit
à p, alors K rencontre la variété stable et la variété instable de p en des points
autres que p.

Lemme 1.3.4 Soit (s; x), s � t0, x 2 X � Rn. On suppose que (s; x) admet
une f-orbite positive pré-compacte et on note 
 := !f (s; x).
Soit M un ensemble g-invariant tel que M \
 6= ; et 
 *M . Supposons

que M \ 
 est un sous-ensemble compact isolé g-invariant de 
.
Alors, M possède une variété stable non vide et une variété instable non

vide dans 
 dans le sens suivant : il existe u 2 
�M avec !g(u) � M . De
même, il existe w 2 
�M dont la g-orbite est complètement contenue dans

 et dont l�ensemble �g-limite est contenu dans M .
L�élément u peut être choisi tel que sa g-orbite positive est arbitrairement

proche de M . L�élément w peut être choisi tel que sa g-orbite négative est
arbitrairement proche de M .

A partir d�ici, nous supposons n = 2.

Lemme 1.3.5 a) Soit 
0 une g-orbite périodique et M la région fermée dé-
limitée par 
0. Si M n�est pas un ensemble compact isolé g-invariant, alors
n�importe quel voisinage su¢ samment petit de M contient une g-orbite pé-
riodique qui entoure M .
b) Soient 
1, 
2 deux g-orbites périodiques telles que 
1 est entourée par


2. Soit M l�anneau fermé délimité par 
1 et 
2. Si M n�est pas un ensemble
compact isolé g-invariant, alors n�importe quel voisinage su¢ samment petit
de M contient une g-orbite périodique qui se trouve à l�intérieur de 
1 ou à
l�extérieur de 
2.(voir Fig.1.1).
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FIG.1.1

Preuve. a) Soit U un voisinage ouvert de M . Puisque M n�est pas un en-
semble compact isolé g-invariant, U contient un sous-ensemble N (dépendant
de U) compact g-invariant contenant M . Soit x 2 N�M . Ainsi, la g-orbite

 de x est contenue dans N .
Si U est choisi assez petit, U�M ne contient aucun g-point d�équilibre.

Autrement, nous obtiendrions une suite de g-points d�équilibre approchant

0. Ceci impliquerait que l�orbite fermée 
0 elle-même contiendrait un g-point
d�équilibre. Ce qui est impossible. D�où les ensembles !g-limite et �g-limite de
x sont des g-orbites périodiques contenues dans N � U , d�aprés le théorème
classique de Poincaré-Bendixson.
Si U est choisi assez petit, la continuité du �ot induit par (1.2) force

ces g-orbites périodiques à entourer M avec la même orientation que 
0.
D�une part, si !g(x) 6= 
0 et �g(x) 6= 
0 alors M est entourée par au moins
deux g-orbites périodiques(voir Fig.1.2).D�autre part, si !g(x) = 
0 (ou si
�g(x) = 
0) alors forcément �g(x) 6= 
0 (respectivement !g(x) 6= 
0)(voir
Fig.1.3).En e¤et, si ce n�est pas le cas, l�orbite 
 se croiserait(voir Fig.1.4).
Ceci prouve l�assertion (a).
La preuve de (b) est similaire.

FIG.1.2
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FIG.1.3

FIG.1.4

Lemme 1.3.6 Soit 
 l�ensemble !f -limite d�une f-orbite positive bornée.
Alors 
 ne contient pas une g-orbite qui tende vers un cycle g-limite de
l�extérieur quand t! +1 ou t! �1.(voir Fig.1.5).

FIG.1.5

Preuve. Supposons par l�absurde que 
 contient une g-orbite 
 qui n�est pas
périodique mais tend extérieurement vers une g-orbite périodique 
0 quand
t ! +1 ou t ! �1. Soit M la région délimitée par 
0. Le lemme 1.3.5
implique que M est un ensemble compact isolé g-invariant. Autrement, il
y aurait des g-orbites périodiques arbitrairement proches entourant M qui
sont di¤érentes de 
0 et qui ne permettraient pas à 
0 d�être approchée de
l�extérieur par 
. Le lemme 1.3.4 implique alors qu�il existe deux g-orbites 
1
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et 
2 à l�extérieur deM telles que !(
1) �M , �(
2) �M . Comme le bord de
M est précisément la g-orbite périodique 
0, nous avons !(
1) = 
0 = �(
2),
mais ceci ne peut pas se produire sans croisement de 
1 et 
2.(voir Fig.1.6).

FIG.1.6

Lemme 1.3.7 Soit 
 l�ensemble !f -limite d�une f-orbite bornée. Il n� y a
aucune g-orbite dans 
 qui relie deux g-orbites périodiques di¤érentes.

Preuve. Supposons par l�absurde qu�il existe une telle g-orbite 
 qui relie
deux g-orbites fermées. Dans ce cas, on distingue deux cas possibles :

� Il existe deux g-orbites périodiques distinctes 
1 et 
2 non concentriques.
Donc, 
 relie 
1 et 
2, elle doit s�éloigner de l�une extérieurement et s�appro-
cher de l�autre extérieurement, ce qui contredit le lemme 1.3.6.(voir Fig.1.7).

� Il existe deux g-orbites périodiques 
1 et 
2 concentriques telles que 
1 se
trouve à l�intérieur de 
2( ou bien le contraire). Donc soit 
 s�éloigne de 
1
extérieurement pour tendre vers 
2, soit elle s�approche de 
1 extérieurement
en s�éloignant de 
2 et cela contredit le lemme 1.3.6.(voir Fig.1.8).

FIG.1.7
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FIG.1.8

Lemme 1.3.8 Il n�ya aucune chaine � ! e1 ! ::: ! ek ! �, k � 1 de g-
orbites dans 
 reliant des g-orbites périodiques �, � et des g-points d�équilibre
ej, j = 1:::k.

Preuve. Supposons qu�une telle chaine existe. D�après le lemme 1.3.6, les
g-orbites périodiques � et � doivent être approchées de l�intérieur (quand
t! +1 ou t! �1) par les g-orbites les reliant à e1 et à ek respectivement.
Ceci peut seulement se produire si la chaine entière est contenue dans les
intérieurs de � et de �. En e¤et, on distingue les trois cas suivant :
� Les deux g-orbites périodiques �, � sont distinctes et non concen-

triques. L�existence d�une chaine reliant � à � contredit immédiatement le
lemme 1.3.6 car cette liaison se fera extérieurement aux orbites fermées.(voir
Fig.1.9).
� Les deux g-orbites périodiques �, � sont distinctes et concentriques

i.e.l�orbite � est entourée par � (ou bien � entoure �). Donc, la chaine consi-
dérée est formée par des g-points d�équilibre tous situés nécessairement dans
l�anneau formé par � et �. L�orbite hétérocline � ! e1 s�éloigne extérieure-
ment de � ce qui est en contradiction avec lemme 1.3.6.(voir Fig.1.10).
� Les g-orbites périodiques sont égales i.e. � = �. Que la chaine consi-

dérée soit à l�intérieur de la région délimitée par � ou à l�extérieur, l�orbite
qui s�éloigne de � croisera forcément l�orbite qui s�en approche. Ce qui est
impossible.

FIG.1.9
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FIG.1.10

Lemme 1.3.9 Soit Y un sous ensemble de R2. Supposons que e est un g-
point d�équilibre isolé (isolé dans R2 ), mais que le singleton feg n�est pas un
sous-ensemble compact isolé g-invariant de Y . Alors,
(i) Soit tout voisinage su¢ samment petit de e contient une g-orbite ho-

mocline dans Y reliant e à lui-même.
(ii) Soit tout voisinage su¢ samment petit de e contient une g-orbite pé-

riodique dans Y entourant e, en particulier, e est un centre.(voir Fig.1.11).

FIG.1.11

Preuve. D�abord nous observons que (i) et (ii) s�excluent. En e¤et, s�il ya
une g-orbite homocline reliant e à lui-même, il existe un voisinage V de e
tel que V ne contient pas des g-orbites périodiques entourant e. Donc, il est
su¢ sant de montrer que n�importe quel voisinage de e contient une g-orbite
homocline ou une g-orbite périodique.
Maintenant, soit V un ouvert contenant e dans son intérieur (par exemple

un disque centré en e) et qui ne contient pas d�autre g-point d�équilibre.
Comme feg n�est pas un sous-ensemble compact isolé g-invariant de Y , il
existe un sous-ensemble invariant M de Y (dépendant de V ) tel feg  M �
V \ Y . Par la propriété de trichotomie de Poincaré-Bendixson, M contient
une g-orbite périodique dans Y entourant forcément le seul équilibre e ou
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une g-orbite homocline dans Y reliant e à lui-même. Comme V , donc aussi
M , est arbitrairement petit, alors de tels orbites fermées sont concentriques
non isolées arbitrairement proches de e qui sera donc un centre.

1.4 Preuve du théorème de Thieme

Supposons par l�absurde que (i), (ii) et (iii) ne sont pas véri�ées. Re-
marque 1 : par le lemme 1.3.9, si 
 contient un g-point d�équilibre isolé,
ce dernier est nécessairement un ensemble compact isolé g-invariant dans

. Remarque 2 : On a¢ rme que tout ensemble !g-limite et �g-limite d�une
g-orbite contenue dans 
 est une g-orbite périodique ou un g-point d�équi-
libre. En e¤et, si tel n�est pas le cas, par le théorème classique de Poincaré-
Bendixson, cet ensemble limite sera formé d�un nombre �ni e1, e2, :::, ek de
g-points d�équilibre isolés reliés par des g-orbites contenus dans 
. D�après
la remarque 1, ces équilibres sont des ensembles compacts isolés g-invariants.
On applique le lemme 1.3.4 à g plutôt qu�à f . Ces g-points d�équilibre ont
des variétés stables et instables dans 
 dans le sens suivant :
9v1 2 
�fe1g tel que !g(v1) = fe2g et �g(v1) = fe1g.
9v2 2 
�fe2g tel que !g(v2) = fe3g et �g(v2) = fe2g.
On suit le même procédure jusqu�à démontrer qu�il existe vk 2 
�fekg

tel que �g(vk) = fekg. D�après le lemme 1.3.4, la g-orbite de vk reste dans

, et comme il existe un nombre �ni d�équilibres contenus dans 
, !g(vk) est
réduit forcément à l�un des équilibres. Ce qui formera une chaine fermée et
contredira notre hypothèse.
A présent, 
 contient un point x qui n�est pas contenu dans une g-orbite

périodique, autrement on contredirait le fait que nous avons exclu le cas (ii)
du théorème. Nous pouvons par la suite supposer que x n�est ni un centre
ni un équilibre relié à lui-même par des g-orbites homoclines dans 
. Par
conséquent, nous pouvons supposer que l�ensemble !g-limite de x contient
un équilibre e1 qui n�est ni un centre ni un équilibre relié à lui-même par
des g-orbites homoclines dans 
. Par le lemme 1.3.9 (et la remarque 1), fe1g
est un ensemble compact isolé g-invariant. Par le lemme 1.3.4, il existe des
g-orbites 
1et 
2 dans 
� fe1g avec �g(
2) = fe1g = !g(
1), i.e., il existe
une chaine �g(
1) ! e1 ! !g(
2) dans 
. D�après la remarque 2, !g(
2) et
�g(
1) peuvent être des équilibres ou des g-orbites périodiques. D�une part,
les ensembles �g(
1) et !g(
2) ne peuvent être simultanément des orbites
périodiques car ceci contredirait le lemme 1.3.6. Quitte à inverser le temps,
nous pouvons alors supposer que !(
2) est un point d�équilibre e2. Deux cas
doivent être considérés séparément :
1er cas : �g(
1) est une g-orbite périodique. Ceci signi�e que nous avons
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une chaîne �g(
1)! e1 ! e2. Par le lemme 1.3.6, �g(
1) ne peut être appro-
ché "négativment" par 
1 que de l�intérieur. De ce fait, la chaîne considérée
est à l�intérieur de l�orbite périodique �g(
1).
Puisque e2 n�est pas un centre (autrement des g-orbites se couperaient )

et (iii) n�a pa lieu, le lemme 1.3.9 implique que fe2g est un ensemble compact
isolé g-invariant qui est di¤érent de 
. Par le lemme 1.3.4, il existe une g-
orbite 
3 dans 
� fe2g telle que �(
3) = fe2g. Ainsi nous avons la chaîne
�(
1) ! e1 ! e2 ! !(
3). Le lemme 1.3.8 implique que !(
3) ne peut pas
être une g-orbite périodique. Par conséquent, !(
3) = fe3g. En répétant cet
argument nous pouvons construire de grandes chaînes �(
1) ! e1 ! e2 !
:::! ek. Puisque il y a seulement un nombre �ni d�équilibres contenus dans
l�ensemble compact 
; une telle chaîne sera cyclique. C�est une contradiction
avec l�hypothèse d�exclusion de (iii).
2i�eme cas : �(
1) est réduit à un équilibre e0. Ceci signi�e que nous avons

une chaîne e0 ! e1 ! e2 ! e3. Comme nous avons exclu (iii) et que e0 ne
peut pas être un centre, alors fe0g forme un ensemble compact g-invariant
isolé di¤érent de 
 par le lemme 1.3.9. Par le lemme 1.3.4, il existe une g-
orbite 
0 telle que !(
0) = fe0g. Si �(
0) est une g-orbite périodique, nous
sommes dans la situation écartéee du 1er cas. Par conséquent, �(
0) est réduit
à un équilibre e�1. En répétant ce type d�argument nous pouvons construire
des chaînes avec des équilibres e�k ! ::: ! e0 ! e1 ! e2 qui mèneraient à
un contradiction avec l�exclusion de (iii). Par conséquent au moins une des
assertions (i), (ii), (iii) doit se réaliser.

1.5 Corollaire du théorème de Thieme

Un ensemble X de R2 a la propriété de Dulac, s�il ne contient ni g-orbites
périodiques, ni une chaine fermée dans X. Par le lemme 1.3.9, on a le résultat
suivant :

Lemme 1.5.1 Si X a la propriété de Dulac, alors tout g-point d�équilibre
isolé dans X (isolé dans R2) est un sous ensemble compact isolé g-invariant
de X.

Théorème 1.5.2 Supposons que tout g-point d�équilibre dans X � R2 est
isolé et X a la propriété de Dulac. Alors, chaque g-orbite positive bornée
dans X et chaque f-orbite positive bornée dans X converge vers un g-point
d�équilibre.

En pratique, une condition su¢ sante pour que la propriété de Dulac soit
véri�ée est donnée par le critère suivant :
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Critère 1.5.3 (Dulac) Soient X, Y , et D des sous ensembles de R2, D un
ouvert simplement connexe, avec les propriétés suivantes :
� Toute orbite positive bornée de (1.1) dans X a son ensemble !-limite

dans Y .
� Toute orbite périodiques éventuelle de (1.2) dans Y et toute chaine fer-

mée éventuelle formée par des orbites et des équilibres de (1.2) dans Y est
contenue dans D.

� La fonction g est continûment di¤érentiable sur D et il existe une fonc-
tion réelle continûment di¤érentiable � sur D telle que la divergence de �g,

O � (�g)(x1; x2) =
@

@x1
(�g1)(x1; x2) +

@

@x2
(�g2)(x1; x2),

est soit strictement positive presque partout sur D soit strictement négative
presque partout sur D.
Alors, toute solution positive bornée de (1.2) dans X et toute solution

positive bornée de (1.1) dans X converge vers un équilibre de (1.2), quand
t! +1.



16 CHAPITRE 1. UNE TRICHOTOMIE POUR LES S.A.A



Chapitre 2

Application à un modèle pour
les MST

Les modèles S-I-R sont des modèles classiques en épidémiologie mathé-
matique. Nous présentons dans ce chapitre un modèle sur la transmission des
maladies sexuelles en tenant compte de la perte de l�immunité. Ce modèle
décrit les maladies sexuellement transmises non mortelles et considère une
dépendance complexe de l�incidence des nombres d�individus susceptibles, in-
fectés, et rétablis. Cet étude établie dans [1, 8] nous donne l�opportunité de
voir une application des résultats du chapitre précédent.

2.1 Modèle S � I � R avec perte d�immunité
(S � I �R� S)

On considère un modèle S-I-R-S avec une incidence générale non linéaire :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dS

dt
= �� J � �S + �R;

dI

dt
= J � (
 + �)I;

dR

dt
= 
I � (�+ �)R;

J = G(S; I; R;N)I;
N = S + I +R:

(2.1)

D�après ce modèle, la population est divisée en trois compartiments S, I
et R (voir Fig.2.1).
� : taux de recrutement constant de la population susceptible.
� : taux de mortalité naturel des compartiments S, I, etR respectivement.

 : taux de guérison.

17
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Fig. 2.1 �Schématisation de modèle (2.1)

� : taux de perte d�immunité.
On suppose que tous les paramètres �; �, et 
 sont strictement positifs

excepté le � qui peut également être 0.
L�élément N dénote la taille de la partie épidémiologiquement concernée

(sexuellement active) de la population.
Les lettres S; I; R dénotent respectivement le nombre des individus sus-

ceptibles, infectés et rétablis de la partie concernée de la population.
L�élément J dénote l�incidence, c.-à-d., le taux temporel de nouvelles in-

fections (nombre de cas par unité de temps).
L�élément G, qui décrit la dépendance de l�incidence de (S; I; R), est une

fonction positive continument di¤érentiable de (S; I; R;N) pour S; I; R � 0
et N > 0.
Si S = 0,

G(0; I; R;N) = 0 (2.2)

On dérive N par rapport au temps t, et d�après (2.1) on trouve :

dN

dt
= �� �N . (2.3)

0n déduit que N� := �
�
est un point d�équilibre globalement asympto-

tiquement stable de (2.3). Donc, la solution N(t) qui part du point initial
N(0) > 0, est strictement positive et dé�nie pour tout t � 0. Par ailleurs,
l�ensemble fN = N�g est borné et positivement invariant. Toutes les solu-
tions de (2.1) convergent vers fN = N�g, c�est-à-dire, 0 � S; I; R � N�

asymptotiquement. Ces solutions sont positivement bornées.
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Cherchons les points d�équilibre du système (2.1). On a bien sûr l�équilibre
sans maladie E0 = (S0; I0; R0) avec

S0 = N�; I0 = 0; R0 = 0: (2.4)

Tout équilibre endémique E� = (S�; I�; R�) satisfait

G(S�; I�; R�; N�) = 
 + �; S� + I� +R� = N;R� = I�



�+ �
; pour I� > 0.

Posons q :=



�+ �
. Alors I� satisfait

G(N� � (1 + q)I�; I�; qI�; N�) = 
 + �; 0 < I� < N�. (2.5)

2.2 Application du Théorème de Thieme

Le système autonome (2.1) peut s�écrire comme un système asymptoti-
quement autonome de dimension 2 en posant S = N � I �R,8><>:

dI

dt
= I(G(N(t)� I �R; I;R;N(t))� 
 � �);

dR

dt
= 
I � (�+ �)R:

(2.6)

où
N(t) = N� + (N(0)�N�)e��t:

En faisant tendre t vers +1, on obtient le système limite8><>:
dI

dt
= I(G(N� � I �R; I;R;N�)� 
 � �);

dR

dt
= 
I � (�+ �)R:

(2.7)

Nous faisons l�hypothèse suivante

(
@G

@S
� @G
@I
)(S; I; R;N�) � 0; S; I; R � 0; S + I +R = N�: (2.8)

Théorème 2.2.1 Nous supposons que (2.2), (2.8) et G(N�; 0; 0; N�) 6= 
+�
sont véri�ées et G(S; I; R;N�) est une fonction analytique de (S; I; R) telle
que 0 < S; I;R < N�. Alors, toute solution de (2.1) de conditions initiales
positives telles que N(0) = S(0) + I(0) + R(0) > 0 converge vers l�équilibre
sans maladie E0 ou vers un équilibre endémique.



20 CHAPITRE 2. APPLICATION À UN MODÈLE POUR LES MST

Preuve. Nous voulons appliquer le critère de Dulac du chapitre précédent.
D�abord, on note que tout ensemble !-limite 
 d�une solution de (2.6) dans
X = f(I; R) : I; R � 0g est contenu dans la région

Y = f(I; R) : I; R � 0; I +R � N�g:

Les équilibres de (2.7) dans Y coïncident avec l�équilibre sans maladie E0 ou
sont contenus dans la région

Ŷ = f(I; R) : I; R > 0; I +R < N�g:

Par hypotèse,G est une fonction analytique. Le membre de gauche de l�égalité
(2.5) est une fonction analytique de I� avec 0 < I� < N�. Ainsi, soit (2.5)
a un nombre au plus �ni de solutions1 pour 0 � I� � N�, soit chaque I�

entre 0 et N� est une solution. Cette dernière possibilité contredit le fait que
G(0; I; R;N) = 0. D�où, il existe un nombre �ni d�équilibres de (2.7)
dans Ŷ , et puisque Ŷ est un ouvert connexe, ils sont isolés parmi tous les
équilibres de (2.7) dans R2.
D�aprés la supposition G(N�; 0; 0; N�) 6= 
+�, le point (0; 0) est aussi

isolé parmi les équilibres de (2.7) dans R2. En e¤et, si on calcule la
jacobienne de (2.7)

Jac(I; R) =

�
J11 J12

 �(�+ �)

�
;

où

J11 = G(N
� � I �R; I;R;N�)� 
 � �+ I(@G

@I
(N� � I �R; I;R;N�);

J12 = I
@G
@R
(N� � I �R; I;R;N�);

alors

Jac(0; 0) =

�
G(N�; 0; 0; N�)� 
 � � 0


 �(�+ �)

�
(2.9)

Les valeurs propres sont G(N�; 0; 0; N�)� 
 � � 6= 0 et �(� + �) < 0. D�où
(0; 0) est bien un point d�équilibre isolé.
Notons que toute orbite périodique non-triviale de (2.7) dans Y

est contenue dans la région

D = f(I; R) : 0 < I;R < N�g;

En e¤et,

1Une fonction analytique non nulle sur un ouvert connexe ne peut admettre que des
zéros isolés [10].
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� Sur l�axe des R i.e. I = 0, on a à partir de (2.7)8><>:
dI

dt
= 0;

dR

dt
= �(�+ �) < 0:

d�où l�axe des R est invariant et ne peut contenir une orbite triviale pério-
dique.
� Sur l�axe des I i.e. R = 0, on a à partir (2.7)8><>:

dI

dt
= I(G(N� � I; I; 0; N�)� 
 � �);

dR

dt
= 
I > 0:

Donc le champs est rentrant dans la region R2+ au niveau de l�axe des Inf0g.
Comme I +R � N�, on a I; R < N�:
De même, toute chaîne cyclique de (2.7) dans X est contenue

dans la région D. En e¤et, notons d�abord que l�équilibre sans maladie
(0; 0) ne peut pas faire partie d�une chaîne cyclique de (2.7) : toute orbite
homocline reliant (0; 0) à lui-même dans X devrait être contenue dans D:
Cette orbite devrait tendre vers (0; 0) quand t ! �1 ce qui a été écarté
par la suupposition G(N�; 0; 0; N�) 6= 
+�: Si (0; 0) fait partie d�une chaine
fermée dans X; mais n�est pas relié à lui-même par une orbite homocline, il
y aurait deux orbites convergeant vers (0; 0); une quand t ! �1; l�autre
quand t ! +1: Les deux orbites relieraient (0; 0) aux équilibres de (2.7)
dans D. Par un raisonnement semblable à celui sur les orbites périodiques,
ces deus orbites sont contenues aussi dans D: Ceci ne peut pas se produire
parce que G(N�; 0; 0; N�) 6= 
 + �.
On choisit

�(I; R) =
1

IR
dans l�ensemble ouvert borné simplement connexe D. Si g dénote le second
membre de(2.7), on a

r � (�g)(I; R) = 1

R

@G

@I
(N� � I �R; I;R) + @

@R




R

=
1

R
(�@G
@S
(N� � I �R; I;R) + @G

@I
(N� � I �R; I;R))� 


R2

< 0 (voir (2.8)).

D�aprés le critère de Dulac, chaque g-orbite positive bornée dans X et
chaque f -orbite positive bornée (f dénote le second membre de (2.6)) dans
X converge vers le g-point d�équilibre "sans maladie" ou vers un g-point
d�équilibre "endémique". le théorème est démontré.
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Remarque 2.2.2 Le théorème 2.2.1 ne prétend pas, est ce n�est pas son but
donner des conditions pour que la solution converge vers l�un ou l�autre des
équilibres.



Annexe A

Notions de base et introduction

A.1 Stabilité de l�origine pour un système li-
néaire

Considérons le système linéaire

_x = Ax (A.1)

où A est une matrice carrée d�ordre n. Soient �1; �2; ...; �s les valeurs propres
de la matrice A. Considérons le point d�équilibre x = 0 du système linéaire
(A.1). La stabilité de ce point d�équilibre se lit sur les valeurs propres de la
matrice A, c�est-à-dire les racines du polynôme caractéristique

PA(�) = det(A� �I):

Le polynôme caractéristique est de degré n en �. Il admet donc s racines
distinctes �1; ...; �s de multiplicités algébriques m(�i) satisfaisant

m(�1) + :::+m(�s) = n:

Par conséquent

PA(�) = (�� �1)m(�1):::(�� �s)m(�s):

L�indice �(�) d�une valeur propre � est le premier entier tel que la suite
croissante
des noyaux

Ker(A� �I)� � Ker(A� �I)�+1

soit stationnaire pour � � �(�): Pour toute valeur propre � de A on a

1 � �(�) � m(�):

Pour ce qui concerne lles dé�nitions de la stabilité, voir le paragraphe A.2.

23
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Théorème A.1.1 1� Si 9j Re(�j) > 0 ou si 9k Re(�k) = 0 et �(�k) > 1
alors x = 0 est instable.
2� Si 8j Re(�j) < 0 alors x = 0 est globalement asymptotiquement stable.
3� Si 8j Re(�j) � 0 et Re(�j) = 0 ) �(�j) = 1 et s�il existe k tel que

Re(�k) = 0 alors x = 0 est stable mais non asymptotiquement stable.

A.2 Système autonome

A.2.1 Concepts de stabilité

Soit

_x = F (x); x 2 U ouvert de Rn (A.2)

où F (x) de classe Cr,r � 1 un système dynamique. On notera �t(�) le
�ot correspondant : �t(x) est l�unique solution du système passant par x en
t = 0 et dé�nie pour tout t.
On note 
(x) la trajectoire issue de x et 
+(x) la demi trajectoire corres-

pondant aux temps positifs :


(x) =
�
�t(x); t 2 R

	
;


+(x) =
�
�t(x); t 2 R+

	
:

On dit que �x est un point d�équilibre (�xe, singulier ou critique) du
système A.2 si et seulement si F (�x) = 0, et cet équilibre est dit hyperbo-

lique si les valeurs propres de la matrice jacobienne A =
@F

@x
(�x) en �x sont à

partie réelle non nulle. Notons que si on le veut, on peut toujours se ramener
au cas ou le point d�équilibre est l�origine 0 par une translation.

Dé�nition A.2.1 Le point d�équilibre �x est dit stable si 8� > 0, il existe
r(�) > 0 tel que pour toute solution x(t) de (A.2) on ait

kx0 � �xk < r ) kx(t)� �xk < �; 8t � 0:

Sinon le point d�équilibre est dit instable.

Dé�nition A.2.2 Le point d�équilibre �x est dit attractif s�il existe r > 0 tel
que pour toute solution x(t) de (A.2) on ait

kx0 � �xk < r ) lim
t!+1

x(t) = �x:
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Dé�nition A.2.3 Le point d�équilibre �x est dit asymptotiquement stable s�il
est stable et attractif.

Dé�nition A.2.4 Dans chacune des dé�nitions précédentes, la stabilité est
dé�nie de manière locale puisque reliée à la notion de voisinage.

Si U = Rn et si un équilibre est stable asymptotiquement pour n�importe
quelle condition initiale dans Rn (i.e. r > 0 est quelconque), on dira qu�il est
globalement asymptotiquement stable.

A.2.2 Approximation linéaire d�un système

Considérons la matrice jacobienne de F évaluée au point �x

A :=
@F

@x
(�x);

Le système linéaire
_x = Ax (A.3)

s�appelle le linéarisé (ou première approximation linéaire) du système
non linéaire (A.2) en �x. L�étude de la stabilité de l�origine pour le linéarisé
permet dans certains cas de caractériser la stabilité de l�équilibre x = �x de
(A.2).

Théorème A.2.5 1� Si x = 0 est asymptotiquement stable pour (A.3) (c�est
à dire si toutes les valeurs propres sont de partie réelle strictement néga-
tive)alors x = �x l�est pour (A.2).
2� Si x = 0 est instable (c�est à dire qu�il existe au moins une valeur

propres de partie réelle strictement positive) pour (A.3) alors x = �x est in-
stable pour (A.2).
3� Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x = �x:

A.2.3 Cycles limites

Supposons que n � 2. Un cycle limite de (A.2) est une orbite fermée isolée
non triviale solution du système.

Dé�nition A.2.6 Le système (A.2) possède une orbite périodique (ou bien
orbite fermée) C s�il existe un intervalle de temps [t0; t0 + T [ et un point de
départ x0 2 C, tel que en désignant par x(t) la solution de système pour
condition initiale x(t0) = x0, on ait : x(t) 2 C 8t 2 [t0; t0 + T [ et x(T ) = x0.
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Dé�nition A.2.7 Soit C un cycle limite de (A.2). C est dit
1: stable : si toutes les trajectoires dans un voisinage du cycle convergent

vers C.
2: instable : si au moins une trajectoire s�éloigne de C.
Lorsque n = 2, le cycle C est dit semi-stable si les trajectoires inté-

rieures au cycle convergent vers C et les trajectoires extérieures s�en éloignent
ou inversement (C est respectivement intérieurement stable ou extérieu-
rement stable).

Dé�nition A.2.8 La variété stable d�un point d�équilibre �x est un ensemble
(jamais vide) dé�ni par

W s(�x) = fx : lim
t!+1

�t(x) = �xg;

et la variété instable par

W u(�x) = fx : lim
t!�1

�t(x) = �xg:

A.3 Système non autonome

Nous rappelons ici la stabilité pour les systèmes non autonomes, mais nous
notons que cette notion n�est pas nécessaire dans ce travail car justement nous
passons aux systèmes autonomes dans la théorie des s.a.a.

_x = f(t; x); t 2
�
~t;+1

�
; x 2 Rn; (A.4)

admettant x = 0 comme équilibre,i.e. 8t > ~t f(t; 0) = 0.

Dé�nition A.3.1 L�équilibre x = 0 du système (A.4) est dit
1� stable si pour tout t0 > ~t et pour tout � > 0; il existe r(�) > 0 tel que

pour toute solution x(t) de (A.4) on ait

kx(t0)k < r ) 8t � t0 kx(t)k < �

2� instable s�il n�est pas stable.
3� attractif si pour tout t0 > ~t il existe r > 0 tel que pour toute solution

x(t) de (A.4) on ait

kx(t0)k < r ) lim
t!1

x(t) = 0.

Il est dit globalement attractif si cette limite est nulle pour toute les solu-
tions.
4� asymptotiquement stable s�il est stable et attractif. Il est dit globalement

asymptotiquement stable (GAS) s�il est stable et globalement attractif.
Si le module � ne dépend pas de t0, on parle de stabilité uniforme.
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A.4 Ensembles !-limite et �-limite

Dé�nition A.4.1 (Ensembles limites) Soit x un élément de U . L�en-
semble !-limite de x (ou de l�orbite 
(x)) pour le système autonome (A.2),
noté !(x), est dé�ni par :

!(x) = \t�0f�s(x); s � tg.
La notation ! signi�e que l�on regarde "le futur" de la trajectoire passant

par x ; pour le "passé", on dé�nit l�ensemble �-limite en inversant le temps,
i.e. �(x) = \t�0f�s(x); s � tg, conformément à l�orientation de l�alphabet
grec.
On pourrait aussi dé�nir l�ensemble !(x) (et de manière analogue �(x))

de la manière suivante :
!(x) = fy 2 U j 9tn ! +1; �tn(x)! yg. En d�autres termes !(x) est

l�ensemble des points adhérents à 
(x) au voisinage des temps in�nis positifs.
L�ensemble limite de x pour un système non autonome, noté !(t0; x0);

satisfaisant x(t0) = x0, est dé�ni de la manière suivante :
y 2 !(t0; x0) , y = limj!+1 x(tj) pour une certaine suite tj ! +1

quand j ! +1.
� q 2 Rn est appelé un point !-limite de p 2 Rn , 9ftng ; tn ! +1 tel

que �tn(p)! q.
� q 2 Rn est appelé un point �-limite de p 2 Rn , 9ftng ; tn ! �1 tel

que �tn(p)! q.
L�ensemble !(p) est l�ensemble des points !-limite de p et l�ensemble �(p)

est l�ensemble des points �-limite de p.

Exemple A.4.2 Le point q est un point !-limite de l�orbite p et c�est un
point �-limite de l�orbite r (voir Fig.A.1).

Fig. A.1 �Exemple A.4.2.
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Exemple A.4.3 (voir la �gure ci-dessous)
Tout point de l�orbite fermée 
 est un point !-limite de l�orbite p, donc

l�ensemble !(p) est l�orbite 
:
Tout point de l�orbite fermée 
0 est un point �-limite de p, donc l�ensemble

�(p) est l�orbite 
0.

Remarque A.4.4 1) Dans le cas où !(p) est une orbite périodique, soit
!(p) coïncide avec la trajectoire passant par p, auquel cas 
(p) est une orbite
périodique, soit la trajectoire passant par p s�enroule autour d�une trajectoire
périodique qui sera un cycle limite.
2) S�il existe au plus une trajectoire reliant deux équilibres distincts dans

!(p), une telle trajectoire s�appelle une orbite hétérocline (voir Fig.A.2).
Une trajectoire reliant un équilibre à lui-même s�appelle une orbite homocline
(voir FIG.A.3).



A.4. ENSEMBLES !-LIMITE ET �-LIMITE 29

Fig. A.2 �!(p) = 
1 [ 
2 [ 
3 [ 
4 [ fq1; q2; q3; q4g.

Fig. A.3 �!(p) = 
1 [ 
2 [ 
3 [ fqg.
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