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Chapitre 1

Une trichotomie pour les s.a.a

Nous présentons dans ce chapitre, le plus important dans ce mémoire,
des systémes d’équations différentielles non autonomes particuliérement in-
téressants car leurs champs tendent, lorsque le temps va & l'infini, vers des
systémes limites autonomes. Il s’agit, comme déja expliqué dans 'introduc-
tion, de comparer le comportement asymptotique des solutions des premiers
avec celui des seconds. En particulier, si le systéme limite est planaire, on se
propose de détailler le travail de H. R. Thieme sur ’établissement d’un théo-
réme type Poincaré-Bendixson dans ce cas de figure en se basant sur I'article
[7]. Rappelons que pour un systéme de dimension 2 autonome, la trichotomie
de Poincaré-Bendixson prévoit trois types de comportements asymptotiques
possibles pour une solution, i.e. trois types d’ensembles w-limites : point
d’équilibre, cycle limite, "une chaine fermée" formée par des équilibres reliés
par des orbites hétéroclines.

1.1 A propos des systémes asymptotique-
ment autonomes (s.a.a)

Considérons les systémes différentiels dans R",
T = f(t,x), (1.1)

y=9), (1.2)

ol le point sur les variables désigne la dérivation par rapport a t. Le systéme
(1.1) est dit asymptotiquement autonome (s.a.a.) de systéeme limite (1.2),
si f(t,z) — ¢g(x), quand ¢t — oo localement uniformément en = dans R”"
d.e. sur tout sous ensemble compact de R™ contenant x. Pour simplifier, on
suppose que f et g sont des fonctions continues et localement lipschitziennes
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4 CHAPITRE 1. UNE TRICHOTOMIE POUR LES S.A.A

en x. Toutes les solutions sont sensées exister pour tous les temps positifs.
Rappelons que I'ensemble w-limite w(tg, xy) d’une solution positive bornée x
de (1.1), satisfaisant z(tg) = o, est défini de la maniére suivante (voir aussi
I’Annexe) :

y € w(to,r9) © y = lim; ., x(t;) pour une certaine suite t; — +o0o
quand j — +o0.

Le comportement asymptotique des solutions du probléme de départ (1.1)
n’est cependant pas toujours décrit par le comportement asymptotique du
probléme autonome (1.2). En voici un exemple. Nous omettrons expres les
détails des calculs.

Coexistence des orbites périodiques et des cycles homoclines

Le systeme autonome de dimension cing suivant est un systéme planaire
asymptotiquement autonome :

( .ﬁi’l = T1X3T5 — (7” +x1 + (1 - T)2)'T27

By = Tox3ws + (1 + 21 + (1 — 7))y,
T3 = —I4Ts,

:t4 = —T3Ts5,

[t5 = —iUg,

_ 2 2
L 7= \V T1 + X3,

avec les conditions initiales,

[E3<0) = ].,1’4(0) = 0,[[‘5(0) =1.

En effet, les trois derniéres variables étant indépendantes des deux premiéres,
on résoud le sous-systéme en x3, x4 et x5, puis on "injecte" les solutions x3(t),
x4(t)et x5(t) dans le sous-systéme formé par les deux premiéres équations
pour obtenir le systéme non autonome

i = zr.a3(t)zs(t) — (r+x1 + (1 —71)?) s,
{ iy = 2o aa(D2s(t) + (r + 71 + (1 — 1)), (1.4)
On trouve
x5(t) = %—l—t’ x3(t) = cos(In(1 + 1)), x4(t) = sin(In(1 + ¢)).

En passant aux coordonnées polaires x1 = r cos ), zo = rsinf, le systéme
(1.4) s’écrit
7j: rt+1cos(ln(1+t)) (1.5)
0 =r7r(1+cos)+ (1 —r)?
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dont le systéme limite est :

r=20
{ 0 =r(1+cosh) + (1 —r)2 (1.6)

Le comportement asymptotique de (1.5) est différemment de (1.6), on le
décrit comme suit :

D’une part, les orbites de ’équation limite sont le centre (0,0) et tous
les cercles centrés en (0,0) a exception du cercle de rayon 1 qui est en fait
une orbite homocline reliant 1’équilibre (—1,0) a lui-méme. D’autre part, la
solution de (1.5), est donnée par

r(t) = r(0) expsin(In(t + 1)),

dont la limite quand ¢ — +o00 n’est pas constante si r(0) # 0. Les orbites de
(1.5) sont en outre comprises entre les cercles de rayons r(0)e™! et r(0)e.

1.2 Trichotomie de Poincaré-Bendixson pour
les s.a.a.

En 1956, Markus [6] présente une série de théorémes dont la généralisation
suivante du théoréme de Poincaré-Bendixson aux s.a.a.

Théoréme 1.2.1 (Un "Poincaré-Bendixson" pour les s.a.a.) [6/

Soit n = 2 et w ’ensemble w-limite d’une solution bornée positive x de
(1.1). Alors, soit w contient des points d’équilibre de (1.2), soit w est la
réunion d’orbites périodiques de (1.2).

Le théoreme 1.2.1 est souvent appliqué pour prouver que les solutions
de certains modeéles en dynamique de population (notamment en théorie du
chemostat) convergent vers un équilibre [3]. Ce théoréme était un point de
départ & la recherche des solutions presque périodiques des EDO asympto-
tiquement autonomes dans le plan [9, 5]. Le probléme qui se pose est dit
Probléme Limite Inverse et s’exprime comme suit :

Probléme 1.2.2 Supposons que les équilibres de (1.2) sont isolés et que
n’importe quelle solution de (1.2) converge vers l'un des équilibres de (1.2).

FEst-ce que toute solution de (1.1) converge aussi vers l'un des équilibres de
(1.2) ?

En 1994, H.R.Thieme [7] étend le résultat du théoréme 1.2.1 & un résultat
de trichotomie des ensembles limite du type Poincaré-Bendixson.
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Définition 1.2.3 Soit p, q deux points d’équilibre hyperboliques de (1.2). On
dit que p est enchainé a q, on note p — q, s’il existe un élément x tel que
T #p, v #qetw)={q}, a(z) = {p}. Une chaine est une famille de
points hyperboliques p;, j = 1...k telle que py — py — ... — pi. Sipr = p1, la
chaine est dite cyclique ou fermée.

Pour les notions d’ensembles w et a-limites, on renvoie le lecteur a 1’An-
nexe. On énonce alors le théoréme principal de ce travail.

Théoréme 1.2.4 (Thieme) [7/

Soit n = 2 et 0 l'ensemble w-limite d’une solution positive bornée x de
(1.1). Supposons qu’il existe au plus un nombre fini de points d’équilibre de
(1.2) dans un voisinage suffisamment petit de €. Alors, on distingue trois
possibilités :

(1) Q est formé d’un point d’équilibre de (1.2).

(i7) Q est la réunion d’orbites fermées de (1.2) et éventuellement de
centres de (1.2) entourés par des orbites périodiques de (1.2) contenues dans
Q.

(7i1) 2 contient des points d’équilibre de (1.2) qui sont cycliquement en-
chainés U'un a Uautre dans S par des orbites de (1.2).

Ce theoréme donne une réponse au probléme 1.2.2 & travers un important
corollaire de type Dulac que nous citerons plus tard.

1.3 Lemmes préliminaires

Pour établir le théoréme de Thieme, nous aurons besoin de démontrer une
série de lemmes préliminaires qui se trouvent tous dans [7]. Commengons par
introduire les notations et définitions suivantes.

Notations 1.3.1 Un sous-ensemble Y de R" est dit f-positivement inva-
riant (g-positivement invariant) si toute solution de (1.1) (de (1.2)) qui part
d’un point de Y reste dans Y pour tous les temps ultérieurs. De méme, les
orbites des solutions de (1.1) (de (1.2)) seront dites des f-orbites (g-orbites).
L’ensemble w-limite d’une f-orbite (g-orbite) sera noté wy-limite (w,-limite).
On parlera aussi de g-point d’équilibre, etc...

Définition 1.3.2 Soit Y un sous ensemble de R™. Un sous ensemble g-
invariant M de Y est dit sous-ensemble compact isolé g-invariant de
Y s7l existe un ouvert U tel qu’il n’y ait pas de compact g-invariant M tel
que M C M C UNY autre que M. L’ouvert U est dit un g-voisinage isolant
de M dans'Y .
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SiY = R”, un sous ensemble compact isolé g-invariant de Y est dit
simplement un ensemble compact isolé g-invariant.

Le premier lemme, que nous ne démontrons pas, est un résultat de
type Butler-McGehee pour des s.a.a. Nous donnons d’abord a titre indicatif
I’énoncé du fameux théoréme de Butler-McGehee pour un systéme autonome,

r = F(z), (L.7)

F de classe C.

Théoréme 1.3.3 (Butler-McGehee) [4/

Soit vy une trajectoire bornée de (1.7) et soit K son ensemble w-limite.
Supposons que p € K est un point hyperbolique de (1.7). Si K n’est pas réduit
a p, alors K rencontre la variété stable et la variété instable de p en des points
autres que p.

Lemme 1.3.4 Soit (s,x), s > tg, z € X C R". On suppose que (s,z) admet
une f-orbite positive pré-compacte et on note € := wy(s, ).

Soit M un ensemble g-invariant tel que M N #£ 0 et Q € M. Supposons
que M N est un sous-ensemble compact isolé g-invariant de €.

Alors, M posséde une variété stable non vide et une variété instable non
vide dans Q0 dans le sens suivant : il existe u € QO\M avec wy(u) C M. De
méme, il existe w € O\ M dont la g-orbite est complétement contenue dans
Q2 et dont l’ensemble o,-limite est contenu dans M.

L’élément u peut étre choisi tel que sa g-orbite positive est arbitrairement
proche de M. L’élément w peut étre choisi tel que sa g-orbite négative est
arbitrairement proche de M .

A partir d’ici, nous supposons n = 2.

Lemme 1.3.5 a) Soit vy une g-orbite périodique et M la région fermée dé-
limatée par vo. St M n’est pas un ensemble compact isolé g-invariant, alors
n’importe quel voisinage suffisamment petit de M contient une g-orbite pé-
riodique qui entoure M .

b) Soient v1, vo deuz g-orbites périodiques telles que v, est entourée par
9. Soit M ’anneau fermé délimité par v1 et vy5. Si M n’est pas un ensemble
compact isolé g-invariant, alors n’importe quel voisinage suffisamment petit
de M contient une g-orbite périodique qui se trouve a lintérieur de v, ou a
Uextérieur de ~s.(voir Fig.1.1).
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Voisinage dz M
Voisinage dz M

FIG.1.1

Preuve. a) Soit U un voisinage ouvert de M. Puisque M n’est pas un en-
semble compact isolé g-invariant, U contient un sous-ensemble N (dépendant
de U) compact g-invariant contenant M. Soit € N\ M. Ainsi, la g-orbite
v de x est contenue dans N.

Si U est choisi assez petit, UN M ne contient aucun g-point d’équilibre.
Autrement, nous obtiendrions une suite de g-points d’équilibre approchant
0. Ceci impliquerait que ’orbite fermée v, elle-méme contiendrait un g-point
d’équilibre. Ce qui est impossible. D’ot les ensembles wy-limite et o -limite de
x sont des g-orbites périodiques contenues dans N C U, d’aprés le théoréme
classique de Poincaré-Bendixson.

Si U est choisi assez petit, la continuité du flot induit par (1.2) force
ces g-orbites périodiques & entourer M avec la méme orientation que 7q.
D’une part, si wy(z) # v et ay(x) # 7o alors M est entourée par au moins
deux g-orbites périodiques(voir Fig.1.2).D’autre part, si wy(z) = o (ou si
ag(x) = 7o) alors forcément ay(x) # o (respectivement w,(x) # vo)(voir
Fig.1.3).En effet, si ce n’est pas le cas, l'orbite v se croiserait(voir Fig.1.4).
Ceci prouve 'assertion (a).

La preuve de (b) est similaire. m
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FIG.1.4

Lemme 1.3.6 Soit ) ’ensemble wy-limite d’une f-orbite positive bornée.
Alors Q) me contient pas une g-orbite qui tende vers un cycle g-limite de
Vextérieur quand t — 400 ou t — —oo. (voir Fig.1.5).

FIG.1.5

Preuve. Supposons par ’absurde que €2 contient une g-orbite v qui n’est pas
périodique mais tend extérieurement vers une g-orbite périodique vy quand
t — 400 out — —oo. Soit M la région délimitée par 7. Le lemme 1.3.5
implique que M est un ensemble compact isolé g-invariant. Autrement, il
y aurait des g-orbites périodiques arbitrairement proches entourant M qui
sont différentes de vy et qui ne permettraient pas a o d’étre approchée de
Iextérieur par . Le lemme 1.3.4 implique alors qu’il existe deux g-orbites v,
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et v, & l'extérieur de M telles que w(y1) C M, a(v2) C M. Comme le bord de
M est précisément la g-orbite périodique 7, nous avons w(vy1) = v = a(y2),
mais ceci ne peut pas se produire sans croisement de 7; et y.(voir Fig.1.6).
[

( j impossible

FIG.1.6

Lemme 1.3.7 Soit Q l'ensemble wg-limite d’une f-orbite bornée. Il n’ y a
aucune g-orbite dans Q qui relie deux g-orbites périodiques différentes.

Preuve. Supposons par l'absurde qu’il existe une telle g-orbite v qui relie
deux g-orbites fermées. Dans ce cas, on distingue deux cas possibles :

- 1l existe deux g-orbites périodiques distinctes 1 et v, mon concentriques.
Donc, v relie v, et va, elle doit s’éloigner de l'une extérieurement et s’appro-
cher de autre extérieurement, ce qui contredit le lemme 1.5.6.(voir Fig.1.7).

- 1l existe deux g-orbites périodiques v, et o concentriques telles que v, se
trouve & lintérieur de o ( ou bien le contraire). Donc soit v s’éloigne de v
extérieurement pour tendre vers s, soit elle s’approche de v, extérieurement
en s’éloignant de 2 et cela contredit le lemme 1.8.6.(voir Fig.1.8). =

FIG.1.7
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FIG.1.8

Lemme 1.3.8 Il n’ ya aucune chaine « — ey — ... — e, — 3, k> 1 de g-
orbites dans ) reliant des g-orbites périodiques c, 3 et des g-points d’équilibre
€j7 ] =1...k.

Preuve. Supposons qu’une telle chaine existe. D’apres le lemme 1.3.6, les
g-orbites périodiques « et 3 doivent étre approchées de l'intérieur (quand
t — 400 out — —o0) par les g-orbites les reliant & e; et & e, respectivement.
Ceci peut seulement se produire si la chaine entiére est contenue dans les
intérieurs de « et de . En effet, on distingue les trois cas suivant :

- Les deux g-orbites périodiques «, [ sont distinctes et non concen-
triques. L’existence d’une chaine reliant o & 3 contredit immédiatement le
lemme 1.3.6 car cette liaison se fera extérieurement aux orbites fermées.(voir
Fig.1.9).

- Les deux g-orbites périodiques «, [ sont distinctes et concentriques
i.e.l’orbite «v est entourée par 5 (ou bien « entoure (). Donc, la chaine consi-
dérée est formée par des g-points d’équilibre tous situés nécessairement dans
I’anneau formé par a et 3. L’orbite hétérocline @ — e; s’éloigne extérieure-
ment de « ce qui est en contradiction avec lemme 1.3.6.(voir Fig.1.10).

- Les g-orbites périodiques sont égales i.e. @ = (. Que la chaine consi-
dérée soit a l'intérieur de la région délimitée par o ou a l'extérieur, l'orbite
qui s’éloigne de « croisera forcément 1’orbite qui s’en approche. Ce qui est
impossible. m
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Lemme 1.3.9 Soit Y un sous ensemble de R?. Supposons que e est un g-
point d’équilibre isolé (isolé dans R? ), mais que le singleton {e} n’est pas un
sous-ensemble compact isolé g-invariant de Y . Alors,

(1) Soit tout voisinage suffisamment petit de e contient une g-orbite ho-
mocline dans 'Y reliant e a lui-méme.

(7i) Soit tout voisinage suffisamment petit de e contient une g-orbite pé-
riodique dans Y entourant e, en particulier, e est un centre.(voir Fig.1.11).

orbite homocline

e est un centre

FIG.1.11

Preuve. D’abord nous observons que (i) et (iz) s’excluent. En effet, s'il ya
une g-orbite homocline reliant e a lui-méme, il existe un voisinage V' de e
tel que V ne contient pas des g-orbites périodiques entourant e. Donc, il est
suffisant de montrer que n’importe quel voisinage de e contient une g-orbite
homocline ou une g-orbite périodique.

Maintenant, soit V' un ouvert contenant e dans son intérieur (par exemple
un disque centré en €) et qui ne contient pas d’autre g-point d’équilibre.
Comme {e} n’est pas un sous-ensemble compact isolé g-invariant de Y, il
existe un sous-ensemble invariant M de Y (dépendant de V') tel {e} ¢ M C
V' NY. Par la propriété de trichotomie de Poincaré-Bendixson, M contient
une g-orbite périodique dans Y entourant forcément le seul équilibre e ou
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une g-orbite homocline dans Y reliant e & lui-méme. Comme V', donc aussi
M, est arbitrairement petit, alors de tels orbites fermées sont concentriques
non isolées arbitrairement proches de e qui sera donc un centre. m

1.4 Preuve du théoréme de Thieme

Supposons par I’absurde que (7), (ii) et (#ii) ne sont pas vérifiées. Re-
marque 1 : par le lemme 1.3.9, si 2 contient un g-point d’équilibre isolé,
ce dernier est mécessairement un ensemble compact isolé g-invariant dans
2. Remarque 2 : On affirme que tout ensemble wy-limite et o4-limite d’une
g-orbite contenue dans ) est une g-orbite périodique ou un g-point d’équi-
libre. En effet, si tel n’est pas le cas, par le théoréme classique de Poincaré-
Bendixson, cet ensemble limite sera formé d’un nombre fini eq, es, ..., e de
g-points d’équilibre isolés reliés par des g-orbites contenus dans 2. D’apres
la remarque 1, ces équilibres sont des ensembles compacts isolés g-invariants.
On applique le lemme 1.3.4 & g plutét qu’'a f. Ces g-points d’équilibre ont
des variétés stables et instables dans (2 dans le sens suivant :

Jv; € N\{e1} tel que wy(v1) = {e2} et ay(vy) = {e1}.

Juy € N {e2} tel que wy(v2) = {es} et ay(ve) = {ea}.

On suit le méme procédure jusqu'a démontrer qu’il existe v, € Q\{ex}
tel que o, (vg) = {ex}. D’aprés le lemme 1.3.4, la g-orbite de vy reste dans
(2, et comme il existe un nombre fini d’équilibres contenus dans 2, w,(vy) est
réduit forcément a I'un des équilibres. Ce qui formera une chaine fermée et
contredira notre hypothése.

A présent, ) contient un point z qui n’est pas contenu dans une g-orbite
périodique, autrement on contredirait le fait que nous avons exclu le cas (i7)
du théoréeme. Nous pouvons par la suite supposer que x n’est ni un centre
ni un équilibre relié & lui-méme par des g-orbites homoclines dans 2. Par
conséquent, nous pouvons supposer que l’ensemble w,-limite de = contient
un équilibre e; qui n’est ni un centre ni un équilibre reli¢ a lui-méme par
des g-orbites homoclines dans €. Par le lemme 1.3.9 (et la remarque 1), {e;}
est un ensemble compact isolé g-invariant. Par le lemme 1.3.4, il existe des
g-orbites yiet o dans O\ {e1} avec ay(y2) = {e1} = wy(m), i.e., il existe
une chaine ay(y1) — e — wy(72) dans Q. D’apres la remarque 2, wy(72) et
a4(71) peuvent étre des équilibres ou des g-orbites périodiques. D une part,
les ensembles a,(71) et wy(72) ne peuvent étre simultanément des orbites
périodiques car ceci contredirait le lemme 1.3.6. Quitte & inverser le temps,
nous pouvons alors supposer que w(7z2) est un point d’équilibre es. Deux cas
doivent étre considérés séparément :

1" cas : ay(7y1) est une g-orbite périodique. Ceci signifie que nous avons
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une chaine o, (y1) — e; — e3. Par le lemme 1.3.6, (1) ne peut étre appro-
ché "négativment" par v; que de Uintérieur. De ce fait, la chaine considérée
est & l'intérieur de 'orbite périodique o, (y1).

Puisque e; n’est pas un centre (autrement des g-orbites se couperaient )
et (i77) n’a pa lieu, le lemme 1.3.9 implique que {e2} est un ensemble compact
isolé g-invariant qui est différent de €2. Par le lemme 1.3.4, il existe une g-
orbite v3 dans O\ {ex} telle que a(7y3) = {e2}. Ainsi nous avons la chaine
a(y1) — e1 — ea — w(73). Le lemme 1.3.8 implique que w(73) ne peut pas
étre une g-orbite périodique. Par conséquent, w(v3) = {e3}. En répétant cet
argument nous pouvons construire de grandes chaines «(y;) — e; — ey —
.. — eg. Puisque il y a seulement un nombre fini d’équilibres contenus dans
I’ensemble compact €2, une telle chaine sera cyclique. C’est une contradiction
avec ’hypotheése d’exclusion de (iii).

2€me cas : a(7y) est réduit & un équilibre ey. Ceci signifie que nous avons
une chaine ¢y — e; — e3 — e3. Comme nous avons exclu (7iz) et que eg ne
peut pas étre un centre, alors {eg} forme un ensemble compact g-invariant
isolé différent de 2 par le lemme 1.3.9. Par le lemme 1.3.4, il existe une g-
orbite 7 telle que w(7y9) = {eo}. Si () est une g-orbite périodique, nous
sommes dans la situation écartéee du 1¢" cas. Par conséquent, () est réduit
a un équilibre e_;. En répétant ce type d’argument nous pouvons construire
des chaines avec des équilibres e_, — ... — eg — e; — €5 qui méneraient a
un contradiction avec 'exclusion de (iii). Par conséquent au moins une des
assertions (i), (i), (¢ii) doit se réaliser.

1.5 Corollaire du théoréme de Thieme

Un ensemble X de R? a la propriété de Dulac, s’il ne contient ni g-orbites
périodiques, ni une chaine fermée dans X. Par le lemme 1.3.9, on a le résultat
suivant :

Lemme 1.5.1 Si X a la propriété de Dulac, alors tout g-point d’équilibre
isolé dans X (isolé dans R?) est un sous ensemble compact isolé g-invariant

de X.

Théoréme 1.5.2 Supposons que tout g-point d’équilibre dans X C R? est
isolé et X a la propriété de Dulac. Alors, chaque g-orbite positive bornée
dans X et chaque f-orbite positive bornée dans X converge vers un g-point
d’équilibre.

En pratique, une condition suffisante pour que la propriété de Dulac soit
vérifiée est donnée par le critére suivant :
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Critére 1.5.3 (Dulac) Soient X, Y, et D des sous ensembles de R?, D un
ouvert simplement connexe, avec les propriétés suivantes :

- Toute orbite positive bornée de (1.1) dans X a son ensemble w-limite
dans Y.

- Toute orbite périodiques éventuelle de (1.2) dans Y et toute chaine fer-
mée éventuelle formée par des orbites et des équilibres de (1.2) dans Y est
contenue dans D.

- La fonction g est continiment différentiable sur D et il existe une fonc-
tion réelle continiment différentiable p sur D telle que la divergence de pg,

V- (pg)(1, 22) = aixl(/)gﬂ(xl,xz) + aixz(ﬂgz)(il?l,xﬂf

est soit strictement positive presque partout sur D soit strictement négative
presque partout sur D.

Alors, toute solution positive bornée de (1.2) dans X et toute solution
positive bornée de (1.1) dans X converge vers un équilibre de (1.2), quand
t — +oo.
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CHAPITRE 1. UNE TRICHOTOMIE POUR LES S.A.A



Chapitre 2

Application a un modéle pour
les MIST

Les modeles S-I-R sont des modéles classiques en épidémiologie mathé-
matique. Nous présentons dans ce chapitre un modéle sur la transmission des
maladies sexuelles en tenant compte de la perte de I'immunité. Ce modele
décrit les maladies sexuellement transmises non mortelles et considére une
dépendance complexe de I'incidence des nombres d’individus susceptibles, in-
fectés, et rétablis. Cet étude établie dans [1, 8] nous donne 'opportunité de
voir une application des résultats du chapitre précédent.

2.1 Modéle S — I — R avec perte d’immunité
(S—I—-R-Y9)

On considére un modéle S-I-R-S avec une incidence générale non linéaire :

U
N

=2 = A—J—puS+pR,

%J('Y_FM)L 51
Ezvf—(pﬂL)R, 2

J=G(S,I,R NI,
| N=S+T+R

D’aprés ce modele, la population est divisée en trois compartiments S, I
et R (voir Fig.2.1).

A : taux de recrutement constant de la population susceptible.

4 : taux de mortalité naturel des compartiments S, I, et R respectivement.

~ : taux de guérison.

17



18 CHAPITRE 2. APPLICATION A UN MODELE POUR LES MST

A
— 5 . » | v'.:R
Ill l l
n " H
p

F1G. 2.1 — Schématisation de modéle (2.1)

p : taux de perte d’'immunité.

On suppose que tous les parametres A, pu, et v sont strictement positifs
excepté le p qui peut également étre 0.

L’¢lément N dénote la taille de la partie épidémiologiquement concernée
(sexuellement active) de la population.

Les lettres S, I, R dénotent respectivement le nombre des individus sus-
ceptibles, infectés et rétablis de la partie concernée de la population.

L’élément J dénote 'incidence, c.-a-d., le taux temporel de nouvelles in-
fections (nombre de cas par unité de temps).

L’élément GG, qui décrit la dépendance de 'incidence de (S, I, R), est une
fonction positive continument différentiable de (S, I, R, N) pour S, I, R > 0
et N > 0.

SiS =0,
G(0,I,R,N) =0 (2.2)
On dérive N par rapport au temps ¢, et d’aprés (2.1) on trouve :
dN
— =A—uN. 2.3
o p (2.3)
On déduit que N* = % est un point d’équilibre globalement asympto-

tiquement stable de (2.3). Donc, la solution N(¢) qui part du point initial
N(0) > 0, est strictement positive et définie pour tout ¢ > 0. Par ailleurs,
I'ensemble {N = N*} est borné et positivement invariant. Toutes les solu-
tions de (2.1) convergent vers {N = N*}, c’est-a-dire, 0 < S, I, R < N*
asymptotiquement. Ces solutions sont positivement bornées.
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Cherchons les points d’équilibre du systéme (2.1). On a bien str 1’ équilibre
sans maladie E° = (S° I°, R%) avec

SO=N*1°=0,R"=0. (2.4)
Tout équilibre endémique E* = (S*, I*, R*) satisfait

ry

GS* I",R* , N )=~vy+u,S*+I"+ R*"=N,R" = I"——, pour [* > 0.
Pt
Posons ¢ := — T Alors I* satisfait
p+
GIN*—(1+q) [ I",qI", N*) =y +p,0< I" < N*". (2.5)

2.2 Application du Théoréme de Thieme

Le systéme autonome (2.1) peut s’écrire comme un systéme asymptoti-
quement autonome de dimension 2 en posant S = N — [ — R,

TGNt~ 1 - RIRN®) - ).

- ! (2.6)

— == (p+pR.

N(t) = N* + (N(0) — N*)e ¥,

En faisant tendre ¢ vers +00, on obtient le systéme limite

dI
(G(N* =1 —R,I,R,N*) —~— p),

[ ! (2.7)

— =1 = (p+pR.

Nous faisons ’hypothése suivante

G 9G
(55 =~ )& LRN) 20,8, LR>0,S+1+R=N (2.8)

Théoréme 2.2.1 Nous supposons que (2.2), (2.8) et G(N*,0,0, N*) # y+p
sont vérifiées et G(S,1, R, N*) est une fonction analytique de (S,I, R) telle
que 0 < S, I, R < N*. Alors, toute solution de (2.1) de conditions initiales
positives telles que N(0) = S(0) + I(0) + R(0) > 0 converge vers [’équilibre
sans maladie E° ou vers un équilibre endémique.
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Preuve. Nous voulons appliquer le critere de Dulac du chapitre précédent.
D’abord, on note que tout ensemble w-limite {2 d’une solution de (2.6) dans
X ={(I,R):I,R > 0} est contenu dans la région

Y ={(I,R): I,R>0,I+R< N}

Les équilibres de (2.7) dans Y coincident avec 1’équilibre sans maladie £° ou
sont contenus dans la région

Y ={(I,R):I,R>0,I+R<N*}.

Par hypotese, G est une fonction analytique. Le membre de gauche de I’égalité
(2.5) est une fonction analytique de I* avec 0 < I* < N*. Ainsi, soit (2.5)
a un nombre au plus fini de solutions' pour 0 < I* < N*, soit chaque I*
entre 0 et N* est une solution. Cette derniére possibilité contredit le fait que
G(0,1,R,N) = 0. D’ou, il existe un nombre fini d’équilibres de (2.7)
dans }A/, et puisque Y est un ouvert connexe, ils sont isolés parmi tous les
équilibres de (2.7) dans R2.

D’aprés la supposition G(N*,0,0, N*) # v+ u, le point (0,0) est aussi
isolé parmi les équilibres de (2.7) dans R% En effet, si on calcule la
jacobienne de (2.7)

Jac(I, R) = ( jﬂ il(2p+u) ) ’

ou

Ju=G(N*—I—-RIRN")—vy—pn+I(%(N*—1-R,I,R N,
Jig=1%(N*—1—R,I,R,N"),

alors

Jac(0,0) = ( o —(p+ 1)

Les valeurs propres sont G(N*,0,0, N*) —~v —u #0et —(p+ u) < 0. D’ou
(0,0) est bien un point d’équilibre isolé.

Notons que toute orbite périodique non-triviale de (2.7) dans Y
est contenue dans la région

D={(,R):0<I,R< N},

En effet,

!Une fonction analytique non nulle sur un ouvert connexe ne peut admettre que des
zéros isolés [10].



2.2. APPLICATION DU THEOREME DE THIEME 21

- Sur 'axe des R i.e. I =0, on a & partir de (2.7)
al

o

EZ—(P+M)<O-

d’ou 'axe des R est invariant et ne peut contenir une orbite triviale pério-
dique.
- Sur l'axe des [ i.e. R =0, on a a partir (2.7)

dl

%

( (N*_[71707N*)_7_,u)7
—7]>0

Donc le champs est rentrant dans la region R? au niveau de I’axe des I\{0}.
Comme I + R< N*,onal, R< N*

De méme, toute chaine cyclique de (2.7) dans X est contenue
dans la région D. En effet, notons d’abord que 1’équilibre sans maladie
(0,0) ne peut pas faire partie d'une chaine cyclique de (2.7) : toute orbite
homocline reliant (0,0) a lui-méme dans X devrait étre contenue dans D.
Cette orbite devrait tendre vers (0,0) quand t — 400 ce qui a été écarté
par la suupposition G(N*,0,0, N*) # v+ u. Si (0,0) fait partie d’'une chaine
fermée dans X, mais n’est pas relié a lui-méme par une orbite homocline, il
y aurait deux orbites convergeant vers (0,0), une quand ¢ — —oo, 'autre
quand t — 4o00. Les deux orbites relieraient (0,0) aux équilibres de (2.7)
dans D. Par un raisonnement semblable & celui sur les orbites périodiques,
ces deus orbites sont contenues aussi dans D. Ceci ne peut pas se produire
parce que G(N*,0,0, N*) # ~v + p.

On choisit )

L R) = 7

dans ’ensemble ouvert borné simplement connexe D. Si g dénote le second
membre de(2.7), on a

10G,, ., o
V-(COUR) = 5or(N" =T = R.I RH@%

1. _0G . oG, . y

= (o (N" =T = R LR) + -2 (N* =1 = R, 1, R) = =5

< 0 (voir (2.8)).

D’aprés le critere de Dulac, chaque g-orbite positive bornée dans X et
chaque f-orbite positive bornée (f dénote le second membre de (2.6)) dans
X converge vers le g-point d’équilibre "sans maladie" ou vers un g-point
d’équilibre "endémique". le théoréme est démontré. m
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Remarque 2.2.2 Le théoréeme 2.2.1 ne prétend pas, est ce n’est pas son but

donner des conditions pour que la solution converge vers l'un ou l’autre des
équilibres.



Annexe A

Notions de base et introduction

A.1 Stabilité de ’origine pour un systéme li-
néaire
Considérons le systéme linéaire
&= Az (A1)

ol A est une matrice carrée d’ordre n. Soient A1, Ao, ..., Ag les valeurs propres
de la matrice A. Considérons le point d’équilibre x = 0 du systéme linéaire
(A.1). La stabilité de ce point d’équilibre se lit sur les valeurs propres de la
matrice A, c’est-a-dire les racines du polynoéme caractéristique

Pa(\) = det(A — AD).

Le polynoéme caractéristique est de degré n en \. Il admet donc s racines
distinctes Aq, ..., As; de multiplicités algébriques m()\;) satisfaisant

m(A) + ... + m(Xs) = n.
Par conséquent
Pi(\) = (A — Al)m(/\l)m()\ _ /\S)m()\s)'

L’indice v(A) d’une valeur propre A est le premier entier tel que la suite
croissante
des noyaux

Ker(A—M)” C Ker(A— M\)"t!
soit stationnaire pour v > v(\). Pour toute valeur propre A de A on a
1 <v\) <m(A).

Pour ce qui concerne lles définitions de la stabilité, voir le paragraphe A.2.

23
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Théoréme A.1.1 1- Si 35 Re(\;) > 0 ou si 3k Re(M\y) = 0 et v(\g) > 1
alors x = 0 est instable.
2. SiVj Re()\;) < 0 alors x = 0 est globalement asymptotiquement stable.
3- SiVj Re(\;) <0 et Re(N;) =0 = v(\;) =1 et s’ existe k tel que
Re(Ax) = 0 alors x = 0 est stable mais non asymptotiquement stable.

A.2 Systéme autonome

A.2.1 Concepts de stabilité
Soit

&= F(x),z € U ouvert de R" (A.2)

ou F(z) de classe C",r > 1 un systéme dynamique. On notera ¢'(-) le
flot correspondant : ¢'(z) est 'unique solution du systéme passant par x en
t = 0 et définie pour tout ¢.

On note () la trajectoire issue de = et v (x) la demi trajectoire corres-
pondant aux temps positifs :

() = {d'(x),t € R},
() = {#'(a).t € BT}
On dit que T est un point d’équilibre (fixe, singulier ou critique) du
systéme A.2 si et seulement si F'(Z) = 0, et cet équilibre est dit hyperbo-

lique si les valeurs propres de la matrice jacobienne A = a—(a‘c) en T sont a
x

partie réelle non nulle. Notons que si on le veut, on peut toujours se ramener
au cas ou le point d’équilibre est 1’origine 0 par une translation.

Définition A.2.1 Le point d’équilibre T est dit stable si Vp > 0, il existe
r(p) > 0 tel que pour toute solution x(t) de (A.2) on ait

lzo — Z|| <7 =|z(t) — Z| < p, ¥t > 0.
Sinon le point d’équilibre est dit instable.

Définition A.2.2 Le point d’équilibre T est dit attractif s’il existe r > 0 tel
que pour toute solution x(t) de (A.2) on ait

|lzo — Z|| <= lim z(t) = Z.
t——+oo
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Définition A.2.3 Le point d’équilibre T est dit asymptotiquement stable sl
est stable et attractif.

Définition A.2.4 Dans chacune des définitions précédentes, la stabilité est
définie de manieére locale puisque reliée o la notion de voisinage.

Si U = R" et si un équilibre est stable asymptotiquement pour n’importe
quelle condition initiale dans R™ (i.e. 7 > 0 est quelconque), on dira qu'il est
globalement asymptotiquement stable.

A.2.2 Approximation linéaire d’un systéme

Considérons la matrice jacobienne de F' évaluée au point

oF

Le systéeme linéaire
T = Ax (A.3)

s’appelle le linéarisé (ou premiére approximation linéaire) du systéme
non linéaire (A.2) en z. L’étude de la stabilité de l'origine pour le linéarisé
permet dans certains cas de caractériser la stabilité de 1’équilibre z = = de

(A.2).

Théoréme A.2.5 1- Sixz = 0 est asymptotiquement stable pour (A.3) (c’est
a dire si toutes les valeurs propres sont de partie réelle strictement néga-
tive)alors x = T [’est pour (A.2).

2- St x = 0 est instable (c’est o dire qu’il existe au moins une valeur
propres de partie réelle strictement positive) pour (A.8) alors x = T est in-
stable pour (A.2).

3- Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x = .

A.2.3 Cycles limites

Supposons que n > 2. Un cycle limite de (A.2) est une orbite fermée isolée
non triviale solution du systeme.

Définition A.2.6 Le systéme (A.2) posséde une orbite périodique (ou bien
orbite fermée) C s’il existe un intervalle de temps [to,to + T| et un point de
départ o € C, tel que en désignant par x(t) la solution de systéme pour
condition initiale x(ty) = xo, on ait : x(t) € C Vt € [to;to + 1| et x(T) = xo.
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Définition A.2.7 Soit C' un cycle limite de (A.2). C est dit

1. stable : si toutes les trajectoires dans un voisinage du cycle convergent
vers C'.

2. instable : si au moins une trajectoire s’éloigne de C.

Lorsque n = 2, le cycle C est dit sema-stable si les trajectoires inté-
rieures au cycle convergent vers C' et les trajectoires extérieures s’en éloignent
ou inversement (C' est respectivement intérieurement stable ou extérieu-
rement stable).

Définition A.2.8 La variété stable d’un point d’équilibre T est un ensemble
(jamais vide) défini par

Wo@) = o+ lim ¢'(x) =),
et la variété instable par
W*(z) ={z: lim ¢'(x) =1z}

t——o0

A.3 Systéme non autonome

Nous rappelons ici la stabilité pour les systémes non autonomes, mais nous
notons que cette notion n’est pas nécessaire dans ce travail car justement nous
passons aux systémes autonomes dans la théorie des s.a.a.

:'E:f(t,:c),te]f,—i—oo[,xER"7 (A.4)
admettant z = 0 comme équilibre,i.e. V¢ > ¢ f(¢,0) = 0.

Définition A.3.1 L’équilibre v = 0 du systéme (A.4) est dit
1- stable si pour tout to >t et pour tout p > 0, il existe r(p) > 0 tel que
pour toute solution z(t) de (A.4) on ait

lz(to)|| < 7=Vt >t [lz@)] <p

2- instable s’il n’est pas stable.
3- attractif si pour tout tqg > t il existe r > 0 tel que pour toute solution
x(t) de (A.4) on ait

lz(to)| <r = tlimx(t) = 0.

1l est dit globalement attractif si cette limite est nulle pour toute les solu-
tions.

4- asymptotiquement stable s’il est stable et attractif. Il est dit globalement
asymptotiquement stable (GAS) s’il est stable et globalement attractif.

Si le module p ne dépend pas de ty, on parle de stabilité uniforme.
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A.4 Ensembles w-limite et a-limite

Définition A.4.1 (Ensembles limites) Soit © un élément de U. L’en-
semble w-limite de x (ou de l’orbite v(x)) pour le systéme autonome (A.2),
noté w(x), est défini par :

w(z) = Nizo{¢*(2), s > t}.

La notation w signifie que ’on regarde "le futur" de la trajectoire passant
par z; pour le "passé", on définit 'ensemble a-limite en inversant le temps,
ie. a(x) = M<o{p*(x),s < t}, conformément a l'orientation de l’alphabet
grec.

On pourrait aussi définir ’ensemble w(z) (et de maniére analogue «a(z))
de la maniére suivante :

w(z) = {y € U | 3t, — +o0, ¢ (x) — y}. En d’autres termes w(z) est
I’ensemble des points adhérents a y(x) au voisinage des temps infinis positifs.

L’ensemble limite de x pour un systéme non autonome, noté w(tg, xg),
satisfaisant x(ty) = x¢, est défini de la maniére suivante :

y € w(to,r0) © y = lim; ., x(t;) pour une certaine suite t; — +o0o
quand j — +o0.

- q € R" est appelé un point w-limite de p € R" < 3{t,},t, — +o0 tel
que ¢ (p) — g

- q € R est appelé un point a-limite de p € R” < 3{¢,},t, — —oo tel
que ¢ (p) — q.

L’ensemble w(p) est 'ensemble des points w-limite de p et 'ensemble a(p)
est 'ensemble des points a-limite de p.

Exemple A.4.2 Le point q est un point w-limite de [’orbite p et c’est un
point a-limite de lorbite v (voir Fig.A.1).

/T‘
™
/

FiGc. A.1 — Exemple A.4.2.
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Exemple A.4.3 (voir la figure ci-dessous)

Tout point de l’orbite fermée v est un point w-limite de l’orbite p, donc
l’ensemble w(p) est lorbite .

Tout point de ’orbite fermée ~' est un point a-limite de p, donc l’ensemble
a(p) est lorbite .

#55 ()
RS g4
L=

E -]

Remarque A.4.4 1) Dans le cas ot w(p) est une orbite périodique, soit
w(p) coincide avec la trajectoire passant par p, auquel cas y(p) est une orbite
périodique, soit la trajectoire passant par p s’enroule autour d’une trajectoire
périodique qui sera un cycle limite.

2) S’il existe au plus une trajectoire reliant deuz équilibres distincts dans
w(p), une telle trajectoire s’appelle une orbite hétérocline (voir Fig.A.2).
Une trajectoire reliant un équilibre a lui-méme s’appelle une orbite homocline
(voir FIG.A.3).
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fL :efT.iE.‘ Lnu

Fia. A2 —w(p) =11 U Uy U U {q,q, 43,9}

?:e}u-iﬂu

F1G. A3 — w(p) = Uy Uy U{q}.
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