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Introduction

L’objet de ce mémoire est d’étudier des problémes elliptiques faisant inter-
venir ’exposant critique de Sobolev et des fonctions poids.

Dans notre travail, on considére deux types de problémes :
e Probléme elliptique critique dont ’opérateur principal contient une fonction
poids.
e Probléme elliptique semilinéaire avec nonlinéarité critique a coeflicients
poids.
La caractérisation de ces problémes est la présence de ’exposant critique de
Sobolev qui provoque la perte de "compacité", et la présence des fonctions
poids dont les graphes affectent 'existence de la solution "ground state" et
la multiplicité des solutions.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :
Dans le chapitre 1, on rappelle quelques définitions et résultats préliminaires,
Le chapitre 2 est destiné a ’étude d’existence des solutions du modeéle suivant

—div(p(x)Vu) = u?!' + M dans Q,
u >0 dans (2,

u=20 sur 0f),

ot  est un domaine borné régulier de RN, N > 3, p : O — R est une
fonction strictement positive avec p € HY(2) N C(2), A est un paramétre
réel, et ¢ = ]3—]_\72 est I’exposant critique de Sobolev pour l'injection H} () —
L1(Q).

Le cas ou le poids p est une fonction constante a été étudié par H. Brezis et
L. Nirenberg [6]. La question soulevée dans ce chapitre est la suivante : que
se passe t-il lorsque p est une fonction non constante?. Les résultats obtenus
sont das & R. Hadiji et H.Yazidi [12] .

Dans le chapitre 3, on s’intéresse a l'existence des solutions du probleme
suivant

—Au =M (z) [ul"?u+g(z) |u* Pu dans Q,
u >0 dans €2,

u=0 sur €,

ot A>0, 1<¢g<2 2 =25 0€QcCRY(N > 3), Q un domaine borné

de bord 02 régulier, et f, g sont des fonctions continues sur €.



Sous des hypothéses convenables sur f et g, on montre 'existence d’une
solution & moindre énergie ( appelée ground state ) et de k solutions corre-
spondant aux k maximums du poids g. Ces résultats sont dts & Huei-li Lin
[7] -



Chapitre 1

Résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats utilisés dans ce mé-
moire.

1.1 Espaces de Banach

Soit E un espace de Banach réel.

Définition 1.1.1 Une suite (z,,) € E converge faiblement vers x si pour tout
f € E" (le dual topologique de E), f(x,) — f(z). On note alors x, — x.

Théoréme 1.1.2 [4]. Siz, — x, alors ||x,|| est bornée et

|z]| < liminf ||z,] .
n—:oo

Définition 1.1.3 Eest réflexif si [(E) = F, oul : E — (E") est linjection
canonique définie comme suit :

pour z € E,  I(z): E' — R:y" — y*(2).

Théoréme 1.1.4 (Eberlein - Shmulyan)[4]. Un espace de Banach E est
réflexif si et seulement si toute suite bornée (u,) de E contient une sous suite
(un)r convergeant faiblement dans E.

1.2 Espaces de Sobolev

Soit Q € RN un ouvert.



Définition 1.2.1 L’espace de Sobolev WP(Q) est défini par

WP(Q) = {uelf(Q); I g,0,...,9v € LF(Q) tels que

ua¢ = —/g@ Vo € CX(Q) Vi= 1,2,...,N}
o Oz Q
On pose H'(Q) := Wh2(Q).
Pour u € W'?(Q), on note
ou ot Vi — ou Ou ou
0@ — 4% N 8.1'1’8.1727”.’01‘]\7 .

Théoréme 1.2.2 [4]. WP(Q), muni de la norme
N
lellwin = <||u||]£p +>
i=1

1
P P
LP> 7

est un espace de Banach pour 1 < p < oo.

1l est de plus séparable pour 1 < p < oo et réflexif pour 1 < p < oo.

ou
8x,~

Théoréme 1.2.3 [4]. H(Q) muni du produit scalaire

N ou ov
(ua U)Hl = (U7U)L2 + ; (a_xza 8_xl> . ’
est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.2.4 On définit H}(2) comme la fermeture de C°(S)) dans
HY(Q).

Remarque 1.2.5 On a H'(RY) = H}(RY).

Théoréme 1.2.6 (Immersions de Sobolev)[4]. Soit 2 un domaine borné
de classe C', on a

*

LP () 011]%: =~ sip <N,
WP (Q) — { L1(Q) Vq € [1,00) sip=N,

C(Q) sip> N,



avec injections continues, et

L1(Q) Vq e [1,p") sip <N,
WP(Q) — { LiQ) Vqe€[l,00) sip=N,
C(Q) stp> N,

avec injections compactes.

Théoréme 1.2.7 (Inégalité de Poincaré)[4]. Soit Q un ouvert borné. Il
existe une constante C' telle que

lull 2 < ClIVull. Yu € Hy(Q).

De plus, la meilleure constante C' pour cette inégalité est /\il(m) A1 est la
premiére valeur propre du Laplacien).

Lemme 1.2.8 (Inégalité de Hardy)[2]. Soitt € R tel quet+ N > 0, on
a pour tout u € Hy(S2)

/|u| ul® dz < ( /\x Vul? |z|" dz.

La constante (2-)? est optimale et n’est jamais atteinte.

paed)

1.3 Identité de Pohozaev

Lemme 1.3.1 (Identité de Pohozaev)[11]. Soit u une solution du prob-
leme

—Au=g(u)  dans,
u >0 dans €,

u=20 sur 0S,

ol g est une fonction continue sur R et Q un domaine borné de RN . Alors

ZN/QG(U)—(N—2)/Qg(u)u:/m(x~1/)

ot G(u fo s)ds et v = v(x) est le vecteur normal extérieur unitaire &
002 en x.

2




Définition 1.3.2 On dit que Q2 est étoilé par rapport a un point a si pour
toutx € Q, {(1 —t)a+tx:tel0,1]} C Q.

Lemme 1.3.3 (Lemme de Brézis-Lieb)[5]. Soit Q un ouvert de RY et
(un)n C LP(Q),1 < p < 00. Si (uy), est bornée dans LP(SY) et u, — u p.p
dans €1, alors

Mim (flunl[ze = lun = ullze) = llullz -
Théoréme 1.3.4 (Principe du mazimum fort). Soit Q@ un domaine
borné. Siu € C*(Q) NC(Q) vérifiant —Au < 0 et si u atteint un mazimum
positif a Uintérieur de §2, alors u est constante sur 2.

1.4 Multiplicateurs de Lagrange

Définition 1.4.1 Soit E un espace de Banach, F € C*(E,R) et un ensemble
de contraintes:

S:={veE;F(v)=0}.

On suppose que pour tout u € S, on a F'(u) # 0. Si J € C*(E,R) on dit que
c € R est une valeur critique de J sur S s’il exviste u € S, et A € R tels que
J(u) =c et J'(u) = NF'(u). Le point u est un point critique de J sur S et le
réel \ est appelé multiplicateur de Lagrange pour la valeur critique ¢ (ou le
point critique u).

Proposition 1.4.2 [10]. Sous les hypothéses et les notations de la défini-
tion 1.4.1, on suppose que ug € S est tel que J(ug) = inf,cs J(v). Alors il
existe A € R tel que :

J (ug) = AF"(up).

1.5 Condition de Palais-Smale

Définition 1.5.1 Soient E un espace de Banach et J : E — R une fonc-
tion de classe C', B € R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale
(au niveau ) (PS)g, si toute suite (u,,), de E telle que

J(up) —  dans R,
J'(up,) — 0  dans E',

contient une sous suite (uy, ), convergente.



Définition 1.5.2 Soit E un espace topologique. on dit que J : E — R
est semi continue inférieurement (s.c.i) si VA € R [’ensemble [J < \| =
{z € E; J(x) < A} est fermé.

Lemme 1.5.3 (Principe variationnel d’Ekland)[9]. Soit (E,d) un espace
métrique complet, et F : E — R U {400} s.c.i, bornée inférieurement, et
#+ 400. Alors

pour tout €,0 > 0, u € E tels que

F(u) < i%fF—l—e,
il existe v € E tel que

Fv) < F(w) 4+ gd(v,w) Yw # v.

De plus, on a F(v) < F(u), d(u,v) <34.



Chapitre 2

Probléme elliptique critique
dont opérateur principal
contient une fonction poids

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le probléme suivant
—div(p(z)Vu) = ui™t + \u  dans Q,
u>0 dans €, (2.1.1)
u=>0 sur 012,

ol © est un ouvert borné régulier de RY, N > 3, p : @ — R est une
fonction strictement positive avec p € H'(2) N C(2), A est un paramétre
2N

réel, et ¢ = 3= est appelé exposant critique de Sobolev pour l'injection

H} () — L1(Q).

Dans [6], Brezis et Nirenberg traitent le cas o p est une fonction con-
stante. Ils ont montré I'existence d’au moins une solution de (2.1.1) pour
0 < A< A et N >4 Lorsque N = 3 et €2 une boule, ils ont prouvé
I’existence de solutions pour tout A € (%, A1), ou Ay est la premiére valeur
propre de (—A, H}(2)).

Par contre quand A > \;, le probléme (2.1.1) n’admet pas de solution.
Lorsque A < 0 et © est un domaine étoil¢, le probleme (2.1.1) n’admet
pas de solution d’aprés I'identité de Pohozaev.
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L’objet de ce chapitre est de généraliser les résultats de Brezis et Niren-
berg [6] au cas ou le poids p # 1. Ce travail a été réalisé par R. Hadiji et
H.Yazidi [12]. On se propose de détailler les résultats de ce travail sous les
hypothéses suivantes:

On considére py = min {p(z), z € O} et on suppose que p~*({po}) N Q2 # 0.
Soit a € p~1({po}) N, on suppose que, dans un voisinage de a, p se comporte
comme suit :

p(x) = po+ By, v — a|* + |z — a|* 0(x), (2.1.2)

avec k > 0, B, > 0 et O(z) tend vers 0 quand = tend vers a.
Si 0 < k£ < 2 on ajoute la condition supplémentaire suivante :

v, < YP) (=)

- p.p x € €. (2.1.3)
|z —a

Les résultats obtenus sont :

Théoréme 2.1.1 On suppose que p € H (Q)NC(Q) vérifie (2.1.2). Soit X
la premiére valeure propre de lopérateur — div(p(x)V.) sur Q avec condition
de Dirichlet homogéne. On a

1) Si N > 4 et k > 2, alors pour tout \ €]0, \{"[ il existe une solution de
(2.1.1).

2) Si N > 4 etk =2, alors il existe une constante y(N) = %52

telle que pour tout X €]F(N), N[ il existe une solution de (2.1.1).

3) St N =3 etk > 2, alors il existe une constante (k) > 0 telle que pour
tout A €]y(k), \[ le probleme (2.1.1) admet une solution.

4) Si N >3 et 0 < k <2 et p vérifie la condition (2.1.3) alors il existe \* €
[B;NTQ, AV o B, = B, min[(diam(Q)*2,1], tel que pour tout X €]X*, \M[,
le probléeme (2.1.1) admet une solution.

5) Si N >3 et k > 0, alors pour tout A < 0 le probléme (2.1.1) n’a pas de
solution minimisante.

6) Si N >3 et k>0, alors le probléeme (2.1.1) n’admet pas de solution pour
tout A > A\,

On obtient également grace a l'identité de Pohozaev, des résultats de non
existence pour le probléme (2.1.1) dans le cas o 2 est un domaine étoilé.
Pour p € C*(Q) oup € H(Q)NC(Q) et Vp(z)-(x —a) >0pprec:
Posons
nf Jo V() - (# —a) |Vul|® d

1
5 u€H (Q),u#0 fQ |u|2 dx

a(p) =

On a a(p) € [—oo, +0o0].
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Théoréme 2.1.2 On suppose que a(p) > —oo. Le probléme (2.1.1) n’admet
pas de solution pour A < a(p) avec Q un domaine étoilé par rapport & a.

2.2 Préliminaires
e Etude de a(p)

Proposition 2.2.1 1) Sip € CY(Q) et sl existe b € Q tel que Vp(b) - (b —
a) < 0, alors a(p) = —oo.

2) Sipe H (Q)NC(Q) satisfait (2.1.2) et Vp(x) - (x —a) >0 p.p z € Q,
on a

2.a) Sik>2etpeCYQ), alors a(p) = 0 pour tout N > 3.

2.b) Si0 < k <2 etp satisfait la condition (2.1.3) alors pour tout N > 3

on a
N+k—-2

5 2 (diam)* 2 < a(p).

k
Eﬁk(

Démonstration : On commence par 1). Posons ¢(z) = Vp(z) - (z — a),
pour tout z € Q. Soit ¢ € CP(RY) telle que 0 < ¢ < 1 sur RY, et

=1 sixze B(0,r),

=0 sixzé¢ B(0,2r),
oul<r<l1.
On pose ¢;(z) = ¢(j(z — b)) pour j € N*. On a
1 Jqa(@) }V‘Pj(fl?)}Qda:
2 fQ |90j($)‘2d$
1 fB(b,%r) q(z) ‘V(pj(x)f dx
B goj(x)|2dx

a(p) <

fB(b,QJ—T)
Utilisant le changement de variable y = j(z — b), on trouve

olp) < 72 Jp0an 42 +0) V() dy
T e PPy
B(0,2r)

Appliquant le théoréme de la convergence dominée, on obtient

fB(o,gr) Ve(y) |2 dy
fB(o,zr) le(y) |2 dy

o) <L |a

+o(1)
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Faisant tendre ) — 00, on obtient le résultat.

Maintenant on montre 2.a). Utilisant (2.1.2) et comme p € C*(2), dans un
voisinage V' de a, on écrit

p(x) = po+ By lx — al* + 0. (x), (2.2.1)

avec 0, € C'(Q) telle que

T CONNY (2.2.2)

T—a |l‘ _ a|k o
D’apreés (2.2.2), on déduit qu’il existe 0 < 7 < 1, tel que
01(z) < |z —a|®  Vz e B(a,2r). (2.2.3)

Soient ¢ définie comme precédemment, et ¢;(x) = p(j(z — a)) pour j € N*,
on a

_ 1Ja Vo) - (= a) |V (@)[*da

0< Oé<p) =9 fQ ]goj(:c)|2dx

Utilisant (2.2.1), on a

0 < a(p)

_ kB, fB(a,QJ—T) @ — al* |V90j(x)|2 dr 4 fB(a,QTT) Voi(z) - (z — a) |V90j(95)|2 dx

- 2 gpj(x)fda;

+
2
fB(a,%r) ()] do 2 fB(a%T)

Utilisant le changement de variable y = j(x — a), et intégrant par parties le
second terme, on obtient

KBy, Jroan Wl Ve@)* dy j Js0an 14 + )V (y [Ve(y))dy
21572 [oan le@)Fdy 2 a0 le@)* da

Et d’aprés (2.2.3), on a

k81, S0 IylkIstJ(:t/)lzdyJr 1 Jpon 9" VIV dy
2152 [poan le@Pdy 250 [0 le(y)] de

Donc, pour k > 2 on déduit que a(p) = 0.

0<a(p) <

0<alp) <

Montrons 2.b). Puisque p satisfait (2.1.3), on a pour tout u € H}\ {0},

Jo Vp(z) - (x —a) \Vu(z)| dz

folz —al* |Vu(x)]2da:‘
Jo lu(@)|? da

Jo lu(@)[* da

> kp,
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En appliquant le lemme (1.2.8) pour 0 < k =2+ ¢ < 2, on trouve

Jo Vo) - (z — o) V)l da NA+k=2,
fQ|u | dr > kﬁk(T) (diam)

Ce qui est implique que a(p) > kS, (2E=2)%(diam )" 2.
On note par

1
Use(z) = NESY zeRY e>0,
(e+ |z —al”) 2

une fonction extrémale pour I'inégalité de Sobolev.
On pose
Uge(2) = (2)Uqe(z), 2 € RY, (2.2.4)

ot ¢ € C%(Q) une fonction fixée telle que 0 < ¢ < 1, et ¢ = 1 au voisinage
de a.
D’aprés [6], on a:

K,
Hvua 6”2 6N22 +0(1), (2.2.5)
K
.| = == + OCe), (2.2.6)
et
£ +0(1) siN>5
ta.elly = (2.2.7)

“llogel +O(1) siN =4

ou K et Ky sont des constantes positives avec % = 5, wy est la surface de
S3 et Kg = fRN Wdﬂf

2.3 Existence des solutions

Soit la fonctionnelle @ définie sur H}(Q)\ {0} par

Jop(@) [Vu(z |d:r:—)\fQ]u |dx

]

Qx(u) =

(2.3.1)

Posons

Sa(p) = inf  Qx(u). (2.3.2)

u€H} (2),uz0
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On remarque que

S\(p) = inf /Qp(x)\vu(x)|2dx—A/Q|u(x)|2da:.

weHF(Q), |lullg=1

On pose

= inf /|Vu )|? d,
uEHlﬂ)

|U||q—1

la meilleure constante de Sobolev pour I'injection H}(€2) dans L?(Q).

La méthode utilisée pour la preuve du théoréeme 2.1.1 est la suivante : Pre-
miérement on montre que Sy(p) < pe.S, on montre alors que 'infimum S)(p)
est atteint.

Avant de donner la preuve, on a besoin des propriétées auxiliaires.

Lemme 2.3.1 Si S\(p) < poS pour X\ > 0, alors linfimum dans (2.3.2) est
atteint.

Démonstration :  Soit {u;} C Hj une suite minimisante pour (2.3.2),
c,a,d:
Jusll, =1, (2.3.3)

et

/p(m) |V, ()| dx—)\/ lu;(2)|? dz = Sy(p)+o(1), quant j —> co.
Q Q

(2.3.4)
La suite (u;) est bornée dans H}(2). En effet, d’aprés (2.3.4), on a

/Qp(a;) ]Vuj(x)]2 dx = Sx\(p) + )\/Q ]u](x)|2 dx + o(1).

Utilisant I'injection de L9(Q) dans L?(12), il existe une constante positive C}
telle que

/p(x) V()] dz < Sx(p) + ACh [|uy|2 + o(1).
Q
Utilisant le fait que
[Jujll, = 1,
on obtient

Qp(:v) |Vuj(x)|2 dxr < S\(p) + ACy + o(1).
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Puisque 0 < py < p(x) pour tout = € €2, on déduit que

Sx(p) + ACy
Po

Kﬂvw@mﬂmg +o(1).

D’ou le résultat.
Donc on peut extraire une sous-suite, encore notée {u;}, telle que

u;j — u faiblement dans Hj (),
u;j — u fortement dans L*(€2),

uj — U p-p dans €,
avec ||ull, < 1. Posons v; = u; — u, alors

v; — 0 faiblement dans H; (),

v; — 0 fortement dans L*(Q),

v; — 0 p.p dans €.

Utilisant (2.3.3), la définition de S et le fait que minp(x) = py > 0, on a
Q

/Qp(x) |Vuj(x)|2 dx > poS.

D’aprés (2.3.4), il résulte que A [|ull3 > poS — Sx(p) > 0 et donc u # 0.
Utilisant toujours (2.3.4) on obtient

Ammmeﬁm+£mwwwwfm—gémﬂﬁm_&@+dm

(2.3.5)
D’autre part, d’aprés le lemme de Brézis-Lieb on a

[l + w5l = lullg + llvsllg + o(1),
puisque v; est bornée et v; — 0 p.p). Par (2.3.3), on trouve
i j bornée L4 y 0 Par (2.3.3
1= Jlullg + llo; ]I + o(1),
donc

2 2
1< lully + [lvsll; + o(1),

1<l + /‘ ) [V (2)| da + o(1). (2.3.6)
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On distingue deux cas: .
a) Si(p) > 0, correspond & 0 < A < A
b) Si(p) <0, correspond a A > AV,

Dans le cas a) on conclut d’aprés (2.3.6) que
S
5300 < 530 1l + (22 [ ) Vo de 4o, @37)
Q
Conbinant (2.3.5) et (2.3.7), on obtient

/Q p(e) |Vu(z) 2 dz — A / () de + / p(x) [Vo;(2) 2 da

< s+ (L) [ o) 9P do s ot

Donc

[ o) ) e [ o) de < 530 i |22 1) [ (o) 900 oot

Puisque S)(p) < poS, on déduit

/ ple) |Vu(z) 2 dz — A / u(@)[2 i < Sy(p) Jull?, (2.3.8)
Q Q

ceci montre que u est un minimun de S)(p).

Dans le cas b), puisque ||u||2 < l,on a Sy(p) < Si(p) Hu||2 . On obtient (2.3.8)
d’aprés (2.3.5). =

Lemme 2.3.2 a) Pour N >4, on a
Sx(p) < poS  pour tout A >0 et pour k > 2.
b) Pour N=4 etk =2 ona
Sa(p) < poS  pour tout A > 45,.
c) Pour N >5 etk=2, ona

(N — 2)N(N +2)
4N —1)

Sa(p) < poS  pour tout A > By-

d) Pour N=3 etk >2 ona
Sa(p) < poS  pour tout A > ~y(k) ot y(k) est une constante positive.

Démonstration : Nous allons estimer le quotient @ («) défini dans (2.3.1),
avec U = Ug.
On affirme que, pour ¢ — 0, on a
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T p() Vi (2)] do <
v
(2.3.9)

( poK1+O(€¥) si N>4et N—-2<k,

poK1 + Apes + o(e3) si N>4det N—2>F,

N-2

poks + (N72)2(BN_2H¥)WNETHOM +o(ez |logel) si N>4dethk=N-2,

( poK1 + 2B5wae |log €| + o(e|log €]) siN=4etk=2,

avec K1 = (N —2)? [on (1+‘|y|| )Ndy, Ay = (N - 2) 5kf]R’N (1+ dy et M

une constante positive.

Vérification de (2.3.9)
On a

/Qp(:cHVua,e(x)de = /(p(x)|V¢(;c)| dx+(N_2)2/p<x)¢($) |z — a i

(e +]z— af )2 0 (e+lz—aP)y
v [ p@?ax)w(x)(x —a)

e+ |z —aP)V1

Puisque ¢ = 1 au voisinage de a, on suppose que ¢ = 1 sur B(a,l) avec
I > 0 petit. Donc on obtient |V|* = 0 sur B(a,l) et Vé(z) - (x —a) = 0 sur

B(a,l).
On a
_ p(@) Vo),
/Qp(.trr) \Vuge(z)|” de = /Q\B(a’l) t]o &‘2>N72d (2.3.10)

o\ p@W@Vﬂ—afx_ B p(@)p(@)Ve(e)(x —a)
+H(N=2) /Q dz—2(N 2)/9\3(“) d

(e + o —a)V (e + o — al*)N-1

Donc, en appliquant le théoréme de convergence dominée, (2.3.10) devient

/Qp(.r) Vit (2)|2 d = (N — 2)? /Q pt)f(‘z)_‘z‘;)i‘ dz +O(1).
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Utilisant (2.1.2), on a

2
N2 |z — al

7 vuae dr = N—22p62/
5 [ ) Ve = (=27 e e+ o — )

k+2

N2 |z — al
+(n —2)*Bc 2 / dx
© e et e —af)

k+2
_ — 0

+(n—2)2622/ |z — al 2(17)

B (€4 [z —al)V

Cams [ pe@)?le o
tln -2y /Q\B(a,o (€ + |z —al)V o

On applique le théoréme de convergence dominée, on obtient

2
/ ) [ Vttg ()P dz = (N—2)2poeN22/ [z — dl sy e
Bay) (€ + |z —al)
(N —2)%3 N/ o — o
— € 2
b (e+ e —al?)V
a’k+2 (.T)

—|—N—22€N2_2/ |2 dx + Ole
( : Blap) (€ + |z — a*)V (

De plus

2
T p(@) Vg (@)Pde = (N —2)%poe T [/ : e a4,
RN

Q €+ |r — G‘Q)N

2
_/ |z — al .
RM\B(ay) (€ + |2 —al®)V

+(N — 2)26¥

€+ |z —al’)¥

[ e,
By (e+ |z —a)N

1. cas N >4 et k>0, avec k #2si N =4.
On considére les trois sous cas :

On distingue les deux cas :

/ o — a2 (5, +0())
RV

+ O(e¥

N-2
2 )
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1.1. si N -2 >k,
Utilisant un changement de variable simple y = x—&f et appliquant le théoréme
de la convergence dominée, on trouve

2
2 ) [Vug(x)]"de = N—22p / |y—|dx
[ Nl = =2 [

gt [ WG va)
(N =2) /RN e e ol

Le fait que f(x) — 0, lorsque © — a, on a

N\x-

6N22/p(:c)|Vua€( V2 da = poKy + Ape? + ofe
Q

),
|k+2

2. si N-2<k,

|37 . a|/€+2

N ) [Vug(x)]"de = poK; + —225 61\]22/ dx
[l = e V-2 [

N3 |z — a7 6(x) N3
+(N —2)% > / ~dr+0(e7).
Blag) (€ + o —a*)¥

Soit £ > 0, tel que B(a, &) C B(a,l), donc

N—-2

62/Qp(x)|Vuae( Wodr = poKi+ O(e )

k2 o= " (B +6(0)) |
e [/ 0o (etle—aP)¥ "

. / [z — " (B + 0(2)) |
@N\B@e  (e+ |z —al)V

‘ z

Par un changement de variable simple, y = x — a, on obtient

k+2
0
B(0.¢) (e+1yl)
+O(e¥).
Utilisant la définition de 6 obtenue dans (2.1.2), il existe une constante pos-
itive M telle que
v ly[***
/ ) [Vttg(z)]?dz < poK1+(N—2)252<5k+M)/ sy
B0 (€ +[yl)

N —

+0(e 2 ).

N
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Appliquant le théoréme de convergence dominée, on déduit que

/ ) Vg (x | dr < poK; + O( )

1.3. sik=N—2,

Q Bl (€ + |z —a|*)V

+(N —2)% 2 / [z~ ol 6(2) dx + O(ET_Q)
B (€ + |z —al*)¥ '

En utilisant les étapes précédentes, on trouve

/ ) [Vttg(z)]? dz = p0K1+O(6¥)

(N — 2)26¥ [/( ) |z — CL|N (By_2+ 0<x))dx

(e + o —a)V

|$ - CL|N (51\/—2 + 9@))
+ N dx
(@\Bag)  (e+|v—al)

7 \

x—= N

N-2 — Q
/ ) [Vitao(2)Pdz = poKy + (N - 2)% / 2 = aof” By +6())
Bag)  (e+ ]z —al?)V

N —

+0(e 2 ).

N

Et d’aprés la définition de 6, on a

/ ) [Vtgo(z)[ dz < poKy+O(c') (2.3.11)

(N = 25y + 2T [
B
D’autre part

_ N € ,2N-1
e¥ |z — gl 5 dr = wNe;Q/ B dr
Blag) (€ + |z —al”)N o (

wye T ((e+r) )d +O( a2y
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N N-2
/ = a| ~dr = wne llog €| + o(e¥ llogel). (2.3.12)

On remplace (2.3.12) dans (2.3.11), on obtient

(N — 2)2(51\/—2 + ]\4)WN6¥
2

/ ) [Vttg(z)]? dz < po K1+ log e|+o(e 2 |loge|).

2. cas N=4et k=2.

On suppose dans ce cas que la condition sur 6 : [ Bla.1) | |4 ——dr < 0o est
vérifie. On a

2 _ [ p@)|Ve(z) i p(x)d ()’ |x — af* .
/Qp(a:) \Vuge(z)|" de = /Q € tlo— a|2)2d + 4/Q tlz—aP) d
[ P@@VoE) e —a)
Q (e+ |z — a|2)3

Utilisant (2.1.2), et le fait que ¢ = 1 au voisinage de a, il résulte que

@ —af” @ —al*

2
p(2) Vg () de = 4p/ dm+45/ o
/Q (z)| ()] 0 Bla) <€+|3;_a|2)4 2 B(a,l) (e+|w—a|2)4
/(

| — a|*b(x)
Bl (€+ |z —af’)!

4 2 0 —al*
_ P T 5 dy—i—4/ (B, + (:L‘))|J}2 al dz + O(1).
€ Jr (14 yl")* By (€4 ]z —al)?

+4

dr+ O(1),

Puisque f Bla1) |—4da: < 00, on obtient

—al*0 —al*f —al*f
/ |z —al* (123) Qe — / |z — al (12:) dx_/ |z — al (fg) i
B(a)) (€ + ]z —al”)* B(a1) (€ + |z —al)* B(a,)\B(a)) (€ + |7 —a)*
— 0(1).

Et par conséquent
4

_ 4po ly|’ |z — al
(@) [Vtg(2)]? do W gyt4s / dz+0(1).
/n (@) IVt € Jra (1+ |yl * Jpn (e + o = af*)* .

Soit R; > 0,1 = 1,2 tels que

4 4 4
/ [z a 5 dxg/ [z al 5 dacg/ [z = al s—dzx.
lo—al<R,; (€ + |z —al")* Blag) (€ + |z —al")* o—al<Ry (€ + |z —al")*
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On sait que

A R 7
rmaizn (e 1 o — a?)! o (c+7?)

R 214 R, 3 3.2 5
_ 1w4/ ((e+17) )/dr—w4/ re’ 4 3r°e” + 3er ar.
8 " Jo (e+1r2)t 0 (e +r2)*

1
= QW lloge| + O(1).

D’ou, on a
| @) 1V ) o =2 (1),
ol Ky =4 o oy,
On écrit (2.3.9), sous la forme :
/ | Vg () |? de < (2.3.13)
( poK1 + o(e) siN>5 ethk>2
poK1 + Ase + o(e) siN>5, ethk=2,
poK1 + Aes + o(e?) siN>4 et k<2,
pok1 + o(e) siN =4, et k>2,
L poK1 + 20B5wae | loge | +o(e | loge |) siN=4, et k=2.
En combinant (2.3.13),(2.2.6) et (2.2.7), on obtient
Sx(p) < Qa(uae) < (2.3.14)
(oS — )\ e+o() siN>5, ethk>2,
pgS—(A—C)%6+0(e) siN>5 ethk=2,
PoS + Ages + o(eg) siN>4,et k<2,
poS — Ayitelloge| + o(eloge) siN =4, etk>2,
| PoS — 375 (A — 4f33)e |log €] + o(e€ |log €]) siN =4, etk=2
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Ay Bo(N—2)N(N+2)
avec C = —i = ZMTI)

Pour € assez petit, a), b) et ¢) du lemme 2.3.2 se déduisent directement.

Maintenant on montre d) (cas N = 3 et k > 2). On estime le quotient

_ Jople) [Vu(w) i = A Jul

Qx(u) 2
[l
avec
u() = Ug(r) = &,r = |z|,e >0,
(c+ 13
ol ¢ est une fonction réguliére fixée telle que 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 sur

{z,]z —a] < £} et ¢ = 0sur {w, |z — a| > R}, avec R une constante positive
telle que B(a, R) C €.

D’aprés [6], on a :

K r )
Vol = 5 4 [ (0102 + 0, (2:3.15)
€2 0
K 1
||Ua,e||§ = 6_; + 0(65% (2.3.16)
2 R 1
[taelly = ws/ (¢(r))*dr 4+ O(e2), (2.3.17)
0
On affirme que, pour ¢ — 0,
2 kG i BN 7 A2
(@) [Vug ()] de = == +ws [ (po+ Byr™)(¢'(r))°dr  (2.3.18)
Q €3 0

+w3k:/5’k/0 ((r)*rF2dr + o(1).

En effet, en utilisant (2.1.2), (2.3.15) et le fait que ¢ = O sur {z, |z — a| > R},
on écrit

| ) Vo) de = 5t s [ () ar
) 2o () | O] keay
—Hugﬁk/o [ €+ r? (e+12)2 * (e +72)3 T

+O(e%).
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Le fait que ¢ = 1 sur {z,|z —a| < £},¢'(0) = 0 et ¢(R) = 0, on trouve

T RGP e
—2/0 Wdr_(kJr?))/o q 4/0 dr.

(e +12)2 (e+1r2)3

Et par conséquent

% )2yt
/Qp(x) |Vua75(x)|2d:p = p062 ! + w3Po i (gb V2dr 4 wsfB,, / ; + o dr
R 2, k+4 R 2, k+2
_3(*}3619 \/0 %dr + (k? + 3)&)36k/0 %dr
—i—O(e%).

Appliquant le théoréme de la convergence dominée, on obtient le résultat.
Combinant (2.3.18), (2.3.16) et (2.3.17) , on obtient

Qulin) = mS-+in | [ o+ (@)

1

wasi [ (ot = [ o] £+ o

donc
Q)\(Ua’e) = p05+0< ) (2319)
w3 fo 2d7’ [fo Po + Bkrk)(¢’(r))2dr + kB, f0R<¢(7"))27"k_2d7" _ )\] e%
Kz Jo (6(r))2dr
POSOHS D(k, ¢) —_ fOR(pO“FﬁkT‘k)((f’ (}))zdr-‘rk:i;fo (¢(T’))27'k72dr et 7(/{) _ lIf—llfD(k, ¢)

avec H définie par

H:{ p€CP(Q), 0< ¢ <1,¢=1sur{z, |z —a|l <Z} et }
¢ = Osur{z,|r —a| > R}

Ce qui compléte la démonstration. m

Lemme 2.3.3 Supposons 0 < k < 2. Alors il existe une constante ka , telle
que B, = B, min [(diamQ)*~2 1] telle que

A2
Sx(p) = poS  pour tout X €] — oo, ﬂkNT] (2.3.20)

et Sx(p) n'est pas atteint pour tout A €] — 0o, E;NTQ[
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Démonstration : On sait d’aprés (2.3.14), que

IMES

Sx(p) < Qa(tta) < poS + Are? + o(e?),

donc
Sx(p) < poS.

D’autre part, d’aprés la proposition 2.2.1 et théoréme 2.1.2, on a pour 0 <
k < 2, et pour tout A < £, (¥E=2)2(diam)*~2, le probleme (2.1.1) n’admet
pas de solution. Donc on exclut le cas Sy(p) < poS, sinon on obtient une
contradiction avec le lemme 2.3.1.

On conclut que pour 0 < k£ <2, on a

Sx(p) = poS pour tout A < gﬁk(W)Q(dme)k_Q. (2.3.21)
Maintenant, on considére p définie par
plz) = p(z) Vo € Q\B(a,r),
p(x) = po+ By |z — af? Va € B(a, §), (2.3.22)
p(a) > 7() Vo € Bla,r)\B(a, )

avec r < 1 une constante positive.
Puisque 0 < k < 2, on a |z —al* > |z —al® pour tout = € B(a,r) et

p(z) > p(z) dans Q.
Soit u € Hy(R2) avec [|ul, = 1, alors

[ @ Vu@P e =2 [ @l s = [ ) [Vu@P e =2 [ juo) i
donc

| @) 9u@ de=n [ ju@)de = [ o)) [Vu) da

) /Q u(z) 2 da + % /Q (B(x) — po) [Vu()[? da. (2.3.23)

On pose p = po + L(B(x) — po)-
D’aprés (2.1.3), on déduit que

p(z) —po > By |z —al* pp dans Q. (2.3.24)
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Utilisant (2.3.22)et (2.3.24), on obtient p(x) — py > Z?vk |z —al)’p.p dans Q,
avec (3, = (3, min [(diam$)"~2,1].

On applique le lemme 1.2.8, on trouve

/Q(ﬁ(x) — po) |Vu(z)|? do > B;NT /Q |u(z)|? de.

L’inégalité (2.3.23), devient pour tout u € Hg(Q), |lull, = 1

/Qp(x)|Vu(:z:)|2da:—)\/ﬂ|u(x)|2dxZ /Q;%(x)|vu(x)yzdx—(A—E;N§)/ﬂ|u(x)|2dx.

Donc, on trouve

5002 it || [Fo) IVl o - 0= 550 [ uwPas

llullg=1

D’autre part A — B;N; < %E,;NTQ car A < E;NT2, donc par (2.3.21), on conclut

it | [ 50 Duto) do - 0= 550) [ uto)fde] = s,

[[ullg=1
d’ot, on a (2.3.20).

Maintenant, supposons que 'infimum dans (2.3.20) est atteint par ug. Soit §
tel que Bk— >0 > A. On obtient

pr ) [Vuo(z)|? dx — 6 [ luo(z o) da

lull;

fgp ) V()| dr — X [ [uo(w o)|* dx

lull

Ss(p)

et donc Ss(p) < Si(p) = poS, ce qui est absurde car Ss(p) = poS pour
§<BE m

Lemme 2.3.4 ] existe \* G]E;NTQ, AV tel que pour tout A € [A*, X[ on a

Sx(p) < poS.
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Démonstration : La preuve est basée sur les propriétés de la fonction
A+ Siy(p)- On a Syav(p) = 0. En effet, soit ¢; la fonction propre de

— div(pV.) associée a la valeur propre X\\'Y, on a

G < fgp(x) |Vg01(x)|2 dx — Xlﬁv fQ ‘901(33”2 dx
AV =

=0.
2
(Jolei(2)|*dz) 2

Or, A — S\(p) est continue et SB; ~2(p) = poS. Alors en applique le
4 — .

théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe A* €] BkNT2, A tel que 0 <

Sx+(p) < poS. Mais la fonction A — Sy(p) est décroissante, donc pour tout

Ae M AN ona Sy(p) < poS. =

2.3.5 Preuve du théoréme 2.1.1

Concernant la preuve de 1),2),3) et 4) soit u € HJ () obtenue par le lemme
(2.3.1), tel que

Jull,=1 et /Qp(a:) \Vu(z)|]? dz — )\/ﬂ lu(z)|? dz = Si(p).

On peut supposer que u > 0. Puisque u est un minimum de (2.3.2), il existe
p € R (d’apreés le théoréeme des multiplicateurs de Lagrange) tel que

—div(pVu) — Au = put™t  sur Q.

En fait 1 = S\(p), et Sx(p) > 0 car A < A\{™. 1l résulte que ~yu satisfait

(2.1.1) pour vy = (S,\(p))q%, on note que u > 0 dans €2 d’aprés le principe du
maximum fort.

Démontrons le point 5) du théoréme 2.1.1. D’aprés (2.3.14) et comme
A<O0Oona

poS S S,\(p) S QA(ua,e) S pOS + 0<1)

D’ou S\(p) = poS et l'infimum n’est pas atteint. En effet on suppose que
S\(p) est atteint pour u € H}(Q), donc

S\() :/Qp(x)|Vu(x)]2dx—)\/Q|u(:c)|2dx, avec [lul], = 1.

Utilisant le fait que S n’est pas atteint et A < 0, on déduit

poS < po/ |Vu(:v)|2 dx < Sy(p) = poS,
Q
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alors on obtient une contradiction.

Finalement on prouve le point 6) du théoréme 2.1.1. Soit ¢, la fonction
propre de —div(pV.) associée a la valeur propre Xli” avec ; > 0 sur €.
Supposons que u est une solution de (2.1.1). On a

- / div(p(@) Vu(@))g, (2)de = A / u(2)o (2)dz
Q Q
= [ w @+ [ u@g@d,
donc

)\?iv/ﬂu(x)gol(x)da: > )\/Qu(x)gpl(x)dm

alors
A >\

Ce qui compléte la démonstration du théoréme .

2.4 Reésultats de non existence

Preuve de théoréme 2.1.2.

La démonstration de théoréme 2.1.2 est basée sur l'identité de Pohozaev.
Supposons par absurde que u est une solution de (2.1.1). On multiplie (2.1.1)
par Vu(x) - (x — a), puis on intégre sur 2, on obtient

/Q WIVu(z) - (& — a)dz = —¥ /Q (@) |Pdr,  (2.4.1)

)\/QuVu(:c) (x —a)dr = —g)\/ﬂ |u(z)|? dz, (2.4.2)
et

/Q— div(p(x)Vu(z))Vu(z) - (r — a)dx = N2 / p(x) |u(z) ] de (2.4.3)

2 Jo
/ Vp(x) - (x—a) |[Vu(x)|] dz
Q

2

1

2

1
dx

-5 | poda-a)v|2
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ol v est la normale extérieure & 0f2.
Combinant (2.4.1), (2.4.2), et (2.4.3), on trouve

-5 [ b @) o=, [ o)) [Vu(o) da

(2.4.4)

dx———/|u |qd:v——)\/|u )|? da.

—2
2

—%/mp@:)(x—a)-u

D’autre part, on multiplie (2.1.1) par
obtient

N-2

T/p(x)|Vu(x)|2dx— /|u |qu+—/\/|u V2 dar
Q

(2.4.5)

ou

ov

“~=u et on integre par partie, on

Combinant (2.4.4) et (2.4.5), on obtient

2

dz = 0.

)\/Q]u(m)\de—%/QVp(:c)-(x—a)]Vu(x)|2da:—%/mp(x)(m—a)-y gz

Et comme 2 est étoilé par rapport au point a, alors (x — a) - v > 0 sur 052,
et

1
)\/ u(z)|* de — 5/ Vp(z) - (z — a) |Vu(z)|* dz > 0.
Q Q
Il résulte que
1 [, Vp(x)- (z—a) \Vu(z)|? dz

A>—
2 Jo lu(z o)) dx

D’ou la contradiction.



Chapitre 3

Probléme elliptique
semilinéaire avec nonlinéarité
critique a coefficients poids

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’existence des solutions du probléme suiv-

ant
—Au = \f(x)|ul" P u+ g(z) [ul* Pu dans Q,

u >0 dans €, (E))

u=0 sur €,

ot A>0, 1<¢g<22 =25 0€eQcRY(N > 3), avec Q un domaine

borné de bord 0 régulier, et f, g sont des fonctions continues sur €.

On suppose que f et g vérifient les hypothéses suivantes :

(hy) f,g€C(Q), f>0,f#0et g>0.

(hy) Tl existe k points a', a?, ..., a* dans €, tels que

og(a’) = max,eq g(z) =1 pour 1 <i < k.
e pour 0 > N, g(z) — g(a’) = O(|z — a'|”) quand * — o' uniformément
en .

(h3) Choisissons p, > 0 tel que
oB, (¢’)N B, (a/) =0 pouri#jetl<ij<k, etU B, (a")CQ, on
By () = {x € R, | —a| < po}

30
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e Il existe une constante positive dy telle que f(z) > dy > 0 pour tout
x € B (a')

On note par

Ja \Vu(z)|? do
n . >
weBEQ\O} ([, |u()|? dr)2

I

la meilleure constante de Sobolev pour I'injection H{(2) — L?(9).
On pose

2 —2 q—2*
&g TS

Les principaux résultats sont

2—q
2* —q

A= )zt ERECAs I} (3.1.1)

Théoréme 3.1.1 Si A\ € (0,A), alors il existe au moins une solutions uy du
probléeme (E))

Théoréme 3.1.2 Sous les hypothéses (h1) — (hs), et w5 < q <2 et N > 4,
il existe une constante positive A* € (0, ), telle que pour tout A € (0, A*), le
probléeme (E)) admet (k + 1) solutions.

3.2 Quelques résultats préliminaires

Pour u € H}(), on définit la fonctionnelle d’énergie J associée au probléeme
(E\) par

1 A 1 .
B = / Vo - / @) lul'de = 5 [ gt ul” .

J est de classe C* sur H}(Q2). Les solutions de (E)) sont des points critiques
de la fonctionnelle d’énergie J,.

On sait que la fonctionnelle d’énergie J, n’est pas bornée inférieurement sur
H} (), par contre elle I'est sur la variété de Nehari définie par

My = {u € Hy(@\{0};  (Ji(u),u) =0}, (3.2.1)

ou

(\(u),u) = ||VU||§—A/Qf($) IUquI—/ﬂg(ﬂf) [ul* da. (3.2.2)
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Nous avons les résultats suivants.

Lemme 3.2.1 la fonctionnelle d’énergie Jy est coercive et bornée inférieure-
ment sur M.

Démonstration : Pour u € M,, par (3.2.2), I'inégalité de Holder (p; =
23—; et pp = %), et I'injection de Sobolev, on trouve

2 2 2 _q
) = 25 IVl =25 [ )l (323)
> L val2 - AT 10 5 [ Vuld Il . (3:24)
- N 2 2*q 2 [e'e)

D’ou, Jy est coercive et bornée inférieurement sur M,. m

On définit
Uy (u) = (Jy(u),u).

Alors pour u € M,,on trouve

(U (u), u) = 2| Va5 — Aq/ﬂf(ﬂf) IUquﬂf—T/Qg(fC) Jul*" dz

—(2-q) |[Vul2- @ - q) / o(x) [ul? de (3.2.5)

A =q) [ f@) e = (2 =2 [Vul}. (320
On décompose M, en sous ensembles suivants :
My = {ue My (V\(u),u) >0};

My = {u€ My (¥)(u),u)=0};

My = {ue My (¥\(u),u) <0}.

En utilisant 1'égalité (3.2.6), on trouve que [, f(x) |u|? dz > 0 pour u € M} .
Donc, on a les résultats suivants :
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Lemme 3.2.2 Si 0 < X\ < A, alors M) = 0.

Démonstration : On suppose par absurde qu’il existe Ao € (0, A) tel que
My # @. Alors pour u € MJ , d’aprés (3.2.5) et (3.2.6), on a

— / f(x) |u]* dz.

Utilisant (hs), 'inégalité de Holder et I'injection de Sobolev, on trouve

IVally = 5= [ oo lul* do =5

2—q 2 1
|Vul|, > (2* — qS 7))
et o
_q 2% _ q
< (A 0 a - q)
IVull, < (os—a 1905 574 7],0)
Donc 5 0 o
—q — =2 N_N_,q
Ao > S Q2% S2 4‘1+2:A,
02 ) ) @

d’ou la contradiction. m

Pour u € H}(2)\ {0}, soit

(2 - q) ||Vl e
(2 — q) [ g(x) [u[* do

tmax = Zfmax(u) = > 0.

Lemme 3.2.3 Soit u € Hy(Q2)\ {0},
(i) si [o f(z)|u|"de =0, alors il existe une unique constante positive t~
t ( ) > tmax telle que t~u € My et Jy(t7u) = supysq Jr(tu);
(i) si [, f(x)|u|*de > 0, alors pour 0 < X\ < A il existe des constantes
uniques 0 < tJr =tT(u), 0 < t7 =t (u) avec t+ < tpax < t~ telles que
ttu € My, t7u e My, et
o) — s ) —
In(tTu) = Ostlgtfmax Jx(tu), JIn(t"u) = t;&a Jx(tu).
pour 0 < A < A, du lemme (3.2.2), on déduit que M, = M," U M, .
Soient
ay = inf Jy(u); ay = inf Jy(u); a, = inf Jy(u).

ueMy ueM;" u€M;,

Lemme 3.2.4 (i) si A € (0,A), alors ay < of < 0;
(it) si A € (0,2A), alors ay > dy > 0 pour une certaine constante dy =

dO(N7Q7 S7 |Q| 7)‘7 |f|oo)
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Démonstration : (i) Soit u € My, d’aprés (3.2.5), on trouve

(2—1q) ull? 2l de
G vl > [ gta)ul” de

Alors

B = (-

2—q 2
= _q—N ||VU||2 < 0.

Par la définition de ay, et o, on déduit que oy < o < 0.

(1) Soit w € M, , d’aprés (3.2.5) et l'injection de Sobolev, on trouve

(2—4q) - _ .
o IVull; < [ g(@) |uf* de < 57= [|Vull; .
( q) Q
Ceci implique
2—q. 1 N _
|Vul|, > (2* — q)(2*—2>54 pour tout v € M, . (3.2.7)

En utilisant (3.2.4) et (3.2.7), on obtient

R > (Valg |~ vul = a0 o) = s g
2— q o |1 ,2— q ., (2-a _(2-gN Q¥ q *—g 4
-2 517 | — 281 — )\ Q= S .
=7 o) (Sl s

D’ot, si A € (0,2A), alors
pour tout u € M, Jy(u) > do(N,q,S, QA | fl)

3.3 Existence de solution de moindre énergie

Proposition 3.3.1 (i) pour A € (0,A), il existe une suite de (PS)a, (un) C
My pour Jy;

(it) pour A € (0,2A), on a oy > 0 (lemme 3.2.4) et il eviste une suite de
(PS)r (un) C My pour J.
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3.3.2 Preuve du théoréme 3.1.1

D’aprés la proposition 3.3.1 (i), il existe une suite minimisante (u,) C M)
pour J, telle que Jy(u,) = ay + 0,(1) et Ji(u,) = 0,(1) dans H1(Q).
Puisque Jy, est coercive sur M), alors (u,) est bornée dans Hj(€2). Donc il
existe une sous-suite (u,) et uy € HJ(Q2) tels que

u, — uy dans Hy(Q),
u, —— uy p.p dans €,

u, — uy dans L°(Q2) pour tout 1 < s < 2.
Il est facile de vérifier que J3(uy) = 0 dans H(Q).
De plus uy > 0, en effet, d’aprés (3.2.3), on trouve

q(2" —2) 2'q 2%q
) Jun|?de = Vu, In(uy,) > — J(u,) Vn eN.
3 [ @)l de = S V= ) > 5 )

Faisant tendre n — oo, on déduit que

ASl |uA||q>A/f I —

O./>\>O

Donc, uy # 0, et par suite uy € M,.

On va montrer que u,, — uy, fortement dans H} () et Jy(uy) = «, : Puisque
uy € M), d’aprés (3.2.3), on a

1 2% —
o £ ) = IVl =25 [ @)l ds
Q

1 2% —
< liminf N||Vun||§—/\(qu)/ﬂf($) |un|qdw}

< liminfJy(u,) = a,.

1l résulte que Jy(uy) = ay et lim, o [|[Viun |3 = || Vuy|/ . Donc
2 2 2
IV (= ur)l; = [Vunll; = [Vuallzy +0a(1) = 0a(1),

d’on, u,, — u, fortement dans Hj(12).
Donc puisque uy est non négative ( Jy(uy) = Ji(|uyl)), et uy # 0, on conclut
d’aprés le principe du maximum fort que uy > 0.

Remarque 3.3.3 uy € M, et Jy(uy) = ay = af.
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Démonstration : On suppose par 'absurde que uy € M, (MY = () pour
A € (0,A)). Puisque A [, f(z) [ux|* dz > 0, d’aprés le lemme (3.2.3), il existe
deux constantes positives 7 < tmax < tg = 1 tels que tguy € My, touy €
M, et

JA(tE)’—U)\) < J)\<tau>\> = J)\(U)\) = Qy,

d’ott la contradiction. Donc, uy € My et Jy(uy) =ay=af. =m

3.4 Existence des solutions multiples

Premiérement, on va montrer que .J, vérifie la condition (PS)s dans Hg(9)

pour 3 € (—o0, %S 7 - C’O/\Tzq), ou () est définie dans le lemme suivant

Lemme 3.4.1 Si (u,) est une suite de (PS)s dans H}(Q) pour J\ avec
u, — u dans H} (), alors Jy(u) = 0 dans H*(Q) et il existe une constante

Co = Co(N,q,5,1Q,|f|.) > 0 tel que Jy(u) > oS3

Démonstration : Puisque (u,,) est une suite de (PS)s dans H(2) pour J,
avec u, — u dans H} (), il est facile de vérifier que J}(u) = 0 dans H1(12).
Alors on a (J4(u),u) = 0, donc ||Vull; — A [, f(z) [u|*dz = [, g() |u|* da.
D’aprés (3.2.4) et I'inégalité de Young (p; = % et po = ﬁ)

2*—q 2*:11
)"
q

1 _a
Ia(w) = S [Vull; = A( ST IVull3 1 £l

1 1 2 2
> IVl - 5 19ul - GoA75 = ~CoA?S,

ou Cy = Co(N, q, S7 |Q| s |f|oo) >0. m

Lemme 3.4.2 Jy satisfait la condition (PS)s dans H} () pour 3 € (—oo0, %S%—
C’O)\ﬁ), ou Cy est définie dans le lemme 3.4.1.
Démonstration :  Soit (u,,) une suite de (PS)s dans Hg(2) pour J, telle
que Jy(u,) = S+ 0,(1) et J5(u,) = 0,(1) dans H~(Q). Alors
0,(1) [|Vu, 1
18| 4+ 0,(1) + w > Ia(un) — 9% <J§\(un)7un>
2 9 , 2 g
= S IVl A [ @l ds
1 2 2% — q 2*:‘1 _q
> 5 19wl - XD 9 57 Vgl
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Il résulte que (u,) est bornée dans H} (). D’on, il existe une sous suite (u,)
et u € Hi() tels que

u, — udans Hj(Q),
u, — u p.p dans (),
u, — wudans L*(§2) pour tout 1 < s < 2"

Alors on trouve :
)\/ f(x) |up|* dz = )\/ f(x) |ul” dx + 0,(1); (3.4.1)
0 Q
le fait que u, — u dans Hj (), on en déduit que

19 (s — )12 = [V 2~ [9ll? + 0, (1); (3.4.2)

Par un argument similaire a celui du lemme de Brézis-Lieb [5], on a

/ 9(z) [up — ul* doe = / g(2) [un)* dz — / g(x) }u2| dx + 0,(1). (3.4.3)
Q Q Q

D’aprés le lemme 3.4.1, J;(u) = 0 dans H (). Puisque J)(u,) = 8+ 0,(1)
et Ji(u,) = 0,(1) dans H1(Q), d’aprés (3.4.1) — (3.4.3), on déduit que

1

1 2
S 9 =Wl - 5

/ 9(2) |ty — u|* dz = B — Jy(u) + 0,(1), (3.4.4)
Q

IVt — )| — / 9(2) Jun — uf? dz = 0,(1),
Maintenant on suppose que

IV (up —u)||3 — 1 et / 9(2) |up —u|* de — 1 quand n — oo.
Q

(3.4.5)
D’aprés la définition de S, on a

IV (= w)lly = S [lun — ullZer -

Alors 1 > SI°72 . Sil £ 0(1> S7), daprés le lemme 3.4.1, (3.4.4) et (3.4.5),
on a L1 .
N 2
f= (5 - 5)5 + () = NSE — CoA?,

d’ou la contradiction. Alors, [ = 0, et u, — u dans Hj($2). =
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Soit la fonction extrémale pour I'inégalité de Sobolev donnée par

[N(N —2)]
[1 + |x|2]T

N—-2
4
-2

Ulz) = (3.4.6)

et vérifie |VU|3 = ||U g = S%. pour chaque 1 < i < k, soit 7, € C3°()
telle que 0 < n, <1, |Vn,| < C, et

ni(x) =1 pour |z —a'| <2,

n(x) =0  pour [z —a’| > p,.

Et

uz(I) = 6¥U¢<I)U(lﬂ — ) = C’leTm(x)N 7 (3.4.7)

[62 + |z — aiﬂ T

N

avec C1 = [N(N — 2)]7_2 et e > 0.

On suppose que ﬁ <qg<2et N >4

Lemme 3.4.3 1[I existe 7 > 0 et Ag € (0, 2A) tels que si A € (0,A), alors

. 1
sup Jy(tul) < — 87 — C’O)\% uniformément en i,
>0 N

avec Cy > 0 obtenue dans le lemme 3.4.1 et € = AT en particulier, 0 < o, <
%S% — C’o)\ﬁ pour tout A € (0, Ap).

Démonstration : Pour ¢ — 0, les fonctions u' vérifient les estimations
suivantes - -
[ 2¢ [ vy T O(e"),
et
[Vui]l; = IVU 72 + OV 2). (3.4.8)

Pour € < 2,

ety = [ [e%U(f” - “Z)rdx O (349)

Bpg (a*) €
(N —2)q

> e +O(N?), avec = N — 5
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Considérons la fonctionnelle Jy définie sur H} () par :
olw) = IVully = 57 | gl@) ful™ do.

Etape I. Montrons que supyg Jo(tul) < %S% + O(eN72).
D’aprés (hg), on trouve que pour € — 0

(s z*dx)f*:‘

En utilisant (3.4.8) et (3.4.10), on obtient

2
2 HU“;*(RN) + O(EN)- (3.4.10)

Q
U

4
U

HVquiz B HVUHiﬁ(RN) +0("7?) (3.4.11)
(Jo (@) |uif* da)> U172 vy + O(eM)
= S+0(N?).
Puisque
a,, b o 1, a .~
rgaox(? by ) = N(b_l) 2 pour tout a >0 et b >0,

d’aprés (3.4.11), on déduit que

i 1 HVU@H; N 1~ N—2
Sgg Jo(tuy) = N((fg o(2) |u’€|2 dx)zl) 2 < NS2 +O0(e"77)
Etape II. Choisissons 0 < A; < ZA tel que
%SIZV — CpA77 > 0 pour tout A € (0,A4). (3.4.12)
D’aprés (hy), on trouve
Nt < Sl vizo (3.4.13)
2

Puisque J, est continue sur H}(Q), J,(0) = 0, et {u’} est uniformément
borné dans Hg(€2) pour 0 < € < min {1, 2} (voir (3.4.8)), d’aprés (3.4.12) et
(3.4.13), il existe tg > 0 (indépendant de €) tel que pour tout A € (0,A;) et
0<e<min{l,%2}

. 1 2
sup Jy(tuy) < =S 2 — CoA4  uniformément en i.
0<t<to N
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Appliquant les résultats de 'étape I, (hs3) et (3.4.9), on a pour ﬁ <qg<?2
et N >4,
i iyt i
sup Jy(tul) = sup [Jo(tul) — =X [ f(z)|u]"d
to<t to<t q Q
< iS% +O(N7?) - ﬁ)\d / |ul|* da
S N g% ¢

1 .~ e
< 557+ O(eN72) — go)\e"doC(N, o),

d’oﬁ@=N—%>0. Soit@<T<N—2—9.A101"ST+6’<N—2
27

et T+0< g

Fixons €y > 0 tel que €p < min {1, 2}, €] < A; et

td -
O(N=2) — LeHdyC(N, py) < —Coe s pour tout e € (0, o).
q

On pose Ay = €. pour tout A € (0,Ay), soit € = A7 > 0. Alors pour tout
A€ (0,A)

- 1
sup Jy(tuy) < =S T C’O/\Z’%‘I uniformément en .
0<t N
De plus, puisque [, f(z)|uf|"dz > 0, d’aprés le lemme (3.2.3)(i7), il existe
(t) ™ = (1)~ (u’) > 0 tel que (t!)"ul € My et
) . . 1 2

0 < a, <Jh((t) ur) <supJy(tu;) < NS%—C’O)\E pour tout A € (0, A).

0<t

[ |
On sait que

B, (a')N B, (a/) =0 pouri#jetl<i,j<Kk,

et UL B, (a?) C Q, 0t py > 0 et g(a') = gmax. on définit K = {a’; 1 <14 < k}
et Ko = UleB%o(ai). on suppose U, B, (a’) C B,,(0) pour rq > 0. Soit
Q : H}(Q) — RY définie par

_ Jox(@) [l da

Jo lu > da
roT

ot x : RY — RY x(x) = z pour |z| < 79 et x(x) = 1of pour |z| > 7.

Q(u)

Y

d’aprés le lemme (3.2.3)(i7), on a (t!)"ul € M . Alors, on obtient le résultat
suivant
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Lemme 3.4.4 Q((t\)"u!) — a' quand ¢ — 0. En particulier, il existe
0 <€ < e tel que sie <€, alors Q((t)) ui) € Ken pour tout 1 <i < k.

Démonstration : Pour chaque 1 <7 <k, on a
2N o—ai
Jox(@) |72 n,(x)U(* )

Jo e n@u =)

fﬂxex—i—a)nz(ex—l—a)w( e
Jomi(ex +a?) |U(x)|* do

— a' quand € — 0,

*

dx

Q(te)u) =
da:

il existe 0 < €Y tel que
Q((t)~ul) € Ke  pour tout € < " et pour tout 1 < i < k.

[ |
On définit, pour chaque 1 <7 < k :

Og = {ueM;; \Q(U)—@%|<Po}7
00y = {ue My; |Q(u)—d|=py},

B = ulen0f7 Ja(u) et pL= uég& Ix(u). (3.4.14)

On se propose de montrer que 3} est une valeur critique d’une suite de
(PS). Pour cela on a besoin des lemmes suivants.

Remarque 3.4.5 Soit I la fonctionnelle d’énergie associée au probléme suiv-
ant

—Au=u*"1  dansQ,
u>0 dans,
u=0 surdf2.

Elle est définie sur H} () par

I(w) = /|Vu| dr— - /|u|

et v(2) = infuen() I(u), et ag = infyen, Jo(u)

M(Q) = {u e Hy(Q\{0};  (I'(u),u) =0},
et

My = {ue HYQ\{0}:  (Jo(u),u) =0}



42

Lemme 3.4.6 Soit (u,) une suite de (PS)s dans Hy(Q) pour I. Alors il

existe une sous-suite {u,}, | € N*, deuz suites (2%)°, dans Q, €, > 0,

fonctions u € HE (), et w' # 0 dans HL(Q) pour tout 1 < i <[ tels que

1 .
—dist(z,,0Q) — oo quand n — oo;

€n

2+-2
—Au = |u|" "u  dans Q;
—Auw' = |w’| w' dans RY:
N-—2

i

I
1\ 2 [r—
Uy = U+ Z (67) w' (x eix") +0,(1)  dans HJ(RY);
=1 n

n

l

I(up) = I(w)+ > ILe(w') +0,(1),

i=1
ot oo (w?) = %fRN \Vwi|2da: — 2i Jan |wi]2* dz.

Utilisons ce lemme pour montrer le lemme (3.4.7). On sait que la con-
stante de Sobolev S est independante du domaine gt n’est jamais atteinte
lorsque Q # RY. De plus, on a y(Q) = y(RY) = +.5=.

Lemme 3.4.7 Il existe g > 0 tel que si u € My et Jo(u) < g + 0 =
V() + do, alors Q(u) € K.

Démonstration : Raisonons par 1’absurde, on suppose qu’il existe une
suite (u,) dans My telle que Jo(u,) = @y + 0n(1) quand n — oo et
Qu) ¢ K ro Vn € N. Premierement,on va montrer que ag = ~(R2). Puisque
g(x) < maxgeq g(x) = 1, alors y(2) < ap. D’aprés I'étape I du lemme (3.4.3),
SUpPysg Jo(tul) < 4(Q) + O(eV=2) uniformément en i. De maniére similaire &
celle du lemme (3.2.3), il existe une suite (#) C R* telle que t'ul € M, et

ag < Jo(teup) = sup Jo(tug) < v(Q) +O0(eM7?).
t>

Pour € — 0, on trouve ag < (12). Puis, il existe une suite (s,) C R’ telle
que spu, € M(Q) et

V(Q) I(Snun) < JO(Snun)

<
< sup Jo(sun) = Jo(un) = ao(= () + 0n(1).

s>0

Alors s, = 1+ 0,(1) et I(s,u,) = ¥(Q) + 0,(1). Toute suite minimisante
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dans M(Q) de () est une suite de (PS).q) dans Hg(Q) pour I. Appli-
quant le lemme (3.4.6), on déduit qu'il existe €, > 0, et (u,) C Q tels que
édist(mn, 0Q2) — oo quand n — oo et

Sutin(2) = (e) T U ("”” - ) +ou(l)  dans HI(RY),

€n

Il résulte que (e)¥ U (£) est solution du probléme

—Aw = w¥ ! dansRY;
w > 0 dansRY;
w € Hy(RY).

Puisque 2 est borné et (u,) C €, alors ¢, — 0. Supposons que z,, —
o € Q quand n — oo. On affirme que z¢y € K. D’aprés le théoréeme de la
convergence dominée, on a

N
2

S22 = /Qg(x)|un| dx + 0,(1)

= [ | (D) e ()

N
2

= g(z)S2, donc, zy € K.

2%

dz + 0,(1)

Soit Q,, = {x; €,x + z,, € Q}. Puisque e, — 0, z,, —> 19 € Q, et Eidist(xn, o) —
oo quand n — oo, alors ,, — RY quand n — oo. Par le théoréme de
la convergence dominée, on a

Qu,) = fQX(I)‘U<%2)‘2 .

I (52)
oy x(en + ) |U ()% da
fQ ’U (x>’2* dx

dx

—>x0€K%o quand n — o0,

d’ou la contradiction. m

Lemme 3.4.8 [l existe A* € (0,Ao) tel que st A € (0,A*) et u € M, avec
Ja(u) < %S% + % (5, obtenue dans le lemme 3.4.7 ), alors Q(u) € Koo
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Démonstration : De maniére similaire que celle dévelopée dans le lemme
(3.2.3),0n obtient 'existence d’une unique constante

1
2 F 3
-
fRN |u]

telle que s“u € My. On va montrer que s* < ¢ pour ¢ > 0 (independant de u
et A € (0,Ag) ). Premiérement, d’aprés (3.2.7), si u € M, , alors

2 g\ T2
|Vul3 > (2* d ) ST = ¢ (independant de u et \).
-9

Pour A € (0, Ag), puisque J est coercive sur My et Jy(u) < %S% + %0, alors
d’aprés (3.2.4), on a ||Vul|3 < ¢, (independant de u et A € (0,A) ). Puis,
on affirme que ||ul2. > ¢z > 0 oil ¢5 = (independant de u et \). Si
ue M, daprés (3.2.5), on a

2—q
2 _¢€1

2 g _ Jun o) 0l da
2 —q Vul} T e

Dong, s* < ¢ pour ¢ > 0 (indépendant de u et A € (0, Ag) ). Maintenant, on
trouve

1 o
—S7 420 Ja(u) = sup Jy(tu) > Jy(s"u)
N 2 t>0

1, . 1 e A .
= sl = 5 [ g@ sl de =2 [ o) |5,
Q 4 Jo

Vv

On en déduit que

1
Jo(s'u) < NS +— /f ) |s*ul? dx
1~ 5 » .
< §5° +—° |f\ 574100 ||V (5"
1 (5 )\ q 2" —q
< NS%+§O+gcq(c1)§\f\ooS*5 Q7 , ouA=¢.
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D’o, il existe 0 < €* < min {¢g, €’} tel que A* = (e*)7 et si 0 < A < A*

N3

1
Jo(s"u) < NS + 09, avec s"u € M.

D’apres le lemme (3.4.7), on obtient

_ Jox(@)[s"u(@)* do
fQ ‘Suu(x”z* dx

Q(s"u) € Ke  pour tout 0 <A < A",

or Q(u) € Keo  pour tout 0 <A <A m
Appliquant le lemme précédent, on trouve
1

J
NS% + EO pour tout 0 < A < A", (3.4.15)

B =
D’aprés le lemme (3.4.3), on a
. 1 2
By <a) < NS% — CpA2=a  pour tout 0 < A < A*. (3.4.16)

Lemme 3.4.9 Soit u € O, alors il existe n > 0 et une fonctionnelle dif-
férentiable | : B(0,n) C Hg(Q2) — RT tels que 1(0) = 1, I(v)(u — v) € O}
pour tout v € B(0,n) et

(1'(0), ¢) = ,—)) pour tout ¢ € C(Q), (3.4.17)

ot Vy(u) = (Ji(u),u) .

Lemme 3.4.10 pour tout 1 < i <k, il eviste une suite de (PS)g (uj,) C O}
pour Jy.

Démonstration : pour tout 1 < ¢ < k, d’aprés (3.4.15) et (3.4.16), on
trouve o
By < By V0<e<e. (3.4.18)

Alors .
By= inf Jy(u) VO<e<e.

uGOg\ U@Og\

Soit (u) C Of UOO} une suite minimisante pour 3. Appliquant le Principe
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variationnel d’Ekland, il existe une sous-suite (u},) telle que Jy(u},) = 55 + &
et
Ja(u) < J,\(w)+ﬁ |w—ul| ¥ weOfUdO;. (3.4.19)

En utilisant (3.4.18), on peut supposer que u!, € O} pour n assez grand.
D’aprés le lemme 3.4.9, il existe 7’ > 0 et une fonctionnelle différentiable
i 2 B(0,n}) C H}() — R tels que I/(0) = 1, I (v)(u!, —v) € O V
v € B(0,n¢). Soit v, = ov avec ||[v]| =1 et 0 < o < n’,. Alors v, € B(0,7’)
et wh, = Ii(vo)(ul, — vy) € O}. D'aprés (3.4.19) et par le théoréme des
valeurs intermédiaires, on trouve pour ¢ — 0

i i
e I

v

() = Ia(wg,,)
= (L\(toul, + (1 — to)wl, ,,ul, —w. ) outs € (0,1)

on n o,n

= () u, = w ) +ol[[uy, —wy[|,,) (T €C)

= Ol;(va) <J/I\(u:z)a U> + (1 - ljz(vo)) <J§(U%)au2> + 0(”“% - wza,nHH)

(I (vy) — l;(o) =1 quand o —0) ' .
= oli(ov) (J5(wh),v) + of[[uf, = wi|l,,),

7 1
Up—Wqs pn

I 2 0 quand ¢ — 0. D’on,
S g

[y
||t et

Jwh, —ud ||, (£ + lo(1)])

| (T3 (uh), 0)] <

G
_ i) ~ 1(0) — oeta o)y (2 + (1))
< o i (ov)
o [ (r0) ~ BO) + 0 ol o) (1
= 7|15 (ov) (n * “”)
<

e+ @y (5 + o).

avec 0(1) — 0 quand 0 — 0. Puisque on peut montrer que ||(I%)'(0)| < ¢
pour tout n,i (d’aprés (3.4.17) ), alors J3(u) = 0,(1) dans H*(2) quand
n— o0o. W

Preuve de théoréme 3.1.2. D’aprés le lemme (3.4.10), il existe une
suite de (PS) g (u’) C Of pour Jy pour chaque 1 < i < k. Puisque Jy

satisfait la condition (P.S)s pour § € (—oo, %Sg —CO/\%I), d’apreés (3.4.16),
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J admet au moins k points critiques dans M, pour 0 < A < A* = (¢*)7. 11
résulte que le probléme (F)) posséde k solutions. Et par le théoréme 3.1.1,
le probléme (E)) posséde (k + 1) solutions.
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