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Introduction

L�objet de ce mémoire est d�étudier des problèmes elliptiques faisant inter-
venir l�exposant critique de Sobolev et des fonctions poids.
Dans notre travail, on considère deux types de problèmes :

� Problème elliptique critique dont l�opérateur principal contient une fonction
poids.
� Problème elliptique semilinéaire avec nonlinéarité critique à coe¢ cients
poids.
La caractérisation de ces problèmes est la présence de l�exposant critique de
Sobolev qui provoque la perte de "compacité", et la présence des fonctions
poids dont les graphes a¤ectent l�existence de la solution "ground state" et
la multiplicité des solutions.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le chapitre 1, on rappelle quelques dé�nitions et résultats préliminaires,
Le chapitre 2 est destiné à l�étude d�existence des solutions du modèle suivant
: 8>>>><>>>>:

� div(p(x)ru) = uq�1 + �u dans 
;

u > 0 dans 
;

u = 0 sur @
;

où 
 est un domaine borné régulier de RN ; N � 3; p : 
 �! R est une
fonction strictement positive avec p 2 H1(
) \ C(
); � est un paramètre
réel, et q = 2N

N�2 est l�exposant critique de Sobolev pour l�injection H
1
0 (
) ,!

Lq(
):
Le cas où le poids p est une fonction constante a été étudié par H. Brezis et
L. Nirenberg [6]. La question soulevée dans ce chapitre est la suivante : que
se passe t-il lorsque p est une fonction non constante?. Les résultats obtenus
sont dûs à R. Hadiji et H.Yazidi [12] .
Dans le chapitre 3, on s�intéresse à l�existence des solutions du problème
suivant 8>>>><>>>>:

��u = �f(x) jujq�2 u+ g(x) juj2
��2 u dans 
;

u > 0 dans 
;

u = 0 sur 
;

où � > 0; 1 � q < 2; 2� = 2N
N�2 ; 0 2 
 � R

N(N � 3); 
 un domaine borné
de bord @
 régulier, et f; g sont des fonctions continues sur 
.
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Sous des hypothèses convenables sur f et g, on montre l�existence d�une
solution à moindre énergie ( appelée ground state ) et de k solutions corre-
spondant aux k maximums du poids g: Ces résultats sont dûs à Huei-li Lin
[7] .



Chapitre 1

Résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats utilisés dans ce mé-
moire.

1.1 Espaces de Banach

Soit E un espace de Banach réel.

Dé�nition 1.1.1 Une suite (xn) 2 E converge faiblement vers x si pour tout
f 2 E 0 (le dual topologique de E), f(xn) �! f(x): On note alors xn * x.

Théorème 1.1.2 [4]. Si xn * x, alors kxnk est bornée et

kxk � lim inf
n�!1

kxnk :

Dé�nition 1.1.3 E est ré�exif si I(E) = E, où I : E �! (E 0)0est l�injection
canonique dé�nie comme suit :

pour x 2 E; I(x) : E 0 �! R : y� 7�! y�(x):

Théorème 1.1.4 (Eberlein - Shmulyan)[4]. Un espace de Banach E est
ré�exif si et seulement si toute suite bornée (un) de E contient une sous suite
(un)k convergeant faiblement dans E.

1.2 Espaces de Sobolev

Soit 
 � RN un ouvert.

4
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Dé�nition 1.2.1 L�espace de Sobolev W 1;p(
) est dé�ni par

W 1;p(
) = fu 2 Lp(
) ; 9 g1; g2; :::; gN 2 Lp(
) tels queZ



u
@�

@xi
= �

Z



gi� 8� 2 C1c (
) 8i = 1; 2; :::; N
�

On pose H1(
) := W 1;2(
):
Pour u 2 W 1;p(
); on note

@u

@xi
= gi et ru =

�
@u

@x1
;
@u

@x2
; :::;

@u

@xN

�
:

Théorème 1.2.2 [4]. W 1;p(
); muni de la norme

kukW 1;p =

 
kukpLp +

NX
i=1

 @u@xi
p
Lp

! 1
p

;

est un espace de Banach pour 1 � p � 1.
Il est de plus séparable pour 1 � p <1 et ré�exif pour 1 < p <1:

Théorème 1.2.3 [4]. H1(
) muni du produit scalaire

(u; v)H1 = (u; v)L2 +
NX
i=1

�
@u

@xi
;
@v

@xi

�
L2
;

est un espace de Hilbert séparable.

Dé�nition 1.2.4 On dé�nit H1
0 (
) comme la fermeture de C

1
c (
) dans

H1(
):

Remarque 1.2.5 On a H1(RN) = H1
0 (RN):

Théorème 1.2.6 (Immersions de Sobolev)[4]. Soit 
 un domaine borné
de classe C1, on a

W 1;p(
) ,!

8>>>><>>>>:
Lp

�
(
) où 1

p� =
1
p
� 1

N
si p < N;

Lq(
) 8q 2 [1;1) si p = N;

C(
) si p > N;
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avec injections continues, et

W 1;p(
) ,!

8>>>><>>>>:
Lq(
) 8q 2 [1; p�) si p < N;

Lq(
) 8q 2 [1;1) si p = N;

C(
) si p > N;

avec injections compactes.

Théorème 1.2.7 (Inégalité de Poincaré)[4]. Soit 
 un ouvert borné. Il
existe une constante C telle que

kukL2 � C krukL2 8u 2 H1
0 (
):

De plus, la meilleure constante C pour cette inégalité est 1
�1
(o�u �1 est la

première valeur propre du Laplacien).

Lemme 1.2.8 (Inégalité de Hardy)[2]. Soit t 2 R tel que t+N > 0; on
a pour tout u 2 H1

0 (
)Z



jujt juj2 dx � ( 2

N + t
)2
Z



jx � ruj2 jxjt dx:

La constante ( 2
N+t

)2 est optimale et n�est jamais atteinte.

1.3 Identité de Pohozaev

Lemme 1.3.1 (Identité de Pohozaev)[11]. Soit u une solution du prob-
lème 8>>>><>>>>:

��u = g(u) dans 
;

u > 0 dans 
;

u = 0 sur @
;

où g est une fonction continue sur R et 
 un domaine borné de RN : Alors

2N

Z



G(u)� (N � 2)
Z



g(u)u =

Z
@


(x � �)
����@u@�

����2 ;
où G(u) =

R u
0
g(s)ds et � = �(x) est le vecteur normal extérieur unitaire à

@
 en x:
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Dé�nition 1.3.2 On dit que 
 est étoilé par rapport à un point a si pour
tout x 2 
; f(1� t)a+ tx : t 2 [0; 1]g � 
:

Lemme 1.3.3 (Lemme de Brézis-Lieb)[5]. Soit 
 un ouvert de RN et
(un)n � Lp(
); 1 � p < 1: Si (un)n est bornée dans Lp(
) et un �! u p:p
dans 
; alors

lim
n�!1

(kunkpLp � kun � uk
p
Lp) = kuk

p
Lp :

Théorème 1.3.4 (Principe du maximum fort). Soit 
 un domaine
borné. Si u 2 C2(
) \ C(
) véri�ant ��u � 0 et si u atteint un maximum
positif à l�intérieur de 
; alors u est constante sur 
:

1.4 Multiplicateurs de Lagrange

Dé�nition 1.4.1 Soit E un espace de Banach, F 2 C1(E;R) et un ensemble
de contraintes:

S := fv 2 E;F (v) = 0g :
On suppose que pour tout u 2 S; on a F 0(u) 6= 0: Si J 2 C1(E;R) on dit que
c 2 R est une valeur critique de J sur S s�il existe u 2 S; et � 2 R tels que
J(u) = c et J 0(u) = �F 0(u): Le point u est un point critique de J sur S et le
réel � est appelé multiplicateur de Lagrange pour la valeur critique c (ou le
point critique u).

Proposition 1.4.2 [10]. Sous les hypothèses et les notations de la dé�ni-
tion 1:4:1, on suppose que u0 2 S est tel que J(u0) = infv2S J(v): Alors il
existe � 2 R tel que :

J 0(u0) = �F
0(u0):

1.5 Condition de Palais-Smale

Dé�nition 1.5.1 Soient E un espace de Banach et J : E �! R une fonc-
tion de classe C1; � 2 R; on dit que J véri�e la condition de Palais-Smale
(au niveau � ) (PS)�, si toute suite (un)n de E telle que�

J(un) �! � dans R;
J 0(un) �! 0 dans E 0;

contient une sous suite (unk)k convergente.
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Dé�nition 1.5.2 Soit E un espace topologique. on dit que J : E �! R
est semi continue inférieurement (s:c:i) si 8� 2 R l�ensemble [J � �] :=
fx 2 E; J(x) � �g est fermé.

Lemme 1.5.3 (Principe variationnel d�Ekland)[9]. Soit (E; d) un espace
métrique complet, et F : E �! R [ f+1g s:c:i; bornée inférieurement, et
6= +1: Alors
pour tout �; � > 0; u 2 E tels que

F (u) � inf
E
F + �;

il existe v 2 E tel que

F (v) < F (w) +
�

�
d(v; w) 8w 6= v:

De plus, on a F (v) � F (u); d(u; v) � �:



Chapitre 2

Problème elliptique critique
dont l�opérateur principal
contient une fonction poids

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le problème suivant8>>>><>>>>:
� div(p(x)ru) = uq�1 + �u dans 
;

u > 0 dans 
;

u = 0 sur @
;

(2.1.1)

où 
 est un ouvert borné régulier de RN ; N � 3; p : 
 �! R est une
fonction strictement positive avec p 2 H1(
) \ C(
); � est un paramètre
réel, et q = 2N

N�2 est appelé exposant critique de Sobolev pour l�injection
H1
0 (
) ,! Lq(
):

Dans [6], Brezis et Nirenberg traitent le cas où p est une fonction con-
stante. Ils ont montré l�existence d�au moins une solution de (2:1:1) pour
0 < � < �1 et N � 4: Lorsque N = 3 et 
 une boule, ils ont prouvé
l�existence de solutions pour tout � 2 (�1

4
; �1); où �1 est la première valeur

propre de (��; H1
0 (
)):

Par contre quand � � �1; le problème (2:1:1) n�admet pas de solution.
Lorsque � � 0 et 
 est un domaine étoilé, le problème (2:1:1) n�admet
pas de solution d�aprés l�identité de Pohozaev.

9
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L�objet de ce chapitre est de généraliser les résultats de Brezis et Niren-
berg [6] au cas où le poids p 6= 1: Ce travail a été réalisé par R. Hadiji et
H.Yazidi [12]. On se propose de détailler les résultats de ce travail sous les
hypothèses suivantes:
On considère p0 = min

�
p(x); x 2 


	
et on suppose que p�1(fp0g) \ 
 6= ;:

Soit a 2 p�1(fp0g)\
; on suppose que, dans un voisinage de a; p se comporte
comme suit :

p(x) = p0 + �k jx� aj
k + jx� ajk �(x); (2.1.2)

avec k > 0; �k > 0 et �(x) tend vers 0 quand x tend vers a:
Si 0 < k � 2 on ajoute la condition supplémentaire suivante :

k�k �
rp(x) � (x� a)

jx� ajk
p:p x 2 
: (2.1.3)

Les résultats obtenus sont :

Théorème 2.1.1 On suppose que p 2 H1(
)\C(
) véri�e (2:1:2). Soit �div1
la première valeure propre de l�opérateur � div(p(x)r:) sur 
 avec condition
de Dirichlet homogène. On a
1) Si N � 4 et k > 2; alors pour tout � 2]0; �div1 [ il existe une solution de
(2:1:1):

2) Si N � 4 et k = 2; alors il existe une constante e(N) = (N�2)N(N+2)
4(N�1) �2

telle que pour tout � 2]e(N); �div1 [ il existe une solution de (2:1:1):
3) Si N = 3 et k � 2; alors il existe une constante (k) > 0 telle que pour
tout � 2](k); �div1 [ le problème (2:1:1) admet une solution.
4) Si N � 3 et 0 < k < 2 et p véri�e la condition (2:1:3) alors il existe �� 2
[f�k N2

4
; �div1 [; où f�k = �kmin[(diam(
)k�2; 1]; tel que pour tout � 2]��; �div1 [;

le problème (2:1:1) admet une solution.
5) Si N � 3 et k > 0; alors pour tout � � 0 le problème (2:1:1) n�a pas de
solution minimisante.
6) Si N � 3 et k > 0; alors le problème (2:1:1) n�admet pas de solution pour
tout � � �div1 :

On obtient également grâce à l�identité de Pohozaev, des résultats de non
existence pour le problème (2:1:1) dans le cas où 
 est un domaine étoilé.
Pour p 2 C1(
) ou p 2 H1(
) \ C(
) et rp(x) � (x� a) � 0 p:p x 2 
 :
Posons

�(p) :=
1

2
inf

u2H1
0 (
);u 6=0

R


rp(x) � (x� a) jruj2 dxR



juj2 dx

:

On a �(p) 2 [�1;+1[:
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Théorème 2.1.2 On suppose que �(p) > �1: Le problème (2:1:1) n�admet
pas de solution pour � � �(p) avec 
 un domaine étoilé par rapport à a:

2.2 Préliminaires

� Étude de �(p)

Proposition 2.2.1 1) Si p 2 C1(
) et s�il existe b 2 
 tel que rp(b) � (b�
a) < 0; alors �(p) = �1:
2) Si p 2 H1(
) \ C(
) satisfait (2:1:2) et rp(x) � (x � a) � 0 p:p x 2 
;
on a
2.a) Si k > 2 et p 2 C1(
); alors �(p) = 0 pour tout N � 3:
2.b) Si 0 < k � 2 et p satisfait la condition (2:1:3) alors pour tout N � 3
on a

k

2
�k(

N + k � 2
2

)2(diam
)k�2 � �(p):

Démonstration : On commence par 1). Posons q(x) = rp(x) � (x � a);
pour tout x 2 
. Soit ' 2 C10 (RN) telle que 0 � ' � 1 sur RN ; et8<:

' = 1 si x 2 B(0; r);

' = 0 si x =2 B(0; 2r);

où 0 < r < 1:
On pose 'j(x) = '(j(x� b)) pour j 2 N�: On a

�(p) � 1

2

R


q(x)

��r'j(x)��2 dxR



��'j(x)��2 dx
� 1

2

R
B(b; 2r

j
)
q(x)

��r'j(x)��2 dxR
B(b; 2r

j
)

��'j(x)��2 dx :

Utilisant le changement de variable y = j(x� b); on trouve

�(p) � j2

2

R
B(0;2r)

q(y
j
+ b) jr'(y)j2 dyR

B(0;2r)
j'(y)j2 dy

:

Appliquant le théorème de la convergence dominée, on obtient

�(p) � j2

2

"
q(b)

R
B(0;2r)

jr'(y)j2 dyR
B(0;2r)

j'(y)j2 dy
+ o(1)

#
:
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Faisant tendre j �!1; on obtient le résultat.

Maintenant on montre 2.a). Utilisant (2:1:2) et comme p 2 C1(
); dans un
voisinage V de a; on écrit

p(x) = p0 + �k jx� aj
k + �1(x); (2.2.1)

avec �1 2 C1(
) telle que

lim
x�!a

�1(x)

jx� ajk
= 0: (2.2.2)

D�aprés (2:2:2), on déduit qu�il existe 0 < r < 1; tel que

�1(x) � jx� ajk 8x 2 B(a; 2r): (2.2.3)

Soient ' dé�nie comme precédemment, et 'j(x) = '(j(x� a)) pour j 2 N�;
on a

0 � �(p) � 1

2

R


rp(x) � (x� a)

��r'j(x)��2 dxR



��'j(x)��2 dx :

Utilisant (2:2:1), on a

0 � �(p) � k�k
2

R
B(a; 2r

j
)
jx� ajk

��r'j(x)��2 dxR
B(a; 2r

j
)

��'j(x)��2 dx +
1

2

R
B(a; 2r

j
)
r�1(x) � (x� a)

��r'j(x)��2 dxR
B(a; 2r

j
)

��'j(x)��2 dx :

Utilisant le changement de variable y = j(x� a); et intégrant par parties le
second terme, on obtient

0 � �(p) � k�k
2jk�2

R
B(0;2r)

jyjk jr'(y)j2 dyR
B(0;2r)

j'(y)j2 dy
+
j

2

R
B(0;2r)

�1(
y
j
+ a)r(y jr'(y)j2)dyR

B(0;2r)
j'(y)j2 dx

:

Et d�aprés (2:2:3), on a

0 � �(p) � k�k
2jk�2

R
B(0;2r)

jyjk jr'(y)j2 dyR
B(0;2r)

j'(y)j2 dy
+

1

2jk�1

R
B(0;2r)

jyjkr(y jr'(y)j2)dyR
B(0;2r)

j'(y)j2 dx
:

Donc, pour k > 2 on déduit que �(p) = 0:

Montrons 2.b). Puisque p satisfait (2:1:3), on a pour tout u 2 H1
0n f0g ;R



rp(x) � (x� a) jru(x)j2 dxR



ju(x)j2 dx

� k�k

R


jx� ajk jru(x)j2 dxR



ju(x)j2 dx

:
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En appliquant le lemme (1:2:8) pour 0 < k = 2 + t � 2; on trouveR


rp(x) � (x� a) jru(x)j2 dxR



ju(x)j2 dx

� k�k(
N + k � 2

2
)2(diam
)k�2:

Ce qui est implique que �(p) � k�k(N+k�22
)2(diam
)k�2:

On note par

Ua;�(x) =
1

(�+ jx� aj2)N�22
; x 2 RN ; � > 0;

une fonction extrémale pour l�inégalité de Sobolev.
On pose

ua;�(x) = �(x)Ua;�(x); x 2 RN ; (2.2.4)

où � 2 C1c (
_


) une fonction �xée telle que 0 � � � 1; et � � 1 au voisinage
de a:
D�aprés [6], on a:

krua;�k22 =
K1

�
N�2
2

+O(1); (2.2.5)

kua;�k2q =
K2

�
N�2
2

+O(�); (2.2.6)

et

kua;�k22 =

8<:
K3

�
N�4
2
+O(1) si N � 5

!4
2
jlog �j+O(1) si N = 4

(2.2.7)

où K1 et K2 sont des constantes positives avec K1

K2
= S; !4 est la surface de

S3 et K3 =
R
RN

1
(1+jxj2)N�2dx:

2.3 Existence des solutions

Soit la fonctionnelle Q� dé�nie sur H1
0 (
)n f0g par

Q�(u) =

R


p(x) jru(x)j2 dx� �

R


ju(x)j2 dx

kuk2q
: (2.3.1)

Posons
S�(p) = inf

u2H10(
);u6=0
Q�(u): (2.3.2)
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On remarque que

S�(p) = inf
u2H10(
);kukq=1

Z



p(x) jru(x)j2 dx� �
Z



ju(x)j2 dx:

On pose

S = inf
u2H10(
)
kukq=1

Z



jru(x)j2 dx;

la meilleure constante de Sobolev pour l�injection H1
0 (
) dans L

q(
).
La méthode utilisée pour la preuve du théorème 2:1:1 est la suivante : Pre-
mièrement on montre que S�(p) < p0S; on montre alors que l�in�mum S�(p)
est atteint.
Avant de donner la preuve, on a besoin des propriétées auxiliaires.

Lemme 2.3.1 Si S�(p) < p0S pour � > 0; alors l�in�mum dans (2:3:2) est
atteint.

Démonstration : Soit fujg � H1
0 une suite minimisante pour (2:3:2),

c,à,d:
kujkq = 1; (2.3.3)

etZ



p(x) jruj(x)j2 dx��
Z



juj(x)j2 dx = S�(p)+o(1); quant j �!1:
(2.3.4)

La suite (uj) est bornée dans H1
0 (
): En e¤et, d�aprés (2:3:4), on aZ




p(x) jruj(x)j2 dx = S�(p) + �
Z



juj(x)j2 dx+ o(1):

Utilisant l�injection de Lq(
) dans L2(
); il existe une constante positive C1
telle que Z




p(x) jruj(x)j2 dx � S�(p) + �C1 kujk2q + o(1):

Utilisant le fait que
kujkq = 1;

on obtient Z



p(x) jruj(x)j2 dx � S�(p) + �C1 + o(1):
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Puisque 0 < p0 � p(x) pour tout x 2 
; on déduit queZ



jruj(x)j2 dx �
S�(p) + �C1

p0
+ o(1):

D�où le résultat.
Donc on peut extraire une sous-suite, encore notée fujg, telle que

uj * u faiblement dans H1
0 (
);

uj �! u fortement dans L2(
);

uj �! u p.p dans 
;

avec kukq � 1: Posons vj = uj � u; alors

vj * 0 faiblement dans H1
0 (
);

vj �! 0 fortement dans L2(
);

vj �! 0 p.p dans 
:

Utilisant (2:3:3), la dé�nition de S et le fait que min


p(x) = p0 > 0; on aZ




p(x) jruj(x)j2 dx � p0S:

D�aprés (2:3:4), il résulte que � kuk22 � p0S � S�(p) > 0 et donc u 6= 0:
Utilisant toujours (2:3:4) on obtientZ



p(x) jru(x)j2 dx+
Z



p(x) jrvj(x)j2 dx� �
Z



ju(x)j2 dx = S�(p) + o(1);
(2.3.5)

D�autre part, d�aprés le lemme de Brézis-Lieb on a

ku+ vjkqq = kuk
q
q + kvjk

q
q + o(1);

(puisque vj est bornée Lq et vj �! 0 p:p). Par (2:3:3), on trouve

1 = kukqq + kvjk
q
q + o(1);

donc
1 � kuk2q + kvjk

2
q + o(1);

et

1 � kuk2q +
1

p0S

Z



p(x) jrvj(x)j2 dx+ o(1): (2.3.6)
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On distingue deux cas:
a) S�(p) > 0; correspond à 0 < � < �

div
1 ;

b) S�(p) � 0; correspond à � � �div1 :

Dans le cas a) on conclut d�aprés (2:3:6) que

S�(p) � S�(p) kuk2q +
�
S�(p)

p0S

�Z



p(x) jrvj(x)j2 dx+ o(1): (2.3.7)

Conbinant (2:3:5) et (2:3:7), on obtientZ



p(x) jru(x)j2 dx� �
Z



ju(x)j2 dx+
Z



p(x) jrvj(x)j2 dx

� S�(p) kuk2q +
�
S�(p)

p0S

�Z



p(x) jrvj(x)j2 dx+ o(1):

DoncZ



p(x) jru(x)j2 dx��
Z



ju(x)j2 dx � S�(p) kuk2q+
�
S�(p)

p0S
� 1
� Z




p(x) jrvj(x)j2 dx+o(1):

Puisque S�(p) < p0S, on déduitZ



p(x) jru(x)j2 dx� �
Z



ju(x)j2 dx � S�(p) kuk2q ; (2.3.8)

ceci montre que u est un minimun de S�(p):

Dans le cas b), puisque kuk2q � 1;on a S�(p) � S�(p) kuk
2
q : On obtient (2:3:8)

d�aprés (2:3:5):

Lemme 2.3.2 a) Pour N � 4; on a

S�(p) < p0S pour tout � > 0 et pour k > 2:

b) Pour N = 4 et k = 2; on a

S�(p) < p0S pour tout � > 4�2:

c) Pour N � 5 et k = 2; on a

S�(p) < p0S pour tout � >
(N � 2)N(N + 2)

4(N � 1) �2:

d) Pour N = 3 et k � 2; on a

S�(p) < p0S pour tout � > (k) où (k) est une constante positive.

Démonstration : Nous allons estimer le quotientQ�(u) dé�ni dans (2:3:1),
avec u = ua;�.
On a¢ rme que, pour � �! 0; on a
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�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx �
(2.3.9)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

p0K1 +O(�
N�2
2 ) si N � 4 et N � 2 < k;

p0K1 + Ak�
k
2 + o(�

k
2 ) si N � 4 et N � 2 > k;

p0K1 +
(N�2)2(�N�2+M)!N �

N�2
2 jlog �j

2
+ o(�

N�2
2 jlog �j) si N > 4 et k = N � 2;

p0K1 + 2�2!4� jlog �j+ o(� jlog �j) si N = 4 et k = 2;

avec K1 = (N � 2)2
R
RN

jyj2

(1+jyj2)N dy; Ak = (N � 2)2�k
R
RN

jyjk+2

(1+jyj2)N dy et M
une constante positive.

Véri�cation de (2.3.9)
On aZ



p(x) jrua;�(x)j2 dx =

Z



p(x) jr�(x)j2

(�+ jx� aj2)N�2
dx+ (N � 2)2

Z



p(x)�(x)2 jx� aj2

(�+ jx� aj2)N
dx

� 2(N � 2)
Z



p(x)�(x)r�(x)(x� a)
(�+ jx� aj2)N�1

dx :

Puisque � � 1 au voisinage de a; on suppose que � � 1 sur B(a; l) avec
l > 0 petit. Donc on obtient jr�j2 � 0 sur B(a; l) et r�(x) � (x� a) = 0 sur
B(a; l):
On aZ




p(x) jrua;�(x)j2 dx =
Z

nB(a;l)

p(x) jr�(x)j2

(�+ jx� aj2)N�2
dx (2.3.10)

+(N�2)2
Z



p(x)�(x)2 jx� aj2

(�+ jx� aj2)N
dx�2(N�2)

Z

nB(a;l)

p(x)�(x)r�(x)(x� a)
(�+ jx� aj2)N�1

dx :

Donc, en appliquant le théorème de convergence dominée, (2:3:10) devientZ



p(x) jrua;�(x)j2 dx = (N � 2)2
Z



p(x)�(x)2 jx� aj2

(�+ jx� aj2)N
dx+O(1):
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Utilisant (2:1:2), on a

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = (N � 2)2p0�
N�2
2

Z
B(a;l)

jx� aj2

(�+ jx� aj2)N
dx

+(n� 2)2�k�
N�2
2

Z
B(a;l)

jx� ajk+2

(�+ jx� aj2)N
dx

+(n� 2)2�N�22
Z
B(a;l)

jx� ajk+2 �(x)
(�+ jx� aj2)N

dx

+(n� 2)2�N�22
Z

nB(a;l)

p(x)�(x)2 jx� aj2

(�+ jx� aj2)N
dx

+O(�
N�2
2 ):

On applique le théorème de convergence dominée, on obtient

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = (N � 2)2p0�
N�2
2

Z
B(a;l)

jx� aj2

(�+ jx� aj2)N
dx

+(N � 2)2�k�
N�2
2

Z
B(a;l)

jx� ajk+2

(�+ jx� aj2)N
dx

+(N � 2)2�N�22
Z
B(a;l)

jx� ajk+2 �(x)
(�+ jx� aj2)N

dx+O(�
N�2
2 ):

De plus

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = (N � 2)2p0�
N�2
2

"Z
RN

jx� aj2

(�+ jx� aj2)N
dx

�
Z
RNnB(a;l)

jx� aj2

(�+ jx� aj2)N
dx

#

+(N � 2)2�N�22
"Z

RN

jx� ajk+2 (�k + �(x))
(�+ jx� aj2)N

dx

�
Z
RNnB(a;l)

jx� ajk+2 (�k + �(x))
(�+ jx� aj2)N

dx

#
+O(�

N�2
2 ):

On distingue les deux cas :

1. cas N � 4 et k > 0; avec k 6= 2 si N = 4:
On considère les trois sous cas :
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1.1. si N � 2 > k;
Utilisant un changement de variable simple y = x�ap

�
et appliquant le théorème

de la convergence dominée, on trouve

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = (N � 2)2p0
Z
RN

jyj2

(1 + jyj2)N
dx

+(N � 2)2� k2
Z
RN

jyjk+2 (�k + �(a+
p
�y))

(1 + jyj2)N
dx+ o(�

k
2 ):

Le fait que �(x) �! 0; lorsque x �! a; on a

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = p0K1 + Ak�
k
2 + o(�

k
2 );

avec K1 = (N � 2)2
R
RN

jyj2

(1+jyj2)N dy et Ak = (N � 2)
2�k

R
RN

jyjk+2

(1+jyj2)N dy:

1.2. si N � 2 < k;

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = p0K1 + (N � 2)2�k�
N�2
2

Z
B(a;l)

jx� ajk+2

(�+ jx� aj2)N
dx

+(N � 2)2�N�22
Z
B(a;l)

jx� ajk+2 �(x)
(�+ jx� aj2)N

dx+O(�
N�2
2 ):

Soit � > 0; tel que B(a; �) � B(a; l); donc

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = p0K1 +O(�
N�2
2 )

+(N � 2)2�N�22
"Z

B(a;�)

jx� ajk+2 (�k + �(x))
(�+ jx� aj2)N

dx

+

Z
B(a;l)nB(a;�)

jx� ajk+2 (�k + �(x))
(�+ jx� aj2)N

dx

#
Par un changement de variable simple, y = x� a; on obtient

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = p0K1 + (N � 2)2�
N�2
2

Z
B(0;�)

jyjk+2 (�k + �(a+ y))
(�+ jyj2)N

dy

+O(�
N�2
2 ):

Utilisant la dé�nition de � obtenue dans (2:1:2), il existe une constante pos-
itive M telle que

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx � p0K1 + (N � 2)2�
N�2
2 (�k +M)

Z
B(0;�)

jyjk+2

(�+ jyj2)N
dy

+O(�
N�2
2 ):
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Appliquant le théorème de convergence dominée, on déduit que

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx � p0K1 +O(�
N�2
2 ):

1.3. si k = N � 2;

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = p0K1 + (N � 2)2�N�2�
N�2
2

Z
B(a;l)

jx� ajN

(�+ jx� aj2)N
dx

+(N � 2)2�N�22
Z
B(a;l)

jx� ajN �(x)
(�+ jx� aj2)N

dx+O(�
N�2
2 ):

En utilisant les étapes précédentes, on trouve

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = p0K1 +O(�
N�2
2 )

+(N � 2)2�N�22
"Z

B(a;�)

jx� ajN (�N�2 + �(x))
(�+ jx� aj2)N

dx

+

Z
B(a;l)nB(a;�)

jx� ajN (�N�2 + �(x))
(�+ jx� aj2)N

dx

#
D�où

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx = p0K1 + (N � 2)2�
N�2
2

Z
B(a;�)

jx� ajN (�N�2 + �(x))
(�+ jx� aj2)N

dx

+O(�
N�2
2 ):

Et d�aprés la dé�nition de �; on a

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx � p0K1 +O(�
N�2
2 ) (2.3.11)

+(N � 2)2(�N�2 +M)�
N�2
2

Z
B(a;�)

jx� ajN

(�+ jx� aj2)N
dx:

D�autre part

�
N�2
2

Z
B(a;�)

jx� ajN

(�+ jx� aj2)N
dx = !N�

N�2
2

Z �

0

r2N�1

(�+ r2)N
dr

=
!N�

N�2
2

2N

Z �

0

((�+ r2)N)0

(�+ r2)N
dr +O(�

N�2
2 )
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et

�
N�2
2

Z
B(a;�)

jx� ajN

(�+ jx� aj2)N
dx =

!N�
N�2
2

2
jlog �j+ o(�N�22 jlog �j): (2.3.12)

On remplace (2:3:12) dans (2:3:11), on obtient

�
N�2
2

Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx � p0K1+
(N � 2)2(�N�2 +M)!N�

N�2
2

2
jlog �j+o(�N�22 jlog �j):

2. cas N = 4 et k = 2:

On suppose dans ce cas que la condition sur � :
R
B(a;1)

�(x)

jx�aj4dx < 1 est
véri�e: On aZ



p(x) jrua;�(x)j2 dx =

Z



p(x) jr�(x)j2

(�+ jx� aj2)2
dx+ 4

Z



p(x)�(x)2 jx� aj2

(�+ jx� aj2)4
dx

�4
Z



p(x)�(x)r�(x)(x� a)
(�+ jx� aj2)3

dx :

Utilisant (2:1:2), et le fait que � � 1 au voisinage de a; il résulte queZ



p(x) jrua;�(x)j2 dx = 4p0

Z
B(a;l)

jx� aj2

(�+ jx� aj2)4
dx+ 4�2

Z
B(a;l)

jx� aj4

(�+ jx� aj2)4
dx

+4

Z
B(a;l)

jx� aj4 �(x)
(�+ jx� aj2)4

dx+O(1);

=
4p0
�

Z
R4

jyj2

(1 + jyj2)4
dy + 4

Z
B(a;l)

(�2 + �(x)) jx� aj
4

(�+ jx� aj2)4
dx+O(1):

Puisque
R
B(a;1)

�(x)

jx�aj4dx <1; on obtientZ
B(a;l)

jx� aj4 �(x)
(�+ jx� aj2)4

dx =

Z
B(a;1)

jx� aj4 �(x)
(�+ jx� aj2)4

dx�
Z
B(a;1)nB(a;l)

jx� aj4 �(x)
(�+ jx� aj2)4

dx

= O(1):

Et par conséquentZ



p(x) jrua;�(x)j2 dx =
4p0
�

Z
R4

jyj2

(1 + jyj2)4
dy+4�2

Z
B(a;l)

jx� aj4

(�+ jx� aj2)4
dx+O(1):

Soit Ri > 0; i = 1; 2 tels queZ
jx�aj�R1

jx� aj4

(�+ jx� aj2)4
dx �

Z
B(a;l)

jx� aj4

(�+ jx� aj2)4
dx �

Z
jx�aj�R2

jx� aj4

(�+ jx� aj2)4
dx:
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On sait queZ
jx�aj�R

jx� aj4

(�+ jx� aj2)4
dx = !4

Z R

0

r7

(�+ r2)4
dr;

=
1

8
!4

Z R

0

((�+ r2)4)0
(�+ r2)4

dr � !4
Z R

0

r�3 + 3r3�2 + 3�r5

(�+ r2)4
dr;

=
1

2
!4 jlog �j+O(1):

D�où, on a Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx =
p0K1

�
+ 2�2!4 jlog �j+O(1);

où K1 = 4
R
RN

jyj2

(1+jyj2)4dy:

On écrit (2:3:9), sous la forme :

�
N�2
2

Z



p(x) j rua;�(x) j2 dx � (2.3.13)8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

p0K1 + o(�) si N � 5; et k > 2;

p0K1 + A2�+ o(�) si N � 5; et k = 2;

p0K1 + Ak�
k
2 + o(�

k
2 ) si N � 4, et k < 2;

p0K1 + o(�) si N = 4; et k > 2;

p0K1 + 2�2!4� j log � j +o(� j log � j) si N = 4; et k = 2:

En combinant (2:3:13),(2:2:6) et (2:2:7), on obtient

S�(p) � Q�(ua;�) � (2.3.14)8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

p0S � �K3

K2
�+ o(�) si N � 5; et k > 2;

p0S � (�� C)K3

K2
�+ o(�) si N � 5; et k = 2;

p0S + Ak�
k
2 + o(�

k
2 ) si N � 4, et k < 2;

p0S � � !4
2K2
� jlog �j+ o(� log �) si N = 4; et k > 2;

p0S � !4
2K2
(�� 4�2)� jlog �j+ o(� jlog �j) si N = 4; et k = 2
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avec C = A2
K3
= �2(N�2)N(N+2)

4(N�1) :

Pour � assez petit, a); b) et c) du lemme 2:3:2 se déduisent directement.

Maintenant on montre d) (cas N = 3 et k � 2). On estime le quotient

Q�(u) =

R


p(x) jru(x)j2 dx� � kuk22

kuk2q
avec

u(x) = ua;�(r) =
�(r)

(�+ r2)
1
2

; r = jxj ; � > 0;

où � est une fonction régulière �xée telle que 0 � � � 1; � = 1 sur�
x; jx� aj < R

2

	
et � = 0 sur fx; jx� aj � Rg, avec R une constante positive

telle que B(a;R) � 
:

D�aprés [6], on a :

krua;�k22 =
K1

�
1
2

+ !3

Z R

0

(�0(r))2dr +O(�
1
2 ); (2.3.15)

kua;�k26 =
K2

�
1
2

+O(�
1
2 ); (2.3.16)

kua;�k22 = !3
Z R

0

(�(r))2dr +O(�
1
2 ); (2.3.17)

On a¢ rme que, pour � �! 0;Z



p(x) jrua;�(x)j2 dx =
p0K1

�
1
2

+ !3

Z R

0

(p0 + �kr
k)(�0(r))2dr (2.3.18)

+!3k�k

Z R

0

(�(r))2rk�2dr + o(1):

En e¤et, en utilisant (2:1:2), (2:3:15) et le fait que � = 0 sur fx; jx� aj � Rg ;
on écritZ



p(x) jrua;�(x)j2 dx =
p0K1

�
1
2

+ !3p0

Z R

0

(�0(r))2dr

+!3�k

Z R

0

�
(�0(r))2

�+ r2
� 2r�(r)�

0(r)

(�+ r2)2
+
r2(�(r))2

(�+ r2)3

�
rk+2dr

+O(�
1
2 ):
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Le fait que � = 1 sur
�
x; jx� aj < R

2

	
; �0(0) = 0 et �(R) = 0, on trouve

�2
Z R

0

�(r)�0(r)rk+3

(�+ r2)2
dr = (k + 3)

Z R

0

(�(r))2rk+2

(�+ r2)2
dr � 4

Z R

0

(�(r))2rk+4

(�+ r2)3
dr:

Et par conséquentZ



p(x) jrua;�(x)j2 dx =
p0K1

�
1
2

+ !3p0

Z R

0

(�0(r))2dr + !3�k

Z R

0

(�0(r))2rk+2

�+ r2
dr

�3!3�k
Z R

0

(�(r))2rk+4

(�+ r2)3
dr + (k + 3)!3�k

Z R

0

(�(r))2rk+2

(�+ r2)2
dr

+O(�
1
2 ):

Appliquant le théorème de la convergence dominée, on obtient le résultat.
Combinant (2:3:18), (2:3:16) et (2:3:17) , on obtient

Q�(ua;�) = p0S + !3

�Z R

0

(p0 + �kr
k)(�0(r))2dr

+k�k

Z R

0

(�(r))2rk�2dr � �
Z R

0

(�(r))2dr

�
�
1
2

K2

+O(�);

donc

Q�(ua;�) = p0S +O(�) (2.3.19)

+
!3
R R
0
(�(r))2dr

K2

"R R
0
(p0 + �kr

k)(�0(r))2dr + k�k
R R
0
(�(r))2rk�2drR R

0
(�(r))2dr

� �
#
�
1
2

Posons D(k; �) =
RR
0 (p0+�kr

k)(�0(r))2dr+k�k
RR
0 (�(r))

2rk�2drRR
0 (�(r))

2dr
et (k) = inf

H
D(k; �)

avec H dé�nie par

H =

�
� 2 C10 (
); 0 � � � 1; � = 1sur

�
x; jx� aj < R

2

	
et

� = 0sur fx; jx� aj � Rg

�
:

Ce qui complète la démonstration.

Lemme 2.3.3 Supposons 0 < k � 2: Alors il existe une constante f�k , telle
que f�k = �kmin �(diam
)k�2; 1� telle que

S�(p) = p0S pour tout � 2]�1;f�kN2

4
] (2.3.20)

et S�(p) n�est pas atteint pour tout � 2]�1;f�k N2

4
[:
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Démonstration : On sait d�aprés (2:3:14), que

S�(p) � Q�(ua;�) � p0S + Ak�
k
2 + o(�

k
2 );

donc
S�(p) � p0S:

D�autre part, d�aprés la proposition 2:2:1 et théorème 2:1:2, on a pour 0 <
k � 2; et pour tout � � k

2
�k(

N+k�2
2

)2(diam
)k�2; le problème (2:1:1) n�admet
pas de solution. Donc on exclut le cas S�(p) < p0S; sinon on obtient une
contradiction avec le lemme 2:3:1.
On conclut que pour 0 < k � 2; on a

S�(p) = p0S pour tout � � k

2
�k(

N + k � 2
2

)2(diam
)k�2: (2.3.21)

Maintenant, on considère ep dé�nie par8>>>><>>>>:
ep(x) = p(x) 8x 2 
nB(a; r);

ep(x) = p0 + �k jx� aj2 8x 2 B(a; r
2
);

p(x) � ep(x) 8x 2 B(a; r)nB(a; r
2
);

(2.3.22)

avec r < 1 une constante positive.

Puisque 0 < k � 2; on a jx� ajk � jx� aj2 pour tout x 2 B(a; r) et
p(x) � ep(x) dans 
:
Soit u 2 H1

0 (
) avec kukq = 1; alorsZ



p(x) jru(x)j2 dx� �
Z



ju(x)j2 dx �
Z



ep(x) jru(x)j2 dx� � Z



ju(x)j2 dx;

doncZ



p(x) jru(x)j2 dx��
Z



ju(x)j2 dx �
Z



(p0+
1

2
(ep(x)�p0)) jru(x)j2 dx

��
Z



ju(x)j2 dx+ 1
2

Z



(ep(x)� p0) jru(x)j2 dx: (2.3.23)

On pose eep = p0 + 1
2
(ep(x)� p0):

D�aprés (2:1:3), on déduit que

p(x)� p0 � �k jx� aj
k p:p dans 
: (2.3.24)
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Utilisant (2:3:22)et (2:3:24), on obtient ep(x) � p0 � f�k jx� aj2 p:p dans 
;
avec f�k = �kmin �(diam
)k�2; 1�.
On applique le lemme 1:2:8, on trouveZ




(ep(x)� p0) jru(x)j2 dx �f�kN2

4

Z



ju(x)j2 dx:

L�inégalité (2:3:23), devient pour tout u 2 H1
0 (
); kukp = 1Z




p(x) jru(x)j2 dx��
Z



ju(x)j2 dx �
Z



eep(x) jru(x)j2 dx�(��f�kN2

8
)

Z



ju(x)j2 dx:

Donc, on trouve

S�(p) � inf
kuk2q=1

�Z



eep(x) jru(x)j2 dx� (��f�kN2

8
)

Z



ju(x)j2 dx
�
:

D�autre part ��f�k N2

8
� 1

2
f�k N2

4
car � �f�k N2

4
; donc par (2:3:21), on conclut

inf
kukq=1

�Z



eep(x) jru(x)j2 dx� (��f�kN2

8
)

Z



ju(x)j2 dx
�
= p0S;

d�où, on a (2:3:20).

Maintenant, supposons que l�in�mum dans (2:3:20) est atteint par u0: Soit �
tel que f�k N2

4
� � > �: On obtient

S�(p) �
R


p(x) jru0(x)j2 dx� �

R


ju0(x)j2 dx

kuk2q

<

R


p(x) jru0(x)j2 dx� �

R


ju0(x)j2 dx

kuk2q

et donc S�(p) < S�(p) = p0S; ce qui est absurde car S�(p) = p0S pour
� �f�k N2

4
:

Lemme 2.3.4 Il existe �� 2]f�k N2

4
; �div1 [; tel que pour tout � 2 [��; �div1 [ on a

S�(p) < p0S:
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Démonstration : La preuve est basée sur les propriétés de la fonction
� 7�! S�(p): On a S�div1 (p) = 0: En e¤et, soit '1 la fonction propre de
� div(pr:) associée à la valeur propre �div1 ; on a

S�div1 �
R


p(x) jr'1(x)j

2 dx� �div1
R


j'1(x)j

2 dx

(
R

j'1(x)j

qdx)
2
q

= 0:

Or, � 7�! S�(p) est continue et Sf�k N24 (p) = p0S: Alors en applique le

théorème des valeurs intermédiaires, il existe �� 2]f�k N2

4
; �div1 [ tel que 0 <

S��(p) < p0S: Mais la fonction � 7�! S�(p) est décroissante, donc pour tout
� 2 [��; �div1 [; on a S�(p) < p0S:

2.3.5 Preuve du théorème 2:1:1

Concernant la preuve de 1); 2); 3) et 4) soit u 2 H1
0 (
) obtenue par le lemme

(2:3:1), tel que

kukq = 1 et
Z



p(x) jru(x)j2 dx� �
Z



ju(x)j2 dx = S�(p):

On peut supposer que u � 0: Puisque u est un minimum de (2:3:2), il existe
� 2 R (d�aprés le théorème des multiplicateurs de Lagrange) tel que

� div(pru)� �u = �uq�1 sur 
:

En fait � = S�(p); et S�(p) > 0 car � < �div1 : Il résulte que u satisfait
(2:1:1) pour  = (S�(p))

1
q�2 ; on note que u > 0 dans 
 d�aprés le principe du

maximum fort.

Démontrons le point 5) du théorème 2:1:1. D�aprés (2:3:14) et comme
� � 0 on a

p0S � S�(p) � Q�(ua;�) � p0S + o(1):
D�où S�(p) = p0S et l�in�mum n�est pas atteint. En e¤et on suppose que
S�(p) est atteint pour u 2 H1

0 (
), donc

S�(p) =

Z



p(x) jru(x)j2 dx� �
Z



ju(x)j2 dx; avec kukq = 1:

Utilisant le fait que S n�est pas atteint et � � 0; on déduit

p0S < p0

Z



jru(x)j2 dx � S�(p) = p0S;
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alors on obtient une contradiction.

Finalement on prouve le point 6) du théorème 2:1:1. Soit '1 la fonction
propre de � div(pr:) associée à la valeur propre �div1 avec '1 > 0 sur 
:
Supposons que u est une solution de (2:1:1). On a

�
Z



div(p(x)ru(x))'1(x)dx = �div1

Z



u(x)'1(x)dx

=

Z



uq�1(x)'1(x)dx+ �

Z



u(x)'1(x)dx;

donc

�div1

Z



u(x)'1(x)dx > �

Z



u(x)'1(x)dx

alors
�div1 > �:

Ce qui complète la démonstration du théorème .

2.4 Résultats de non existence

Preuve de théorème 2:1:2:
La démonstration de théorème 2:1:2 est basée sur l�identité de Pohozaev.
Supposons par absurde que u est une solution de (2:1:1). On multiplie (2:1:1)
par ru(x) � (x� a); puis on intègre sur 
, on obtientZ




uq�1ru(x) � (x� a)dx = �N � 2
2

Z



ju(x)jq dx; (2.4.1)

�

Z



uru(x) � (x� a)dx = �N
2
�

Z



ju(x)j2 dx; (2.4.2)

etZ



� div(p(x)ru(x))ru(x) � (x� a)dx = �N � 2
2

Z



p(x) ju(x)j2 dx (2.4.3)

� 1
2

Z



rp(x) � (x� a) jru(x)j2 dx

� 1
2

Z
@


p(x)(x� a) � �
����@u@�

����2 dx
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où � est la normale extérieure à @
:
Combinant (2:4:1); (2:4:2); et (2:4:3), on trouve

�N � 2
2

Z



p(x) ju(x)j2 dx�1
2

Z



rp(x)�(x�a) jru(x)j2 dx
(2.4.4)

�1
2

Z
@


p(x)(x� a) � �
����@u@�

����2 dx = �N � 22
Z



ju(x)jq dx� N
2
�

Z



ju(x)j2 dx:

D�autre part, on multiplie (2:1:1) par N�2
2
u et on intègre par partie, on

obtient

N � 2
2

Z



p(x) jru(x)j2 dx = N � 2
2

Z



ju(x)jq dx+ N � 2
2

�

Z



ju(x)j2 dx:
(2.4.5)

Combinant (2:4:4) et (2:4:5), on obtient

�

Z



ju(x)j2 dx�1
2

Z



rp(x)�(x�a) jru(x)j2 dx�1
2

Z
@


p(x)(x�a)��
����@u@�

����2 dx = 0:
Et comme 
 est étoilé par rapport au point a, alors (x� a) � � > 0 sur @
;
et

�

Z



ju(x)j2 dx� 1
2

Z



rp(x) � (x� a) jru(x)j2 dx > 0:

Il résulte que

� >
1

2

R


rp(x) � (x� a) jru(x)j2 dxR



ju(x)j2 dx

D�où la contradiction.



Chapitre 3

Problème elliptique
semilinéaire avec nonlinéarité
critique à coe¢ cients poids

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�existence des solutions du problème suiv-
ant 8>>>><>>>>:

��u = �f(x) jujq�2 u+ g(x) juj2
��2 u dans 
;

u > 0 dans 
;

u = 0 sur 
;

(E�)

où � > 0; 1 � q < 2; 2� = 2N
N�2 ; 0 2 
 � R

N(N � 3); avec 
 un domaine
borné de bord @
 régulier, et f; g sont des fonctions continues sur 
.

On suppose que f et g véri�ent les hypothèses suivantes :
(h1) f; g 2 C(
); f � 0; f 6= 0 et g > 0:

(h2) Il existe k points a1; a2; :::; ak dans 
; tels que
�g(ai) = maxx2
 g(x) = 1 pour 1 � i � k:
� pour � > N; g(x) � g(ai) = O(jx� aij�) quand x �! ai uniformèment
en i:

(h3) Choisissons �0 > 0 tel que
�B�0(ai) \ B�0(aj) = ; pour i 6= j et 1 � i; j � k; et [ki=1B�0(ai) � 
; où
B�0(a

i) =
�
x 2 RN ; jx� aij � �0

	
:

30
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� Il existe une constante positive d0 telle que f(x) � d0 > 0 pour tout
x 2 B �0

2
(ai)

On note par

S = inf
u2H1

0 (
)nf0g

R


jru(x)j2 dx

(
R


ju(x)j2� dx) 2

2�
;

la meilleure constante de Sobolev pour l�injection H1
0 (
) ,! L2

�
(
):

On pose

� := (
2� q
2� � q )

2�q
2��2 (

2� � 2
(2� � q) jf j1

) j
j
q�2�
2� S

N
2
�N

4
q+ q

2 > 0: (3.1.1)

Les principaux résultats sont

Théorème 3.1.1 Si � 2 (0;�); alors il existe au moins une solutions u� du
problème (E�)

Théorème 3.1.2 Sous les hypothèses (h1)� (h3); et N
N�2 < q < 2 et N > 4;

il existe une constante positive �� 2 (0;�); telle que pour tout � 2 (0;��); le
problème (E�) admet (k + 1) solutions.

3.2 Quelques résultats préliminaires

Pour u 2 H1
0 (
); on dé�nit la fonctionnelle d�énergie J� associée au problème

(E�) par

J�(u) =
1

2

Z



jruj2 dx� �
q

Z



f(x) jujq dx� 1

2�

Z



g(x) juj2
�
dx:

J est de classe C1 sur H1
0 (
): Les solutions de (E�) sont des points critiques

de la fonctionnelle d�énergie J�:
On sait que la fonctionnelle d�énergie J� n�est pas bornée inférieurement sur
H1
0 (
); par contre elle l�est sur la variété de Nehari dé�nie par

M� =
�
u 2 H1

0 (
)n f0g ; hJ 0�(u); ui = 0
	
; (3.2.1)

où

hJ 0�(u); ui = kruk
2
2 � �

Z



f(x) jujq dx�
Z



g(x) juj2
�
dx: (3.2.2)
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Nous avons les résultats suivants.

Lemme 3.2.1 la fonctionnelle d�énergie J� est coercive et bornée inférieure-
ment sur M�:

Démonstration : Pour u 2 M�; par (3:2:2), l�inégalité de Hölder (p1 =
2�

2��q et p2 =
2�

q
), et l�injection de Sobolev, on trouve

J�(u) =
2� � 2
2�2

kruk22 � �(
2� � q
2�q

)

Z



f(x) jujq dx (3.2.3)

� 1

N
kruk22 � �(

2� � q
2�q

) j
j
2��q
2� S�

q
2 krukq2 jf j1 : (3.2.4)

D�où, J� est coercive et bornée inférieurement sur M�:

On dé�nit
	�(u) = hJ 0�(u); ui :

Alors pour u 2M�;on trouve

h	0�(u); ui = 2 kruk
2
2 � �q

Z



f(x) jujq dx� 2�
Z



g(x) juj2
�
dx

= (2� q) kruk22 � (2� � q)
Z



g(x) juj2
�
dx (3.2.5)

= �(2� � q)
Z



f(x) jujq dx� (2� � 2) kruk22 : (3.2.6)

On décompose M� en sous ensembles suivants :

M+
� = fu 2M�; h	0�(u); ui > 0g ;

M0
� = fu 2M�; h	0�(u); ui = 0g ;

M�
� = fu 2M�; h	0�(u); ui < 0g :

En utilisant l�égalité (3:2:6), on trouve que
R


f(x) jujq dx > 0 pour u 2M+

� :
Donc, on a les résultats suivants :
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Lemme 3.2.2 Si 0 < � < �; alors M0
� = ;:

Démonstration : On suppose par absurde qu�il existe �0 2 (0;�) tel que
M0
�0
6= ?: Alors pour u 2M0

�0
; d�aprés (3:2:5) et (3:2:6), on a

kruk22 =
2� � q
2� q

Z



g(x) juj2
�
dx = �0(

2� � q
2� � 2)

Z



f(x) jujq dx:

Utilisant (h2), l�inégalité de Hölder et l�injection de Sobolev, on trouve

kruk2 � (
2� q
2� � qS

2�
2 )

1
(2��2)

et

kruk2 � (�0
2� � q
2� � 2 j
j

2��q
2� S�

q
2 jf j1)

1
(2�q) :

Donc

�0 � (
2� q
2� � q )

2�q
2��2 (

2� � 2
(2� � q) jf j1

) j
j
q�2�
2� S

N
2
�N

4
q+ q

2 = �;

d�où la contradiction.

Pour u 2 H1
0 (
)n f0g ; soit

tmax := tmax(u) =

"
(2� q) kruk22

(2� � q)
R


g(x) juj2� dx

# 1
2��2

> 0:

Lemme 3.2.3 Soit u 2 H1
0 (
)n f0g ;

(i) si
R


f(x) jujq dx = 0; alors il existe une unique constante positive t� =

t�(u) > tmax telle que t�u 2M�
� et J�(t

�u) = supt�0 J�(tu);
(ii) si

R


f(x) jujq dx > 0; alors pour 0 < � < � il existe des constantes

uniques 0 < t+ = t+(u); 0 < t� = t�(u) avec t+ < tmax < t� telles que
t+u 2M+

� ; t
�u 2M�

� ; et

J�(t
+u) = inf

0�t�tmax
J�(tu); J�(t

�u) = sup
t�tmax

J�(tu):

pour 0 < � < �; du lemme (3:2:2), on déduit que M� =M
+
� [M�

� .
Soient

�� = inf
u2M�

J�(u); �+� = inf
u2M+

�

J�(u); ��� = inf
u2M�

�

J�(u):

Lemme 3.2.4 (i) si � 2 (0;�); alors �� � �+� < 0;
(ii) si � 2 (0; q

2
�); alors ��� � d0 > 0 pour une certaine constante d0 =

d0(N; q; S; j
j ; �; jf j1):
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Démonstration : (i) Soit u 2M+
� ; d�aprés (3:2:5), on trouve

(2� q)
(2� � q) kruk

2
2 >

Z



g(x) juj2
�
dx:

Alors

J�(u) = (
1

2
� 1
q
) kruk22 + (

1

q
� 1

2�
)

Z



g(x) juj2
�
dx

<

�
(
1

2
� 1
q
) + (

1

q
� 1

2�
)
2� q
2� � q

�
kruk22

= �2� q
qN

kruk22 < 0:

Par la dé�nition de �� et �+� ; on déduit que �� � �+� < 0:

(ii) Soit u 2M�
� ; d�aprés (3:2:5) et l�injection de Sobolev, on trouve

(2� q)
(2� � q) kruk

2
2 <

Z



g(x) juj2
�
dx � S� 2�

2 kruk2
�

2 :

Ceci implique

kruk2 > (
2� q
2� � q )

1
(2��2)S

N
4 pour tout u 2M�

� : (3.2.7)

En utilisant (3:2:4) et (3:2:7), on obtient

J�(u) � krukq2
�
1

N
kruk2�q2 � �(2

� � q
2�q

) j
j
2��q
2� S�

q
2 jf j1

�
> (

2� q
2� � q )

q
(2��2)S

qN
4

�
1

N
(
2� q
2� � q )

(2�q)
(2��2)S

(2�q)N
4 � �(2

� � q
2�q

) j
j
2��q
2� S�

q
2 jf j1

�
:

D�où, si � 2 (0; q
2
�); alors

pour tout u 2M�
� J�(u) � d0(N; q; S; j
j ; �; jf j1):

3.3 Existence de solution de moindre énergie

Proposition 3.3.1 (i) pour � 2 (0;�); il existe une suite de (PS)�� (un) �
M� pour J�;
(ii) pour � 2 (0; q

2
�); on a ��� > 0 (lemme 3:2:4) et il existe une suite de

(PS)���
(un) �M�

� pour J�:
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3.3.2 Preuve du théorème 3:1:1

D�aprés la proposition 3:3:1 (i); il existe une suite minimisante (un) � M�

pour J� telle que J�(un) = �� + on(1) et J 0�(un) = on(1) dans H�1(
):
Puisque J� est coercive sur M�; alors (un) est bornée dans H1

0 (
): Donc il
existe une sous-suite (un) et u� 2 H1

0 (
) tels que

un * u� dans H1
0 (
);

un �! u� p.p dans 
;

un �! u� dans Ls(
) pour tout 1 � s < 2�:

Il est facile de véri�er que J 0�(u�) = 0 dans H
�1(
):

De plus u� > 0; en e¤et, d�aprés (3:2:3), on trouve

�

Z



f(x) junjq dx =
q(2� � 2)
2(2� � q) krunk

2
2�

2�q

2� � qJ�(un) � �
2�q

2� � qJ�(un) 8n 2 N:

Faisant tendre n �!1; on déduit que

� jf j1 ku�k
q
q � �

Z



f(x) ju�jq dx � �
2�q

2� � q�� > 0:

Donc, u� 6= 0; et par suite u� 2M�:

On va montrer que un �! u� fortement dansH1
0 (
) et J�(u�) = �� : Puisque

u� 2M�; d�aprés (3:2:3), on a

�� � J�(u�) =
1

N
kru�k22 � �(

2� � q
2�q

)

Z



f(x) ju�jq dx

� lim inf
n�!1

�
1

N
krunk22 � �(

2� � q
2�q

)

Z



f(x) junjq dx
�

� lim inf
n�!1

J�(un) = ��:

Il résulte que J�(u�) = �� et limn�!1 krunk22 = kru�k
2
2 : Donc

kr(un � u�)k22 = krunk
2
2 � kru�k

2
2 + on(1) = on(1);

d�où, un �! u� fortement dans H1
0 (
):

Donc puisque u� est non négative ( J�(u�) = J�(ju�j)), et u� 6= 0; on conclut
d�aprés le principe du maximum fort que u� > 0:

Remarque 3.3.3 u� 2M+
� et J�(u�) = �� = �

+
� :
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Démonstration : On suppose par l�absurde que u� 2 M�
� (M

0
� = ; pour

� 2 (0;�)): Puisque �
R


f(x) ju�jq dx > 0; d�aprés le lemme (3:2:3), il existe

deux constantes positives t+0 < tmax < t
�
0 = 1 tels que t

+
0 u� 2 M+

� ; t
�
0 u� 2

M�
� et

J�(t
+
0 u�) < J�(t

�
0 u�) = J�(u�) = ��;

d�où la contradiction. Donc, u� 2M+
� et J�(u�) = �� = �

+
� :

3.4 Existence des solutions multiples

Premièrement, on va montrer que J� véri�e la condition (PS)� dans H1
0 (
)

pour � 2 (�1; 1
N
S

N
2 � C0�

2
2�q ); où C0 est dé�nie dans le lemme suivant

Lemme 3.4.1 Si (un) est une suite de (PS)� dans H1
0 (
) pour J� avec

un * u dans H1
0 (
); alors J

0
�(u) = 0 dans H

�1(
) et il existe une constante
C0 = C0(N; q; S; j
j ; jf j1) > 0 tel que J�(u) � �C0�

2
2�q :

Démonstration : Puisque (un) est une suite de (PS)� dansH1
0 (
) pour J�

avec un * u dans H1
0 (
); il est facile de véri�er que J

0
�(u) = 0 dans H

�1(
):

Alors on a hJ 0�(u); ui = 0; donc kruk
2
2 � �

R


f(x) jujq dx =

R


g(x) juj2

�
dx:

D�aprés (3:2:4) et l�inégalité de Young (p1 = 2
q
et p2 = 2

2�q )

J�(u) � 1

N
kruk22 � �(

2� � q
2�q

) j
j
2��q
2� S�

q
2 krukq2 jf j1

� 1

N
kruk22 �

1

N
kruk22 � C0�

2
2�q = �C0�

2
2�q ;

où C0 = C0(N; q; S; j
j ; jf j1) > 0:

Lemme 3.4.2 J� satisfait la condition (PS)� dansH1
0 (
) pour � 2 (�1; 1NS

N
2 �

C0�
2

2�q ); où C0 est dé�nie dans le lemme 3:4:1:

Démonstration : Soit (un) une suite de (PS)� dans H1
0 (
) pour J� telle

que J�(un) = � + on(1) et J 0�(un) = on(1) dans H
�1(
): Alors

j�j+ on(1) +
on(1) krunk2

2�
� J�(un)�

1

2�
hJ 0�(un); uni

=
2� � 2
2�2

krunk22 � �(
2� � q
2�q

)

Z



f(x) junjq dx

� 1

N
krunk22 � �(

2� � q
2�q

) j
j
2��q
2� S�

q
2 krukq2 jf j1 ;
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Il résulte que (un) est bornée dans H1
0 (
): D�où, il existe une sous suite (un)

et u 2 H1
0 (
) tels que

un * u dans H1
0 (
);

un �! u p.p dans 
;

un �! u dans Ls(
) pour tout 1 � s < 2�:

Alors on trouve :

�

Z



f(x) junjq dx = �
Z



f(x) jujq dx+ on(1); (3.4.1)

le fait que un * u dans H1
0 (
); on en déduit que

kr(un � u)k22 = krunk
2
2 � kruk

2
2 + on(1); (3.4.2)

Par un argument similaire à celui du lemme de Brézis-Lieb [5], on aZ



g(x) jun � uj2
�
dx =

Z



g(x) junj2
�
dx�

Z



g(x)
��u2��� dx+ on(1): (3.4.3)

D�aprés le lemme 3:4:1; J 0�(u) = 0 dans H
�1(
): Puisque J�(un) = � + on(1)

et J 0�(un) = on(1) dans H
�1(
); d�aprés (3:4:1)� (3:4:3); on déduit que

1

2
kr(un � u)k22 �

1

2�

Z



g(x) jun � uj2
�
dx = � � J�(u) + on(1); (3.4.4)

et

kr(un � u)k22 �
Z



g(x) jun � uj2
�
dx = on(1):

Maintenant on suppose que

kr(un � u)k22 �! l et
Z



g(x) jun � uj2
�
dx �! l quand n �!1:

(3.4.5)
D�aprés la dé�nition de S, on a

kr(un � u)k22 � S kun � uk
2
L2� :

Alors l � Sl (N�2)2 : Si l 6= 0(l � S N
2 ); d�aprés le lemme 3:4:1; (3:4:4) et (3:4:5);

on a
� = (

1

2
� 1

2�
)l + J�(u) �

1

N
S

N
2 � C0�

2
2�q ;

d�où la contradiction. Alors, l = 0; et un �! u dans H1
0 (
):
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Soit la fonction extrémale pour l�inégalité de Sobolev donnée par

U(x) =
[N(N � 2)]

N�2
4�

1 + jxj2
�N�2

2

(3.4.6)

et véri�e krUk22 = kUk
2�

2� = S
N
2 : pour chaque 1 � i � k; soit �i 2 C10 (
)

telle que 0 � �i � 1; jr�ij � C; et8<:
�i(x) = 1 pour jx� aij < �0

2
;

�i(x) = 0 pour jx� aij > �0:

Et

ui�(x) = �
2�N
2 �i(x)U(

x� ai
�

) =
C1�

N�2
2 �i(x)�

�2 + jx� aij2
�N�2

2

; (3.4.7)

avec C1 = [N(N � 2)]
N�2
4 et � > 0:

On suppose que N
(N�2) < q < 2 et N > 4:

Lemme 3.4.3 Il existe � > 0 et �0 2 (0; q2�) tels que si � 2 (0;�0); alors

sup
t�0
J�(tu

i
�) <

1

N
S

N
2 � C0�

2
2�q uniformément en i;

avec C0 > 0 obtenue dans le lemme 3:4:1 et � = �
1
� : en particulier, 0 < ��� <

1
N
S

N
2 � C0�

2
2�q pour tout � 2 (0;�0):

Démonstration : Pour � �! 0; les fonctions ui� véri�ent les estimations
suivantes ui�22� = ui�2L2� (RN ) +O(�N);
et rui�22 = krUk2L2(RN ) +O(�N�2): (3.4.8)

Pour � < �0
2
;

ui�qq =

Z
B �0

2
(ai)

�
�
2�N
2 U(

x� ai
�

)

�q
dx+O(�N�2) (3.4.9)

� c�� +O(�N�2); avec � = N � (N � 2)q
2

:
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Considérons la fonctionnelle J0 dé�nie sur H1
0 (
) par :

J0(u) =
1

2
kruk22 �

1

2�

Z



g(x) juj2
�
dx:

Étape I. Montrons que supt�0 J0(tu
i
�) � 1

N
S

N
2 +O(�N�2):

D�aprés (h2), on trouve que pour � �! 0�Z



g(x)
��ui���2� dx� 2

2�

=
ui�2L2� = kUk2L2� (RN ) +O(�N): (3.4.10)

En utilisant (3:4:8) et (3:4:10); on obtient

krui�k
2
L2

(
R


g(x) jui�j

2� dx)
2
2�

=
krUk2L2(RN ) +O(�N�2)
kUk2L2� (RN ) +O(�N)

(3.4.11)

= S +O(�N�2):

Puisque

max
t�0
(
a

2
t2 � b

2�
t2
�
) =

1

N
(
a

b
2
2�
)
N
2 pour tout a > 0 et b > 0;

d�aprés (3:4:11); on déduit que

sup
t�0
J0(tu

i
�) =

1

N
(

krui�k
2
L2

(
R


g(x) jui�j

2� dx)
2
2�
)
N
2 � 1

N
S

N
2 +O(�N�2):

Etape II. Choisissons 0 < �1 <
q
2
� tel que

1

N
S

N
2 � C0�

2
2�q > 0 pour tout � 2 (0;�1): (3.4.12)

D�aprés (h1); on trouve

J�(tu
i
�) �

t2

2

rui�2L2 8 t � 0: (3.4.13)

Puisque J� est continue sur H1
0 (
); J�(0) = 0; et fui�g est uniformément

borné dans H1
0 (
) pour 0 < � < min

�
1; �0

2

	
(voir (3:4:8)); d�aprés (3:4:12) et

(3:4:13); il existe t0 > 0 (indépendant de �) tel que pour tout � 2 (0;�1) et
0 < � < min

�
1; �0

2

	
sup
0�t�t0

J�(tu
i
�) <

1

N
S

N
2 � C0�

2
2�q uniformément en i:
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Appliquant les résultats de l�étape I, (h3) et (3:4:9); on a pour N
(N�2) < q < 2

et N > 4;

sup
t0�t

J�(tu
i
�) = sup

t0�t

�
J0(tu

i
�)�

tq

q
�

Z



f(x)
��ui���q dx�

� 1

N
S

N
2 +O(�N�2)� t

q
0

q
�d0

Z
B �0

2
(ai)

��ui���q dx
� 1

N
S

N
2 +O(�N�2)� t

q
0

q
���d0C(N; �0);

d�où � = N � (N�2)q
2

> 0: Soit (2�q)�
q

< � < N � 2� �: Alors � + � < N � 2
et � + � < 2�

(2�q) :

Fixons �0 > 0 tel que �0 < min
�
1; �0

2

	
; ��0 < �1 et

O(�N�2)� t
q
0

q
��+�d0C(N; �0) < �C0�

2�
2�q pour tout � 2 (0; �0):

On pose �0 = ��0: pour tout � 2 (0;�0); soit � = �
1
� > 0: Alors pour tout

� 2 (0;�0)

sup
0�t
J�(tu

i
�) <

1

N
S

N
2 � C0�

2
2�q uniformément en i:

De plus, puisque
R


f(x) jui�j

q
dx > 0; d�aprés le lemme (3:2:3)(ii); il existe

(ti�)
� = (ti�)

�(ui�) > 0 tel que (t
i
�)
�ui� 2M�

� et

0 < ��� � J�((ti�)�ui�) � sup
0�t
J�(tu

i
�) <

1

N
S

N
2 �C0�

2
2�q pour tout � 2 (0;�0):

On sait que

B�0(a
i) \B�0(aj) = ; pour i 6= j et 1 � i; j � k;

et [ki=1B�0(ai) � 
; où �0 > 0 et g(ai) = gmax: on dé�nitK = fai; 1 � i � kg
et K �0

2
= [ki=1B �0

2
(ai): on suppose [ki=1B�0(ai) � Br0(0) pour r0 > 0: Soit

Q : H1
0 (
) �! RN dé�nie par

Q(u) =

R


�(x) juj2

�
dxR



juj2� dx

;

où � : RN �! RN , �(x) = x pour jxj � r0 et �(x) = r0x
jxj pour jxj > r0:

d�aprés le lemme (3:2:3)(ii); on a (ti�)
�ui� 2M�

� : Alors, on obtient le résultat
suivant



41

Lemme 3.4.4 Q((ti�)
�ui�) �! ai quand � �! 0: En particulier, il existe

0 < �0 < �0 tel que si � < �0; alors Q((ti�)
�ui�) 2 K �0

2
pour tout 1 � i � k:

Démonstration : Pour chaque 1 � i � k; on a

Q((ti�)
�ui�) =

R


�(x)

���� 2�N2 �i(x)U(x�ai� )���2� dxR



���� 2�N2 �i(x)U(x�ai� )���2� dx
=

R


�(�x+ ai)�i(�x+ a

i) jU(x)j2
�
dxR



�i(�x+ a

i) jU(x)j2� dx
�! ai quand � �! 0;

il existe 0 < �0 tel que

Q((ti�)
�ui�) 2 K �0

2
pour tout � < �0 et pour tout 1 � i � k:

On dé�nit, pour chaque 1 � i � k :

Oi� =
�
u 2M�

� ;
��Q(u)� ai�� < �0	 ;

@Oi� =
�
u 2M�

� ;
��Q(u)� ai�� = �0	 ;

�i� = inf
u2Oi�

J�(u) et f�i� = inf
u2@Oi�

J�(u): (3.4.14)

On se propose de montrer que �i� est une valeur critique d�une suite de
(PS): Pour cela on a besoin des lemmes suivants.

Remarque 3.4.5 Soit I la fonctionnelle d�énergie associée au problème suiv-
ant 8<:

��u = u2��1 dans 
;
u > 0 dans 
;
u = 0 sur @
:

Elle est dé�nie sur H1
0 (
) par

I(u) =
1

2

Z



jruj2 dx� 1

2�

Z



juj2
�
dx;

et (
) = infu2M(
) I(u); et �0 = infu2M0 J0(u)
où

M(
) =
�
u 2 H1

0 (
)n f0g ; hI 0(u); ui = 0
	
;

et
M0 =

�
u 2 H1

0 (
)n f0g ; hJ 00(u); ui = 0
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Lemme 3.4.6 Soit (un) une suite de (PS)� dans H1
0 (
) pour I: Alors il

existe une sous-suite fung ; l 2 N�; deux suites (xin)1n=1 dans 
; �in > 0;
fonctions u 2 H1

0 (
); et w
i 6= 0 dans H1

0 (
) pour tout 1 � i � l tels que

1

�in
dist(xin; @
) �! 1 quand n �!1;

��u = juj2
��2 u dans 
;

��wi =
��wi��2��2wi dans RN ;

un = u+

lX
i=1

�
1

�in

�N�2
2

wi
�
x� xin
�in

�
+ on(1) dans H1

0 (RN);

I(un) = I(u) +
lX
i=1

I1(w
i) + on(1);

où I1(wi) = 1
2

R
RN jrw

ij2 dx� 1
2�

R
RN jw

ij2
�
dx:

Utilisons ce lemme pour montrer le lemme (3:4:7). On sait que la con-
stante de Sobolev S est independante du domaine et n�est jamais atteinte
lorsque 
 6= RN : De plus, on a (
) = (RN) = 1

N
S

N
2 :

Lemme 3.4.7 Il existe �0 > 0 tel que si u 2 M0 et J0(u) � �0 + �0 =
(
) + �0; alors Q(u) 2 K �0

2
:

Démonstration : Raisonons par l�absurde, on suppose qu�il existe une
suite (un) dans M0 telle que J0(un) = �0 + on(1) quand n �! 1 et
Q(u) =2 K �0

2
8n 2 N: Premièrement,on va montrer que �0 = (
): Puisque

g(x) � maxx2
 g(x) = 1; alors (
) � �0: D�aprés l�étape I du lemme (3:4:3),
supt�0 J0(tu

i
�) � (
) + O(�N�2) uniformément en i: De manière similaire à

celle du lemme (3:2:3), il existe une suite (ti�) � R�+ telle que ti�ui� 2M0 et

�0 � J0(ti�ui�) = sup
t�0
J0(tu

i
�) � (
) +O(�N�2):

Pour � �! 0; on trouve �0 � (
): Puis, il existe une suite (sn) � R�+ telle
que snun 2M(
) et

(
) � I(snun) � J0(snun)
� sup

s�0
J0(sun) = J0(un) = �0(= (
)) + on(1):

Alors sn = 1 + on(1) et I(snun) = (
) + on(1): Toute suite minimisante
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dans M(
) de (
) est une suite de (PS)(
) dans H1
0 (
) pour I: Appli-

quant le lemme (3:4:6); on déduit qu�il existe �n > 0; et (un) � 
 tels que
1
�n
dist(xn; @
) �!1 quand n �!1 et

snun(x) = (�n)
2�N
2 U

�
x� xn
�n

�
+ on(1) dans H1

0 (RN);

Il résulte que (�)
2�N
2 U

�
x
�

�
est solution du problème

��w = w2
��1 dans RN ;

w > 0 dans RN ;
w 2 H1

0 (RN):

Puisque 
 est borné et (un) � 
; alors �n �! 0: Supposons que xn �!
x0 2 
 quand n �! 1: On a¢ rme que x0 2 K: D�aprés le théorème de la
convergence dominée, on a

S
N
2 =

Z



g(x) junj2
�
dx+ on(1)

=

Z



g(x)

����� 1sn
�
1

�n

�N�2
2

U

�
x� xn
�n

������
2�

dx+ on(1)

= g(x0)S
N
2 ; donc, x0 2 K:

Soit
n = fx; �nx+ xn 2 
g : Puisque �n �! 0; xn �! x0 2 
; et 1
�n
dist(xn; @
) �!

1 quand n �! 1; alors 
n �! RN quand n �! 1: Par le théorème de
la convergence dominée, on a

Q(un) =

R


�(x)

���U �x�xn�n

����2� dxR



���U �x�xn�n

����2� dx
=

R


�(�nx+ xn) jU (x)j2

�
dxR



jU (x)j2� dx

�! x0 2 K �0
2

quand n �!1;

d�où la contradiction.

Lemme 3.4.8 Il existe �� 2 (0;�0) tel que si � 2 (0;��) et u 2 M�
� avec

J�(u) � 1
N
S

N
2 + �0

2
(�0 obtenue dans le lemme 3:4:7 ), alors Q(u) 2 K �0

2
:
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Démonstration : De manière similaire que celle dévelopée dans le lemme
(3:2:3),on obtient l�existence d�une unique constante

su =

 
kruk22R

RN g(x) juj
2� dx

! 1
(2��2)

telle que suu 2M0: On va montrer que su < c pour c > 0 (independant de u
et � 2 (0;�0) ). Premièrement, d�aprés (3:2:7), si u 2M�

� , alors

kruk22 >
�
2� q
2� � q

� 2
(2��2)

S
N
2 = c1 (independant de u et �).

Pour � 2 (0;�0); puisque J� est coercive sur M� et J�(u) � 1
N
S

N
2 + �0

2
; alors

d�aprés (3:2:4); on a kruk22 < c2 (independant de u et � 2 (0;�0) ). Puis,
on a¢ rme que kuk2

�

2� > c3 > 0 où c3 =
2�q
2��qc1 (independant de u et �). Si

u 2M�
� , d�aprés (3:2:5); on a

2� q
2� � q <

R
RN g(x) juj

2� dx

kruk22
� kuk2

�

2�

c1
:

Donc, su < c pour c > 0 (indépendant de u et � 2 (0;�0) ). Maintenant, on
trouve

1

N
S

N
2 +

�0
2

� J�(u) = sup
t�0
J�(tu) � J�(suu)

=
1

2
ksuuk22 �

1

2�

Z



g(x) jsuuj2
�
dx� �

q

Z



f(x) jsuujq dx;

= J0(s
uu)� �

q

Z



f(x) jsuujq dx:

On en déduit que

J0(s
uu) � 1

N
S

N
2 +

�0
2
+
�

q

Z



f(x) jsuujq dx

� 1

N
S

N
2 +

�0
2
+
�

q
jf j1 S�

q
2 j
j

2��q
2� kr(suu)kq2

<
1

N
S

N
2 +

�0
2
+
�

q
cq(c1)

q
2 jf j1 S�

q
2 j
j

2��q
2� ; où � = �� :
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D�où, il existe 0 < �� � min f�0; �0g tel que �� = (��)� et si 0 < � < ��

J0(s
uu) � 1

N
S

N
2 + �0; avec suu 2M0:

D�après le lemme (3:4:7); on obtient

Q(suu) =

R


�(x) jsuu(x)j2

�
dxR



jsuu(x)j2� dx

2 K �0
2

pour tout 0 < � < ��;

or Q(u) 2 K �0
2

pour tout 0 < � < ��:
Appliquant le lemme précédent, on trouve

f�i� � 1

N
S

N
2 +

�0
2

pour tout 0 < � < ��: (3.4.15)

D�aprés le lemme (3:4:3); on a

�i� � ��� <
1

N
S

N
2 � C0�

2
2�q pour tout 0 < � < ��: (3.4.16)

Lemme 3.4.9 Soit u 2 Oi�; alors il existe � > 0 et une fonctionnelle dif-
férentiable l : B(0; �) � H1

0 (
) �! R+ tels que l(0) = 1; l(v)(u � v) 2 Oi�
pour tout v 2 B(0; �) et

hl0(0); �i = h	0�(u); �i
h	0�(u); ui

pour tout � 2 C1c (
); (3.4.17)

où 	�(u) = hJ 0�(u); ui :

Lemme 3.4.10 pour tout 1 � i � k; il existe une suite de (PS)�i� (u
i
n) � Oi�

pour J�:

Démonstration : pour tout 1 � i � k; d�aprés (3:4:15) et (3:4:16); on
trouve

�i� <
f�i� 8 0 < � < ��: (3.4.18)

Alors
�i� = inf

u2Oi�[@Oi�
J�(u) 8 0 < � < ��:

Soit (uin) � Oi�[@Oi� une suite minimisante pour �i�: Appliquant le Principe
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variationnel d�Ekland, il existe une sous-suite (uin) telle que J�(u
i
n) = �

i
�+

1
N

et
J�(u

i
n) � J�(w) +

1

N

w � uin 8 w 2 Oi� [ @Oi�: (3.4.19)

En utilisant (3:4:18), on peut supposer que uin 2 Oi� pour n assez grand.
D�aprés le lemme 3:4:9, il existe �in > 0 et une fonctionnelle di¤érentiable
lin : B(0; �

i
n) � H1

0 (
) �! R+ tels que lin(0) = 1; lin(v)(u
i
n � v) 2 Oi� 8

v 2 B(0; �in): Soit v� = �v avec kvk = 1 et 0 < � < �in: Alors v� 2 B(0; �in)
et wi�;n = lin(v�)(u

i
n � v�) 2 Oi�: D�aprés (3:4:19) et par le théorème des

valeurs intermédiaires, on trouve pour � �! 0wi�;n � uinH
n

� J�(u
i
n)� J�(wi�;n)

=


J 0�(t0u

i
n + (1� t0)wi�;n; uin � wi�;n

�
où t0 2 (0; 1)

=


J 0�(u

i
n); u

i
n � wi�;n

�
+ o(

uin � wi�;nH) (J 2 C1)
= �lin(v�)



J 0�(u

i
n); v

�
+ (1� lin(v�))



J 0�(u

i
n); u

i
n

�
+ o(

uin � wi�;nH)
(lin(v�) �! lin(0) = 1 quand � �! 0)

= �lin(�v)


J 0�(u

i
n); v

�
+ o(

uin � wi�;nH);
où

o(kuin�wi�;nkH)
kuin�wi�;nkH

�! 0 quand � �! 0: D�où,

��
J 0�(uin); v��� �
wi�;n � uinH ( 1n + jo(1)j)

� jlin(�v)j

�
kuin(lin(�v)� lin(0))� �vlin(�v)kH ( 1n + jo(1)j)

� jlin(�v)j

� kuinkH jlin(�v)� lin(0)j+ � kvkH jlin(�v)j
� jlin(�v)j

�
1

n
+ jo(1)j

�
� C(1 +

(lin)0(0))� 1n + jo(1)j
�
;

avec o(1) �! 0 quand � �! 0: Puisque on peut montrer que k(lin)0(0)k � c
pour tout n; i (d�aprés (3:4:17) ), alors J 0�(u

i
n) = on(1) dans H

�1(
) quand
n �!1:
Preuve de théorème 3.1.2. D�aprés le lemme (3:4:10); il existe une

suite de (PS)�i� (u
i
n) � Oi� pour J� pour chaque 1 � i � k: Puisque J�

satisfait la condition (PS)� pour � 2 (�1; 1NS
N
2 �C0�

2
2�q ); d�aprés (3:4:16),
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J� admet au moins k points critiques dans M�
� pour 0 < � < �

� = (��)� : Il
résulte que le problème (E�) possède k solutions. Et par le théorème 3:1:1;
le problème (E�) possède (k + 1) solutions.
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