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Chapitre 1

Introduction générale

Dans des applications diverses, les processus physiques sont souvent représentés par des
modéles mathématiques non linéaires. Pendant une longue période, des méthodes déve-
loppées pour les systemes linéaires ont été appliquées par approximation a ces processus.
Par souci de précision et d’efficacite, 1l était intéressant de développer des techniques
propres aux systémes non linéaires.

Geénéralement, les lois utilisées pour commander une telle classe de systemes nécessite
la connaissance d’informations sur le systéme qui, quelques fois, ne sont pas disponibles a
la. mesure ou sont trés affectées par le bruit. Ceci exige alors deux solutions: synthétiser
des commandes ne dépendant que des mesures, ou alors reconstituer les informations
manquantes en utilisant les mesures données par le capteur. L’algorithme de reconstruc-
tion en temps réel porte le nom d’observateur. La qualité du résultat dépend notamment
de la propriété d’observabilité du systéme (i.e., la possibilité de déduire de fagon unique
P’état initial & partir des observations).

Pour les systémes linéaires le probléme de la synthese d’un observateur est considéré
résolu depuis les années 60 par I'observateur de Luenberger. Il faut, toutefois, noter que
'observabilité d’un systéme linéaire est une condition nécessaire et suffisante a l'existence
d’un observateur.

Quant aux systémes non linéaires ce probléme est plus complexe, puisque, 'obser-
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ablhte du systéme n’est qu’une condition nécessaire pour I'existen

Aussi, elle est fortement lice aux entrées qui leur sont appliquées.

La syntheése d’observateurs non linéaires fait encore l'objet de recherches intenses.
Parmi les solutions on peut citer les observateurs & grands gains [10] [16], par modes
glissants [4] [9], & dynamique derreur linéaire [6] [12], par minimisation d’un critére
[17],...etc

Dans les dernieres années, les calculateurs numériques sont de plus en plus impliqués
dans la commande des processus industriels. Ceci exige donc I'implémentation d’algo-
rithmes discrets. Par conséquent, les observateurs cités ci-dessus ne peuvent étre utilisés
4 moins que s'ils solent discrétisés. Malheureusement, le processus de discrétisation n’est
pas toujours trivial. Ceci est di aux problémes numériques qui peuvent en résulter ou
encore & la complexité du modele, surtout, g’il est de dimension importante. '

L’approche proposée dans ce mémoire suppose, dés le départ, que les données dispo-
nibles sont discretes. Elle part d’une idée apparue dans [8]. Son principe est le suivant :
on suppose que les différents ctats d’un systéme peuvent étre exprimés par la sortie et un
certain nombre de ses dérivées. A cet effet, on fera subir & la sortie du systéme considéré
un échantillonnage et un suréchantillonnage et des mesures sont prélevées aux instants de
suréchantillonnage. Ensuite, en utilisant une méthode d’approximation appropriée, elles
sont interpolées pour donner une fonction approchant au mieux la sortie. Ainsi, pour
déterminer les différents états, les dérivées considérées seront celles de la fonction appro-
chante. Il est certain que la qualité de I’approximation dépend de la méthode adoptée.

Notre mémoire comporte 5 chapitres:

Le premier rappelle les notions fondamentales d’observabilité et d’observateurs des
systémes non linéaires. Un rapide apercu des observateurs linéaires sera également inclus.

Le deuxiéme chapitre recouvre quelques résultats de la théorie de Papproximation.
Tout d’abord, on définira ce qu’est un probléme d’approximation. Ensuite, on présentera

les conditions nécessaires et suffisantes pour Jexistence et unicité du meilleur approxi-



mant, 'unique & garantir, relativement & une norme donnée, une faible distance entre la
fonction et espace d’approximation. A titre d’exemple, on abordera un type d’approxi-
mation trés répandu qu’est I’interpolation polynomiale de Lagrange, et on s’intéressera
aux expressions des erreurs d’approximation commises par cette méthode.

Dans le troisieme chapitre, on montrera, a travers un exemple, qu'a cause du pheé-
nomeéne de Runge [7] 'interpolation polynoémiale fournira de mauvais résultats. On recou-
rira, alors, & un autre type de fonctions d’approximation dites Splines. On s’intéressera,
tout au long du chapitre, a leurs propriétés qui nous semblent si importantes qu’on les
utilisera dans notre processus d’approximation.

Dans le quatriéme chapitre, on présentera, en détail, le principe de I’observateur par
interpolation et dériation numérique. Les algorithmes d’observation et de commande
adoptés seront mis en ceuvre a travers deux exemples. On abordera, par la suite, le
probléme du bruit et on montrera que le bouclage d’un systéme utilisant notre observateur
pourra jouer, avec efficacité, le role d’un filtre. Enfin, on discutera l'effet de l'utilisation
des splines ainsi que deux autres méthodes sur la dérivation numérique.

Dans le dernier chapitre, on utilisera notre observateur pour commander deux pro-
cessus industriels: le robot & articulation flexible & un axe et le robot rigide a deux axes.
Dans un premier point, des modeéles d’état non linéaires leur sont établis. Ensuite, on
étudiera leur observabilité. Enfin, les résultats des différents simulations seront présentés

et discutés.



Chapitre 2

Observabilité et observateurs

2.1 Introduction

La connaissance de 1'état d’'un systéme est d’une grande importance, que ce soit pour
la synthése d'une loi de commande ou pour l'élaboration d’une stratégie de diagnostic
ou de détection de défaillance. En général, pour des raisons de réalisabilité technique, il
n’est pas possible de mesurer toutes les grandeurs du systéme. Parfois, on préfére utiliser
un nombre réduit de capteurs afin de minimiser le cott. Aussi les grandeurs peuvent ne
pas avoir de signification physique et par conséquent on ne peut parler de mesure. Ceci
entraine que I’état x(t) ne peut pas étre déduit de la sortie y(t) & 'instant courant ‘t".
Il est alors nécessaire de penser & un moyen permettant la détermination de x(t) en se
basant sur la connaissance des entrées et sorties sur un intervalle de temps passé.
L’observateur est un systéme dynamique [10] qui, sous certaines conditions, fournit
une “estimation” de la valeur courante de I'état en fonction des entrées et sorties passées.

Le schéma d’un tel observateur est illustré sur la figure (2.1.).



u Systéme > Y

Observateur |—> X

Figure 2.1. Observateur.

La construction d’observateurs pour les systémes linéaires est un probléme résolu
depuis les années 60 par Luenberger. Dans ce cas 'existence d’un observateur ne dépend
que de lobservabilité du systéme. Quant aux systémes non linéaires, la synthése d'un
observateur reste un domaine de recherche trés ouvert. Leur observabilité, contrairement
aux systémes linéaires, dépend de l'entrée appliquée. Depuis quelques temps, quelques
recherches ont permis de mettre au point des approches résolvant le probleme de synthése

d’observateurs pour certaines classes de systémes non linéaires. On cite:

e Observateurs a grands gains [15]

Ce type d’observateurs repose sur le principe suivant: le systéme est décomposé
en une partie linéaire ou affine en I'état et une partie non linéaire. A l'aide de
gains élevés on augmente Iinfluence des dynamiques linéaires par rapport aux dy-
namiques non linéaires. Enfin, l'observateur sera réalisé sur la base de la partie
linéaire. L’inconvénient de ce type d’observateurs est sa sensibilité aux bruits &

cause des gains élevés.

e Observateurs a modes glissants [15]

La technique de ces observateurs consiste a faire tendre, & ’aide de fonctions discon-
tinues, les dynamiques de 'erreur d’estimation vers une surface de glissement corres-
pondant & une erreur d’estimation nulle. L’avantage que présentent ces observateurs

est leur grande robustesse face aux bruits de mesure et aux erreurs de modele.



e Observateurs & dynamique d’erreur linéaire [14]

Ils sont congus pour des systémes non linéaires écrits, a I'aide d'une transformation
d’état, sous la forme d'une partie linéaire plus une injection de sortle Dans ce cas la

dynamique de l'erreur d’estimation est linéarisable et la synth?!é /Lpbsgiitv}e\l\lr

se fait selon une théorie de synthese linéaire. / e ‘ \
Ll 5 ‘\
e Observateurs par linéarisation approximative (5] \ \ \\ /\}
gAY

“D
Ils sont synthétisés sur la base du linéarisé tangent du systéleve)

e Observateurs basés sur les techniques de Lyapunov (5]

Ces observateurs restent d’ordre théorique puisqu’on n’arrive pas jusqu’a ce jour a

trouver de méthodes pour la détermination d’une fonction de Lyapunov.

e Observateurs basés sur les méthodes de minimisation [14]

Ils sont obtenus par minimisation d'une fonctionnelle représentant 'écart entre la
sortie mesurée et la sortie calculée. Ce type d’observateurs est généralement de

dimension infinie.
e Observateurs de Newton [14]

Ces observateurs sont congus essentiellement pour les systémes non linéaires discrets.
Leur principe est basé sur ﬂne méthode itérative nécessitant, a chaque ¢tape, une
évaluation explicite du Hessien. En pratique cette méthode est cofiteuse de point
de vue calcul. C’est pour cette raison qu’on l'utilise sous une forme modifiée (la
méthode de Broyden par exemple) dans laquelle le Hessien est approché par des

méthodes de sécantes.

Ce chapitre comprend une premiére partie consacrée a des rappels sur la notion d’ob-
servabilité, les observateurs et le principe de séparation dans le cas des systémes linéaires.

Celui des systémes non linéaires sera traité dans la deuxieme partie. Dans un troisiéme



point, on présentera I’effet des entrées sur I'observabilité dans le cas non linéaire, on par-
lera plus particulierement des entrées universelles. La quatriéme partie traitera du cas
des systémes non linéaires dotés d’une propriété forte d’observabilité: c’est I'observabilité
uniforme, ou observabilité pour toute entrée. On abordera, ensuite, la mise en équation
des systémes non linéaires sous forme canonique d’observabilité. Enfin, on présentera le

principe de synthese d’un observateur non linéaire: l'observateur a grand gain.

9.9 Observabilité et observateurs des systémes linéaires

Coonsidérons le systéme linéaire invariant défini par:

i(t) = A.x(t) + B.u(t) (2.1)

avec z € N, u € R™, y € NP.

2.2.1 Définitions

Définition 1 Le systéme (2.1) est observable si pour tout to >0 et T > to, la connais-
sance de y(to,T) et u(to,T) permette de déterminer de maniére unique Uétat x(to) = o

quelle que soit [’entrée appliquée.

y(to, T) et u(to, T') désignent respectivement les valeurs de y et u sur 'intervalle [to, 7).
[5]

La notion d’observabilité caractérise la possibilité de reconstruire, exactement ou
asymptotiquement, le vecteur d’état connaissant les entrées et les sorties mesurées.

L’observabilité d’un systéme linéaire peut étre vérifiée en testant le rang de la matrice

suivante:

10
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Théoréme 2 Le systéme (2.1) est observable st et seulement si le rang de la matrice ©

est n. On dit alors que la paire (A, C) est observable. [13]

Si la paire (A, C) est observable, il est possible de construire un observateur [15] pour
le systéme (2.1). Sa forme est celle proposée par Luenberger en 1966. Elle est donnée

par:
4= Az + K(y — C%) + Bu

Définissant 'erreur par e =  — &, ceci donne ¢ = (A — KC)e qui peut étre asympto-
tiquement stable si le vecteur K est choisi tel que VP(A— KC) € C™. Par conséquent,
(t) — z(t) quand t — oo.

2.9.2 Observateurs en boucle fermée — Principe de séparation

Pour les systémes linéaires, la syntheése d’une loi de commande s’effectue indépendamment
de celle d’un observateur. Cela est da au principe de séparation [15]. En effet, supposons
une commande par retour linéaire u = Fz. Si le vecteur d’état n’est pas accessible en
entier on utilise un observateur et la commande considérée sera u = F'Z. Dans ce cas, on

obtient:

iz = Axz+ BFZ

8-
Il

KCz + (A— KC + BF)i

11



ce qui équivaut a

T A BF T
KC A—-KC+ BF z

I

-

On a i— 4= A(z — &) — KC(z — #)=(A-KC)(z— 2). Ceci donne

T A+ BF —BF T
i— & 0 A—-KC T — &

L

D

Les valeurs propres de la matrice D sont constituées de VP(A+BF)UVP(A-KC).
Donc la stabilité du systéme s’obtient si I'observateur et le systéme bouclé sur I'état réel
sont stables a la fois: c’est le principe de séparation.

Cette propriété ne s’applique pas aux systémes non linéaires. On peut constater cela
3 travers I'exemple suivant (exemple de Kokotovic) [5]:

soit le systéme

T = —2 +x2x%+u
S 2

Tg = —XTg + T
y=o

Supposons tout d’abord que les deux états =, et @y sont disponibles. Dans ce cas
u = —xqx? rendrait stable le point d’équilibre z; = T2 = 0. On suppose maintenant que
x5 n'est pas mesurable et on définit un observateur réduit a convergence exponentielle
o= —&9 + 2. Dans ce cas la loi de commande devient u = —@27, et 'équation de @
gécrit: @, = —xy +a3(x2—22). En notant Perreur d’estimation e = 29 — &9, on a é3(t) =

—ey(t). La dynamique de l'erreur est décrite donc par la fonction es(t) = e2(0) exp(—t),

12



et par conséquent x(t) s’écrit

1) = G0 (0)ea0) exp() + 21 (0)ea(0) (- \f«’: /

Pour z1(0)ez(0) > 2, ce systéme est instable. Donc un observateur stable et conver-
gent et une loi de commande stabilisante n’'impliquent pas nécessairement la stabilité du

systéme bouclé.

2.3 QObservabilité des systémes non linéaires

Contrairement aux systémes linéaires, le probléme d’observation d'un systéme non lin¢aire
est plus délicat. Llobservabilité dans ce cas n'est qu'une condition nécessaire pour l'exis-

tence d’'un observateur.

2.3.1 Définitions

A travers ce paragraphe, on se propose de présenter les différentes définitions [13] [11] de
la notion d’observabilité qui est en liaison avec celle d’indiscernabilité.

Le but d’un observateur est d’estimer I'état. Ceci suppose que la connaissance de
lentrée et de la sortie sur un intervalle de temps [0, [ avec t > 0, permette de discerner
tout couple d’états initiaux. '

Considérons le systéme non linéaire suivant:
(2:2)
avec u € Q C R™ , & € M une variété C*° connexe de dimension n , y € RP. fet h

sont deux fonctions analytiques.

Définition 3 Deux états initiauz T, et x2 sont dits indiscernables (z1Ixy) si, pour toute

fonction d’entrée u(t) et pour tout t > 0, les sorties y(t,x1) et y(t,x2) qui en résultent

13



sont égales.

L’indiscernabilité est une relation d’équivalence sur M. On note par {zo} la classe
d’équivalence d’un état o quelconque.
Si le systeme (2.2) ne posséde pas de couples d’états initiaux distincts {z1, x2} in-

discernables on dit qu’il est observable.

Définition 4 L’état xy est observable st Uensemble des points indiscernables de xo se

réduit & o, d.e., I{zo} = {xo}. Le systéeme (2.2) est observable si I{z} = {z} Vz € M.

La notion d’observabilité est globale: chaque point est discernable de tous les autres,
méme gils sont trés éloignés. Il existe un concept d’observabilité plus fort, c’est celui

d’observabilité locale.

Définition 5 Soit U un sous ensemble de M et x1,v2 € U. On dit que x, est U-
indiscernable de mo (xyI,x9) si, pour chaque entrée u(t), les trajectoires initiées en &y

et xo restent dans U et les sorties correspondantes sont identiques.

L’ U-indiscernabilité n’est, en général, pas une relation d’équivalence car elle n’est pas

transitive. Notons par I, (zo) 1'ensemble des états U-indiscernables de zo quelconque.

Définition 6 L’état zo est localement observable si, pour tout voisinage ouvert U de

zo, Tu(zo) = {zo}. Le systéme (2.2) est localement observable si, pour tout x € M,

Tu(z) ={#}.

Si un état est le seul indiscernable dans son voisinage alors il est faiblement observable.

Ceci affaiblit le concept d’observabilité globale.

Définition 7 L’état zo est faiblement observable s’il existe un voisinage ouvert V de g
tel que I(xo) NV = {xo}. Le systéme (2.2) est faiblement observable si I(z) NV = {z}
Ve e M.

Le concept d’observabilité locale peut étre affaibli également.

14



Définition 8 L’état zo est localement faiblement observable s’il existe un voisinage ou-
vert V de mo tel que, pour tout voisinage U de x¢ contenant dans V, L(xzo) = {zo}. Le

systeme (2.2) est localement faiblement observable si I,(z) = {z} Vx € M.

Les définitions ci-dessus peuvent étre schématisées par le diagramme [13] suivant :

(2.2) localement observable => (2.2) observable

4 4

(2.2) localement faiblement observable = (2.2) faiblement observable

9.3.2 Condition de rang d’observabilité

Pour exprimer une condition de rang pour les systémes non linéaires, on définit I'espace

d’observation.

Définition 9 Soit le systéme (2.2). L'espace d’observation noté H est le plus petit sous
espace vectoriel de fonctions de R & valeurs dans Uespace de sortie qui contienne hi,... hy
(hi,i=1,...,p sont les composantes de la fonction h ) et qui soit fermé pour la dérivation

de Lie par rapport & tous les champs de vecteurs de type f(z,u), u € Q, fizé.

Soit dH lespace des différentielles des éléments de H. Cet espace est défini pour
une valeur de Uentrée fixée. L'espace dH (2o) (i.e. évalué en xo) caracteérise 'observabilité

faible locale de (2.2) en .

Définition 10 Le systéme (2.2) est dit satisfaisant la condition de rang d’observabilité

en xp si la dimension de dH (xo) est n.

Théoréme 11 Si le systéme (2.2) satisfait la condition de rang d’observabilité en o,
alors (2.2) est localement faiblement observable en xp. Si le systéme (2.2) satisfait la
condition de rang d’observabilité en tout point, alors il est localement faiblement obser-

vable.

Définition 12 Le systéme
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& = f(z) z e R /:/w."é:

y=hz) yeR lof s
vérifie la condition de rang d’observabilité si \)\\"/ f %"
\ A\
e
i ] X elis 7
h(z) \\_,-)/’f
Lh(x
Rg% d ( ) = fi
| L’f"lh(a:) ]

2.4 Role des entrées dans I’observabilité

Si un systéme linéaire (2.1) est observable, pour une entrée u(t), on peut reconstruire
’état initial. Cette propriété n’est en général pas vraje pour les systémes non linéaires. 11
se peut que certaines entrées ne permettent pas de discerner tout couple d’états initiaux

distincts comme le montre I'exemple suivant :

-1 0 (2.3)

] est aisé de vérifier que, pour v = 0, ce systeéme n’est pas observable: deux va-
leurs différentes de z sont indiscernables. Ceci nous conduit & définir la notion d’entrée

universelle [10].

Définition 18 Une fonction d’entrée u est dite universelle pour le systéme (2.2) sur
Vintervalle [0,t] si tout couple d’états initiaus {x1, 79} peut étre discerné par les sorties
sur intervalle [0, 1], le systéme étant excité par u, c’est o dire s’il existe T € [0,t] tel que

h(z(r,z1)) # h(z(, T3)).

- Une entrée universelle sur R est dite universelle;
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_ Une entrée non universelle est dite singuliere;

- Si 0 < #, < tp, alors une entrée universelle sur [0, t,] est aussi universelle sur [0, ta].

Pour les systémes affines en 'état, on sait définir un indice d’'universalité de 'entrée

_ Soit pour le systeme
&(t) = Alu(t))a(t) + B(u(?))
y = C(u(t))

le grammien d’observabilité

(2.4)

Lu(t, to) = / &7 (r,£) O (u(r)) O (u(r)) @u(r, )T

0

®,(7,t) étant la matrice de transition du systeme (2.4) obtenue par 'application’de
Ja fonction u(t) au systéme sans le terme B(u(t)).
Ijindice d’universalité vu(t, o) est la plus petite valeur singuliere de T'y(t, o).

Pour les systémes affines en l'état (2.4) on a la définition suivante:

Définition 14 Une entrée u est universelle sur [0,t] pour (2.4 ) st Yu(t, to) > 0.

2.5 Systémes uniformément observables

La notion d’entrée universelle permet de définir une classe intéressante de systémes: les

systémes uniformément observables [10].

Définition 15 Un systéme dont toutes les entrées sont universelles est dit uniformément
observable, ou encore, par abus, observable pour toute entrée. Si pour t > 0, toutes les

entrées sont universelles sur [0,t], le systéme est dit uniformément localement observable.

- Le concept de 'observabilité locale ne distingue pas de l'observabilité simple pour

les systémes analytiques;
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- Un systéme linéaire observable est uniformément localement observable.

On peut donner, pour les systémes mono sortie affines en lentrée, une condition
nécessaire et suffisante d’observabilité locale uniforme.

Soit le systéme affine en l'entrée suivant :
(2.5)

On suppose qu'il existe un domaine physique (ouvert relativement compact) @ C 1"
d’évolution de l'état, qui est le domaine d’intérét du systéme. La premiére opération va
consister a écrire (2.5) sous une forme normale. Supposons que (2.5) est observable, que
w = 0 est une entrée universelle et que le jacobien de {(i,- - lid = 4l s .,L’;‘lh} par
rapport & x est de rang n en un point zy. Ceci détermine, sur un voisinage de zp, un

systeme local de coordonnées dans lesquels le systeme (2.5) s’écrit :

& =G+ e(Qu

Coy = ot pna(Qu (2.6)

én = S-on(C) + SO'IL(C)U‘
y=G

" On fait alors les hypothéses suivantes:
e La fonction ¢ choisie est un difféomorphisme de Q sur ¢(Q);
e ( et ¢ peuvent étre stendues de © a R" par une fonction C°;

o Le systéme (2.6) est complet pour toutes les fonctions d’entrée admissibles (mesu-
rables bornées) a valeurs dans U C R™, de sorte que (2.6) définit globalement un

systéme qui coincide avec le systéme (2.5) sur Q.

On peut maintenant énoncer le résultat suivant:
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Theoreme 16 Supposons que le systeme (2.5) puisse étre mis s0us la forme (2.6) et
satisfasse les hypothéses qui précédent. Alors il est uniformément localement observable

si et seulement si la fonction ¢ est de la forme —

—
Ty

\«

VP
(0) = #1(@) faf ) 0\
.

(Pn—l(C) = Son—l(CI, <2a ceey n—l)
9.6 Entrées réguliérement persistantes

Pour le systéme (2.3), 'entrée u = 1 est universelle. Au contraire l'entrée u = 0 est
singuliere. La fonction @ qui vaut 1 jusqu'a to > 0 et qui est nulle ensuite est aussi
une entrée universelle. Supposons qu'on dispose d'un observateur pour ce systéme, et
appliquons l'entrée . Si une perturbation se produit sur T2 a un temps t; > to, elle
n'influence pas la sortie. Par conséquent, 'observateur ne peut pas réagir a une telle
perturbation.

Les entrées universelles ne suffisent donc pas a garantir & un observateur de bonnes
propriétés en présence de perturbations. Ceci amene & introduire la notion plus forte de

persistance réguliére qu’on sait définir pour les systémes affines en I'état [10].

Définition 17 Une fonction d’entrée u est dite réquliérement persistante pour le systéme
affine en Uétat (2.4) s’il existe T >0, a > 0 et ty > 0 tels que vy (t +T,t) > o pour tout
t>to.

Remarque 18 Une entrée u réquliérement persistante est universelle. Non seulement sa
translatée ud(t) = ub(t + 6) reste universelle pour § arbitrairement grand (persistance),

mais elle le reste avec une qualité garantie (régqularité).
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2.7 Formes canoniques d’observabilité

Cles formes sont souvent utilisées dans la synthese d’observateurs non linéaires. Elles sont
obtenues grace a une transformation de coordonnées d’état. Dans cette partie, seront
proposées les formes canoniques d’observabilité de systémes mono et multi sortie sans
commande [5] [15].

Considérons le systéme non linéaire décrit par

& = f(z(t), ul(t))

(2.7)
y = h(x(t), u(t))

ceEMCR,ueQC R yeR.
Les fonctions f(.,.) et h(.) sont supposées analytiques.

Le systéme (2.7) étant supposé observable, le but est de trouver une transformation

de coordonnées d’état z = ®(z,u,u, ... ,ub), z € R, permettant d’écrire (2.7) sous
la forme:
5= Az + oY1, ..., ud) 28)
y=Cxz
11 est facile de remarquer que le systéme
b= Az +o(y,u,. .., u) — KC(2 - 2) (2.9)

constitue un observateur pour (2.8) si K est choisi tel que (A — K C) soit stable.
Si 7 est un difféomorphisme, un observateur pour le systéme(2.7) pourra étre déduit

en écrivant (2.9) dans I'espace = avec & = ®7'(z,u, %, - .- ,ul=D),
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2.7.1 Cas général

Deéfinissons le vecteur

( e Q C §Rm.n

=]
Il

L u(n"l)

et Popérateur différentiel lin¢aire £ tel que

8hi 6}11 2
0 0 7, 0
£5(dh) = dhigf:- + fTég(dhi)% u (%(dhi)T)T

Cet opérateur vérifie d£¢(hi) = £ £(dhs).

Le systéme (2.7) étant suppose observable alors il existe une transformation d’état :

21 (J), ﬁ)
- : (2.10)
25, T)
avec (pour 1 <1 <n)
Yi hi
yi .ffhi
zl = . = .
gki—l) £§ki—1)hi
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tel que le systéme (2.7) soit équivalent &

= Az + o(y,u, ..., u )

Qol(zvﬂ')
= Az + : (2.11)
sop(z,ﬂ)
y=02z
ou _
0 1 0W
A 0 C,
A= A = , C = , C; =
" A 0 -0 1 c
! (0 -0 0 !
(10 0]
0
0
Y =
£k,
f (e,2)

P
La taille de chaque bloci est ki, 2 = 1,...,p, avec S k; = n. Les k; sont appelés indices
i=1

d’observabilité. La représentation, (2.11) est appelée forme canonique d’observabilité.

Remarque 19 La transformation de coordonnées d’état (2.10) est unique pour un vec-

teur de sortie, i.e., pour des indices d’observabilité donnés, la forme canonique d’obser-

vabilité est unique.

2.7.2 Cas d’un systéme multi sortie sans commande

Dans ce cas Uopérateur différentiel se réduit a la dérivation de Lie. La forme canonique

est donnée par (2.11). Les ¢; ne dépendront que de 2.
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9.7.3 Cas d’un systéme mono sortie sans commande

Dans ce cas également £ se réduit a la dérivation de Lie. Ayant p = 1, on obtient

h(z)
th($)

LY n()

et la forme canonique est exprimée par

[0 1 0 [ o ]
0
z = zZ+
g =s=« @ 1
K 0 0] {L}”‘”h_
y = |10 -o]z

2.8 Observateurs non linéaires

Considérons de nouveau le systéme (2.2)

Définition 20 On appelle observateur [10], ou reconstructeur d’état, du systéme dyna-
mique (2.2) un systéme dynamique dont les entrées sont constituées des vecteurs d’entrée

et de sortie du systéme & observer et dont le vecteur de sortie, noté &, est l’état estimé

I

2= fzyw) (2.12)
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tel que
o [le®)]l = |&(t) — z(t)|| — O quand t — oo;

o Siat=ty on ai(ty) = z(to) alors pour toutt >ty on a &(t) = (g

Remarque 21 Le mdle de l'observateur présenté ci-dessus laisse penser que le probléme
posé est celui de la méconnaissance de ’état initial. En fait, en pratique, on recherche
plutét Uestimation de U’état a chaque instant, afin de calculer par exemple une loi de com-
mande performante. Par contre, chaque perturbation non mesurée est pergue comme une

réinitialisation par I’observateur qui doit estimer un état dépendant de cette perturbation.

Remarque 22 Le lien entre la commande et [’observateur est trés fort, vu que les in-
formations nécessaires a la synthése d’une loi de commande sont issues de l’observateur.

Le schéma de la figure 2.1. peut donc étre complété par un bouclage systéme observateur

( figure 2.2.)

Consigne u Sortie
——§—> Commande Systeme

S .

Observateur

4>

Figure 2.2. Bouclage systéme-observateur.

Hypothese 23 1l eziste un voisinage U C M de Uorigine tel que, si e(tg) € U, alors

le()|| < Ke™, ou K et c sont des constantes positives [15].

Définition 24 S’il existe un observateur (2.12) pour le systéme (2.2) qui vérifie la dé-
finition (20) et Uhypothése (23), alors observateur est dit (localement) exponentiel. S
U = M, lobservateur est dit globalement exponentiel [15].

Tout au long de ce paragraphe, on s’intéresse a des classes particuliéres de systémes

non linéaires car il est trés difficile d’effectuer la syntheése pour des classes plus générales.
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2.8.1  Observateurs A grands gains

Cet observateur est formée d'une recopie des dynamiques du systéme non linéaire et d'un
terme dépendant linéairement de lerreur d’estimation de la mesure. 'idée est d’augmen-
ter I'influence des dynamiques linéaires de J’observateur par rapport aux dynamiques non
linéaires du systéme a l'aide de gains élevés.

Cette classe s’applique aux systémes uniformément observables [5]. Considérons le

systéme affine en 'entrée suivant :
(2.13)

u(t) appartient & Pensemble U C R™ des valeurs admissibles de I'entrée. On suppose
de plus qu'il existe un domaine physique (ouvert, borné) Q@ C R". L'entrée u = 0 est
supposée universelle. Le jacobien de {hl, L¢hy,... ,L’f“lhp} par rapport & = est de rang
n presque partout sur ®". Au voisinage d’un point régulier on peut sélectionner un sous

ensemble de rang plein:
{21, sz} = {M1, Lsh1,... L%y, hp, , LT hy}
Ces hypotheses conduisent & un systéme local de coordonnées dans lequel (2.13) s’écrit

5= Az + p(2) + p(2)u

y=Cz
avec i ;
01 0
A1 0 Cl
A= ", ,Ak= ,C: aCk:

" A 0 -0 1

C.

g (0 -0 0 ’
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[0 |
?1(2)
o(z) = 5 ,  Pelz) =
Pp(%) "
it L Px(2) i

P
La dimension des Ay est ng, kK =1,...,p, avec Somi=net = 1, e = te—1 + Me—1,
i=1
k=02, ...
En négligeant la linéarité en u dans ce qui suit, les systémes considérés seront de la

forme

5= Az + ¢(z,u) (2.14)

y=C%z
On fait alors les hypotheses suivantes:
o La fonction z choisie est un diffeomorphisme de © sur 2(€2);
e 2 et ¢ peuvent étre étendues de Q vers R"™ par une fonction C*%

e Le systeme (2.14) est complet pour toutes les fonctions d’entrée admissibles (me-
surables, bornées) a valeurs dans U C %™, de sorte que (2.14) définit globalement

un systéme qui coincide avec le systeme (2.13) sur {2.

Systémes mono sortie
On s’intéresse dans un premier temps au systeme (2.14) a une seule sortie.

Théoréme 25 On considére le systéme (2.14) avec p =1, dans lequel :

i. la fonction ¢ est globalement lipschitzienne par rapport & z, uniformément par

rapport a u.
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Soit K une matrice n x 1 telle que la matrice (A— KC) ait toutes ses valeurs propres

T |
T2
& partie réelle négative, et A(T') =
L T‘IL
Supposons que : .
i o
1. ALY pouri=1,...,n—=1; g=1i+1,...,n.
3xj

Alors le systéeme (2.14) est uniformément localement observable, et il existe Ty tel que,

pour tout T qui satisfait 0 <T < To, le systéme
(= A3+ p(3,u) + N HT)K (y — C2)

est un observateur pour le systéme (2.14). De plus la norme de l’erreur d’observa-
tion est bornée par une exponentielle dont la vitesse de décroissance peut étre choisie

arbitrairement grande.

Systémes multi sortie

Considérons maintenant le systeme (2.14) avec plusieurs sorties. Appelons o;, 1 = 1,...,n,

les puissances de 1" dans A.
Théoréme 26 On considére le systéme (2.14) dans lequel:

i. la fonction ¢ est globalement lipschitzienne par rapport & , uniformément par

rapport a u.

Soit K une matrice de dimension adéquate telle que, pour chaque bloc k, la matrice
(A, — KCy) ait toutes ses valeurs propres & partie réelle négative.
Supposons qu’il existe deux ensembles d’entiers o = {o1,...,00} €t 6 ={b1,...,0p}

avec
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. Opp+l = Ultk+l—l+6k) k= la-'-,p: l= 17---a77k:_ 1;

op; . .
1. 5% EOr?UiZUj,z,j=1,...,n,j#pk,k=1,...,p.
J

Alors le systéme (2.14) est uniformément localement observable, et il existe Ty tel que,

pour tout

T,0 < T < Ty, le systeme sutvant

3= A3+ o(3,u) + AHT,6)K (y — C2)

avec/z:uk = Yk ,/i’\j =2, ] F
TONA(T?) |
AT, 8) = , A(T) =
T A(T%)

T"hc—l

est un observateur pour (2.14). De plus la norme de Uerreur d’observation est bornée
par une exponentielle dont la vitesse de décroissance peut étre choisie arbitrairement

grande.

Remarque 27 La terminologie de ‘grand gain’ est utilisée car Uemploi de T' suffisam-
ment petit (T~ suffisamment grand ) permet de cacher Ueffet de la partie non linéaire de

la synthése de l’observateur.

Donc comme on l'a constaté ce type d’observateur nécessite des conditions pour sa
synthese. Aussi, il présente un inconvénient majeur: c'est sa grande sensibilité aux bruits

de mesure, ceci est dii & la présence de gains élevés.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini la notion d’observabilité ainsi que certaines propriétés

des entrées appliquées aux systemes considérés. Ces deux points fournissent des conditions
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necessalres a la synthese d’un observateur. Ceci est important dans la mesure ou il faut
d’abord s’assurer de l'existence d'une solution avant de se lancer dans la recherche. A cet
égard, nous avons mis en évidence la dépendance de Pobservabilité vis-a-vis de l'entrée
car il existe, en général, des entrées singuliéres qui entrainent une perte d’observabiliteé.

Nous avons souligné, également, le principe de séparation, un concept qui facilite
considérablement la synthése mais qui n’est, généralement, pas applicable dans le cas
non linéaire. Toutefois, il a été montré que certaines classes de systémes non linéaires
vérifient un principe de séparation affaibli.

On a, ensuite, parlé de la mise des systémes non linéaires sous formes canoniques
d’observabilité: ceci sert pour le calcul de ¢ équation différentielle entrée- sortie sur la-
quelle se fondent quelques méthodes de synthése. Dans un dernier point, on a présenté

le principe de l'observateur a grand gain.
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Chapitre 3

Eléments de la théorie de

I’approximation

3.1 Introduction

Le contexte du probléme d’approximation peut otre des plus divers. Les techniques pro-
posées sont si nombreuses qu'on se demande, parfois, si cette diversité n’est pas due a
'absence d’une approche scientifique. Si cette approche avait existé, peut étre, aurait
elle permis de dégager une méthode d’approximation a la fois optimale et universelle.
Les différents chapitres de la théarie des approximations, et notamment I’interpolation,
peuvent étre assimilés a Petude des modéles abstraits de certaines classes concrétes de

problémes.

1. Ci-dessous un probléme simple conduisant a I’approximation des fonctions [3]. On
observe aux instants discrets t, . . ., t, les valeurs d’une fonction f(t); on demande
de restituer ses valeurs pour d’autres t. Il arrive qu’on sache, certaines considérations

supplémentaires indiquant que la fonction d’approximation doit étre de la forme

f(t) = g(t;ar,...,an)
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Si les parameéters ay,. . ., a, sont définis par les conditions de coincidence de f(t)

et de la fonction approximante aux points ¢y, ..., %,

g(tj;a'l"'-aan)':f(tj) j=1,...’n

on est en présence d’'une méthode d’approximation appelée interpolation. Si le point

n’appartient pas au segment [min ¢;, max t;], on parle d’extrapolation.

. On sait souvent que la fonction est bien approchée par des fonctions d’une certaine

forme, par exemple, par des polynomes, mais on ignore la fagon de choisir au mieux
le degré du polynome approximant. Le probléme se complique singuliérement si les

valeurs données de la fonctions sont entachées de grosses erreurs.

. On connait la forme d’un bon approximant de la fonction, mettons que ce soit un

polynéme du deuxiéme degré. D’autre part, les valeurs de la fonction sont mesurées
avec une grande erreur. On demande d’obtenir une meilleure approximation relati-
vement & une certaine norme avec un nombre minimal de mesures. Ce probléme se

rencontre en biologie, chimie, physique, géographie et art militaire.

L’approximation des fonctions est un probléme qui est susceptible de se résoudre aussi
bien séparément que dans le cadre d’autres problémes plus vastes. Le présent chapitre
est consacré a ce procédé d’approximation tres répandu qu’est I'interpolation. L’interpo-
lation est un outil auxiliaire de premier plan de I'analyse numérique, notamment dans
I'intégration et la dérivation numériques, la, résolution d’équations différentielles.

Le présent chapitre comprend un paragraphe dans lequel on rappelle certains concepts
des espaces vectoriels. La partie qui suit expose quelques notions fondamentales de la
théorie concernant ’approximation de fonctions. On évoquera ensuite l'interpolation po-
lynomiale. On s’intéressera en particulier & l'interpolation de Lagrange, et dans le but
d’établir une estimation des erreurs de cette méthode on définira ce qu’est une différence

divisée.
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On va au préalable rappeler certaines définitions [3].

3.2 Deéfinitions

Un ensemble d’éléments E constitue un espace vectoriel §’il est muni des opérations
internes d’addition et de multiplication par un nombre appartenant a un corps K satis-

faisant les conditions

o T'addition est associative: (z+y)+z=z+y+2) Vo,y,z€E;

——
CN
Bl T

.

N

,"/ \ ‘ )
o I'addition est commutative: = +y=y+z Vz,y€ E; / ;/ — )
[ f

il existe un élément nul tel que: = +0=2x Vz € E;

f s )
[ L7
.k = ){\
e 0.z =0 pour tout € E; \ \\_ (Y

(a+f)e=az+pa Vz € E,Va,B € K -

a(c+y)=az+ay Vz,yckE, Va € K ;

o.(B.x) = (a.B).x Yz € E,Va,B € s

e 1.z =z pour tout = € E.

On introduit dans I'espace vectoriel la notion de dépendance et d’indépendance linéaires
d’éléments. Un ensemble d’éléments &1, ..., T, d'un espace vectoriel E est dit linéaire-

ment dépendant s'il existe des ¢y, ..., ¢, non tous nuls tels que
Tyt ...+, =0

Dans le cas contraire le systéme est dit linéairement indépendant.
Un sous ensemble F' d’un sous espace vectoriel est un sous espace vectoriel si z,y € F

implique a.z + f.y € F Vo, € K.
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Un espace E est dit métrique si I'on peut faire correspondre a deux quelconques de

ses éléments la distance d(z,y) vérifiant les conditions:
e d(z,y) >0,d(z,y) =0ssiz=y;
e d(z,y) = d(y, );
‘o d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) Vz,y,z € E .
L’espace E est dit espace vectoriel normé si:
a. il est vectoriel;

b. on peut faire correspondre & tout élément f € E un nombre réel || f|| appelé norme

de f, tel que
LAl =0, [lfll=0;
2. |laf]l = |a| . || f|| pour tout a € K;

3. |lfu+ fall < NAN+ NI fall

Enfin, on dit que espace E est strictement normé si on a

o ||fi + foll = 1 Aill + || 2] si et seulement si Ja > O tel que fo = afy .

3.3 Approximation des fonctions continues

De maniére schématique, le probléme type dans la théorie de 'approximation de fonctions

est le suivant: approcher les éléments d’un espace fonctionnel E par les éléments d'un

sous ensemble F' donné.

Supposons que E est un espace normé. On peut espérer, pour le probléme considéré,

deux types de solutions:

e F est dense dans E
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N Autrement dit tout élément de E peut étre approché d’aussi pres que I’on veut par

des éléments de F'.
e F n'est pas dense dans E

Si z € E, alors la distance de z a F'
d(z, F) =inf ||z —
(¢, F) =inf |}z ~ ]
est en général non nulle, est le probleme intéressant est alors le suivant:

— trouver = € F tel que

(3.1)
lo — || = d(z, F)

Définition 28 Dans les conditions qui précédent, si T vérifie (3.1), on dit que T est un

meilleur approximant de x dans F.

. 3.3.1 Meilleure approximation dans un espace vectoriel normeé

Soit f un élément de I'espace vectoriel normé E. Le but est de trouver une meilleure ap-

proximation pour f sous la forme d’une combinaison linéaire E \ip; d’éléments linéaire-
i=1

B ment indépendants ¢y, . .., ¢, € E. Cela équivaut a trouver un élément Z A p; (meilleur

i=1
approximant) tel que

—1nf

lys"

‘\f ZX“%

i=1

‘f = Z Aipi
1=1

Théoréme 29 Le meilleur approximant existe.

Preuve. Etant donné que

>

i=1

£ ZIA‘ X2 llell

i=1 i=1 i=1

|- -

Hf Z/\M
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la _fonction

Fr( M, An) =

f- Z i
i=1

ost une fonction continue en ses arguments A; quelle que soit f € R. Soit ||A|| la norme

euclidienne du vecteur A = (M, ..., An). La fonction

FO()‘la ceey /\n) = “AL(;DI +-o )\n(PnH

est continue sur la sphére unité | A|| = 1 et un point (AL, - - -, An) de celle-ci réalise donc
sa borne inférieure F' sur la sphére. F # 0 puisque I'égalité F= o4 Annl| =0
contredit I'indépendance linéaire des éléments @y, ..., @n. Pour tout A = (A\1,...,An) #
(0,...,0), on a l'estimation suivante
H)\l(Pl e 1 )\n(Pn” = FO()‘la sy )\n)
AL
M Fo(ia, -5 mi) = I E
1A |l>\||
2
Posons vy = —‘gﬂ . La fonction Ff(\j,...,As) est continue dans la boule Al <y

et atteint donc en un point (X}, ..., ;) sa borne inférieure F™* sur la boule. On a F* <

F§(0,...,0) = || fll. A l'extérieur de cette boule
Fyhureve i) 2 a4 il = 171> P2 =y = P

Ainsi, Ff(A1,..., ) 2 F* = F7(N;, ..., ;) quels que soient Ay, ... , Ap. H
1l existe en général plusieurs meilleurs approximants. Le théoréme suivant donne une

condition nécessaire pour 'unicité du meilleur approximant.

Théoréme 30 Si Uespace E est strictement normé, le meilleur approzimant est unique.

Preuve. On raisonne par 'absurde et suppose qu’il existe deux éléments fi # fo,

£ =3 Nijipi tels que ||f — fill = |f = foll = A West clair que A # 0, sinon f; = f =

i=1
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f2- De plus

f_f1+fz f-h f1 f f2 < f— A, f=F| _A
T2 2 2
fa . _— /""\
Puisque est combinaison linéaire des éléments ¢y, . .. ,go//ﬁ, vient **
N
/
“f _ fl + f2 ‘j "
\__\/._
selon la définition de A. Compte tenu des relations précédentes
=5 f-f| _f-A f-Ff
H 5 1T 2 | T2 T

Du moment que l'espace est supposé strictement normé, on a

fi=

Sia#1,alors f = —————é est une combinaison linéaire des ¢, . . ., @n et, partant,
1~ o 2 2 p

A =0. Quand a =1,0n a f, = f2 ce qui contredit ’hypothese fi # fo. B

3.3.2 Meilleure approximation uniforme

Si dans un espace vectoriel la norme n’est pas déterminée a l’aide d’un produit scalaire,
la recherche du meilleur approximant se complique sensiblement.

Soit E un espace de fonctions réelles bornées définies sur [a, b] € R avec pour norme

|| 1l =sup | f(z)]
[a,b]
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On cherche la meilleure approximation de la forme
P.(z) = Z a;x’
5=0

Conformément au théoréme (29), la meilleure approximation existe, i.e., un polyndéme
P (z) tel que

pour n'importe quel P, de degré n. Ce polynome s'appelle polynéme de meilleure
approximation uniforme. Dans ]a suite, on établira les conditions nécessaires et suffisantes

pour qu’'un polynome soit la meilleure approximation pour une fonction continue.

Théoréme 31 S’il existe n + 2 points To < - < Tntl de lintervalle [a,b] tels que
sg((f(wi) — Pa(z:))(=1)}) = const, i.e., en passant d’un point z; au point suivant Tiy1,
la quantité f(z) — Pa(z) change de signe, alors

E.(f) =z p :i=g’1.1.{%+1 |f(a71) - Pn(xi)l

Preuve. La proposition est évidente pour p = 0. Soit 4 > 0 et supposons le contraire,

i.e., que le polynome de meilleure approximation P} (z) vérifie
1P = fll = Ex(f) < 1

On a sg(Pa(e) — Pi(z)) = sg((Pa(z) — f(e)) — (Pa(e)= f(x))). Aux points i,
le premier terme est supérieur en module au deuxiéme, aussi sg(Pn(z:) — Pr(%i)) =
sg(Py(z;) — f(x;)). Par conséquent, le polynome P,(z) — Pyi(z) de degré n change de
signe n + 1 fois. On aboutit a une contradiction. H

Le résultat de ce théoréme est utilisé pour démontrer les deux qui suivent.

Théoréme 32 Pour qu’un polynéme P,,(z) soit le polynome de meilleure approximation

de la fonction continue f(z), il faut et il suffit que lintervalle [a,b] contienne au moins
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n+ 2 points xg < -+ < Tnil tels que

f(z:) = Pa(m) = a1} If =Pl 2=0,...,n+ 1
=1 (ou a = —1) simultanément pour tous les i.
* On dit que les points Zo, . . ., Tnt1 satisfaisant aux conditions du théoréme qu'ils for-

ment le support de Tchebycheff.

Une démonstration détaillée de ce théoréme est donnce en 3].

Théoréme 33 Il existe un seul polyndme, metlleure approzimation de la fonction conti-

nue.

Preuve. Supposons qu'il en existe deux de degré n

Pi(z) # P2(@) , |f = Pall = [|f = Pall = En(f)

Alors 1 , 1 ,
p- BB < | ISR 4| 557 =m0
Le polynéme Pa(z) + Pu(2) est donc lui aussi une meilleure approximation uniforme.
Soient Zo, . . . , Tn41 les points correspondants du support de Tchebycheff. Alors
Py (x:) + Py(x:)

5 — f(=:)

ou

|(PL(xi) — f(=:)) + (Pa(x:) — f(@:)| = 2En(f)

Puisque |P¥(x;) — f (z;)| < En(f), k= 1,2, la derniére relation n’a lieu que si
Pl (x:) — f(x:) = Palw:) — f(wi)
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Deux polynomes distincts PL(z) et P2(z) de degré n coincident en n +2 points, ce
qui est contraire & I’hypothése. ®

Donc, comme on a pu le constater, le but de cette partie est de démontrer que si
le meilleur approximant existe alors il est unique. On va aborder maintenant un type

d’approximation trés répandu: c’est celui de l'interpolation polynémiale.

3.4 Interpolation polynomiale

Pour 'approximation des fonctions, on utilise souvent des polynomes car ils peuvent étre
évalués, différentiés et intégrés facilement.

Un polynéme d’ordre n ou de degré <n est une fonction de la forme
n
P.(z) =a1+agz + -+ a2t = Zaij_I
j=1

L’ensemble ou 'espace de tous les polynomes d’ordre n sera noté IP,,.
Etant données des valeurs f; d’une fonction f(z) aux points ;, le probléme d’inter-
polation consiste a déterminer les parametres a; tels que les paires (zi, fi), 1 = 1,..., M,

avec x; # x) pour i # k satisfont

Les paires (z;, f;) sont appelées points de support (ou d’appui) [2].

On a le théoréme suivant

Théoréme 34 Il existe un polyndme et un seul de degré au plus n — 1 tel que
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Preuve. Pour la preuve [2], il suffit de démontrer que le déterminant de Vandermonde

1 To mg'
s T
Vn+1 =1 . . /7 ',./\‘ .
: : /' /_/
1 &, =« of | f.r/‘

o
ne s’annule pas. Comme ; # @ pour i Zkona Vo #0. B\ n
el

3.4.1 Formule d’interpolation de Lagrange

Considérons une séquence z = (z;)} de n points distincts et posons

n

t—ux;
i J

j=1
J#

l; est appelé i polynéme de Lagrange pour z [7]. C’est un polynéme d’ordre n,
s’annulant en tout z; et valant 1 pour ¢t = z;. A I'aide du symbole de Kronecker, ceci
s’écrit
0 1#y
1 i=J

li(z;) = bij =
Ainsi pour une fonction f donnée
P= En: fl@:)l; ' (3.2)
i=1
est un élément de P, et satisfait
P(z;) = f(z:)) i=1,...,n

Théoréme 35 Pour n points d’appui arbitraires (z;, fi), i = 1,...,n, & # zp pour

i # k, il existe un polynéme P € P, tel que P(x;) = f(x:), i = 1,...,n. Sous la forme
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de Lagrange ce polynome est donné par (3.2).

Dans le but de démontrer certains résultats, on va maintenant définir la notion de

différence divisée [7].

Définition 36 La k2™ différence divisée d’une fonction f aux points Ti,...,Titk €5t le
coefficient de x* du polynome d’ordre k + 1 qui coincide avec f aux points Ti, ..., Titk -

Elle sera notée

[7ir s Tk 1S
Cette définition a les conséquences suivantes [7]:

i. si P, € P; coincide avec f aux points 7y,...,T; pour ¢ = ket k+ 1 alors

Py (z) = Pe(z) + (z — 1) - (& = 7i)[705 - o5 Thott 1f

Le polynéme Py — Py est d’ordre k + 1 et s'annule aux points 7y,...,7x €t son
coefficient principal est [71,. .., Tkt1 ) f+ Ceci implique que
Pey1(z) = Pe(z) =c(z—71) -+ (2 — Tk) (3.3)
avec ¢ = [T, ..., Tit1 | f-

Un polynéme P,(z) peut s’écrire sous la forme
Pa(z) = Pu(z) + (Pa() — Pi(x)) + (Ps(a) = Pa(2)) + - + (Pu(2) = Pu-i(2))
En utilisant (3.3), P,(z) s’exprimera par
Pu(a) =[n]f+ (@ —n) [r,m)f+-+(@—1) (2= O | T, |
Cette forme est appelée forme de Newton.
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ii. si f € C® . ie., f ak dérivées continues, alors il existe un point ¢ appartenant au

plus petit intervalle contenant 7, ..., Ti+k tel que
[Fir - - Tisk | = FO(E)/K!

iii. pour les calculs il est important de noter que

&) (7;)/ k! sim=...=Tiret fE c)
[Tia-‘-,'ri+k]f= [Ti+1,---,Ti+k]f" [Tia'--aTi+k—1]f

Tivk — Ti

si Ty # Titk

3.5 L’erreur d’interpolation

Si f est connue uniquement & travers les valeurs qu'elle prend aux points (7;)7 alors il est
souhaitable d’évaluer Perreur entre la fonction et son polynome d’interpolation. Pour ce
fait on utilisera quelques propriétés des différences divisées et on aura besoin du théoréme

suivant

Théoréme 37 (Rolle) Si la fonction f est dérivable dans Vintervalle fermé [a,b] et
s’annule auz extrémités de cet intervalle, alors f' s’annule au moins une fois & Uintérieur

de cet intervalle.

D’aprés (3.3) si on prend k = n on obtient
Pori(z) = Po(z) +c(z—71) - (2 —Ta)

avec ¢ = [T1,. .. Tns1 ) f-
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3.5.1 L’erreur sur la fonction
Posons E(z) = Puy1(z) — Pa(z) €t F(z) = f(z) — Puy1(2). Fixons z et prenons par
exemple = 7,41 Dans ce cas f(z) s'écrira

f(z) = Pufa) +c(z —m) -+ (@ = Tu)

On pose II(z) = (x — 71) -+ - (¢ — 7x) et on obtient

On considére maintenant le polynoéme d’ordre n+ 1 en ¢

f(z) = Pu(z)

Poy1(t) = Pu(t) +11(2) e

Aux points d’interpolation on a
E(Ti) = Pn+1(7i) - Pn(Ti) = 0

et

F(m) = $(r) — Palr) — Ty L2 Tel)

- I(z) =

D’aprés le théoréme de Rolle (entre deux zéros consécutifs de F' il existe au moins un
zéro de F') et sachant que F' possede (n + 1) zéros sur [ry,z], F' admettra au moins n
s6ros. Ceci implique que F® a (n — 1) zéros, ..., F™ possede un zéro qu’on notera &

et il appartient au plus petit intervalle contenant , 7y, ..., . Nous avons donc

0= FM(g,) = f™ (&) — P (&)
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P41 est un polynéme de degré n: son terme de plus haut degré est

o f(@) = Pul) D

Ceci donne / \

et par conséquent

3.5.2 Les erreurs sur les dérivées

Etant données les valeurs d’une fonction f aux points 7y, ..., Tn, O1 demande de calcu-
ler f®)(z). Les formules les plus simples de dérivation numériques sont fournies par la
dérivation des fonctions d’interpolation.

Formons le polynéme d’interpolation P,(x) et évaluons l'erreur dans les formules de

dérivation numérique [3]. On a

f(z) — Pu(z) = II(2) [T,y Ty ) f

d’ou, d’aprés la formule de Leibniz
F®) (z) — PV (x Z Ci([m1y - - » Tr ] F) D119 (2)

En vertu de la propriété (ii) des différences divisées: si g est une fonction continfiment

dérivable, alors

o — ge,@ — (g — e,z —€,alg = g9 (€e) /a!
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avep z—qe < &e < z; dou
g9 (z) = ¢! iﬂ) [z —ge,z—(g—1)g,..., 2 — g, ]9
Par conséquent
([T -+ s Tns @] £ =j!(£i_r}(1) [y s Ty — &, @ — (@ — 1)E,. .-, —¢,z|f)

L’expression entre parenthéses devient

Tywve s Trsllssnasl ) J
N——

(j+1) fois

Toujours en utilisant (ii), on obtient

[Pty y s @ o5 2) f = fOF(E0) [ (n 4 )

Donc .
(k) (n+3) (¢ \TT*R=9) (2
F9a) PO = 3 G @@
7=0
Généralement, on n’a d’informations ni sur & ni sur f(™*%). Ceci nous conduit &
imposer une borne sur I'erreur. Posons A =  ax (Tiy1 — 7i), on a alors
1. n
llelle < ™o
|e®]]., < 0A™ ’° max || f*
0<i<k o0

6 est une constante indépendante de f et de la séquence 7.
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a abordé quelques concepts essentiels de la théorie de I’approxima-
tion, & savoir, la meilleure approximation, l’interpolation polynémiale et I’évaluation des
erreurs dans le cas de l'interpolation de Lagrange.

Comme on l'a vu une fonction peut avoir plusieurs approximants mais le meilleur
gérantie une faible distance entre la fonction et son approximant et par conséquent 1’ap-
proximation résultante est meilleure. On a évoqué ensuite une des techniques les plus
répandues d’interpolation:: ]a. méthode de Lagrange, vu sa simplicité. Ce dernier avan-
tage se voit eclipser devant un inconvénient sérieux: le phénoméne de Runge. Enfin, on
a présenté des estimations des erreurs commises par cette méthode, car, la connaissance
de la grandeur de l'erreur nous permet de savoir & quel niveau on peut relaxer certaines

contraintes imposées a la précision de la méthode.
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Chapitre 4

Les fonctions splines

4.1 Introduction

On a parlé dans le chapitre précédent de l'interpolation polynomiale. Ce type d’approxi-
mation de fonctions est trés sensible au choix des points d’interpolation. En effet, soit a
approcher la fonction f(z) = 1/1+ 9522 dans 'intervalle [a,b] = [—1,1]. Considérons des
points d’interpolation équidistants, i.e., 7 = (i— h—1,i=1,...,n, avec h=2/(n-1).
Les figures ci-dessous représentent la fonction f (z) ainsi que ses polynomes de Lagrange

pour différentes valeurs de 7.

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0

\ /i \ i \/ \
0.2t} ,-"’ \ "f -0.2) \,’
04— e —— -0.4 — e
1 .08 -08 -04 -02 0 02 04 06 08 1 ' 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Figure 4.1. n=>5. Figure 4.2. n=10.
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~

[

FN

1 08 06 -04 02 0

02 04 06 08

Figure 4.3. n=15.

L o - N B A O N ® ©

4 -08 -08 04 -02 0 02 04 06 08 1

Figure 4.4. n=20.

On constate que plus n augmente, plus l'intervalle ou Papproximation est bonne est

rand, ceci d'une part. D’autre part, on remarque que 'amplitude des oscillations se
g

produisant aux extrémités de i

phénomene de Runge [7].

Un autre choix des points d’i

ntervalle augmente avec n. Ce phénoméne est appelé

nterpolation peut remédier a ce probléme. Considérons,

3 titre d’exemple, les points de Tchebycheff [7] donnés par: 7 = (a+0b— (a —b) —

cos((2i — 1)w/2n))/2,i=1,...,n. Pour les mémes valeurs de n que précédemment on a

obtenu les tracés illustrés sur les figures ci-dessous :

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

)

1 08 -06 04 -02 0 02 04 06 08 1

Figure 4.5. n=>5.
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0-1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Figure 4.6. n=10.




A
0-1 08 06 04 -02 0 02 04 06 08 1 0-1 08 -06 -04 02 0 02 04 06 08 1

Figure 4.7. n=15. Figure 4.8. n=20.

Remarquons bien que |’approximation est meilleure pour n plus grand.

Malheureusement, cette solution n’est pas toujours la bonne car dans les problemes
d’automatique, une période d’échantillonnage (i.e., le pas entre deux points successifs)
constante est toujours imposée. L’expérience a montré que J’interpolation polynomiale
par morceaux fournit des résultats meilleurs. Ce procédé consiste a déterminer, sur chaque
sous intervalle de U'intervalle d’interpolation, un polynome (d’ordre approprié) coincidant
avec le morceau de la fonction défini sur ce sous intervalle.

L'idée de ce type d’approximation [1] doit son origine a la latte du dessinateur. Il
s'agissait d'un probléme d’interpolation: pour tracer une courbe passant par des points
donnés, les dessinateurs utilisaient des lattes (en anglais “splines”) flexibles. Ces lattes
étaient maintenues en place par des poids de plomb, appelés “ducks”. En jouant d’une
part sur les points ou les ducks étaient attachés a la latte, d’autre part sur la position
de la latte et des points par rapport a la surface, on arrivait a faire passer la latte par
les points imposés. Si on appelle T' la courbe dessinée par l'axe déformé de la latte, la
“fonction spline” mathématique sera une approximation de la courbe I'.

La théorie mathématique des fonctions splines est récente. Cette méthode d’approxi-
mation est apparue sous sa forme actuelle pour la premiére fois dans un papier de Schoen-
berg (1946).

Ce chapitre fait un usage intensif & la référence [7]. 11 sera organisé comme suit: la
premiére partie sera consacrée & certains types de splines ainsi qu’a leurs propriétés. On

abordera ensuite le concept des B-splines. La partie qui suit incluera l'interpolation par
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des fonctions splines définies comme étant une combinaison linéaire de B-splines. Enfin,

on évoquera, le probléme d’interpolation en présence de données imprécises.

4.2 Approximation linéaire par morceaux ou splines
linéaires

Ce type d’approximants n’est pas aussi pratique que les splines cubiques ou les splines
d’ordre supérieur, mais il permettra d’exposer les points essentiels de l'approximation

polynémiale par morceaux de la facon la plus simple qu’elle soit.

4.2.1 Définitions

Soient les points d’interpolation 7y,...,7n avec @ = Ti < ... < 1, = b. L'interpolant par
lignes brisées d’une fonction f sera noté I f. L’indice 2 représente 1’ordre des morceaux

polynémiaux (des lignes) formant l'interpolant. Ce dernier est défini par
I2f(33).=f(7'i)+(93—’7'1')[7'1',7'1'+1]f sur 7; < & < Tiql i=1,...,n—1

Etant donné que f(z) = f(7) + (z—7) [r,Tipt] f+ (@ — 1) (@ — Tip1) [Ty Tig1, 2] f, 00

apour 7; < T < Tigl
f(@) = Lf(z) = (& — =) (@ — Tin1) [, Tirr, 2] f
Si on pose AT; = Ti41 — Ti, Ol obtiendra une estimation de l'erreur d’interpolation

If(z) — Lf(2)] < (A7:/2)" max

T <C<Ti41

7)1/

si f est deux fois contindment dérivable. Par conséquent

1£() — Bf@I < gl ]| avee Ir) =max An (@.1)
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4.2.2 L’interpolant par lignes brisées est unique

Soit $ ’espace linéaire de toutes les lignes continues et brisées sur [71, Tn) avec des cassures

aux points 7z, . . ., Tn—1 (2 indique que les splines sont d’ordre 2). On note que
Lf =f pour toute f € $» (4.2)

En effet sur chaque intervalle [7i, Tiq1], 2 f coincide avec la. droite interpolant f aux
points 7; et 7i41. Sachant que f € $y, alors f est elle méme une droite sur [, 7i41) et par

conséquent I f n’est que f. Ceci par 'unicité de linterpolant polynomial.

4.2.3 Approximation au sens des moindres carrés par lignes
brisées
Le théoréme énoncé a la fin de ce paragraphe est un outil important pour la démonstration

de certains résultats ultérieurement.

Tout d’abord, on va définir une base pour $,. Soient 79 = 71, Taq1 = Tp €t poOSONS

(I—Ti—1)/(Ti—Ti—1) Tia1 <TS T
Hi(z) = (Tip1— )/ (i1 — i) T < T < Tiyl
0 . ailleurs

o
.
"
o
9

E

't,' 'Tq'

Figure 4.9. Les fonctions ‘chapeau’.

Ces fonctions sont appelées fonctions “Chapeau” [7]. Il est clair que H; € $,, tout %,
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et comme l'indique la figure

1 sit=]
Hi(r;) = 6;; = o
0 sit# )
n
Ceci montre que Y f(7:)H; est un élément de $, coincidant avec f en 7i,...,Tn. En

: 1
utilisant (4.2), on établit le résultat suivant

Lf = f(m)H;
i=1

Ceci implique, également, que (Hi)} est une base pour $,, i.e., chaque ligne brisée sur
[T1, ] avec des cassures aux points 7, . . ., Tn—1 Peut étre écrite de facon unique sous la
forme d’une combinaison linéaire des H;. Par rapport a la base (H1)}, les coordonnées

d’une fonction g € $; sont ses valeurs (g(71),-- -, g(7,)) aux points de cassure,i.e., g =

ig(Ti)Hi; g (S $2.

i=1
Notons par Lo f l'approximation au sens des moindres carrés de f dans 33, i.e.,

[ 1#@) - Lase)? o =min [ |f(@) - o(e)f da

2
et Lo f € $. Pour obtenir Ly f, il suffit de déterminer le minimum de [ | f(z) — > o H. 3(3:)\ dz,
7=1

en annulant sa premiére dérivée partielle par rapport aay,...,o,. Cecl permet d’obtenir

le systéme linéaire suivant:

.ﬂvﬁ d4%=/mWNWM¢=h“m

et donc Lo f sera exprimée par
n
Lof = &H
j=1
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Plus explicitement, on obtient :

(A’Ti_l/ﬁ)&i_l + (’7'1;+1 - Ti—l)&i/-?) + (ATi/G)dH.l = ,Bi = /Hl(:v)f(x)dm 1= 1, S
(4.3)
La matrice des coefficients est tridiagonale, et strictement diagonalement dominante.

La solution du systéme est donc unique.

Théoréme 38 L’approzimation Laof d'une fonction f € la,b], par des éléments de $o
satisfait

IL2f1 < 311l

Sachant que Lo est additive et que Lyg = g pour g € 83, on a

|f — Lafll < 4dist(f,$2)

Preuve. On a ||Laf| =max |(Lz2f)(7i)| =max |é;|. Multiplions chaque terme de (4.3)

par 6/(Tiy1 — 7;—1). Ceci donne

ATi_l A’T‘i

iy + 20 + — 8 =3B, i=1,...,m (4.4)
Tit+1 — Ti—1 Tit+1 — Ti—1
Si j est tel que |&;| = ||&| =max |&;|, alors en utilisant (4.4), on obtient
26| = }331‘ — (851 ATj1 + G AT;) [ (BTj1 + AT))
< 3|3 + 14yl

Ce qui implique ||&| < 3'3]" < 3”3” . D'autre part on a f3; = [ Hi(z)f(z)dz,
avec Hi(z) = (2/(riy1 — 1)) Hi(x) positive pour 7i—y < & < Tiy1 et nulle ailleurs, et
[ Hi(z)dz = 1. Ainsi, ‘Bl\ = 'f I:Ii(m)f(a:)da:’ < [ Hy(z)dzxmax {|f(z)] : Tics ST < Tiz1} <
|| f]|. Par conséquent,

[L2f1l < 3111
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On a ||f = Laofll = If =g~ La(f —g)l € If—gll + ILa(f =)l < IF —gll +
311f — gll. Et donc ||f — Lo fl| < 4If — gll = 4dist(f, ). m

4.3 Interpolation cubique par morceaux

Les approximants par lignes brisés manquent de lissage et d’efficacité. Pour améliorer
ces deux propriétés, on recourt a une approximation polynomiale par morceaux d’ordre
plus élevé. le choix le plus connu est celui des fonctions d’approximation cubiques par
morceaux. '

Soient f(71),- - -, f(7x) les valeurs d’une fonction f aux points 71,...,T, avec a = T
et b = 7,. On construit g un interpolant cubique par morceaux comme suit: sur chaque

intervalle [7;, 7i41], g doit coincider avec un polynoéme P; d’ordre 4,
g(z) = Py(x) pour s <& < Tigr PePyi=1,...,n

Le i*™ morceau polynémial P; doit satisfaire les conditions suivantes :

Pi(ri) = f(m) Pi(”'i+1) = f(Tit1)

Pil(’fi)=3i ,P-I(Ti+1)=Si+1,i=1,...,n—1

1

S1,. .., 8y sont des parametres aux choix. La fonction cubique par morceaux g coincide
avec f aux points 7i,...,7Tn et est CM™ [a,b], ie., continue et a une premiére dérivée
continue sur [a,b]. Pour déterminer les coefficients du i*™¢ morceau polynémial P;, on

utilise la formule de Newton:
P(z) = P(m)+(z—7) [, 7 PA(z—m:)? 75, Tis Ti1] Pt (z—7)*(x—Ti41) [Tiy Tiy Tip1s Tis1] P

Les différents coefficients sont calculés & partir de la table des différences divisées
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suivante :

(12 | [, 1~ [,, 1P [s » o] B
| f(7)
| f(m) ([7i, 7] f — i)/ BT
| [, Tia] f (8i1 + 28 — 2[7i, Ti] £/ (Ar)?
Tirr | f(Tinn) (si41 — [10> 7] f)/ BT
Sit1
Tir1 | f(Tit1)

Le polynéme P; s’écrit
P(z) = c1; + eagle = ;) + c3i(x — Ti)2 + cai(x — Ti)3

avec: c1; = Pi(r) = f(7i),
coi = Pi(m) = sis
czi = P/(1)/2= ([rey Tign] f — 86) /AT — Cca: AT,
cas = P"(7)/6 = (si + sip1 — 2[m, Tin] £)/ (A7),
Selon le choix des paramétres (s;)7, on retrouve différentes méthodes d’interpolation

cubique par morceaux [7], on peut citer :

" e Dinterpolation cubique d’Hermite: ici, on prend s; = f'(m:), tout i. On a pour

TS ES Bip

|f(a:)—g(x)| = |($—Ti)2(37—Ti+1)2[Ti,Ti,Ti+1,’fi+1,33]f|
< GOy _max |19 /4

En posant |7| =max AT;, on peut obtenir une estimation pour l'erreur de cette mé-
1
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// /l”“*\
thode | / f - \\{x

’/‘r"l % ¢
If —gll < (1/384) 17" {| £ \ s ‘-\ SR
\ " “/~\ /
e linterpolation cubique de Bessel \ ‘*z-—/ ’,’:'

Dans ce cas s; représente la pente d’un polynéme d’ordre 3 au point 7;. Ce polynéme

coincide avec f aux points 71, i, Ti41- Aprés calcul, on trouve

. _An [Tic1, 7] f + At [T, T f
’ AT 4+ ATy

e linterpolation par splines cubiques

Les parametres sz, ..., Sp—1 sont déterminés de la condition que g doit étre deux fois
continGment dérivable. Pour i = 2,...,n — 1, cette condition est donnée par P! (1) =

P!'(;) et qui peut étre exprimée par
Si—lATi + siZ(ATi-—l + A'Ti) -} 3i+1ATi—l = bi (4.5)

avec b; = 3(AT; [rio1, ) f + ATia [1i,Tipa] ) ,i=2,...,n—L Ceci suppose que les

parametres sy et sp sont déterminés autrement.

4.3.1 Les conditions aux limites

Dans le cas de I'interpolation par splines cubiques le choix de s; et s, est varié:

e si f est connue en 7y et T, on prendra s; = f'(r1) et s, = f'(mn). La fonction
spline résultante g = I4f coincide avec f aux points 7o, ..., Tn+1 (avec 19 = T €t

Tasl = Tn) €t s’appelle “une spline cubique complete”.
e si f” est connue aux limites, on peut donc imposer g" = f” en ces points en ajoutant
a (4.5) les équations suivantes:
281 + 83 =3[, o] f — (Am) f"(1)/2
Sp—1+ 28, = 3 [Tn—la Tn] f - (ATn—l)f”(Tn)/2
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e si on impose ¢’ (71) = g"(m,) = 0, on obtient les splines appelées “naturelles”.

e si on ne dispose d’aucune information sur les valeurs des dérivées aux limites on
utilisera alors la condition “n’est pas un nceud” (not a knot). Dans ce cas s; et sy
sont choisis tels que Py = Py et P, 2 = P, (i.e. le premier et le dernier nceuds

intérieurs ne sont pas actifs). Ceci nécessite la continuité de g" en 1 et Tp—y.

e on note enfin qu’on peut faire un choix libre pour s, et sn.

4.3.2 Les propriétés de meilleure approximation de I’interpola-

tion par spline cubique compléte et ses erreurs

On montrera a travers cette partie que parmi toutes les fonctions dérivables deux fois et

coincidant avec f aux points 7p,...,Tnt1 la spline cubique compléte g = I4f construite
b

précédemment minimise [ [g” (z)]? dz [7). Considérons les points @ = 7o = 71 < ... <

a
7o = Tny1 = b. On rappelle que la fonction Iy f coincidant avec f aux points (7)o est

une spline cubique dans I'intervalle [a,b] avec comme noeuds intérieurs 7z, ..., a1, ie.,
9 fois continiment dérivable dans [a, b] et ayant les points de cassures 7z, ..., Tn-1-
On notera par $, 'espace linéaire de toutes les splines cubiques sur [a,b] avec Ty, . . ., Tn-1

comme nceuds intérieurs.
Le lemme suivant nous permettta de déterminer les propriétés de meilleure approxi-

mation des splines cubiques complétes.

Lemme 39 Si f est deu fois contindiment dérivable, alors la seconde dérivée de l’erreur

d’interpolation e = f — I4f est orthogonale & $, i.e.,

b
/e"(x)¢(x)dm =0 ¢eb
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Preuve. Le développement en série de Taylor avec reste intégral d’une fonction h (deux

fois dérivable) est donné par

h(z) = h(a) + (z — a)l'(a) + /(x — t)h"(t)dt

a

‘Puisque la seconde différence divisée d’une droite est nulle, on obtient

xT

[Tic1, oy Tir1| b = [Tic1, T, Titn) /(m — t)h" (t)dt (4.6)

a

Pour simplifier cette écriture, introduisons la ‘fonction tronquée’

(z —t)+ = max{0,z — t}

t

Figure 4.10. La fonction tronquée.

On peut écrire

xT

/ (2 — )W (t)dt = / (x— ) B (H)dt  powr a <z <b

a

et donc (4.6) devient

S

[fict, 7o i) b = | [Ficn, T T (2 — t) B (t)dt

_ / FL () (t)dt/2
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ou H; est la fonction chapeau définie précédemment

H;(t) = 2 [Tic1, 7oy Tign] (- — )y
(t —Tim1)/ATi Ti1 <t ST
2
= _— Ti = t ATi Ti % t < Ti
Ti+1 — Ti—1 ( ik )/ N o
0 ailleurs

Aux points d’interpolation 7;, l'erreur e = f — I4f est nulle et par conséquent ses

secondes différences divisées en ces points sont nulles, ie.,
0= [r1, T, Ti] €= /Hi(t)e”(t)dt i=1,...,n

Ceci montre que e” est orthogonale a chaque H; (i =1,...,n), et puisqu’elles forment

une base pour $; le lemme est démontré.

Théoréme 40 Pour toute fonction f 2 fois continiment dérivable sur [a, b]

/ [ (2)] dz = /b [(Laf) (@) dz + /b (f = Laf)'(@)) da

a

Preuve. On a

b

/ [(If)' () + € ()] dt

a

/b [ @) dt

= / [(Iof)" (8)) dt + 2 /b (Iof)" (t)e" (t)dt + /b " (1)) dt

b
Mais d’aprés le lemme (39), 2 [(Isf)"(t)e" (t)dt = 0 ((Isf)" € $,) =
Corollaire 41 Parmi toutes les fonctions ayant deux dérivées continues et coincidant
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b
avec la fonction f aux points 7o, - - -, Tn+1; I f est l'unique fonction qui minimise [l9" (t)]2 dt.
a

Preuve. Pour une telle fonction g on doit avoir I4g = I4f et par le théoréme (40) on a

b

/ P dt = / ((Luf) (O dt + / 6"(8) — (Laf)" ) dt

> [y P

Cette inégalité se réduit & une égalité ssi g" = (I4f)" qui, par les conditions d’inter-

polation, est équivalente a g = (I4f). ®

Corollaire 42 On a
(Isf)" = La(f")

b
Preuve. Soit s € $; et prenons h(z) = [(z — t)4s(t)dt. Alors h” = s et h € $4 et par

conséquent Ish = h, (Ish)" = h" = s et h — Ish = 0. Remplacons dans le théoréme (40)
f par f — h, on obtient

b b

/[(f”(w)—S(m))]Zd” = /[((I4f)”—8)(w)12dm+/[(f—f4f)”(x)]2dw

a

Vv

JICRECIEE

L'égalité s'obtient ssi (I4f)” = s. Donc Ly(f") = (Iyf)". ®

On a établit ci-dessus les propriétés de meilleure approximation par les splines cu-
biques complétes. De plus, & partir du théoréme (38), on a WLl < 371 et [le”]] =
" = (Iaf)"]] < 4dist(f”,$2) < 5 7% || f@]|- En utilisant ce résultat, on peut déterminer
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une borne sur 'erreur maximale d’interpolation lell. Si7i <@ < Tigt

C(Ti) + (.’17 — Ti) [Ti,Ti+1] e+ (113 — Ti)(iv = Ti-H) [Ti,Ti+1,.'IZ]

0+0+ (z—m)(x— Tis1)€" (€z)/2

e(z)

e

pour & € [7i,Tiz1)- On a donc |e(z)] < (AT;/2)? Jpax le” (&x)] /2, et par consé-
g TiSEx STi+1
quent
1 2. 1 2 49 1"
< = < = |7|* 4dist(e”, §
lell < g 171" lle”ll < g Ir[ 4dis (€",$2) AT
Ceci donne / / \\ &7 \
Fif s Y
Corollaire 43 Pour une fonction deux fois continiment dérivable! \ w ;/ T
\ Ny
) }\\% m’cf’
N &t

1
If = Lfll < 5 || dist(f",$2)

et en utilisant (4.1), on obtient

1
If = Lufll < 35 i1 £

dans le cas ou f est 4 fois continiiment dérivable.

Dans le cadre de la dérivation numérique, I'interpolation par splines cubi

fournir des résultats acceptables. On a déja vu que

1 = (LYl < 5 P (159

On a également pour une séquence 7 uniforme

I — (LfYl < =

3 || £(4)
< oo rl* 159

p

ques semble

Enfin, la qualité de ’approximation de la troisiéme dérivée dépend de 7. Hall et Meyer
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[7] ont montré que

|1F9 = (1)) < %(M’r + /M7 | || £

"
avec M1 = l |
min AT
i=1,...,n—1

4.3.3 Exemple d’interpolation par splines cubiques complétes

Soit & approcher les valeurs f; de la fonction f(z) = sin(x) aux points 7; = 2m(i — 1)/14,
, = 1,...,15. Soit g la fonction d’interpolation de f. Les figures ci-dessus représentent

les écarts el(z) = sin(z) — g(z), e2(z) = cos(z) — g'(z) et e3(z) = (—sin(z)) — 9" (z)

respectivement.
4 X 10’ 6 X 16’
0.8 4
0.6 2
0.4 0
0.2
-2
. -4
-0.2
-0.4 -
-0, B
-0. -10!
o 1 2 3 4 5 6 7 % 1 2 3 4 5 6 7
Figure 4.11. el. | Figure 4.12. e2.
0.1
0.08
0.06
0.04
0.02
0
-0.02
-0.04
-0.06
-0.08
_0'10 1 2 3 4 5 6 7

Figure 4.13. e3.
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Selon ces résultats, on peut conclure que les splines cubiques sont de bons approxi-

i
mants. En effet I'erreur sur la deuxiéme dérivée reste faible. / vV g A
/5 /—\ \\{(
[ z,:»‘
4.4 Fonctions polynéomiales par morceaux : | R
‘54__
4> /

Comme on 'a vu, les splines cubiques fournissent des résultats acceptaﬁ&%na,ys si
besoin de dérivées d’ordre plus élevé (> 3) on a recourt a des fonctions polynomlales par

morceaux d’ordre supérieur a 4.

4.4.1 Deéfinitions

Pour comprendre ce type d’approximation, on a besoin de définir quelques concepts.

Définition 44 Soit £ = (&)™ une séquence de points strictement croissante, et soit k
un entier positif. Si Py, ..., P, est une séquence de polynémes, d’ordre k chacun, i.e., de

degré < k, alors la fonction polynémiale par morceaux g d’ordre k est définie par
g(z)=Pz) s&<z<&u,i=1,...,1

Les points &; sont appelés points de cassure de g. Cette fonction peut étre définie sur

R entier par 'extension du premier et du dernier morceaux, ie.,

Py(z) siz <&

P(z) siz2&n

%A P,

Figure 4.14. Une fonction polynémiale par morceaux (1=5).
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Aux points de cassure &,...,& la fonction ¢ est indéfinie puisqu’elle prend deux
valeurs :‘ g(¢7) = Pi_1(&) (a gauche) et g(&") = Pi(&) (a droite). Pour éviter cette
situation, on supposera par la suite que g est continue a droite,i.e., g(&) = g(&h), i =
Dss s ngle

Soit D7g la jéme dérivée de la fonction polynémiale par morceaux g. C’est une fonction
polynémiale par morceaux d’ordre k — j, ayant les mémes points de cassure que g et est
constituée des j*™° dérivées des morceaux polynomiaux constituant g. Notons par Py ¢
Pensemble de toutes les fonctions polynomiales par morceaux d’ordre k et de points de
cassure (&)1, Il est clair que Py ¢ est un espace linéaire de dimension kl. A toute fonction
g € Py correspond une représentation polynomiale par morceaux dont la valeur de la

jéme dérivée D?g en un point @ est donnée par

Dig(z) = Z Gt = &)™/ (m - 7)!

avec: ¢ = Dig(&h),j=1,...,ki=1,...,1;

z'=1etx<§2,ou1<i<let§i§m<§i+1,oui=letx2£l.

4.4.2 Un espace pour les fonctions polynémiales par morceaux

Etant donnée une fonction f, on désire construire une fonction polynémiale par morceaux
g € Py ¢ satisfaisant les mémes conditions que f. De plus, g doit avoir un certain nombre

de dérivées continues. Les conditions de continuité [7] de ces dérivées sont exprimées par

saute, D'g=0  j=1,...,v,i=2,...,1 (4.7)

avec v = (v;)4: un vecteur d’entiers non négatifs et ou v; représente le nombre de

conditions de continuité nécessaires en un point &;. La fonction saut,f est définie par
sauto f = f(a™) = f(a”)

64



Le sous ensemble de toutes les fonctions g € Py satisfaisant (4.7), pour un vecteur
v donné, est un sous espace linéaire de Py et il sera noté Py ¢,. Dans cet espace tout

¢lément g € Py, sera écrit de fagon unique sous la forme

Z Q;Q; /

\‘«.b\‘ : '/

a
¥ ,J/ \"“}\

’ L . RN e ALV4
ol ¢y, ¢, . . . sont linéairement indépendants (donc constituen @sﬁeﬁg‘gy”ﬁ”k,m)

ot les coefficients o; sont déduits des informations sur la fonction f.

4.5 Représentation des fonctions polyndémiales par
morceaux par les B-splines

A travers ce paragraphe, on va définir des fonctions qui, formant une base pour P,

permettront de représenter tout élément g € Pit.v-

Définition 45 Soit t = (t;) une séquence de points non décroissante. La ™ B-spline

(normalisée) d’ordre k pour la séquence de neeuds t est notée By et est définie par
Bi () = (tigr — i) [tir - - - i) (— @) Ve eR

On utilisera souvent la notation B; au lieu de Bj .

Ces fonctions possédent certaines propriétés:

i, La i®m¢ B-spline B; a un petit support, i.e.,

Bi(z) =0 pour z ¢ [ti,tiyk]

En effet, si @ ¢ [ti, tivx), alors g(t) = (¢ — 2)%~! est un polynome de degré < k sur

[ti, titx) €t par conséquent [tiy. s tivk)g = 0.
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ii. On a
: s—1
ZB,-(:I:) = Z Bi(xz) =1 pour tout t, <z <t
1 i=r+1—k

iii. Chaque B; est positive sur son support, i.e., Bi(z) > 0 pour t; < < tijk-
3). La figure ci-dessous

Exemple. Une séquence de B-splines paraboliques (k
indique les cing B-splines pour la séquence de neeuds t = [0,1,1, 3,4, 6,6, 6).

Figure 4.15. Une séquence de B-splines.

I ensemble de ces fonctions constitue effectivement une base pour l'espace P et

permettra d’élargir le concept des splines. On a
Définition 46 Une spline d’ordre k pour la séquence de neeuds t est une combinaison

linéaire de B-splines d’ordre k pour la séquence 1.

- L’ensemble de toutes ces fonctions sera noté

St = {Z a;Bi gt o méel, tout z} = Preo
i

La valeur d’une fonction g en un point @ € [t, tn41] sera donnée par

g(z) = ZaiBi(ﬂ?)



En particulier si t; < @ <tj41,J € [k, n], alors
J
g(z)= Y, wBi(x)
‘i:j—k+l

On revient maintenant & notre probléme de dérivation numérique. A travers le para-
graphe suivant on établira une relation qui permet d’obtenir la jéme deérivée d'une fonction
polynémiale par morceaux définie dans une base de B-splines.

La premiére dérivée de la fonction g(z) = (t — )" par rapport a x est donnée par

Daft — a)it = —(k = 1)(t - @)%

Ceci permettra d’écrire

DB;(x) = (k—1) <_Bi+"’°‘1(“’) n Bij1(2) )

tivk — tiv1 tivk—1 — b

Si on s’intéresse plus particulierement & I'intervalle [t,ts], on obtient alors

s—1
o — O
p(Sam)- 5 wn e
i i=r—k+2 i B

Ainsi pour la j*®¢ dérivée on a .

D’ (Z aiBi,k> _ Z a§j+1)Bi,k—j

i

avec

a sij=0

sij>0
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4.6 L’interpolation spline

On discutera dans cette partie de I'interpolation par des splines d’ordre arbitraire. Soit &

nouveau la séquence non décroissante de nceuds ¢ = (t:)* avec t; < tiy tout i, et (Bi)Y

la séquence correspondante de B-splines d’ordre k. La séquence strictement croissante
n

7 = (7:)} représente les points d’interpolation. Alors pour une fonction f donnée la

. n
spline g = > a; B; coincide avec f si et seulement si
5

D_a;Bj(r) = f(r) (48)

On s'intéresse au cas garantissant 1'unicité de la solution du systeme (4.8). Ce dernier
admet une solution si et seulement si la matrice des coefficients (B;(;)) est inversible.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 47 Soit T une séquence strictement croissante telle que t; =+ -+ = tiyr = Tj,
r < k. Alors la matrice (B;(1:)) du systéme linéaire (4.8) est inversible si et seulement
st

Bi(r;) #0 i=1,...,n
i.e., si et seulement si t; < T; < tipk, tout i.

Le probléme maintenant est le suivant: étant donné un ensemble de points d’inter-
pblation (7:)}, comment peut-on construire une séquence de nceuds (¢;)7*?
Soit
Ilf — S|l < consts ”f(k)H

une estimation de lerreur d’un schéma d’approximation 5.
Micchelli, Rivlin et Winograd [7] ont déterminé une méthode permettant de construire

une séquence de nceuds telle que consts soit la plus petite possible. Posons

[a” b] == [Th Tn]
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On choisira t; = +++ =t = @y tpy1 = ++* = lnyp = b et les n — k points restants

tiit, - -, tn € [a,b] formeront des points de cassure pour la fonction unité h telle que

|h(z)] = 1Vz € [a,b]

ha*t) = 1

Dans l'intervalle [a, b], le nombre de changements de signe est inférie{@&” et

b

/g(x)h(a:)da: =0 Vg€,

a

Pour 7 donnée, la séquence ¢ est déterminée par la méthode de Newton [7].

4.6.1 L’erreur d’interpolation

Soit ||f]| =max |f(z)|, [a,b] étant un intervalle contenant les points d’interpolation

a<z<b
Ti,...,Tn. Considérons la séquence de noeuds t = (ti)’f““ aveca =1, =+ =t <tpgp1 <
e Lty <ty = =tk =b. On supposera t; < 7; < tiyk, 0 =1,...,1, et notons la

fonction spline g = >, o; B; par .

Lemme 48 Pour toute fonction f continue sur [a,b], l'erreur d’interpolation est
If =I5l < (14 |11 dist(f, 8xz) (4.9)

avec: dist(f, $xs) = min {||f — hll,h € $e}, 11| = max {|Z4l /I £]] : £ € Cla, b1\ {0}}-

Bien stir, une bonne approximation est obtenue si cette erreur est faible. On s’inté-
ressera, alors, aux quantités dist(f, $x.) et (1+ || 1]).

dist(f, $x.) détermine la qualité avec laquelle une fonction d’une certaine régularité
peut étre approchée par des splines d’ordre donné. Définissons le module de continuité
par

w(f,h) £ max{|f(z) = f)|: |z —y| < h,z,y € [a,b]}
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et énoncons le théoréme suivant

Théoréme 49 Pour j = 0,...,k — 1, il existe consty; (une constante dépendant de k

et j) telle que, pour tout t = () avec

a=t) = =t <tpp1 <0 <tp<tpyr ="+ =tpyk =0 (4.10)
et pour toute f € CY) [a,b]
dist(f, $rt) < consty,; 1t w(f9, h)
en particulier, pour j =k —1, on a

dist(f, $s) < consty; [t|* | F]] (4.11)

dans le cas ot f a k dérivées continues.

Ce théoréme montre que la distance entre une fonction réguliére et I'espace $r+ tend
vers zéro au moins aussi rapidement que |t|k.

Le probléme, maintenant, est comment choisit-on ¢ satisfaisant (4.10), pour n fixé, tel
que dist(f, $x.¢) soit la plus petite possible? Il est certain qu’on ne peut pas placer chaque
noeud de facon optimale mais on peut obtenir une distribution optimale de I’ensemble
des nceuds. Ci-dessous, sera présentée briévement une méthode [7] répondant a ce besoin.

La relation (4.11) permet d’exprimer l'erreur entre la fonction f et son interpolant

spline d’ordre k, Ay, dans I'intervalle [t;,tj+1) par

1 = Aplly oy, < conste L7, (412)

avec I; = [tjia—k, tj+k—1] €t |I;| sa longueur.
La technique proposée consiste a rassembler les noeuds (ti)’l”'k, dans l'intervalle ]a, b],

en des groupes de k — 1 noeuds chacun et faire de sorte que chaque groupe corresponde
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4 un noeud de multiplicité k — 1. Si le nombre des nceuds n’est pas un multiple de k — 1,
alors on apportera d’autres. Soient & < - -+ < & des points distincts de I'intervalle |a, b]
et prenons & = a, &ni1 = b, alors dans [a, b], $1.+ coincidera avec P ¢ N Cla, b]. Dans ce

cas (4.12) devient

k k
= Af“[ijfj+1] < consty, “f( )||[€j»€j+1l 14|

On désire placer &, .. ., &y afin de minimiser

(k) |*
I’Il]aX ”f ||[§j,§j+1] |A€J|

Sachant que
s(0, B) = || £9|,0 518 — @I

est une fonction continue en o et B(si f*) est continue) et monotone, croissante en
8 et décroissante en a, alors pour m fixé, (4.13) est minimisée si &, ..., &m sont choisis

tels que

Hf(k)“[gj,s,-+1] |A§j|’° = constante Jj=1...,m

Ceci est équivalent & déterminer &, ..., &n tels que
*) 1/k .
(“f ”[fjafj+1]) QA; = constante j=1...,m (4'14)

(4.14) donne, asymptotiquement, la méme distribution des &; que celle fournie par le

probléme de déterminer &, ..., &n tels que

§i+1

b
[150@) " o= o [10@ e =1,
&5 @
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Ce probléme devient simple a résoudre si on remplace ] f (’“)l par une fonction constante
par morceaux

b |19

On a alors B}

F(z) = / (h(s))/* ds

a
Soit, maintenant, g une fonction polynomiale par morceaux interpolant f. Alors la
valeur de la fonction h dans l'intervalle [¢;, &;11] sera celle de la dérivée, au point (&i—1 +

3¢ + 3€i41 + Eiya)/8, de la parabole interpolant la fonction

] 9" (s)] ds

aux points &_1/2, &i+1/2; &iva/2: (on aTipre = (7 + Tiy1)/2)

Remarque 50 On note que si une premiére approrimation ne donne pas des résultats
satisfaisants, alors quelques itérations de l’algorithme présenté ci-dessus peuvent apporter
des améliorations. A chaque itération, la fonction & considérer est l’interpolant résultant

de l’itération précédente.

Passons maintenant & la quantité ||7|| et pour laquelle on se contente de déterminer

une borne inférieure, d’ou

Lemme 51 Il existe une constante positive consty, telle que la norme ||I|| soit bornée

inférieurement, i.e.,

min {¢;45-1 — t; : (&, tjpr—1) N (7, Tiga) # 0}
A’T‘i

Il7|| > consti max

On remarque d’aprés ce lemme que si deux points d’interpolation sont proches l'un

de l’autre alors ||I|| devient arbitrairement grande.
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Tous les résultats présentés ci-dessus supposent que les valeurs de la fonction a in-
terpoler sont précises. Mais que devient ce type d’approximation si les données sont

bruitées?

4.7 Cas de données bruitées

Malheureusement, une bonne approximation ne peut étre obtenue si les valeurs dispo-
nibles de la fonction ne sont pas trés précises.
Supposons que pour des points de données 7 = (7)Y on dispose des valeurs fi d’'une

fonction f telles que

fi=f(m) + 6

§; est la variation commise sur f;.
L’approximation au sens des moindres carrés est une technique trés convenable pour
la. reconstitution d’une fonction réguliére a partir de données bruitées. Pour ce fait, on

va définir une norme déduite & partir du produit scalaire. On a

N

(f,h) = Z f(mi)h(7i)wi

i=1

On supposera la séquence 7 = (1:)} € [a,b] non décroissante. Les poids w;, © =

1,...,N, peuvent étre choisis tels que
An/2 =1
wi=< (Arin+A4Amn)/2 i=2,...,N-1
ATN_1/2 1 =N

La norme induite par le produit scalaire (., .) sera notée par

IAll, = (b, 1)
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Soit $ I'espace linéaire de, dimension finie, de toutes les fonctions définies sur [a, b].
On cherche une meilleure approximation de $ pour f par rapport a la norme II-1l5 i-e-,

une fonction g* € § telle que

If — g*|| =min [|f — gl (4.15)
ge$
TLa dimension finie de $ garantie 'existence de g*.

Lemme 52 La fonction g* est une meilleure approzimation de f dans $ par rapport a
I|-Il, st et seulement si g* € $ et la fonction f —g*, i.e., Uerreur, est orthogonale a $, i.e.,

pour toute g € $
<ga.f - g*> =0

Ceci implique que f a une meilleure approximation et une seule dans $ si et seulement
si |||, est une norme sur $, i.e., si I'unique fonction g € $ vérifiant ||g||, = 0 n’est autre
que g = 0.

Supposons, en effet, que ||.||, est une norme sur § et que (¢)7 est une base pour $.

Donc (4.15) a une solution unique g* € $ et elle est équivalente a

(i f—g)=0 i=1...,n

n

| Aussi, g* a une représentation unique z o;¢; dans la base ¢ = (¢;)]. Ainsi, le systeme

1
linéaire

<¢i,f - Zaj¢j> =1 1= 1,.. N (416)

J=1
a une solution unique (o).

L’équation (4.16) est équivalente a

Z<¢i7¢j>aj=<¢i>f> i=17"',n
=1
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Si on choisit les (¢;) telles que

<¢ia¢j> =0 pour 7 7éj

alors la solution est donnée par

aj = (b5, f) / (bs» 63)

On peut éviter le probléme du mauvais conditionnement de la base (¢;) si on choisit
(¢:)} = (B;)} (une base de B-splines).

Prenons $ = $;+ avec t = (t;)7, on obtient donc

i <Bi, BJ> Qj = <Bi, f> 1= 1, ey (417)

j=1

(’est un systéme linéaire qui peut étre résolu par la méthode de Gauss sans pivotation.
L'unicité de la solution de (4.17) est garantie si notre norme est bien une norme sur

$1+- Le théoreme (47) donne

1/2
Lemme 53 La norme ||gll, = (Z.wi(g(n)f) avec w; > 0, tout i, et (7;) non dé-

croissante, est une norme sur $; si et seulement si pour 1 < jp <+ < s N

ti<7'ji<ti+k i=1,...,n

4.7.1 Exemple

Soit a interpoler les valeurs f(7;) de la fonction f(z) = sin(z), = € [0, 27r], noyées dans

un bruit. Ce dernier est représenté par une séquence de nombres aléatoire, soit

fi = flm)+6
7 o= 2r(i—1)/14 i=1,...,15
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On désire déterminer les trois premiéres dérivées de f(z) & partir de l'interpolation
des valeurs f;.

La figure ci-dessous montre l'allure du signal bruité.

1.7 j

0.5

Figure 4.16. Signal bruité.

Les 4 figures ci-dessous représentent Iinterpolant de la fonction f(z), qu'on notera
I¢(x), ainsi que ses trois premiéres dérivées, respectivement. L’interpolation utilisée étant

du type spline( Pordre k = 6) au sens des moindres carrés.

1.5 1.5

Figure 4.17. f et L. Figure 4.18. f et (If)’.
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=l -35

Figure 4.19. £ et (If)”. Figure 4.20. f®) et (Ir)®.
La ligne continue indique le signal net, ]a discontinue le signal estimé par les moindres
carrés.
On remarque bien que plus I'ordre de dérivation augmente, plus la qualité de I’approxi-
mation se dégrade. Pour remédier & ce probléme ou au moins alléger cette dégradation, on
procédera & un placement optimal des noeuds considérés initialement. Quatre itérations

de I’algorithme décrit ci-dessus permettent d’obtenir les résultats suivants

Figure 4.21. f et I;. Figure 4.22. f* et (L)
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0 1 2 3 4 5 6 k4

Figure 4.23. £ et (If)”. Figure 4.24. f® et (Ip)®.

Ces figures montrent que I’approximation s’est considérablement améliorée.
A travers un exemple du chapitre suivant, on mettra en ceuvre cette méthode, i.e.,
des splines au sens des moindres carrés plus un placement optimal des noceuds, pour
Pestimation des dérivées entrant dans I’expression de la commande d’un systéme non

linéaire.

4.8 Conclusion

Pour faciliter la compréhension de certains concepts, on a commencé ce chapitre par
les splines linéaires. On a également souligné les splines cubiques car, comme c’est déja
mentionné, elles minimisent 1'énergie de déformation de la latte du dessinateur. Dans les
problémes d’approximation, cette propriété est dite de meilleure approximation et elle
nous a permis d’établir certains résultats concernant les erreurs de ce type de splines.

" Vu la nécessité de dériver une fonction jusqu’a un ordre supérieur & 3, nous étions
amenés 3 introduire le concept de B-spline. Partant d’un certain nombre de propriétés,
on a constaté q’une combinaison linéaire de ces fonctions permettait de définir une spline
d’ordre k. Evidemment, comme il est toujours le cas dans les problémes d’interpolation,
il est intéressant d’évaluer 'erreur de la méthode. Dans ce cadre on a discuté briévement
les points garantissant la minimalité de cette grandeur. Enfin, pour s’approcher plus de la
réalité, on a considéré une situation fréquente: le cas ot on dispose de valeurs imprécises

de la fonction a interpoler. On a présenté, en I'occurence, la technique la plus conseillée
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dans ce genre de problémes: ’approximation au sens des moindres carrés mais dans un

contexte de splines.
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Chapitre 5

L’observateur par interpolation et

dérivation numérique

5.1 Introduction

La synthese d’observateurs est un probléme fondamental dans la théorie du controle et
ses applications. En effet, un grand nombre de techniques de commande des systémes non
linéaires, en particulier, suppose la totale disponibilité du vecteur d’état pour I’élabora-
tion d’une loi de commande donnée. Le probléme exposé ici considére la situation ou on
cherche & estimer les variables d’un systéme continu a partir de données observées a des
instants discrets. L'idée de I'observateur par interpolation et dérivation numérique [8] est
fondée sur un point essentiel dans la théorie du systéme: obtenir un certain nombre de
dérivées de la sortie du systéme défini par des équations différentielles ou a travers les va-
leurs qu'’il prend aux instants d’échantillonage. Ceci peut étre illustré a travers I’exemple

suivant. Un systéme non linéaire est donn¢ par

T, = T2
& = p(x,u) (5.1)
y=o



le but est de construire un observateur pour (5.1) sur la base des mesures disponibles.
11 est clair qu’on n’a pas besoin d’estimer x; puisqu’il est déduit directement de la mesure:
z; = y. On remarque également que z = y. Si, comme il est souvent le cas, on ne peut
pas accéder a g, alors il faut calculer ¢ & partir de la mesure. C’est ici ol intervient la
dérivation numérique. Dans le cas o y est connue & travers des échantillons, le procédé
de dérivation numérique devra fournir une approximation de y a un instant ¢, soit y'A(tk),
d’ott la. nécessité de mettre au point un algorithme calculant le nombre y'A(tk) et donnant
une estimation de l'erreur d’approximation. Souvent, non seulement 7 mais un nombre
fini de dérivées supérieures de y est utile pour la détermination des états du systéme. Sur
le plan théorique, on peut trouver un nombre considérable de méthodes d’approximation
de fonctions. Les plus connues sont celles basées sur les approximants polynomiaux. Dans
notre travail on s'intéressera aux fonctions splines, car comme on I’a vu précédemment,
elles possédant des propriétés intéressantes. ’

A travers ce chapitre, on va présenter dans un premier lieu la notion d’observabilité
adoptée dans notre travail. La partie suivante contient une description de l'algorithme
d’observation et de commande utilisé dans les différentes applications. Ils seront, ensuite,
mis en ccuvre a travers deux exemples académiques. Suivra, ensuite une autre partie
dans laquelle certaines méthodes soulignées dans le chapitre précédent seront exploitées
pour appliquer le processus d’interpolation et de dérivation numérique dans le cas ou les
mesures sont bruitées. Enfin, dans un dernier point, on comparera les résultats obtenus
par dérivation de l'interpolant spline, avec ceux que fournissent deux autres méthodes de
dérivation numérique.

Dans le but de synthétiser un observateur il faut s’assurer, tout d’abord, de l'obser-

vabilité du systéme d’intérét.
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5.2 Deéefinition de I’observabilité

Considérons un systéme décrit par

z e R, yeRP.

Le concept d’observabilité adopté [8] pour notre probléeme est donné par

Définition 54 Le systéme (5.2) est observable s”il existe un entier N tel que Uapplication

H(u,a,...,uN"2,.) définie par

Yy
H(u,1, VD g) = y
yN-1)
soit injective pour toute entrée universelle fixée.
Pour un systéme (5.2) observable, on peut écrire
= L(u,q,... AN g g Ly )

L'existence de I'application L est garantie par notre définition de I'observabilité 8].
Pour de tels systémes, le probleme de synthese d’observateur peut étre vu comme un
probléme de dérivation numérique: une fois les estimées des dérivées de y et de u déter-
minées des mesures disponibles, alors z peut étre déduit de L. Il est parfois impossible
de déterminer une expression explicite de la fonction L, on utilise donc une méthode

itérative telle que la méthode de Newton pour en déduire une.
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5.3 Algorithme d’observation SN AN \\ }

Le but de notre travail est de commander des systemes non lin(&,ai're\s\a travers.df
NE

exprimées par un certain nombre d’états du systéme. \.{\‘ D%

Notre observateur a la sortie (la mesure) du systeme considéré comme entrée. A
Pinstant initial ¢ = 0, le systéme est soumis & Iaction d’une commande initiale . Sur
chaque fenétre Iy, = [ty tx + 1], T > 0 (instant d’échantillonnage), les mesures prélevées
aux instants de suréchantillonnage 5 + nT | € N{,n=0,...,l, sont interpolées par
des fonctions splines. L’interpolant résultant est donc dérivé jusqu’a un ordre approprié.

Ainsi, & linstant ¢, + T, 'observateur doit fournir des estimations des dérivées de la

sortie. En méme temps, la commande doit accomplir deux téches:

e & un instant g, une commande U4y €st calculée au moyen des états estimés T est

gardée constante sur I'intervalle Iy,

e a l'instant 4y = tx + 71, une nouvelle observation 41 est déterminée utilisant la

commande u4; et la sortie et ses dérivées estimées & Tgy1-

5.4 Exemples

Dans ce paragraphe, on va illustrer I’algorithme cité ci-dessus & travers deux exemples.
Exemple 1

Les équations d'un pendule inverseé sont données par

Ty = T2
iy = —sin(zy) +u (5.3)
Yy = T2

Le but est de stabiliser (5.3) par la commande

u =sinz; — 0.2521 — 2
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L’état xo est disponible et on supposera qu'on ne peut pas accéder & . On doit
alors construire un observateur donnant une estimation de 'état x; utilisant la mesure
et 'entrée.

A partir de (5.3), on a

Tog =1Y
z, = arcsin(i— 7)

4 =sinz; — 0.252; — T

_— 10 /2
L’état initial est = et u(t =0) =0, T =0.1s, = 10.
T90 0

Les figures ci-dessous représentent les états du systéme commandé par u..

1. ﬂ 0
1.4 -0.05
1.2
-0.1
1
-0.1§
0.8
-0.2
0.6
‘04 -0.25
0.2 -0.3
0 = + % -0.35 -
0 2 4 6 8 10 12 14 18 18 20 0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Figure 5.1. x1. | Figure 5.2. x3.

Les erreurs d’estimation e; = x; — &, es = xg — &2 aux instants d’échantillonnage
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sont illustrées sur les figures (5.3.) et (5.4.).

1.6, “‘ 10

1.4

1.2

0.8]
0.8]

0.4 0

0.2

s 5 " " N
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure 5.3. ey. Figure 5.4. e;.

D’aprés ces figures on peut conclure que le processus d’observation est performant
vu les valeurs faibles des erreurs d’estimation. Aussi, la commande calculée est efficace
puisqu’on arrive a stabiliser le systeme (5.3). Il est important de noter que la convergence
de 'erreur vers zéro n'est pas influencée par le choix de la commande initiale.

Pour le systéme considéré, on a synthétisé un observateur a grand gain. Dans une pre-
miére étape, on a mis les équations du systéme sous une forme canonique d’observation.

Le systéme (5.3) devient donc

£ = A&+ p(€,u)
y=C¢
01
ou: A= elew=| |.c=[10]

00 —64/1- &

La fonction ¢ vérifie les conditions de synthése d'un observateur & grand gain indiquées
dans le chapitre 2.

Donc, pour ce systéme, 1'observateur est donné par

A

f= AE + (&, u) + AN (DK (y - CF)

T 0
avec: A(T) = et K est choisi tel que VP(A— KC) € C~. Ainsi 'observa-
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teur dans 'espace & est

~

N 3
£1= §2+u+—(y—fl)

~

5 A ~2 2
§r= —&; 1 &+ ;ﬁ(y_

Les états z; et ao sont déduits de

31

— arcsin(&y)

&)

Pout étre en la mesure de comparer les résultats des deux méthodes, on a procédé

4 une discrétisation de observateur continu. Pour 7' = 0.1s, 7 = 0.2, on a obtenu les

courbes illustrées sur les figures ci-dessous.

0.8

0.6

0.4

0.2

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Figure 5.5. x1.
1.6¢
1.4
1.2
10
0.8
[+
0.6
+
0.4,
+
0.2 +
-
LA
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure 5.7. e;.

-0.05

-0.1

12 18 20

0 2 4 6 8 10 14 16
Figure 5.6. xs.
0.02
0
7
®
+
-0.02
+
-0.04]
d
-0.09
-0.08
-0.
0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure 5.8. e;.

Suite & ces résultats, on a remarqué que les erreurs d’estimation de I’observateur a
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grand gain sont du méme ordre de grandeur que celles de I'observateur par interpolation

et dérivation numérique. On constate, également, que par le premier observateur, les deux

états x; et &9 convergent vers zéro dans un temps un peu plus court que par le deuxiéme.
Exemple2

Soit le systéme non linéaire suivant :

Ty = Ty
.3
Tog = —x]+u
Y =2

A travers cet exemple, notre méthode est exploitée pour réaliser un suivi de trajectoire

par I'état ;. Le signal désiré est x4(t) = sin(wt), w = 1rd/s. La condition initiale est

0
Ty = s, T=0.1,l=10¢et u(t=0)=0.
0

La commande u est donnée par
u(t) = 23(t) + w? sin(wt) + ki (21 (t) — sin(wt)) + ka(z2(t) — w cos(wt))

Les gains k; et ko sont choisis tels que eq; (t) = 21 (t) —z4(t) tende vers zéro quand ¢ — oo.
On a pris k; = =2, ky = —3.

Utilisant le fait que x5 = y, £, = u— 1y, on a implémenté un observateur par
interpolation et dérivation numérique pour estimer I'état x;. Les erreurs de suivi de

trajectoires eq = o1 — %4, €42 = T3 — &4 et d’estimation e; = xy — 2, e3 = x9 — T3 sont
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représentées ci-dessous.

0.15 0.4
0.1 0.2
0.05 0 U
0 -0.2]
-0.05! -0.4
0.1 06
0.15 -0.8|
-0.2 - -1 B
2 4 8 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Figure 5.9. eq;. Figure 5.10. eqgs.
10 )
sx 3x10
+ .
2 d 5 .
+ + "
1 + + +
+ -
+ 1 +
0 A 4+ + 30
L 4 +
+ {w : {n‘} 4 {-q 1 ’
1 o + + + +
N N ¢ }\-h : &A .
+ e + .
-2 Aale . *e +*
+ + *
3 * * . + +
2t + + *
-4 + + + 1 b
b
-5 3
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Figure 5.11. e;. Figure 5.12. e,.

Vu les faibles valeurs des erreurs de suivi de trajectoire, on peut conclure que la
trajectoire désirée est bien réalisée. Ceci est bien confirmé par les résultats illustrés sur
les figures (5.11.) et (5.12.), parcequ’une bonne estimation permet a la commande calculée

d’étre efficace.

On note que dans les deux cas 'observateur était initialisé¢ en
0

5.5 Cas de mesures bruitées

On va supposer, maintenant, que les mesures disponibles sont entachées d’un bruit de

capteur.
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Dans un premier temps, on considérera un systéme linéaire non commandé, soit

Ty = T2
Ci?z—":—CL'l
y=2

Le ‘but est d’utiliser I'interpolation et la dérivation numérique pour déterminer y. Pour
ce fait, on utilisera des splines au sens des moindres carrés ainsi que I’algorithme plagant
les noeuds optimalement. On choisira une période d’échantillonnage de 100ms et de suré-
chantillonnage de 10ms. Sur la figure ci-dessous on peut visualiser, aux instants d’échan-

tillonnage, les échantillons nets de la mesure(+), bruités (o) et estimés (*).

0.5 %0

0.4 °

0.3 e

0.2 °

01 ® ®
0 ® ®

01 ® ®

-0.2] ® ®

-0.3 ® ®

-0.4] ® ®
05 g et
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Figure 5.13. x5.

Op note que le signal bruité est
y(kT) = z(kT) + 6
avec 6 un bruit aléatoire tel que
§ = 0.001 * rand(1, 10)

et rand(1,10) dix nombres aléatoires compris entre 0 et 1.

Sur cette figure, on a pu constater que l’estimation représente la moyenne du signal
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les figures 5.14. et 5.15..

0.15
0.1
+
-
005t *
+ ‘Q #
t s + s s
0 0. + . + -
o .+ + "
-0.051+ + & * bt
+ . . +
+
-0.8 2 - -0.1 % »
O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Figure 5.14. x5 et X,. Figure 5.15. Erreur d’estimation.

Evidemment, les erreurs sur les dérivées supérieures seront plus importantes.

Considérons & nouveau le systéme non linéaire et commandé (5.3). Notre but, main-
tenant, est de le stabiliser tout en supposant que les mesures sont superposées a un bruit
de capteur. Pour des périodes d’échantillonnage de 100ms et de suréchantillonnage de

10ms, le comportement du systéme est comme l'indiquent les figures ci-dessous

0.05

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

-0.25

-0.3

.0"0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure 5.16. x3. Figure 5.17. xa.

La remarque essentielle qu’on puisse tirer de ces figures est que malgré la mauvaise
estimation de la dérivée, intervenant dans l'expression de la commande, cette derniére
arrive a stabiliser le systéme. Ceci est d & un point important est que la boucle fermée

permet de diminuer Ueffet du bruit, i.e., le filtrer.
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5.6 Autres méthodes de dérivation numérique

Cette partie a pour motivation de comparer les résultats fournis par trois méthodes de
dérivation numérique. Pour des mesures prélevées aux instants de suréchantillonnage, on
veut déterminer la premiére dérivée a chaque instant d’échantillonnage. Pour cela, on
se servira des splines, de la dérivation numérique sur deux points et de cette derniére
méthode mais aprés un filtrage des données.

On va considérer, a nouveau, le systéme

Ty = Ty
j?gz—xl
Yy=1a

L’état x; est déduit directement de la mesure et il reste & déterminer zo = y. Les
périodes d’échantillonnage et de suréchantillonnage sont fixées a 100m.s et 10m.s respec-
tivement.

En dérivant l'interpolant spline, l'erreur d’estimation, e; = 9 — &3, obtenue est illus-

trée sur la figure ci-dessous.

1
0.8[*
o *4

0.4 i s
0.2 + +
0 2 4 +
-0.2 + +

-0.4 + : 2

-0.6 + +

+
+ +
+, +
-0.8 Toeart?

Mo 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Figure 5.18. e.

Par dérivation numérique sur deux points, i.e., en utilisant

o — Yk
= y(k+1); Yrr (5.4)
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on thient

Figure 5.19. e,.

Enfin, en utilisant la méme formule (5.4), mais avec

10
Yrr = E bz
=1

les b; sont les coefficients du filtre (FIR) et x;; sont les mesures aux instants de

suréchantillonnage, on obtient

+

Hpatrptetetey

Ls s
R At L

0 OL.5 ; 16 2 25 29 35 4 45 5
Figure 5.20. e,.

On remarque, & travers les trois cas, que c’est par la dérivation de I'interpolant spline

que la plus faible erreur est obtenue.
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5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté l'observateur par interpolation et dérivation numé-
rique. On a mis en évidence 'algorithme d’observation et de commande & travers deux
exemples. Suite & la synthése d’un observateur a grand gain, on a pu constater que le
notre peut fonctionner aussi bien que le précédent. De plus il offre I'avantage de ne pas
exfger la condition de lipschitzité. Une autre partie de ce chapitre a été consacrée a un
probléme délicat dans les processus physiques: c’est celui du filtrage du bruit. Malgré
I'utilisation d’algorithmes censés en réduire l'effet, on a vu que les estimations délivrées
par notre observateur étaient de mauvaise qualité. On a constaté, par contre, que la
boucle fermée joue un role efficace dans I’atténuation de Ieffet du bruit sur le systéme.
Enfin, on a procédé a une comparaison de notre méthode de dérivation numérique avec
deux autres. Il était bien clair, & travers I'exemple, que la dérivation de l'interpolant
spline fournit la plus faible erreur d’estimation. La dérivation numérique sur deux points
est moins efficace mais celle effectuée aprés un filtrage par un FIR permet d’améliorer

nettement les résultats.
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Chapitre 6

Applications

6.1 Introduction

L’objectif de ’automatique non linéaire est de résoudre des problémes concrets de com-
mande. Une de ses particularités est de s’appliquer a des domaines physiques tres divers.
(est dans cet état d’esprit que sont exposés, dans ce chapitre, deux exemples d’obser-
vation et de commande de systémes non linéaires.

L’application traitée appartient & un domaine privilégié de la théorie de la commande
non linéaire, la robotique, et est représentative de I'applicabilité des résultats obtenus. II
s’agit de procédés issus d'un contexte industriel : le robot rigide et le robot a articulation
ﬂexible. On leur associera des modeles d’état non linéaires et leur commande nécessitera
un observateur. En effet, pour ces systémes, il est intéressant de minimiser le nombre de
capteurs, afin de diminuer le cott de l'installation.

Pour la commande de tels systémes, différentes classes d’observateurs ont été pro-
posées. La sélection d'une méthode ou d’une autre dépend du choix des variables me-
surées. Les lois de commande mises au point ces derniéres années pour commander de tels
robots utilisent souvent les positions et vitesses des bras et des axes moteurs, et parfois
méme les dérivées supérieures de ces grandeurs.

Dans notre travail, le schéma de commande proposé est basé sur un observateur par
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interpolation et dérivation numérique plus une loi de commande découplante et linéari-
sante pour le suivi de trajectoire.

La répartition de ce chapitre sera faite comme suit: la premiére partie concernera le
bras rigide. Dans un premier point, on présentera un modéle pour ce systéme. On discu-
tera, ensuite, de son observabilité. La derniére partie inclut les résultats des différentes
simulations ainsi que des commentaires. La méme démarche sera suivie pour le bras a

articulation flexible.

6.2 Le robot rigide

6.2.1 Modéle dynamique

Il représente la relation entre les couples appliqués aux actionneurs et les positions, vi-

tesses et accélérations articulaires. C’est donc une relation de la forme

I'= f(q,4,4)

I" étant le vecteur des couples, q, g, § les vecteurs des positions, vitesses et accélérations

articulaires [5]. Généralement, cette relation est donnée par
A(9)i+ C(q,9)d+ Fog + Fesign(q) + G(q) =T

ou

Alg)i+ H(g,q) =T

avec

A(q): matrice d’inertie du robot;

C(q,q): forces centrifuges et de Coriolis;

F,: vecteur des coefficients de frottement visqueux;

F,: vecteur des coefficients de frottement secs;
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G(q): forces de gravite.
6.2.2 Observabilité du robot rigide
Si on pose ) = g et x3 = ¢, le modeéle du robot s’écrira alors

j?1=372

iy = A7 (21) (T — H(21,72))

Cette écriture peut étre mise sous une autre forme, soit

& = f(x) +g(2)-u

T 0
avec: f(z)= , 9(z) = etu=T.
—A“l(xl)H(xl,xg) +A_1(031)

Supposons que les positions articulaires sont mesurées, donc
y = h(z) = =

La dimension du systéme est 2n, n étant le nombre de degré de liberté.
Ce systéme est uniformément obseravble car on peut déduire I'état de la sortie et de

sa premiére dérivée. La condition de rang est vérifice. En effet,

Rang (5‘95 ([h(a:),th(a;)]T>> —2n

et par conséquent le systéme est localement faiblement observable.

Pour notre systéme, on prendra n = 2.
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6.2.3 | Etude en simulation

Le robot considéré est plan & deux axes rotoides (Figure 6.1.). Les actionneurs du robot

sont des moteurs a courant continu et a aimants permanents [5].

%,
d
qi

Figure 6.1. Le robot rigide.

Le modele de ce robot est donné par
Alq)g+ H(q,q) =T

A(q) (2 x 2): matrice d’inertie, symétrique et définie positive;

H(g,q) (2 x 1): correspond aux forces centrifuges et de Coriolis;

I': le couple moteur.

Les éléments des deux matrices sont

Au = zzrl + z2r2 + 2mar2 * d2 * cos(gz) + 2my2 x d2 * sin(gp )

Az = Ag1 = 2212 + mar2 x d2 x cos(gz) + my2 * d2 * sin(qp)

" Agg = 2212

Hy = (=mar2 * d2 * sin(gy) + my2 * d2 * cos(qu)) * ¢ — (2mar2 * d2 * sin(qz))d1da +
for x g+ fo1 * sign(qi)

Hy = (mar2 x d2 x sin(gz) — my2 * d2 * cos(q2)) * G})) + foz * G2 + faz * sign(de)

avec: 2zrl = z2zl+mad} + I, 2272 = 222 + I,

zzl et 222 sont les moments d’inertie des deux bras, m, est la masse du bras 2, I,,
et Io,sont les inerties des actionneurs, mar2 et my2 sont les projections du moment du

bras 2 selon les axes = et y du repére associé.
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Les valeurs numériques ci-dessous correspondent aux parameétres du bras rigide const-
ruit au .Laboratoire d’Automatique de Nantes [5].

zzrl = 3.Tkg.m? , zzr2 = 0.08kg.m? | mar2 = 0.284kg f.m? | my2 = 0.022kg f.m?
for =0.07Nm/(rd/s), fu2 = 0.013Nm/(rd/s), fu = 0.62Nm, fs = 0.17Nm.

Dans le but d’implémenter notre observateur, on a réécrit le modele du systéme sous

Y

la fqrme
Ci?l = T2
T2 = fi(z,T)
Si?3 = T4
Ty = fz(fL‘,F)
avec:
. . 1T
T = [ql:qlan)QZ]
1
| fi(z,T) = detl(A) [Ag2 (T — Hy) — A Ty — Hy)]
fo(z,T) = det(A) [—A21 (T1 — Hy) + Ay Ty — Hy)]

Les variables mesurées sont les angles de rotation des deux bras qiet qo.
Le suivi de trajectoire sera accompli & I’aide d’une loi de commande découplante et
linéarisante de la forme

I'= A(g)w + H(q,q)

et w est donnée par

W = Ga — ka4 — 4a) — kp(q — qa)

qa €tant la trajectoire désirée. L'observateur doit donc fournir, aux instants d’échan-
tillonnage, des estimations des dérivées premiéres ¢ et gs.

Pour les deux bras on a pris 14 = ¢2a = qa = sin(wt), w = 2rd/s. Les gains de la
commande sont choisis de fagon & avoir une boucle & amortissement critique, la bande
passante du premier axe est fixée & w, = 5rd/s ce qui correspond a k, = 25 et kg = 10.
Pour le deuxiéme axe w,, = 25rd/s ce qui donne k, = 625 et ky = 50.

La période d’échantillonnage est fixée & T = 1ms, et de suréchantillonnage a t,, =

100ps. Quant aux conditions initiales on a choisi z = [0,2,0,2]" pour le systéme et pour
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'observateur, i.e., I’erreur initiale d’estimation est nulle.
Passons maintenant aux résultats de simulation. Les couples moteurs sont représentés

sur les figures ci-dessous.

20 1.5
15
i
10
0.5
5
%o 5o
5
0.5
10|
-1
-15]
-20 A A -1. A
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
temps [s] temps [s]
Figure 6.2. La commande I;. Figure 6.3. La commande I'y.

Ils sont compris entre +17N'm pour l'axe 1 et £1.18 Nm pour I’axe 2, sachant que les
valeurs maxima acceptables sont 18.23Nm et 10.3Nm pour les deux axes respectivement.
La discontinuité qu’on peut remarquer au niveau des deux couples est due a la fonction
‘signe’ du modéle.

Sur les figures suivantes sont illustrées les positions et vitesses des deux axes. On
montre également les erreurs de suivi de trajectoire qui, étant faibles, prouvent que les

signaux désirés sont bien reproduits par le systéme.

1 2
08 15
06
1
0.4
0.2 05
To g 0
02 0.5
0.4
£
06
0.8 1.5
4 . 2 .
-1 0 1 2 3 4 5 1 0 1 2 3 4 5
temps [s] temps [s]
Figure 6.4. x;. Figure 6.5. xs.
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2
0.8 18
0.6
1
04
0.2 05
Eo é 0
02 0.5
0.4
-1
0.6
0.8 1.5
-1 -2
-1 0 1 2 5 e [ 1 2 3 4
temps [s] temps [s]
Figure 6.6. x. Figure 6.7. xy4.
1.5%10 § 5 x10
1 2
0.5 1
Eo _go
0.5 -
-1 -2
1y 0 1 2 3 5 2 0 1 2 3 4
temps [s] temps [s]
Figure 6.8. x1-qq . Figure 6.9. x3-qq .
x 10 5 X 10
2
1
=0
Eo E
-
2
3
R 0 5 4 0 1 3

2
temps [s]

2
temps [s]

Figure 6.10. x3-qq . Figure 6.11. x4-qq .

Enfin, d’apres les figures ci-dessous, on peut conclure que le processus d’estimation
b p )
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fonctionne bien.

x10" x10°

7 + *
& 8
6
5 6
4 =
=2 K
_.3 =
2 2 ¥ +
1 + M
o
005 v 15 2 25 3 35 4 45 5 205 1 15 2 25 3 35 4 45 5
temps [s] temps [s]
Figure 6.12. x;1-X;. Figure 6.13. xo-Xg.
2:10"' ] snu”
+
O™ ——— I g .
2
2
4 _
E 30
5 - +
2
8
10 4
b +
EY) PR . . . 5 PRI ST .
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 §
temps [s] temps [s]
Figure 6.14. x3-X3. Figure 6.15. x4-X4.

On note que les mémes simulations ont été exécutées pour une période d’échantillon-
nage de T' = 10ms, et de suréchantillonnage de tsp = 1ms mais les erreurs étaient plus
importantes.

" Donc, comme on l'a constaté notre observateur estime bien la premiere dérivée. A
travers l'exemple qui suit on verra que méme jusqu'a une troisieme dérivation notre

processus d’interpolation et dérivation numérique reste performant.
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6.3 Le robot a articulation flexible

6.3.1 Modéle dynamique

On considére un robot 4 un axe commandé par un moteur a courant c&p’clngg‘ﬁj asti

au niveau de Particulation est modélisée par un ressort de torsion linéaire de taideur k

[5]. Le schéma d'un tel robot est illustré par la figure (6.16.).

J K
Figure 6.16. Le robot a articulation flexible.

On note ¢, 'angle de rotation du bras, et gm I’angle de rotation du moteur. Pour des

raisons de simplification on tiendra compte des deux hypotheéses suivantes [15]:

e H1: I'énergie cinétique du rotor est principalement due & sa rotation;

e H2: linertie du rotor est symétrique par rapport a 'axe de rotation du rotor de
telle sorte que 1’énergie potentielle du systéme et la vitesse du centre de masse du

moteur soient indépendants de la position du rotor.

L’énergie cinétique du moteur E. s’écrit
1 1
E. = -mv? + =Ju?
c= 3 + gm

m est la masse du rotor, v la vitesse du centre de masse du rotor, w la vitesse de
rotation et J,,, I'inertie du moteur.

A cause de 'hypothése H1, E. peut s’écrire [15]
1. 1. .
E. = EJICIzz + —2_qu3¢
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avec J; 'inertie du bras.

L’énergie potentielle du bras s’écrit
1 2
Ep = 5K (q — m)” +mgl(1 — cos(q))

g étant la constante gravitationnelle et [ la distance entre I'axe de rotation et le centre
de masse du bras.
Les forces de frottement visqueux peuvent étre introduites par la fonction de dissipa-
tion de Rayleigh [15]
1., 1,5
¢ =ha +5f2m
Les équations du mouvement de ce systéme sont données par
d (0L oL O
dt \ 0q dq 0q
avec ¢ = (q,qm)7y I' = (0,u)" ou u est le couple externe appliqué au moteur et
L = E, — E, est le Lagrangien.

Les équations résultantes sont

Jig; +mglsin(q) + K(q — gm) + figt =0
Imbm — K(@ — @) + fogm =u

" En choisissant le vecteur d’état = = (qi, 41, Gm, Gm)” la représentation du systéme dans

I’espace d’état s’écrira alors

T = To
. —mgl . K
Ty = g sm(ml) - —(331 - $3) - ‘—1332 = 90(33)
Jl Jl Ji (61)
ii73 = T4
K 1
Ty = :];(xl — x3) — Jf_:lmzi + Zu
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6.3.2 Observabilité du robot a articulation flexible

Sous une forme plus compacte, (6.1) s’écrira

& = f(2) +g(a)u

T9 0
—mgl K
: T;' sin(z;) — 7(:21 —x3) — j];lwz 0
ou: f(z)= . ! b, g(x) = "
T4
Hor—ag) — 2 .
.]m 1 T3 7 T4 i Jm |

L m -
Si on choisit comme mesure la position du bras, on obtient
y =z = h(z)

Les dérivées de Lie du vecteur de sortie sont données par
Lib@)=[1 0 0 0| f(e) =z
L@ =0 1 0 0] ()= (o)
Lihz)=[ 22 2 2 2] f(x)=y()

d
La matrice d’observabilité O = [ h(z) Lgh(z) L?h(x) L?h(a:) est donnée par

10
01

S o ©

Xk

SR o o o

X X

*

Les termes représentés par des étoiles sont non nuls et il n’est pas nécessaire gle les
. K

évaluer pour conclure quant & 'observabilité du systeme. On a det(O) = (7) # 0
!

d’ot 'observabilité faible locale du bras a articulation flexible étant données les mesures

des positions bras.
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6.3.3 Etude en simulation

Dans cet exemple I'observateur par interpolation et dérivation numérique sera utilisé pour
déterminer un certain nombre de dérivées de la sortie permettant I'implémentation d’une
loi commandant la position du bras. Tout d’abord il faut déduire I'équation différentielle

entrée-sortie du systéme (6.1). Elle est donnée par

- K
vy = f(y,9,9,y®) + ——u

JiIm
avec
£, 9,5, y®) = —(%+J%)y<3’— (% + —ji + i‘f; + mTfl cos(y)) zﬁr(m—jE sin(y)) g+
~ (B2 cost) + (o )5y ) 9= g S

La mesure étant la position du bras, on a y = q.

La commande linéarisante et découplante employée sera de la forme

. JlJm
K

U

(’Uu - f(yayay)y(s)))

ol: Uy = q((f) — ky(y® — q,(is)) — k3(§j — Ga) — k2 (¥ — da) — k1(y — qq)

Les gains ki,i=1,...,4, sont choisis tels que I'erreur e = g —qy tende vers zéro quand
t — 00, qq étant la trajectoire désirf’ae. Cette fois-ci on a choisi gg = sin(wt), w = 1rd/s et
k; = 10000, ks = 4000, k3 = 600, ks = 40 (i.e. les quatres poles de la dynamique d’erreur
sont placés en -10). Les valeurs numériques des différents parameétres du robot sont:
fi = 0.1N/rad.s™%, fo = 0.2N/rad.s", J; = 1.125kg.m?, J,, = 1.4dkg.m?, m = 15.5kg,
K = 100N/rad, g = 10m.s~2.

Les simulations ci-dessous étaient obtenues pour une période d’échantillonnage de
T = 1ms, et de suréchantillonnage de t,, = 100us. Les conditions initiales sont choisies
telles que les erreurs d’estimation initiales sur la position g; et la vitesse ¢, soient nulles.

La figure ci-dessous montre la commande appliquée au systéme. Elle reste dans les
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limites acceptables (+120Nm).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps [s]

Figure 6.17. Le couple u.

Sur les figures 6.18., 6.19., 6.20., 6.21., est illustré le comportement du systéme. La
trajectoire imposée au bras est bien reproduite. En effet, les erreurs de suivi (figures

6.22., 6.23.), aprés 3 secondes, rentrent dans des tubes de rayons 0.004 rd et 0.00426 rd/ 3

respectivement.
1.5 15
1 1
0.5 0.5
To % 0
0.5 0.5
-1 1
'1'EJ 1 2 3 4 5 6 7 8 98 10 -1'z0 1 2 3 4 5 é 7 8 9 10

temps [s]

Figure 6.18. x; .
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Figure 6.22. x1-qq - Figure 6.23. x2-qq -

Les erreurs d’estimation déterminées aux instants d’échantillonnage et montéres ci-

dessous confirment le bon fonctionnement de notre observateur.

A1 7

3x|0 . . . 7x‘ﬂ'
25 6
5
2,
4
15, .
£ 33
1 2
2]
05:
1
uy‘- E.V. S—
05 1 .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps [s] temps [s]
Figure 6.24. x1-X;. Figure 6.25. x3-Xs.

107



x10°
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Figure 6.296. X3-X3. Figure 6.27. x4-Xy4 .
Dans cet exemple également, la simulation a été exécutée pour T' = 10ms et top = 1ms,

mais des résultats aussi satisfaisants que les précédents n'ont pu étre obtenus, surtout,

au niveau des erreurs d’estimation.

Remarque 55 Les ordres des fonctions splines ont été choisis supérieurs a lordre le

plus élevé des dérivées nécessaires o limplémentation de la commande.

6.4 Conclusion

Tout d’abord, il faut noter que les différentes simulations étaient exécutées sous Simulink
3 I’aide de programmes écrits sous Matlab. Les essais ont permis de conclure quant a
I’applicabilité de I'interpolation et la dérivation numérique & la synthése d’observateurs
et de lois de commande des systémes considérés.
~ Pour 'exécution des différentes simulations, il a fallu tenir compte d’un certain nombre
de contraintes telles que le choix de la période d’échantillonnage et de suréchantillonnage,
du pas d’intégration de la méthode numérique adoptée ainsi que la méthode elle méme.
La période de suréchantillonnage ne peut étre choisie n’importe comment, car, elle
dépend essentiellement des dynamiques du systeme considéré. On sait qu’au niveau de
chaque instant de suréchantillonnage on dispose d’une information concernant 'évolution
du systéme, donc si au cours d’une durée, les dynamiques varient rapidement, le risque de
perdre des informations importantes serait certain et par conséquent la commande appli-

quée ne pouvait jouer son role avec efficacité, ceci d’une part. D’autre part, la valeur de
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la période d’échantillonnage ne devait pas étre treés élevée, car pour un pas de suréchan-
tillonnage faible, ceci entrainerait un nombre de points d’interpolation important. Donc,
pour déterminer la spline correspondante, son ordre étant fixé au préalable, il fallait éva-
luer un nombre similaire de B-splines . Il est évident que cette opération exigerait plus de
temps et donc influerait la qualité de la commande, sachant qu’elle devait étre effectuée
en.temps réel. A ce niveau, on peut citer I'exemple du robot & articulation flexible ot un
pas d’échantillonnage de 100ms et de suréchantillonnage de 10ms ont causé la divergence
de la commandé, et donc du systéme, en quelques instants. La remede était, bien sir, de
diminuer les valeui's considérées des deux pas.

On note, aussi, qu'il était plus simple pour nous de choisir une période d’échantillon-
nage un vmultiple de celle de suréchantillonnage, ceci pour tenir compte, dans le processus
d’interpolation, de 'information présente a la fin de chaque fenétre d’échantillonnage.

Quant au pas d’intégration de la méthode, on a constaté que pour des mauvais choi;c,
certains instants n’étaient pas pris en compte, alors s’ils correspondaient, par exemple a
un instant d’¢chantillonnage ou de suréchantillonnage, notre processus d’estimation ne
pourréit fonctionner correctement ou ne fonctionnerait méme pas.

Enfin, on n’oublie pas de signaler que tout le travail effectué ci-dessus suppose que
les mesures sont prélevées avec une précision parfaite, i.e., pas de bruit. En conclusion,
méme dans la réalité, notre observgteur peut fournir des résultats tres satisfaisants si, a

notre connaissance, un processus de filtrage efficace est utilisé.
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Chapitre 7
Conclusion générale

Notre objectif, & travers ce travail, était de construire un observateur par interpolation
et dérivation numérique, ceci afin de situer les limites de son applicabilité.

Comme on l'a déja mentionné, les états non accessibles d’un systéme peuvent étre
déterminés si ’on dispose de la sortie et d’un certain nombre de ses dérivées. Il était
montré, par ailleurs, que les dérivées d’ordres supérieurs des fonctions splines présen-
taient des précisions acceptables. Il nous a semblé, alors, trés intéressant d’exploiter leurs
propriétés dans le but de fournir, en temps réel, une estimation des dérivées de la sortie
utiles a la détermination des états d’un systéme donné. En se basant sur ces points, on
a synthétisé un observateur et 'utilisé pour la commande de deux systémes.

Notre but était de réaliser un suivi de trajectoire. On a remarqué, a travers les diffé-
rents résultats de simulation, que les trajectoires désirées étaient bien reproduites. Aussi,
les erreurs d’estimation déterminées aux instants d’échantillonnage étaient trés faibles.

On n’oublie pas de noter que les périodes d’échantillonnage et de suréchantillonnage
devaient étre choisies correctement afin de disposer d'un maximum d’informations sur
I'évolution des dynamiques du systéme.

Les dimensions des systémes considérés étaient assez réduites (n = 4) et donc rien
ne garantit le bon fonctionnement de notre observateur si elles étaient importantes, car

dans ce cas, il serait nécessaire d’estimer des dérivées d’ordres élevés.
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Dans notre cas, le probleme de prouver la convergence ne se pose pas, car étant donné
le princvipe utilisé, la bonne estimation est fournie dés le premier instant.

On a constaté, également, que notre processus de dérivation numéri fournit des
résultats meilleurs, comparés & ceux obtenus par dérivation numérique sur deux points
avec et sans filtrage.

_.En présence du bruit, il suffit qu'un bon filtrage soit effectué¢ sur les données pour que
notre observateur soit utilisé avec succés. En réalité, ce filtrage existe toujours dans les
systémes commandés par calculateurs pour éviter le repliement spectral.

Ce type d’observateurs est une bonne alternative a ceux existants quand les conditions
théoriques de leur applicabilité ne sont pas vérifiées. L’estimation des dérivées de la sortie
est parfois nécessaire pour la construction d’observateurs a dynamique d’erreur linéaire
[15].

Enfin, il serait intéressant, & notre connaissance, de coupler cette technique avec ie

modele du processus pour améliorer les propriétés vis-a-vis du bruit.
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