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-1.1 Introduction

Dans les debut des années quatre vingt Mr George Adomian a devellopé
une méthode appelée méthode décompositionnelle d’Adomian qui permet de
trouver une approximation aussi précise que 1'on veut d’une solution d’un
probléme il suffit juste qu’on puisse écrire notre équation sous forme u =
N(u).

Cette méthode permet de trouver les solutions de toute sorte d’équations
fonctionnelles méme dans le cas non linéaire comme les équations aux derivées
partielles, les équations differentielles ordinaires et les équations aux dérivées
partielles fractionnaires.

L’objet de ce travail est la présentation de la méthode décompositionnelle
d’Adomian et de résoudre certaines équations aux dérivées partielles et aux
dérivées partielles fractionnaires.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne quelques définitions et résultats prélim-
inaires. Dans, le deuxiéme chapitre on présente la méthode décomposition-
nelle d’Adomian et on donne des conditions suffisantes pour la convergence
de cette méthode. Le troisieme chapitre est consacré a la résolution des
équations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles en
utilisant la méthode décompositionnelle d’Adomian et le dernier chapitre est
consacré & la résolution de quelques équations aux dérivées partielles frac-
tionnaires par la méthode décompositionnelle d’Adomian.



Chapitre 1

Définitions et résultats
préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et résultats préliminaires qui
seront utile pour la suite. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [3],
[5], [11], [12] et [14].

1.1 Dérivée et intégrale fractionnaires

Définition 1.1.1 On appelle fonction Gamma d’Euler la fonction notée T’
définie par

F(x):/ t"teTtdt,
0

ol = est un mombre réel strictement positif..

Définition 1.1.2 On appelle fonction Béta d’Euler la fonction notée B définie

par
1

B(z,y) = /t””_l(l — )4 1dt,
0

ol x ety sont deux réels strictement positifs.
Proposition 1.1.3 On a les propriétés suivantes

e Pour tout x > 0, I'(x + 1) = zI'(x),

e Pour toutn € N, I'(n+ 1) = n!,

o T(}) = v,



(2n)! /7

e Pour toutn € N, T'(n+ 3) =

22n pl”’
e Pour tout x > 0 et tout y > 0, B (z,y) = B (y,z),
['(z)I(y)
e Pour tout x >0 et tout y >0, B(z,y) = ————=.
y (z,y) Tty

Définition 1.1.4 On.appelle fonction de Mittag-Leffler, la fonction E, définie
par

00
.Tk

E,(r) = Z m7

k=0

ol «v est un réel strictement positif.
Pour a =1 on a
Ey(x) =€".

Définition 1.1.5 Soit f : [0,4+00) — R une fonction. L’integrale de Riemann-
liouville est definie par

x

1 a—1

ol «v est un nombre réel strictement positif.

Jo fx) =

Remarque 1.1.6 Pour o =0, on pose JOf = f.

Exemple 1.1.7 Pour tout § > —1, on a

a B _ F<B+1) a+p8
o TTa+p+1)" .

En effet soit B > —1, on a

Joal = ﬁ/(m—t)a‘ltﬁdt.
0

St on pose le changement de variable t = x7, on obtient



xoﬁ-ﬂ |
JoaP = I‘(a)/(l — 1) r8ae.
0
rotB

T ()T (B +1)
I'(a) T'(a+8+1)
— __Elgzj;}l__xa+ﬁ
F'a+p+1)
Proposition 1.1.8 Pour tout a > 0 et f > 0 et f une fonction, On a les
deux propriétés suivantes:

i) L’opérateur integral Jg est linéaire;

ii) JgJy f(z) = Jg* f(x).

Définition 1.1.9 Soit f : [0,+00) — R une fonction. La derivée fraction-
naire d’ordre a au sens de Caputo de f est définie par

t

1 _ n—a—1 fn _ %
D F(t) = F(n—a)/(t T) fM(rydr n—1<a<n,neN,

L f(t) a=n..
Proposition 1.1.10 On a les propriétés suivantes
1. JDgf(t) = f(t) — £(0), pour tout 0 < a < 1,

v) CDyJSf(t) = f(t), pour tout o > 0.

1.2 Nombre de Stirling de second espéce S (n, k),
polynomes de Bell et formule de Faa di
Bruno.

1.2.1 Nombre de Stirling de second espéce S (n, k).

Définition 1.2.2 Soit E un ensemble a n éléments, le nombre de k sous-
ensembles non vides de E disjoints deux a deux dont la réunion est E s’appelle
nombre de Stirling de seconde espéce. On note ce nombre S(n,k). Donc
S(n,k)>0s11<k<n,etS(nk)=0si1l<n<Ek.



Remarque 1.2.3 On pose S(0,0) =1 et S(0,k) =0 si k > 1.
On a le résultat suivant

Théoréme 1.2.4 (/5]) Le nombre de Stirling de second espéce S (n, k) vaut:

S(n,k):% S (G-, 1<k<n.

" 0<ji<k

Théoréme 1.2.5 ([5/) On a

E:Snk (e—Uﬂkzo

n>0
et ;
n,k>0 G
= 1+ Z ( Z (n, k) )
n>1 1<k<n

tn
n>0
. tn
- %Z Z (=1) Gy (k —j)" — (d’aprés le théoréme 1.2.4)
" n>0 0<<k n
1 e (k=)
P (H)J Ci2 T)
0<j<k n>0 ’
- kv§:( Y el )
0<5<k

= 7 (et —1)* ( d’aprés la formule du binome de Newton).

De méme, on a



O (t,u) = ZS(n,k)i—ﬂ;uk

n,k>0
tn
= Z <ukZS(n,k) ﬁ) (car S (n,k) =0 pour n < k)
k>0 n>k )
k>0
B uk (¢! —1)"
- X
k>0

= exp(u(e' —1)).
]

Théoréme 1.2.6 ([5]) On a
2= Y S(nk)(x),,

0<k<n
ot (z), =x(x—1)(z—-2)...(r—k+1) et (z),:=1.

Démonstration : On a

n4n
n!

n>0
= (1+ (e =1))"
Bt—-l k B yk
= Z (), % (car (1+vy)" = Z (2)}, F)
k>0 k>0
= Z (x), Px (t) (d’aprés le théoréme précédent)
k>0
tn
= Y@ smm
k>0 n>0 ’ "
=YY @Sk
n>0 0<k<n
Alors

Zx;fn - % @), 80, k)%.

n>0 ’ n>0 0<k<n

Par identification, on a

2" =Y S(nk)(x),.

0<k<n



Remarque 1.2.7 La formule (1.1) est souvent prise comme définition des
S(n,k).

1.2.8 Polynoémes de Bell

Définition 1.2.9 Les polynomes de Bell (exponentiels) partiels sont les polynomes
Bk = Bpi(z1,29,..2_41),de la suite infinie d’indéterminées xy, s, ..
définies par le développement en série double (formelle):

U =U(tu): = exp (ume%>

°)

m>1
t’I’L
= 2 Bupt
“n!
n,k>0
t'n,
= 1+ Z m ( Z uan,k (l’l,ZL‘g, )) ,
n>1 1<k<n
ou bien, ce qui revient au méme, par le developpement en serie
1 tm t
E(Z xm%) = Z Bmka, k’ = O, ]_, 27
m>1 n>k

On a les résultats suivants

Théoréme 1.2.10 (/5]) Les polynomes de Bell ont pour expression exacte

— . C1 ,.C2 Ck
B g(x1, 29, . Tyy1) = g — YT
C1:C9...Ck
[n.cl=n
lel=k

ot |n.cl] =c1+2co+3cg+ ... +ne, et el =c1+ ey +cg+ ...+ ey
Théoréme 1.2.11 ([5/) On a

i) Boi(l,1,..,) =5 (n, k),

Ll

i) Bnx(11,2!,3!..) = CF"} ik

Démonstration : du théoréme 1.2.11

i) On pose 1 = 23 = ... = 1 dans la définition des polynomes de Bell, on
obtient



Comme

exp <uz m) — exp (u (¢ — 1)).

m>1
Alors, il résulte que

n

ZBnk I t—'uk:exp( (et—l)).

n,k>0

D’autre part, d’aprés le théoreme 1.2.5, la deuxiéme formule on a

ZSnk u—exp( (et—l)).

n,k>0

Par suite, d’aprés (1.2) et (1.3), il résulte que

Bux (1,1,..,) =S (n, k).

(1.2)

(1.3)

ii) On pose z,,, = m! dans la définition des polynomes de Bell, on obtient

ZBnk 11,21, 3!, )—nuk = exp <u2tm>

n,k>0 m>1
t
= exp|u
P14
= exp (ut(1—1) 1)
. uktk 1 —k
=D 5 1=
k>0
ktk

Alors
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" 1)... 1)
S Bnana, )l = 3 REED BT L

n,k>0 " k,j >0 kit
B Z k(k+1)...(k+j—1)tk+j %
= - u
- k! 4!
k,7>0
Par identification, on obtient
Bnp(1,203..) k(k+1)..(n—1)
n! B E!'(n —k)!
(n—1)!
(k— Dkl (n —E)!
cil

Par suite, il résulte que

Buw(11,21,31,..) = 12

n
On a le résultat suivant

Théoréme 1.2.12 [3/, [11], [12] et [1}] Pour tout n et k € N* avec k < n,
on a

B, y(1°,213% 43 ) = Crinmh,

Pour montrer cette identité, on a besoin de la formule d’inversion de
Lagrange

Théoréme 1.2.13 Si x est une fonction de y et z et d’une fonction f in-
définiment dérivable, telle que

r=ztyf(2),

Alors pour toute fonction F' indéfiniment dérivable, on a
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Démonstration : du théoréme 1.2.12
Soit y € R et considérons I’équation suivante

x —ye® =0, avec x € R.

Cette équation admet une unique solution x = g (y) autour de zéro
D’aprés la formule d’inversion de Lagrange, on a

F( ( +Z d"” ! 6mc] y_
g\ dxn—1 =0yl

Pour F' (x) = x, on obtient

Alors, on a

C’est-a-dire

de lagrange

+oo dn—l
— / nx g
g (y) - 3_1 dxn—1 [F (l’) e ]w:O n!

+oo dn—l

- Z d$n71 [enx]xzo ﬁ

n=1
“+o00

n
- Yt
n!

n=1

1 < y"
n—1

Z B,k (1, 2! 32, ) y_' d’aprés la définition des polyndémes de Bell.
n!

n>k

=> B (1,2",3%. )y—f. (1.4)

n>k
o
D’autre part si on prend F' (x) = R on a d’aprés la formule d’inversion
+oo dn—l yn
/ nr
Flg(y) = F0)+ Y+ [F () ™,y .
n=1

C’est-a-dire
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_ 1 2 gt xk_lfnjxj y"
(k — 1! = dan! = J! _0 n!
+o00 1 [Hoo
1 dnt nl y"
— k-1 vy
(k — 1)l &= dgn-1 ; T o
_ 1 +oo dn—l [ 40 nl—k—l—l ) ﬁ
(k — ! = dant ] (l—k+1)! i n!
1 +oo nn—k yn
= 1L
(k=11 & (n— k) (=1
+oo
kY
= D ot
n=1
400 n
= ZCffjn"’ky—' car C! =0sim <L
n!
n=~k
Alors, on a
(9W)" = et k¥
= > Ciin ] (1.5)
n=k

D’aprés (1.4) et (1.5), par identification, il résulte que pour tout n et
ke N*avec k <n,on a

B k(10,2432 4% ) = Crin™h,

n

Remarque 1.2.14 La preuve du théoréme 1.2.12 est similaire a celle du
théoréme 3 dans [3] et [14].
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1.2.15 Formule de Faa di Bruno.

Théoréme 1.2.16 ([5/) Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert
I de R, a valeurs réelles, g une fonction définie sur un intervalle ouvert J
de R contenant f (I). On suppose que [ est m fois dérivable en a € I et g
est m fois dérivables en b = f (a) et ces dérivées sont finies. Alors go f est
m fois dérivable en a et on a la relation

jt“; S kllkz e <f1(‘)) (f2<' >> (ﬂz'())

[mk|=m
|k|=m

avec |k| = ki + ko + ... + ki, et |mk| = ky + 2k + ... + mk,.

La formule de Faa di Bruno est valable aussi dans les espaces de Banach
et on a le résultat suivant

Théoréme 1.2.17 Soient E, F et G trois éspaces de Banach.. On suppose
que f est une fonction définie sur un ouvert I de E, a valeurs dans F', g une
fonction définie sur un ouvert J de F' contenant f (I) a valeurs dans G. Si f
est m fois différentiable en a € I et g est m fois différentiable en b = f (a).
Alors go f est m fois différentiable en a et on a la relation

m (q
(90N (@) vy = ) klle En? k)@((fl(! )'Um)[m’“" (f m!( )'U[m]>[km1>’

[mk|=m
|k[=m

avec |k| = ki +ky+ ... 4 Ky, [ mk| = k1 4 2k + ...+ mky, et vy = (v, ..., v)
[ fois.



Chapitre 2

La méthode décompositionnelle

d’Adomian

Dans ce chapitre on présente la méthode décompositionnelle d’Adomian et
on donne des conditions suffisantes pour la convergence de cette méthode.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [4], [10] et [11].

2.1 Présentation de la méthode

Dans cette section, on présente la méthode décompositionnelle d’Adomian.
On considére ’équation suivante

w=f+N (u), (2.1)

avec N est un opérateur nonlinéaire analytique définie dans un espace
de Banach F a valeurs dans E et f est une fonction donnée dans E et le
probléme est de chercher u solution de (2.1).

Pour cela on va chercher la solution sous forme d’une série

+oo
n=0

Pour construire cette série, on suppose que

N(u)=) A, (2:3)

ol chaque A, est une fonction de uqg,..., Uy,.
Comme chaque A, ne dépent que de uy,..., u,, on peut définir la suite

(un)neN par

14
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U():f,
U,1:A0(U0),

Upsr1 = Ay (Ugy -y uy) -
D’aprés (2.4), on obtient

n+1

k=0 k=0

+oo +o0
En fait tendre n vers 400 et sachant que u = Z un et N (u) = Z An,
k=0 k=0

on obtient

u=f+N(u),
c’est-a-dire 1’équation (2.1).

Remarque 2.1.1 D’aprés ce qui précéde on voit que la méthode est simple
mais l'idée de décomposer le terme N (u) en une série est originale.

2.1.2 Les polyndmes d’Adomian
Proposition 2.1.3 On suppose que l'opérateur N est analytique et la série
+oo

Zun est convergente, alors les polynomes d’Adomian sont définis par
k=0

Ao(uo) = N(uo),
{ 1 gn +o0 (2.2.1)
An(uo,ul,...,un) = EW N(Z)\Zuz) s
1=0 A=0
Démonstration : On considére la série entiére suivante
+oo
> unh
n=0
ol A est un parametre réel.
+00 +oo
Comme la série Z u, est convergente, c’est-a-dire la série Z u, A" con-
k=0 k=0
+o0o
verge pour A = 1, donc le rayon de convergence de la série Zun)\" est
k=0

supérieur ou égal a 1.
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On pose par définition
+o0
h(A) = un\™.
n=0

Comme la somme d’une série entiére de rayon de convergence R est an-
alytique sur B (0, R) la boule ouverte de centre 0 et de rayon R, alors h est

analytique sur B (0, é) avec R le rayon de convergence de la série entiére

Par suite, comme N est analytique par hypothese, alors N o h est analy-
tique sur B (O, R), c’est-a-dire il existe des tels que

+00
(Noh)(A) =) A"
n=0
Les A,, vérifient

1 d°
A, = aw[(]\[ ih) (M=o
1 dr =y
= [N?ZA >]
i=0 |A=0
]
On a aussi le résultat suivant

Théoréme 2.1.4 On suppose que N est une fonction scalaire analytique et
la série Z::S u, est convergente, alors les polynémes d’Adomian sont définis
par

Ap(ug) = N(up)

2.2.3
{An(u07ul7"'7un) = Z N(|k|)(UO)Z—T7n: 1727"' ( )
[nk|=n
ou
ub = ufrulz b
k! = kilkol.. k!

k=ki+k+..+k,
Ink| = k1 4+ 2k + ... + nk,
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Démonstration : Soit n € N*, d’aprés le théoréme précédent, on a

1 d =
An(uo,ul,...,un) = EW [N(Z)\lul)]

' i=0 [A=0
1 d"

o (Vo h) (V)] g » avee h(A) = Z:; U A"

En appliquant la formule de Faa di Bruno, on obtient

A = 1 kD up\k (2l \ ™ nlu, \
[nk|=n

1

Ink|=n

k
= Z N(‘k‘)(uo)%, avec k! = kylko!. ky! et uf = ufub?

[nk|=n

Théoréme 2.1.5 On suppose queN est un opérateur analytique et la série

:fa u, est convergente, alors les polynomes d’Adomian sont définis par

Ao(uo) = N (uo) (223)
NUED (4 2.
An(ug, gy oy ty) = Z %. (U1[k1}, ...,un[kn}) n=172 ..

[nk|=n

ol vy dénote (v, ...,v) [ fois.
Démonstration : La preuve est similaire & celle du théoréeme 2.1.4. m

2.2 Convergence de la méthode décomposi-
tionnelle d’Adomian

L’objet de cette partie est de donner des conditions suffisantes pour la con-
vergence de la méthode décompositionnelle d’Adomian.

U

kn
n -
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Définition 2.2.1 Les nombres de Abbaoui- Cherruault
Les nombres de Abbaoui-Cherruault sont donnés par

B n! 1 1
ok lkyll k) (I @20F (n)Fr (n 4+ 1 — [k

On a le résultat suivant

Proposition 2.2.2 On a
n+1)"

> Gl =

Ink|=n ’

Démonstration : On a

n! 1 1
C =
2 Ciukarote 2 FalkoL e (1) (2% (al)Fr (n + 1 — [&])!

Ink|=n [nk|=n

£ = Ty thl K (1R (20 ()P (4 1= )

— (n+1-1)
. 1
= lz; S (n, l) m d’aprés le théoreme 1.2.11
—1) x ... 2—-1
= ZS(n l)n x(n )Xn' X (n+ ) car S (n,0) = 0 par définition.
- mZSnl(n—i—)><n><(n—1) X (n+2-=1)

= ZSnl Jn+ 1) xnx(n—-1)x..x(n+1=101+1)

A/\/\

n + 1)
1
nt ) d’aprés le théoreme 1.2.6.

n + 1)

Théoréme 2.2.3 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites

i) N est analytique,

+o00
i) la série E u, est convergente,
k=0
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iii) Il existe une constante M positive telle que ||NUFD(uo)|| < M, pour
tout |k| entier naturel.

Alors,

(n+1)"

| An(ug, ..y up) || < ‘ M™? . pour tout entier naturel n.

~ (n+1

Démonstration : On distingue deux cas
Cas 1 : N est une fonction scalaire.
La preuve se fait par réccurence.
Pourn =0, on a

Ao(’uO) = N(U,g)

Comme
[ No(uo)[| < M.

Alors
[ Ao (uo)|| < M.

Supposons que la relation est vraie jusqu’a l'ordre n = p — 1,c’est a dire

(n+1)"

v Up) |l <

Mn+1 7vn Sp_ ]-7

et montrons que

(
[ Ap (uo, - un) || <

On a,

k
u
Ap(ug, uy, ..yup) = ZN(lkD(uO)H

Ipk|=p

1 k k1, k k
= 2 kl!kQ!...kp!N(‘ (o) u” 17

|pk|=p
Comme

||N(\k|)(uOH < M.

Alors, il résulte que

1Ay (o, ur, ooy )| <Y M| [z o gy |7

|pk|=p
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Maintenant comme

Z’i—l )
i M" Vi < p,

u; = Ai_1(ug, ..., ui—1) et A1 <

on déduit que

1 p—1
HAp(uo,ul,...,up)H < Z k‘l'kz ]{;' ( M)k1(2 M2) _.(pTMp)kp
Ipk|=p
_ 1 k14-2ka+...4pkp 10 k(2 \k2 (PP \kp
1 p—1
S S (B (3 (5
pk*
—  MrHl 1O ku(2hyke PP \k,
]Zl ; k1|k2 k‘ ) (2!) ( p! ) )
i - P! 19k (28Yke (PPN Nk
- P Y (= 2... Y P
;(;p p!klle!...kp!(“) (3r)"-( P! ")
k=j
MNP+ Zp:( Z p! <1O)k (21)k (pp—l)k )
! = Fylkol. Kyt 1 a7t
k=]
Mrtt 2
_ TZBPJ(P,?,..,M%)
Mp+1 ;
= ZC’p IpP=i d’aprés le théoréme 1.2.12
M+l P 1
— ' Cpfllflpp—l—l
p. " =0
= (p+1)° P~ @aprés la formule du binéme de Newton.
MP-H
= ot
Alors, on a
1)?
Ay, ey | < LD g
(p+1)!



et par conséquent, il résulte que

(n+1)"

~ M"Y pour tout entier naturel n.
(n+1)! b

[An(uo, -.or tn) || <

Cas 2 : N est un opérateur.
La preuve se fait par réccurence.

Pourn =0, on a
A0<U0) = N('U,U)

Comme
[[No(uo)[| < M.

Alors
[ Ag(uo)| < M.

Supposons que la relation est vraie j'usqu’a l'ordre n = p — 1,c’est a dire

1 n
| A (ug, ..., tn)|| < %M”*l Vn<p-1,
n !
et montrons que
(n+1)™
A )| < ——— ML
|| p(u07 y U )H = (n+1)'

On a,

NUED (1)
Ap(u07u17"'7up) = Z T (ul[k1]7”'7up[kp])

Ipk|=p
1
= S —" ) N
p;p Tl gt () (1 e o)
Comme
”N(\kI)(UOH < M.

Alors, il résulte que

1A (o ur, oy un)ll < M ungpg || o [fetpie |
|pk|=p
<O Mg

[pk|=p

21
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Maintenant comme

?:i_l

u; = Aia(ug, .y ui1) et || A < — M Vi <p,

2!

alors en utilisant une preuve similaire a celle du premier cas, on obtient

(p + 1)p Mp+1

A <
H P<u07 aupH = (p—l—l)‘ )

et par conséquent, il résulte que

(n+1)"

i M"+1, pour tout entier naturel n.

(n+1)!

||A'rl(u0a sy un)“ S
|

Lemme 2.2.4 Pour tout entier naturel n, on a

ot S (n+1)"
(n+1)!

Démonstration : Soit n un entier naturel. On distingue deux cas
Cas 1: n=0.

Pour ce cas, on a

(0+1)°
0+ 1)

60+1:el>1:

Cas 2: n € N*,
Pour ce cas, d’aprés la formule de Mac-Laurin, on a

" +1 N (n+ 1) - (n+1)" (n+ 1)n+1€9(n+1)
1! 2! n! (n+1)! ’
ot 0 est un nombre dépendant de n et qui vérifie la relation 0 < 6 < 1.
D’aprés cette formule, il résulte que

6n—‘,—l (n + 1)n+1 0(n+1)
(n+1)!
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n+ 1" (n4+ 1) :
( > et 9t > 1, on obtient
(n+1)! (n+1)!
en-‘rl > (TL+ 1) .
(n+1)!

En conclusion, pour tout entier naturel, on a

Comme

en—i—l > <n+ 1)71
(n+ 1)1
|

Théoréme 2.2.5 Supposons que que les hypothéses suivantes sont satisfaites
i) L’opérateur N est analytique,

i) la série S 2% u,, est convergente,

1
ii1) 1l existe une constante M positive avec M < —telle que HN(““')(UO)H <
e
M | pour tout |k| entier naturel.

Alors la série Z::()) u, est absolument convergente.

Démonstration : Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-
faites et soit n un entier naturel.
On a,

Unt1 = Ap(Ug, ooy Up).

D’aprés le théoréme 2.2.3, on a

1 n
||An(uo, ey un)H < mMn_H
(n+1)!
Or d’aprés le lemme précédent, on a
(n+1)! :

Alors, il résulte que
tnial < (Mee)™L.

Comme la série géométrique E (M.e)"*1 est convergente car M.e < 1, alors
n>0
d’aprés le critére de comparaison, la série E ||un|| est convergente.

n>0
|
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Lemme 2.2.6 On a

(n+2)"  (p+1)P
(n+2)! (p+ 1)
Démonstration : Soient n et p deux entiers naturels avec p < n..
On distingue deuz cas.
Cas 1: n=0.
Pour ce cas, on a

(exp(1))""; ¥(n,p) € N2, p<n.

(n+2 _(0+2)0 4 (041 041
nral Lol = SC = e
Cas 2 : n # 0.
On a

(n+2)""  (n4+2)"  (n+1)" (n+2>”
(n+2)!  (n+1)!  (+1) \n+1/)

D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a

(2.6)

1
n+1+46’

ol ¢ est un nombre dépendant de n et qui vérifie la relation 0 < § < 1.
De cette égalité, il résulte que

In(n+2)—In(n+1)=

1
n+1’

1 I (n + 2> _ 1 .
n+2 n+1 n+1
Multiplions les membres de cette double inégalité par n, on obtient
n <1n<n+2)"< n.
n+2 n—+1 n+1
Comme la fonction x — €* est strictement croissante, il résulte que

_n_ n+2 " n._
ent2 <L < entl,
n+1

(Zﬁ)n <e. (2.7)

Donc d’aprés (2.6) et (2.7), il résulte que

<In(n+2)—In(n+1) <

n+ 2
C’est-a-dire

Ce qui entraine que
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Ve, (2.8)

De méme, on montre que

(n+1)" - n"1
e
(n+1)! n!

Alors d’aprés (2.8) et (2.9), on obtient

(n+2)"t (p)nt

T < e ()

Par récurrence rétrograde, il résulte que

(n +2)"H _ (p+1)P
(n+2)! (p+ 1)

En conclusion, on a

(exp(1))" 7.

(n+2)"* A1y
(n+2)! (p+ 1)

(exp(1))* P ¥(n,p) € N*, p <n.

]

Théoréme 2.2.7 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites
i) L’opérateur N est analytique,
i) la série ZI:E) u, est convergente,

1
iii) Il existe une constante M positive avec M < —telle que HN(““')(UO)H <
e

M | pour tout |k| entier naturel.

alors, on a la majoration suivante

(n ‘I‘ 1)n Mn+1
(n+1)! (1 — M.exp(1))

lu— @, < ,¥n €N,

n
ol p, = E uj.
Jj=0
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Démonstration : Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-
faites et soit » un entier naturel.

On a,
U=, =D U= ) uy= Y g
j=0 j=0 j>n+1
Alors
lu =@l < D Nl = D A1 (uo, g, ooy i) - (2.10)
j>n+1 j>n+1

D’aprés le théoréme 2.2.3, on a

IA; 1 (uo, ur, oot < JTMJ. (2.11)

Donc d’aprés (2.10) et (2.11), on obtient

'j*l )
ST A - (uoy gy )| <Y JTMJ, (2.12)

j>n+1 j>n+1

En utilisant le lemme 2.2.6, on a

((n+ le’";g M
) ((Zill);MnH * ((:Lv, 1))7: (exp(1))M™ 2 + gij;ll)n (exp(1))2M7+3 +
el
- ((Zi 11))1: M"™ (1 + (exp(1))M + (exp(1))*M? + (exp(1))°M? + ...)
B mll);M"“ Z ((exp(1))M)’
(n+ 1) A

- M. 1) < 1 par hypothese.
(n+1)! (1 — M.exp(1)) car M.exp(1) < 1 par hypothese

En conclusion, pour tout n € N, on a
(n + 1>n Mn+1
(n+1)! (1 — M.exp(1))

[ =@l <
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Remarque 2.2.8 On peut appliquer la méthode décompositionnelle d’Adomian
a des équations de type Lu = f + N (u), o L est un opérateur linéaire in-
versible, il suffit d’envisager la résolution de 'équationu = L™ f+L7IN (u),
ot, L' est lopérateur inverse de L.



Chapitre 3

Exemples d’équations
différentielles ordinaires et aux
dérivées partielles

L’objet de ce chapitre est I'application de la méthode décompositionnelle
d’Adomian pour les équations différentielles ordinaires et les équations aux
dérivées partielles. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [2] et
[15] .

3.1 Exemple d’équation différentielle ordinaire.

Considérons le probléme initial suivant

{ d—?u&) )uzz—l 0 (3.1)

On pose par définition L(.) = 4 et N(u) = u?.

On a

{J“GEEE% o

Le probléme (3.1) est équivalent au probléme suivant

Lu — N(u) =0,
{ u(0) = 1.

28
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Comme
Lu = N(u).
Alors

L™'Lu = L'N(u),

avec L~! est l'opérateur inverse de L défini par

Ce qui entraine que

u=u(0) + L™"N(u).

Comme u(0) =1 est N(u) =, o An, alors il resulte que

u:l—i-L_lZAm

n>0
et comme u = ) .Uy, alors par identification on a

(

ug =1,
uy = L1 Ay,
ug = L71A;,
| ita,

Les polynomes d’Adomian sont obtenus grace a la relation suivante

1 d° "
Ay = ——— NS N
n n!wl <Z-:0Ml)]

[A=0



t

Uy = LilAO = /dS =1.

0

Calculons A; et us.
On a

Ay = LN (up + ur)peo
= %N(l —+ )\t)‘)\:()
= &0+ At>|2,\:0

= 2t,

ce qui entraine que us.

Uy = /23ds

Uy = t2.

Par récurrence, on obtient

et

Par suite, il résulte que

u:Zt”.

n>0

Pour [t| <1, la série ) " est convergente et de plus on a

30
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2" =T

n>0

31

En conclusion, la fonction u définie par u(t) = = pour [t| < 1 est solu-

tion du probléme de Cauchy (3.1).

3.2 Exemples d’équations aux dérivées par-

tielles.

Exemple 3.2.1 Considérons le probléme hyperbolique

P+ g(w.y) f(u(z,y)) =0,
u(z,0) = (=),
u(0,y) = ¥(y),

ou f, ¢, sont des fonctions réelles.
L’équation

0%u

0xdy

+g(z,y) f(u(z,y)) =0,
s’écrit sous la forme

Lu+gf(u) =0,

avec L(.) = 525-(.).

Si on note par L' l'opérateur inverse de L on obtient

L 'Lu=—L"gf(u).

C’est & dire



32

T Yy

L 'Lu = //uxy dy dx

0 0
T x

ou(z,y)  Odu(x,0)

_ y _ _

— /uwlo dx—/{ 5 5 dx
0 0

= u(z,y) —u(0,y) —u(z,0) + u(0,0).

Par suite, on a

u(z,y) = u(0,y) +u(z,0) — u(0,0) — L gf(u).

On pose par définition ug = u(0, y)+u(z,0)—u(0,0) et utillisant la méth-
ode d’écompositionnelle d’Adomian on obtient par identificaion

uy = —L " g(x,y) Ao (u),
uy = —L7'g(z, y)Aq(uo,ur),

Upyy = —L_lg(as,y)An(uQul, ey Up).

Donc pour n = 0,1, 2, ... on aura

o0

U = Uy — Lilg((L’, y) Z An(f(u))

n=0

C’est la solution genéral si les fonctions f et g sont spécifiés
soit la fonctin f(u) =u et g(x,y) = —(1 + xy) avec les conditions ini-
tiales suivantes

u(0,y) = u(z,0) = u(0,0) =1,

alors

U():l,

maintenant calculons Ag et u;



Pour uy

u2($,y)

La solution est

33

uy(z,y) = —L 'gug =y + 2%y?/4,

()
= //(1+xy) dy dx,
00

= ay+ 2%y /4.

A17
z Yy p

= //aN(uo%-)\ul)dxdy,
00

T Y
d 1
= //5(1+wy)-(1+k(xy+Zﬁyz),
0 0
1

_ —x2y2 +

1 i33+L33+1 4 4

337 Y Tu33t Y Tuaa"t Y

1 1
u(z,y) =1+ 2y + ~2%y* + -2%>... = ™.

4 4

3.3 Equation de la chaleur homogéne

Considerons le probléme suivant

Up = Ugy +Uyy —u 0 <,y <m,t>0,

u(07y7 t) = 07

u(r,0,t) = e 3sinz, (3.3)
u(z,y,0) = sinx cos y.

On pose par définition

_ 0

Lt - Bt
62
Lxm = a2
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et

82

Lyy — a_y2

t

Appliquons L; ' = / .dt aux deux membres de ’équation (3.3), on obtient
u(z,y,t) = sinzcosy + L; ' (Lypu + Lyyu — u).

Si on pose par définition

u(z,y,t) = Z un(z,9,t),

n>0

et

N(u) = L;'(Lyu+ Lyyu—u)

= > A

n>0
Alors par identification, on obtient

uo(x,y,t) = sinx cosy,

Uy (I‘, Y, t) = AO(UO)’
Comme
A, = —F [N(Z)\ Uz)] . pour tout n € N,

alors on obtient

AQ(Uo) = N(UO) = Lt_l(La;on + LyyUO — UQ)

= —3tsinxzcosy.
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Calculons maintenant uy et A;.

On a
uz(ft,y, t) = Al(UOa u1)7
Ai(ug,ur) = %[N(Uo + Aur)]ja=o,
= Lt_ (meul + Lyyul — U1>
_ 3t)?
5 Sinx cos y.
Donc
t 2
us(z,y,t) = (32') sin x cos .
Pour us on a
Ug(l’,t) = AQ(UQ),
d2
= 3 [N (uo + Aug + Nuy)] 7
d2 1 d2 1 2
= d_)\2[Lt [(Lxx<U0 —+ )\u1 —+ )\ Ug)]p\ 0 + — d)\2 [L (Lyy<U0 -+ /\Ul -+ /\ Ug)h/\zo
d2
d)\Q[ Huo + Aug + Nug)) (2, )] a0,
> 2 2 2 T
= W[Lt (Laz (A u2))]p=0 + d)\z —5 Ly (Lyy (AN u2))] =0 — W)\ [Ly “us)(,1))]ja=0,
t
0? (3t 0? 3t)?
— /@((22 s1nxcosy)0lt+/8 2((2‘) sin x cos y)dt — 2/((2') sin z cos y)dt,
/ ! ! J !
3 t

= ——/(3t)2 sin x cos v,

2
0
2

= ———#3sinzcos Y,

3|

= —= (3t) sin x cos y.

3!

Par récurrence

un(z,y,t) =

MO
S T CoS Y.
n!

(=1)
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Alors la solution du probléme (3.3) est

u(z,y,t) = Z U (7,y,1)

n>0
3t)"
= E (—1)"usinxcosy
n!
n>0

= e 3sinzcosy.

3.4 Equation d’onde non homogéne

Exemple 3.4.1 Considérons le probléme d’équations d’ondes non homogénes
sutvant

( Uy = Upy + 6t + 22 = 0,
u,(0,t) = {? +sint,
u,(0,t) = {?+sint
Uy (7, 1) = 1% —sint (3-4)
u(z,0) = 0,
\ u(z,0) =  sinz.

On pose par définition

t t

Lt_tl.://.dtdt.

00

Appliquant L;;* aux membres de ’équation on trouve

u(z,t) =2 + P2+t sine + L, (Lyou(a,t)).

Posons par définition

u(x,t) = Z un(z,t),

n>0

et



N(u) =

L{tl(LmU(x, t))?

= Y A,

n>0

Donc par identification on aura

up(z,t) = t* + 2z + t sinz,

Calculons u;

ul(x, t) = Ao(UO),

t
82
= / / @(t?’—l—t?x—l—t sinx)dtdt,
00

t3
= ——sinx.
3!

Comme
1 d» "

Maintenant calculons Ay et usg

ug(z,t) = Aj(uy),

d
= N [N (uo + Aur)]—g
d

= —[L; (Law((ug + Mup) (x

d\
d

= E[L‘l(Lm((uO))hA:

= L' (Lypur)(w,t),

] pour tout n € N,
IA=0

I

)] a=o0,

ot

= //8 5 —%smm dtdt,
5

= —sinx.
5!

d
— AL (Lypuy) (z

B)]r=o0,

37
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Pour Ay et usg

Ug(l',t) = AQ(UQ),
d2
= — [N(uo + Aug + )\2U2)j|

AN’ A=0"
d2
= W[Lgl(wa((U() + /\Ul + /\ng)(x, t))]p\zg
a? d? _ d? _
= W[Lttl(l’ww(( 0))]ja=0 + d)\g)\[Lttl(Lmul)]M:o + W/\z[Lttl(Lﬂm(/\zu?)(xvt))]|)\=0’
= //6 5 —smx )dtdt,
= —ﬁ Slnx

Et ainsi de suite par récurrence

t2n+1
n 7t = (=1)"——si
up(z,t) = (1) (2n+1)!smx
20+l
t) = Zun($,t) = Z(—l)”m sin
n>0 n>0

u(z,t) = t* + t?z + sinsin t.



Chapitre 4

Exemples d’équation aux
derivées partielles
fractionnaires

L’objet de ce chapitre est 'application de la méthode décompositionelle
d’Adomian pour certaines équations aux dérivées partielles. Les résultats
de ce chapitre se trouvent dans [6] et [7].

Exemple 4.0.2 Considérons le probléme suivant

o 0? 0?
atzj :@(UQ)jL@_y?(UQ)—{—hU’ t>0,z, ycRet0<a<1, (4.1)

avec la condition initiale

u(z,y,0) = \/zy.
représente la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de u par rapport

0%u
ot

at.
On pose par définition

On pose

39
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le proléme (4.1) est équivalent a
0? 0?
C Nna _ 2 2

uw(z,y,0) = /.

Ce qui implique que
0? 0?

Je C’Da = Jo[—/—— 2 (a2 h
0 t U [85C2(U)+8y2(u>+ u]?

Si on pose par définition

0? 9 0? 9
N(u) = JS[@(U ) + a_yg(u ) + hul,

alors
u(@, y, ) = u(z,y,0)+ > A,
n>0
avec
« 82 2 82 2

n>0

= N(u).

Par identification, on obtient
uO(xvyat) =Y,

calculons Agy et uy



Ao(uo) =

N (up)
82

0
Jﬂ[a 2( 2>+ay

82
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2 (ug) + hug]

2

Tl (o) + 55 o) + /7T

t

ﬁo/(t—ﬂa

Yhy/zydr

1 / -

hy/zy t*
INa) a+1
hy/zyt®
Ia+1)

Calculons maintenant A; et us

d
Al(uo,ul) = EN(UO‘i‘/\Ul)
d o 0?
= d)\[a 2(U0+)\U1) a_yQ
N
= Wl
t
1 NG
= hF(a)/(t (R vy
0
1 hyzy

['a) T(a+

on pose T = tv,

(uo + Aur)® + h(ug + M) jpzo

dr

T
yl / ) 17'ad7',
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1 \/TY

— h2 o l o a lta ot d

2 [(a)T a+1/ !
0

2 1 \/@ 2«
hmn +1)15 Bla,a+1)

h‘2\/ t2a
I'2a+1)

Et donc on a par récurrence

h™\ /Ty pna

- I'(na+1)

Donc la solution du probléme (4.1) est

o) = T i
_ EE >.

Exemple 4.0.3 Considérons le modéle de population biologique fraction-
naire suivant

ou P, P,
Fu_ 9 - . |
g = g W) T ga@) tull—ru), w yeRet0<as<l, (42

avec

e .0) = exp(g [0+ ).

On suppose
o0%u

— représente la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la dérivée

partielle de w par rapport a t.
on pose



on a

Ce qui implique que

a Mo « 32 82
JUDOUZJO {@(UZ)—F@

posons par définition

82

N(u) = J§ (aa—;(UQ) + a—y2(u2) +u(l — ru)) :

uw(x,y,t) = up(x,y,t) + N(u)

ol 1,0 = exp(51/ 5o+ )

et donc

Uy = AO(UO>
= N(UO)

2 2

= S enly 5+ )+ el 50 +

(330 + )1 = rexplz 5+ )

= Jo'uo]
t

1 1 /r

— m/(t — 7)ot exp(§ 5(9& +y))dr

ety [
= T(a) /(t )T

1 /r te

= G0 ) ey

43
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Pour Ay et usy

U = Al(uoﬂh)
d
= ﬁN(UO + )\ul)‘,\zo
d . 0? 0? 9 ) )
= Jg d)\[a 5 (o + Augp)? + 12 —(ug + Auq)” + (up + Aug)*(1 — r(ug + Aup)?)]
IA=0
ar @ P 2 2 ” 2.2
= Jo [d_)\[@(uo + Aui + 2 uguq) + a—yz(uo + Aui + 2 uguy)

+(uo + Aup) (1 = 7(uo + Aur))]]ja=o

ox Rk oy?
= J§[ruous + ruguy — 2ruguy + uy]

= Jolui]

0? 0?
= Jg {[ 2uguy) + — (2uouy) — 2ruguy + ul]}

on pose T = tv,

1 ex x—l—
Uy = p 2 /tal —0)* %% dw,
IN()) oz+1
0

1 exp(5/5(@+Y) .
= T@) Ta:rp | Plaaetl)

(/5 +D)) 4,
I'2a+1)

Et donc par récurrence la solution

xp(3 /50 1)) 4.
I'(ka+1)

U =
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Alors la solution

u(z,y,t) = Zuk _ Z exp(i\/g(x + y))tka

= = F(ka+1)

_ exp<§\/§<x+y>>Ea<ta>.

Exemple 4.0.4 Considérons le problém suivant
1
Dju = o Wl = 2u2DPu + (DPu)?0 < o, B < 1,

u(z,0) = f(x),

o1,

Dy représente la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de u
par rapport a t,

D? représente la dérivée fractionnaire d’ordre 3 au sens de Caputo de u
par rapport 4 x.

Appliquons loperateur inverse J§', on obtient

u(z,t) = f(x) — 2J5 Py (u(x, b)) + %Jg‘fbg(u(x, t)) + J5Ps(u(z, t)),

ot ®1(u(z,t)) = u?DPu , Oy(u(z,t)) = Uty et P3(u(x,t)) = (D5u)?,
par définition on a

u(z,t) = Z un(z,t),

n>0

les opérateurs non linéaire ®1 ,Po et P3 sont decomposés de la maniére suiv-
ante

MEY

n>0
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n>0
<I>3(u) = Z On
n>0
Ou
1 dTL [ - i ] 1 dTL [ " i 2 B - 3
L =0 Jx=0 L =0 =0 [A=0
1 d" "] 1d [ & s
B, = VAN ‘1)2(2 A'ug) T A (Z A Uz)(z A (uz)xx>] )
L =0 Jix=0 L =0 =0 |A=0
1 d" nooo ] 1 d | "
- - i, _ - B T, \)2
Co = ido ¢3(ZA w) T onld\ (DI(ZA w)) ]
L 1=0 Jx=0 L 1=0 [A=0
Dans ce cas on a
AO = UODgUO,
Al = 2UOU1D5U0 + ungul,
Ay = u%Dfuo + 2u0u2Dfu0 + 2u0u1Dfu1 + ungUQ.
Et pour les B,
BO - uO(“O)IEI’?
By = wup(u1)ze + u1(uo)aa,
BQ - UQ(UO)J::B + u0<u2)zw + uq (ul)xac

Pour les C,,

C() = (D§U0)2,
C: = QDquDful,
Cy = (D%uy)*+2D%ugDlusy.



Par identification on a
Uo(x,t) - f(x)v

et

1
Ups1(z,t) = =2J5(An) + §J§(Bn) + J§(Cy); n>0.
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