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Introduction générale

Durant les derni¢res décennies une quantité considérable de travaux théoriques avait été
consacrée a 1’étude et la compréhension des processus de collisions. Ce domaine qui date de
Rutherford s’est développé d’une maniére tres rapide et impressionnante dans un des secteurs
les plus actifs de la recherche qui est la physique atomique, aussi bien du point de vue
expérimental que théorique. A présent, beaucoup de nouveaux aspects des collisions
atomiques attirent 1’attention de plusieurs groupes de recherches expérimentaux et théoriques.
Ces travaux théoriques sont motivés non seulement par leurs propres ampleurs scientifiques,
mais aussi par de nombreuse applications tant dans les secteurs académiques que industriels.
Seule une harmonie entre I’expérience et la théorie peut contribuer considérablement au
progres général des deux secteurs, notamment a une évaluation claire de la fiabilité des

résultats expérimentaux et théoriques.

Sous I’égide du professeur M. Bouamoud, les travaux du groupe de physique des collisions
atomiques ont débuté en 1992 avec E. H. Cherifi, A. Bouserhane et R. Bensaid. Ils ont affiné
et adapté la méthode semi-classique connue sous 1’appellation du modele de Glauber, aux
processus d’excitation atomique. En 1995, une nouvelle approche du principe variationnel de
Schwinger, spécialement adapté a I’étude des processus collisionnels de type ion-atome, a été

initiée avec la venue au sein du groupe de B. Lasri puis K. Safi et L. Bettaj deux ans plus tard.

Ces dernieres années, 1’activité de ce groupe s’est fait connaitre dans le secteur de la
théorie des collisions atomiques. Plus tard, les études faites sur I’excitation atomique ont été
étendues a d’autres processus, incluant 1’ionisation, la capture électronique et 1’interaction
entre les processus atomiques et nucléaires etc....Au cours de cette période, une série de
codes informatiques de plus en plus complexes a été développée, modifiée et améliorée afin
d’aboutir a une description plus précise et plus réaliste du phénomeéne de collisions atomiques.
Les principaux axes de recherche du groupe des collisions atomiques de Tlemcen sont :

Traitement variationnel des collisions atomiques.

Collisions ions multichargé-atome.

Excitation d’atomes par des ions.

Ionisation des gaz rares et de la molécule d’eau (H,O) par impact d’électrons et d’ions.
Interaction rayonnement ionisant-matiére biologique

Dans ce manuscrit, notre intérét porte sur la contribution du continuum dans les sections
efficaces d’excitation atomique par impact d’ions nus aux énergies intermédiaires. Nous
utilisons 1’approche variationnelle développée par le groupe de M. Bouamoud dans le cadre
de la méthode du parameétre d’impact. Nous suivons les mémes procédures pour extraire les

informations nécessaires sur le probléme qui nous intéresse. Aucune modification ne sera
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apportée au niveau de la procédure de calcul lorsqu’il s’agit des états liés de la cible. Le
continuum sera introduit par la suite en utilisant une méthode L* supporté par certaines

procédures de discrétisation sur un ensemble complet de fonctions de carrés sommables.

Le texte de ce manuscrit sera réparti sur sept chapitres. Dans le premier chapitre, nous
faisons un rappel sur la théorie des collisions. Apres un historique sur la théorie des collisions,
nous définissons les grandeurs et les parametres qui lui sont propre. Le deuxiéme chapitre sera
consacré aux méthodes d’approximation couramment utilisées pour les calculs dans la théorie
des collisions. Il s’agit de 1’approximation de Born et de 1’approximation de Born des ondes
planes(PWBA). Ces deux approximations sont les plus souvent utilisées dans I’approche des
systemes perturbés. Le troisieme chapitre est dédié au fameux principe variationnel de
Schwinger et de ses prédécesseurs. Nous optons plus particulierement pour le principe
variationnel de Schwinger pour traiter le probléme des états liés et de diffusion. Dans le
quatrieme chapitre, nous appliquons le principe variationnel de Schwinger pour le calcul des
sections efficaces d’excitation de I’atome d’hydrogene par impact de proton aux énergies
intermédiaires. A la fin de ce chapitre, nous discuterons des grandeurs physiques directement
liées aux transitions entre états liés et états du continuum proche du seuil d’ionisation. Les
¢léments de matrices de transition qui en découlent seront nécessaires pour 1’extraction d’une
information sur la contribution du continuum proche dans les sections efficace d’excitation

aux énergies intermédiaires.

La représentation du continuum proche du seuil d’ionisation par une approche pseudo-états
est possible via une discrétisation dans L* sur un ensemble complet de fonctions non
orthogonales de type Laguerre. Le chapitre cinquiéme entame une discussion sur ce sujet dans
le concept de la méthode de la matrice J de Yamani et Reinhardt. Les pseudo-états discrétisés
sur I’ensemble complet de fonctions L* seront nécessaires pour 1’évaluation des éléments de
matrice de transition entre états liés et ceux du continuum proche du seuil d’ionisation de la
cible. Dans le sixiéme chapitre, nous traitons du probléme des pseudo-états d’une cible
hydrogéne a un électron actif en suivant une stratégie ¢laborée dans le cadre de la méthode de
la matrice J de Yamani et Reinhardt. Les pseudo-états issus de cette stratégie seront traités
variationnellement dans le cadre du principe variationnel de Schwinger. Dans le chapitre
septiéme, nous terminerons notre manuscrit par une discussion des résultats obtenus par les
différentes procédures utilisées pour discrétiser le continuum proche du seuil d’ionisation de
la cible. Les procédures de calcul discutées dans ce septiéme chapitre font référence a

quelques pages jugées nécessaires ajoutées comme annexes a la fin de ce manuscrit.
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CHAPITRE I ELEMENTS DE THEORIE DES COLLISIONS

[.1 Introduction

Les processus de collision sont trés communs dans certain domaine de science physique
telle que la physique des particules, la physique atomique et moléculaire, la physique
nucléaire et thermonucléaire ainsi que I’astrophysique et la physique des plasmas. L’analyse
rigoureuse de ces processus, plus particulierement en matiére de sections efficaces, constitue
une source d’information trés importante sur la structure atomique et moléculaire et sur la
structure des partenaires d’une collision en générale. Ces informations directement accessibles
par l’expérience, présentent un intérét aussi bien fondamental que pratique pour la
compréhension de nombreux phénomeénes naturels notamment pour la physique des plasmas

et la physique thermonucléaire.

En astrophysique, les mécanismes ¢lémentaires d’interaction (capture, ionisation,
excitation) interviennent lors de formation d’objets cosmologiques tels que les disques
d’accrétion autour des trous noirs [1, 2]. Dans le domaine de la fusion thermonucléaire,
I’étude des phénomenes d’ionisation et d’excitation est fondamentale pour le développement
de la physique des plasmas de fusion thermonucléaire, dans lesquels les collisions conduisent
a la production d’ions excités dont la désexcitation se traduit par I’émission de rayons X [3,
4]. Grace a des méthodes performantes de spectroscopie, il est possible d’obtenir une
estimation précise de la densité et de la température ainsi que la mise en évidence des

processus de transfert d’énergie au sein de ces plasmas chauds [5].

1.2 Description des processus de collision

Les processus de collision sont, habituellement, formulés en utilisant 1’¢quation de
Schrodinger de la mécanique quantique non relativiste pour un nombre fixe de composants.
Les interactions fondamentales entre composants sont souvent représentées par des potentiels
simples. Ces potentiels sont, dans certain cas, choisi comme modele pouvant étre manipulé
facilement. Une fois, les potentiels définis, 1’équation de Schrodinger est résolue de maniére

cohérente avec les conditions aux limites du probléme en considération [6].

Dans un processus de collision, nous avons affaire a une interaction entre deux classes
d’objets fréquemment appelés particules. Ces objets ne sont pas nécessairement démunis
d’une structure de particules fondamentales comme le photon et I’électron, mais pouvant étre
des objets quantiques composites tels que nucléons, noyaux, atomes ou molécules.
Généralement, dans une expérience de collision au laboratoire, une cible composée

essentiellement d’objets sans interaction est bombardée par un faisceau de particules. En
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physique des hautes énergies, il pourrait s’agir d’une expérience de collision entre deux
faisceaux (collimatés et monoénergétiques) entrant en interaction dans une petite région de
I’espace. L expérience de collision entre faisceaux de particules a I’avantage de faire croitre
I’énergie du centre de masse sans augmenter 1’énergie des particules dans chaque faisceau.
Dans les deux cas, apres interaction a partir d’un état initial, une collection d’objets dans un
¢tat final émerge du centre de diffusion et une partie de ces objets est détectée dans une

région loin de la zone d’interaction.

Le plus grand soin doit étre observé dans 1’étude de la distribution angulaire ou bien du
spectre de particules a 1’état finale. Les résultats expérimentaux sont alors interprétés en
utilisant un modele de mécanique quantique non relativiste avec un potentiel d’interaction
adéquat. Une analyse du processus de collision entre les deux types d’objets nous donne
I’opportunité d’extraire une information sur le potentiel d’interaction méme si celui-ci n’est
pas connu avec précision. Si bien que nous somme suffisamment renseignés sur 1’interaction
de coulomb entre particules chargées, le potentiel d’interaction entre deux atomes ou bien

entre un €lectron est un atome n’est pas encore connu avec précision.

Une interaction entre objets ou partenaires dans 1’état initial et final est localisée dans
I’espace et le temps. Un processus de diffusion entrainera une redistribution ou bien un
réarrangement des constituants des deux objets initiaux. En physique atomique, les
constituants sont des noyaux et des électrons, en physique moléculaire se sont des atomes, et
en physique nucléaire se sont des nucléons. Les composants librement mobiles dans la région
asymptotique dans 1’état finale pourraient €tre soit les constituants soit les composites formés
a partir des constituants initiaux. Evidement, un processus de diffusion raconte une histoire
entiere du processus, partant du passé infini vers un futur infini. Le processus physique est
explicitement dépendant du temps et nécessite un traitement en termes de paquets d’ondes
satisfaisant I’équation de Schrodinger dépendant du temps. Cependant une description du
probléme basé sur 1’équation de Schrodinger non relativiste et indépendant du temps avec des
conditions aux limites asymptotiques appropriées est possible. Cette description est

généralement employée dans 1’analyse théorique des processus de diffusion [6].

[.2.1 Processus de collision et régime des vitesses

L’exemple le plus simple d’un processus de diffusion est celui d’une particule simple qui
interagit avec un centre de force de portée finie. Dans de tel processus, la particule se déplace
généralement avec une vitesse constante dans différente directions. Ce centre de force est

souvent appelé potentiel de diffusion et I’interaction peut étre décrite par un potentiel a un
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corps. Ce potentiel peut décrire, dans le cas le plus simple, une interaction entre deux objets
dans un repere lié au centre de masse ou aucun changement de structure des deux objets n’est
observé comme résultat de la collision. Dans une situation pareille ou les objets en interaction
sont les mémes dans le passé infini et dans le future infini, on parle de processus de diffusion
¢lastique. Dans un tel processus, la configuration initiale et finale différe au maximum en

vitesse et en orientation de spin des particules [7].

Dans une situation un peu plus compliquée, les objets sans interaction avant et apres
collision ne sont pas nécessairement les méme : deux molécules, par exemple, peuvent
diffuser dans une configuration finale représentée par des atomes dissociés ou bien des états
excités. Elles peuvent méme former deux nouvelles molécules. Dans ces processus, quand
1’état des objets finaux représente 1’état excité des objets initiaux, alors, on parle de processus
d’excitation. Le processus est appelé réaction ou dissociation, si 1’état final comporte plus de

deux objets.

Si dans 1’état final, les deux objets formés ont des structures internes distinctes des objets
initiaux, le processus est dit réarrangement. Toutes les situations décrites auparavant; peuvent
étre illustré par un systeme de trois particules A, B et C en interaction. Pour ces trois

particules, les différents processus de diffusions possible sont :

A+ BC - A+ BC, Diffusion élastique (LD)
A+ BC - A+ (BC)Y, Diffusion inélastique (1.2)
A+ BC - B+ CA, Réarrangement (I.3)
A+BC—-A+B+C, Dissociation (1.4)

BC est I’état fondamental des particules BC alors que (BC)* est I’état excité.

En physique atomique et moléculaire et en chimie physique, un type spécial de dissociation
ou I’¢lectron lié¢ est ¢jecté d’un atome ou d’une molécule est appelé ionisation. De manicre
générale, lors des collisions atomiques, I’importance des mécanismes d’interaction (capture,
ionisation, excitation) entre une particule chargée et un atome dépend essentiellement de la
vitesse 1, du projectile par rapport a la vitesse ; de I’électron actif de la cible. En particulier,
a haute vitesse de collision (v,>> 1), les processus d’ionisation et d’excitation de 1’atome

cible sont dominant.

Trois principaux régimes de vitesse sont par conséquent définis selon I’importance des
processus dynamiques en comparant la vitesse 2z, du projectile a la vitesse classique de

I’électron actif de la cible.




CHAPITRE I ELEMENTS DE THEORIE DES COLLISIONS

1. le régime des basses vitesses ou ¢, est inférieur a 2.

2. le régime des vitesses intermédiaires ou ¢+, est comparable a la vitesse z.

3. lerégime des hautes vitesses ou ¢z, est supérieur a ;.
En effet, a basse énergie le processus de transfert de charge sera prédominant tandis que les
processus d’ionisation et d’excitation sont dominants aux régimes de hautes vitesses de

collision.

[.2.2 Processus de collision et seuils énergétique

Une analyse en termes d’énergie de collision est toujours possible. En effet, un processus
¢lastique intervient pour toute énergie positive du centre de masse. Tandis que les processus
inélastiques et de dissociation sont permit si 1’énergie incidente du centre de masse est plus
grande par rapport a certaine valeurs positive d’énergie appelés respectivement seuil
d’excitation ou de dissociation. Le seuil d’une diffusion élastique est en zéro pour le systéme
du laboratoire et celui du centre de masse CM, tandis que le seuil des processus inélastique et
de dissociation peut prendre différente valeurs positive de I’énergie. Le seuil dans le cas d’un

réarrangement doit étre en dessous ou bien en dessus du seuil élastique dépendant de la

différence d’énergie de liaison entre clusters BC et CA qui doit étre soit positif soit négatif.

1.3 Description théorique des processus de collision

Chacune des configurations des processus décrites auparavant correspond a ce que 1’on
appelle voie physique ou tout simplement voie. Une voie est associée a des partitions de
particules dans un Cluster (agrégat). Il est possible d’avoir plus d’une voie dans une partition.
Il est fréquemment convenable de travailler dans le systéme du centre de masse CM, et de

dissocier le Hamiltonien H en différente parties.
H=YH;+2%;Vij (L5)

ou H; est I’énergie cinétique de la particule et V;; potentiel entre particules i et j correspondant
a une partition ou I’Hamiltonien peut convenablement étre dissocié en une partie H, interne et

une partie V¢ externe tel que :

H=H,+V® (L6)

La quantit¢ H, représente 1’énergie cinétique et les potentiels d’interactions internes a la

partition a et V¢ le potentiel d’interaction entre clusters de la partition a.

L’équation de Schrodinger argumentée de certaines conditions aux limites correctes suffit

pour implémenter une solution au probléme physique. Pour un probléme a deux corps, on
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peut trouver une solution par intégration numérique directe de 1’équation différentielle de
Schrodinger indépendante du temps dans une configuration en espace avec les interactions
exprimées en termes de potentiel locales. Cette approche €lémentaire n’est pas trés commode
quand les potentielles sont plus compliqués ou bien lorsque le processus de diffusion entraine
plusieurs voie, ce qui est souvent le cas dans des situations réelles. La résolution numérique

directe de I’équation de Schrodinger sera donc une tache délicate dans des situations réelles.

L’imposition de condition aux limites de diffusion est numériquement la tache la plus
difficile pour obtenir une solution de I’équation de Schrodinger pour des problémes de
diffusion en présence de plusieurs voies ouvertes. Dans ce cas, 1’équation intégrale de
diffusion dans I’espace des moments développés par Lippmann et Schwinger fourni un grand
avantage. Les conditions aux limites sont automatiquement incorporées dans cette équation
[8, 9, 10]. Lippmann et Schwinger ont pu exprimer le probléme de diffusion dans 1’espace des
moments en termes d’équations intégrale de type Fredholm de seconde catégorie [6]. Le
développement original de ce type de stratégie étant strictement correct seulement pour un
potentiel de diffusion a une seule voie. Plus tard, Lippmann étend ce travail pour inclure une

diffusion aux voies multiples [10].

Pour un probleme simple voie a deux corps, apres discrétisation, 1’équation de Lippmann-
Schwinger originale se transforme en un ensemble d’équation algébrique linéaire qu’on peut
résoudre par inversion de matrice (par ex). Dans un processus de discrétisation, on doit avoir
besoin de manipuler des intégrales aux valeurs principales qui nécessitent un certain soin
particulier. Plusieurs facons de manipuler de telles intégrales sont actuellement connu. La
procédure d’inversion de matrices rencontrée dans la résolution de 1’équation de Lippmann-
Schwinger entraine une accumulation d’erreurs numériques engendrant des difficultés dans
I’obtention des résultats souhaités. Le besoin de stratégies puissantes pour résoudre des
problémes de diffusions réelles peut étre grandement contourné. Parmi ces stratégies on peut

citer les approches variationnelles et les séries itératives de Neumann.

Les algorithmes spécifiques basés sur les stratégies citées si dessus ont souvent été utilisé
pour la résolution numérique des modeles de collisions en physique atomique, moléculaire et
nucléaire. Deux types d’approches variationnelles existent en générales pour résoudre un
probléme de diffusion. Le premier est basé sur 1’équation de Schrodinger et exploite les
expressions stationnaires de certaines observables tel que le déphasage de diffusion. Le
deuxieéme type est basé sur la nature opérationnelle de la matrice de transition et exploite des

expressions stationnaires de cet opérateur et les observables qui sont étroitement liées aux
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¢léments de matrice de cet opérateur. Dans les deux cas, la solution est développée sur une
base de fonctions bien connues, et les coefficients de développement sont donc déterminés
variationnellement en résolvant un systéme algébrique d’équations linéaires souvent rencontré
dans la résolution directe. Pour des applications rigoureuses des méthodes variationnelles, les
fonctions de base considérées forment généralement un ensemble complet de fonctions de
base orthonormées. Malheureusement, dans une implémentation pratique, il se trouve qu’une
telle base est rarement formulée et souvent c’est une base de fonctions linéairement dépendent
qui est utilisée. Dans ces méthodes, certaines intégrales sont calculées soit dans une
configuration d’espace ou bien dans 1’espace des moments et en conséquence des solutions

d’équations algébriques sont obtenues.

L’approche variationnelle pose certaines difficultés. En effet, le succes d’un calcul
variationnelle dépend d’une conjecture initiale correcte. A moins que la conjecture initial soit
appropriée et on peut trouver des résultats précises avec un nombre petit de fonction de base,

mais la convergence peut étre lente.

Si le nombre de fonction de base augmente, il y’aura compétition entre précision et
accumulation d’erreurs numériques. Dans certaines situations c’est le probléme
d’accumulation d’erreurs qui domine et pose des difficultés pour arriver a des résultats
correctes. En pratique, un systeme d’équations linéaire devient presque singulier quand le
nombre de fonction de base augmente et ceci impose aussi une limite en précision finale.
Puisque les fonctions d’ondes du continuum de diffusion ne sont pas de carré sommable, des
intégrales peuvent étre rencontrées dans ’approche variationnelle avec des fonctions non L%,
qui sont plus difficiles a évaluer que celles rencontrées dans les calcules des états lices. En
dépit de ces difficultés, I’approche variationnelle a émergé dans les deux dernieres décennies

comme étant 1’un des outils les plus puissants dans la résolution des problemes de diffusion.

L’avantage d’utiliser les séries de Neumann de 1’équation de Lippmann-Schwinger [6,7]
est qu’elles nécessitent seulement des opérations de multiplications successives de type
matrice-vecteurs ou I’accumulation d’erreurs est faible. Ainsi, si les séries de Neumann
convergent de maniere satisfaisante, ceci conduit a une précision ¢élevée dans les résultats
souhaités. Malheureusement, dans la plupart des problémes de diffusion, les séries de
Neumann divergent a I’exception lorsqu’il s’agit de processus a trés haute énergies. Dans ce
cas, en introduisant un terme de soustraction dans 1’équation originale de Lippmann-
Schwinger, on peut écrire une équation intégrale auxiliaire de diffusion ne soufrant pas de

singularité. Cette équation est appelé équation de la matrice I" qui permet a son tour une
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convergence rapide des solutions itératives du probléme de diffusion a basse énergie. Si la
convergence des solutions itératives de la matrice I n’est pas satisfaisante, une solution peut
étre cherchée par d’autres moyens. On peut, par exemple, utiliser les méthodes variationnelles
ou bien d’autres méthodes similaires pour trouver la solution du probléme de diffusion. Un
avantage dans les équations de la matrice I' est qu’elle ne contient pas d’intégrale a valeur
principale. Cependant, apres obtention de la matrice I" on doit évaluer une intégrale simple a
valeur principale sur les éléments de la matrice I', une tache qui peut se faire aisément. Une
solution de probléeme de diffusion utilisant une équation auxiliaire non singuliére comme

I’équation de la matrice I" est un autre outil puissant pour obtenir des résultats satisfaisants.

La situation est encore plus compliquée quand il s’agit d’un probléme a voies multiples a
plusieurs particules et la plus part de ces problémes d’intérét physique entre dans cette
catégorie. Bien que les équations de Lippmann-Schwinger manipulent la solution de probléme
de diffusion, il est pratiquement impossible d’extraire une solution numérique a cause de la
nature male définie et du découplement qui existe dans ce systeme d’équation.
Rigoureusement, ce type de probléme a été reformulé en termes d’équation intégrale de
Fadéev-Yakubovskii [11, 12, 13] dans le cas d’un potentiel a courte portée. Dans le cas de
trois ou quatre particules, ces équations ont été résolues pour certains problémes de diffusion
nucléaire. Quand le nombre de particules est supérieur a quatre, ces équations deviennent
assez compliquées pour étre traité numeériquement. Pour des potentiels a longues portées
(physique atomique et nucléaire), ces équations deviennent males définies. Dans ce dernier
cas, des modeles de diffusions a voies multiples avec solution unique ont été proposés et
utilisés avec un grand succes en physique nucléaire, atomique et moléculaire. Ce sont des
équations aux voies de réaction couplées en physique nucléaire [14, 15] et les équations close
coupling en physique atomique et moléculaire [14, 15, 16]. Toutes ces équations approchées
peuvent étre trouvées sous forme d’un systéme d’équations intégrale couplées avec solution
unique. Ce systéme d’équations couplées peut étre résolu numériquement comme dans le cas

des équations de Lippmann-Schwinger simple voie.

Le probléme de diffusion aux voies multiples sort du cadre de ce travail de thése. Une
analyse du probléme dans le cas d’une diffusion simple voie sera entamée par la suite. On
utilisera une description indépendante du temps suivi d’un traitement en termes de fonctions
d’onde. On finira par introduire la notion de matrice de transition et les éléments qui s’y
rapportent. Les solutions de 1’équation de Lippmann-Schwinger pour un processus simple

voie seront traitées dans le cadre d’une approche variationnelle de Schwinger ¢élaboré par
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notre groupe [17, 18, 19]. Ces solutions seront définies en termes d’amplitude de transition

variationnelle nécessaire pour 1’évaluation des sections efficaces.

[.3.1 description indépendante du temps

I faut savoir que les processus de diffusions dépendent explicitement du temps.
Cependant, dans un traitement numérique des états de diffusion et des états liés, une
formulation indépendante du temps est généralement utilisée. Dans ce paragraphe, nous
montrons combien une description du probléme indépendant du temps est possible. En effet,
les probléemes d’états liées est de diffusion sont gouvernés par 1’équation de Schrodinger

dépendante du temps ;

ih = [1p(£)) = Hp(t)) (L7)

ou I’Hamiltonien total du systtme H = H, + U avec H, I’énergie cinétique totale aussi appelé

hamiltonien libre et U le potentiel d’interaction.

Pour un potentiel indépendant du temps, la dépendance en fonction du temps du probléme
des états liés est donnée par le facteur de phase exp(—i Eyt/h), ou &, est 1’énergie de 1’¢état
lié. En effet, toute les valeurs moyennes cherchées et probabilité en relation avec le module au
carré |1 (t)|? sont indépendant du temps et ne change pas au cours du temps. Un tel état 1ié est
donc absolument stable et ne change pas avec le temps. Quoique les processus de diffusions
sont explicitement dépendants du temps, une description indépendante du temps est possible
[6,7]. Supposons que le centre de diffusion se trouve a 1’origine et que la diffusion prenne
place a t = 0. La particule incidente peut étre décrite par un paquet d’onde |¢p(t)) satisfaisant

I’équation de Schrodinger :

ih = |$(£)) = Holp(£)) (1.8)

avec la condition de normalisation

(pOIP®) = [dx " (%, )P, 0) = 1 (1.9)

ou ¢(x,t) = (¥|p(t)) est la représentation dans I’espace de configuration de la fonction

d’onde.

Le mouvement de la particule incidente est décrit par 1’état d’une particule libre ¢(t) dans
le passé infini loin du centre de diffusion. Cette état évolue en fonction du temps d’une
maniére assez compliqué jusqu'a ce que la particule interagit avec le centre de diffusion a

t = 0. Elle sera, finalement, détectée dans le future infinis loin du centre de diffusion. Toute
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solution de I’équation précédente peut s’écrire sous forme d’une superposition de fonction

d’onde plane de vecteur d’onde K et d’énergie &:

PG 1) = (2n) "2 [ dSka(E)ei@"?‘%t) (1.10)

ou & = h?k?/2m, avec m la masse réduite du systéme quantique.

La condition de normalisation impose une contrainte & la fonction poids a(k) de la forme :
[ d3k|a(®)| =1 (L11)

ou |a(7€)|2est la probabilité pour que la particule libre ait un moment k.

Si I’état de la particule libre s’approche de I’état d’une particule de moment définit ko,
-\ 2 . . - 7 r )4 : )
alors |a(k)| sera forcément atteinte si on a k = ko. Idéalement, la représentation d’une

particule par un paquet d’onde de moment fixe k, est donnée para(k)=&(k — ko).
Cependant, comme les paquets d’ondes sont solutions de 1’équation de Schrédinger, alors elle
se propage dans I’espace avec le temps. Ainsi, pour un traitement réaliste du processus de
diffusion, il est utile de savoir si la description en paquet d’onde sera significative ou non. Le
probléme de diffusion dynamique est gouverné par 1’équation de Schrodinger et comme dans
le passé infini, 1’état de diffusion est essentiellement celui d’une particule libre. Nous avons

donc la condition aux limites asymptotiques :

limeso[l*(0) = 9] =0 (1.12)

Méme si seul existe la condition au limite précédente pour définir une formulation
mathématique du processus de diffusion, il est raisonnable pour un potentiel indépendant du
temps qu’il soit possible de développer une théorie de diffusion indépendant du temps. Pour

un tel potentiel, I’évolution en fonction du temps de I’état de diffusion est donné par :

H
[p* (&) = e [h*(0)) (I.13)
L’évolution en fonction du temps de 1’état d’une particule libre est donnée par :
[$*(0)) = 2P$(©)) = lim, o exp (i) exp (=i t) 16(6)) (1.14)
ou
0 = lim,_ exp (i%t) exp (—i%t) (I.15)

C’est I’opérateur indépendant du temps de Moller qui relie un état libre a I’instant t a un état

de diffusion a ’instant t.

11
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Une condition suffisante d’existence de la limite précédente est que le potentiel devra
avoir une norme finie [6]. Comme 1’opérateur de Moller est indépendant du temps, il est donc
possible de développer une théorie de diffusion indépendante du temps. Pour un potentiel
courte portée sans singularité, on peut formuler cette théorie de diffusion en termes
d’opérateur de Méller Q). Une formulation indépendante du temps est possible si dans la
description en paquet d’ondes on considére des états idéalisé d’énergie et de moment bien
défini, correspondant au paquet d’ondes défini auparavant. Nous assumons, par conséquent,

la forme indépendante du temps :

6(0) = J d*ka(k)exp (—i%£t) Ig;) (1.16)
ou |¢z) est un état id€alisé (onde plane) de moment bien définie k satisfaisant I’équation de

Schrodinger d’une particule libre :

(Ex —Hplgg) =0 (L.17)
La représentation dans I’espace de configuration de ¢5, est donnée par :

b () = (P|oz) = @m) 2tk (1.18)

Si la condition aux limites précédente est maintenue et que 1’opérateur de Moller existe, il

est raisonnable d’avoir la fonction d’onde de diffusion sous la forme :
[t () = J d*ka(k)exp (=i t) <) (1.19)

ou |l/)£+)) est I’état de diffusion idéalisé de moment bien défini k satisfaisant I’équation de

Schrodinger :
(& — DYy =0 (1.20)

La représentation indépendante du temps reliant 1’état libre et 1’état de diffusion implique que

pour le potentiel est indépendant du temps. La dépendance en temps a la fois des états libre et

de diffusion est gouvernée par un facteur de phase trivial exp (—ig—fi‘t). En revanche, une

+

détermination des états indépendants du temps |1/J% ), cohérente avec les conditions aux

limites de diffusions sont suffisantes pour une description dépendante du temps du processus

de diffusion.

[.3.2 Description en termes de fonction d’'onde

Considérons dans un premier temps, le cas le plus simple d’une diffusion simple voie

d’une particule interagissant avec un centre de force via un potentiel local de courte

12
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portée U(r). Ce traitement est aussi valable pour une diffusion de deux particules dans un
systetme du centre de masse CM. Ceci est possible dans la mesure ou on peut séparer le
mouvement du centre de masse CM du mouvement relatif des deux particules. Ce mouvement

relatif est responsable de la diffusion et peut étre traité de la méme fagon que le mouvement

d’une particule dans un champ central. La fonction d’onde 1/)%’)(?) = <F 1/)%+)> satisfait

I’équation de Schrodinger dans 1’espace de configuration :
(& — HOWV ) =0 (121)

Le potentiel d’interaction U décroit plus rapidement que 1/r a l’infini et est sans

singularité ailleurs. Le vecteur k représente le vecteur d’onde incident et £, 1’énergie totale du
systéme dans le référentiel du centre de masse CM. L’indice supérieur (+) sur ¥ indique qu’il

s’agit d’une solution avec une fonction d’onde sortante.

Pour les états liés, I’équation de Schrodinger ci-dessus permet d’avoir une solution
seulement a des énergies discretes négatives cohérente avec la croissance exponentielle de la
condition aux limites asymptotiques. Ces énergies sons les énergies des états liées. Une
condition au limite physique correcte exclu toutes solution correspondants a d’autre énergies

négative.

Pour un probléme de diffusion, I’énergie totale £, est donnée et la solution de 1’équation
de Schrodinger donne la condition aux limites asymptotiques pour la fonction d’onde.

Généralement il est plus commode d’écrire 1’équation de Schrodinger sous la forme :

(E = D) = [VF + k> + VO] ly”) @) = 0 (1.22a)
oul’ona:
V(@) =2mU#)/h? et E = K? = 2mé&, /h? (1.22b)

V : Le potentiel d’interaction.
E : L’énergie du centre de masse CM.
H : Le Hamiltonien total.

H, : Le Hamiltonien libre.

Dans I’unité #2/2m, ou m est la masse réduite, la condition aux limites asymptotiques

satisfaite pas la fonction d’onde est :

. ) 1 . exp(ikr)
LimyiD () > o |exp(ika) + £(0) 77 (123)

13
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C’est la superposition d’une fonction d’onde plane dans la direction z et une fonction
d’onde sphérique sortante. L’angle 6 représente 1’angle entre la direction de I’onde
diffusée (k") et la direction incidente (k) et £(6) est I’amplitude de I’onde sortante sphérique.
C’est ’amplitude de transition de 1’onde sphérique dépendant de I’angle 6. L.’angle azimutal
¢ n’apparait pas en raison de la symétrie sphérique du potentiel. L’équation précédente
représente une condition aux limites d’état régulier. Ceci veut dire qu’on est en présence d’un
faisceau de particules incident monoénergétique paralléle pouvant étre approché par une onde
plane incidente. La cible étant composée de centres de diffusion isolés bien séparés. La plus
part des particules incidents du faisceau monoénergétique ne sont pas diffusées et se déplace
en ligne droite sans étre déviées. Un petit nombre seulement de particules sont diffusés et
forme 1’onde sortante. L’amplitude de transition f(0) de I’onde sphérique constitue une
mesure de la diffusion et ainsi est appelé amplitude de diffusion. La densité de courant de

probabilité¢ pour I’onde sphérique diffusée est donné par :
J=vIf@O*/r? (1.24)
ou v = hk/m est la vitesse relative du systeme.

En utilisant I’expression du courant de probabilité J, Le nombre de particules détectés par

unité de temps dans I’angle solide d©2 = sin08dfd¢ sera donné par :
N = v|f(0)]*dQ (1.25)

Par définition, la section efficace différentielle est le nombre de particules diffusées par unité

d’angle solide par unité de temps et par unité de flux incident :

do _ 2

20 = [F(©) (1.26)
Une intégration sur I’angle solide, donne la section efficace totale :

a(E) = [If(0)]* dQ (1.27)

La section efficace totale représente le nombre de particules diffusées par unité de temps
et par unité de flux incident et donne la probabilit¢ de diffusion de I’onde sphérique a
I’énergie E = k2. Que I’étude soit élaborée d’un point de vue théorique ou expérimental, la
théorie des collisions repose en grande partie sur I’analyse de ce type de grandeurs appelées

communément sections efficaces.

Au lieu de résoudre une équation différentielle de type Schrodinger, on peut formuler une

théorie de diffusion en termes d’équations intégrales. Dans la résolution d’équations

14
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différentielles nous devons imposer des conditions aux limites a la solution du probléme.
Toute solution d’une équation différentielle ne satisfait pas automatiquement les conditions
aux limites physiques du probléme. Les équations intégrales de diffusions incorporent
automatiquement ces conditions aux limites. Elles sont 1’équivalent des équations
différentielles de diffusion avec les conditions aux limites correctes. Pour dériver les

équations intégrales de diffusions, on peut réécrire 1I’équation (1.22) sous la forme :
(E — Ho)p” () = v (7) (1.28)

L’operateur (E — Hy) nécessite une inversion afin de transformer 1’équation précédente a
une  équation  intégrale. En  utilisant D’identit¢ E = k? et la relation
de fermeture [ d*q|¢z)(¢z| = I dans I’espace des moments, I’inverse de I’opérateur (E — Hy)

est mit sous la forme :

1 |z gl
Go(k?) = e = [ dPa =T (1.29)

ou I’¢tat propre |¢;) défini dans I’espace des moments  satisfait I’équation :

(E — Hy)lpg) = (kK2 +VF)pz(F) =0 (1.30)

Dans la région de diffusion, I’opérateur énergie cinétique est défini positif. Ainsi 1’opérateur
de I’équation (1.29) est singulier. L’intégrale singuli¢re dans le membre droit de cette équation
aura un sens si seulement une stratégie d’intégration bien définie sera fournie au point
singulier ¢ = k. De la théorie des variables complexes, on sait que I’opérateur inverse dans
I’équation (I1.29) aura un sens si la valeur principale est prise en considération ou bien si une
partie imaginaire infiniment petite est introduite dans le dénominateur. Lippmann et
Schwinger [9] sont les premiers a avoir utilisé cette astuce dans la théorie de diffusion pour

déterminer un inverse approché cohérent avec la condition aux limites asymptotique (1.23).

Deux possibilités pour cet opérateur inverse connues par les fonctions de Green, Géi)(kz) sont

obtenues si on considere les ¢léments de matrice dans I’espace de configuration de 1’équation

(I1.29) :

Bz 12) - (2]~ T\ _ _4%q explig-(Fr—)]

GO (r'r”kz) - <T GO (k2)|r’> - f(27'[)3 k2—q2+io (131)
B (2 77 ,2) — _ 1 exp(Fik|F-7i])

GO (T‘,r’,k )_ 471_—'?_?" (132)

Une fonction de Green avec signe +(—) est appelée fonction de Green d’onde sortante
(entrante). Pour dériver (1.32), les intégrales angulaires dans les équations (I.31) sont évaluées

en premier donnant :
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Bz 2y 1+ gsin(glir—7)
GO (T',T ,kz) = mf_m dqW (133)

L’intégrale si dessus est évaluée par le théoréme de Cauchy pour obtenir I’équation (1.32).
La fonction de Green (I1.31) est complexe en dessus du seuil de diffusion a k? = 0 et posséde

une branche de coupure le long de I’axe réel des énergies nommés coupure unitaire.

La fonction de Green est symétrique c'est-a-dire :

—GH @, 7 k?) = 6P @7, k?) (1.34)

Elle satisfait I’équation différentielle :

(V2 + k)G @7, k2) = 83(F — ) (135)
L’équation (I.35) est obtenu par opération de E — H, = k? + V2 sur I’équation (1.29) et (1.31).
Le comportement asymptotique de la fonction de Green (1.32) quand r — oo est donnée par :

1 exp(+ikr)

limy oo Ge2 (7,7, %) » — - 225

exp(Fik' 7" (1.36)
ou la limite est prise dans la direction du vecteur d’onde sortant :

k'=k= (L37)

r

En imposant la condition aux limites (1.36) a la solution de I’équation différentielle (I.35),
la fonction de Green (1.32) est obtenue [6]. En formulant la théorie de diffusion en termes de
fonctions de Green bien définies, les conditions aux limites de diffusion seront donc

automatiquement incorporées.

La fonction de Green G™)(k?) posséde une onde sphérique sortante dans la région
asymptotique comme le montre 1’équation (1.36). Cette fonction de Green peut étre utilisée
pour construire la fonction d’onde de diffusion. En appliquant la fonction de Green sortante

G (k?) a I’équation de diffusion de Lippmann-Schwinger (1.28) pour 1’onde sortante de

diffusion 1/1%”(?) on aboutit a la solution :
W@ = gp () + [ GV G VEWE () (138)

Quand on opeére a gauche de I’équation (I.38) par (E — Hy), on obtient une équation
équivalente a 1’équation de Schrodinger. Cependant, I’équation intégrale de type (I1.38) est

souvent écrite sous forme d’opérateur :

W) = Iop) + 657 (kD) (1.39)
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avec le propagateur de Green :
Go™ (k%) = (k* = Hy +0) ™" (140)

Dans le passage a une forme opérationnelle, la représentation dans 1’espace de
configuration ainsi que l’intégration sur 1’état intermédiaire, ont été supprimées. La quantité
K= Gé”(kz)v est appelé noyau (Kernel) de I’équation intégrale (1.39). Des formes
opérationnelles formelles similaires pour 1’équation de diffusion sont souvent écrites. La
méme équation opérationnelle peut étre exprimée soit dans une représentation d’espace de
configuration soit en représentation en impulsion. Des observables physiques sont étroitement
liées a certain €éléments de matrices représentées par ces opérateurs que ce soit dans 1’espace
de configuration ou bien dans 1’espace des impulsions. Si la fonction de Green entrante

G (k?) est utilisée au lieu de la fonction de Green sortante, on obtient la fonction d’onde

entrante |1,b%_)), satisfaisant I’équation de Lippmann-Schwinger :
[WS70) = 1) + G§ RV ) (41)

Asymptotiquement, la fonction d’onde tplé_)(F) posséde une onde plane et une onde sphérique

entrante et les fonctions d’ondes conjuguées doivent satisfaire les équations :

W] = (gl + @S VGsY (k) (142)
WS = (gl + @7V 65T (k) (143)

ainsi que les conditions de normalisations :

(w52l ) = (9sl5) = 66— ) (L44)

En utilisant le comportement asymptotique (I1.36) de la fonction de Green d’onde sortante,
il est possible de vérifier que le comportement asymptotique de la fonction d’onde sortante,
solution de I’équation de Lippmann-Schwinger (1.38) est la méme que celle donnée par
I’équation (I1.23). Si on prend la limite r = oo dans 1’équation de Lippmann-Schwinger (1.38)

et on utilise 1’équation (1.36) nous obtenons le comportement asymptotique désir¢ :

£(0) = =212 [ &r gy, (W @AW () = ~2n (o |V 97 (1.45)

C’est une condition cohérente reliant la fonction d’onde de diffusion a 1’amplitude de
diffusion. L’¢équation (1.45) implique que, contrairement a la résolution de 1’équation de

Schrodinger, ou la condition aux limites asymptotiques doit étre imposée afin d’extraire une

17
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solution, la solution de 1’équation de Lippmann-Schwinger (I1.38) inclue automatiquement la
condition aux limites de diffusion. Pour les potentiels non singuliers a courte portée,
I’équation (1.38) est de type Fredholm et par conséquent appropriée pour un traitement avec

les techniques numériques standards.

[.3.3 Description en termes de matrice de transition

La matrice de transition, appelée souvent matrice t, regroupe les éléments de matrice de
’opérateur t(k?), dit opérateur de transition, dans 1’espace des impulsions. Contrairement a la
description en fonction d’onde, ou les observables de diffusion sont extrait du comportement
asymptotique de la fonction d’onde, la matrice t est directement liés aux observables de
diffusion (déphasage et section efficace). Dans un probleéme réel, I’approche de la matrice de

transition offre un avantage considérable par rapport a la description en fonction d’onde.

La matrice de transition est définit par :
(e, bg) = (2. v ]we) = (5] v]o) (147)

En substituant les ¢léments de matrice de transition (1.46) dans [’expression (1.45),

I’amplitude de diffusion devient :
f(6) = —212(¢z, |t (kD)|¢z) (1.48)
En termes de la matrice ¢, la section efficace différentielle (1.24) devient :

o = @i g kD)) (1.49)

Dans I’équation (1.49), les facteurs meth on été réintroduits. Ainsi la matrice t est

étroitement liée a I’amplitude de diffusion f(8) et la section efficace do /dQQ.

Des solutions formelles des équations de Lippmann-Schwinger (1.39) et (1.41) peuvent étre

donnés par :
98 = (1= 6527) " lg) = 19 +6 D2V Iy (1.50)

ou I’on a la fonction de Green total :

CH (k%) = (k2 -—H+i0)?! (151)

satisfaisant les conditions aux limites d’onde sortante (+) et d’onde entrante (—). L’équation

(1.50) peut étre établie en utilisant I’identité suivante satisfaite par les fonctions de Green :

18
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GH(k?) = 6P kD) + 6D K2)V6H (k?) (1.52a)
GHK?) = 6P k) + 6P kHVGED (k) (152b)

A partir de la définition (1.46) et de I’équation (I.51) on peut définir I’opérateur de

transition par :

t(k?) =V + Ve K2V (1.53)

Les ¢éléments de la matrice t de I’équation (1.46) sont les ¢léments de I’opérateur de

transition t(k?) dans ’espace des impulsions. On peut avoir les identités utiles :

GO U2V = 6P (kD) e(k?) (1.54a)
VG (k?) = t(k2)GSP (k?) (1.54b)

A partir des équations (1.53) et (I.54) on trouve que la matrice t satisfait les équations

intégrales de Lippmann-Schwinger,

t(k?) =V + VG (k®)t(k?) (1.55)
t(k?) =V + t(k)GSP (k2)v (1.56)

On utilise la relation de fermeture pour les états liés et les états de diffusion [ipp) et |l/)(+))

respectivement de I’Hamiltonien H

Sals)Wsl + [ 1)y i = (1.57)

La représentation spectrale de la fonction de Green total G (k?) de I’équation (1.52) peut
étre écrite comme suit :

S|

G(+)(k2) — Z W)B)(wBl +J‘d3—> q2+10

(1.58)

I1 faut noter cependant, que la somme discréte porte toujours sur les états liés |yp) tandis
que I’intégrale porte sur les états du continuum de diffusion |l[1‘(7i)).

A partir de 1’équation (I.58), nous remarquons que les ¢léments de matrice de la fonction
de Green sont des fonctions analytiques d’énergie dans le plan complexe des énergies a
I’exception de quelques poles simples a des énergies réelles Ep et une coupure du coté de
I’axe des énergies réelles positives. En utilisant 1’équation (1.58) dans 1’équation (1.53) pour la

matrice t, nous obtenons 1I’expression suivante :
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: ¢5]t(a?)|03)(04]t(@?)|05)
(OoltGDN5) = (03l + 5 2B g o LAt @lew)

B (P! é5|t(a?)|#4) Pg|t(a®)| bz ’
(Ol 5) = (93l + 54 2L o g o LAl o)

Dans I’équation (1.59) les ¢éléments de matrice dans 1’espace des impulsions d’un potentiel

total Hermitien V (7) est donné par :

(@5lVIds) = [ &r{bpl7)V @) (F| D) (L61a)
= G [ P exp(id - F)V () (L61b)
E “ rdr sin(Qr)V (r) (I.61c)

oul’onaQ =¢ —p.
Quand le terme potentiel de 1’équation (1.60) est substitué pour la matrice t dans 1’équation

(1.48), nous obtenons I’approximation de Born (premiere approximation de Born) pour

I’amplitude de transition, donné par :

12m

fa0) =——-2%] d3rexp(iQ - ¥)UF) (L62)

m : Masse réduite.

Q = k — k': Le transfére d’impulsion.

0 : L’angle entre ket k' dans le plan complexe des énergies.

Les ¢léments de la matrice t possédent aussi des poles simples a des états liés et une branche

de coupure le long de I’axe des énergies réelles.

Par conséquent, les éléments de la matrice t sont complexes pour des €nergies réelles au
dessus du seuil de diffusion. Cette coupure au niveau de la fonction de Green libre (1.31) a des

énergies positives et est appelée coupure d’unitarité.

[.4 Conclusion

Dans ce chapitre, quelques ¢léments de la théorie des collisions ont été évoqués. Nous
avons défini le régime des vitesses et les différents processus de collision les plus probables
dans ce régime. Les équations intégrales de Lippmann-Schwinger en termes de fonctions de
Green et des ¢léments de matrice de transition sont préférablement utilisées dans ce texte. Ce
choix nous offre le privilége d’un acces direct aux sections efficaces en termes d’¢léments de
matrice de transition qui nous servirons par la suite dans 1’extraction de I’information sur les

processus de collisions.
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CHAPITRE I COLLISIONS ET APPROXIMATION

II.1 Introduction

Quelque ¢léments de I’approximation de Born sont traités dans les paragraphes qui suivent.
Il s’agit de I’approximation de Born au premier ordre [1, 2, 3, 4] qui est valable et donne des
résultats satisfaisants a des énergies d’impact suffisamment grandes pour que le couplage au
transfert de charge soit négligé. Un traitement en termes de fonction d’ondes planes vient par
la suite dans le but d’évaluer les intégrales nécessaires pour le calcul des sections efficaces et
les parametres qui s’y rattachent. Les termes de 1’approximation de Born de second ordre [5]
seront traités dans une partie ultérieure dans la cadre des équations de Lippmann-Schwinger

[6] et le principe variationnel de Schwinger [7].

I1.2 Collisions et approximation de Born

[1.2.1 Hamiltonien du systeme

On se limite aux processus a un ¢lectron actif (simple excitation dans notre cas). L’atome
cible (électron+C") est représenté par un ion C*de charge (+1) lié a I’électron actif situé a la
distance r de C*. La masse du noyau cible C*est grande devant celle de 1’électron, de sorte
que I’on peut confondre le centre de masse du systéme C*-électron avec celui du noyau
cible C*. Dans le référentiel du centre de masse du systéme projectile-cible, le Hamiltonien

total s’écrit :
Hyer = Heipre + Hproj + Vine (IL.1)
Le Hamiltonien H,,; est composé de trois parties :

e Un Hamiltonien atomique qui décrit le mouvement non perturbé par le projectile, de

I’électron actif autour de la cible, il s’écrit :
132 -
Heinie = =5 Vi + Veipie () (I1.2)
ou V,ipe st le potentiel induit par la cible sur 1’électron actif.

e Le Hamiltonien H,,,; décrivant le mouvement relatif du projectile par rapport a la

cible :
__ 152
Hypoj = —Zvﬁ (I1.3)

Le potentiel V;,; d’interaction entre le projectile et les composants de la cible (ion Ctet

¢lectron actif).

_Zp %
Vine = 2 ~ 7]

(IL4)
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Dans I’approximation de Born, le potentiel d’interaction est suppos¢ suffisamment petit
pour étre traité comme une perturbation, ¢’est une approximation valable si le rapport |Z,| /v,

est petit devant 1’unité.

[1.2.2 Matrice de transition et facteur de forme

Soient ¢,(7) et ¢ () les fonctions d’onde initiale et finale de la cible et soient (2r) ~3/2¢iKiF
et (2m)~3/2 K7k les fonctions d’onde propre de H,,,; décrivant ’onde plane associée au
projectile de vecteurs quantités de mouvements initial et final K; et K; respectivement.

Dans le cadre de I’approximation de Born au premier ordre, 1’élément de matrice de

transition est donné par [8, 9, 10, 11, 12]

1 ik+R = ik R —
TiS‘B) = (2m)3 <elkf R¢f (T') Vint|elkl R¢i (T')> (HS)
On montre que :

2Z N
Tif = = Gmear Fir (@ (IL.6)

avec le facteur de forme F;r qui représente le terme intégral de I’¢lément de matrice de
transition :

Fip(§) = [ e™97 4, ()¢, (P)d*r (IL.7)

ou G est le vecteur quantité de mouvement transféré a la cible.

La conservation de la quantité de mouvement impose que :

q=K:—K; (I.8)

ou le vecteur G représente la quantité de mouvement transférée a la cible.

[1.2.3 Section efficace
La densité de probabilité de transition s’écrit (régle d’or de Fermi) :
Wi = 2n|Tys|* p(E) (IL.9)
ou p(E) représente la densité d’état final dans 1’espace des énergies accessibles au projectile
diffusé.

La section efficace différentielle de diffusion do/d<2 est définie comme étant le nombre
de particules diffusées dans 1’élément d’angle solide d€2 , pendant I'unité de temps et par
unité de courant de probabilité [13]. Pour une particule incidente décrite par 1’onde
plane y(R) = (2m)3/2¢~ K |e courant de probabilité est donné par [14] :

> 1 K; 1 -

]i = (2m)3 = (IIIO)

m, ()3 !

. .~y . do Wi ;-
La section efficace différentielle o= |fo s’écrit alors :
i
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do (2m)* 2
= o [T P(E) (IL11)
La densité p(E) correspond aux états d’énergies du projectile diffusé¢ décrit par 1’onde
plane y/f(ﬁ) = (2m)~3/2¢~ s R Lorsque I’impulsion K du projectile diffusé pointe dans
. b4 . . , — 2
I’angle solide d©@ autour de K,, comprise dans un intervalle dEs centré en Ef = K /mp.

L’élément de volume d3K dans I’espace des impulsions s’écrit :

d3K = K2dKdQ (11.12)
En remplagant la variable K par I’énergie E (E = K?/2m,), ona:

d3K = p(E)dEdQ (I113)
Sachant que Z—I; = %, on en déduit I’expression de p(E) :

p(E) = myK (I1.14)

Ainsi, la section efficace différentielle de diffusion avec une impulsion pointant autour de

Kr peut se réecrire :

do v Z2 12
-5 = 4m} 7;q-g|pij(q)| (IL.15)

avec vy la vitesse du projectile diffuse.

Pour accéder a la section efficace totale de diffusion, il est utile de déterminer au préalable
la section efficace différentielle en g, module du vecteur quantité de mouvement transférée q.

D’apreés la relation (11.8),

q* = K{ + K# — 2K;Kycos (1.16)
En dérivant a gauche et a droite, nous obtenons :

2qdq = 2K;Kssin6d6 (IL17)
ou bien de maniere équivalente :

sinfd6 = qdq/K;K; (IL.18)

La quantité d = sinfdfdp est remplacée par un terme endqde dans l'expression de la
section efficace différentielle (II.15). L'intégration sur l'angle azimutal ¢ est égale a 2m par
raison de symétrie cylindrique. Nous obtenons alors une expression simplement différentielle

en q de la section efficace :

do 22 |Fi@)|
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Nous intégrons la relation (I1.19) sur g pour obtenir la section efficace totale :

2 N
o= 87'tz—pzfqm“xmdq (I1.20)

vp “Amin q3
Un minimum de transfert d’impulsion q,,;, est obtenu en considérant la conservation de
I’énergie :
K} — K} = 2m,(E; — E;) (IL21)
C’est a dire :

Ef_El'

vp

En considérant g le résultat d’une collision binaire avec des particules lourdes g,,q =
2v7,. L’intégrale sur g (I1.20) est une dépendance asymptotique en In(vs,) [15] a grande
vitesse de collision. La section efficace totale de transition du niveau E; vers le niveau Ef

dépend donc fortement de la nature du projectile : elle varie avec sa charge Zp et sa vitesse 1,

de fagon quasi proportionnelle a (Zp / /U’p) . Un résultat trés important pour décrire les

mécanismes mettant en jeu plusieurs €électrons actifs.

[1.3 Excitation électronique dans I'approximation PWBA

La méthode de calcul des probabilités d’excitation électronique dans [’approximation

«Plane Wave Born Approximation » (PWBA) est présentée dans ce paragraphe.

[1.3.1 Hamiltonien du systeme

Soit m,, et Z,, la masse et la charge du projectile et m, la masse de la cible. La masse de la
cible est trés grande devant la masse de I’électron. Le centre de masse du systeme cible-
¢lectron peut étre confondu avec celui de la cible. Le potentiel V_;;;, dénotera le potentiel
sous lequel I’¢électron voit la cible.
Le Hamiltonien du systéme peut s’écrire :

13 122 2 z
Hrep = =5 VZ + Veipie(r) — 2 Vé + ;p - |R»—ff| (I1.23)

U est la masse réduite du projectile et de la cible.

mpyme

U= (I1.24)

T omp+me
Le Hamiltonien H,..; se compose de trois parties :

e [e Hamiltonien atomique :
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1

Heiple = — 2 VFZ + Veinte (T‘) (st)

qui décrit le mouvement, non perturbé par le projectile, de 1’¢électron actif autour de la cible.
e Le Hamiltonien du projectile :

H ENE (11.26)

proj == 2,1_ R
qui décrit le mouvement relatif du projectile par rapport a la cible.

e Le potentiel d’interaction :
Z _ %
R |R-7|

(I1.27)

Vine =

Dans I’approximation de Born, on suppose que le potentiel d’interaction est suffisamment

faible pour étre traité comme une perturbation.

[1.3.2 Fonction d’onde

La fonction d’onde totale se compose d’une fonction d’onde ¢électronique et d’une fonction
d’onde du projectile. La fonction d’onde ¢électronique est fonction propre du Hamiltonien

atomique tel que :
Heiprep = E¢ (I1.28)

La fonction d’onde décrivant le mouvement du projectile est fonction propre du

Hamiltonien projectile. Comme celui ci se réduit a un terme d’énergie cinétique, la fonction

propre est une onde plane en e KR te] que :
HpT'Oj . eiKR = EcoueiKR (1129)
ou E.,; représente 1’énergie relative de collision tel que :

K= ZI'LECOll (1130)

[1.3.3 Matrice de transition

Dans le cadre de I’approximation de Born au premier ordre, ¢’est simplement 1’élément de

matrice du potentiel d’interaction 7, pris entre 1’état initial et 1’état final:

B _ _1 ikeR ; (=
Tif L <e ! ¢f(1')

th|ei§fﬁ¢i(?)) (I1.31)
La conservation de I’impulsion impose que la quantité de mouvement § = K; —I?f soit

transférée a la cible. Le moment transféré ¢ est décomposé en deux composantes, 1’une

transverse notée 77 (perpendiculaire a la vitesse relative initiale) et I’autre longitudinale notée

n' (paralléle a la vitesse relative initiale).
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G=1+1 (11.32)
Si I’on dénote par € I’énergie transférée a I’¢lectron de la cible ; i.e. :

e =E; — E (IL.33)
La conservation de 1’énergie suggere que soit satisfaite 1’équation :

& K

Lig =21k (1L34)

Ce qui conduit pour I’énergie transférée a :

.= ’;_; _ ’;_i (I1.35)
Soit encore :

e =5~ (K — K;) (K + K;) (I1.36)
Si on sait que la composante longitudinale du moment transféré s’écrit :

7' = K; — K¢cosO (I1.37)
Si encore I’angle @ est petit, alors:

n = K; — K¢ (IL.38)

De cette maniere, si I’énergie transférée est petite devant 1’énergie cinétique du projectile,

alors :

1 2,

7n (Ki+ Kp) ~ K = vy, (1L.39)
Ce qui conduit a :

7 == (11.40)

ou v, est la vitesse du projectile.

L’¢élément de matrice de transition peut se metre sous la forme :

i(Ki—K+)R * /= 5\ [ Z Z
7B _ 1)3 ffel(l(l K¢)R ¢f(r)¢i(r) (f_lﬁ__?ﬂ) d3Rd3r (IL.41)

if 7 (n
Apres développement on aboutit a la forme :
TP = oz I e R 5 ), (22) PR + o5z [ € DR 5 (1)) (— ) AR
(I1.42)




CHAPITRE I COLLISIONS ET APPROXIMATION

On suppose que la vitesse du projectile est grande devant la vitesse de I’¢électron actif. On
fait donc I’hypothése de 1’approximation soudaine. Dans ce cas on peut considérer que les

fonctions d’onde électroniques ne dépendent pas de la distance projectile-cible et on peut

écrire :
- 1 - 6i
(4,|3]0,P) ~ & (11.43)
Puisque il s’agit d’une collision inélastique, on peut négliger le terme (I1.43). On obtient :
TP = =2, 2 ] 9 6. ()4, () () 4Rt (11.44)
if P (2m)3 f L |R—7| :

—

on g =K, — I_{)f représente le vecteur transfert d’impulsion.

L’intégration sur R se réalise facilement. En effet, il s’agit de I’intégrale de Bethe :

[ 'R /|R~F|d°R = e (11.45)

L’¢lément de matrice de transition de Born se simplifie et devient :

B) _ 2y idh g
Tii" = =~ Gorazd €1 @), r (IL46)

On définit le facteur de forme par :
Fir(§) = [ "4 ¢, ()¢, (IL47)
D’ou I’élément de matrice de transition :

22,
(2m)2q?

TiSCB) = Fir (@) (I1.48)

Pour évaluer le facteur de forme, décomposons les trois fonctions de ’intégrant en parties

radiale et angulaire :
el = 4m 3720 Yt 12 (an)Y™ (@Y () (1L.49)
ou j;(gr) est une fonction de Ricatti-Bessel sphérique d’ordre [ et d’argument réel.

Les deux autres termes sont des harmoniques sphériques dont les arguments sont les angles
polaire et azimutal, 6 et ¢ respectivement.

Pour les deux états liéson a :

et
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s N myg . A
¢ (F) = Ry, (1Y, 7 (7) (IL50)
Avec une partie radiale réelle, et une partie angulaire complexe.

[1.3.4 Calcul des éléments de matrice de transition

Dans le facteur de forme on substitue les fonctions par leur décomposition et on obtient :

Fip = 4m 520 S 1! X j 1@ R, ()R, (YT @Y Y, ()P
(IL51)

L’intégration sur 7 se fait grace aux propriétés des harmoniques sphériques :

() = (D™ (IL52)

mqra YUTWIN ms s 3 _ (211+1)(212+1)(213+1) ll lZ l3 ll lz l3
[ @R ()i = [ (bl ly(h ol b))

Le facteur de forme devient donc :

Fip = VAT 32,1 (21 + D2l + D213 + 1)( ! lf) y

0 0 O
MM G D LU A ()(,i{i ,ﬁl _mf)C”f(q) (11.54)
ou:
Gty (@ = J11q7) Rty ("R, (1) 2l (IL55)

Ce qui donne pour I’¢lément de matrice de transition :

%,
TSP = — G L0t \/(21 + D@L+ 1)(2L + 1)(0 . lg)x
LD Y (G )(m Til —mf> Cz lf(q) (I1.56)

[1.3.5 Amplitude de diffusion

L’amplitude de diffusion est obtenue a partir de 1’élément de matrice de transition par une

simple transformation de Fourrier a deux dimensions :

2 1 ——
air (p,v) = 5 - [ d?petp Ti(fB) (1L.57)

On obtient donc I’amplitude de diffusion sous la forme suivante :

air(p,v) = J(Zl +1)(21+1)(21f+1)(0 0 l(’;)><

Lol
= (=)™ (m m _,’;lf)A (IL58)
avece ©
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inip * .
A= [d =" (@8, (@) (I1.59)

Les vecteurs I?i(GKl. =0), f(} (HKf; (p,(f) 7 (9,7 = g; ‘/’77) et (6, ¢4) sont coplanaires.

Ils ont donc le méme angle azimutal :

Prr = Pn = Pq

Le paramétre d’impact p (Hp = g ; (pp) est dans un plan perpendiculaire au moment initial du
projectile I_()L- et contient la composante transverse du moment transféré 77. L’angle azimutal
entre 5 et 77 vaut @, — @,.

En séparant I’intégrale A en partie radiale et angulaire, on aura :

Cl lf(Q)

A= J-Ooo nd fznd l’]PCOSA‘PYlm* (gq' (pq) (1160)

Avec: Ap =@, — ¢,

Or les harmoniques sphériques sont reliées aux polyndmes de Legendre par :

Y, 9) = (—1)™ /% - P™(cos@)e™® (IL61)

Mais compte tenu de la propriété :

Y™ (6, 9) = (=)™, ™(6, 0) (1L62)

On aura alors :

Y (6, ) = /% - P7™(cos@)e " ime (1L63)

Ou bien :

Y (0,9) = (~)™ [CEDEL pnpsp)ime (IL64)

Puisque : P, "(cosf) = (—1)™ 8+m;' P (cosB)

L’intégrale A devient alors :

G (@
A= (D (B = P (cos6,) ;™ d pyet eSO enleminen (1L6S)

L’intégrale sur ¢, est bien connue :

fozn dfeizcosB g=imB = omi=mJ_ (z) (I11.66)

Pour m entier, (—1)™ = (1)™™ et on a de plus (—1)™/_,,(2) = J;(2) ou les J,,,(z) sont des

fonctions de Bessel réguliéres d’indice entier.




CHAPITRE I COLLISIONS ET APPROXIMATION

L’intégrale angulaire devient alors :

7T d @,et1reos(enep)e=imen — 27 (—1)™(~1) ", (p)e "M (IL67)
D’ou I’'intégrale A :
m = [@EDa—m) Cl r@ —ime
= D™ s e [ " (cos0y)m(np)e™ e (IL68)
L’amplitude de diffusion s’écrit finalement :
l
ay(p,v) = ~ 2237, (21+1)\/(zz +1)(zzf+1)( . 6)

mi (L1 l P
0™ GO (S )% 0 dn (@) PP (cost, ) (np)em0n - (1L69)

La symétrie des 3j impose :

m=m; —m [11.70a]
lmin S U< lnax [11.70b]
ou:

Imin = sup{|l; = l¢|, m} [11.70c]
bnax = li + I [11.70d]

Il faut noter que ces éléments de symétrie rendent la sommation sur les moments angulaires

plus simple et plus pratique.
[1.4 Conclusion

Dans ce deuxiéme chapitre, nous avons discuté de deux approximations habituellement
utilisées dans les problémes de diffusion. Nous avons discuté de 1’approximation de Born au
premier et deuxiéme ordre ainsi que 1’approximation de Born des ondes planes(PWBA). Nous
avons défini la matrice de transition et les éléments de matrice correspondent. L amplitude de
diffusion a été déduite de la matrice de transition par la fameuse transformé de Fourier.
L’acces a I’amplitude de diffusion a été rendu facile par des simplifications apportées par les

propriétés de symétries des éléments 3j de Wigner.
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[11.1 Introduction

Une description microscopique correcte des processus quantiques dans certain domaine de
la physique moderne doit satisfaire I’équation de Schrodinger avec des conditions aux limites
appropriées. Cette conjoncture, généralement exigeante, nécessite souvent |’utilisation de
méthodes d’approximation de plus en plus sophistiquées, menant parfois a des situations
extrémement laborieuses, du moment qu’on se trouve contraint d’investiguer dans des
problémes plus compliqués que le mouvement d’un €lectron dans le champ de deux particules

chargées.

C’est dans ce méme créneau, que la théorie variationnelle a été employée comme outil
d’approximation par Schrodinger [1] dans ses premiers travaux initiés tout a fait au début du
fondement de la théorie quantique. Depuis cette période, plusieurs auteurs ont utilisé et
développé des méthodes variationnelles pour des problémes d’états liés et de diffusion. Ces
méthodes ont été réexaminées dans plusieurs ouvrages et articles pour les états liés [2] et pour
les états de diffusion [3,4]. En effet, une vingtaine d’année plus tard, Hulthen [5] a établi la
premiére technique variationnelle pour le calcul des états de diffusion alors que la méthode de
Rayleigh-Ritz [6,7] devait étre développée, bien avant, pour le calcul des états liés. Cette
derniére a été appliquée dans le traitement de I’état fondamental des systémes atomiques,
moléculaires et nucléaires puis étendue pour la théorie de Hylleraas-Undheim [8] dans le

calcul des états excités de certain systéme quantique.

D’autres méthodes variationnelles (quadratiques en H : dites méthodes variationnelles
quadratiques) ont été suggérées pour résoudre le probléme des valeurs et vecteurs propres des
états liés. Si bien que ces méthodes soient en relation étroite avec la méthode variationnelle de
Rayleigh-Ritz, d’autre méthode variationnelle basées sur les multiplicateurs de Lagrange ont

été développée et mise a I’épreuve.

En ce qui concerne les problémes de diffusion, Hulthén [9,10], Kohn [11], Hulthen [12] et
Feshbach [13] ont proposé ce qu’ils appellent méthode variationnelle classique. De son coté,
Schwinger développe une méthode variationnelle basée sur une idée compleétement différente.
Immédiatement apres établissement de la méthode variationnelle classique pour les états de
diffusion, plusieurs auteurs [14, 15, 16] ont pu montrer qu’a ces méthodes a toujours été
associ¢es 1’apparence de singularités [14] (anomalie [16]) ou pseudo-résonance [17])).
Plusieurs auteurs [16, 18] ont tenté, avec un moindre succes, de construire une méthode ne

soufrant pas de singularités. Des méthodes absolument exemptes d’anomalies ont été
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suggérées par Abdel-Raouf [19] pour résoudre des problémes de diffusion. Malheureusement,

le plus grand effort a été investi, a I’époque, dans la résolution de problémes des états liés.

En général, la plupart des méthodes variationnelles mentionnées plus haut, ont montré
satisfaction par comparaison des résultats avec 1’expérience. Cependant, une théorie
variationnelle unifiée qui traite le probléme des états liés conjointement avec celui des états de
diffusion a toujours motivé les théoriciens. La premiére tentative dans ce sens a été mise au
point par Kato [20] dans I’esprit de trouver la relation entre méthode variationnelle classique
et méthode variationnelle de Schwinger. Peu apres, Kato [21] suivi de Roussopoulos [22] ont
montré que les deux types de méthodes dérivent d’une méme fonctionnelle variationnelle. Un
peu plus tard, Singh et Stauffer [23] ont présenté une formulation unifiée pour ces méthodes
en utilisant la théorie des opérateurs linéaires de I’espace de Hilbert et les équations de
Lippmann-Schwinger. Cependant, il a été montré plus tard [24,25]), que les méthodes
variationnelle de type Hulthén et les méthodes variationnelle quadratiques différent

essentiellement dans I’espace de fonctions tests considérées.

La méthode variationnelle de Kohn [10] et les méthodes variationnelle qui en dérivent font
partie des méthodes variationnelle classiques mentionnées auparavant. Ces méthodes
nécessitent I’évaluation d’intégrales sur des fonctions non L*. Ces intégrales sont souvent
difficiles a évaluer numériquement. En revanche, les méthodes développées par la suite sont
basées en grande partie sur les principes variationnels utilisant des fonctions L? uniquement.
Le principe variationnel de Schwinger est le premier principe variationnel de ce type [26]. Il a

¢té originalement suggéré pour le calcul de déphasages de diffusion.

[11.2 Principe variationnel et équations intégrales de Fredholm

Les principes variationnels ont montré leurs efficacités dans la résolution d’une grande
variété de problémes de physique mathématiques y compris les équations intégrales de
diffusion. Différents types de principes variationnels ont été considérés pour les problémes de
diffusion quantique. La formulation de ces principes variationnels est largement maitrisée

dans le contexte de 1’équation intégrale de Fredholm [27, 28, 29].
L’équation intégrale de Fredholm peut se metre sous la forme :
F(x) = B(x) + xF(x) (11L.1)

ou F(x) est I’inconnu, B(x) est le terme de Born connu et « le noyau qui satisfait 1’égalité :

KF(x) = [, dyx(x,y) F(y) (II1.2)




CHAPITRE III PRINCIPE VARIATIONNEL DE SCHWINGER

La solution formelle de 1’équation (IIL.1) est donnée par :

F(x) =JB(x) = [, dy](x,y) B() (IIL3)
avece
J=U-)" (IIL.4)

Une tentative numérique directe pour résoudre [’équation (III.1) proceéde par une
construction de 'opérateur /] de I’équation (IIL.4). Si jamais une erreur existe dans cette
construction, alors la méme erreur se propage a la solution (III.3). Cependant, une expression
variationnelle pour la résolution du probléme peut étre développée a partir de I’opérateur

1dentité suivant :
F=F+]B—J(U-F+(J—-])U—-xF - F) (IIL5)

En négligeant le dernier terme de cette identité, qui est d’une différence de second ordre,

on peut se contenter de I’expression variationnelle simple :

[F()] =F(x) + JB(x) —Jg(I —x)F(x) (I1L.6)

Il faut noter que I’expression (II1.6) dans laquelle I’indice t sur les fonctions tests a été
omis, est stationnaire par rapport a une petite variation de J et F(x) autour de leurs valeurs
exactes. En utilisant les équations (II1.3) et (III.4), la propriété variationnelle de 1’équation

(II1.6) peut étre vérifiée avec les quantités test :

Fe(x) = Fg(x) + AF (x) (111.7)
J.=Jg+4 (111.8)
L’expression (I11.6) devient :

[F(O)] = Fg(x) + AF(x) + JgB(x) + 4] B(x) — (g + AU — ) [Fg(x) —AF(x)] (IIL.9a)
[F(x)] = Fg(x) — AJ(I — x¥)A F(x) (II1.9b)

Pour dériver I’équation (II1.9), nous avons utilisé les équations (I11.3) et (II.4). Les indices

E et t désigne respectivement exact et test.

Dans I’équation (IIL.9), le terme linéaire en erreurs A a été éliminé et seul le terme
quadratique en A est maintenu. La propriété variationnelle ci-dessus peut étre exploitée pour
développer une stratégie d’amélioration successive pour un calcul numérique de la maniére

suivante.

A ce propos, les fonctions d’essai sont choisies sous la forme :
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Fe(x) = Xizq aiui(x) (111.10)
Je(e,y) = Xy bj(x)v;(y) (IL11)

Les fonctions u;(x) et v;(y) sont deux ensembles de fonctions choisies arbitrairement avec

ces fonctions tests, I’expression (I11.6) devient :

[F(O)] = Xiq ayi(x) + X7y bj(x){v;|B) — X7oq bj(x) Ty ai (v |ug) — (vjww;)]  (I112)
ou I’on a I’intégrale :

(A|B) = [,” dxA(x)B(x) (111.13)

En exigeant que I’expression (II1.12) soit stationnaire par rapport a de petites variations de

a; et b;(x) autour de leurs valeurs exactes, on obtient les solutions pour les coefficients sous

la forme :
a; = ¥, D (vj|B) (I1L.14)
bi(x) = X1y ;0D (IIL.15)
avec :

(D™ = (vj|w;) — (vj]rew) (I11.16)

I1 faut noter qu’apres inversion de 1’équation (II1.16) la matrice D est indépendante. Ces
résultats pour a; et b;(x) sont substitués dans 1’équation (II.12) pour conduire a I’estimation

variationnelle suivante :
[F, (0] = £72, wi DY (v;|B) (IIL.17)

Cependant, I’équation variationnelle (II1.17) est étroitement liée au principe variationnel de

Schwinger [26, 30, 31].

Le principe variationnel (II1.6) peut étre aussi écrit dans une forme fractionnaire

équivalente :

[F()] = F(x)]B(x)/](I —)F (x) (111.18)

La nature variationnelle de 1’équation (III.18) peut étre vérifiée en utilisant les fonctions

tests (I11.7) et (IIL.8).
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[11.3 Principe variationnel de Schwinger

Au cours des trois dernicres décennies, les méthodes variationnelles et plus
particuliérement celles qui dérivent du principe variationnel de Schwinger ont eu beaucoup de
succes dans 1’é¢tude des processus d’excitation directe des atomes par impact d’ions aux
vitesses intermédiaires. Ces méthodes sont basées sur les équations de Lippmann-Schwinger
et les opérateurs qui s’y rattachent. Elles exploitent les propriétés variationnelles des
parametres qui en découlent tout en tenant, avec une grande souplesse, leurs avantages dans
leurs capacités a se satisfaire d’une fonction d’onde d’essai comme approximation raisonnable

de la fonction d’onde réelle du probléme considéré.

Parmi les opérateurs qui suscitent 1’intérét des méthodes variationnelles basées sur le
principe variationnel de Schwinger on trouve I’amplitude de transition qui peut étre obtenue
dans une forme stationnaire par rapport a de petites variations des états de diffusion autour de

leurs valeurs exactes.

[11.3.1 Amplitude de transition de Schwinger

Le principe variationnel de Schwinger pour les éléments de la matrice de transition t est

basé sur I’identité :
_ ~(+) ~(-) _|== GG
= ) 5~ i 1)
~(=) _ () _ +) ~(H) _ . (+)
+<\|/p, v, |(V VG, V) |\|Jp v, > (IT1.19)

Les fonctions d’ondes |\|J;+)) et (ng)l satisfaisant aux conditions d’ondes sortantes et

entrantes vérifient les équations de Lippmann-Schwinger :

W§?) = Ip) + G5V 1) (I11.20)
WSl = @'+ (w6 (I11.21)

Les fonctions d’ondes |\T/§,+)> et (\T/i;)l sont supposées Etre des approximations aux fonctions

d’ondes de diffusion exactes |\lf§,+)) et (\yg;)l respectivement.

L’équation (II1.19) est une identité indépendante de I\T/;J’)) et <\Tf§7)|- Cependant, si I\T/;”) et

(\T/z(;)l sont de bonnes approximations des fonctions d’ondes exactes Iw;’“)) et (\y;j)l
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respectivement, le dernier terme de 1’équation (II1.19) est de second ordre en déviations. Les
équations (I11.19), (II1.20) et la plus part des équations qui vont suivre sont valables pour des
observables d’ondes variationnels. Dans ces équations la dépendance en énergie de la matrice
t et la fonction de Green et le moment angulaire (symboles) ont été supprimés et la notation

de Dirac est utilisée pour des raisons de commodité :

('ltlp) = t, (", p, K?) (111.22)

En retenant seulement les termes d’ordres 1 en déviation dans 1’équation (II.19) et en
supprimant 1’indice A de la fonction d’onde approchée, nous obtenons une forme bilinéaire de

I’amplitude de transition dans le principe variationnel de Schwinger :
' = (p’ ) ) —(wONv =ve )
[(p'ItIp)] = <p V]wS >+ <\vp, |V|p> <wp, (v =v6sPv)|ws > (I11.23)

En introduisant des fonctions d’essais dans le principe variationnel définit si dessus, il est
possible d’aboutir a des valeurs approchées de I’amplitude de transition. Mais si par contre,
se sont des fonctions d’ondes exactes qui sont injectées dans ce principe, alors chacun des
trois termes devient identiquement égale a la matrice exacte de ¢ et le principe variationnel de
Schwinger sous sa forme bilin€aire conduit a une identité. La majorité des principes
variationnels de ces paragraphes sont basés sur des formes bilinéaires semblables. La présente
construction du principe variationnel doit étre comparée a celle de 1’équation (II1.6) en
relation avec 1’équation de Fredholm standard. La majorité des discussions liées a 1’équation
(I11.6) sont valables dans ce cas. En particulier, comme dans 1’équation (III.18), on a la forme

fractionnaire équivalente pour le principe variationnel de Schwinger :

(Pl i 1o}

v |(r=vesv)lwy)

Cette matrice t est obtenue en considérant les trois termes constituant la forme bilinéaire

[(p'ltlp)] = i (111.24)

(II1.23) du principe variationnel de Schwinger. Il faut noter que les deux formes fractionnaire

et bilinéaire sont cohérentes avec la définition méme de 1’amplitude de transition :
' I )\ — [, =) —_ 1, _ +) +)
(p'|tIp)] = <p |V|\|/p ) = (wp, |V|p> = (\vp, |(V VG V)|\|/p ) (I11.25)

Pour des fonctions d’essais réelles, L? ou non, le potentiel de 1’équation (II1.24) est réel et
Hermitien et par conséquent, les formes variationnelles de Schwinger (II11.23) et (II1.24)
satisfassent les conditions d’unitarité et de symétrie inverse par rapport au temps. La forme

séparable (II1.23) pour la matrice t est particulierement utile si on est intéressé¢ par la
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résolution de probléme multi-particules. C’est la version de matrice de transition ¢ du principe
variationnel qui est considéré dans cette section. Cependant, la forme alternative suivante du
principe variationnel de Schwinger peut étre obtenue si la fonction d’onde test de I’équation

(I11.23), est réécrite en termes des €léments de la matrice ¢ :

[(p'ItIp)] =
<p'|V(I + G§+)t1)|p> - <p’|(1 + tzGé+))V|p> _
<p'|(1 + 6,657 )(v —vegPv) (1 + Gé+)t1)|p> (I11.26)

Dans I’équation (II1.26), t; ett, sont deux estimations test indépendantes pour la matrice
exacte t. La propriété de stationnarité de 1’équation (II1.26) peut étre établie si nous utilisons
I’équation de Lippmann-Schwinger pour la matrice de transition t. Nous allons voir dans une
section ultérieure, comment la forme fractionnaire de 1’expression stationnaire (II11.26) peut

étre utilisée itérativement dans une stratégie de calculs approximatifs.

Dans les équations (II1.23) et (II1.24) on note 1’existence d’une intégrale multiple sur la
fonction de Green. La difficulté associée a cette intégrale multiple peut étre réduite par

exemple, en considérant la forme alternative [32].

[(p'ItIp)] = < |x(+)> <§7’|p>—< (v G§+))|x;+)> (I1.27)

ou nous avons introduis les facteurs de forme :

7y =V 1wy?) (I1L.28)
(e | = w1V (I11.29)
L’expression variationnelle de Schwinger (I11.27) est stationnaire a 1’ordre 1 par rapport a des
variations des fonctions d’essaislxz(f)) et (X,(,T)L Dans I’équation (II1.27) on a une intégrale
simple sur les fonctions de Green libre. Cependant, dans la méme équation apparait une

intégrale sur le potentiel inverse V™! qui mérite une attention spéciale.

On peut aussi réécrire le principe variationnel de Schwinger (I11.23) ou bien (I11.27) dans la

forme suivant :

[@'lelp] = (p' |V use) + (15lp) = (| (1 = 660 )|wr) (I1.30)

qui est stationnaire a 1I’ordre 1 par rapport a de petites variations des fonctions d’essais |\y;+))

et (\|/§;)|. Contrairement aux équations (II1.23) et (II1.24), Dans la forme (II1.30) du principe
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variationnel, nous avons affaire a une intégrale simple sur la fonction de Green et aucune

intégrale sur ’opérateur inverse V1.

Les expressions (I11.27) et (II1.30) peuvent aussi étre écrites dans des formes fractionnaires

¢quivalentes :

(Pl ) )
i |(v7-657) )

: A el
[(p'ltlp)] = <x<;_,)|(1—G(§2§V)|\V;2)>

[(p'ltIp)] = i (IIL.31)

(111.32)

Les principes variationnelles (II1.30) et (II1.32) ne sont pas symétrique par inversion de temps.
Cependant, ceci ne constitue pas un obstacle pour les applications numériques. Par

¢quivalence au principe variationnel (II1.32) on peut transposer les principes variationnels :

' 1elp)] = (w$|V]p) + (o) = (w2 (1= va) [P (I11.33)

et

: G\
[{p'ltIp)] = <f;7)|(1_>563+))|xé+>>>

(111.34)

Une procédure de calcul utilisant les principes variationnels cités auparavant est obtenue en
prenant les fonctions d’essais comme combinaisons linéaire des fonctions de base d’un
ensemble donnée. Dans une situation idéale, ces fonctions de base doivent étre orthonormées
et linéairement indépendantes. Cependant, ces conditions ne sont pas toujours réalisées dans
un calcul numérique. Les coefficients de développement de la fonction d’essai en termes des

fonctions de base sont déterminés en considérant la propriété de stationnarité.

Une stratégie de calcul numérique peut étre développée a partir du principe variationnel

(IT1.23) avec le choix des fonctions d’essais :

) = S a(0)If) (IIL35)
Wi = Zi-i(f]b; " (111.36)

ou a; eth; sont des coefficients a déterminer par les exigences variationnelles et les

fonctions |f;) forment I’ensemble des fonctions de la base.
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Nous avons utilis¢ le méme ensemble des états de base pour les deux fonctions d’essais.
Ceci n’est pas essentiel, mais ’avantage est de maintenir le résultat symétrique par

inversement du temps.

Pour déterminer les coefficients a; et b;, nous substituons les équations (IIL.35) et (II1.36)
dans le principe variationnel de Schwinger (I11.23) et nous exigeons que 1’expression résultant

soit stationnaire par rapport a des variations indépendantes de a; et by, il s’ensuit que :

bi(p") = XL (p'IVIF)D (IT.37)
ai(p) = Z3-1 D {fi|Vp) (I1L38)
ou,

(DY, = <f,-|(v ~VGV) ﬁ->, Lj=1,.,n (I11.39)

Ici D™ est une matrice den X n, construite par inversion de la matrice, sans doute, non

singuliére, D~ de 1’équation (I11.39). Avec ces coefficients du développement, les fonctions

d’essais des équations (I11.35) et (II1.36) deviennent :

ISPy =381 DEP{f |V Ip) (111.40)

(WS = 2@ IVIFDIIf) (LIL41)
En substituant les résultats du calcul effectu¢ plus haut dans 1’équation (II1.33), nous

obtenons la matrice t de Schwinger dans une forme dégénérée de rang (n).

[P'lelp)] = T3 @' V1D {51V [p) (I11.42)

Pourn = 1, I’équation (I11.42) se réduit a la forme fractionnaire de rang-1 (II1.24) pour le
principe variationnel de Schwinger et par conséquent elle doit étre considéré comme une
généralisation multi-rang du résultat de rang-1 (I11.24). Le résultat (I11.42) peut étre, reconnu
comme étant ’'unique résultat obtenu avec la méthode bien connue des moments pour

résoudre les équations intégrale de Fredholm (i.e. équation (II1.17)).

La matrice t de rang n de I’équation (II1.42) est obtenue si on résous 1’équation de

Lippmann-Schwinger avec le potentiel dégénéré de rang n suivant:

[ Valp)] = Z2, 0 VIR BV (£i| V) (111.43)

ou la matrice B n X n est définie par ces élément inverses :
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BY={fVIf), ij=1..n (I11.44)

Pour un développement réel des fonctions |f;) et un potentiel Hermitien réel V le potentiel de
rang n, (p'|V|p) est aussi réel est Hermitien. Par conséquent la matrice variationnel ¢ (I11.42),
satisfais automatiquement la condition d’unitarité et les déphasages résultants sont réels. Le
potentiel de rang n de 1’équation (I11.43) possede la propriété¢ d’étre exact quand il opére sur

tout combinaison linéaire des fonctions |f;), i = 1, ...,n puisque,

Filh=(flv, i=1,..,n (111.45)
VALY =VIf), i=1,..,n (111.46)

En assurant que I’ensemble des fonctions |f;) devient complet quandn — oo, dans la
méme limite I, - V, ett, — t. Par conséquent, plus le nombre de fonctions introduit dans la

base est grand, plus le résultat sur la matrice t sera meilleur.

Une stratégie de calcul doit étre développée a partir du principe variationnel (II1.30) avec

le choix des fonctions d’essais :

) = By a:()If) (I1.47)
S = Z-advylb; (0" (111.48)
ou a; et b;, i =1,..,n sont les coefficients d’expansion et |f;) et (v;|, i=1,..,n

forment I’ensemble des fonctions de base.

Comme le principe variationnel (II1.30) n’est pas symétrique, il n’est pas nécessaire de
prendre le méme ensemble de fonction de base pour deux fonctions d’essais. Apreés nous
substituons les fonctions (I11.47) et (I11.48) dans le principe variationnel (II1.40) et exigeons
que D’expression résultant des calculs soit stationnaire par rapport a des variations

indépendantes de a; et b; . Nous aurons alors :

bi(p") = X (p'IVIfi) €Y (IT1.49)
a;(p) = ?=1Cl-(j”) (vilp) (111.50)
ou:

€ ={e| (1= 65V)|), ij=1m (IIL51)

Quand ces coefficients sont substitués dans les équations (I11.47), (I11.48) et (I11.30), nous

obtenons la matrice variationnelle t de rang n :
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[(p'IVulp)] = 27 IVIFICT (i) (IIL52)
L’¢équation (II1.52) peut étre comparée avec 1’équation (III1.17) obtenue par la méthode des
moments pour une équation générale de Fredholm. Ce résultat devrait étre déduit a partir de

I’équation (I111.42) en prenant (v;| = (f;|V, pour une raison que les principes variationnels
(111.23) et (I11.30) sont aussi lié par une relation telle que (xz(;)l = (wg;) |.

Finalement, si nous prenons V|f i) = |1r;) et une équation semblable pour son transpose

dans I’équation (II1.42). Nous obtenons la forme alternative du principe variationnel de

Schwinger :

[P Valp)] = 2F s L) U () (II153)
avec .

W= o] (7 =657 o), i=1m (IIL54)

Ce résultat et unitaire et symétrique par inversion de temps. Le développement (II1.34)
peut aussi étre dérivé a partir de la forme trilinéaire (I[1.27) en faisant un développement du
facteur de forme y des équations (II1.28) et (II1.29) en termes des fonctions de base v;,i =

1,...,n. Comme ces facteurs de forme sont engendrés par le potentiel, alors ils sont L? .

[I1.3.2 Chois des fonctions de base

Plusieurs formes du principe variationnel de Schwinger ont été discutées jusqu’ici. Il est
maintenant nécessaire d’évoquer le probleme de choix de la base. Un choix correct des
fonctions de base est fondamental pour le succes du principe variationnel dans une application
numérique. Les fonctions d’essais d’une méthode variationnelle doivent étre choisies en
satisfaisant certaines propriétés asymptotiques de la fonction qu’elles approchent. Le choix
doit aussi reflété les propriétés du potentiel en considération: courte portée ou non,

dépendance en énergie ou non, Hermitien ou non, et ainsi de suite.

Les fonctions d’essais |y/1(,+)) et (y/;",)l des principes variationnels de Schwinger (I11.23),
ou bien (II1.24) peuvent étre prises dans L?. Cependant, ces fonctions d’ondes de diffusion
sont non normalisable, dépendantes en énergie et ont un comportement oscillatoire a I’infini.
Si ce comportement asymptotique est inclus dans la fonction d’essais, on peut s’attendre a une

convergence rapide.

L’inclusion de condition aux limites asymptotiques correctes dans la méthode

variationnelle de Schwinger basé sur 1’équation (II1.23) ou bien (II.24) est désirable
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uniquement pour obtenir une convergence rapide. Dans 1’équation (II1.42) les fonctions
d’essais sont toujours multipliées par le potentiel. Ainsi, pour un potentiel de trés courte
portée, le comportement asymptotique longue portée de la fonction d’essais se trouve écarté.
De ce fait, pour des potentiels de trés courtes portées, il n’ya aucun avantage réel a utiliser des

fonctions d’essai oscillatoires.

Pour un potentiel de courte portée, les fonctions exactes (IIL.28) et (II1.29) sont L?. Dans
I’équation (I11.53) les fonctions d’essais doivent donc étre choisies dans L. 1l existe deux
fonctions dans les principes variationnels (II1.30) a (III.34). La fonction exacte ¥ non-
normalisable et la fonction y qui est une fonction L. Pour un calcul numérique, ces deux
fonctions peuvent étre prise dans L2. Cependant, pour une bonne convergence, la fonction
approchée i doit avoir un comportement oscillatoire a D’infini, tandis que la fonction

approché y doit étre prise dans L?.

La méthode variationnelle de Schwinger (II1.53) a aussi été utilisée avec succes dans le
calcul numérique pour un potentiel local dans un espace de configuration [11]. Cependant,
dans cette forme, on est en présence d’une intégrale sur 1’opérateur potentiel inverse V=1 qui
ne peut étre défini pour toutes variables d’espace de moment et de configuration. Ceci ne
constitue pas un obstacle, du moment que nous nous intéressons aux ¢léments de
matrice (4rj|V|4fi> qui doivent étre fini pour des fonctions d’essais appropriées et non pas a
’opérateur inverse V! méme si celui-ci diverge. Par exemple, pour un potentiel de Yukawa
V(r) = M, et par conséquent pourV~1(r) =~ rexp(ur), tel que V~I(r)diverge
quand r — oo. Cette divergence peut étre taclé par la fonction L? suivante: vi(r) = (r|4fj) =
</lfj|7'> = exp(—jar)j=1,..,naveca > /r—J Alors, les éléments de matrice (vle‘ll/Lri) sont
finis. Dans ce cas I’ensemble des fonctions de base est supposé étre une bonne représentation

de la fonction <r|V| (//1(,:)) qui est une fonction L? pour un potentiel courte-portées. L équation

(ITI.53) a été rarement utilisée dans les calculs numériques. Comme cette méthode
variationnelle nécessite le développement d’intégrales simples par rapport a la méthode
variationnelle de Schwinger habituelle (I11.42), elle doit recevoir plus d’attention dans le
future. Cependant, la plus part des potentiels communément utilisés en physique nucléaire et
atomique sont non locale et présentent un cceur répulsif a courtes distances et une attraction

longue portée. Pour de tel potentiels V1 est singulier a r fini, et un soin particulier dans le
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choix des fonctions de base est nécessaire en utilisant (I11.53) qu’il ne I’est dans I’application

simple avec les potentiels de Yukawa ou exponentiels.

[11.4 Formulation variationnel
En mécanique quantique non relativiste et indépendante du temps, 1’équation de

Schrédinger est équivalente dans sa forme au probléme aux valeurs propres conventionnelles.
Hly) = E|y) (I1.55)

ou bien de maniére équivalente :

(H = E)|y) =10) (I11.56)

ou E et H sont I’énergie totale et le Hamiltonien totale respectivement d’un systéme
quantique décrit par le vecteur | ).

La contrainte de Schrédinger peut étre réinitialisée en accord avec 1’équation (II1.56)
comme suit; un vrai systéme physique ou processus physique décrit par 1’observable (H —
E) est bien exprimé, microscopiquement, par le développement sur |y) si et seulement si le

vecteur de Schrodinger (H — E)|y) défini un espace nul.

I1 est clair que 1’équation (II1.56) peut étre écrite sous la forme [33, 34] :

(Oy|H—E|y)=0 (IT1.57)

ou |dy)est une variation arbitraire de |y). L’équation (II1.57) vérifie aussi le principe
variationnel :

O(y|H—E|ly)=0 (IT1.58)
Suivant la notation de Wildermuth et Tang [35], I’espace de développement |y) peut étre

obtenu, de fagon similaire pour les problémes des états liés et de diffusion, par la conjecture :
) = Ziailv) + [ ajly;) dj (111.59)

L’ensemble {|y,)} est composé¢ de vecteurs linéairement indépendants, mais pas
nécessairement orthogonaux satisfaisant les mémes conditions aux limites que | ).

La variation sur | ) est donnée par :

|6w) = Xk Saklw,) (111.60)
Des équations (I11.59), (I11.60) et (I11.57) nous obtenons :
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(v |H—Ely)=0 (I11.61)
ou k représente tout les états possibles du systéme considéré.

Pour les calcules pratiques, |w) est remplacé par un espace de développement test |«//§n))

définie par :
| #7) = St ) (I1L62)
ou n est la dimension de | gygn)).

De facon similaire, les équations (II1.57), (IIL.58) et (II1.61) se réduisent aux formules

suivantes :

(oy”|H - Ely™) =0 (I1L.63)
S(yW|H - Ely™) =0 (IIL64)
et:

(VM|H-Ely™)=0; k=1,..n (I11.65)

L’avantage dans I’utilisation de 1’équation (II1.65) qui est pratiquement équivalente a
I’équation (II1.63) et (II1.64) pour I’estimation des propriétés de certain systeme quantique
réside dans le fait que le vecteur ||//£n)) est libre de toutes restrictions appart celles qui ont un
aspect physique. Il est tout-a-fait légitime qu’on puisse lui attribuer toutes les valeurs
nécessaires pour décrire le comportement arbitraire d’un systéme quantique. Cependant, les
points faibles de (II1.65) sont simple a identifiés [36, 37]. Ayant assumé que I’espace de
développement test |y/§”)) d’un systeme d’état 1i¢ est composé de n vecteurs orthogonaux,
alors 1’équation (II1.65) produit n états liés (n valeurs pour E). Certains de ces états sont
caractéristiques de I’Hamiltonien H et les autres sont dépourvus de sens physiques. Pour des
systémes réels, autre que le systéme a un électron, nous avons n pseudo-états, dont certains
constituent de bonne approximation des états physiques réels et certains sont insignifiant.
Aussi, si |(//§")) est considéré comme la superposition de vecteurs décrivant les régions
asymptotiques et d’interaction du probléme de collisions, alors 1’équation (II1.65) peut

conduire a I’apparition de fausses singularités [38].
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L’équation (I11.65) exige aussi que les projections du vecteur de Schrédinger (H — E)| wgn))
dans I’espace {| ‘/’K>} soient nulles. Pour la généralisation de cette idée nous réécrivons (I11.65)

comme suit :
(¢s|H - Ely™) =0 (111.66)

ou |¢s), est appelé espace des fonctions tests du vecteur (H — E)|\|/§”)) [24,25] et peuvent étre
choisi en incluant les composantes de I’espace de développement test. En effet, le formalisme
de projection donné par les équations (I11.63), (II1.65) et (II1.66) est une conséquence directe
du principe variationnel (II1.64) et par conséquent, tout changement en terme de ces équations

se déduits du changement dans le principe de base.

[11.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons discuté des principes variationnels depuis le fondement de la
théorie quantique avec Schrodinger jusqu’au principe variationnel de Schwinger utilisé pour
les calculs sur les états liés et les états de diffusion. Nous avons montré 1’efficacité des
méthodes variationnelle dans la résolution des équations intégrales de type Fredholm. Nous
avons pu constater le lien étroit entre équations de Lippmann-Schwinger et les équations

intégrales de type Fredholm.
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VI.1 Introduction

Les processus d’interaction (excitation, capture et ionisation) examinés a la lumiere des
systemes simples (hydrogene et hydrogénoides) ont suscit¢ beaucoup d’intérét de la part des
théoriciens [1-8] et expérimentateurs [9-13]. Des techniques et méthodes d’approximation
théoriques (références déja cité) ont été congues et développées a ce sujet et les résultats des
calculs comparés aux mesures directement accessibles par I’expérience ont toujours constitué
la preuve sur la fiabilité et I’efficacité des modeles avancés. Parmi ces techniques et méthodes
d’approximation, le principe variationnel de Schwinger constitue a lui seul un outil
extrémement puissant dans 1’estimation des sections efficaces et des parametres qui s’y
rattachent. Ce principe a toujours motivé le groupe de physique théorique initié par
Bouamoud [14] et c’est dans ce méme créneau que nous voulons, par le biais de ce travail de
these, apporter notre contribution dans le calcul et estimation sur les processus d’interaction
ion-atome hydrogénoide en incluant, dans une partie ultérieure, le continuum discrétisé sur un

ensemble de fonctions pseudo-états de la cible.

Pour se faire, nous appliquons le principe variationnel de Schwinger pour estimer les
sections efficaces d’excitation de I’hydrogeéne atomique par impact de proton aux €nergies
intermédiaires. Ce sont les ¢léments de matrice de transition variationnelle qui sont
développés en premier. Il faut noter cependant, que la principale contribution a la transition
considérée se produit a petit angle (diffusion vers I’avant) pour une collision de type HF — H
a une ¢énergie de ’ordre de 50keV [15]. Dans une telle situation, le projectile décrit une
trajectoire rectiligne et par conséquent nous pouvons traiter le probleme dans le cadre de

I’approximation eikonale [16].

Nous tenons a signaler que dans la majorité de cette partie, nous avons imité les hypotheses
et développements avancés par notre groupe [4, 5, 6, 7, 8] et que le long de ce travail, c’est

I’unité atomique qui est adopté sauf mention explicite.

IV.2 Amplitude de transition variationnel

La méthode du paramétre d’impact est une méthode semi-classique qui consiste a supposer
que les noyaux se déplacent classiquement tandis que le mouvement des électrons est traité de
fagons quantique. Pour cela, considérons une collision entre un projectile de masse Mp et de
charge Zp et une cible de masse My et de charge Z; .

Dans la méthode du parameétre d’impact [17], la séparation internucléaire est donnée par :
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(IV.1a)
(IV.1b)
(IV.1c)

=
Il
+
Ny

Ny
Il
§l A=}
-

™
]l
Il
o

ou :

R est la distance internucléaire.

p est le paramétre d’impact.

v est la vitesse relative du projectile.

t est le temps pris arbitrairement égale a zéro quand R = j3 .

Electron
® e (11-1)

>

Projectile
P (MPI ZP) -

v

=¥

Cible
"""""""""""""""""""""""""""""""""""" 9T (My, Z7)

Figure IV.1 : Systéme projectile-cible
% est la position de 1’électron relative a la cible T.

S est la position de 1’électron relative au projectile P.

Le Hamiltonien total du systéme dans la voie ¢ (quelconque) est donné par :
H=H +V, (Iv.2)

H, est I’hamiltonien des particules sans interaction donnée par H, = Hy + Tp

avece

Hy =% _Zr (IV.3)

2 X
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et

Tp = —iAR IV .4)

ou u représente la masse réduite donnée par :

_ Mp(M7+1)
T MpyMr+1

(IV.5)

V. est le potentiel d’interaction entre les particules en collisions. Ce potentiel se met sous

forme :

=2r_= (IV.6)

En 1972 Janev et Salin [18] ainsi que Belkic, Gayet et Salin (1979) [19] ont montré que les

sections efficaces totales sont indépendantes du potentiel interagrégat donnée par :

Vine = 22402 (Iv.7)

11 faut noter aussi que dans le calcul de I’amplitude de transition, I’influence de ce potentiel
se réduit a un facteur de phase dépendant du paramétre d’impact g donné par p?ipr=1/v; et
que sa contribution a la section efficace différentielle doit étre réintroduite si nécessaire. Ceci
nous incite a ignorer le potentiel interagrégat lors du calcul de ’amplitude de transition, et

ainsi définir I’interaction responsable de 1’excitation par :

v=y, -2 (IV.8a)
R
1 1

v =2(3-3) (IV.8b)

Soient |a(z)) et |B(z)) respectivement les états initial et final de la cible, solutions de

I’équation de Schrodinger eikonale avec le seul Hamiltonien de la cible Hy :
{~iv 2 + Hr ()} la() = 0 (IV.9a)

{~iv =+ H (D} 1B() = 0 (IV.9b)

En choisissant 1’origine des coordonnées sur le noyau de la cible, nous obtenons :

a(2) = (%, 2la(2)) = e o2, (%) (IV.10a)

€

B(2) = (3, 21B(2)) = e o0y (D) (IV.10b)

ou €, et egdésignent respectivement les énergies propres des états ¢, et ¢p , et X I’ensemble

des coordonnées électroniques.
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Dans la méthode du parameétre d’impact, les états de diffusion It//:; (z)) et | Vg (2)), vecteurs

propres de I’Hamiltonien total du systéme, satisfont respectivement aux conditions d’onde

sortante et entrante. Il faut ajouter que les notations |1//;(z)) et |v//§(z)) et |a(2)) et |B(2))
signifient que les états de diffusion |y/;) et lWl_?) ainsi que |a) et |B) ne dépendent pas

seulement des coordonnées électroniques X mais aussi de la composante z de R.

Les états de diffusion |1//; (2)) et lWl_? (z)) sont déterminés par les équations de Lippman-

Schwinger eikonales suivantes [17] :
1V (2)) = la(@) + [*7 dz' GF (z — 2)V ()| v/ (2) (IV.11a)
V32 = 1B + [ d2 G (z = )V (D] yp(2) (IV.11b)

Ces ¢tats de diffusion sont solutions de 1’équation de Schrodinger dans la méthode du

parametre d’impact, soit :

{~iv 2+ He @) +V}vE@) =0 (IV.12a)
{~iv 2+ He(@) +V} v @) =0 (IV.12b)

Les fonctions de Green Gj (z — z') et Gy (z — z") correspondent a la fonction de Green GF

eikonal associée a ’hamiltonien H, et vérifiant les équations suivantes :

{~iv 2+ Hy (@)} G (z - 2) = =8(z — ) (IV.13)
En utilisant les conditions initiales :

G (z)=0 z<0 (IV.14a)
Gr(z2)=0 z>0 (IV.14b)

En résolvant 1’équation (IV.13) pour le propagateur de Green G7, il est simple de montrer

que :
G (z—2)la(z)) == |a(2)6(z - 2) (IV.15a)
GF(z— BN =~ IB(2)0(z — 2) (IV.15b)

ou 6(z — z") est la fonction Heiviside.
Ce qui est équivalent, par définition, au résultat :
L '
G (z - 2)]a(z)) ={‘;|“(z)) 2>z (IV.162)
0 z<z

Un résultat pareil pour f(z) ; c¢’est a dire :
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{ '
6H(z = IBE) = {‘«7 By 2>z (IV.16b)
0 z<7
Si seulement on désigne par la notation [ | ] [Dintégration sur les coordonnées

¢lectroniques on peut montrer que I’amplitude de transition s’écrit :
aga (ﬁ) =lim,_ ;o [ﬂ @) WZ (Z)] = limg_ 16 [ Wg @) OC(Z)] (IV 17)

On peut également démontrer que I’amplitude de transition se met sous une autre forme

donnée par Janev et Salin [18]; soit :

aga(P) = 8pe + lim [ d[B(2)|y}(2)] (IV.18a)
En réécrivant cette expression sous la forme :

apa(B) = 8 + lim_[7 ZLa[B@)IvE(2)] (IV.18b)

et en utilisant les expressions (IV.9a, b) et (IV.12a, b), nous aurons :

{~iv 2+ 1)} 1B(2)) = 022 |B(2)) = —= H;|B(2)) (IV.19)
et
{iv =+ Hp(2) + VY (@) = 02 [y (2)) = — < (Hy + V)1 (2)) (IV.20)

L’équation (IV.18b) devient enfin :
Gpa = 80— [ dz [B(@)|Hy + V—H |y (2)] (IV.21a)
Apo = 8pa == [ dz[BDIVI;(2)] (IV.21b)

A partir des équations de Lippmann-Schwinger (IV.21a), (IV.21b) et de I’expression

(IV.17) de I’'amplitude de transition ag,(p), cette derniére est écrite sous d’autres formes :

apa(P) = Spa — = [ dz [B@)IV I/ (2)] (IV.22a)
apa(B) = 0pa == [ dz [y (DIV ()] (IV.22b)

= g0 — = |7 dz [y (D)IV = VGIVIY,(2)] (IV.22¢)
En écrivant (k|®|k") = fjozo dz(k|®|k’) ou ® dénote un opérateur, et la notation ( | )

indique que I’intégration est effectuée sur les coordonnées électroniques et la coordonnée

z de R, on peut écrire symboliquement les trois formes équivalentes de age(p), soit :
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aga () = — = (BIVIy}) (IV.23a)
apa(P) = == (v IVI@) (IV.23b)
apa(B) = =5 (W5IV = VGEVIy2) (IV.23¢)

A partir de ces trois formes de ag,(p) et d’une fagon complétement analogue a

I’établissement de la forme variationnelle dans le cas d’une collision directe (une seule voie
de réarrangement), on obtient ’amplitude de transition variationnelle de Schwinger sous sa

forme eikonale :
aga(®) = (=3) (BV1v2) (=) V1) /(=) (WplV = VGiVIvg) (IV.24)

Du fait que les états de diffusion ne sont pas connus d’une fagon exacte, on prendra comme

¢états d’essai les vecteurs |TV;) et IT//[;) tels que :

W5y = 1wl) + 16y7) (IV.25a)
V) = 1) + 15 v/p) (IV.25b)
Ces ¢états sont développés par la suite dans un sous espace vectoriel de dimension N :

%) = XL, a; i) (IV.26a)
Wg) = ZjC1 b 1) (IV.26b)

De maniere similaire au traitement quantique, I’expression de I’amplitude de transition
age(p) donnée par la relation (IV.24) est stationnaire par rapport a de petites variations des

¢états de diffusion |¢//:;) et | y/g) autour de leurs valeurs exactes.

L’insertion des solutions de I’équation Sag,(p) = 0 dans I’expression de I’amplitude de

transition approchée dg, (o) donnée par :
a5 = (=) BIVITE) (=) Ty lVIa) /(=) IV = VGiVIT) (Iv.27)
conduit a la forme :

Gpa(P) = (=) T, ZVL(BIVIDD ) (IVIa) (IV.28)

v

ou (D~1);; est I’élément (i, j) de matrice D~*, inverse de la matrice D définie par I’élément :

Dj; = IV = VG Vi) (IV.29)
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Remarque :
Lors du développement des états de diffusion approchés |7) et %) nous avons pris une

base constituée seulement par les états de la cible et nous avons ignoré I’inclusion des états de
capture sur le projectile. Ceci suppose que 1’effet de couplage, entre la capture et I’excitation
qui existe dans le domaine d’énergie qui nous intéresse, doit étre faible pour que le principe
variationnel reste fiable et ceci est vrai lorsque la charge du projectile est plus faible que celle

du noyau.

V1.3 Calcul de 'amplitude de transition

VI.3.1 Amplitude de transition eikonale

Nous essayons de déterminer les formes simplifiées de 1’amplitude de transition et de la
section efficace totale dans le cas d’un processus d’excitation d’un atome par impact d’un
proton ou d’un ion nu, a I’aide de I’amplitude variationnelle obtenue dans la méthode du
parametre d’impact. En effet I’amplitude de transition quantique correspondant au processus

a — f§ est donnée par :

Tge = (BV]¥}) (IV.30)

au premier ordre en % ou u représente la masse réduite du systeéme en collision, la fonction
d’onde de diffusion s’écrit [19] [21] :

v (R, %) ~ Exp(iky - R) P (5,2,%) (IV.31)

ou t,//:;E est la fonction d’onde eikonale.

Par conséquent, on obtient ’amplitude de transition quantique sous sa forme eikonale :

Tge = [ dRd%e™ @R, V(R,Z) v2F (52, %) (IV.32)

ou g représente le transfert d’impulsion qui peut s’écrire grace a ses deux composantes

longitudinale et transverse par rapport a la vitesse initiale v :
G=rhy—kp (IV.33)
§=qs " "—T7 (IV.34)

ou 7 est le transfert d’impulsion transverse tel que 77 v = 0.

Dans le repere du centre de masse, la conservation d’énergie s’écrit :
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K, . _ kb
a + e, = Z + €p (IV35)

ou €, et eg désigne respectivement les €nergies des €tats li€s initial et final.
On peut démontrer que pour u >» 1, le transfert d’impulsion longitudinal prend la forme

suivante :

4o =+ 0() (IV.36)

v

et en utilisant la relation R = 5+ Z on aboutit a :

GR~L"%74+%-5 (IV.37)

v

En reportant cette expression approchée de R dans I’amplitude de transition donnée par la

relation (IV.32), on obtient la forme suivante :

Tpa () = [ d*Be" P (BIV]y") (IV.37)
ou les vecteurs |a) et |B) vérifient I’expression :

(%, z|k) = e"izek/v , (%) (IV.38)

avec (k = a,pB) et la notation ( | | ) qui indique que I’intégration est effectuée sur les

coordonnées électroniques et sur la composante z de R.
Dans le cas ou @ # f et a I’aide de I’expression (IV.22a) la forme (IV.37) de ’amplitude

de transition dans I’approximation eikonale devient [17] :
Tﬁa (ﬁ) = v f d26ei.ﬁ.ﬁpzizp(ZT—l)/vaﬁa (,5) (IV.39)

Notons que dans cette derniere expression, nous avons réintroduit le facteur de phase

p?iZpZr=D/v représentant la contribution du potentiel interagrégat (IV.7).

VI1.3.2 Section efficace d’excitation

Pour un processus d’excitation, la section efficace différentielle est donnée par la relation :

dog, 2 kg 12
= 4“—7T25|T,;a(77)| (IV.40)

ou dQ = sin(0)d6 d¢ représente 1’angle solide.

Dans le cas o I’énergie incident est trés supérieure a la différence d’énergie (e, — €p)
entre les états de la cible |a) et |B) et a partir de la relation (IV.34) on se permet d’écrire dans
le cas de faible transfert d’impulsion longitudinale :

ka/kg = 1 (IV.41)
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Ce qui conduit a la section efficace différentielle :

dopy _ l‘TBa(ﬁ)
ae | 2 (Iv-42)

et par conséquent, la section efficace totale sera donnée par :
2 . KT pa(7) z
= J "dopg f:sm(eﬁ) dbg |—[2”n | (IV.43)

En différentiant ¢ calculée a partir des expressions (IV.33a) et (IV.33b), et en utilisant la

relation (IV.41), nous pouvons écrire :
ndn ~ p*v?sin(6g) dop (IV.44)

En tenant compte du fait que ¢p = ¢,, la section efficace totale s’¢€crit :

2 o Tpa (|2
Opa= Iy dpy fy " dn |t (IV.45)

2m

En remplacant T, (7)) par son expression (IV.39), et en appliquant la transformée de Fourier a

deux dimensions nous aurons pour la section efficace totale :

0pa = | d%f |aga(P)|” (IV.46)

Puisque le systéme présente une symétrie azimutale on aura :

o) 12
opa =21 Jy " dpp |aga (P (IV.47)

Cette expression détermine la section efficace totale pour un processus d’excitation. Elle
reste toujours valable tant que la méthode du parametre d’impact est justifiée.

Nous avons souligné précédemment que I’amplitude ag,(p) est variationnelle, et qu’une
forme approchée noté dgz, () est complétement déterminée par I’expression (IV.28) quand on

développe les états de diffusion approchés dans un sous-espace vectoriel de dimension N.

Remarque :

Du fait que dg,(p) ne nécessite aucune intégration sur le paramétre d’impact g, on a pu
s’affranchir d’une difficulté majeure, celle de la divergence qui apparait dans 1’évaluation des
¢léments de matrice de type (i|V|j) et (i|[VG{V]j) entre états hydrogénoides dégénérés lors
d’un calcul fait d’'une fagcon complétement quantique quand on intégre sur le paramétre

d’impact p.
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La partie qui suit est consacré a I’évaluation des ¢léments de matrice de type (i|V]j) et
(ilVGFV]j) nécessaire pour le calcul de Iamplitude de transition dge(P) qui constitue une

partie majeure dans la mise en ceuvre du principe variationnel de Schwinger.

V1.4 Evaluation de 'amplitude de transition variationnelle
Notre objectif dans cette partie est de déterminer 1’amplitude Gg,(p). Cette dernicre
nécessite ’évaluation des ¢éléments de matrice de type (i|V]j) dit de Bornl et de type

(ilvGfVv]j) dit de Born2, ou |i)et|j) sont solutions de I’équation de Schrodinger avec

I’Hamiltonien H; de la cible. Il faut rappeler également que la notation (| | ) signifie que

I’intégration est effectuée sur la composante z de R et les coordonnées électroniques X de la

cible.

V1.4.1 Détermination des éléments de matrice de premier ordre (i|V|j)
Dans le chapitre précédent nous avons exprimé les éléments (i|V|j) par :

Qv = 77 dz(ilvlj) (IV 48)

ou les vecteurs|i) et |j) possédent la forme donnée par la relation (IV-10a, b), et représentent

aussi bien les états initiales et final |a) et |B).

Soit :

(%,z|k) = e_iev_kz(pk(f) aveck = a,p (IV.49)

On aura alors :

V) = [T7dz [di e Pp; @) V(R %) e ;@) (IV.50)
si on note :

Wy (3, 2) = [ di 9; @) V(R, ) ¢; () (IV.51)
Oon aura .

WVI) =12 dz v 2 Wy(3,2) (IV.52)

ou €; et €; désignent respectivement les énergies associées aux ¢€tats €lectroniques |@;) et |@;)

On montre que W;;(p, z) se met sous la forme :

Wi (p,2) = e!Mmm)erw;; (p, 2) (IV.53)
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ou m; et m; sont respectivement les nombres quantiques magnétiques des états |@;) et [¢;) et

@g représente I’angle azimutal relatif au paramétre d’impact .

Nous donnons ci-apres les différentes propriétés de symétrie des €léments W;; utiles dans
I’¢laboration des formes simplifiées des ¢éléments de matrice a traiter numériquement. La
consommation en temps de calcul et en maticre de stockage mémoire de données sera
considérablement réduite suite a I’'usage de ces propriétés de symétrie. Il faut noter cependant,

que, dans les éléments W;;, nous avons volontairement ignoré la dépendance explicite en p

Lj»

(module et angle) et ceci dans le but de rendre 1’écriture moins encombrant.

Wi;(z) = Wi;(2) (IV.54a)
Wij(z) = Wji(2) (IV.54b)
Wij(=2) = (=14 L™ (2) (IV.54c¢)
W_;_j(2) = (D)™ " W;;(2) (IV.54d)

Dans cette dernicre expression, les indices —i, —j, signifient respectivement le changement

simultané de m; et m; en —m; et —m;.

Il faut noter également que I’utilisation de ces propriétés de symétrie permettent de réduire
le nombre d’éléments de matrice a calculer d’une fagon numérique, et de restreindre
I’intervalle d’intégration sur z de | —co, +oo[ a des valeurs de z > 0 seulement.

Si on pose :
dyj = (IV.55)

v

on aura les éléments :
. . 0 +oo id::z
@V = [[2, dz + [, dz| ez w;(2) (IV.56)
Déterminons la fonction G;;(x,y) comme suit :
Gy (x,y) = [ dze'iZ Wy (2) (IV.57)

En utilisant les propriétés de symétrie des éléments W;;(z) on obtient les propriétés suivantes

pour la fonction Gj; :
Gy (—x,~y) = (~D'FHEMIGE (x,) (IV.58)

Gij(x, y) = Gj(x, y) (IV.59)
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ou G;; est la fonction conjuguée de G;;

Par conséquent, I’expression (IV.56) devient :

(V1)) = G;j(0, +00) + (=1)HFL*™i=™i G (0, +00) (IV.60)

ou D'intervalle d’intégration ]—oo,4+oo[ peut étre transformé en une seule intégration dans
I’intervalle [0, +oo].

Du fait qu’on peut définir une forme asymptomatique plus simple de W;;(p,z) notée
W*(p,z) pour un parametre d’impact p donné et pour des valeurs de z suffisamment
grandes (z étant positif), le calcul de G;;(0, +o0) se simplifi€ : nous avons divisé I'intervalle
d’intégration sur z en deux : un intervalle [0, Z j[ aussi petit que possible ou I’intégration sur z
est effectuée d’une facon numérique et un autre [Zi i +00[ dans lequel I’intégration est faite
d’une facon analytique.

Pour une transition donnée j — i, on peut définir une région asymptotique par la valeur

Zij = 0 telle que :

Wi(p,2) » W(p,z) (22 etz 23p) (IV.61)

et par la suite nous aurons :

Gij (0, +00) = G;;(0,2;;) + G°(0,2;5) (IV.62)
ou
G;j(0,2;) = [ dz ' W;(2) (IV.63)
et
G (2y) = G5 (2, +o0) = [, dz "W W (2) (IV.64)

La fonction G;; (0,2 ;) est calculée numériquement, par contre la fonction G7 (2 j) est calculée

d’une facon analytique.

VI1.4.2 Détermination des éléments de matrice de deuxiéme ordre (i|VG7V|j)

La difficulté¢ majeure du principe variationnel de Schwinger réside dans 1’évaluation des
¢léments de matrice(i|VG{V]j). En effet, le sous-espace des états engendrés par les bases
|i) et |j) doit étre bien choisi pour décrire convenablement les états de diffusion d’une part, et

d’autre part une mauvaise représentation de 1’opérateur G; entraine une erreur dans le calcul
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de ces ¢léments qui modifie ’amplitude de transition et par conséquence les prédictions

physiques.
Dans le but de décrire convenablement les processus physiques nous avons investi tous nos

efforts dans une représentation adéquate de Gj ; condition d’une bonne évaluation des
¢éléments (i|VGFV|j). Pour ce faire, nous avons développé I’opérateur eikonal G; sur une base

complete formée par les états électroniques de la cible, états propres de Hy.

On peut montrer que I’opérateur eikonal Gf peut s’écrire sous la forme :
Gi(z,2) = —iexp (— ifZZ, Hy (u)du) 0(z—1z" (IV.65)
ou 0(z — z") est la fonction de Heiviside.

En substituant I’opérateur G; par la forme obtenue dans 1’élément de matrice (i|[VG;V|j) et en

introduisant les relations de fermeture :

YAt =1et [dvlv)v| =1 (IV.66)

nous pouvons alors écrire

GGV = [£+]] G@VIv (-1) 6z = 2)(MVI)) (IV.67)

i
v

Le symbole [¥+/ | _englobe tous les états discrets et les états du continuum de la cible.

11 faut noter que, comme les vecteurs |j), les vecteurs |v) ont la forme :

@ 2lk) = e o7, () avec (k= v)) (IV.68)

En développant I’expression (IV.67), et en utilisant la propriété de la fonction 6 :

0(z—2) = {g z i 2 (IV.69)

on peut exprimer le terme (i|VG7V|j) sous deux formes :

QVGHVI) = (-2)[S+[], 77 dz e Wy (2) |7 dz' e's™ W,;(2") (IV.70)
ou
@WVGHVI) = (=) [B+]] 70 dz' e w,;(2) [ dz €' W;,(2) (IV.71)

Conformément a ’expression (IV.61), et en définissant les régions asymptotiques par les

valeurs Z;, et Z ;, nous avons a considérer deux cas :
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- Pour Z;, > Z,; il est plus facile d’utiliser la relation (IV.70) dans le calcul des €léments de
matrice (i|[VGFV1j). En effet I’intégration sur z est analytique au dela de Z,;, donc dés que
z > Z,; I'intégration double se réduit a une intégrale simple.

- Pour Z;, < Z,; il est avantageux d’utiliser la forme (IV.71). Il faut noter que I’utilisation des
relations de symétrie de W;; (IV.54a-d) et celles des éléments (i|[VG7V|j) déterminées dans

I’annexe A-I, nous permet de trouver la forme (IV.70), et par la suite de mettre un programme

unique de traitement numérique dans le but de calculer les éléments de matrice.

Nous avons alors, en ne considérant que le cas Z;, > Z,;

@VGHVI) = (—5) [B+ ], + Hyj(—o0, +00) (v.72)
ou
H}j (=00, +00) = [* 7 dz e'®? W, (2) [°_ dz' &% W,;(2) IV.73)

En utilisant les propriétés de symétrie de W;; et de la fonction G;; définie par I’expression

(IV.57) nous pouvons écrire (Annexe A-I) :

Hj (=00, +00) = G;(0, +00) { (=)' +U+™ ™Gy (0, +00) + (=1)HHHHMT™i G (0, +00)} +

Hi‘;'(O, +00) + (_1)li+lj+mi_mj+1Hi'}*(O, o) (IV.74)
ou
HE(0,+0) = H}5(0,2,;) + H{j(Z.), Ziy,) + H; (241, +00) (IV.75)

avec la fonction

Hj(x,y) = [ dze's? W (2) G,;(0, 2) (IV.76)
Les intégrales de I’expression (IV.75) ont les trois caractéristiques suivantes :

1)- Hl-‘;-(O, Zvj) est le résultat d’une intégration double numérique.

2)- Hj; (Z,,j, Z; V) est le résultat d’une intégration simple numérique.

3)- H;(Z;,, +o0) se réduit a une expression analytique dite H; **(2;,) définie comme suit :

HY S @) = [} dze'? Wi ()65 (2) (IV.77a)

Ou G 7 (z) est donnée par I’expression (IV.64).

Cette forme H;; *5(Z;,) est explicitée dans 1’annexe V.
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Nous avons remarqué que pour des valeurs de v, nombre quantique principal des états | )
trés grands, les erreurs d’arrondis entrainent une instabilité¢ de calcul. Ainsi pour tenir compte
de I’ensemble des états du spectre discret, nous avons cherché une méthode de développement
en 1/v* comme celle introduite par Bethe et Salpeter [22] qui nous permet de limiter les
calculs numériques a des états de v pas trop élevés et qui garantit la stabilité pour chaque
couple d’états |i) et |j).

IV.4.3 Les éléments W;;(R) du spectre discrets

Les €léments W;; (R) nécessaires pour I’évaluation des amplitudes de transitions eikonale

de Born a I’ordre 1 et 2 sont donnés par la relation :

Wy (R) = [ di 9; () V(R, %) ¢;(D) (IV.81)
dans ces ¢léments figure le potentiel effectif :

V(R,%) =2z, [% - ﬁ] (IV.82)

ainsi que les fonctions hydrogénoide ¢; (X) et ;(¥) données, d’une fagon générale par :

(pk(f) = (pnklkmk(f) = Rnklk(x)YL:lk(f) (IV83a)
telle que :
R T gl ek IV.83b
nklk(x) e k Z#:O k[,tx ( ° )
ou :
_ 1 1/ (2zp)t+ (-*
Biw = By = 75 [ + U)! (e — e = 1] /2 Z;k“”z oo (V-830)
Yl:cn"" (X) est une harmonique sphérique [23, 24, 25] dont I’expression est :
Ymk N [2lk+1]1/2 (lk—mk)z]l/z 1 mkpmk 0 img@y IV.83d
(R = [H] 7 [B]  (—1ymenT (cos By)e (IV.83d)

ou b, et @, sont les angles polaires relatifs au vecteur X.

Les fonctions Pl:l" sont les fonctions de Legendre associées définies par [26, 27, 28, 29]:

Mk gMmk
P00 = (1 -x*)72 Py (x) pour my >0 (IV.83¢)
- (lpg—myp)!
P (x) = (=1)™ (lzt+mZ)! P (x) pour —my <0 (IV.83f)
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ou les Py, (x) représentent les polynomes de Legendre.

Les deux expressions (IV.81) et (IV.82) nous permettent d’écrire :
[T -
Wy = Z, [?’ - I(R)] (IV.84a)
= 5 s 1 N
1(R) = [ d% ¢} (%) 70, () (IV.84b)

Si on utilise le développement multipolaire [29] :

o 4 ( )l D )
31 = ZiZ0grg =g 0 (R (R) (IV.84c)
|R %| 21+1 (rs)

ou r. etry désignent respectivement le plus petit et le plus grand des modules R et x,

I’intégrale (IV.84b) devient :

I(R) = Si% =S LR Y™ (R)Y™(R) - (IV.85a)
avec :
+oo 2 (ro)t
L,(R) = fo dx x Ri(x)Rj(x)m (IV.85b)
>

et J une intégrale bien connue sous la forme :
J = (D™ [dz Y @Y™ @Y @) (IV.85¢)

dont la valeur s’écrit en termes des moments :

J=(E=Dm

(21+1)(24;+1)(2L; +1)] Y2 ( ; lj) < l l; l; )
.85

En utilisant les propriétés des coefficients 3J [30, 31] de Wigner nous obtenons les régles

de sélection suivantes pour que J soit non nulle :

lLi-L|<i<l+ (IV.86b)
m=m; —m; (IV.86¢)

Dans le cas ou le moment orbital [ = 0, I’intégrale radiale est donnée par :
Lo(R) == [ dx x?R; GO)R; (x) + [ dx xR, (x)R; (x) (IV.87a)
Ly(R) = i 2 f+°° dx x?R; 0)R;(x) + [ " dx xR (x)R; (x) (IV.87b)

En explicitant les fonctions radiales R;(x) et R;(x) suivant I’expression (IV.83b), nous

aurons :




CHAPITRE IV EXCITATION D’UN SYSTEME HYDROGENOIDE

2 (No=1)! p
Lo(r) =5/ = Z“V wBjp O)No Yp2o Cno (@) (aijR) (IV.87¢)
Avec

1 1
T =2 ("_t " n_j) (IV.87d)
No=li+lj+u+v+3 (IV.87¢)
o (P) { 1— P (IV.87f)
No\P) =11 1 1 B .
° p! + No-1 (p—1)! pourl1 <p<N,-1

Pour [ # 0, nous obtenons :

Lizo(r) = Xy BiuB ,vf+°°d O No-1g-aix (IV.88)

)l+1

L’intégrale sur x conduit aux intégrales suivantes :

+oo (ro)t No—1,—-a;ix _
0 ij
fo dx (o)1 x e RlI+1

f dx xN~1e~%i* + R fR+°° dx xN72+De=a@ijx  (IV.89a)

!
fo+oodx Ty No-1g-aijx =

(T'>)l+1
1 (N-1)! —a; (al R) [N=2(+D]' _ ; N— 2(l+1) (al R)
i A b e ¢ Day T (IV.89b)

ou N est défini comme :

N =N, +1 (IV.89c¢)
L’équation (IV.88) devient alors :

(N-1)! 1 o _ p
Lizo(R) = Zu,vBiquv—(a”)N P {1-e R EN=3 Cyi(p)(aijR)"} (IV.90a)
ij

Avec les coefficients :

% pour 0<p<2l
Cva(@) =1 1 [N=20+D)]! (IV.90b)
o T D P2 DI pour 2l+1<p<N-1

A partir des expressions (IV.87b) et (IV.90a), I’intégrale I (ﬁ) définie par 1’expression
(IV.85a) devient :

I(R) = U+Zl 0 m——lﬂ:_tl Y™ (R)-J (IV.9la)
J = T BBy ;"Ril{(l 510) — e~ R T3 C () (ai;R)"} (IV.91b)




CHAPITRE IV EXCITATION D’UN SYSTEME HYDROGENOIDE

En explicitant Ylm*l? et 'intégrale | et en utilisant les régles paires de sélection (IV.86a-c),
la somme sur [ peut étre limitée a des valeurs soit paires, soit impaires et la somme sur m a un
seul terme (m =m; — mj).

On aura alors, a partir de (IV.84a) :
W;i(R) = Wij(Ry)e™mor (IV.92a)
ou }_?)0 représente le vecteur R avec un angle g, ou:

Imax mmm ni—lj-1 oni—lj—-1 pm 0
lJ(RO) A9 ’Z o Z I BytuBni; I (cos(Br)) .

1=lmin ll ilj v=0 iu=n;ljv RI+1
((IZ_)IKII {e—ain Zg’:_(} CN,l(p)(ain)p - (1 - 51_0)} (IV.92b)
ij
avee !
T m -m'2 Ll l l; lj V.92
Ay = (DML + (2 + D) [(Hm)'] o o Ml —m omy)] (V920

Avec les conditions :

min = sup[|l; = L], [mi — m ] (IV.92d)
Imax = l; + 1 (IV.92¢)
L’expression (IV.81) peut étre mise sous la forme :

Wy (R) = (ialv (R 7)) (IV.93a)

Du fait que R est donné par une relation de ﬁo d’un angle @y autour de I’axe z on peut

alors écrire :

Wy (R) = (¢i| 9tV (Ro, %)% ;) (IV.93b)
ou R est I’opérateur rotation ; donné par R = e~Lz¥r,

I1 vient alors :

Wi;(R) = el(mi=mder (g, [V (R, %)|o;) (IV.93c¢)
soit encore :

W;;(R) = e~ ™merw;;(R,) (IV.93d)
avec bien stre :

m=m
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De la méme maniere on peut déduire une relation analogue pour aﬁa(ﬁ). En effet, par
analogie avec 1’expression (I1.26) de I’opérateur de transition T, on peut écrire, a partir des

deux relations : (k|O|k") = f_:o dz(k|®|k') ainsi que la relation (I11.37) :

age (P) = (Bla(p)|a) (IV.94a)
ou encore :
age(B) = (B|Ra(Bo)R™*|a) (IV.94b)

ou P, désigne le paramétre d’impact, projection de ﬁo sur le plan transverse (¢r = ¢g).

On aura donc

apa(B) = ' (MMEOR(Bla(y) ) (IV.94c)
qui s’écrit encore :

apa(P) = ' (MamE)PRag, () (IV.94d)

On peut €galement déterminer cette expression en utilisant la forme (V.12a) des W;; dans

I’expression (I11.37) de agq (B).

[V.4.4 Les éléments W;; du pseudo-spectre
Les ¢€léments W;; du paragraphe précédent ont été €valués pour le spectre discret d’une
cible hydrogene. Ils représentent, d’'une maniere explicite, les transitions entre €tats discrets

de la cible dans I’'unique voie envisagée dans le processus apreés impact du proton projectile.

Dans le paragraphe qui suit, c’est la contribution du continuum dans le processus
d’excitation de la cible qui est recherchée. Cette contribution, qui est faible sans étre
négligeable, dérive nécessairement d’un couplage entre voie principale d’excitation et voies
intermédiaires d’ionisation de la cible et de capture sur le projectile. Pour la voie principale
d’excitation, ce couplage peut étre entierement attribué¢ aux transitions entre états discrets et

états du continuum proche du seuil d’ionisation de la cible.

Pour des transitions entre états discrets et états du continuum, il n’est pas aussi évident
d’évaluer les €léments W;;, facilement tractable dans le cas des transitions entre €tats discrets
de la cible. En effet, les états du continu et les états liés de la cible ne sont pas normalisés de
la méme maniére. Les états liés sont normalisés par un delta de Kronecker tandis que les états

du continu sont normalisés par un delta de Dirac dans I’espace des énergies.
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Pour pallier a cette difficulté de normalisation rencontrée lors de 1’évaluation des ¢léments
de transition voir méme de recouvrement entre les états liés et les états du continu de la cible,
nous avons adopté un moyen de discrétisation des états du continu de la cible via une
procédure d’orthogonalisation de Gram-Schmidt sur I’ensemble des états exactes ou quasi

exactes de la cible.

Les fonctions d’onde quasi exactes @; adoptées dans ce travail pour représenter I’€tat j de
la cible de moment angulaire [ sont les fonctions d’onde de type Slater de Callaway et
Unnikrishnan. Ces fonctions d’onde qui s’écrivent comme combinaisons linéaires d’orbitales
de Slater se présentent en termes de parametres variationnels &; pour les puissances enticres

de la position radiale 7 sous la forme :
Dy =Y ciriie " (IV.95)

Ces fonctions d’onde doivent répondre a un minimum d’exigence comme critére de choix
des fonctions d’onde des états de la cible. Parmi les différents critéres de choix qui existent
dans la littérature (Bransden et al, 1977[32]), nous exigeons a ces fonctions d’ondes d’avoir
au moins le comportement des fonctions d’onde de 1’état fondamental et des premiers états

excités de I’atome hydrogéne.

Il faut noter que les fonctions orbitales de Slater non orthogonales qui constituent
I’ensemble des ¢léments sur lequel sont développées les fonctions d’onde de Callaway et
Unnikrishnan sont des fonctions décroissantes vérifiant les conditions de rebroussement
autour du point de singularité pres du noyau (Bouferguene et al [33]). Ces fonctions orbitales
qui imitent le comportement des fonctions d’onde hydrogénoides sont donc bien adaptées au

probléme qui nous intéresse.

Cependant, comme nous I’avons déja mentionné auparavant, les fonctions orbitales de
Slater ne sont pas orthogonales. Pour remédier a cet inconvénient et rendre le calcul des
¢léments W;; facilement tractable, nous exigeons comme conditions supplémentaires que : (i)-
les fonctions d’ondes quasi exactes des €tats et pseudo-états de la cible soit construites sur la
base d’un ensemble complet de fonctions d’ondes orthogonales. (ii)- Ces fonctions d’onde
orthogonales soit elles-mémes générées par développement sur I’ensemble des fonctions
orbitales de Slater non orthogonales via une procédure d’orthonormalisation de Gram-

Schmidt. Sur la base de ces considérations, le calcul des €léments W;; nécessite seulement

I’évaluation d’intégrales déja examinées dans le cas des transitions entre états liées de la cible.
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Ces intégrales sont exprimées en termes de fonctions gamma incomplétes (ANNEXE A-I)

définies et tabulées dans Abramovitz&Stegun [28].

[V.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons suivi une stratégie de calcul développée par notre groupe.
Nous avons utilisé le principe variationnel de Schwinger eikonal sous forme fractionnaire
pour ¢évaluer les sections efficaces d’excitation de I’atome d’hydrogeéne par impact de proton
aux énergies intermeédiaires. Les amplitudes de transition entre états discrets de la cible ont été
¢valuées en premier. Ces grandeurs vitales vont nous permettre par la suite un acces direct
aux sections efficaces d’excitation dans la gamme des énergies considérées.

Les transitions entre états liés et états du continuum de la cible ne sont pas directement
rechercher dans ce manuscrit. Le continuum proche du seuil d’ionisation est représenté en
premier par des pseudo-états de la cible dont les énergies sont positives. Ces pseudo-états sont
discrétisés ensuite sur la base d’un ensemble complet de fonctions L* de carrés sommables.
L’ensemble des fonctions de carrés sommables est soit I’ensemble orthonormé des fonctions
hydrogénoides soit I’ensemble des fonctions L* de type Slater orthonormalisée par une

procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
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CHAPITRE V METHODE L2

V.1 Introduction

Une méthode L* de fonction de carré sommable sera décrite dans le but d’approcher la
fonction d’onde de diffusion. Dans ce genre de calcul, les équations close-coupling sont
habituellement utilisées pour trouver une solution au probléme. Nous décrivons la méthode de
la matrice J qui est souvent utilisée dans les méthodes close-coupling. Le principe de base de
la méthode de la matrice J est de métre la matrice Hamiltonien du systéme développé sur les
fonctions L* sous forme tridiagonale semblable 4 la matrice de Jacobi et ensuite résoudre le
probléme par une méthode close-coupling approprié.

Moyennant le principe de base de la méthode de la matrice J, dans ce paragraphe les
pseudo-états issus du développement de la fonction d’onde du continuum sur un ensemble
complet de fonctions L* de type Laguerre seront utilisés ultérieurement dans 1’évaluation de
I’amplitude de transition variationnelle entre états liés et états du continuum de la cible.
L’amplitude de transition ainsi déterminée nous servira par la suite dans 1’estimation de la

contribution du continuum proche du seuil d’ionisation de la cible.

V.2 Méthode L2

L’idée d’employer des fonctions L* de carré sommable est d’approcher la fonction d’onde
de diffusion solution de 1’équation de Schrodinger. Pour décrire la diffusion d’un électron (un
proton) par des cibles atomiques on utilise souvent les équations close-coupling en termes de
pseudo-états. Dans ce modéle on utilise une base finie de fonctions L* pour diagonaliser le
Hamiltonien de la cible qui posséde un spectre discret de fonctions d’onde L? correspondant a
des états liés et en addition, un spectre continu d’états d’énergies positives dont les fonctions
d’ondes ne sont pas L* mais sont normalisé dans le sens de la fonction §. La dialogonalisation
dans une base L’ finie donne des états d’énergies négatives et positives. La base est
habituellement choisie telle que les voies fondamentales soit décrite de maniére adéquate
tandis que les autres états liés sont collectivement approchés par le reste des énergies

, . , , . .. . 2 ., .
négatives. Les états d’énergies positives et les fonctions L” associées approchent le continuum

de la cible.

Une nouvelle méthode congue dans le but d’améliorer les calculs sur les processus de
diffusion entiérement avec des fonctions L* de type Laguerre débute quand Heller et Yamani
[1] tentent de bénéficier de tout ’avantage des propriétés analytiques d’un Hamiltonien donné
et aussi de la base L? utilisée pour décrire la fonction d’onde. Spécifiquement, ils développent

leur théorie fondamentale en utilisant des fonctions de bases de type Laguerre appropriées
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pour des ondes de diffusions. Le Hamiltonien non couplé HY qui comprend uniquement
I’opérateur énergie cinétique est traité de manicre exacte dans 1’espace couvert par la base
compléte L?. La partie restant du Hamiltonien, i.e. la partie correspondant au potentiel, est
approché pour obtenir certain degré d’exactitude VP7°% tel que le Hamiltonien résultant
HY + VaPPToX goit qussi exactement soluble dans I’espace complet L% Cette méthode est
connue, par la suite, sous I’appellation de méthode de la matrice / en raison de la
diagonalisation de HJ qui conduit & un probléme soluble de la matrice de Jacobi. Dans un
deuxiéme article, Heller et Yamani [2] ont appliqué leur méthode pour les fonctions d’ondes
de type s dans le cas d’un processus de collision électron-hydrogéne. Ils ont montré 1’utilité de
la méthode dans la production du déphasage exacte de Burke et Smith [3] pour 1’échange
statique de diffusion. Considérant la présence de pseudo-états, 1’accord entre leurs résultats et
ceux de Burke et Mitchell [4] pour une diffusion élastique et inélastique juste en dessous et en
dessus du seuil d’ionisation est assez remarquable bien que le nombre et position des pseudo-
résonnances, soit différents dans les deux méthodes. Callaway [5] avait montré que les
résultats pour une cible hydrogéne sont largement améliorés si certaines fonction L? sont
ajoutés au développement, qui, quoique se ne sont pas des fonctions propres exactes de la

cible, permettent I’inclusion approché des contributions du continuum.

Depuis le travail motif de Heller et al [6, 7], Heller et Yamani [1, 2], et Yamani et
Reinhardt [8] qui ont développé une approche systématique pour illustrer le contexte
mathématique dans lequel les fonctions L* pouvaient approcher les solutions des problémes
de diffusions dans le continuum, les fonctions L* de type Laguerre ont été largement utilisées

pour décrire les processus de diffusion.

V.3 Méthode de pseudo-état

Dans une méthode de pseudo-état, le Hamiltonien de la cible est diagonalisé dans une base
L’ finie. Les solutions qui ont des énergies positives sont appelées pseudo-états en raison
qu’elles ne sont pas des fonctions propres vraies de la cible et leurs énergies varient avec le
type de fonctions de base. L utilisation de développement L* comme pseudo-états a été initiée
pour la premiére fois par Rotenberg [9] quant il a introduit I’ensemble d’une base Sturmienne,
complet mais non-orthogonal, avec un spectre continu pour faire des calculs sur les collisions

¢lastique proton-hydrogene utilisant un développement close-coupling.

Plus tard, Burke et al [10] ont introduit les calculs close-coupling en pseudo-état dans les

processus de diffusion électron-hydrogéne. Depuis alors, la méthode pseudo-état continu de
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jouer un role important dans 1’étude des problémes de diffusion et plus particulierement, les
collisions de type électron-hydrogene. La convergence de cette méthode a été en premier
recherchée par Burke et al [11] via un développement close-coupling modifié¢ qui augmentait
les quelques premiers états propres de 1’atome d’hydrogene avec des pseudo-états choisis
d’étre orthogonaux entre eux, avec les états propres représentant les états li€s et avec ceux du
continuum. Ils appliquent ce développement pour calculer les déphasages de diffusion
¢lastique électron-hydrogéne pour les ondes s, p, d et f de la cible. Ils ont signalé que la
méthode close coupling des pseudo-état produit une convergence considérablement améliorée
dans les déphasages ¢€lastiques a partir des valeurs close coupling. Geltmann et Burke [12] de
leurs coté, ont appliqué le développement pseudo-états pour I’excitation 1s et 2p de I’atome
d’hydrogene. Ils ont conclu que le calcul pseudo-état semble étre plus élaboré que d’autres

calculs effectués en termes d’ondes partielles.

Burke et Webb [13] ont rapporté des calcules de sections efficaces d’excitation 1s — 2s et
1s —» 2p dans une collision électron-hydrogéne qui s’accordent qualitativement avec
I’expérience dans la gamme d’énergie a partir de 1’énergie proche du seuil d’ionisation jusqu'a
54,4 eV. Burke et Mitchell [4] ont étudié la convergence du développement pseudo-état du
systeme ¢lectron-hydrogene aux énergies intermédiaires. Ils ont utilis€é les pseudo-état
3s,4s et 5s pour étudier la convergence des sections efficaces d’excitation 1s — 2p. IlIs
trouvent, en particulier, que I’inclusion d’un pseudo-état simple noté 3s donne une section

efficace d’excitation d’une précision améliorée de 10%.

Cinq ans plus tard, Poet [14] a développé une nouvelle méthode pour résoudre le probléme
de diffusion électron-hydrogéne. Son modele donne des solutions de tres hautes précisions en
employant la nature séparable de I’équation de Schrdodinger projetée des ondes s pour les

états s de la cible.

Le modele de Poet est ainsi devenu une référence pour 1’étude de convergence des
méthodes close-coupling. Il a discuté ensuite la précision de la méthode close-coupling
pseudo-état et trouve que I’inclusion de seulement un des pseudo-état produisait des sections
efficaces 1s — 2s précises jusqu'a 20%. Poet [15], a suggéré I’importance d’inclusion de
pseudo-états qui représente les états du continuum pour augmenter la précision des résultats
close-coupling. Une conséquence caractéristique de toutes les études utilisant les

développements en pseudo-état est I’apparition de pseudo-résonance en dessus du seuil
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d’ionisation dans les états singulet. La structure pseudo-résonante n’apparait pas dans les états

triplets.

Oza et Callaway [16] ont testé quatre pseudo-états différents basées sur un développement
close-coupling pour calculer les sections efficaces élastiques et d’excitation 1s = 2s,1s —
3s,et 2s = 3s. Ils ont observé des pseudo-structures seuils sur les sections efficaces de
diffusion élastique et d’excitation. Ils ont noté que des résultats précis peuvent étre obtenus en
moyennant sur la structure pseudo-résonante. Oza [17] de son coté a étudié la convergence du
développement close-coupling pour un ensemble de fonctions de base plus large. Il trouve que
le développement pseudo-€tat converge. La structure pseudo-résonante a été réduite a tel point
que le moyennage n’est pas nécessaire pour obtenir de bons résultats pour la plus part des

énergies.

Bien que nous devions nous limiter a un développement incluant seulement les pseudo-
états s ou les sections efficaces associées sont des approximations aux problémes d’ordre zéro
des états s qui ont fait I’objet de plusieurs travaux (Temkin [18], Reinhardt [19]). Il est aussi
intéressant de citer d’autres travaux employant ensemble contenant un nombre d’états de la
cible assez large. Callaway et Wooten [20] ont utilis¢ une méthode variationnelle algébrique
pour tester la convergence du développement pseudo-état pour la diffusion électron-
hydrogéne dans la gamme d’énergie 10-30eV. Ils utilisaient les états 1s, 2s, 2p et 3d (exactes)
augmentés de trois pseudo-états additionnels de type s, trois pseudo-états additionnelles de
type p et un seul pseudo-état de type d. Ils ont varié les paramétres des pseudo-états pour

éviter les pseudo-résonnances non physiques.

Bransden et Dewangan [21] ont utilisé des développements pseudo-états introduit par
Callaway et Wooten [20] pour tester la convergence des approximations de Born de second
ordre pour I’excitation de 1’hydrogéne atomique par impact de proton. Ils ont montré que les
développements pseudo-état pouvaient fournir une bonne représentation des contributions des
états intermédiaires. Vanwyngaarden et Walters [22] utilisaient une méthode close-coupling
multi-pseudo-état pour vérifier la convergence des amplitudes de Born de second ordre des
ondes partielles. Commengant avec un ensemble de 9 états et pseudo-états de Fon et al [23]
(1s — 2s —3s —4s,2p — 3p — 4p,3d — 4d) ils ont donc construit un ensemble de pseudo-
état amélioré composé des états propres exacts 1s, 2s et 2p augmentés de six pseudo-états
additionnels de types s, p et d respectivement. Ils ont utilisé I’ensemble des pseudo-états

améliorés pour calculer les sections efficaces différentielles élastique et d’excitation.
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Madison et Callaway [24] ont déterminé la précision de plusieurs ensembles de bases de
pseudo-état en termes d’amplitude d’onde distordue de second ordre. Ils ont formé un
ensemble de base amélioré en combinant les ensembles des états de base s, p et d qui peuvent

étre utilisé dans d’autre calcul close-coupling.
V.4 Développent L2 des ondes de coulomb

V.4.1 Introduction

Dans ce paragraphe, les fonctions d’ondes de la cible dans un développement sur une
base L? de Yamani et Reinhardt [8] sont décrites. Nous présentons le développement en série
de Fourier pour les états liés et du continuum dans la base L?. En utilisant cette base
particuliere, I’équation de Schrodinger dans I’espace des coordonnées est transformée en un
systeme d’équations matricielles entierement équivalent de dimensions infinies. La solution
de ce systéme conduit a I’identification des coefficients de Fourier avec une classe généralisée

de polyndomes orthogonaux.

La convergence du développement de Fourier pour les états liés et les états du continuum
est recherchée par troncature de la base aux N premicres fonctions de base. La convergence
de la série L? vers la fonction d’onde exacte de Coulomb [25]) quand N — oo est prouvé pour
toutes les fonctions d’ondes discretes et du continuum dans une représentation en

coordonnées.

V.4.2 Les états du continuum

Le Hamiltonien radial des fonctions d’onde partielle de Coulomb pour un systéme ayant un
¢lectron (—e) et un noyau (+ze) peut étre écrit comme :

1d?>  1(+1) =z
2dr? 212 r

H =

(V.01)

Ou, / est le nombre quantique orbital, z le nombre atomique et » la distance entre électron et
noyau.

(L’unité atomique, e = m, = h = 1 est utilisée tout au long de ce travail)

Les fonctions L? de type Laguerre de Yamani et Reinhardt [8] qui sont non orthogonale, sont
donnée par :

A

SL(r) = AN He T I2H () nil =0, ... (V.02)

La matrice de recouvrement de ¢ (7) a une structure tridiagonale simple donnée par :
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(Dmlph) =[] () dh(r)dr (V.03)

'(m+21+1) 5 .
I‘(m) mn

=%[(2m+21+1)

r(m+21+3)
r(m)

r(m+21+3)

(m+20+1) “Trr2) m+1,n]

Sm-1n —(m+1) (V.04)

A partir du résultat bien connu que les polyndmes de Laguerre L%(x) sont complet dans L2
avec une fonction poids, xe ¥ (Higgins [26]), il est facile de voir que les ¢} () sont complet

avec le produit scalaire défini dans I’équation (V.03). Donc si nous notons que la fonction :

[(n+1)  ¢h(r)

m) = omns (V.05a)
forme une séquence biorthognale avec ¢/, () satisfaisant la condition :
(Valdr) = Spm (V.05b)

On peut montrer que (Higgins, [26]) les ¢} (1), forment une base pour I’espace de Hilbert.
Aussi, on peut donc construire la fonction d’onde de la cible comme combinaison linéaire sur

la base de ces fonctions 1.e.
[Uqg1) = oo an(q) |9p) (V.06)

ou les coefficients a, (q) sont donnés par :

an(q) = (V| Ug1) (V.07)

Les valeurs propres et les vecteurs propre de H; sont déterminées par la solution du probléme

matriciel :
Hy|Uq1) = EqlUq1) (V.08)
avec les énergies propres :
1
E, = qu (V.09)
Les coefficients a,(q) de I’expression L? et les valeurs propres E,, sont déterminés en
exigeant que :
(ph|Hy — EqlUs1) =0, m=0,1,.. (V.10)

Apres réarrangement, 1’équation (V.09) se réduit a :

d? 1

Zin=0 [Jz_z{<¢’l”|d(m2 d’TlL) —lAD <¢’l"| (ar)? ¢’ll> _2§<¢’l” d);‘)}_

Eg{pmlo)]an(@ =0 m=0,12,.. (V.11)

1
Ar
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En appliquant les formules de récurrence des polynomes de Laguerre [Erdélyi et al [27], page

188-190 ]

yLEF () = (n+a+ DLEQY) — (n + DLE () (V.12a)
YLEH ) = (n+ a)LF 1 () — (n = YLE») (V.12b)
L5 ) = L) — L1 () (V.12¢)
M+ a)Lé 1) =m+DLE () — (n+1—y)LE(y) (V.124d)

Les relations d’orthogonalité des polyndmes de Laguerre (Magnus et al [28], Szegd [29],)

0 pourn #m

Jy e YyoLE (LE(y)dy = ra+a) [n + a] pourn =m (V.13)
n

et la formule de différentiation correspondante(Erdélyi et al [30], page 188-190),

dm
oo e

e LE ()] = T ey T (y) (V.14)

L’équation (V.10) devient finalement :
2 [(m +l+1-25)x+ zﬂ b (q) — (m + 20+ Db,y_1(q) — (m + Dbyy1(q) = 0 (V.15)

ou les coefficients de la séquence sont donnés par :

r(m+21+2)

b (q) = F(m—ﬂ)an(CI) (V.16)
et
= B8 (V.17)
"~ E+2%/8 '

Il est claire que (Chihara [31]) I’équation (V.14) est tout simplement la relation de
récurrence des polyndmes de Pollaczek en terme de la variable x. Yamani et Reinhardt [8]
considérent ces derniers comme étant les polyndmes de Coulomb-Pollaczek attractifs. La
variable x se trouve a ’intérieur de I’intervalle [—1, +1] pour des énergies positives tandis que

les états liés correspondent a des valeurs de x a I’extérieur de cette intervalle dépendant de A.

Pour initialiser la récurrence on pose :

b_1(q) =0, bo(q) =1 (V.18)
L’équation (V.5) peut étre réécrite comme

r'(n+1)
r(n+21+2)

[Uqt) = Bi(@) Xn=o Pt () |h) (V.19)
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ou B;(q) est un facteur de normalisation et P}*1(q) sont les polyndmes de Coulomb-Pollaczek
attractifs. Le développement si dessus est formellement exact et le spectre est continu pour
des énergies positives. Le facteur de normalisation du continuum B, (q) est donc déterminé par

la condition :

(rn|Uqt) = (i xq1) (V.20)
ou :
ra . .
(xlxqr) = qrytte-iaren/2 Bl Fy (41— iy; 20 + 2, 2igr) (V.21)
avee |
Yy =2/q (V.22)

est la fonction d’onde partielle exacte du continuum normalisé a la fonction & dans
I’espace q/2m.

Apres certain réarrangement de 1’équation (V.19) et en notant que (Erdélyi et al [30], page
188-190) :

r(m+21+2)

2l+1 . .
L (Ar) = T Dr@ies) 1F1(—m; 21 + 2; Ar) (V.23)
on aura :
BI(@) g iy P00 = g @™ 2 () (V24)

r(2l+m+2) Bn a1 [[(21+2)]? Im

ou :

Lt (@) = [0 e G By (—m 20+ 220) S Fy (L4 11— iy; 20+ 25 —2qr) (V.25)
L’intégrale (V.24) est évaluée en utilisant Gradshteyn et Rhyzik ([32], page 861) :

foooe‘“tC‘1 1Fi(a;c;t) 1Fy(a;c; ) dt =T(c)(s — 1)"%(s — ) ¥sa+a=¢ x

oFila,a;cB(s =D (s - )7 (V.26)

Avec les conditions Rec >0, Res>Ref+1

Une substitution dans (V.24) aprés des manipulations fastidieuses quoique ¢lémentaire nous

permet d’écrire les coefficients :

1+1 ; 2182 (6-T)y
Bi(q) =2 T+ 1—-ip)|[1 —x"] z e\ 2 (V.26)
avec :
0 =arccosx; 0<6<m (V.27)

Pour aboutir a (V.26) la représentation suivante (Erdélyi et al[30] page 219), Szegd
[33],[34])de BLH1(x) a été utilisé :
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r(m+21+2)

1+1 _
P (x) = F(m+1)T(21+2)

e™m0 SR [-mil+1—iy; 21+ 2,1 — e 9] (V.28)

La représentation des fonctions de Coulomb au moyen du développement de Fourier
(V.19) est formellement équivalente a la forme de 1’équation (V.21) dans I’espace de

coordonnées.

V.4.3 Les états liés

Suivant, le résultat (V.19) on peut écrire :

(1 Unp) = Apy 250 D pLi (xL)(r| ) (V.29)

r(v+21+1) Y

ou I’on peut poser (landau et Lifshitz [35]) :

1 T(n+l+1) _r 2
TRy (r) = (rinl) = e /F‘(‘n_l) @r)itte™n x ,F (—n+l+1;2l+2;%) (V.30)

avecn=1+11+2,...

Ce sont les fonctions d’ondes exactes des états liés dont les énergies propres correspondant
sont données par

E, =—1/2n? (V.31)
ou bien, en terme de la variable X,
XL =— (2 +4n72)/(2 - 4n~?) (V.32)

Les coefficients de normalisation A} de ’équation (V.29) sont déterminés de la méme
fagon que pour les états du continuum. Nous exigeons seulement que soit satisfaite

I’équivalence :

(V| Uni) = (vm|nl) (V.33)

ou, les |y,,) sont donnés par I’équation (V.5a).

En substituant les équations (V.29) et (V.30) dans (V.33) nous avons :

Tm+1) Li+1(ply — 1 /F(n+1+1) 41 o L
Ani r(m+210+2) B (Xn) T nl+2[T(n+1+1)]24) T(n-1) (2}1) X Iinn (V34)
ou :
o (144
B = [ drr2t#1e™ G B (cms 204 2:20) x 4 Fy (-n+1+ 1204 2,%) (V.35)

En utilisant I’intégrale (V.25), on obtient :
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1 T(m+1) plHi(yl ept*t T(n+1+1)
Amnr(m+21+2) (X") n+2rQ2i+2)24 r(n-0 X

m n-l-1 l _ & —2l-2 _ _ . ] 2
(-2) Fi(—m,—n+ 1+ 1,21+ 2;1 —z77) (V.36)
n 2

ou:

= G-/ v

Notons que la continuation analytique du polyndme PLt! donné en équation (V.28) a des
énergies négatives est achevée par la substitution e — z. Il est donc clair que 1’on trouve :

e as! n-i-1[1 2 —2l-2 T(n+1+1)
- l+2( 2) [ 2] x r'(n-1) (V.38)

Pour le comportement de la convergence des séries (V.29), nous considérons le comportement

Any =

des m*™¢ termes S,,, donnés en équation (V.36). Le comportement pour m grand de

JFi(—m; —n + 1+ 1; 21 + 2; 1 — z?) est analysé en notant que :

_ _ 2
1 Emp By (A2 ) S — =1 (V.39)

o . ] 52y — yn—-l—-
i (—my—n+ 1+ 1,20+ 21— z%) = Y72, (21+2), T(p+1) ’

Le comportement a grand m est déterminé par le développement (V.39). En utilisant

I’expression explicite du symbole de Pochhammer :

T'(a+p)

(@p=a(a+1)..aa+p—-1) = @ (V.40)
en notant :

1"(m+1)
(=m)y = (~1)P o) (VA1)

et, la formule asymptotique de la fonction gamma (Abramowitz et Stegun [36], p 257) :

I'(av + b) = (2n)%e‘a“(av)‘w+b_% ; larg(av)| <m, a>0 (V.42)

on trouve :

I (mn+ 14+ 1,20+ 2;1—2z2) =[1- zz]n_l_lmn_l*% + O(m”_l_l) (V.43)

Par conséquent, le m*™€ terme du développement de Fourier (Winata [37]) aura la forme :

n_é 1 2 —21-2 1 101
Sk (n,7) =m"azm(z "t = 2"t L+ x [[(n — DT(n + L + 1] 2(Ar)imz x

{cos [Z(m/lr)% — (1 + %) n] +0 [m_i]} (V.44)

11 faut noter que le m*™¢ terme S, de la série de Fourier est dominé par le terme m™=3/4z™,

Dés que |z| < 1a partir de 1’équation (V.42) le comportement a grand m est essentiellement
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celui de z™. Pour une valeur fix¢é de A, le taux de convergence de la série de Fourier pour les
¢états liés doit varier en devenant plus faible a la limite des nombres quantique principale n,
dés que z —» —1. Il apparait donc comme conséquence inévitable pour la base de fonction de
type Laguerre que le développement sur les états liés n’est pas totalement couvert a un taux
optimum.

Le développement de Fourier des états liés de I’hydrogeéne et ceux du continuum. Le taux
de convergence est influencé par le choix de A dans 1I’exposant de 1’ensemble des fonctions de
base, devient retardée en augmentant le nombre quantique n. Le développement du continuum

converge mais trés lentement, elles ne sont pas absolument convergentes.

V.5 Pseudo-états

Dans les applications pratiques sur les processus €lectron-atome, I’ensemble complet des
fonctions d’ondes de la cible, doit étre approché, pour rendre les équations numériquement
tractables. Pour le systéme électron-hydrogéne, une maniére de faire, est de discrétiser le
Hamiltonien de I’hydrogéne dans une base finie de fonctions L2. Les fonctions de base sont
souvent choisies pour inclure exactement les voies qui nous intéressent. Le spectre d’énergie
résultant est composé d’un certain nombre d’énergies exactes et le reste des énergies propres
sont distribué sur des énergies négatives et positives. Ces états qui ne correspondent pas a des
¢états physiques dans un sens volontairement identifiable sont appelés pseudo-états. Dans ces
sections, les pseudo-états dérivés a partir de la base de Laguerre sont étudiés. Leurs relations
avec le développement de Laguerre dérivé dans ce chapitre sont décrites dans le paragraphe
qui suit.

V.5.1 Relation du développement L2 avec les pseudo-états

Considérons une base de pseudo-états construite a partir des N premicres fonctions de

Laguerre (IV.2), un tel pseudo-état peut donc €tre exprimé par

|pki) = Tzt Chiim | Pin) (V.51)
Les pseudo-¢états sont normalisés comme suit :

(dnjloni) =6 ij=1...N (V.52)

Le systéme d’équations matricielles satisfait par les coefficients Ck;,, est identique a celui du
systtme de base infinie (équation (V.9) et (V.14)) pourvue que la condition b,, = 0 soit

imposée dans 1’équation (V.14). Mais ceci est équivalent a I’exigence :
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Dans 1’équation (V.53), puisque P*1(X) est un polyndme de dégrée N de la variable X, ils
existent N solutions notées X = Xk, ;i=0,1,..,N—1let par conséquent N solutions

correspondant a 1’énergie E via 1’équation (V.17). Les pseudo-énergies correspondants &}

obtenues a partir de 1’équation (V.53) sont donnée par :

2 L
gl =2 (”XNi) (V.54)

8 \1-x};
Si en plus, nous utilisons le fait que Cj;,, est proportionnel & b,,, (X4;), nous pouvons écrire :

r(m+1)
Crim = CNi Tomarrsy P (o) (V.55)

Les coefficients de normalisation C}; sont déterminés en utilisant (V.51) et (V.52) avec
I’aide des relations de récurrences des polynomes de Laguerre (V.12) et de la relation

d’orthogonalité (V.13) donnant :

- : 2l+1
Lok’ [ohah {rm D n + 20+ 202t +2) (M 2T T (R (k) -

r(m+21+2)]?
r(m+1)r(m+2) m+ 20+ 2\ 5141 pli (xl Y _ r(m)r(m+1)
I(m+21+3)T(m+21+2) (m+ D2l + 2)( m+1 )P (XNl m+1(XNi) r(m+21+1)T(m+21+2)
(m+ 2L+ DL+ 2) (m + 211) PLE (Xh )P (k)Y = 1 (V.56)

Avec l’aide de la relation de Christoffel-Darboux qui est satisfaite par les polynomes de

Pollaczek :

F(m+1)(m+l+1+ )

+1 +1 _
X = V) SN i P OB () =
1 T(N+1)
Stveaian [PV T GOPEER (V) = PR (OPY (V)] (V.57)

on peut écrire :

Ne F(m+1)(m+2l+1+ )
m=° [(m+21+2)

1 '(N+1)
2 F(N+Zl+1)

[Pt (01? = Py (X) Py (X) (V.58)

Ainsi, aprés quelques manipulations algébriques élémentaires, on obtient pour le facteur

de normalisation des états 1iés :

ek ] == M[P&tﬁ(xz’w){ PO} Xl]_l (V.59)

1-X}; T(N+1)

Les pseudo-états définis par (V.56) peuvent donc étre écrite sous la forme :

i) = Chy TNt LD _plea(xl )|l (V.60)

Or(m+21+2) ™

Il s’est avéré qu’un choix du facteur d’échelle 2 = 1.02 (Winata[37]) assure une bonne
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approximation des trois états les plus basses aux états exactes 1s,2s,3s de 1’hydrogeéne.

Raison pour laquelle une base avec ces exposants est préférée dans des calculs close-coupling.

Le choix A =1 a ¢été délibérément évité puisque ce choix quoiqu’il assure un état

2s correcte, il est la cause de I’indépendance de la relation de récurrence en x.

V.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons passé¢ en revue une méthode développée dans le but de
représenter le continuum de maniere adéquate. Une méthode basée sur la mise en forme
tridiagonale de la matrice Hamiltonien équivalente a la matrice de Jacobi. La diagonalisation
de la matrice Hamiltonien tridiagonale aboutit aux énergies propres discrétes de la cible. Les
énergies positives issues des éléments hors diagonale constituent un pseudo-spectre
correspondant aux pseudo-états de la cible. Les pseudo-états seront développés sur I’ensemble
complet des états propres discrets orthonormés de la cible pour une application bien

déterminée.
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CHAPITRE VI DISCRETISATION DU CONTINU ATOMIQUE

VI.1 Introduction

Nous essayons, dans les paragraphes qui suivent, de trouver une représentation adéquate
des fonctions d’onde du continuum d’état nécessaire pour 1’évaluation de la matrice de
transition entre états discrets et états du continuum de la cible. Nous développons les
fonctions d’ondes du continuum proche du seuil d’ionisation de 1’atome H sur un ensemble
complet de fonctions de carrés sommables de type Laguerre en suivant une stratégie

développée dans le cadre de la méthode de la matrice J.

VI.2 Discrétisation dans L2 du continuum d’état
Le sujet qui nous préoccupe par la suite est de trouver une représentation adéquate du
continuum d’état. Nous cherchons, en premier, une solution de 1’équation aux valeurs propre
du Hamiltonien H qui s’écrit habituellement
Hly) = Ely) (VI.O1)
L’¢énergie E associée peut €tre soit discrete pour les états liés ou bien continues pour les
¢tats de diffusion. Dans la plus part des cas, la fonction d’onde couvre un espace de fonctions

I3 r1r 0 ~ . -
de carrée sommable avec des éléments de bases {¢n}n_0, ou la fonction d’onde peut étre

développée sur la base de ces fonctions sous la forme

lv) = X fu(ED14,) (VL02)

Les fonctions de base doivent étre compatibles avec le domaine du Hamiltonien H. Elles
doivent, en outre, satisfaire les conditions aux limites du probléme. Plus particulierement,
quand on veut calculer le spectre discret, le choix de la base est limit¢ aux fonctions qui
engendrent une représentation diagonale de I’opérateur Hamiltonien. On cherche donc, un
ensemble {¢n}:=0 de base L* qui vérifie I’équation aux valeurs propre H |¢,) = Enl4,) donnant
un spectre discret du Hamiltonien H. le spectre continu est obtenu a partir de I’analyse d’une
somme infinie des fonctions de la base compléte.

Dans ce paragraphe, on exige a la matrice hermitienne représentant 1’opérateur d’onde
d’étre seulement tridiagonale. Ainsi, I’action de 1’opérateur d’onde sur les éléments de la base
peut se metre sous la forme générale [1]:

H = E)g)~16) +16,_) +14,,) (VL.03)
En multipliant a gauche par le bras (¢, | il en résulte une équation sous forme d’une relation

de récurrence en & de Kronecker :

(¢m|H - E|¢n) = (an - Z)an,m + bnsn,m—l + bn—lgn,m+1 (VIO4)
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Dans I’équation (V1.04), z et les coefficients {a,, b, }5—, sont réelles et en général fonctions
de I’énergie, du moment angulaire et des parametres 1i€ aux potentiel. Suite & une projection
sur (g, |, la matrice d’opérateur d’onde de Schrodinger obtenue par développement de |y) sur
les |¢,,) dans I’équation (H — E)|y) = 0 se réduit a une relation de récurrence a trois termes de
la forme :

Zfn = nfn + bn-1fn-1+ bnfnsa (VLO5)
Par conséquent, le probleme se réduit a la recherche de la solution d’une relation de
récurrence entre les coefficients de développement de la fonction d’onde .

Dans la majorité des cas, la résolution de ces équations de récurrence se fait directement
par correspondance avec des récurrences bien connues des polyndmes orthogonaux. Il faut
noter, cependant, que la solution du probléme formulé par la récurrence citée dessus est
obtenue pour toutes les énergies E, qu’elles soient discrétes ou continues. Ainsi, la relation de
récurrence en 0 de Kronecker montre clairement que le spectre discret d’énergies négatives
peut étre obtenu par diagonalisation en exigeant tout simplement que les coefficients b, et
a, — z soient nuls. C’est la solution réguliere du probléme considéré dans ce travail.

Dans I’espace de configuration, avec la coordonnée x, la fonction d’onde /. (x) est

développée sous la forme :

v () = Xn=o fu(E) 4,(x) (VL.06)
C’est une série infinie dans laquelle les fonctions de base L* sont généralement données par :
¢, (x) = Apgwy ()P, (x) (VL.07)

Le facteur A, représente une constante de normalisation, B, (x) un polynéme de degré n en x

et wy, (x) la fonction poids du polynome B, (x).

VI.2.1 Un probleme de Coulomb

Dans I’espace de configuration, nous considérons la coordonnée x = Ar, ou A est un
parametre d’échelle en longueur réel et positif et  la coordonnée radiale tridimensionnelle. Ce
probléme ressemble a celui qu’on vient de discuter auparavant avec B,(x) proportionnel aux
polyndmes de Laguerre et la fonction poids w(x) = x*e~5*. Les fonctions de base prennent la

forme habituelle :

$,(r) = Apx®e PXLy (x) (VL08)

Ce sont des fonctions de type Laguerre avec A, =\//”Ll"(n+ 1)/T(n+ v+ 1) ou n peut

prendre les valeurs entiere 0, 1, 2 ...; a et 8 sont des réels positifs.
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Dans 'unité atomique (h = m = e = 1), 1’équation d’onde radiale indépendante du temps
pour une particule sans spin dans un potentiel V(r) a symétrie sphérique s’écrit :

l(li—l)

(H—-E)|y) = (—Eﬁ+ +V()—E) |y =0 (VL.09)

ou [ est le nombre quantique orbital.

L’action de I"opérateur de dérivation de second ordre sur la fonction de base nous permet

d’écrire :
dz¢, 2 d%4,
T2 N a2 (VIL.10)

En dérivant deux fois la fonction de type Laguerre définie auparavant par rapport a la

coordonnée x il en résulte I’action opérationnelle :

d2¢n

ars = A Anx e [d (5 -28) -t (g—ﬁ)z]L%(x) (VL11)

X

En utilisant I’équation différentielle et la formule de différenciation des polyndmes de

Laguerre [2, 3, 4, 5], nous obtenons 1’action de I’opérateur d’onde sur les fonctions de base :

ZWH-B)lg,)=[2(2p+220) 4 LD 2B g2y 2w - B)|1g) + 2 (126 +
) 14, ) (VL12)

La relation d’orthogonalité (annexe) exige une valeur ' pour B afin d’aboutir a une
représentation tridiagonale de la matrice (¢, |H — E|4,_ ). Nous suggérons en plus les valeurs :
a=l+1,v=2a—1etV =2,
La quantité z représente la charge du noyau de la cible.

Nous reprenons les fonctions de base L? de type Laguerre [6, 7].

¢ (1) = Apx'*tle™/2[2¥1(x) (VL13)

Aveclesvaleursa =1+ 1,8=1/2,v=21+1
Par substitution dans I’équation d’onde opérationnelle développée auparavant et apres

projection sur les (¢, | nous obtenons I’équation de récurrence en § de Kronecker :

L0l = Elg) = 20+ 1+ 1) (3 -5) + 2] 80m + (5 + 3) [VnG + 20+ Dpme +

o+ D)+ 20+ 2)8pm1] (VL14)
Ce qui nous permet d’écrire pour la relation de récurrence définie en début de ce paragraphe

pour les coefficients de développement de la fonction d’onde :

2Z/

[2(n+l+1)———fn i+ 20+ Dfyq =+ D+ 20+ 2)fyey =0 (VL15)
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Avec oy = i—f + i qui dépend de I’énergie E et du parametre d’échelle A.

En termes des polyndémes B, (E) = \/ I'(n+2l+2)/T'(n+1) f,(E) nous obtenons la relation de

récurrence :

2|41+ D= - Z—”] Py—(m+2l+ 1Py — (n+1)Ppyy =0 (VL16)

o4 ot

En remplagant n par m — 1, la relation de récurrence (VI.15) prend la forme :

2[(m + Dx + b]P,,,_; — (m + 2D)P,,_, —mP,, =0 (VL.17)
ou bien :
mBy, — 2[(m + Dx + b]Pp_1 + (m+ 2P, =0 (VI.18)

Les écritures (VI.17) et (VL.18) sont équivalente a des relations de récurrence entre
polyndmes de Pollaczek [2] définie par les conditions : Py = 1et P_; = 0avecn =0,1, ... et
m=12, ...

Ces relations de récurrences entre polyndmes de Pollaczek nous permettent d’obtenir, pour

des énergies positives (continuum), Les coefficients :

_ ’ T(n+1) g1 2 _1(E-2%/8
falE) = r(n+zz+2)P” ( \/ﬁ,cos (E+/12/8)> (VL19)

En substituant dans (VI.6), ces coefficients nous permettent a leurs tours d’écrire une solution

au probléme sous forme d’une série L? développée pour des énergies positives par Yamani et

Reinhardt en 1975[8].

VA, E) = N Sgg )y plet (—\/%,cos_l (”2/8)> X (Ar)Hle= /2124 () (V1.20)

T(n+21+2) n E+7%/8

avec N' représentant une constante de normalisation

VI.2.2 Spectre discret des états liés

Pour déterminer le spectre discret (E < 0), reprenons les relations de récurrences en o de
Kronecker définies auparavant. La matrice correspondant aura une forme diagonale en
réalisant les conditions b, =0et a, —z=0

Ces conditions se traduisent par les équations

1 2E
Oy (VI21)
2+ ) (;-%)+Z=0 (V122)

De ces deux équations, il en résulte le spectre d’énergie des états liés pour le probléme qui

nous intéresse:
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2
Eni=—3(25) 5 A= 2y = =220 (V1.23)

n+i+1 T (n+l+1)
Soit pour les états liés s(I = 0)

1( z 2|z|

2
Eno=—3(5) i 7n = i D) (V1.24)

avec, biensir: n = 0,1, ...
VI.2.3 Pseudo-spectre des états du continuum
Les relations de récurrence entre polynome de Pollaczek :
mBy, — 2[(m + Dx + b]Pp_1 + (m+ 2P, =0 (VIL.25)
On peut les réécrire, en substituant n + 1 a m, sous la forme :
n+ 1Py —2[(n+1+Vx+ bR+ (n+2l+1)P,_1 =0 (VI.26)

Il faut noter cependant, que les relations de récurrences (V1.26) qui sont vérifiées pour
x=(2E/2*—1/4)/(2E/4* + 1/4) dont les valeurs se trouvent nécessairement entre —1 et +1
pour des énergies positives (continuum) se réduisent dans le cas qui nous intéresse en faisant

[ =0 pour les états s a :
(n+ 1Py —2[(n+ Dx+b]B,+ (n+1)P,_; =0 (VL.27)

Avec les conditions P_; = 0 et Py = 1 par définition méme de ces polyndmes, on peut générer

ces derniers par le systeme

P1_2(x+b)P0+P_1=0 m=1

mPy, —2(mx + b)Py_;+mP,_, =0 m=>2
Les premiers polynomes en x sont :
Py =2(x+Db) (V1.29a)
P, =22x+b)(x+Db)+1 (VIL.29b)
3P, —2(3x + b)P, +3P, = 0 (VL.29c¢)

Ces séquences nous servirons par la suite pour le calcul des coefficients de développement du

continuum sur I’ensemble complet des fonctions L* de type Laguerre.

V1.6 Conclusion
Nous avons vue, dans ce chapitre, qu’il est possible de trouver une représentation adéquate
du continuum d’état de la cible. Nous avons suivit une stratégie ¢laboré dans le cadre de la

méthode de la matrice J et par suite nous avons pu discrétiser le continuum sur la base des
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fonctions de carrés sommables issus d’une diagonalisation de la matrice Hamiltonien

préalablement mise sous forme tridiagonale par la méme stratégie.

Il s’est avéré que les éléments de la diagonale générent les énergies exactes de la cible avec
les fonctions propres associ¢es. Ces fonctions propres €tant de type Laguerre orthonormées,
elles constituent la base sur laquelle ont été développées les fonctions d’onde dont les

énergies propres sont positives et qui sont issus des ¢léments hors diagonale de la matrice J.
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VII.1 Introduction

Dans les paragraphes qui suivent, nous passons en revue les procédures de calcul utilisées
dans ce manuscrit. Les sections efficaces d’excitations sont discutées dans le cadre de la
méthode du parameétre d’impact en utilisant le principe variationnel de Schwinger. Nous ne
faisons que reproduire les résultats obtenus par Bouamoud et son groupe pour des énergies
d’impact entre 15 et 200KeV.

Pour metre en clair I’effet de couplage entre excitation et capture, nous avons étendu le
calcul a des énergies en dessous de 15KeV. En effet, pour une collision proton-Hydrogene
(proton-hydrogénoide), le processus de capture ¢électronique devient plus ou moins probable
quand 1’énergie d’impact est inférieure a 40KeV. Le couplage s’accentue entre excitation et
capture dans I’intervalle d’énergie allant de 1KeV a 40KeV et la compétition demeure en
faveur d’une capture électronique quand on se dirige vers les plus basses énergies alors
qu’elle est en faveur de 1’excitation quand on se dirige vers les énergies moyennes autour de
70KeV. Les fonctions d’onde adoptées dans ce travail et qui nous ont servi de moyen de

premiere nécessité pour accéder aux sections efficaces seront discutée en premier.
VII.2 Performance des calculs sur L2

VII.2.1 Performance des calculs sur une base de fonctions de type Laguerre

Il a été convenu, dans ce travail de thése, d’entamer une investigation sur le continuum
d’état de la cible et la contribution de celui-ci dans les sections efficaces d’excitation aux
énergies intermédiaires. Il nous a paru presque impossible de passer en revue tout les travaux
développés dans ce sens. Cependant, Aux cours de notre lecture, nous avons été attirés par
une technique initiée par Heller et Yamani en 1974[1], [2] et développée par Yamani et
Fishman [3],Yamani et Reinhardt[4] un an apres et baptisée méthode de la matrice J. Cette
technique est basée sur une représentation tridiagonale [5], [6], [7], [8], [9], [10] de
I’Hamiltonien de la cible dans un espace de fonctions complétement L* et tire profit des
propriétés remarquables dont jouissent les polyndomes orthogonaux (de type Laguerre en
particulier) et les fonctions orthogonales associées.

Les fonctions hydrogéne sont des fonctions de type Laguerre [10], [11], [12] et la stratégie
de Heller et Yamani peut étre employée avec succes dans le but d’obtenir une formulation
tridiagonale de 1’Hamiltonien d’une cible hydrogéne ou hydrogénoide. En effet, grace aux
propriétés analytiques des polynomes de Laguerre et des fonctions associées (Annexe A-VI),
nous avons obtenu, dans le cadre d’un model d’états & moment angulaire [ = 0 (états ns), les

séquences récursives(V1.27) du chapitre VI permettant de générer des polyndmes d’une classe
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généralisée représentant les coefficients de développement du continu atomique sur la base
des fonctions hydrogene. Une seule difficulté rencontrée dans ce type de calcul est celui de la
renormalisation et la convergence relativement aux fonctions exactes de Coulomb [13]. En
effet, I’inclusion d’un grand nombre de pseudo-états requiert un effort machine considérable
et coliteux ce qui nous a contraint a se restreindre aux premiers €tats et pseudo-états de la

cible et se contenter des coefficients de développement établis par Winata [14].

VII.2.2 Performance des calculs sur une base de fonctions de type Slater

Il est trés avantageux de traiter avec des polyndmes orthogonaux et des fonctions
orthogonales. Les fonctions L? de Callaway et al [15], [16] de type Slater ne sont pas
orthogonales. Cependant, ces fonctions [17], [18], [19], [20] deviennent assez favorites dans
la mesure ou elles sont capables d’imiter les premiers états exacts de 1’atome cible hydrogene.
Ces fonctions L* dont les énergies propres sont négatives et qui approche le spectre discret
(états liés) de I’atome cible sont volontairement retenues dans notre développement. Les
fonctions L? de Callaway dont les énergies sont positives et qui ne représente que
virtuellement les états de la cible sont appelées pseudo-états. Ces pseudo-états, non
normalisables par un delta de Kronecker, sont ajoutés par la suite dans le but d’approcher le
continuum d’état de la cible et tenir compte des transitions vers les états du continu atomique
dans la gamme des énergies qui nous intéresse. Cependant, la combinaison dans un méme
développement, des états discrets et des états du continuum n’est pas toujours souhaitable
pour la simple raison que ces €tats ne sont pas normalisable de la méme manicre. Pour palier a
cette difficulté, une stratégie d’orthogonalisation de Gram-Schmidt [10](QR dans la version
matricielle[21],[22]) employée comme moyen de discrétisation des états du continuum
(pseudo-états) sur la base des états propre de la cible nous a offert la possibilité de s’affranchir
du probléme de normalisation et d’assurer 1’orthogonalité entre états propre et entre pseudo-
¢tats et états propres de la cible.

Dans un développement close coupling pour une diffusion électron-hydrogéne atomique,
Burke et Mitchell [23] utilisent les premiers états propres 1s et 2s de la cible hydrogéne isolée.
A ces états 1s et 2s de moment angulaire orbital L=0, ils ajoutent des pseudo-états de

configurations (ns) dont le comportement est régis par 1’ensemble des fonctions de la forme :

O, =Y, Apjri e 01)

T 4n=1

Le paramétre a prend la valeur 0.5 permettant a la fonction @, d’avoir le méme

comportement que I’état hydrogéne 2s, tandis que les coefficients A,; sont choisis de telle
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maniere que les fonctions @, soient orthogonales et orthogonales aux fonctions hydrogene 1s

et 2s. La convergence dans le développement close coupling a été¢ examiné en ajoutant aux

¢tats 1s-2s au moins un pseudo-état parmi les pseudo-états 3s, 4s et 5s.

Dans un calcul plus ¢élaboré, les états et pseudo-¢états de Callaway et Wooten [16], [17],

angulaire orbital donné, sont construit par diagonalisation de I’Hamiltonien de la cible dans

une base d’orbitales de type Slater de la forme /e

i” avec les exposants j et @; choisis de
telle sorte que les quelques énergies propres les plus basses soit exactes. Les sections efficaces
obtenues sont en bon accord avec les calculs de Burke et Webb [24] qui utilisent une

approximation close coupling dans laquelle les états hydrogéne 1s, 2s et 2p sont retenus en

addition de deux pseudo-états de configuration 3s et 3p de la forme :

Rz(r) = (a1 + apr + azr?)e ™" (VILO02)
Rs5(r) = (by + byr)e " (VILO03)

Les paramétres linéaire a; et b; dans le développement de Burke et Webb sont déterminer de

telle sorte que les fonctions R3; et R3;; soient normalisces et orthogonales aux ¢tats hydrogene

Is, 2s et 2p. Tandis que, les parametres a et f doivent garantir une décroissance exponentielle
des pseudo-états considérés semblable en ordre de grandeur a celle des états propres n=2
respectivement. Les énergies d’excitation des pseudo-états doivent coincider avec le seuil
d’ionisation de 1’atome d’hydrogéne dont la valeur bien connue est de 13.6 eV. Comme il a
¢été mentionné auparavant [11], les calculs pseudo-états des sections efficaces totales 1s-2s et
Is-2p de Burke et Webb ont apporté une nette amélioration par rapport au calcul close

coupling habituel.

Un atout commun partagé entre les fonctions L* utilisées dans les travaux cités auparavant
subsiste bien siir dans le profile simple qui leurs procure une flexibilité inégalable. En effet,
ces fonctions sont habituellement représentées en mondmes ou polyndmes multipli€s par une
exponentielle décroissante dont l’intégrale aboutit en général a des fonctions gamma
completes ou incomplétes définies et tabulées dans 1’ouvrage de référence d’ Abramowitz et
Stegun [25]. Nous tenons a rappeler que les fonctions radiales de Callaway et Unnikrishnan
[16] que nous avons adoptés dans ce travail font partie de cette catégorie de fonctions dont le
produit scalaire, a un opérateur pres agissant sur I’une des fonctions, converge. Si I’opérateur
en action est I’opérateur unité, alors il s’agit d’une intégrale de recouvrement entre orbitales

radiales. Si c’est ’opérateur énergie cinétique, 1’intégrale est une intégrale d’énergie cinétique
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et finalement si c’est un opérateur potentiel, alors c’est une intégrale d’énergie potentielle.
Une combinaison des deux dernicres intégrales n’est autre que I’intégrale énergie totale du
systéme et I’identification de cette intégrale, & un coefficient prés, au recouvrement des deux

orbitales radiales constitue I’équation de Schrodinger du systéme dans sa version matricielle.

Dans le but d’intégrer I’équation de Schrédinger, une discrétisation par un algorithme de
Numerov [26], [27], [28], [29], [30], [31] (ANNEXE AVII) sur une grille de points dans une
région bien définie nous a permit de tester plus ou moins séverement les fonctions radiales de
Callaway et Unnikrishnan correspondant aux trois premiers états liés et les quelques états du
continuum proche du seuil d’ionisation de la cible. Les énergies propres positives et négatives
des états du continuum et des états liés respectivement sont localisées en un point bien
déterminé de la grille de Numerov. Ce point tournant (turning point) [26] est obtenu par la
méthode classique de la sécante pour la recherche des zéro d’une fonction q(r) (ANNEXE
AVII) en parcourant I’intervalle radial délimitant la grille de Numerov de I’extrémité gauche

vers ’extrémité droite et inversement.

Deux points successifs constituant les conditions aux limites gauches de I’intervalle radial,
séparés par le pas de discrétisation, sont nécessaires pour initialiser la procédure d’intégration
de I’équation de Schrodinger dans un sens progressif allant de gauche a droite dans la grille de
Numerov. Deux autres points constituant les conditions aux limites droites de 1’intervalle
radial, séparés par le pas de discrétisation, sont nécessaires pour intégrer 1’équation de
Schrodinger dans le sens régressif allant de droite a gauche dans la grille de Numerov. Toute
fois, la fonction q(r) = Z(E - V(r)) dont il s’agit de rechercher les nceuds au cours de la
procédure de discrétisation ne peut étre que la différence d’énergie propre et d’énergie
potentielle de 1I’équation de Schrodinger. En spécifiant la coordonnée du point tournant par un
indice t, la fonction q(r) est nécessairement nulle en ce point et I’on peut écrire de maniére
équivalente E; = V(1) ou E; et V(1) représentent 1’énergie propre et I’énergie potentielle au

point 7, respectivement.

VII.3 Résultats et discussion

En utilisant le code Fortran développé par Bouamoud [32, 33] dans la cadre du principe
variationnel de Schwinger, nous avons tenté de reproduire les sections efficaces d’excitation
de I’atome d’hydrogeéne par impact de proton aux énergies intermédiaires. Les sections
efficaces d’excitation a I’état n=2, 2p et 2s en particulier sont illustrés en figures si dessous. Il
nous semble tout a fait raisonnable de retrouver les profils obtenus par Bouamoud

puisqu’aucune modification n’a été apportée au niveau de la procédure de calcul dans
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I’intervalle d’énergie d’impact 15-200KeV a I’exception de ’excitation a 1’état 2s (figure. 8)
ou nous avons étendus I’intervalle d’impact a 2KeV. Les figures 1, 2 et 3 représentent les
sections efficaces d’excitation a I’état n=2. Les figures 4, 5 et 6 représentent les sections
efficaces d’excitation a 1’état 2p (2p.1, 2po et 2p+;1) tandis que les figures 7 et 8 représentent
les sections efficaces d’excitation a 1’état 2s. Les sections efficaces d’excitation a 1’’état n=2
résultent essentiellement de la contribution concurrentielle des transitions vers les états 2s et

2p (2p-1, 2po et 2p+1) depuis 1’état fondamental 1s.

Dans I’ensemble des figures 1-7, les sections efficaces d’excitation de I’atome d’hydrogene
par impact de proton aux €nergies intermédiaires sont comparées avec les calculs théoriques
(Schw55 [32], Schw1414 [36], Ford et al [37], Schakeshaft [38] et Slim et al [39]) d’une part
et les résultats expérimentaux (Barnett et al [40], Detleffsen et al [41] et Higgins et al [42])
d’autre part. Il faut noter cependant que, dans toutes ces figures, les sections efficaces
exécutent approximativement le méme profil a I’exception dans la zone d’intervalle d’énergie
autour de 60KeV ou les sections efficaces d’excitation sont sous estimées jusqu’a 10% par
rapport aux mesures expérimentales. Se désagrément est dii probablement aux contributions
jusqu’alors ignorées de I’ensemble du spectre discret et continu de la cible dans les sections

efficaces d’excitation aux €énergies intermédiaires.
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Figure. 1 Sections efficaces d’excitation a I’état n=2 de 1’hydrogéne atomique par
impact de proton aux énergies intermédiaires
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Energie(KeV) | Barnet et al Erreur Schw55 Ce travail Schw1414 Ford et al
15 3,44 0,4 4,61019 5,05103 4,88095 3,53
20 5,36 0,2 5,04321 5,36091 5,8959 --

25 6,63 0,44 - 5,86188 - --

30 7,86 0,5 6,37903 6,54723 7,56984 7,58
40 9,9 0,78 7,82491 7,97652 8,65498 --

50 10,53 0,83 8,67789 8,8755 9,21497 --

55 10,59 0,97 -- 9,09241 -- --

60 10,74 0,64 8,98945 9,19753 9,38251 9,44
65 10,19 0,25 9,00817 9,22356 -- --

70 10,26 0,64 8,97543 9,18989 -- --

75 10,26 0,66 8,90713 9,11981 -- -

80 9,75 0,84 8,8187 9,0239 9,12 9,13
85 9,45 0,27 -- 8,91028 -- --

90 8,2304 0,38 -- 8,78335 -- --
100 8,0609 0,7 -- 8,50806 8,58294 9,64
105 8,88 0,55 8,17512 8,36475 -- --
125 8,47 0,24 -- 7,79242 -- 7,959
145 -- -- 7,1151 7,25407 7,42016 --
150 6,8068 -- 6,99295 7,12718 - 7,334
160 -- -- -- 6,88331 -- --
200 5,9423 0,24 5,88469 6,03275 6,08357 6,309

Tableau 01 : Sections efficaces totales d’excitation a I’état n=2 de I’atome d’hydrogene par impact de
proton aux énergies intermédiaires dans 1’unité 10" "cm?
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Figure. 2 Sections efficaces d’excitation a I’état n=2 de 1’hydrogéne atomique par
impact de proton aux énergies intermédiaires
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Energie(KeV) Barnet et al Erreur Schw55 Ce travail Schwi1414 Bornl

15 3,44 0,4 4,61019 5,05103 4,88095

20 5,36 0,2 5,04321 5,36091 5,8959

25 6,63 0,44 - 5,86188 -

30 7,86 0,5 6,37903 6,54723 7,56984

40 9,9 0,78 7,82491 7,97652 8,65498

50 10,53 0,83 8,67789 8,8755 9,21497

55 10,59 0,97 - 9,09241 -

60 10,74 0,64 8,98945 9,19753 9,38251

65 10,19 0,25 9,00817 9,22356 - 13,11764
70 10,26 0,64 8,97543 9,18989 - 12,62018
75 10,26 0,66 8,90713 9,11981 -- 12,16065
80 9,75 0,84 8,8187 9,0239 9,12 11,735
85 9,45 0,27 - 8,91028 -- 11,33971
90 8,2304 0,38 - 8,78335 - -

100 8,0609 0,7 - 8,50806 8,58294 -

105 8,88 0,55 8,17512 8,36475 - 10,00498
125 8,47 0,24 - 7,79242 - 8,96119
145 - - 7,1151 7,25407 7,42016 8,1231
150 6,8068 - 6,99295 7,12718 - 7,93846
160 - - - 6,88331 - -

200 5,9423 0,24 5,88469 6,03275 6,08357 6,47874

Tableau 02 : Sections efficaces totales d’excitation a I’état n=2 de I’atome d’hydrogene par impact de

, . . ;oqe - ey -1 b}
proton aux énergies intermédiaires dans 1’unité 10" cm
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Figure. 3 Sections efficaces d’excitation a I’état n=2 de 1’hydrogéne atomique par
impact de proton aux énergies intermédiaires
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Energie(KeV) | Barnet et al Erreur Schw55 Ce travail Schw1414 Ford et al
15 3,44 0,4 4,61019 5,05103 4,88095 3,53
20 5,36 0,2 5,04321 5,36091 5,8959 -
25 6,63 0,44 - 5,86188 -- -
30 7,86 0,5 6,37903 6,54723 7,56984 7,58
40 9,9 0,78 7,82491 7,97652 8,65498 -
50 10,53 0,83 8,67789 8,8755 9,21497 -
55 10,59 0,97 -- 9,09241 -- --
60 10,74 0,64 8,98945 9,19753 9,38251 9,44
65 10,19 0,25 9,00817 9,22356 -- --
70 10,26 0,64 8,97543 9,18989 -- -
75 10,26 0,66 8,90713 9,11981 -- --
80 9,75 0,84 8,8187 9,0239 9,12 9,13
85 9,45 0,27 -- 8,91028 -- --
90 8,2304 0,38 -- 8,78335 -- --
100 8,0609 0,7 -- 8,50806 8,58294 9,64
105 8,88 0,55 8,17512 8,36475 -- --
125 8,47 0,24 -- 7,79242 -- 7,959
145 -- -- 7,1151 7,25407 7,42016 --
150 6,8068 -- 6,99295 7,12718 -- 7,334
160 -- - -- 6,88331 -- --
200 5,9423 0,24 5,88469 6,03275 6,08357 6,309

Tableau 03 : Sections efficaces totale d’excitation a 1’état n=2 de I’atome d’hydrogene par impact de

Sections efficaces( 10" cm?)

, . . y g . ., -1
proton aux énergies intermédiaires dans 1’unité 10" cm
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Figure. 4 Sections efficaces d’excitation a 1’état 2p de 1’hydrogéne atomique par
impact de proton aux énergies intermédiaires
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Energie(KeV) Detleffsen Erreur Schw55 Ce travail Shakeshaft | Fordetal | Slimetal
15 - - 1,8808 2,51777 2,46 2,58
20 -- - 2,4871 2,93521 - --
25 -- -- 3,1471 3,56616 4,85 --
30 -- -- 4,243 4,38907 -- 5,78 6,82
40 6,29 0,7548 6,0525 6,0928 6,89 -- 8,04
50 8,94 1,0728 7,1893 7,2377 6,88 -- 8,39
55 -- -- 7,2188 7,56017 -- -- -
60 9,25 1,11 7,7055 7,75934 7,29 7,92 8,42
65 - -- 7,8057 7,86918 -- -- -
70 9,27 1,1124 7,8437 7,91072 -- -- -
75 -- -- 7,8365 7,90848 7,97 -- 8,22
80 8,66 1,039 7,7984 7,87355 -- 7,89 --
85 9,45 -- -- 7,8153 -- -- 8,08
90 9,14 1,0968 -- 7,73892 -- -- --
100 8,21 0,9852 -- 7,55255 -- 7,62 7,86
105 -- -- 7,3636 7,44859 - -- -
125 7,17 0,8604 6,8161 7,00703 - 7,13 --
145 -- -- 6,4971 6,56836 6,53 -- 6,89
150 7,2 0,864 6,3928 6,46275 -- 6,64 --
160 7,23 0,867 6,1149 6,25788 -- -- --
200 6,36 0,7632 5,4688 5,52758 5,55 5,79 5,81

Tableau 04 : Sections efficaces totales d’excitation a I’état 2p de I’atome d’hydrogéne par impact de
proton aux énergies intermédiaires dans I’unité 10" cm®
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Figure. 5 Sections efficaces d’excitation a I’état 2p de I’hydrogéne atomique par
impact de proton aux énergies intermédiaires
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Energie(KeV) Detleffsen et Erreur | Schw55 ce . Schw1414 | Bornl Fordet | Slim
al travail al et al

15 -- -- 1,8808 | 2,51777 2,4114 2,58
20 -- -- 2,4871 | 2,93521 3,4292 --
25 -- -- 3,1471 | 3,56616 -- --
30 -- -- 4,243 | 4,38907 5,371 5,78 6,82
40 6,29 0,7548 | 6,0525 | 6,0928 6,7689 -- 8,04
50 8,94 1,0728 | 7,1893 | 7,2377 7,5804 -- 8,39
55 -- -- 7,2188 | 7,56017 - - -
60 9,25 1,11 7,7055 | 7,75934 7,9536 7,92 8,42
65 -- -- 7,8057 | 7,86918 - 11,784 - -
70 9,27 1,1124 | 7,8437 | 7,91072 - 11,371 -- --
75 -- -- 7,8365 | 7,90848 -- 10,986 -- 8,22
80 8,66 1,039 | 7,7984 | 7,87355 7,997 10,627 | 7,89 --
85 9,45 -- -- 7,8153 -- 10,291 -- 8,08
90 9,14 1,0968 -- 7,73892 -- -- -- --
100 8,21 0,9852 -- 7,55255 7,6528 -- 7,62 7,86
105 - - 7,3636 | 7,44859 - 9,1415 - -
125 7,17 0,8604 | 6,8161 | 7,00703 -- 8,2274 | 7,13 --
145 -- -- 6,4971 | 6,56836 -- -- -- 6,89
150 7,2 0,864 | 6,3928 | 6,46275 -- 7,3207 | 6,64 --
160 7,23 0,867 | 6,1149 | 6,25788 6,3197 -- -- --
200 6,36 0,7632 | 5,4688 | 5,52758 6,0094 5,79 5,91
15 - - 1,8808 | 2,51777 2,4114 2,58

Tableau 05 : Sections efficaces totales d’excitation a I’état 2p de I’atome d’hydrogéne par impact de
proton aux énergies intermédiaires dans 1’unité 10" cm?
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Figure. 6 Sections efficaces d’excitation a I’état 2p de I’hydrogéne atomique par
impact de proton aux énergies intermédiaires
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Energie(KeV) Detleffsen Erreur Schw55 Ce travail Shakeshaft | Ford et al Slim et al
15 - - 1,8808 2,51777 2,46 2,58
20 - - 2,4871 2,93521 -- --
25 - - 3,1471 3,56616 4,85 --
30 -- -- 4,243 4,38907 -- 5,78 6,82
40 6,29 0,7548 6,0525 6,0928 6,89 -- 8,04
50 8,94 1,0728 7,1893 7,2377 6,88 -- 8,39
55 -- -- 7,2188 7,56017 -- -- -
60 9,25 1,11 7,7055 7,75934 7,29 7,92 8,42
65 - -- 7,8057 7,86918 -- -- -
70 9,27 1,1124 7,8437 7,91072 -- -- -
75 -- -- 7,8365 7,90848 7,97 -- 8,22
80 8,66 1,039 7,7984 7,87355 -- 7,89 --
85 9,45 -- -- 7,8153 -- -- 8,08
90 9,14 1,0968 - 7,73892 -- -- -
100 8,21 0,9852 -- 7,55255 -- 7,62 7,86
105 -- -- 7,3636 7,44859 -- -- -
125 7,17 0,8604 6,8161 7,00703 -- 7,13 --
145 -- -- 6,4971 6,56836 6,53 -- 6,89
150 7,2 0,864 6,3928 6,46275 -- 6,64 --
160 7,23 0,867 6,1149 6,25788 -- -- --
200 6,36 0,7632 5,4688 5,52758 5,55 5,79 5,81
15 -- -- 1,8808 2,51777 2,46 2,58

Tableau 06 : Sections efficaces totales d’excitation a I’état 2p de I’atome d’hydrogéne par impact de
proton aux énergies intermédiaires dans I'unité 10 cm®
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Figure. 7 Sections efficaces d’excitation a I’état 2s de 1’hydrogéne atomique par impact
de proton aux énergies intermédiaires
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Energie(KeV) | Higgins et al Erreur Schw55 Ce travail Schwi1414 Bornl

15 - 2,7294 2,53326 2,4696
20 1,05 0,0525 2,5562 2,4257 2,4669
25 - -- 2,29572 -- 2,8839
30 1,25 0,0625 2,136 2,15816 2,1902 2,5245
40 1,39 0,0695 1,7724 1,88372 1,886 2,0149
50 1,32 0,066 1,4886 1,6378 1,6346 1,6738
55 - -- 1,53224 -- -

60 1,22 0,061 1,284 1,43819 1,4289 1,4306
65 - 1,2025 1,35438 -- 1,3335
70 - - 1,1317 1,27917 -- 1,2486

75 - 1,0706 1,21133 -- 1,1739

80 1,04 0,052 1,0155 1,15035 1,1296 1,1076

85 - -- 1,09498 -- -

90 0,94 0,047 -- 1,04443 -- -
100 0,87 0,0435 -- 0,95551 0,92902 -
105 0,81158 0,91616 -- 0,8635
125 -- 0,78539 -- 0,73376
145 0,60014 0,68571 -- 0,63795
150 0,56464 0,66443 -- 0,61778
160 0,46544 0,62543 0,60322 -
200 0,50517 0,48707 0,46965

Tableau 07 : Sections efficaces totales d’excitation a I’état 2s de I’atome d’hydrogéne par impact de

proton aux énergies intermédiaires dans I’unité 10" cm

2

La divergence des calculs de I’approximation de Born au premier ordre(BORNI1) a
énergies basses et intermédiaires dans les figures 2, 4, 5 et 7 semble étre indéniable. En
analysant a premiére vue la figure 7, nous avons une forte impression que les sections
efficaces d’excitation a 1’état 2s divergent en cotoyant les calculs de Born au premier ordre
prétérablement applicable a haute énergie.

En revanche, I’analyse de la figure 1 conjointement avec la figure 7 si dessus montre,
d’une fagon irréfutable, que les sections efficaces d’excitation a 1’état 2s, méme si elles sont
fortement surestimées, doivent passer par un maximum légeérement estompé dans la figure 7 a
cause d’une limitation volontaire a 15KeV de ’intervalle d’énergie d’impact avec la cible.

Ce constat nous a invité par la suite, a élargir I’intervalle d’énergie d’impact en dessous de
15KeV jusqu’a 2KeV (figure 8). Il nous invite également a essayé de confirmer la conjecture
d’existence d’un couplage entre voies de capture électronique et voies d’excitation dans cette
tranche d’intervalle entre 2KeV et 40KeV voir méme supérieur et de mettre 1’accent sur le
degré de compétition entre les voies simultanément ouvertes dans ce méme intervalle. Une
telle information sur une compétition dans une gamme d’énergie qualifiée de basse et
intermédiaire dans laquelle contribuent toutes les voies ouvertes de fagon mutuelle constitue

un intérét majeur des investigations sur les interactions ion-atome et ion-ion multichargé.
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Figure. 8 Sections efficaces d’excitation a I’état 2s de 1’hydrogéne atomique par impact
de proton aux énergies intermédiaires

Energie(KeV) | Higgins et al Erreur Schw55 HExact Shakeshaft Ford et al Slim et al

2 - - 0,48334 | 0,44843 - -

3 - - - 1,01061 - -

4 - - 1,5966 1,5958 - -

5 - - - 1,97139 - - -
6 - - 2,268 2,2341 - - -
7 -- - - 2,41173 - - --
8 - - - 2,52862 -- -- --
9 -- - - 2,60293 - - --
10 0,61 0,1 - 2,64598 - - --
12 -- -- 2,7372 2,66989 - - -
15 -- 2,7294 2,61821 0,88 0,95 -
20 1,05 0,09 2,5562 2,4257 - -- -
25 - - 2,29572 1,56 - -
30 1,25 0,11 2,136 2,15816 - 1,8 1,73
40 1,39 0,08 1,7724 1,88372 2,1 - 2,01
50 1,32 0,07 1,4886 1,6378 1,79 - 1,98
55 - - 1,53224 - - -
60 1,22 0,08 1,284 1,43819 1,32 1,52 1,82
65 - 1,2025 1,35438 - - -
80 1,04 0,07 1,0155 1,15035 1,24 - -
100 0,87 0,07 - 0,95551 1,02 1,2 1,2
145 0,60014 | 0,68571 - 0,82 0,82
160 0,46544 | 0,62543 - - -
200 0,50517 0,49 0,519 0,56

Tableau 08 : Sections efficaces totales d’excitation a I’état 2s de I’atome d’hydrogene par impact de
proton aux énergies intermédiaires dans 1’unité 10" cm?
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Si bien que de nombreux travaux utilisant des méthodes aussi bien simples que
compliquées pour résoudre ce probléme soient incontournables. Nous avons vu qu’il serait
judicieux d’examiner de plus pres la région d’énergie proche du seuil d’ionisation, de traquer
le continuum d’état de la cible dans cette région et de choisir les fonctions d’onde les mieux
adaptées pour représenter ce continuum. En effet, des transitions vers des états du continuum
de la cible seront possibles une fois 1’ouverture d’une voie de capture électronique.
L’ouverture de cette voie de capture électronique est attribuée, selon certains auteurs [43, 44,
45, 46, 47, 48], a I’existence d’un couplage entre états intermédiaires d’un atome uni He"
susceptible de se former a petite séparation projectile-cible et les états du continuum de la
cible pour des énergies inférieurs a 30KeV. Ce couplage plus ou moins fort est le plus souvent
apprécié par évaluation d’intégrale de recouvrement entre fonctions d’onde du continuum de

la cible et les fonctions d’onde des états intermédiaires de 1’atome uni He™.

La capture électronique sur des états d’un atome uni He*, méme en passant par des états
intermédiaires HJ [48], n’est pas la seule voie ouverte lors de I’interaction proton-hydrogéne
atomique pour des ¢énergies basses et intermédiaires. En effet, une voie de capture
¢lectronique sur le projectile via ionisation de la cible peut étre envisagée et les auteurs [49,
50, 51, 52, 53] qui ont analysé le processus en question suggerent I’inclusion d’états
d’ionisation lors de ’ouverture de cette voie de capture selon un mécanisme classique de
Thomas a deux étapes [54] pour des énergies d’impact supérieures a 40KeV. Moins probable
dans cette région d’intervalle d’énergie et particulierement scruté a haute énergie, I’ionisation

simple, en revanche, est loin d’étre impliquées dans le processus selon les mémes auteurs.

L’examen des différentes voies ouvertes lors du processus de collision proton-hydrogene
atomique analysées dans la littérature référencée si dessus ne releve pas du cadre de cette
thése. Néanmoins, nous avons pu en avoir les convictions sur une contribution quasi
incontestable du continuum de la cible dans les sections efficaces des voies, conjointement,
ouvertes dans ’intervalle d’énergie qui nous intéresse. L’excitation d’atome par impact d’ion
nu comme le proton a des énergies intermédiaires fait, catégoriquement, partie des voies
compétitivement ouvertes dans le processus. Le processus d’excitation a particulierement
suscité notre intérét dans le présent travail et les résultats des calculs sur les sections efficaces

que nous avons pu obtenir sont présentés en figures.

Dans la figure 9, nous présentons les sections efficaces d’excitation a I’état 2s par impact

de proton aux énergies intermédiaires. Nous tenons a rappeler que dans notre premicre

tentative, les fonctions d’onde du continuum de la cible sont issues d’un développement L*
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sur la base des fonctions hydrogenes de type Laguerre. Nous tenons a rappeler aussi que,
moyennant une stratégie empruntée de la technique de la matrice J de Yamani et Reinhardt, ce
développement aboutit nécessairement a des séquences récursives (VI.27 du chapitre VI)
entre polynomes d’une classe généralisée constituant les coefficients de développement des

fonctions du continuum de la cible.

Energie(KeV) | Higginsetal | Erreur | Schw55 | HPolyn | Shakeshaft | Fordetal | Slim et al

2 - - 0,48334 | 0,45024 - -

3 - - - 1,01142 - -

4 - - 1,5966 | 1,49292 - -

5 -- -- -- 1,84907 -- -- --

6 - - 2,268 | 2,10386 - - -

7 -- -- -- 2,277 -- -- --

8 - - - 2,39213 - - -

9 - - - 2,46677 - - -
10 0,61 0,1 -- 2,51179 -- -- --
12 - - 2,7372 | 2,54212 - - -
15 - 2,7294 | 2,50037 0,88 0,95 -
20 1,05 0,09 2,5562 | 2,41375 - - -
25 - - 2,29572 1,56 - -
30 1,25 0,11 2,136 | 2,15816 - 1,8 1,73
40 1,39 0,08 1,7724 | 1,88372 2,1 - 2,01
50 1,32 0,07 1,4886 | 1,6378 1,79 - 1,98
55 -- -- 1,53224 -- -- --
60 1,22 0,08 1,284 | 1,43819 1,32 1,52 1,82
65 - 1,2025 | 1,35438 - - -
70 - 0,07 1,1317 | 1,27917 - - -
75 - 1,0706 | 1,21133 1,19 - 1,58
80 1,04 0,07 1,0155 | 1,15035 1,24 - -
85 -- -- 1,09498 - 1,41 1,41
90 0,94 0,05 - 1,04443 - - -
100 0,87 0,07 - 0,95551 1,02 1,2 1,2
105 0,81158 | 0,91616 - - -
125 - 0,78539 0,829 - -
145 0,60014 | 0,68571 - 0,82 0,82
150 0,56464 | 0,66443 - 0,694 -
160 0,46544 | 0,62543 - - -
200 0,50517 0,49 0,519 0,56

Tableau 09 : Sections efficaces totales d’excitation a I’état 2s de I’atome d’hydrogéne par impact de
proton aux énergies intermédiaires dans I’unité 10" cm’

Dans la figure 9 ou nous avons utilisé un pseudo-état noté (3s), les sections efficaces
(HPolyn) d’excitation a I’état 2s sont améliorées de 10% par rapport aux sections efficaces
(Schw55) de Bouamoud. Les profils sont vraisemblablement les mémes pour des énergies
supérieurs a 40KeV. Ces résultats des calculs sur les sections efficaces seront d’autant plus

meilleurs si le nombre de pseudo-état inclus dans le développement est important.
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Figure. 9 Sections efficaces d’excitation a 1’état 2s de I’hydrogéne atomique par impact de proton aux
énergies intermédiaires

Hormis les avantages cités auparavant, les calculs tendent, malheureusement, a devenir de
plus en plus lourds et fastidieux a chaque fois que le nombre de pseudo-état augmente
nécessitant ainsi, un effort machine considérable et coliteux. Les fonctions de type Slater,
particulierement souple et maniable et d’une flexibilité inégalable, ont été choisies pour
pallier aux difficultés rencontrées plus haut. Elles nous ont épargné le probléme de

convergence généralement coliteux en matiére de temps machine.

Les fonctions d’onde radiales de Callaway et Unnikrishnan sont des fonctions de type
Slater. Ces fonctions ont été plus ou moins séverement testées moyennant une procédure de
discrétisation de Numerov relativement détaillée dans ce manuscrit. Le comportement de ces
fonctions pour différentes valeurs de 1’énergie propre E, qu’elle soit négative ou positive, et

du facteur d’échelle £ peut étre apprécié en analysant les figures si dessous.

En effet, dans la zone de spectre discret (figure 10-13) ou les énergies sont négatives (états
liés) ainsi que dans la zone proche du seuil d’ionisation de la cible (figure 14-17) ou les

énergies sont légerement positives (continuum proche), le comportement observé nous semble
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qualitativement comparable au comportement exact de I’hydrogéne atomique dans son état

fondamental et dans ses premiers états excités.
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Figure. 10 Fonction d’onde radiale de Figure. 11 Fonction d’onde radiale de
Callawav et Unnikrishnan Callawav et [Innikrishnan

Le comportement du continuum proche du seuil d’ionisation dont les énergies sont
légérement positives semble avoir un caractére oscillant comparable au comportement exact

de I’hydrogeéne atomique légerement €loigné du seuil d’ionisation.

Dans les figures 10-13, sont illustrées les fonctions d’ondes de Callaway et Unnikrishnan
validées numériquement par la procédure de Numerov pour 1’état fondamental et les premiers
¢tats excités avec les facteurs d’échelle et les énergies appropriées. Il s’agit des états 1s, 2s et

3s quasi exactes volontairement retenus dans notre développement.

T T T T T T T T 014 . - . - . - . -
| =05 222
0 E=0.083u.a Bound state (03333 )=1 —— Bound state
| 03]  E=0.055ua
04
0,2
_ : _
3 027 i ERUE
= | =
=009 00+ b
b
P | 0,1 |
0,21 i\/’
_0,2_
04 T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
r(u.a) r(u.a)
Figure. 12 Fonction d’onde radiale de Figure. 13 Fonction d’onde radiale de
Callaway et Unnikrishnan Callaway et Unnikrishnan
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Ce résultat nous a offert, par la suite, I’opportunité d’en saisir I’avantage en essayant de

décrire convenablement le continuum proche du seuil d’ionisation de 1’atome cible. Pour se

faire, nous avons procédé par un algorithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (figure

18-29) ou nous avons, dans un premier temps, discrétisé¢ le continuum proche sur la base

méme des fonctions de Callaway et Unnikrishnan de type Slater quasi exactes.

Le seul inconvénient rencontré avec les fonctions de type Slater, malgré leurs souplesses,

est que leur nombre doit étre limité pour ne pas avoir affaire, sans le vouloir, au phénomeéne

de perte d’orthogonalité en progressant dans les calculs. Pour éviter ce désagrément non

désirable de perte d’orthogonalité, un test sévere a ét¢ implémenté dans 1’algorithme de

Gram-Schmidt afin d’assurer un controle permanent de 1’orthogonalité entre états et pseudo-

états de la cible.
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Nous somme loin d’étre exigeant dans notre analyse et pour ne pas trop juger de la qualité
des fonctions obtenues, nous nous somme contenter de leurs aspects démonstratifs. Il nous
semble en effet, qu’elles sont bien adaptées pour donner les résultats souhaités. Le profil est
bien proche de celui des fonctions exactes de I’hydrogéne atomique avec les énergies
appropriées. Ces fonctions d’ondes quasi exactes ainsi qu’un certain nombre de fonctions
d’onde du continuum d’énergie sont représentées en figure 18-29 avec les distributions

radiales associées.

Il est tout a fait clair que ces fonctions ne sont pas les seules adoptées dans ce genre de
calculs. Les fonctions de type Slater sont choisies pour leurs souplesses et maniabilités
lorsqu’il s’agit d’évaluer des intégrales de type recouvrement, énergie cinétique et énergie
potentielle nécessaires pour la résolution d’équations aux valeurs propres par exemple ainsi
que des intégrales moléculaires mono et multiélectronique rencontré dans des équations de

type Hartree en général[34], [35].
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La méme procédure d’orthogonalisation est utilisée (figure. 30-35), dans un deuxiéme

temps, pour discrétiser le continuum proche du seuil d’ionisation de I’atome cible mais cette

fois ci sur la base des fonctions d’onde exactes de I’hydrogéne atomique.
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Les pseudos-états issus de la discrétisation par la procédure d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt sur I’ensemble complet des fonctions de Callaway et Unnikrishnan de type Slater
sont utilisés pour estimer la contribution du continuum (CalGram, figure. 36-38) dans les
sections efficaces d’excitation de I’hydrogeéne atomique par impact de proton aux €nergies
intermédiaires. Dans la figure 36, sont illustrées les sections efficaces d’excitation a 1’état 2s
issues de la discrétisation d’une fonction d’onde du continuum sur I’ensemble complet des
fonctions d’onde quasi exactes de Callaway et Unnikrishnan de type Slater. Les sections
efficaces de la figure 36, montrent une nette amélioration par rapport aux sections efficaces
issues d’un développement sur 1’ensemble des fonctions de type Laguerre(HPolyn) sur la

méme figure 36.

Dans la figure 38, nous avons reproduit les mémes sections efficaces (CalGram) de la
figure 36 pour les confronter avec les sections efficaces (HGram) de la figure 37, issues d’une
procédure de discrétisation par orthonormalisation de Gram-Schmidt sur un ensemble complet
des fonctions d’ondes exactes de I’atome hydrogene. Les sections efficaces (HGram) illustrés
dans la figure 37, semblent encore plus améliorées tant par rapport aux sections efficaces
(HPolyn) illustrées sur la méme figure 37, que les sections efficaces (CalGram) illustrées sur
les figure 36 et 38. Ces résultats nous semblent assez raisonnables dans la mesure ou, dans les
sections efficaces d’excitation de la cible hydrogéne (HGram) par impact de proton, est
comptabilisée la contribution de deux ¢états du continuum de la cible développées sur les états
exacts de I’atome hydrogene au lieu d’un seul état du continuum de la cible développé sur les

¢tats quasi exacts de Callaway et Unnikrishnan de type Slater.
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E?Ke;\%;e H:ig;TS Erreur | Schw55 HPolyn HGram CalGram | Shakeshaft Z(’:;dl 2!:::
2 -- - 0,48334 | 0,45024 0,46 -- --
3 -- - - 1,01142 | 0,69803 0,69 -- --
4 -- - 1,5966 1,49292 -- 0,87 - --
5 -- - - 1,84907 | 0,89795 1,05 -- -- -
6 -- - 2,268 2,10386 - 1,16 - - -
7 -- - - 2,277 1,03445 - -- -- --
8 -- - - 2,39213 -- 1,38 -- - --
9 -- - - 2,46677 1,15007 1,47 -- -- --
10 0,61 0,1 - 2,51179 1,23438 - -- -- --
12 -- - 2,7372 2,54212 1,29525 1,63 -- -- -
15 - 2,7294 2,50037 1,39255 1,72 0,88 0,95 -
20 1,05 0,09 2,5562 2,41375 1,52905 1,81 -- - -
25 -- -- 2,29572 1,62319 1,85 1,56 - -
30 1,25 0,11 2,136 2,15816 1,69766 1,83 - 1,8 1,73
40 1,39 0,08 1,7724 1,88372 1,76116 1,77 2,1 - 2,01
50 1,32 0,07 1,4886 1,6378 1,6378 1,63 1,79 - 1,98
55 - - 1,53224 | 1,53224 1,53 - - -
60 1,22 0,08 1,284 1,43819 1,43819 1,43 1,32 1,52 1,82
65 - 1,2025 1,35438 1,35438 1,35 -- -- -
70 -- 0,07 1,1317 1,27917 1,27917 1,27 -- -- --
75 - 1,0706 1,21133 1,21133 1,21133 1,19 -- 1,58
80 1,04 0,07 1,0155 1,15035 1,15035 1,15 1,24 -- --
85 - - 1,09498 1,09498 1,09 - 1,41 1,41
90 0,94 0,05 - 1,04443 1,04443 1,04 -- -- -
100 0,87 0,07 - 0,95551 | 0,95551 0,95 1,02 1,2 1,2
105 0,81158 | 0,91616 | 0,91616 0,91 - - -
125 - 0,78539 | 0,78539 0,78 0,829 - -
145 0,60014 | 0,68571 | 0,68571 | 0,68571 - 0,82 0,82
150 0,56464 | 0,66443 | 0,66443 0,66 - 0,694 -
160 0,46544 | 0,62543 | 0,62543 0,62 - - -
200 0,50517 | 0,50517 | 0,50517 0,49 0,519 | 0,56

Tableau 10 Sections efficaces totales d’excitation a I’état 2s de I’atome d’hydrogéne par impact de
proton aux énergies intermédiaires dans ’unité 1077 cm”
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Figure. 38 Sections efficaces d’excitation a 1’état 2s de I’hydrogéne atomique par impact
de proton aux énergies intermédiaires

Dans I’ensemble des figures 9, 36, 37 et 38, la contribution du pseudo-continuum d’états
de la cible, pas treés loin du seuil d’ionisation, dans les sections efficaces d’excitation de
I’atome d’hydrogéne par impact de proton aux énergies intermédiaires semble étre
incontournable. La contribution du pseudo-état noté (3s) dans les sections efficaces (HPolyn
[55]) de la figure 35 peut étre évaluée jusqu’a 10% par rapport aux sections efficaces
d’excitation a I’état exact 2s de I’atome hydrogene depuis son état fondamental. La
contribution du pseudo-état (R4) de la figure 17, d’énergie positive, dans les sections efficaces
d’excitation (CalGram [56], figure 36) de I’atome d’hydrogene par impact de proton aux
énergies intermédiaires est estimé jusqu’a 32% par rapport aux sections efficaces d’excitation
a I’¢état exact 2s. Par contre la contribution des deux pseudo-états DCWF1 et DCWF2, des
figures 24 et 25 respectivement, dans les sections efficaces d’excitation (HGram [57], figure
37) de I’atome hydrogeéne par impact de proton aux énergies intermédiaires peut étre estimé

autour 36% par rapport aux sections efficaces d’excitation a I’état exact 2s.
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VII.4 Conclusion

Des processus multiples peuvent avoir lieu lors d’une collision ion-atome ou ion-ion
multichargé. Dans une collision proton-atome d’hydrogéne, les processus d’excitation,
d’ionisation et de capture électronique sont des plus probables dans la gamme des énergies
intermédiaires. Dans une telle collision, qualifiée d’¢lémentaire mais d’intérét fondamental
pour tester les différents modeles, le processus de capture électronique sur le projectile
domine dans la gamme des énergies basses alors que 1’ionisation simple I’emporte dans la
gamme des énergies hautes. Cependant, I’excitation par impact de proton, depuis 1’état
fondamental a des états supérieurs est plutot favorisée a des énergies autour de 60KeV pour

une cible hydrogene.

Les trois processus, semblent avoir chacun une contribution compétitive avec les autres
processus en général. En effet, pour des énergies inférieures a 60KeV par exemple, le
processus de capture électronique sur le projectile devient de plus en plus favorable lorsque
I’on se dirige de droite a gauche a partir du pic de 60KeV vers les énergies les plus basses
jusqu’a 2KeV. En revanche, c’est 1’excitation qui devient de plus en plus probable en se
dirigeant de gauche a droite a partir de 2KeV vers le pic de 60KeV. La contribution des deux
voies de capture et d’excitation simultanément ouverte lors du processus de collision est due
principalement a I’existence d’un couplage entre états du continuum de la cible et des états
intermédiaires d’un atome uni He'. Ce couplage qui peut étre jugé par évaluation du
recouvrement entre les états compétitive renseigne d’avantage sur la contribution du

continuum de la cible dans les voies de sortie de la collision.

La contribution des états du continuum de la cible juste en dessus du seuil d’ionisation
dans les sections efficaces d’excitation a fait le principal objectif de ce travail de thése. Nous
avons tenté dans un premier stade de représenter les états du continuum de la cible de maniére
adéquate. Les fonctions d’onde dont les énergies associées sont négatives doivent avoir au
moins un comportement semblable a celui des trois premiers états exacts de 1’atome
d’hydrogene. Ce critére de chois des fonctions d’onde étant rempli sur la base d’un test
Numerov, nous avons procédé par une discrétisation Gram-Schmidt des états du continuum
proche du seuil d’ionisation de la cible sur un ensemble complet de fonctions L? engendré par
les états exacts orthonormées ou quasi exacts préalablement orthonormalisée par la méme
procédure. La base ainsi obtenue peut étre élargie d’avantage pour couvrir un ensemble
complet plus vaste contenant les états discrets exacts ou quasi exacts et les pseudo-états du

continuum proche du seuil d’ionisation de la cible.
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Dans ce manuscrit, nous nous somme contenté¢ des trois premiers états exacts ou quasi
exacts et de deux pseudo-états du continuum proche du seuil d’ionisation de la cible. Les
résultats obtenus sur les sections efficaces d’excitation de I’atome d’hydrogene par impact de
proton aux énergies intermédiaires étaient satisfaisant. Nous avons utilis¢ le principe
variationnel de Schwinger dans le cadre de la méthode du paramétre d’impact pour évaluer les
sections efficaces. Aucune difficulté n’a été rencontrée dans I’insertion du continuum qui a
¢té¢ rendu possible a 1’aide d’une formulation eikonale fractionnaire souple du principe
variationnel de Schwinger et des propriétés d’orthonormalisation des états exacts et/ou quasi
exacts et pseudo-états de la cible. Aucun commentaire sur la convergence remarquable des
sections efficaces sauf pour le cas des fonctions de type Laguerre et la matrice J associée qui
demandé un soin particulier dans le chois du facteur d’échelle A et par conséquent I'énergie

adéquate associée.

L’accélération de la convergence dans le cas des fonctions L de types Laguerre est
possible si un critére de chois optimal automatisé est incorporé dans la procédure de calcul.
Une sélection aléatoire peut €tre aussi envisagée si on aura recours aux algorithmes de
randomisation existant dans les librairies de programmation fortran par exemple. Cependant,
une procédure de randomisation consolidée par une sélection optimale est toujours
souhaitable. L’ensemble complet des fonctions L* de type Slater peut étre éventuellement

¢largi pour contenir un nombre suffisant d’états et de pseudo-états de moment orbital non nul.
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Conclusion générale

Des ¢léments de la théorie des collisions ont été évoqués au début de ce manuscrit. Nous
avons défini le régime des vitesses et les différents processus de collision les plus probables
dans ce régime. Nous avons utilisé¢ les équations intégrales de Lippmann-Schwinger en termes
de fonctions de Green et puis nous avons défini les éléments de matrice de transition. Ce
choix nous a offert le privilege d’un acces direct aux sections efficaces en termes d’éléments
de matrice de transition qui nous ont servit par la suite dans I’extraction de I’information sur
les processus de collisions.

Dans la suite, nous avons discuté de deux approximations habituellement utilisées dans les
probléemes de diffusion. Nous avons discuté de 1’approximation de Born au premier et
deuxieme ordre ainsi que I’approximation de Born des ondes planes(PWBA). Nous avons
défini la matrice de transition et les ¢léments de matrice correspondent. L’amplitude de
diffusion a été déduite de la matrice de transition par la fameuse transformé de Fourier et
I’acces a I’amplitude de diffusion a été rendu facile par des simplifications apportées par les
propriétés de symétries des ¢léments 3j de Wigner.

Dans une troisieme partie, nous avons discuté des principes variationnels depuis le
fondement de la théorie quantique avec Schrddinger jusqu’au principe variationnel de
Schwinger utilisé pour les calculs sur les états liés et les états de diffusion. Nous avons montré
I’efficacité des méthodes variationnelle dans la résolution des équations intégrales de type
Fredholm et nous avons pu constater le lien étroit entre équations de Lippmann-Schwinger et

les équations intégrales de type Fredholm.

Dans une quatriéme partie, comme application, nous avons suivi une stratégie de calcul
développée par notre groupe. Nous avons utilis€ le principe variationnel de Schwinger eikonal
sous forme fractionnaire pour évaluer les sections efficaces d’excitation de 1’atome
d’hydrogene par impact de proton aux énergies intermédiaires. Les amplitudes de transition
entre états discrets de la cible ont été évaluées en premier. Ces grandeurs vitales nous ont
permit par la suite un acces direct aux sections efficaces d’excitation dans la gamme des

énergies qui nous intéresse.

Les transitions entre états liés et états du continuum de la cible n’ont pas été directement
recherchée dans ce manuscrit. Le continuum proche du seuil d’ionisation a été représenté en
premier par des pseudo-états de la cible avec les énergies positives appropriées. Ces pseudo-
états ont été discrétisés par la suite sur la base d’un ensemble complet de fonctions L* de

carrés sommables. L’ensemble des fonctions de carrés sommables choisi été soit [’ensemble
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orthonormé des fonctions hydrogénoides soit 1’ensemble des fonctions L? de type Slater

orthonormalisée par la procédure de Gram-Schmidt.

Dans une autre alternative, nous avons vue qu’il est possible de trouver une représentation
adéquate du continuum d’état de la cible. Nous avons suivit une stratégie ¢laboré dans le
cadre de la méthode de la matrice J et par suite nous avons pu discrétiser le continuum sur la
base des fonctions de carrés sommables issus d’une diagonalisation de la matrice Hamiltonien

préalablement mise sous forme tridiagonale par la méme stratégie.

I1 s’est avéré que les éléments de la diagonale générent les énergies exactes de la cible avec
les fonctions propres associées. Ces fonctions propres étant de type Laguerre orthonormées,
elles constituent la base sur laquelle ont été développées les fonctions d’onde dont les

énergies propres sont positives et qui sont issus des éléments hors diagonale de la matrice J.

Les trois processus discuté dans ce manuscrit, a savoir, le processus d’excitation des états
de la cible, le processus de capture électronique sur des états d’un atome uni He™ et le
processus de capture sur les états du projectile via ionisation de la cible, semblent avoir
chacun une contribution compétitive avec les autres processus pour des énergies inférieures a
60KeV en général. La contribution des deux voies de capture et d’excitation simultanément
ouverte lors du processus de collision est due principalement a 1’existence d’un couplage aussi
bien entre états du continuum de la cible et des états intermédiaires d’un atome uni He"
qu’entre états du continuum de la cible et états de capture sur le projectile. Ce couplage qui
peut tre jugé par évaluation du recouvrement entre les états compétitive renseigne d’avantage

sur la contribution du continuum de la cible dans les voies de sortie de la collision.

La contribution des états du continuum de la cible juste en dessus du seuil d’ionisation
dans les sections efficaces d’excitation a fait le principal objectif de ce travail de thése. Nous
avons tenté dans un premier stade de représenter les états du continuum de la cible de maniere
adéquate. Les fonctions d’onde dont les énergies associées sont négatives doivent avoir au
moins un comportement semblable a celui des trois premiers états exacts de l’atome
d’hydrogene. A cette fin, nous avons utilisé trois alternatives. Nous avons utilisé les fonctions
hydrogénoides, les fonctions de type Laguerre ainsi que les fonctions de type Slater. Ce
critére de chois des fonctions d’onde étant rempli sur la base d’un test Numerov, en particulier
pour les fonctions de type Slater, nous avons procédé par une discrétisation Gram-Schmidt
des états du continuum proche du seuil d’ionisation de la cible sur un ensemble complet de

. 2 4 J4 J4 . I3
fonctions L engendré par les états exacts orthonormées ou quasi exacts préalablement
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orthonormalisée par la méme procédure. La base ainsi obtenue peut étre ¢élargie d’avantage
pour couvrir un ensemble complet plus vaste contenant les états discrets exacts ou quasi

exacts et les pseudo-états du continuum proche du seuil d’ionisation de la cible.

Dans ce manuscrit, nous nous somme contenté¢ des trois premiers états exacts ou quasi
exacts et de deux pseudo-états du continuum proche du seuil d’ionisation de la cible. Les
résultats obtenus sur les sections efficaces d’excitation de I’atome d’hydrogene par impact de
proton aux énergies intermédiaires étaient satisfaisant. Nous avons utilisé le principe
variationnel de Schwinger dans le cadre de la méthode du paramétre d’impact pour évaluer les
sections efficaces. Aucune difficulté n’a été rencontrée dans I’insertion du continuum qui a
été rendu possible a 1’aide d’une formulation eikonale fractionnaire souple du principe
variationnel de Schwinger et des propriétés d’orthonormalisation des états exacts et/ou quasi
exacts et pseudo-états de la cible. Aucun commentaire sur la convergence remarquable des
sections efficaces sauf pour le cas des fonctions de type Laguerre et la matrice J associée qui
demandé¢ un soin particulier dans le chois du facteur d’échelle A et par conséquent I’énergie

adéquate associée.

L’accélération de la convergence dans le cas des fonctions L* de types Laguerre est
possible si un critére de chois optimal automatisé est incorporé dans la procédure de calcul.
Une sélection aléatoire peut €tre aussi envisagée si on aura recours aux algorithmes de
randomisation existant dans les librairies de programmation fortran par exemple. Cependant,
une procédure de randomisation consolidée par une sélection optimale est toujours
souhaitable. L’ensemble complet des fonctions L de type Slater peut étre éventuellement

¢largi pour contenir un nombre suffisant d’états et de pseudo-états de moment orbital non nul.
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ANNEXE A-I

Calcul des éléements Wi (1_?))

Les ¢€léments W;; (}_?)) nécessaires pour I’évaluation des amplitudes de transitions eikonale

de Born a I’ordre 1 et 2 sont donnés par la relation :
Wy(R) = [ d2 97 (D) V(R, %) ;%) ALl

Dans ces ¢léments figure le potentiel effectif :

V(R %) = Z, [% - |§if|] AL2

Les fonctions hydrogénoide ¢; (¥) et ¢;(X) données, d’une fagon générale par :

(pk(')_é) = (pnklkmk(f) = Rnklk(x)Yl:lk(f) Al3a
telle que :
ZTX
Ry () = € e Ll By ot AL3b
ou :
_ 1 1/ (22p)k*H+/2 (—1)#
Biw = By = 75 [ + U)! (e — i = 1)1] /2 v:i"”‘” T eoaom | Al
Y;kn" (%) est une harmonique sphérique dont 1’expression est :
mk 2l +1 /2 (Lg—m)! /2 me Mk M@y
® = |2 (lkmk)] (—1)™P™ (cos 6, )e'™ AL3d
ou 6, et @, sont les angles polaires relatifs au vecteurX.
La fonction Pl:l"" désigne la fonction de Legendre définie par :
Mk gmk
Pl;"k(x) =(1-x2?) i Py, (x) pour my = Al3e
—mk _ m. (k= mk) _
(x) = (—1)™ ——== Gt P, (%) pour —my <0 AL3f
Le polyndome P, (x) est le polynome de Legendre.
Les deux expressions (AIL1) et (AIL.2) nous permettent d’écrire :
5; -
Wi = Z, |22 - I1(R)| Al4a
=g > xro 1 -
I(R) = [ dX ¢ (%) |§_£|<pc(x) AL4b

Si on fait un développement multipolaire de |§ =
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1 =y AT 4l (ro)t Ylm*(R‘)Ylm(R‘) Al4c

|R—z| ~ “1=02141 &m==1(p)l+1

ou r. et 5, désignent respectivement le plus petit et le plus grand des modules R et x,

I’intégrale (All.4b) devient :

= foe) 4 PIPN ~
I(R) = L% o S LR Y™ (R)Y™(R)) AlL5a
_ +°°d 2 (ro)t
Li(R) = [ dx x*Ry()R; () 5 ALS5b

ou J est une intégrale bien connue :
J = (D™ [dR @Y, @Y™ @) Al5c

qui est égale a :

QU@L+ (2+1) 1/2(1 li lj)(l L lf) AlLS5d
At 0 0o o/\m —m m '

En utilisant les propriétés des coefficients 3] de Wigner nous obtenons les regles de

J=m|

sé¢lection suivantes pour que J soit différent de O :

L+1;+1;=2p pPEN Al.6a
=Ll <l<l+1 AlL6b
m=m; —m; Al.6¢

Dans le cas ou | = 0, I’intégrale radiale est donnée par :

Lo(R) = %fOR dx szi(x)Rj(x) + fR+oo dx xR;(x)R;(x) Al7a
6i' [o'e) [oe)
- ?] - %f; dx x?R; (X)R; (x) + fR+ dx xR; (x)R;(x) AL7b

En explicitant les fonctions radiales R;(x) et R;(x) suivant I’expression (AIL3b), nous

aurons :

L) = 5 = T D BBy S o, ) R ALTe
Avec

@ = Zr <nl + nlj) AL7d
No=li+1lj+u+v+3 Al.7e
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1 pour p=0
C =11 1 1 AlL7f
No () {E + NeioD! pourl1<p<Ny—1
Pour [ # 0, nous obtenons :
+0o (T<)l No—1,—-q;ix
Lizo(r) = Z#,VBi#BijO dx i 0~ lo~dij AL
L’intégrale sur x conduit aux intégrales suivantes :
g g
[ee] L [o¢)
[F*d (r(r;l)+1 xNo~le=iX = z+1f dx xN~le~ij* +leR+ dx x N2+ D g =aijx Al.9a
>
— 1 (N-1)! 1 — e~aijR ZN 1 (“UR)
R (ay)" P
[N=2(1+D)]! _ N— 21 1 (al R)
Rl aN (2l+1) a”RZ (+1) (11_' AI9b
Yy
ou N est défini comme :
N =N,y +1 Al9¢
L’équation (AIL.8) devient alors :
N-1)! 1 P _ p
Liso(R) = Ly BBy )) {1 e R TN Oy () (ayR)' AL10a
% pour 0<p<2

Cni() =14 1 [N=2@+D)]! AL10b

o T D P20 D) pour 2l+1<p<N-1

A partir des expressions (AIL7b) et (AIL.10a), ’intégrale I(R) définie par I’expression
(AIl .5a) devient :
I(R) = U+Zl 0 Zim= —lZH_l Y™ (R) Allla

J=%. VBWB,V((” )1)' (1= 610) — e R VL Cy () (aiiR)" ) ALllb
En explicitant ¥/" R et I’intégrale J, et en utilisant les régles paires de sélections (AIL6a-c),
la somme sur I peut étre limitée a des valeurs soit paires, soit impaires et la somme sur m a un
seul terme (m = m; —m;).
On aura alors, a partir de (All.4a) :
Wi;(R) = W;;(Ry)e~mer AlLl2a

= r = \
R, représente le vecteur R avec un angle ¢ ou:

Lmax mmim ni—li—1 n;—1li-1 P™(cos(6R))
I/Vl](RO) Z Zl ?mm 1l JZ ] szoj BniliI,Lanle : RI+1 .
(N-D!'( _gp.. _ P
(a“)N {e aUR Zg:(} CN_l(p)(a’in) - (1 - 61,0)} AIIZb
9]
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Avec :
e A P ANYS B P
g™ = (=Ml + D2y + 1) [EHZH ( . 6) (m o ni]-) AL12c
lmin = sup[lli - l]l’ |ml- - m]” Al.12d
lmax = Li +; AlL12e
L’expression (AIL1) étre sous la forme :
wi;(R) = (ji|V(R, 2)|j;) AL13a

Du fait que R est donné par une relation de ﬁo d’un angle ¢y autour de I’axe z on peut

alors écrire :
Wi;(R) = (pi| RV (R, )R | 0)) AL13b

Ou R est I’opérateur de rotation ; donné par R = e ~tLz¥r,

Il vient alors :

Wi (R) = eltrmmder(e,|v (Ro, %) ;) ALI3c
Soit :

Wy (R) = e"merW;(Ro) AL13d
ou:

m=m; —m AL13e

De méme maniére on va essayer de déduire une relation analogue pour ag,(p).
Par analogie avec I’expression (I1.26) de I’opérateur de transition T, on peut écrire, a partir

des deux relations : (k|®|k') = f_+;° dz(k|®|k') ainsi que la relation (I11.37) :

age(P) = (Bla(p)la) Al.l4a
Ou encore :
aga(B) = (B|Ra(Be) R |a) AL14b

ol B, désigne le paramétre d’impact, projection de R, sur le plan transverse (¢z = ¢,).

On aura donc
apa(p) = e amaOR(Bla(py)|a) Al l4c

qui s’écrit encore :
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apa(p) = e M ma)orag, () AL14d

On peut €galement déterminer cette expression en utilisant la forme (Al.12a) des W;; dans

I’expression (I11.37) de ag, (B).

En termes de fonctions gamma compléte et incomplete les intégrales radiales [ (ﬁ)

nécessaires pour I’évaluation des €léments W;; s’€crivent :

I(R) = m’Y(N (ZUR) + mr(N 2l—1, “in) Al.15a

Avec les fonctions spéciales (Abramovitz&Stegun)

v(N,a;;R) = P(N,a;;R)[(N) AL15b
et
I'(N-2l-1,a;R)=T(N-2l—-1)Q(N -2l —1,a;R) Al15¢

On aboutit a ’expression

I(R) = - NRIHF(N)P(N @;jR) + —5 TN = 20 = DQ(N — 21 — 1,a;;R) Al.16a

T
Moyennant les relations entre fonctions gamma incomplétes et intégrales exponentielles

Q(N —2l—1,a;;R) = ey_y_»(a;jR)e™ R Al16b
P(N,a;jR) =1 —ey_y(a;;R)e R Al.16¢

On peut réécrire I’intégrale (Al.16a) en termes d’intégrales exponentielles tabulés dans

I’ouvrage de référence d’Abramovitz&Stegun :

I(R) = 2261 — ey_y(ayR)e™ “”RHW (N — 21— 2)ley_g_p(ayjR)e R ALl6d

a; NRl+1
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Quelques propriétés utiles des polynomes de Laguerre

- Relations de récurrence [ Abramovitz et Stegun 1972, Szegd 1939] :

yLEP () = (n+a+ DLE(Y) — (n+ DL ()

YIS = (n+ )L 1 (y) — (n = y)LE(y)
LS (y) = L5(y) — LG -1 (y)

M+ )L ') = (n+ DL () —(n+ 1= y)LE ()

- Relations d’orthogonalité [Magnus et al 1966] :
. 0
Jy ey L (WLE () dy = [+ a) [n + a]
n
- Formule de différentiation [Erdélyi et al 1953] :

am _Tm+n) _y gom

L yee 18 ()] = g xyempgm )

- Equations différentielles [Szegd 1939] :

xy '+ (@+1—x)y +ny=0, y = L%(x)

2

pourn #m

pourn=m

xz' + (x+ 1)z + (n +%+ 1-— %)z =0, z=e *x*2L%(x)
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ANNEXE A-III

Algorithme de Numerov

Soit I’équation différentielle ordinaire
u'(x) + g()ux) = s(x) AIlL1

Cette équation se réduit a 1’équation de Schrodinger dans le cas ou la fonction s(x) =0
etq(x) =2(e-Vv(x)).

La procédure de Numerov consiste a prendre une grille de points réguliérement espacés par
le pas h sur un intervalle ou la solution est valable et correctement définie aux extrémités de
I’intervalle. On exprime ensuite le dérivé d’ordre deux par une formulation récursive sur trois

points successifs de la grille.

A, = Uip1 —2Ui+Uj—q AIIL2
2 h2

En procédons par un développement de u;,; et u;_; a ’ordre quatre autour des valeurs de u;

et combinant les deux expressions approchées nous obtenons :

n 4 ne
Ujpr + Ui = 2u; + hPu; + Pll—zui + 0(h®) AIIL3
Ce qui conduit pour A, :

2

"

=u/ + 2y AlIL4

Uiy —2Ui+ U4
h2

Si bien qu’au point 1 de la grille de Numerov nous avons :

’

Up = S; — qily AlILS
De telle sorte qu’au quatriéme ordre :

u" = :—; (—g()u(x) + s(x)) AIIL6

Sur les trois points successifs de la grille

u(x) _ (Si+1—Qi+1ui+1)—Z(Si;l;liui)+(5i-1—Qi—1ui-1) AIIL7

En combinaison avec 1’équation (VIL.4) et (VILS) nous aboutissons a 1’algorithme de

Numerov (T. Pang, 2006):
Ci+1ui+1 + Ci_lui_l = Ciui + di + O(hG) AIILS
avec les coefficients :

hZ
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ANNEXE A-III

2
Coa=1+2qis AIIL10
C; =2 —2h2g ATIL11
2
d; = = (Sip1 + 108; + 5;-1) AIIL12
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ANNEXE A-IV

Meéthode d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
Considérons trois ensembles de fonctions (vecteurs d’états) :
1- {u,} un ensemble de fonctions linéairement indépendants, non orthogonales et non
normalisées.
2- {1y} un ensemble de fonctions a construire, linéairement indépendants, orthogonales
mais non normalisées.
3- {¢,} un ensemble de fonctions constitué des 1,, normalisées.

La procédure d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (G. Arfken) consiste a :

1- Initialiser les séquences de Gram-Schmidt en posant ¥, = 0 pourn = 0.

2- Construire le premier ¢lément de la base orthonormée en normalisant Y, par :

Po = Yo/ (¥oltho) AIV.1
3- Ecrire Y; = uy + a19¢o pour n = 1 en exigeant a P, d’étre orthogonal a ¢,.

C'est-a-dire

(¥1lpo) = 0 AIV.2

Ou encore

(u1lgo) + aio{@oleo) = 0 AIV.3

Ce qui nous permet d’écrire le coefficient a;y = —(u,|¢@,) pour un ¢, normalisé a I’unité.

4- Construire le deuxiéme élément de la base orthonormée en normalisant y; par :

01 = Y1/ W1lP1) AIV 4

5- Généraliser les séquences de Gram-Schmidt sans risque de perte d’orthogonalité pour

un nombre limité d’éléments de la base en faisant :

@i =i/ WilY;) AIV.5

et
En écrivant les coefficients a;; = —(ui|(pj>, les ¢; vont constituer les fonctions (vecteurs

d’état) de la nouvelle base orthonormée par construction.

135




ANNEXE A-V

Meéthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson pour la recherche du zéro d’une fonction est basée sur

une approximation linéaire d’une fonction lisse f(x) autour d’une racine x,.

Autour de x,., le développement de Taylor de f(x,) = 0 s’écrit :

fl) =)+ G —0)f'(x) + - =0 AV.1

La valeur de x peut étre considérée comme une valeur test de x,- dans la k'**™¢ étape et la

valeur de x dans 1’étape suivante peut étre déduite de 1’expression :
fgr) = F) + (rgr —x) () = 0 AV.2

Ce qui amene a écrire :

f(xk)
fxx)

Xp41 = X + Ax = xp, — AV.3

Le nombre d’itération est augmenté jusqu’a obtenir une meilleure valeur de x qui
annule f(x).
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ANNEXE A-VI

Meéthode d’intégration numérique de Simpson
Dans la méthode de Simpson (F. Jedrzejewski), (J. Stoer et R. Bulirsch), (T. Pang), la
fonction f est remplacée par un polyndme du second degré définissant un arc de parabole

passant par les points d’ordonnées f(x;), f (x;+1) et f(xi42).

La quadrature de Simpson s’écrit

fi FOO dx = T2 G = 1) (F (i) + £ + 4f (22721)) AVLI

e . N a+b
Pour une subdivision dans sa forme la plus simple ou I'on a xo = a,x; =——etx, =b la

quadrature numérique de Simpson s’écrit

b 1 b
2 fedx =20 - a)(f(a) + 4f (42) + £(b) AVI2
La méthode de Simpson est une méthode d’ordre 4. L’erreur dans la méthode de Simpson est
donnée par
b 1 (b-a)®
|fa fx)dx -S| < —— nf supxeap)|f S )| AVI.3

La quadrature numérique de Simpson qui approche I’intégrale de f(x) s’écrit

h
2

S = ?;Olf(a+ih)+f(a+(i+1)h)+4f(a+ih+§) AVL4

Avec le pas de discrétisation

i
Q

p = b=a AVLS5

7
=
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Abstract — We use Schwinger variational principle to evaluate excitation cross section of atomic
hydrogen by proton impact at energy range between 2keV and 200keV. Contribution of the
continuum near ionization threshold was introduced in a model using L° method developed in a
pseudo-space spanned by a set of Slater type functions. Our results were compared with those of
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Nomenclature
|a) Initial state in the incoming channel
1B) Final state in the outgoing channel
Gt Outgoing Green’s function
Gr Incoming Green’s function
V(z) Coulomb potential
Z Direction of incidence
R Distance projectile-target core
p Impact parameter
9 Collision velocity
age(p) Transition amplitude
Anj Pseudo state expansion coefficient

I.

Interaction process discussed for simple systems
attracted a great deal of interest on behalf theorists [1]-
[6] and experimentalists [7]-[11].

Theoretical approximation methods and techniques
(references cited above) were designed and developed in
this regard and calculations compared with
measurements directly accessible by the experience have
always been the evidence on the reliability and efficiency
of advanced models. Among these techniques and
approximation methods, the Schwinger variational
principle is an extremely powerful tool in estimation of
cross sections and parameters associated.

This principle has always motivated the theoretical
physics group of Bouamoud [4], [5], [6] and it is in this
same way that we want, through this work, make our
contribution in the calculation and estimation on the
hydrogenic ion-atom interaction process by including, in
a later part, the continuum discretized on a set of the
target states and pseudo-states. To be, in the first part, we
apply the Schwinger variational principle to estimate
excitation cross sections of atomic hydrogen by proton
impact at intermediate energy.

Introduction

Manuscript received and revised March 2013, accepted April 2013
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Variational transition matrix elements are developed
first. It should be noted however, that the main
contribution to the considered transition occurs at small
angle (the forward scattering) for a collision of type
H* — H within an energy range of 50keV [12]. In such a
situation, the projectile describes a straight line trajectory
and therefore we can treat the problem within the eikonal
approximation [13]. We wish to point out that in the
majority of this part, we imitate the assumptions and
developments advanced by our group [4], [5], [6] and
that in this work, it is the atomic unit which was adopted
except in explicit mention.

II. Method and Theory

1I.1.  Schwinger Variational Transition Amplitude

In the impact parameter method where the nuclei are
assumed to move in a straight line, scattering states
ly?(2)) and |l//E(Z)), eigenvectors of the total

Hamiltonian of the system, will meet respectively
outgoing and incoming wave conditions in the Z
direction. Scattering states that are solutions of the
Schrodinger equation within the impact parameters
approximation method are determined systematically by
the eikonale Lippmann-Schwinger integral equations
[14]:

ly, (2)) = Ia(Z))+f dz'Gi (z — z)V (2)|y;(z)) (1)

+0

dz'Gr (z = )V (@) y(2)) (2)

—o0

V(@) = 1B@) +

It should be noted, that initial and final states of the
target are not only electronic X coordinates dependent but

also dependent on the direction Z =9t of R =g+ 7
where g is the impact parameter checking the condition

Copyright © 2013 Praise Worthy Prize S.r.l. - All rights reserved
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p- 9 = 0 with 9 is the collision velocity reported in the
frame of laboratory system.

The eikonal Schwinger transition amplitude
fractional form is then written as [4], [5], [6]:

in

(-5) BWVIv2) (- 5) (wIvIa)
(—5) Wl —vGivive)

aga (.5) =

Scattering states are not known exactly.
We can take as states test vectors IWZ) and I’I/V/;;) such

as:

17 = 1w} +18v7) 4)

W) = v +187) 5)

These states are developed later on the set of the basic
elements in a vector space of dimension N with their
respective coefficients @; and Ej.

It will further be recalled that the transition amplitude
agq(P) given by the relationship (3) is stationary with
respect to small variations of the scattering states |l//;>
and |l//;) around their exact values and inserting, in this

circumstances, solutions of the equation §ag,(p) = 0 in
the expression of the approximate transition amplitude
Apq(p) obtained by replacing ag,(p), |wi(2)) and
|WE (2)) by test vectors II,NV;) and |¢E) respectively led us
to the almost final formulation of the Schwinger
variational principle:

N

i) = (~5) ). D EWVIDODGVID  ©

B N
L
=1 1:1

13
where (D7');; represents the element (i,j) of the
matrix D~1, opposite of D defined by the elements :

D;; = (jIV - VGF|D) (7)
It should be noted however, that, during the
development of approximated scattering states W/;) and

|i/7;) we took into consideration first, a basis consisting

only of target bound states (discrete states) and we have
ignored the inclusion of capture states (continuum states)
on the projectile.

This assumes that the effect of coupling between the
capture and excitation must be low for the variational
principle to remains reliable and this is true when the
projectile charge is lower than that of the nucleus.

Subsequently, we try to estimate the continuum and its
contribution in the excitation cross sections which is still
not negligible in the range of energies which we are
interested and more particularly between 2keV and
40keV.

Copyright © 2013 Praise Worthy Prize S.r.l. - All rights reserved
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I1.2.  Pseudo-Continuum within L’ Method

It is very advantageous to deal with orthogonal
polynomials and orthogonal functions. The L? Slater-type
functions of Callaway et al [15], [16] are not orthogonal
functions. However, those functions [17], [18], [19], [20]
become quite favorite insofar as they are able to imitate
the first accurate states of the target hydrogen atom.

Those L* functions that have associated eigen energies
negative and approaching the discrete spectrum (bound
states) of the target atom are voluntarily retained in our
development. The L* functions of Callaway that have
positive energies and that represent virtually the target
states are called pseudo states. Those pseudo states non-
normalizable by a Kronecker delta function, are added
subsequently to approach the continuum of the target
states and account for transitions to the continuous
atomic states in the energy range in interest.

However, the combination in the same development,
of discrete states and continuum states is not always
desirable for the simple reason that those states are not
normalizable in the same manner. To overcome this
difficulty, a strategy of Gram-Schmidt orthogonalization
[10], [21], [22] used as a discretization procedure of the
continuum states (pseudo states) on the basis set of target
eigenstates gave us the opportunity to surmount the
problem of normalization and ensure orthogonality
between target eigenstates and between pseudo states and
target eigenstates.

In a close coupling development for electron-
hydrogen atom scattering, Burke and Mitchell [23] use
the first eigenstates 1s and 2s of the isolated hydrogen
target. To the states Is and 2s with angular orbital
momentum L = 0, they add pseudo states of
configurations (1s) whose behavior is governed by the
set of functions of the form:

j
®, = Z Apjrite " ®)
n=1

The parameter a takes the value 0.5 for the function
@, to have the same behavior that the state hydrogen 2s,
while the A,; coefficients are chosen in such a way that
functions @, are orthogonal and orthogonal to the
hydrogen 1s and 2s wave functions. Convergence in the
close coupling development was examined by adding to
the state 1s-2s at least a pseudo-state of pseudo states 3s,
4s and 5s.

In a more elaborate calculation, states and pseudo
2s, 2p, 3d and pseudo states: 3s, 4s, 5s, 3p,4p, 5p
and 4d), for a given orbital angular momentum, are built
by diagonalization of the Hamiltonian of the target in a
set of Slater type orbital of the form r/~le™*" with
selected exponent j and «; in such a way that some low
eigenenergy should be accurate. The cross sections
obtained are in good agreement with calculations of
Burke and Webb [24] which use a close coupling
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approximation in which hydrogen states s, 2s and 2p are
held in addition to two pseudo states of configuration 3s
and 3p of the form:

Rz (r) = (ay + apr + azr¥)e " 9)
R () = (by + byr)e #T (10)

The linear parameter a; and b; in the development of
Burke and Webb are determined so that the Rs, and R,
pseudo states are normalized and orthogonal to the
hydrogen eigenstates 1s, 2s and 2p. While, the
parameters a and [ should ensure an exponential decay
of the considered pseudo states similar in magnitude to
that of eigenstates n = 2 respectively.

The excitation energies threshold to the pseudo states
must coincide with the ionization threshold of the
hydrogen atom with the well-known value of 13.6 eV. As
it was mentioned previously [11], pseudo states
calculations of excitation cross sections 1s-2s and 1s-2p
of Burke and Webb brought a considerable improvement
over the usual close coupling calculation.

A common advantage shared between L* functions
used in the previously cited works remains, of course, in
the simple profile providing an unconquerable flexibility.
They are wusually represented by monomials or
polynomials multiplied by a decreasing exponential of
witch summation results in general are in complete or
incomplete gamma functions defined and tabulated in the
reference book of Abramowitz and Stegun [25].

We would like to remind that the radial Callaway and
Unnikrishnan functions [16] that we have adopted in this
work make part of this category of functions which scalar
product, with near operator acting on a function,
converge.

So that overlapping integral occur with operator unity,
while kinetic energy integral results from kinetic operator
and potential energy integral results from potential
operator.

A combination of the last two integrals is none other
than the ultimate total energy of the system and the
identification of this integral, with overlapping integral
of both radial orbital is the Schrédinger equation in
matrix version.

In order to integrate the Schrédinger equation, a
discretization procedure by Numerov algorithm [26],
[27], [28], [29], [30], [31] on a grid points with a well
defined areca allowed us to test more or less severely
radial functions of Callaway and Unnikrishnan
corresponding to the first three bound states and some
states close to the continuum near of the ionization
threshold of the target.

Positive and negative energy of continuum states and
bound states respectively are located at a definite point of
the Numerov grid. Turning point [26] is obtained by the
classical secant method for finding the zero of a function
q(r) through the radial range delimiting the grid from the
left end towards the right end and vice versa.

Copyright © 2013 Praise Worthy Prize S.r.l. - All rights reserved

225

III. Results and Discussion

Using the FORTRAN code developed by Bouamoud
[32], [33] within the framework of the Schwinger
variational principle, we tried to reproduce the excitation
cross sections of hydrogen atom by proton impact at
intermediate energies. Excitation cross sections to n=2,
2p and 2s states in particular, are illustrated in figures
below. It seems quite reasonable to find the profiles
obtained by Bouamoud since no changes were made in
the calculations procedure in the range of impact energy
between 15KeV and 200KeV with the exception of the
excitation to 2s state (Fig. 5) where we have extended the
range of impact energy to 2KeV. Figs. 1 and 2 represent
excitation cross sections to the n =2 state. Fig. 3
represent excitation cross-sections to 2p state (2p.;, 2pg
and 2p.;) while Figs. 4 and 5 represent excitation cross
sections to the 2s state. Excitation cross sections to the
state n=2 results essentially from competitive
contribution of transitions to 2s states and 2p states (2p_;,
2po and 2p.) from the ground state 1s. Overall Figs. 1-5,
excitation cross sections of hydrogen atom by proton
impact at intermediate energies are compared with
theoretical calculations (Schw55 [32], Schwl414 [34],
Ford et al. [35], Schakeshaft [36] and Slim et al [37]) on
one hand and the experimental results (Barnett et al [38],
Detleffsen et al. [39] and Higgins et al [40]) on the other
hand.

14+ : : . : . : . :
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12 O Schw55
11.] —— HExact 1

10 % #D%. v Schwi414 ]
s @}X@ 52 '
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Fig. 1. Excitation cross section
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Fig. 2. Excitation cross section
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Fig. 5. Excitation cross section

Divergence of the first Born calculations (BORN1) at
low intermediate energies in Figs. 2, 3 and 4 seems to be
undeniable.

By analyzing Fig. 4, we have a strong impression that
the 2s state excitation cross sections behave like first
Born calculation preferably applicable in high energy
range. On the other hand, the analysis of Fig. 1 jointly
with Fig. 4 above shows, in a persuasive way, that
excitation cross sections to 2s state, even if they are
highly overestimated, must pass through a maximum
slightly dimmed in Fig. 4 due to a voluntary limitation to
15keV of the impact energy range with the target.

This observation invited us thereafter, to expand the
range of impact energy below to 15keV (Fig. 5). It also
invites us to try to confirm the conjecture of the existence
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of a coupling between electron capture and excitation in
this interval between 2keV and 40keV and higher and
focus on competition between channels simultaneously
open in the same energy range. Such information on a
competition in the range of energy qualified to be low
and intermediate in which contributes all open channels
in mutual way is a major interest of the investigations on
ion-atom and ion-multicharged ion interactions.

We have seen that it would be appropriate to examine
more closely the region close to the ionization threshold
energy, to hunt down the continuum of the target in this
region and to choose the wave functions best suited to
represent this continuum. Indeed, transitions to the
continuum of the target states will be possible once the
opening of a channel of electron capture.

The opening of this channel of electron capture is
attributed, according to some authors [41, 42, 43, 44, 45,
46], to the existence of a coupling between intermediate
states of a united atom He" which may be produced at
small separation projectile-target and target continuum
states at energies lower than 30keV. This more or less
strong-coupling is most often enjoyed by evaluation of
overlap integral between the continuum of the target
wave functions and the wave functions of the
intermediate states of the united Atom He".

Electron capture on intermediate states of a united
atom He', even passing through intermediate states H,"
[48], is not the single open channel during the atomic
proton-hydrogen interaction at low and intermediate
energies. Indeed, an electron capture on the projectile via
ionization of the target can be considered and [47], [48],
[49], [50], [51] authors who have analyzed the process in
question suggest the inclusion of ionization states at the
opening capture channel according to a classical Thomas
two-step [52] mechanism for impact energies greater
than 40keV.

Less likely in this energy range and particularly
scrutinized in high energy range, single ionization, in
contrast, is far from to be involved in the process
according to the same authors.

Examination of different channels open in the proton-
hydrogen atom collision process analyzed in the
literature referenced above is not the scope of this work.
However, we have had convictions on an almost
indisputable contribution of the target continuum in cross
sections of channels, jointly opened in the energy range
that interests us. The excitation of atom by proton impact
at intermediate energies makes, categorically, part of the
channels competitively open in the process. Excitation
processes has particularly attracted our interest in this
work and the results of calculations on excitation cross
sections that we have obtained are presented in figures
below. The radial wave functions of Callaway and
Unnikrishnan are Slater type functions. These functions
were more or less severely tested with Numerov
discretization procedure. The behavior of these functions
for different values of energy E, whether negative or
positive, the scale factor ¢ and the power A of r
represented in figures below.
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This result gave us, eventually, the opportunity to take
advantage when trying to properly describe the target
continuum states near of the ionization threshold.

To do so, we proceed in Figs. 11-15 by a Gram-
Schmidt orthogonalization algorithm where we have
discretized the target continuum states represented by
Callaway and Unnikrishnan functions with zero angular
momentum and positive energy in a set of the first three
exact hydrogen atom states 1s, 2s and 3s.
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In Fig. 16, we have reproduced the same cross
sections (Schw55, HExact) in Figure 5 to confront them
with the excitation cross sections (CalGram), issues from
contribution of continuum states discretized in pseudo
states using Gram-Schmidt orthonormalization procedure
on a set of Slater type functions of Callaway and
Unnikrishnan.

Excitation cross sections (CalGram) shown in Fig. 16,
seem significantly improved with respect to the
calculation results (Schw55, HExact) in which only
bound states are used.

08 . : . :

r : r : r
1 E=-049u.a ——R0
0,7
0,6 -
0,5

0,4

r.R(r)(u.a)

0,3-
021 |
0,1 -

0,0+

T T T T T
20 30 40
r(u.a)

Fig. 11. Radial wave function, bound state with negative energy
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Fig. 16. Excitation cross section to 2s state with continuum pseudo-state contribution

IV. Conclusion

Contribution of the target continuum states in
excitation cross section just above the ionization
threshold has made the main objective of this work.

In order to represent the target continuum states
adequately, the wave functions for which associated
energies are negative must have at least the behavior of
the three first exact states of the hydrogen atom. This
criterion of choice of the wave function being filled, we
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proceeded by a Gram-Schmidt discretization procedure
of the continuum states near the ionization threshold of
the target on a complete set of L? functions generated by
the exact orthonormal states of hydrogen atom. The
resulting basis can be expanded to cover a larger
complete set containing the exact or quasi exact discrete
states and target continuum pseudo states near ionization
threshold of the target.

In this work, we have considered the first three exact
states of hydrogen atom and two pseudo states of the

International Review of Physics, Vol. 7, N. 2
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continuum near the ionization threshold of the target. The
results obtained on the excitation cross sections of the
hydrogen atom by proton impact at intermediate energies
were satisfactory.

We used the Schwinger variational principle in the
context of the impact parameter method to evaluate the
cross sections. No difficulty was encountered in insertion
of the continuum that was made possible by using a
flexible fractional eikonal formulation of the Schwinger
variational principle and orthonormalization properties of
exact states or exact states and pseudo states of the target.
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Abstract — We use Schwinger variational principle to evaluate excitation cross section of atomic
hydrogen by proton impact at energy range between 2keV and 200keV. Contribution of the
continuum near ionization threshold was introduced in a model with zero angular momentum
using L? method developed by Yamani and Reinhardt in 1974-1975. Our results were compared
with those of Bouamoud (1988-1989) using 1s, 2s and 2p state of hydrogen atom.

Keywords: Schwinger variational principle, L?> method, J matrix method of Yamani and

Reinhardt.

I. Introduction

The interaction (excitation, capture and ionization)
process discussed in the light of simple systems
(hydrogen and hydrogen-like) attracted a great deal of
interest on behalf of theorists [1]-[8] and experimentalists
[9]-[13]. Theoretical approximation methods and
techniques (Already cited references) were designed and
developed in this regard and calculations compared with
measurements directly accessible by the experience have
always been the evidence on the reliability and efficiency
of advanced models. Among these techniques and
methods of approximation, the variational principle of
Schwinger is to him only, an extremely powerful tool in
the estimation of cross sections and parameters
associated. This principle has always motivated the
theoretical physics group of Bouamoud [14] and it is in
this same niche that we want, through this work, make
our contribution in the calculation and estimation on the
hydrogenic ion-Atom interaction process by including, in
the later part, the continuum discretized on a set of
pseudo-states of the target functions. To be, in the first
part, we apply the Schwinger variational principle to
estimate the excitation cross sections of atomic hydrogen
by proton impact at intermediate energies. Variational
transition matrix elements are developed first. It should
be noted however, that the main contribution to the
considered transition occurs at small angle (the forward
scattering) for a collision of type H* — H within an
energy range of 50Kev [15]. In such a situation, the
projectile describes a straight line trajectory and therefore
we can address the problem within the eikonal
approximation [16]. We wish to point out that in the
majority of this part, we imitate the assumptions and
developments advanced by our group [4], [5], [6], [7], [8]

Copyright © 2013 Journal of Science Research - All rights reserved.

and that, in this work, the atomic unit was adopted except
explicit mention.

II. Method and theory

In the Schwinger variational principle, the transition
amplitude can be obtained in a stationary form from
small changes of scattering states around their exact
value.

I.1. Variational transition amplitude in the impact
parameter method

In the impact parameters method where the nuclei are
assumed to move in a straight line, scattering states
ly*(2)) and |l//[; (2)), eigenvectors of the total
Hamiltonian of the system, each one associated to its
correspondent Green’s function G; and Gy must satisfy
respectively outgoing and ingoing wave conditions in the
direction Z. Scattering states that are solutions of the
Schrodinger equation within the impact parameters
approximation  method are determined  almost
systematically by the eikonales Lippmann-Schwinger
equations [17]:

ly? (2)) = la(2))

+ f dz' G (z = WV (@) |y (2)) €))
ly; @) = 18)

+ f 47 Gz = IV @) ly; () @)

It should be noted, that initial and final states ofthe target
are not only electronic ¥ coordinates dependent but also
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dependent on the direction Z = 9t of R = j§ + Z where
is the impact parameter checking the condition 7.9 =0

with J the collision velocity reported in the frame of
laboratory system. The eikonal Schwinger transition
amp litude in fractional form is then written as [13]:

(-9 (6lv1v2) (-9
(-5) Gplv=varviye)

Scattering states are not known exactly. We can take as
~+ ~— .
states test vectors |l//a) and | Vs ) such as:

Aga (ﬁ = (3)

170y = ly)+16yF) 4
IU/;)= Iy/,;)+ I(Sy/p (5)

These states are developed later on the set of the basic
elements in a vector space of dimension N with their
respective coefficients d@; and Ej. It will further be
recalled that the transition amplitude ag, (p) given by the
relationship (3) is stationary with respect to small
variations of the scattering states |l//Z) and |l//E) around
their exact values and inserting, in this circumstances,
solutions of the equation 8ag, (5) = 0 in the expression
of the approximate transition amplitude dg, (p) obtained
by replacing ag, (5), ly!(2)) and |l//l; (2)) by test

vectors |'l/7;> and |'t,7/[;) respectively led us to the almost
final formulation of the Schwinger variational principle :

a5 = (—fg)ii(mvn)(n—l)i,.(ﬂvn) ®)
i=1j=1

where (D_l)ij represents the element (i,j) of the
matrix D%, opposite of D defined by the elements:

D; = Glv —VvGHl) ™

It should be noted however, that, during the development
of approximated scattering states |7/;> and W/ﬁ_) we took

into consideration first a basis consisting only of target
bound states (discrete) and we have ignored the inclusion
of capture states (continuum) on the projectile. This
assumes that the effect of coupling between the capture
and excitation must be low for the variational principle to
remains reliable and this is true when the projectile
charge is lower than that of the kernel.

Subsequently, we try to estimate the continuum and its
contribution in the excitation cross sections which is still
not negligible in the range of energies which we are
interested and more particularly between 2KeV and
40KeV.

I12.  Pseudo-continuum within L method

The eigenstates of the target, the basic elements of
development which we have referred in the first part are
hydrogen functions or in the same way, close to a factor,

Copyright © 2013 Journal of Science Research - All rights reserved.

Laguerre-type L? functions [18], [19], [20]. These
polynomials or associated Laguerre-type functions, in
addition to be orthogonal with some well-defined weight,
they enjoy some extremely remarkable properties that
offer incomparable flexibility [20], [21]. In this part, we
want to take advantage of the benefits cited previously in
stalking the near continuum and estimate its contribution
in cross sections of excitation energy between 2KeV and
200KeV. First, we must begin an analysis of an
eigenvalue equation which cries in its usual form:

Hly) = Ely) ®

It should be noted that in equation (8), energy E is
negative for bound states and positive for scattering
states. However, in the most part of the cases, the wave
function solution of (8) is generated in a space of square

integrable functions with the basic elements of {¢n }::0

in the form:

= £Elg) ©)

The elements |¢n), which checks the eigenvalue
equation HI ¢n) =E, |¢n) and leading to a diagonal
representation of H form the discrete spectrum H while
the continuous spectrum is obtained by analysis of the
infinite sum of the complete basic functions. To this end,
we follow a strategy developed by Heller and Yamani in
1974 [22] then Yamani and Reinhardt in 1975 [23]. In
doing so, we require only the hermitian matrix
representing the wave operator (H —E) to be
tridiagonale [24], [25], [26], [27], [28]. Thus, action of
the Schrodinger wave operator on the basic elements can

take the form of a recurrence relation in the & Kronecker
[26]:

(¢n |H - E|¢n) = (an - 2z) 8n,m + bn6n,m—1
+ bn—lan,m+1 (10)

A relationship in which z and the coefficients
{a,, b,}7%_, are real and in general functions of energy,
angular momentum and parameters related to the
potential. After a projection on (¢ |, the Schrodinger
wave operator matrix obtained by development of |) on
|¢_)in equation (H — E)ly) = 0 reduces to a three-term

recurrence relation of the form:

Zf‘;l :aﬂ.fn +bn—1f;l—1 +bnf‘;1+1 (11)

The problem is therefore reduced to solution of a
recurrence relation for the expansion coefficients of the
wave function y. It should be noted, however, that the
solution to the problem stated by the above quoted
recurrence is obtained for all energies £, whether discrete
or continuous. Thus, the recurrence relation in o
Kronecker shows clearly that the discrete spectrum with
negative energies, regular solution of the considered
problem, can be obtained by Diagonalization with simply
requiring that the coefficients b, and a, —z must be
Zero.
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In configuration space, the wave function y_(x) is
developed in the form of an infinite series of functions
4, (x) = A,w, ()P, (x) with coefficients f, (E) where
the factor A, 1is normalization constant, P, (x) a
polynomial of degree n in x and w,(x) the weight
function of the polynomial B,(x). In the case of the
H* — H system, L functions of the bases take a form
similar to that which it has previously been suggested
with P, proportional to Laguerre polynomial with weight
functionw (x) = x%e~F*:

$,(r) = A x@e P LY (x) (12)
Functions ¢ are of Laguerre type with A4, =

\//ﬂ“(n + 1) /T + v+ 1) where n can be integer 0, 1,
2...; a and B are real positives. We deliberately avoided
direct resolution of the time independent radial wave
equation for a particle without spin in a spherical
symmetric potential V(r). In fact, running of the
remarkable properties what enjoy the Laguerre
polynomials and the use of differential equation and
differentiation formula relating to these famous
polynomials [21], [29], [30] requires the passage to a
double derivation from the variable x instead of . We
followed a strategy used by Alhaidari [26] and we were
able to obtain, by suggesting valuea = [+ 1, v=2[+1
and B = 1/2, recurrence relation in & Kronecker between
the elements of the basis {¢n}n—0 which subsequently

allowed us to write, by asking o =i—fii and x =
(2E/22-1/4)

QE/22+1/9)° in terms of

a recurrence relationship

r(n+21+2)
rtn+1)

(n+DP,., —2[(n+ 1+ Dx + blB,
+Mm+1+20P,_, =0 (13)

polynomials P,(E) = £, (E) in the form:

It should be noted however, that the recurrence
relationship for x values necessarily located between —1
and +1 for positive energies (continuum) reduces in the
case which we are interested doing [ = 0 for s states with
the conditions P_; = 0 and P, = 1 to:

n+DP,,, —2[(h+ Dx + bR,
+ M+ DP,_,; (14)

Recursive sequences obtained from (14) with the
conditions P_; =0 and P, =1 for integer values
m=n+1=1,2,3, ... are the pillar of our algorithm for
the calculation of the target state pseudo-continuum wave
functions expansion coefficients.

III. Results and discussion:

By application of the Schwinger variational principle,
we reproduce in the first part, the calculation results of
excitation cross sections to the state 2s (Schw55) of
Bouamoud and group [14]. Cross sections are illustrated
in figure 1 (HExact) where we have registered a slight
shifting due probably to more meticulousness
calculations than those of Bouamoud and group.

Copyright © 2013 Journal of Science Research - All rights reserved.
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Figure 1. Excitation to the state 2s without pseudo-continuum
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Figure 2. Excitation to 2s state within pseudo-continuum (3s)

The continuum, translated by a competition between
excitation and capture in the environment near of the
ionization threshold is introduced by discretization over
L? basis function of Laguerre type generated by a set of
pseudo-states functions. The results shown in figure 2
(HPolyn) mark a detachment of the maximum cross
sections about 15% if there are only the contribution of
the pseudo-state noted (3s) for m=3. However, a
competitive convergence to literature (Schakeshaft, Ford
et al and Slim et al) can be significantly improved by
adding other pseudo-states (m > 3) to better describe the
continuum of the target state in the low energy range
between 2KeV and 40Ke V.
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Abstract. We use Schwinger variational principle to evaluate excitation cross section of atomic hydrogen by
proton impact at energy range between 2keV and 200keV. Contribution of the continuum near ionization
threshold was introduced in a model using L? method developed in a pseudo-space spanned by a set of Slater
type functions. Our results were compared with those of Bouamoud (1988-1989) using 1s, 2s and 2p state of
hydrogen atom.

Keywords : Schwinger variational principle, excitation cross section, pseudo state method, Slater type
functions.

Résumé. Nous utilisons le principe variationnel de Schwinger pour évaluer les sections efficaces
d’excitation de 1’hydrogéne atomique par impact de proton aux énergies entre 2KeV et 200KeV. La
contribution du continuum proche du seuil d’ionisation est introduit dans un model utilisant une méthode
L2 développée dans un pseudo-espace engendré par un ensemble de fonctions de type Slater. Les résultats
obtenus sont comparés avec ceux de Bouamoud (1988-1989) utilisant les états Is, 2s et 2p de I’atome
d’hydrogéne.

Mots clés : Principe variationnel de Schwinger, section efficace d’excitation, méthode pseudo-état,
fonctions de type Slater
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1. INTRODUCTION

Proton-Hydrogen atom Collision processes for a
long time have attracted a great deal of interest on
behalf theorists [1-8] and experimentalists [9-13].
Theoretical approximation methods and techniques
(references cited above) were designed and developed
in this regard and calculations compared with
measurements directly accessible by the experience
have always been the evidence on the reliability and
efficiency of advanced models. Among these
techniques and approximation methods, the
Schwinger variational principle is an extremely
powerful tool in estimation of cross sections and
parameters associated. This principle has always
motivated the theoretical physics group of Bouamoud
[4-8] and it is in this same way that we want, through
this work, make our contribution in the calculation
and estimation on the hydrogenic ion-atom
interaction process by including, in a later part, the
continuum discretized on a set of the target states and
pseudo-states. To be, in the first part, we apply the
Schwinger variational principle to estimate excitation
cross sections of atomic hydrogen by proton impact at
intermediate energy. Variational transition matrix
elements are developed first. It should be noted
however, that the main contribution to the considered
transition occurs at small angle (the forward
scattering) for a collision of type HT — H within an
energy range of 50Kev [14]. In such a situation, the
projectile describes a straight line trajectory and
therefore we can treat the problem within the eikonal
approximation [15].

We try, in a second part, to find an adequate
representation of the continuum wave functions
necessary for the evaluation of the transition matrix
between discrete and continuum states of the target.
We develop the wave functions of the target
continuum states near the ionization threshold of the
H atom on a complete and orthonormalized set of L*
square integrable functions of Slater type in order to
estimate continuum states contribution in excitation
cross sections by proton impact at intermediates
energy range.

We wish to point out that in the majority of first
part, we imitate the assumptions and developments
advanced by our group [4-8] and that in this work, it
is the atomic unit which was adopted except in
explicit mention.

2. THEORETICAL METHOD

2.1. Schwinger variational transition
amplitude in the impact parameter
formalism

The impact parameter method where the nuclei
are assumed to move in a straight line, scattering
states |y (2)) and ||//§(z)), eigenvectors of the total
Hamiltonian of the system, will meet respectively
outgoing and incoming wave conditions in the Z

2

direction. Scattering states that are solutions of the
Schrodinger equation within the impact parameters
approximation method are determined almost
systematically by the eikonal Lippmann-Schwinger
integral equations [16]:

[y (2)) = |a(2)) + [ dz'GE(z - 2OV ()i () (01)
;@) = 1B@) + 7 dz'Gr (z = 20V @)y (2)) (02)

It should be noted, that initial and final states of
the target are not only electronic ¥ coordinates
dependent but also dependent on the direction 7 = ¢
of R=p+Z where j is the impact parameter
checking the condition 3.9 = 0 with 3 is the collision
velocity reported in the frame of laboratory system.
The eikonal Schwinger transition amplitude in
fractional form is then written as [4-8].

(2 BIVlva)(-5)wpIvie
(=5)wplv-veivivy)

aﬁa(ﬁ) = (03)
Scattering states are not known exactly. We can take
as states test vectors IV/;) and Wl_?) such as:

W) = lwi) +16w)) (04)

W) = lvg) +16v5) (05)

These states are developed later on the set of the basic
elements in a vector space of dimension N with their
respective coefficients @; and Ej. It will further be
recalled that the transition amplitude ag.(p) given by
the relationship (03) is stationary with respect to
small variations of the scattering states |y*) and |’/’/_;)
around their exact values and inserting, in this
circumstances, solutions of the equation §agz, (5) = 0
in the expression of the approximate transition
amplitude dg,(5) obtained by replacing agq (),
|y} (2)) and |y5(2)) by test vectors |%77) and %)
respectively lead wus to the final formulation of the
Schwinger variational principle :

8pa(P) = (=) it ZIa BIVID (D)) 1V 1)

where (D~!);; represents the element (i,j) of the
matrix D1, opposite of D defined by the elements :

Dij = (IV-VGE|D) (07)

(06)

It should be noted however, that, during the
development of approximated scattering states I“u‘/;)
and |’y7/;) we took into consideration first, a basis

consisting only of target bound states (discrete states)
and we have ignored the inclusion of capture states
(continuum states) on the projectile. This assumes
that the effect of coupling between the capture and
excitation must be low for the variational principle to
remains reliable and this is true when the projectile
charge is lower than that of the nucleus.
Subsequently, we try to estimate the continuum
and its contribution in the excitation cross sections
which is still not negligible in the range of energies
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which we are interested and more particularly
between 2KeV and 40KeV.

2.2. Pseudo-continuum within L> method

It is very advantageous to deal with orthogonal
polynomials and orthogonal functions. The L? Slater-
type functions of Callaway et al [17], [18] are not
orthogonal functions. However, those functions [19],
[20], [21], [22] become quite favorite insofar as they
are able to imitate the first accurate states of the target
hydrogen atom. Those L* functions that have
associated eigen energies negative and approaching
the discrete spectrum (bound states) of the target
atom are voluntarily retained in our development. The
L? functions of Callaway that have positive energies
and that represent virtually the target states are called
pseudo states. Those pseudo states non-normalizable
by a Kronecker delta function, are added
subsequently to approach the continuum of the target
states and account for transitions to the continuous
atomic states in the energy range in interest.
However, the combination in the same development,
of discrete states and continuum states is not always
desirable for the simple reason that those states are
not normalizable in the same manner. To overcome
this difficulty, a strategy of Gram-Schmidt
orthogonalisation ([12], [23], [24]) used as a
discretization procedure of the continuum states
(pseudo states) on the basis set of target eigenstates
gave us the opportunity to surmount the problem of
normalization and ensure orthogonality between
target eigenstates and between pseudo states and
target eigenstates.

In a close coupling development for electron-
hydrogen atom scattering, Burke and Mitchell [25]
use the first eigenstates 1s and 2s of the isolated
hydrogen target. To the states 1s and 2s with angular
orbital momentum L = 0, they add pseudo states of
configurations (n5) whose behavior is governed by
the set of functions of the form

Dy = Xy Ajrite™ " (08)

The parameter o takes the value 0.5 for the function
@, to have the same behavior that the state hydrogen
2s, while the A,; coefficients are chosen in such a
way that functions @, are orthogonal and orthogonal
to the hydrogen 1s and 2s functions. Convergence in
the close coupling development was examined by
adding to the states 1s and 2s at least a pseudo-state
from the set 3s, 4s and 5s.

In a more elaborate calculation, states and pseudo-
states of Callaway and Wooten [18],
4d pseudo-states), for a given orbital angular
momentum, are built by diagonalization of the
Hamiltonian of the target in a set of Slater type orbital
of the form r/~1e~%" with selected exponent j and «;
in such a way that some low eigenenergy should be
accurate. The cross sections obtained are in good

3

agreement with calculations of Burke and Webb [26]
which use a close coupling approximation in which
hydrogen states 1s, 2s and 2p are held in addition to
two pseudo states of configuration 35 and 3p of the
form

R(r) = (ay + apr + azr?)e ™" (09)
Ry (r) = (by + byr)eF" (10)

The linear parameter a; and b; in the development
of Burke and Webb are determined so that the R3, and
R, pseudo states are normalized and orthogonal to
the hydrogen eigenstates 1s, 2s and 2p. While, the
parameters o and f should ensure an exponential
decay of the considered pseudo-states similar in
magnitude to that of eigenstates n = 2 respectively.

The excitation energies threshold to the pseudo
states must coincide with the ionization threshold of
the hydrogen atom with the well-known value of 13.6
eV. As it was mentioned previously [13], pseudo-
states calculations of excitation cross sections 1s-2s
and 1s-2p of Burke and Webb brought a considerable
improvement over the wusual close coupling
calculation.

A common advantage shared between L’
functions used in the previously cited works remains
in the simple profile providing an unconquerable
flexibility. They are wusually represented by
monomials or polynomials multiplied by a decreasing
exponential of witch summation results in general are
in complete or incomplete gamma functions defined
and tabulated in the reference book of Abramowitz
and Stegun [27].

We would like to remind that the radial Callaway
and Unnikrishnan functions [18] that we have
adopted in this work make part of this category of
functions witch scalar product, with near operator
acting on a function, converge. So that overlapping
integral occur with operator unity, while kinetic
energy integral results from kinetic operator and
potential energy integral results from potential
operator. A combination of the last two integrals is
none other than the ultimate total energy of the
system and the identification of this integral, with
overlapping integral of both radial orbital is the
Schrodinger equation in matrix version.

In order to integrate the Schrodinger equation, a
discretization procedure using Numerov algorithm
[28], [29], [30], [31], [32], [33] on a grid points with
a well defined area allowed us to test the radial
functions of  Callaway and  Unnikrishnan
corresponding to the first three bound states and some
states close to the continuum near of the ionization
threshold of the target.

Positive and negative energy of the continuum
states and bound states respectively are located at a
definite point of the Numerov grid. Turning point
[28] is obtained by the classical secant method for
finding the zero of a function q(r) = 2(¢ — V(r)) in
Schrodinger equation through the radial interval
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delimiting the grid from the left end towards the right
end and vice versa.

2.3. TRANSITION AMPLITUDE

Radial integrals required to evaluate matrix
elements D~! and subsequently the transition
amplitude (06) leads, for integer value N and [ and
inter-nuclear separation R, to the form

. _ 1
I(R) = a(il;]NRll)jl {1- eN—l(aiiR)e_aljR} * aijN[fz(Hl) ’
(N =2l =2)ey_g—5(a;jR)e~ R (1n

This formula and some other one which are
similar with some appropriate expansion coefficients
are very useful in the calculation of bound-bound
states transition elements and bound-free states
transition elements.

3. RESULTS AND DISCUSSION

Using the FORTRAN code developed by
Bouamoud [34, 35] within the framework of the
Schwinger variational principle, we tried to reproduce
the excitation cross sections of hydrogen atom by
proton impact at intermediate energies. Excitation
cross sections to n = 2, 2p and 2s states in particular,
are illustrated in figures below.

It seems quite reasonable to find the profiles
obtained by Bouamoud since no changes were made
in the calculations procedure in the range of impact
energy between 15KeV and 200KeV with the
exception of the excitation to 2s state (figure. 5)
where we have extended the range of impact energy
to 2KeV.

Figures 1 and 2 represent total excitation cross
sections to the n =2 state. Figure 3 represent
excitation cross-sections to 2p state (2p.;, 2p, and
2p.1) while figures 4 and 5 represent excitation cross
sections to the 2s state. Excitation cross sections to
the state n=2 results essentially from competitive
contribution of transitions to 2s states and 2p states
(2p.1, 2py and 2p,;) from the ground state 1s. In all of
figures 1-4, excitation cross sections of hydrogen
atom by proton impact at intermediate energies are
compared with theoretical calculations (Schw55 [34],
Schw1414 [36], Ford et al. [37], Schakeshaft [38] and
Slim et al [39]) on one hand and the experimental
results (Barnett et al [40], Detleffsen et al. [41] and
Higgins et al [42]) on the other hand.

Figures 1-4, in general, proves a reasonable
agreement between HExact (present calculations) and
the others theoretical calculations. It will be noted,
also, the acceptable agreement with experimental
results of Barnett et al in figure 1-2 and Detleffsen et
al in figure 3. However, illustration of cross sections
in figure 4 shows a discrepancy between present
calculations and experimental results of Higgins et al
for the 2s excitation in the range of impact energy
between 15KeV to 200KeV

14 T T T T

13 O Exp:Bamett et al
124 O Schw5b5
1] —#— HEXxact b

o] % %g v Schwid14
9

V ~ B
8 é \E

Excitation cross section( 107"7cm?)
o -
: ;
o
s
<

T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

Proton impact energy(KeV)

Fig. 1. Excitation cross sections to the state n=2, theoretical:
HExact (present calculation), Schw55 and Schwl414,
Experimental: Barnett et al.
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Fig. 2. Excitation cross sections to the state n=2, theoretical:
HExact (present calculation), Schw55, Schwl414 and BORNI,
Experimental: Barnett et al.
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Fig. 3. Excitation cross sections to the state 2p, theoretical:
Schw55, HExact (present calculation), Schwl414 and
BORN1; Experimental: Detleffsen et al
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Fig. 4. Excitation cross sections to the state 2s, theoretical:
Schw55, HExact (Present calculation), Schwl1414 and BORNI;
experimental: Higgins et al.

The divergence of the first Born calculations
(BORNI) at low and intermediate energies in figures
2, 3 and 4 seems to be undeniable. By analyzing
figure 4, we have a strong impression that the 2s state
excitation cross sections behave like first the Born
calculation preferably applicable in high energy
range. On the other hand, the analysis of figure 1
jointly with figure 4 above shows, in a persuasive
way, that excitation cross sections to 2s state, even if
they are highly overestimated, must pass through a
maximum slightly dimmed in figure 4 due to a
voluntarily limitation to 15KeV of the impact energy
range with the target.
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Fig. 5. Excitation cross sections to the state 2s, theoretical:
Schw55, HExact (Present calculation), Shakeshaft, Ford et al and
Slim et al; experimental: Higgins et al.

This observation invited us thereafter, to expand
the range of impact energy below to 15KeV (figure
5). It also invites us to try to confirm the conjecture of
the existence of a coupling between electron capture
and excitation in this interval between 2KeV and
40KeV and higher and focus on competition between
channels simultaneously open in the same energy

5

range. Such information on a competition in the range
of energy qualified to be low and intermediate in
which contributes all open channels in mutual way is
a major interest of the investigations on ion-atom and
ion-multicharged ion collision.

We have seen that it would be appropriate to
examine more closely the region close to the
ionization threshold energy, to hunt down the
continuum of the target in this region and to choose
the wave functions best suited to represent this
continuum. Indeed, transitions to the continuum of
the target states will be possible once the opening of a
channel of electron capture. The opening of this
channel of electron capture is attributed, according to
some authors [43, 44, 45, 46, 47, 48], to the existence
of a coupling between intermediate states of a united
atom He" which may be produced at small separation
projectile-target and target continuum states at
energies lower than 30KeV. This more or less strong-
coupling is most often enjoyed by evaluation of
overlap integral between the continuum of the target
wave functions and the wave functions of the
intermediate states of the united Atom He".

Electron capture on intermediate states of a united
atom He', even passing through intermediate states
H," [48], is not the single open channel in proton-
hydrogen atom collision process at low and
intermediate energies. Indeed, an electron capture on
the projectile via ionization of the target can be
considered and [49, 50, 51, 52, 53] authors who have
analyzed the process in question suggest the inclusion
of ionization states at the opening capture channel
according to a classical Thomas two-step
mechanism[54] for impact energies greater than
40KeV. Less likely in this energy range and
particularly inspected at high energy range, single
ionization, in contrast, is far from to be involved in
the process according to the same authors.

Examination of different channels open in the
proton-hydrogen atom collision process analyzed in
the literature referenced above is not the scope of this
work. However, we have had convictions on an
almost indisputable contribution of the target
continuum in cross sections of channels, jointly
opened in the energy range that interests us. The
excitation of atom by proton impact at intermediate
energies makes, categorically, part of the channels
competitively open in the process. Excitation
processes has particularly attracted our interest in this
work and the results of calculations on excitation
cross sections that we have obtained are presented in
figures below.

The radial wave functions of Callaway and
Unnikrishnan are Slater type functions. These
functions were severely tested within Numerov
discretization procedure. The behavior of these
functions for different values of energy E, whether
negative or positive, the scale factor £ and the power
A of r represented in figures below.
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Fig. 10. Callaway and Unnikrishnan radial wave function time r,
continuum state of hydrogen target atom with correspondent
energy 0,47au .

This result gave us, eventually, the opportunity to
take advantage and trying to properly describe the
target continuum states near of the ionization
threshold. To do so, we proceed in figure 14 and 15
within a Gram-Schmidt orthogonalization algorithm
where we have discretized the target continuum states
represented by Callaway and Unnikrishnan functions
with zero angular momentum and positive energy in a
set of the first three exact hydrogen atom states s
(Hl1s), 2s (H2s) and 3s (H3s) illustrated in figures 11,
12, and 13 with correspondent exact energies and
coefficients (E=-0.5au, =1, 1=1), (E= -0.125au,
=05, A=1) and (E=-0.055au, (=0.3333, A=1)
respectively.

Pseudo-states noted DCWF1 and DCWF2 for
discretized continuum wave functions 1 and 2
obtained within Gram-Schmidt orthogonalization
procedure are shown for appropriates energies and
coefficients in figure 14 and 15.
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issues from contribution of continuum states
discretized on pseudo states using Gram-Schmidt
orthonormalization procedure on a set of the three
first accurate hydrogen wave functions. Excitation
cross sections (HGram) shown in figure 14, seems
significantly improved with respect to the calculation
results (Schw55, HExact) in which only bound states
1s, 2s and 3s are used.

4. Conclusion

Contribution of the target continuum states in
excitation cross section just above the ionization
threshold has made the main objective of this work.
In order to represent the target continuum states
adequately, the wave functions for which associated
energies are negative must have at least the behavior
of the three first exact states of the hydrogen atom.
This criterion of choice of the wave function being
filled, we wuse a Gram-Schmidt discretization
procedure of the continuum states near the ionization
threshold of the target on a complete set of L’
functions generated by the exact orthonormal states of
hydrogen atom. The resulting basis can be expanded
to cover a larger complete set containing the exact or
quasi exact discrete states and target continuum
pseudo states near ionization threshold of the target.

In this work, we have considered the first three
exact states of hydrogen atom and two pseudo states
of the continuum near the ionization threshold of the
target. The results obtained on the excitation cross
sections of the hydrogen atom by proton impact at
intermediate energies were satisfactory. We used the
Schwinger variational principle in the context of the
impact parameter method to evaluate the cross
sections. No difficulty was encountered in insertion
of the continuum that was made possible by using a
flexible fractional eikonal formulation of the
Schwinger  principle and  orthonormalization
properties of exact states or exact states and pseudo-
states of the target.

It will be very suitable to improve the
convergence and obtain better result by enlarging the
basis set and adding other states and pseudo-states.
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APPENDIX

Nomenclature

|a) Initial state in the incoming channel
|B8) Final state in the outgoing channel
Gi Outgoing Green’s function
Gr Incoming Green’s function

V(z) Coulomb potential

Direction of incidence

Ny

Distance projectile-target core

oL L

Impact parameter

Collision velocity

=1

ape(p)  Transition amplitude

Apj Pseudo state expansion coefficient
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Answer to comment

Reviewer 1

L.

We use Slater type functions which are not orthogonal. These functions are used by
Callaway and Unnikrishnan in the case of electron-hydrogen atom process. To adapt
these functions in our model, we use Gram-Schmidt procedure to obtain a set of
orthonormalized functions.

As we know, the problem of the united atom is discussed in the work of Cheshire et
al(1970). This problem is also discussed a few years later by Anderson et al(1974) and
Antal et al(1975) in the foundation of triple center approximation. In all of these works,
authors suggest the inclusion of intermediate states of the united atom He" to improve the
convergence of the calculations in proton-hydrogen atom collision process. They note that
the hydrogen continuum states is strongly coupled to intermediate states of the united
atom He' at low and intermediate energy range at small separation between the proton
and the hydrogen atom target. In our model, we hope to reach this goal with addition of
other continuum states among which we can find those with strong coupling with
intermediate states of the united atom He".

Reviewer 2

1. I have written the text in Microsoft word 2007(text.docx). Converted in word 2003
with the format text.doc for submission, the text is completely changed. I think that
the loss of clarity in the text is due to this problem.

2. In figures we have represented functions of Slater type time the radial position r.
therefore, the results is zero for r = 0.

3. Our work is focused in collision process in proto-hydrogen atom and unfortunately, I
have not free access to current literature in this problem.

Reviewer 3

1. Correction and modification where written in green character.

2. A paragraph is added to clarify the pseudo-state calculation of transition amplitude
(Pseudo transition amplitude).

For all reviewers:

We hope that we have answered all of questions and comments.

Authors: A. Bouserhane and M. Bouamoud
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Résumé

Nous avons utilisé le principe variationnel de Schwinger eikonal sous forme fractionnaire
pour évaluer les sections efficaces d’excitation de 1’atome d’hydrogene par impact de proton
aux énergies intermédiaires. Les amplitudes de transition entre états discrets de la cible ont été
évaluées en premier. Ces grandeurs vitales nous ont permit par la suite un acces direct aux
sections efficaces d’excitation dans la gamme des énergies qui nous intéresse.

Dans le but d’apprécier la contribution des états du continuum de la cible, le continuum
proche du seuil d’ionisation a été représenté en premier par des pseudo-états de la cible avec
les énergies positives appropriées. Ces pseudo-états ont été discrétisés sur la base d’un
ensemble complet de fonctions L* de carrés sommables. L’ensemble des fonctions de carrés
sommables choisi été soit I’ensemble orthonormé des fonctions hydrogénoides soit
I’ensemble des fonctions L? de type Slater orthonormalisée par la procédure de Gram-
Schmidt.Comme résultat, les sections efficaces d’excitation de 1’atome d’hydrogene par
impact de proton se sont vues nettement améliorées dans la gamme des énergies considérées.

Mots clé principe variationnel de Schwinger, méthode L*, méthode pseudo-état

Abstract

The eikonal Schwinger variational principle in fractional form was used to assess the
excitation cross sections of hydrogen atom by proton impact at intermediate energies. The
transition amplitudes between discrete states of the target are evaluated first. Those vital
quantities have allowed us direct access to excitation cross sections in the energy range in
interests.

In order to appreciate the continuum contribution near the ionization threshold,the
continuum was first represented by target pseudo-states with appropriate positive energies.
Those pseudo-states have been discretized subsequently on the basis of a complete set of L*
square integrable functions. The set of square integrable functions was chosen to be either the
orthonormal set of hydrogen-like functions or L*Slater type functions orthonormalized within
the Gram-Schmidt procedure. As a result, excitation cross sections of hydrogen atom by
proton impact views significantly improved in the range of considered energies.

Key word: Schwinger variational principle, L* method, pseudo-state method
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