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Titre: Problemes d’ estimation de la période de la repr ésentation
autor égressive

Résumeé:

Nous considérons un processus a temps continu admettant une
représentation autoregressive AR(1) dans I’ espace des fonctions continue Cigg
puis nous nous intéressons a |’estimation de la période de la moyenne du
processus. Nous donnons des résultats de convergences de I’ estimateur par la
méthode de la distance minimale ainsi que saloi limite. Ensuite, nous présentons
des simulations numérigues mettant en évidence I’ efficacité des estimateurs sur
des données simulées et sur des données météorol ogiques.

Titlee  Problemsof estimating of the period in autor egressive functional
representation

Abstract:

We consider a continuous time process with functional autoregressive
representation and we focus on its mean period estimation. We give statistical
results on an estimator of functional of the mean determining a minimum
distance estimator of the period giving their consistency and limit law. We
describe the practical performance of these estimators on numerical simulations
and on real data analyzing the cycle of aclimatological phenomena.
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Résumé

Cette these porte sur les problemes d'estimation de la période de la représentation
autorégressive, plus précisement, on sintéresse a I’ estimation de la période de la fonction
moyenne d’'un processus continu admettant une représentation autorégressive fonctionnelle
AR(1). Nous rappelons qu'un processus réel Z= (Z(t),teR*) est un processus autorégressif
fonctionnel dans un espace fonctionnel B si la suite desv.a. (X, neZ) définie par :

Xn(t):=Z(nd+t) t€[0,8], pour 6>0
et vérifie larelation autorégressive suivante dans |'espace fonctionnel B :
Xn'a:p(Xn-l'a)+8n

ou p est un opérateur linéaire borné défini sur B, aeB et (g,) un bruit blanc dans B, v.a. i.i.d.
du 2éme ordre vérifiant pour tout nEZ:

E(en)=0 ; 0< Elgnl?=c, * <oo
Sous une condition sur |'opérateur p la suite (X, NEZ) est strictement stationnaire dans B et la
moyenne m(t)=E(Z(t)) du processus Z=(Z(t), teR*) est une fonction périodique de période &
pour tout t€[0,5].
L’ approche de cette estimation est basée sur I’estimation du parametre 6 ; période de la
représentation autorégressive ; par la méthode de la distance minimale proposee par Millar,

W. tout en établissant sa convergence et saloi limite, de plus afin de corroborer ses résultats,
on termine par une série de simulations.

Lathése comporte trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on rappelle des résultats généraux d estimation de cette
classe de processus introduit dans I’ ouvrage de D.Bosq (2000).

Dans le deuxieme chapitre, on aborde I’ estimation du parametre 6, utilisant en premier
lieu une méthode proposée par Tian pour les suites périodiquement corrélées, dont
I’ estimateur de la période 6 est défini par :

Sn=Arg max<a<p(logVn(d)-d - B(N))

U Vn(d)= o7 Eit RG], R)=g D) —2) (Y(E+ ) —2),

B(N)=N1278) 0<b<1/2 , G(N)=O(N) , [G(N)]":=O(B(N)) et D>0 est une borne supérieure
delapériodes.




Cependant, dans le cadre des processus autorégressifs fonctionnels nous verrons que
cette approche ne sapplique pas. Puis nous proposons en second lieu un estimateur de la
période basé sur la méthode de la distance minimale de Millar.W. Nous introduisons la
guantité g(d) définie par :

&

5@ = [ a(® du(t

o

pour 3>0 et nous étudions un estimateur défini par :

T

gr = jZ(t] dprr ()

o
basé sur une observation de la trgjectoire du processus (Z(t),te[0,T])

OU pirr est lamesure trandlatée de lamesure p sur [0,T]

Nous définissons un estimateur de la période 6 en posant :

Op:= ﬁrgar;“]lﬁ[lﬁr — g(8)|

ou A est un nombre strictement positif donné.

Nous obtenons les résultats asymptotiques |'estimateur g5, sa convergence et une loi

limite, puis nous donnons la convergence et une loi limite de |’ estimateur de la distance
minimale de ladistance minimal de d ; &,

Le troiséeme chapitre, nous illustrons la performance de I'estimateur par des
simulations numériques ou nous utiliserons le logiciel R version 2.4.1, plus précisément, la
Bibliotheque far du package R.
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101. 2002.
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We consider a continuous time random process with functional autoregressive representation. We state
statistical results on a mean functional estimator determining a minimum distance estimator of the period
giving consistency and a limit law stated in Mourid and Benyelles [13]. Then we discuss their performance
on numerical simulations and on real data analyzing the cycle of a climatic phenomena.
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1. Introduction

We deal with functional statistical models where recent progress has been made on developing
statistical methodologies for functional data. In many fields such as economy, finance, industry,
medicine, meteorology etc., the data are considered as ‘high dimensional’ r.v’s. Their treatment
becomes possible using technical computations and their analysis introduces new tools in proba-
bility theory and statistical inference for random processes. Functional statistical models are well
adapted to such kind of data and have received a lot of attention, in recent literature. For a review
on statistical analysis of functional data with various models we refer particularly to monographies
by Bosq [3], Ramsay and Silverman [16,17], Ferraty and Vieu [8] (and the references therein)
and Ferraty and Romain [7] for a handbook on statistics in infinite-dimensional spaces. They
provide comprehensive discussions on these methods and applications and where among others
matters, the prediction of a continuous-time random process plays a central role. Also we mention
that various special issues are devoted by high level statistical journals to functional statistical
models [4,9,10,18], see also the papers [6,8].
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In this paper, we deal with the estimation of the period of the mean in functional autoregressive
processes (FAR) which are considered as a natural extension of the classical R¢-valued autoregres-
sive processes in infinite-dimensional setting. The study of the class of Hilbert or Banach-valued
autoregressive processes has been developed by many authors (see [1-3,15]).

First, let us introduce some known facts on this class of processes [3]. Let (€2, A, P) be acomplete
probability space and (B, || - ||) a real separable Banach space endowed with its Borel sets. We
denote by L(B) the Banach algebra of bounded linear operators defined on B [5]. A Banach strong
white noise is a sequence of independent and identically distributed B-valued random variables
(r.v.’s) ¢ = (&,,n € Z) defined on (L2, A, P) and such that, for all n € 7Z,

E(e,) =0; 0 <E|e,|? =02 < oo.

A sequence (X,, n € Z) of B-valued r.v.’s defined on (€2, A, P) is said to be a Banach-valued
autoregressive process of order one (ARB(1)), if there exists an operator p in L(B), a Banach
white noise ¢ = (&,) and an element a € B such that:

Xp—a=pXp-1 —a) + & (D

Under the condition ||| < 1, for some j, > 1, Equation (1) has a unique strictly stationary
solution in the Banach space B ([3, Chapter 3]).

A continuous time random process Z = (Z(t), t € R) is said to be a FAR process in a function
space B, if the sequence of functional r.v.’s (X,,, n € Z) defined by

X, () := Z(nd +1), tel0,8] 2)

satisfies Equation (1) for abounded operator p, a B-white noise ¢ = (¢, n € Z),anelementa € B,
and § > 0. The path X, (¢, ®) represents the curve (Z(t, w),t € R) upon the interval [nd, (n + 1)3]
(see [3, Chapter 3] for examples of such processes Z = (Z(t), t € R) with such FAR represen-
tation). Then the mean m(t) = E(Z(¢)) of the process Z = (Z(t),t € R) is a §-periodic function
and we have m(t) = a(¢t) for all ¢t € [0, §].

In many applications, the random process Z = (Z(t), t € R) has continuous trajectories so
natural function space is Cjos) of the continuous functions defined on [0, §] (the usual function
space Lfo, 51 P = 1 may be used for such representation).

In all statistical problems on the model (1) the knowledge of the true period § is crucial for
all parametric estimation and prediction. So when the period is unknown, its estimation arises
before any estimation problem. As far as we know, there is no published work on the estimation
of the period of this class of functional model. Let us point out that in the signal theory literature,
there exists an approach to estimate the period of periodically correlated random processes. This
method relies mainly upon the property that the mean and the covariance are periodic functions
with the same period. However, in the model (1), the mean function is §-periodic but the covariance
function is not. So this method does not work in our setting.

In this paper, we address these issues from a general formulation of a minimum distance
estimator of the period § based on the estimation of a mean functional. For the methodology and a
review on a minimum distance estimation one may see [11,12]. For convenience, we first present
a statistical result established in a previous paper [13] with slight modifications of their proofs.
We complete this study by showing the performance of the estimators on numerical simulations
and real data examples. There exists a wide scope of applied fields for which our approach could
be of interest. Our aim in future work is to extend these theoretical results of period estimation
to the nonparametric setting of functional regression models and find examples in Biometrics,
Genetics or Environmetrics.

The article is organized as follows. In Section 2, we present the main results on a mean functional
estimator giving the consistency and a limit law. We then derive a minimum distance estimator
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of the period establishing its convergence and a limit law. Section 3 presents numerical simula-
tions and real data examples (climatic examples) showing the performance of these estimators.
Technical proofs are deferred to the appendix.

2. Period minimum distance estimator
2.1 Mean functional Estimate

Let Z = (Z(t),t € R) be a continuous time random process with FAR process in the sense of
relation (2) in function space Cjgs; with a §-periodic mean function a(t) = E(Z(t)) and white
noise ¢. For a signed measure p defined on the Borelean class of the interval ]0, A[ with a given
A > 0, we define the following functional g(§), é €]0, A[, of the mean a:

1 )
86 =5 / a(t) dp (o). 3)
0

First, we introduce an estimate of the functional g(§). When a trajectory (Z(z), t € [0, T]) of the
process Z is available, we define an estimator of g(§) by setting:

1 T
gr = ?/ Z() dur (@), 4)
0

where (7 is a extended measure of u on R* defined by

[T]-1

wir(A) =y wAN )8, G + 18[—8), )
j=0

where [T7] is the integer part of T € R and A is a Borelean set of the interval [0, T']. The estimator
g7 was first introduced in [3] for § = 1.
The following result gives the almost sure and L?-convergence of the estimator g7:

THEOREM 1  If the process Z = (Z(t), t € R) is an FAR process with mean a and white noise &
in Cios5), then we have

lim gr = g(é)
T— o0
almost surely and in L?
To establish a limit law of the estimator g7 we recall some known facts on covariance operator
Ry, of a FAR sequence (X)) defined by Equation (1) [3, Chapter 3]. The covariance operator Ry,

is a kernel symmetric operator on L[ZO’ 5 Where the kernel covariance C(s, 1) and the eigenelements
(Aj, @;)j=0 of Rx, satisfy the equation:

s
A (1) = / C(s,t)®;(s)ds, te[0,8], j=0,1,2,.... (6)
0
In this work, we make the following condition:
H. The eigenelements of Rx, are known, A; > 0 and || ®;|l;>» =1 forall j > 1.

When the eigenelements of Ry, are unknown, the corresponding eigenelements of the empirical
covariance operator are used as estimators [3, Chapter 3] and a study is left for a future work.
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The following theorem gives a central limit theorem when the measure p has a density ;| with
respect to the Lebesgue measure.

THEOREM 2  Suppose the condition H is satisfied and that the process Z = (Z(t); t € R) is a
FAR process with mean a and white noise ¢ in Cios). If the trajectories of the process Z satisfy
the Lipschitz condition:

Z(t,w) — Z(s,w)| < M(w) - |t —s| Yo € Q

where the v’s M > 0 and EM? < oo, then we have

1 T—1 K
T Z/O (Z(8 + 1) — a() P (1) dt =700 N1,
i=0

where Ny is a Gaussian r.v. with zero mean and variance ).
As a consequence, we have a limit law for the estimator g7.

THEOREM 3 Suppose the conditions of Theorem 1 are satisfied. Then we have
VT@r —¢®) =1—00 N,

where N, is a Gaussian r.v. with zero mean and variance 8 %A;.

2.2 Period estimation

Let Z = (Z(t); t € R) be a FAR process in function space Cj s with a periodic mean function
a(t) = E(Z(t)). We denote by & the true value of the period of the mean a. With the estimator
introduced in the preceding paragraph we propose an estimator of the unknown period &y following
the ‘minimum distance method’ [6,12,14]. For A > 0, a minimum distance estimator of §; is
given by

or = Arg min [gr — ()L, (7

where g(8) and gr are defined, respectively, by Equations (3) and (4)
Let ® :=]0, A[ be the parameter space, and for 8 > 0 we define

h(p) = Siorg_) |575{)I\1>f,3>0 18(8) — g(8o)l- ®)

The next result gives the uniform convergence in probability of Sr.

THEOREM 4  Suppose the conditions of Theorem 1 are satisfied and that for all B > 0, h(B) > 0.
Then we have:

P50(|8T - 80| > ﬁ) —>T—0c0 0.
The convergence is uniform on compact intervals of ®.
Remark 1 The condition h(f) > 0is an identifiability condition on the parameter. This condition
is checked for example when p is the Lebesgue measure and the mean function ‘a’ keeps a constant

sign.

The next result provides a limit law of the estimator Sz
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THEOREM 5 Suppose the conditions of Theorem 2 are satisfied. Then we have:
VT @1 — 80)) =120 N3,

where N3 is a Gaussian r.v’s with zero mean and variance o° = 80_21’2(50))\1 and where \| is
the first eigenvalues of Rx, and 1(8p) = (1/80)(a(8p) — g(80)).
The convergence is uniform on compact intervals of ©.

Remark 2 The limit variance in Theorem 5 involves the first eigenvalue A; of Ry,. Concerning
its estimation we can proceed as follows: we have a relation between the eigenelements of the
covariance operators Ry, , R., and operator p in Equation (1). Indeed, let (X,,) be an AR(1) process
with an operator p and white noise £. Denote by (B;, ®;) the eigenelements of the covariance
operator R,,. If p is a symmetric Hilbert-Schmidt operator with eigenvalues (u;) and commutes
with Ry, then the eigenelements of Ry, are given by (A; = 8;/(1 — /Lf), ®;)and Ay = B;/(1 —
,u%). (see the Proof in the appendix).

Hence when the white noise ¢ is the Wiener process W = (W (¢);t € [0, §]) we know that the
eigenelements of the covariance operator Ry are given by:

_rr—2.12_q)_\/§‘ ,171[_,_12
SR W (A e

so the relation A; = 8;/(1 — u%) gives a relation between an estimate of the first eigenvalues of
Ry, and p.

3. Numerical simulations and examples
Numerical simulations

To investigate numerical performance of the estimators g7 and 57 studied in this paper we have
conducted a numerical simulations of the model (1) and studied two examples. To simulate the
trajectories of the process (Z = (Z(t); t > 0) with FAR representation (1) in function space Cjg
with a mean function ‘a’, we have applied the package ‘far’ developed by Damons and Guillas
(Modelization for FAR processes Package: far Version: 0.6-2 License: LGPL-2.1 version 2.4.1 of
the R Package). Recall that the Karhunen—Logve expansion of the Wiener process on the interval
[0,68], 8 > 0, is given by

o . .
sin[(j — 1/2)(wu/d)]
W, = V28Y}

; J n(G—1/2)
where Y/ are i.i.d r.v.’s N(0, 1), and where we approximate this infinite series by a finite sum.
We define a strong white noise ¢ = (¢g;(¢), i =0, 1,...,t € [0, 5]) from a realization w; of Wiener
process on [0, §] by its increments for a given length s > 0:

ei() = &i(t, w) = Wi(w) — Wi ().

To simulate the trajectories of the process Z = (Z(t); t € [0, T]), with T = né (a multiple of the
period), we use the relation X,,(¢) := Z(né + t); t € [0,6]; 6 = 27, where X, satisfies X,, —a =
p(X,—1 —a) +¢e,;n=1,2,... with initial value Xy = 0 (or Xy = &p); the mean a(¢) = sin ¢t and
p is a kernel operator with the symmetric kernel k(s, r) = cos(# — s). Eventually others choices
of the mean a and kernel k(s, ) are possible.

The following graph displays a trajectory of the process Z on the interval [0, T], where T =
nd = 100(2) and m is the number of discretization points in the interval [0, 2] (Figure 1).
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Figure 1. Example of an ARB(1) (m = 300, n = 150).
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Figure 2. Behavior of the period estimator (i« Lebesgue measure).
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Figure 3. Behavior of the period estimator (1 measure with density).

The following graph shows the behavior of the period estimator St given by Equation (7) in
function of T when the estimator g7 given by Equation (4) is defined by the Lebesgue measure.
We observe its convergence to the true period 8y = 27 for large values of T (Figure 2).

The following graph shows the behavior of the period estimator 57 in function of 7 when
the estimator g7 given by Equation (4) is defined by a measure u having a density ®; (the first
eigenfunction of Ry,) with respect to the Lebesgue measure (Figure 3).
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Figure 4. Kernel estimator (i Lebesgue measure).
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Figure 5. Kernel estimate. N = 68, bandwidth = 15.23 (i« measure with density).

Table 1. Replicates of the period estimator

n = multiple of period  Number of replicates ~ Mean  Standard error

100 20 6.431 0.3134
100 40 6.360 0.2927
100 60 6.332 0.2956
100 80 6.327 0.3006
150 20 6.290 0.3424
150 40 6.290 0.3370
150 60 6.286 0.3112
150 80 6.285 0.3049

The following graph shows the kernel estimator (with the Epanechnikov kernel) of the limit
law of the period estimator S7 with the Lebesgue measure in Equation (4) (Figure 4).

The following graph shows the kernel estimator (with the Epanechnikov kernel) of the limit law
of the period estimator ST with having a density @, (the first eigenfunction of Ry,) with respect
to the Lebesgue measure in g7 (Figure 5).

Table 1 presents the performance of the period estimator 57 when we repeat a number of
replicates of the trajectories (here §y = 27 = 6,283185). We conclude that in all these numerical
simulations, each estimate shows a good behavior and is very close to the true value of the
parameter. Also when we deal with others choices of the mean function ‘a’ and kernel k(s, 7) the
simulations give the same conclusion.
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Figure 6. El Nifio temperature from 1950 to 2006.

3.1 Real data

In this section, we use the period estimate 87 to find the true period in some real data. For these
climatic time series examples, we know that the true period is §) = 12 months. So we try to use
the estimate &7 to recover this true period.

3.1.1 Climatic sequences ENSO

First, we consider the sequence of the climatic phenomenon describing El Nifio-Southern Oscil-
lation (ENSO) which is known as a result of the interaction between the atmosphere and the
ocean over the tropical Pacific Ocean. The phenomena EL Nifio (EN) is an ocean component in
ENSO while Southern Oscillation (SO) is an atmosphere component. The monthly mean Nino-3
surface temperature index in (Celsius degree) which provides a contracted description of ENSO
are recorded from January 1950 to December 2006 by the National Prediction Environmental
Center in United States. Figure 6 displays the time series of mean monthly temperature of this
EN index (http://www.cpc.ncep.noaa.gov/data/indices)

For the estimation of the true period we take the parameter space ® : =10, A[ =10, 17[. In the
definition of g (cf. (3)), we have to choose the mean function a and the measure p. Our choice
is the natural function cos or sin. But the sin function vanishes in 0 so it is eliminated in view to
data. The estimator g7 is given by Equation (4) and the estimator St by Equation (7).

Case 1: a(t) = 23 * cos(t * w/6) and u the Lebesgue measure.

This choice of 12 periodic mean function a is natural for this climatic phenomenon. The
coefficient 23 is the mean of recorded monthly temperature (however other choices of coefficient
are possible!) and p is the Lebesgue measure.

For a discretization grid 0.01 in ® := ]0, 17[ we obtain: ST = 12.00,
For a discretization grid 0.001 in ® := ]0, 17[ we obtain: 37 = 12.003.

So the true period 12 is well detected with an error of 3%

Case 2: a(t) = 23 xcos(f * w/6) and p has the density &, (the first eigenfunction of Ry, ):

For a discretization grid 0.001 in ® :=]0, 17[, we obtain: (§T = 12.561.

If we perturb the mean function choosing a having not 12-period, with u the Lebesgue measure,
we obtain the following:

1. If a(r) = 23 cos(t  27/8) then §7 = 11.995,
2. Ifa(t) = 23 *xcos(t x 2w /13) then §7 = 13.002.


http://www.cpc.ncep.noaa.gov/data/indices
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Figure 7. Algier’s temperature.

We observe here also that for the first case the true period 12 is well detected. However, we
obtain an over estimation of the true period in the second case. If u has the density @, (the first
eigenfunction of Ry,) the estimator 87 has a very slow rate to detect the true period and it is
difficult to draw reasonable conclusions.

3.1.2 Prediction of Algiers temperature

The following graph displays the series of the mean monthly temperature in Algiers for the period
1970-2004 (Figure 7):

We set ® :=]0, A[=]0, 17[ and we choose in the definition of g: a(t) = 11.86 * cos(t * 7 /6)
and p the Lebesgue measure (where the coefficient 11.86 is taken as the mean of the recorded
temperature). The results of the simulation are

For a discretization grid 0.01, we obtain: ST =11.99,

For a discretization grid 0.001, we obtain: ST =11.994.

Hence the true period 12 is well detected with error 6%eo.
If we perturb the mean function choosing others means a having not 12 period (with the
Lebesgue measure), we obtain:

1. If a(t) = 11.86 * cos(t * 27 /8), then SZ = 12.000,
2. Ifa(t) = 11.86 x cos(t * 27 /13), then §7 = 12.990.

Hence the true period 12 is also well detected in these cases.

4. Conclusion

We point out that in all numerical simulations and examples our period estimator produces a
good result detecting well the true period. However, in both numerical simulations and examples,
we have large samples of observations so the estimates should possess a good behavior. On the
other hand, eventually we could take others choices of the mean a and kernel k(s, t) to make more
numerical simulations. In this study, we have limited ourselves only to theses cases. Also it remains
to determine the exact rate of convergence of the estimators which provide an interesting topics in
future research. Finally, there exists a wide scope of applied fields for which our approach could
be of interest and it is interesting to find examples in Biometrics, Genetics or Environmetrics, etc.
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Appendix: Proofs

Proof of Theorem 1 Firstly, we remark forall T € Rt and § > 0, there exists an integer n = ny s
suchas:nd < T < (n+ 1)§ and n/T — 1/8. From the definition (4) of the estimator g7 we have
the following decomposition:

l T
br=o / Z(t) dpuiry ()
0

1 né 1 T
= ?/(; Z(1) dM[T](l)+7/n Z(t) dun (1)

)
:= Ay + By (A1)
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We treat each term separately. For the fist term A,, X;(?) :== Z(j§ +1), t € [0,5] and the
definition (5) of w7}, we have:

1 né
Avi= o / 2 dpgn ()
0

1 =L pG+Ds
=2 / Z(®) dpyr (1)
j=0

1 n—1 /5
== Z(5j + 1) dpu(r)

§ n—1
n 1
= — - Xi(t) | du(). A2
22X x| wo (A2)
j=0
According to the strong law of large numbers in the Banach space (B, || - ||) = (Cos, || - loo) [3,

Theorem 3.7 Chapter 3] we have:

1 n—1
1%, —alloo := |~ > " X; —a
j=0

oo
1 n—1
= sup |- X (t) —a()] > 0 a.s.
0<t<$ ”llgo: !

Triangular inequality and almost surely continuity of the trajectories of the process Z imply

1=
g
IA

1 n—1
= Xillo = sup 1 Xjlloo
n-= 0<j<(n—1)
o J
< sup sup [X;(r)]
0<j<(n—1) 0<r<é
= sup sup |[Z(§j+1)| <00 as.
0<j<(n—1) 0<r<8

Hence from the dominated convergence theorem and the fact that n/T — 1/§, we deduce
from Equation (A2):

1 [ no (o)1t 1 [
A, = ?/.5 Z(@)dur (@) = ?/o ;jgoxj(t) du(t) — E,/(; a(t)du(t) a.s.

On the other hand, for the term B,,, we have

1 T
Byi= f Z(0) dury o)
né

IA

1
7 sup 1ZD] - lilizrv

né<t<T

1
T Sup 1Z()| - Mleellry
0<s<$

1
7 1 Xnlloolltlizy, (A3)

IA
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where || |7y denoted the total variation norm of the measure . The Markov inequality and the
stationarity of the process (X,,) give: for all ¢ > 0,

X, 1 5
P(IFI>e) < s EIX|

1 2
= T2_82E”X0” .

Then

[ (7

Hence by Borel-Cantelli lemma, we deduce:

E|Xol? [ 1
e dTSM/ —dT < oo.
&2 | T2

A consequence of Equation (A3), we obtain:

1 T
B, = —/ Z(1) d/,l,[T]([) —> 0 a.s.
T ns n—00

Finally regrouping the results (A2) and (A3), we obtain from Equation (A1):

) ) ) 1 T 1 )
Jim g7 = Jim /0 20 duin(® = § /0 a0 dp(®) as.

The convergence L? is obtained in a similar way using the fact that the convergence | X, —
alloo = n—oo 0 is also true in L? [3, Theorem 3.7, Chapter 3]. |

Proof of Theorem 2 First, let us verify that the trajectories of the sequence (¢,,n € Z) satisfy
the Lipschitz condition (condition 3 of Theorem 2.8, Chapter 2 in [3]) which gives the central
limit theorem in the Banach space B = Cg ).

Recall X;(?) :== Z(j§ + 1) and the process (Z(¢),t € R) is an AR process with a innovation
(én,n € Z). From the relation (1) we have p(X,) = E(X,4+1/X;,j < n). So from Equations (1)
and (2) we obtain:

( Z(nd + ) >
) —e, () =ZnS+1t)—Zmé+s)—E\Znb+t) — ——,u<né|.

Z(u)

The triangular inequality and under the Lipschitz condition on the trajectories of the process
(Z(t),t € R) imply

len(t) — &,(8)| < |1Z(6 + 1) — Z(né + 3)| +E<

<(M+E M s r—
‘( <Z<u>’”—”>>" sl

Hence the sequence (¢,,n € Z) satisfies condition 3 of Theorem 2.8. in [3]. So the sequence
(X, n € Z) verifies the central limit theorem in Co; :

\/E(Xn — a) —n—00 Na

[Z(nd + 1) — Z(nd + s)| < nS)
Z()

where N is a Cjos) -valued Gaussian r.v.’s with zero mean and covariance operator (I —
—lR (I _ )*—1
10) &0 10 .
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Let u be a linear form in the topological dual Cy,5; of Cjos) which consists of all Borelean
measures on [0, §]. By the continuity theorem, we deduce the following central limit theorem
in R:

)
1(VnX, — a)) =00 W(N) := /0 N (1) du(2),

where w(N) := fos N(t) du(r) is a real zero mean Gaussian r.v.’s. Set N; = w(N).
But

)
n(/nX, —a)) = /0 VX, (1) — a(1)) du(r)

nl

=n / me—a(t) dpu(0)
K 1 n—1

= — Y X1 — d
/ 7 L0 = a0 | anco
k)

= fo ZX(r) a(r) du(t)
1 n—1 §

=— X (1) — du(1).
ﬁ; fo X; () — a(1) du(t)

Therefore
1 n—1 .5 s
— X:(t) —a(t)d nooo N1 = n(N) = N@® du(r).
ﬁ;/()(,() a(®))du) = 1= ) /O (B du()

The Banach r.v. N is Gaussian in Cjps and has a zero mean and covariance operator (I —
p)’lRSO(I — p)*~1, sotherealr.v. N; = p(N) has a zero mean and a variance p(( — p)’lRSO(I —

P (1))
Now by the hypothesis, the measure p has @ as a density with respect to the Lebesgue measure
on the interval [0, §]. Therefore, we have the following weak convergence:

n—1

ARy — @) = —— Z / (Xi() — a(n) - @1 (1) dr

=00 MWIN) = / N(@) - ®(r) dr.
0

Let us compute the variance of the r.v.’s N = u(N) = f(f N(t) - ®(¢) dr. First, C(s, 1) is the
covariance function of the process (Xo(f), t € [0, 8]) so the covariance function of (N (¢), t € [0, 8])
is, for all s, ¢ € [0, 8],

C(s,1) = E((Xo(s) — a(s)) - Xo() —a(?))) = C(s,1)
= EN(s)N(1)).



Downloaded by [tahar mourid] at 13:46 08 April 2012

14 W. Benyelles and T. Mourid

Then
s 2 s 2
E}LZ(N)IE(/ N(t)du(t)) :E(/ N(t)CIJI(t)dt)
0 0
s ps
:/ / EN(s)N()®(s) dsP,(¢) dt
0o Jo
B s
:/ </ C(t—s)d)l(s)ds><Dl(t)dt
0 0
B
:/ )\,l(bl(l)q)](l)dl
0
B
:)\1/ ® (1) dt = A,.
0
The proof of the theorem is complete. |

Proof of Theorem 3  First, we have the following decomposition using the definition of the
estimator gr :

Z/ Z(i80 + D, (1) dt

% %
=L</ Z(t)@l(t)dt+/ Z(5<)+t)<l>1(t)dt+-~-+f Z((T—1)60+t><1>1(t)df>
VT \Jo 0 0

1 T8y
= — Z()d
7 /0 (1) dpagry (1)
1 T 1 Tdy
= ﬁ(;/ Z(@)dur @) + T/ Z(1) dﬂ[T]O))
0 T

1 Té8o
= T.0 J— Z(d .
i+ /T (1) dpairy (1)

In the last line, for the second term we use a similar way given in the proof of the Theorem 1
to show:

’L /T50 Z(t) d/,L[T](I) < M — e 0 in prObablllty
VT Jr (T3]
Hence
ﬁ.é’r Z/ Z(i6g + )P (1) dt + 0,(1).
5()\/_
So
1 - 8o 1 %
VT @r —g@0) = 5 Z(i8o + )P, (¢) dr — ﬁé_ / a(t)®(t) dt + 0,(1)
0 Jo

T—1 So So
[ f Z(i8o + 1)@, (1) dt — / a(t)@l(t)dt:|+o,,(1)
0

(% |: / (Z@{6p + 1) —a(t)D, (1) dt:| +0,(1).
=0
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Now for the first term, we apply Theorem 2 to deduce it is asymptotically gaussian and then we
arrive at

80T (@1 — 8(50)) =>7—00 N

where N| is a zero mean gaussian r.v.’s with variance X, which is the first eigenvalue of the
operator Ry, .
Hence the r.v.’s

VTG@r — 8(80) =100 N2,

where N, is a zero mean gaussian r.v.’s with variance 6, 2)\1.
The proof is complete. |

Proof of Theorem 4 Let B > 0 and § € © the true value of the parameter. From the definition
of the estimator &7 (cf. Equation (7)), we have:

Sp— 8| > B= inf |27 —g(®)| > inf |g7 —2()|. Ad
|67 — 8ol > B ‘8780‘§ﬁ|gT g()| |5—80|>ﬁ|gT g(d)] (A4)

By triangular inequality

187 — 8| = 187 — 8(80)| + 18(d0) — g()1.

Therefore,
‘a_mf 187 — g(®)] < |87 — g (o). (AS5)
Also
1g(8) — g(0)| = 187 — ()| + 18 — 8(S0)I.
Then

187 — g(®)] = 1g(8) — g(Bo)| — 181 — g(S0)l-
Hence, the definition of /(8) (cf. Equation (8)) implies:

5 i;llf 5 187 — g(d)] = lnf Ig(3) 8(80)| — 187 — g(do)|
—bo|>

> h(ﬂ) — 187 — g0 (A6)
Using Equations (A4), (AS), (A6), we deduce

Ps, (187 — 80| > B) < Py, ( inf (g7 —g@®)|> inf |gr— g(5)|>
dol<B |8—80|>p

[6—=dol

< Ps, (la mf |§T — 8| > h(B) — Igr — g(5o)|>

1
= Ps, (Iér — 80| > Eh(ﬂ)) :

Because the condition 4(8) > 0 and g7 —> 7. g(80) a.s. by Theorem 1, the last bound tends
to O when T — oo.
The proof is now complete. n
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Proof of Theorem 5 For the limit law of the estimator 37, we follow the general theory of mini-
mum distance estimate presented in [9] to have a Taylor’s expansion giving the following relation
between the estimators 37 and g7:

VT Gr = 80) = 171(80) VT (g1 — 8(8)) + 0,(1), (A7)

where the function /(§) is the derivative function of g(§).
Now we apply Theorem 3 to the first term to deduce

I 00) VT @r — 8(80)) =700 N3,
where N3 is a zero mean Gaussian r.v.’s with variance &, 2] “2(80).A1.

So from Equation (A7), we imply the result for the r.v.’s: JT (3T —80) =700 N3. |
Proof of Remark 2 Let (X,,) be an AR process defined (1). From Theorem 3.2 in [3] and the
assumptions of the Remark 2 we have:

Ry, = pRx,x, + Re;, Rxx, = pRx, and Ryx, = (Rx,x,)" = Rx,p,

where Ry, x, is the cross-covariance operator of the r.v.’s X, and X;.
So

Rx, = pRx,p + Rg,
= RXO;O2 + Ry, .
As the operator p has the eigenelements (u;, ®;), we obtain
Ry, (®1) = Rx,p(0(D;) + R, (P;)
= Ry, 0 (i %) + B ®;
= WiRx,p(®;) + BiPi
= Ui Ry, (®;) + B ;.
Hence
(1 = DRy, (©) = B;Ps.
Finally,

Rx, (®)) = Lq”i-

(1= up)

Therefore the eigenelements of Ry, are (8;/(1 — uiz), D). |
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Résumé. Nous considérons 1'estimation de la période d'un processus aléatoire & représentation
autorégressive. Nous étudions un estimateur de lz période de la fonction moyenne basé sun
une méthode de la « distance minimale ». Sous des conditions de régularité. nous montrons
sa convergence en probabilité et nous établissons une loi limite. © 2001 Académic des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Period estimation of process with autoregressive representation

Abstract. We consider the class of stochastic processes which admit an autoregressive representation.
Their mean function is periodic and we construct an estimator of the period based on the
“minimum distance”. Under regulariry conditions we show its consistence and give is
asympiotic distribution. © 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

1. Introduction

Soit (2. A. P’ un espace probabilisé complet et (3.} - | un espace de Banach réel séparable muni de
sa tribu borélienne B. On note £{I3) I"algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés définis sur B et a
valeurs dans 3. munie de la norme usuelle || - ||} des opérateurs bornés. Un bruit blanc banachique est une
suite de variables aléatoires (z,,. n € Z) indépendantes identiquement distribuées définies sur (£, A. ) 4
valeurs dans I3 vérifiant pour tout n € Z

Ee, =0:

Une suite (X, n € Z) définic sur (2. 1. ) et a valeurs duns I3 est un processus autorégressit
d’ordre g (ARDB(p)). p e 11 sTil existe des opérateurs gy . ;-
(£,) etun élément ¢ € 3 tels que :

sanachique
..... pp dans £([3 ). un bruit blane banachique

Xn=a=piXpav=0) cp(X, 0 0+ o p( Xy p—a) b e, DS, (1)

ou I'opérateur p, est diftérent de Nopérateur nul. Dans [9]. chap. I, on trouve une condition sur les
opérateurs p; pour que (1) admette une solution strictement stationnaire dans 3. Nous dirons qu'un

Note présentée par Paul DEHEUVELS.
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processus Z = (Z(t), t € R) a temps continu admet une représentation autorégressive banachique
d’ordre p dans un espace de Banach B, s’il existe des opérateurs linéaires bornés p1, pa...., pp sur B,
a € B, une suite (&, n € Z) de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées définies sur
§¥ a valeurs dans B et un nombre 4 strictement positif tels que la suite des variables aléatoires 2 valeurs
dans B définies par :

Xn(t):=Z(né—t), ©€[0,4, 2)

vérifient la relation (1). Dans de nombreuses applications, le processus Z = (Z;, t € R) est p.s. a trajectoires
continues et I’espace de Banach B naturel est 'espace des fonctions définies et continues sur [0,6], noté
C = Cjo,5) ou encore parfois I'espace L[0 s)- Dans [3], chap. 3, [9], chap. 3, on trouve des exemples de
processus a temps continu admettant une représentation autorégressive dans des espaces appropriés. De
plus, si £ admet une représentation autorégressive ARB(p), alors sa fonction moyenne est une fonction
périodique de période § et coincide avec a sur [0,4] ([9], p. 64). Un probleme naturel en statistique des
processus est 1’estimation de la fonction moyenne et en particulier dans ce cadre se pose le probleme de
I"estimation de la période 4. Dans [7] Iestimation de la période a été résolue par une méthode de Tian qui
repose des propri€tés de la fonction covariance pour des processus périodiquement corrélés. Cette classe
est caractérisée par le fait que la fonction moyenne et Ia fonction covariance sont des fonctions périodiques
et de méme période. Nous indiquerons que dans le cas de processus Z a représentation autorégressive
Banach que cette méthode n’est pas applicable. Nous proposons un estimateur de la période § du type
«distance minimale» [8,6,10]. La méthode est basée sur I’étude d’un estimateur d’une intégrale de la
fonction moyenne du processus (convergence presque siire et dans L? et loi limite) et puis nous en déduisons
un estimateur de la période par la minimisation de I"écart absolu entre " estimateur et la fonction 2 estimer.
Nous établissons par la suite la convergence en probabilité et une loi limite pour I’estimateur de la distance
minimale étudiée. Les résultats sont obtenus uniformément sur I’espace paramétrique.

2. Estimation de la période

Rappelons qu’un processus stochastique (Z(t), ¢ € Z) réel défini sur un espace de probabilité (2, A. P)

et ayant un moment d’ordre deux fini est appelé processus périodiquement corrélé si la fonction de
covariance R et la fonction moyenne m sont périodiques de période & : R(u,v) = E[Z(u) - Z(v)] =
R(u+6,v +0) et m(u) = E[Z(u)] = m(u +§), V(u.v) € Z x Z tel que (u + 6,v + 8) € Z x Z. Dans
la suite, cette classe est notée PC. Dans [7] une synthése de la méthode de Tian pour l’estimation de
la période 6 pour un processus PC est proposée. La méthode est basée sur des propriétés de la fonction
de covariance qui est un moyen usuel de recherche de périodicité en théorie du signal. Nous examinons
I"application de la méthode de Tian aux processus ARB(p). Comme nous I’avons signalé en introduction
un processus a temps continu (Z(t). t € R) a représentation autorégressive Banach posséde une moyenne
périodique de période 4. En revanche, la fonction de covariance ne I'est pas. En effet, si (Z(t)) est a
représentation ARC(!) dans Cjg 5) de moyenne a et de bruit blanc € = (&), un calcul montre que pour
tout ¢ € [0,6] : C(t + 0,t +0) =E[Z(t + 6) — a(t)][Z(t + &) — a(t)] = C(t,t) + ¢] avec c strictement
positif. Donc la fonction de covariance C(s, t) n’est pas périodique. Par suite les processus a représentation
ARB(p) ne sont pas en général élément de la classe PC et par conséquent la méthode de Tian ne s’applique
pas i .
Soit Z = (Z(t), t € R) un processus réel presque siirement 2 trajcctoires continues. On suppose que le
processus Z ad'net une représentation autorégressive ARC(p) de moyenne a et de bruit blanc ¢ dans C; 0,6]
ol § un réel strictement positif. Pqur estimer la période § nous utilisons un estimateur qui a été introduit et
étudié dans [3,9]. Posons pour § > 0=

d
payet i e dugsy
2 Jo

N




Estimation de la période d’un processus a temps continu a représentation autorégressive

ol p est une mesure a signe bornée dans C7 ;, (le dual topologique de Cjo.6))- Si nous observons une

trajectoire du processus Z sur [0, T]: (Z(t). t € [0, 7)), alors un estimateur naturel de la fonction g est le
suivant :

1 (T
ir=7 [ Z0)-dugm ) 3

o1 [T est la partie entiére de T et pour tout n € Z, et pour tout borélien A, A € Bjg ns), la mesure i, est
définie par (translatée de ) :

n—1

pn(A) =Y p(An [j8.(G +1)6[-49).

=0

L étude de la convergence et loi limite de cet estimateur a €été faite pour p =1 et § = 1 dans [3], chap. 6.7.
Dans la premiére partie de cette Note nous reprenons I'étude de la convergence presque stire et dans L2
ensuite une loi limite dans R* de (§r.;) associée a des mesures j1;, 2 =1,.... k,pourp>1letd >0.Le
résultat suivant établit la convergence presque sire et dans L2 de gp:

THEOREME 1. — Si le processus Z admet une représentation autorégressive ARC(p) de moyenne a et
de bruit blanc € dans Cyy 5, alors, pour tout 4 > 0,

lim g7 — g(9)

1
15534
Lidd
&=

1

X
A 3

presque siirement et dans L=

La suite ARC(p) : X = (X,,) associée au processus Z par (2) admet un opérateur de covariance Ry,
qui est dans ce cas un opérateur a noyau sur L7 . de noyau la fonction de covariance C'(s.1). Les éléments
propres de Ry, sont notés (A;, ®;) et vérifient:

5
/\j¢>](t):/ C(s.t)®;(s)ds, t€[0,6],j=1,2,....
Jo

On suppose que les éléments propres de Ry, sont connus et que pour tout j > 1, les A; sont strictement
positifs et |||l 2 = 1 (cf. remarque 1 ci-dessous). Le résultat suivant établit une loi limite dans R¥ pour
un vecteur aléatoire associé a un vecteur de §r; construit avec des mesures fi; absolument continues par

THEOREME 2. — Supposons que le processus Z admet une représentation autorégressive ARC(p) de
moyenne a et de bruit blanc  dans Cy, 5, et que les trajectoires de 7Z vérifient presque sirement la condition
de Lipschitz :

lZ(t,w) - Z(s.w)l <M(w)-|t - s|,

it M est une variable aléatoire réelle positive vérifiant EM? < oc. Alors pour tout k € N*, le vecteur
aléatoire

£ ;:_‘,‘\_{,, ot} ,n\f\,))(bj(t) dt; 1 é) < k :_—;>j\/’k

quand T iend vers Uinfini oit Ny est une variable aléatoire gausienne centrée dans R* de matrice de

COVATIGNCE i

C’_,‘\,’k = diag{/\l, o /\k}
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Pour estimer la période ¢ pous vtilisons la méthode de la « distance minimeale» introdutie daps 187 Now
Propescus un estinazieur de 6 défini par

br=Arg min |gr — ¢(8)], 4
T b5€}0.A[‘g] g(9)| &

H
ol gr et g(d) sont définis respectivement par (3) et (4) et ot u est la mesure de Lebesgue et 2 est un
nombre strictement positif donné.
Nous posons © : =10, Al un intervalle ouvert de R et pour tout 3 > 0

h(3) := inf inf 6) —g(dg)|. (5
Wo) 5329 36~6}}i1>,6’>clg( ) =9 O’I ’

Nous impsons par la suite la condition A(/7) > 0 qui est une condition d’identifiabilité du parametre. Nous
notons dg la vraie valeur du parametre. Le résultat suivant établit la convergence uniforme de !"estimateur -

THEOREME 3. — Sous les conditions du théoréme 1 et si tout 3 > 0 : h(f3) > 0, alors nous avons
PSQ(IST — 80| >B) =0 quandT — .

La convergence est uniforme sur ©.
Le résultat suivant fournit une loi limite de I’estimateur 6.

THEOREME 4. — Sous les conditions du théoréme 2 et si tout 3> 0: h(3) > 0, alors :
\/CF(SI —60) =N quand T — .

N . - . c—2 7.4 N o ~ . \
ou N est une v.a. gaussienne centrée de variance 65 “17%(8) A1 et 1(-) est la dérivée de la fonction g(-).
La convergence est uniforme sur ©.

Remarque 1. - Une étude similaire peut étre menée en supposant que les éléments propres (A;. &) de
" opérateur de covariance Ry, sont inconnus. Des estimateurs naturels des éléments propres de Ry, sont
les éléments propres de I"opérateur de covariance empirique (cf. [9], chap. V).
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Estimation de la période de la représentation autorégressive
d’un processus a temps continu.

Tahar MOURID et Wafaa BENYELLES Département De Mathématiques
Faculté des Sciences Université Abou Bekr Belkaid TLEMCEN 13000 AL-
GERIE.

Résumé. Nous considérons ’estimation de la période d’un processus aléatoire
a représentation autorégressive. Nous étudions un estimateur de la période
de la fonction moyenne basé sur une méthode de la ”distance minimale”.
Sous des conditions de régularité, nous montrons sa convergence en proba-
bilité et nous établissons une loi limite.

Key words and phrases: Processus autoregressifs Banachiques- estimation

de la période- distance minimale.
AMS Classification: 62J05 62M10 46E15

1. Introduction. Les variables aleatoires a valeurs dans des espaces fonc-
tionels sont considérées dans de nombreux domaines de la théorie des prob-
abilités et de la statistique des processus aléatoires. L’interprétation d’un
processus aléatoire comme une variable aléatoire a valeurs dans un espace de
fonctions est trés utile en théorie limite et inférence statistique des processus
[3]. Dans ce travail nous considérons la classe des processus a temps continu
a représentation autorégressive et nous intéressons en particulier au probléme
de I’estimation de la période de la représentation. La classe des processus au-
torégrssifs a valeurs dans un espace de dimension infinie a trouvé récemment
un grand intérét aussi bien en théorie que dans les applications ([3] et les
rférences citées, [9]). Par ailleurs nous trouvons (cf. [3] chap. 3 et [9] chap.
3) des exemples de processus a temps continu admettant une représentation
autorégressive dans des espaces de fonctions appropriés.

Soit (2, A, P) un espace probabilisé complet et (B, ||.||) un espace de Banach
réel séparable muni de sa tribu Borelienne B. Nous notons £(B) 'algebre
de Banach des opérateurs linéaires bornés définis sur B et & valeurs dans
B, munie de la norme usuelle ||.||, des opérateurs bornés. Un bruit blanc
banachique est une suite de variables aléatoires (¢,,n € B indépendantes
identiquement distribuées définies sur (£, A, P) a valeurs dans B vérifiant



pour tout n € ¥
Ee,=0 ; 0<E|e,)* =02 <00

Une suite (X,,n € B définie sur (Q, A, P) et a valeurs dans B est un
processus autorégressif banachique d’ordre p ( ARB(p)) p € N*, s’il éxiste
des opérateurs py, p,,..., pp, dans C(B) un bruit blanc banachique (e,) et un
élément a € B tels que :

Xn—a=p1(Xnr —a)+p2(Xn2—a)+... +pp(Xup —a) +&, p.s. (1)

ou l'opérateur p, est différent de ’opérateur nul. Sous une condition sur
les opérateurs p; ’équation (1) admet une solution strictement stationnaire
dans B ([9] chap.l Prop. 3.1). Nous dirons qu’un processus & temps con-
tinu Z = (Z(t),t € R) admet une représentation autorégressive banachique
‘d’ordre p dans un espace de Banach de fonctions noté B , s’il existe des
opérateurs linéaires bornés py,p;.,p, sur B, a € B, une suite (e,,n € B
de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées définies sur
(9, A, P) a valeurs dans B et un nombre § strictement positif tels que la suite
des variables aléatoires a valeurs dans B définies par :

Xo(t):=2Z(né+t) te[0,d]. (2)

vérifient la relation (1). Dans de nombreuses applications, le processus
Z = (Za,n € D est p.s. & trajectoires continues et I’espace de Banach B na-
turel est I’espace des fonctions définies et continues sur [0, §] noté C = Clog)
ou encore les espaces usuels L[0 sp P 2 1. De plus si le processus Z ad-
met une représentation autorégressive ARB(p), alors sa fonction moyenne
est une fonction périodique de période § et coincide avec a sur l’intervalle
[0,4] ([9] p.64). Un probléme naturel dans la statistique de cette classe de
processus est ’estimation de la fonction moyenne et en particulier I’estima-
tiof de sa période §. Dans [7] I'estimation de la période a été résolue par
une métode de Tian qui repose sur des propriétés de la fonction covariance
pour la classe des processus périodiquement corrélées. Cette classe est car-
actérisée par le fait que la fonction moyenne et la fonction covariance sont
des fonctions périodiques et de méme période. Nous indiquerons pour le cas
de processus Z a représentation autorégressive Banach que cette méthode
n’est pas applicable. Nous proposons un estimateur de la période & du type



”distance minimale” ([8] [6] [10]). La méthode est basée sur I’étude d’un
estimateur d’une intégrale de la fonction moyenne du processus (convergence
presque siire, dans L? et une loi limite) puis nous déduisons un estimateur
de la période par la minimisation de I’ecart absolue entre I’estimateur étudié
et la fontion a estimer. Nous établissons par la suite la convergence en prob-
abilité et une loi limite pour I’estimateur de la distance minimale étudié. Les
résultats sont obtenus uniformément sur I’espace paramétrique.

Le plan du papier est comme suit. La section 2 contient une étude d’un
estimateur d’une intégrale de la fonction moyenne. La section 3 est consacré
a ’estimation de la période. La section 4 contient les preuves des résultats.

2. Estimateur d’une intégrale de la fonction moyenne. Soit
Z = (Z(t),t € R) un processus réel presque sirement a trajectoires contin-
ues. On suppose que le processus Z admet une représentation autorégressive
ARC(p) de moyenne a et de bruit blanc € dans Clos out § un réel stricte-
ment positif. Pour estimer la période § nous utilisons un estimateur qui a
été introduit et étudié dans [3] [9]. Posons pour é > 0 :

g9(8) =

Shf =

/5 a(t)du(t)

ou u est une mesure a signe bornée dans Cho,5) (le dual topologique de Cpp 5).
Sinous observons une trajectoire du processus Z sur [0, T]: (Z(t),t € [0,7T]),
alors un estimateur naturel de la fonction g est le suivant :

i1 = [ ZOdum () )

ou [T est la partie entiére de T et pour tout n € Z, et pour tout borélien A,
A € Bjons), la mesure u, est définie par (translatée de p):

i (4) = S (A0 58, G-+ D8] - 59

L’étude de la convergence et loi limite de cet estimateur a été faite pour
p=1et ¢ =1 dans [3] Chap. 6.7. Dans la premiére partie de travail nous
étudions la convergence presque siire et dans L? de ’estimateur §r ensuite
nous établissons une loi limite dans R* du vecteur aléatoire (74,71 = 1, ..., k)



associé a des mesures y;, 7 = 1,..,k, pour p > 1 et § > 0. Le résultat suivant
fournit la convergence presque siire et dans L? de gr:

Théoréme 1. Si le processus Z admet une représentation autorégressive
ARC(p) de moyenne a et de bruit blanc € dans Cjgg) ot § > 0, alors

Fie 1 =90)
presque sirement et dans L.

La suite ARC(p) : X = (X,) associée au processus Z par (2) admet un
opérateur de covariance Ry, qui est dans ce cas un opérateur a noyau sur
L[zo’ﬂ de noyau la fonction de covariance C(s,t). Les éléments propres de Ry,
sont notés (A;, ®;) et vérifient :

)
285t = [ Cls,)0s(s)ds, t€0,8], j=1,2..
0

On suppose que les éléments propres de Ry, sont connus et que pour tout
J > 1 les ); sont strictement positifs et ||®;]|;, = 1 (cf. Remarque 1 ci
dessous). Le résultat suivant établit une loi limite dans R* pour un vecteur
aléatoire associé a un vecteur de gr; construit avec des mesures p; absol-

ument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de densité ®; pour
1=1,..,k.

Théoréme 2.  Supposons que le processus Z admet une représentation
autorégressive ARC(p) de moyenne a et de bruit blanc ¢ dans Cig ), et que
les trajectoires de Z vérifie presque sirement la condition de Lipschitz suiv-
ante:

2(tw) - Z(s,w)] < M (W) - |t — o]

ot M est une variable aléatoire réelle positive vérifiant EM? < oo.
Alors pour tout k € N*, le vecteur aléatoire

T-1 ¢
(7% S [ (@65 +0 -a @)@ @) 1< < k) — N
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quand T tend vers l'infini o1 Ny est une variable aléatoire Gausienne centrée
dans R* de matrice de covariance diagonale :

Cyn, = diag {1, ..., Ak}

3. Estimation de la période. Rappelons qu’un processus stochas-
tique (Z(t),t € D réel défini sur un espace de probabilité (2, A, P) et ayant
un moment d’ordre deux fini est appelé processus périodiquement corrélé
si la fonction de covariance R et la fonction moyenne m sont périodiques
de période & : R(u,v) = E[Z(u)-Z(v)] = R(u+6v+9) et m(u) =
E[Z(u)] = m(u+9), V(u,v) € Ix Ltel que (u+d,v+8) € Ix I Dans
la suite, cette classe est noté PC. Dans [7] une synthése de la méthode
de Tian pour l’estimation de la période § pour un processus PC est pro-
posée. La méthode est basée sur des propriétés de la fonction de covari-
ance qui est un moyen usuel de recherche de périodicité en théorie du sig-
nal. Nous examinons ’application de la méthode de Tian aux processus
ARB(p). Comme nous I’avons signalé en introduction un processus a temps
continu (Z(t),t € R) a représentation autorégressive banachique possede
une moyenne périodique de période 8. Par contre la fonction de covari-
ance ne l'est pas. En effet si (Z(t)) est 2 représentation ARC(1) dans
Clo,5) de moyenne a et de bruit blanc € = (€,), un calcul montre que pour
tout ¢t € [0,8] : C(t+6,t+38) = E[Z(t+6)—a(t)][Z(t+d)—a(t)] =
E[pZ(t) +ei(t) — a(®)][2(t + &) — a(t)] = C(t,t) + ¢ ou ¢ est strictement
positif. Donc la fonction de covariance C(s,t) n’est pas périodique. Par
suite les processus a représentation ARB(p) ne sont pas en général élément
de la classe PC et par conséquent la méthode de Tian ne s’applique pas ici.
En reprenant les notations de la Section 2 nous proposons un estimateur de la
période & basé sur la méthode de la ”distance minimale” ([8]). L’estimateur
de § est défini par:

ér = Arg min |gr — g (d) (4)
ol gr et g (§) sont définis respectivement par (3) et (4) et ol p est la mesure

de Lebesgue et A est un nombre stictement positif donné.
Nous posons O := ]0, A[ un intervalle ouvert de R et pour tout 8 > 0

h(B) = |9 (8) — g (do)| (3)

Nous imposons par la suite la condition : h(8) > 0 qui est une condition
d’identifiabilité du parametre. Cette condition est vérifiée par exemple dans

5 69 jo— 3o!>ﬂ>0



le cas ot p1 est la mesure de Lebesgue est la fonction moyenne a garde un
signe constant. Nous notons ¢ la vraie valeur du parametre. Le résultat
suivant établit la convergence en probabilité de 1’estimateur uniforme sur ©.

Théoréme 3. Sous les conditions du Théoréme 1 et si tout 8 > 0 :
k(B) > 0, alors nous avons :

Py, (

La convergence est uniforme sur ©.

ST—5ol>ﬂ)—)O quand T — oo

Le résultat suivant fournit une loi limite de I’estimateur d7.

Théoreme 4. Sous les conditions du Théoréme 2 et si tout B > 0 :
h(B) > 0, alors:

\/T(ST—JO) = N quand T — oo

ou N est une v.a. Gausienne cenirée de variance 85 21-2(8o)Ay et I(.) est la
dérivée de la fonction g(.). La convergence est uniforme sur ©.
Remarque 1. Une étude similaire peut étre menée en supposant cette fois
- que les éléments propres ();, ®;) de lopérateur de covariance Rx, sont incon-
nus. Des estimateurs naturels des éléments propres de Ry, sont les €léments
propres de lopérateur de covariance empirique associé (cf. [9] Chap. V).
4. Preuves. Preuve du Théoréme 1. Pour tout T € R et § > 0, il existe
un entier n = nr; tel que : nd < T < (n + 1) 4. Par suite nous avons % — 3
Considérons la décomposition suivante :

] 204 @ = % [ 20dun©+ 5 [ 20dun 0
= An + Bn

D’une part, de Xj(t) := Z(jd + 1), t € [0,0] et de la définition de pry, nous
obtenons :

An = 3,1: /0 = Z(t)dpr(t)

1% pG+)s
= T2 f6 2(t)dpr(t)

=071
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- %"g / " 2(8) + t)du(t)

-2 [”iX(t)} dult) ©)

D’apres le Th. 1.1 Chap. II de [9], appliqué a 'espace (B, || . ||) = (Cio,5; ||

. ||oo) nous avons :

[ fim, j
X ; X.i(t)—alt
E, o 0<t<s nz () a()

”Xn - a“oo —0 p.s.

quand n — oo et od X, = = 1720 X ;.
Or presque siirement les trajectoires du processus Z sont continues, donc :

] nol
2 X5 < sw [IX
n o - 0<j<(n~1)
< sup sup |X;(t)|

0<i<(n—1) 0<t<6

sup sup |[Z2(0j+1t)|<o0 p.s.
0<i<(n—1) 0<t<8

Par conséquent, par le théoréme de la convergence dominée et du fait que
% — 3, nous déduisons de (6) que quand n — oo :

A, = %/Oms Z(t)dpn(t) — %/: a(t)du(t) p.s.

D’autre part,

B, = = /,, Z(t)dpr(t)
< 7,2, 12 Ol = 7 sup, Xl e
< Lnixa 7

- R



ou ||p|| désigne la variation totale de wu. Par I'inégalité de Markov et la
stationarité de (X, ) nous avons :

X, 1 2
o <
(1) < i
1
= T262E”X0”2

Par suite

Xn
T

[

Par le lemme de Borel-Cantelli, on obtient donc quand n — oo :

Xn
T

E|IXI? T 1
>e)dT§—”€2—°”/ﬁdT<oo
1

-0 p.s.

Par conséquent de (7), nous obtenons :

. TZ d
Byi= 7 [ Z®)dum(t) >0 ps.

quand T tend vers ’infini.
D’ou en regroupant les convergence de A, et B, vers 0,nous obtenons le
résultat demandé :

Am % /OT Z(t)dpur(t) = % /:a(t)du(t) p.s.

De maniere similaire nous obtenons la convergence dans L? en utilisant cette

fois "X n— a" — 0 dans L? ( cf.[9] Remarque 7.2 Chap. V)

Preuve du Théoréme 2. Comme X; (t) := Z(j6 +1) et la suite (X,,,n € B
est un processus ARC(p) d’innovation (&,,n € Z), alors:

en (t)—€n () = Z(né+t)—Z(né+s)—E(Z(né +t) — Z(nd +s) / Z(u),u < né)
Par conséquent, de ’hypothése sur le processus Z, on a:

len (t) —€a(s)] < |12(né +1t) — Z(nd + 5)|

+ E(|Z2(né+1t)— Z(né + s)| /Z(u),u < né)
< (M+E(M/Z(),u < nd))- |t —s|



Donc la suite (en,n € Z) vérifie la condition d) du Corollaire 5.11. Chap. II
dans [9]. Par conséquent par le méme Corollaire la suite ARB(p) (Xn,n € B
vérifie le théoréme central limite dans B = Cjo 4 :

N (7(—,, - a) = N
ot N est une Gaussienne centrée dans Clo,5) d’opérateur de covariance (I —
pr— o= Pp) ' Ree(I — p1 — - — pp)"

Considérons la forme linéaire z* := u € Clo,5) le dual topologique de Cio g
Par suite par le théoréeme de continuité, nous avons le TCL dans R suivant :

p (Vi (Xu—a)) = u(WN)

D’autre part,
p(va(Xa—a)) = f Vi (Xa(8) — a (1)) du (2)
- /(1§X(t>—a<t))du(t)
= /( "ifx t)—\/ﬁa(t))du(t)

= / (1 n;l)X \/Ea(t)) dp (1)
- = / (X; (8) — a () du (1)

Donc
Z= 3 [0 -a®)du) = u) = [ N O du(t)

ot u(N) est une variable aléatoire réelle Gaussienne centrée de variance
7 ((I —p1— = Pp) "Ry (I—p1— .. — pp) " (p)) Considérons maintenant
1, -y Bk, k formes linéaires dans C[’:,,,S], k > 1, de densités respectives ®4, ..., P



par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0, 6]. D’apres ce qui précede, nous
aurons pour tout ¢ = 1,..., k:

i (Vi (%= a) = =5 [ (60— a )@ (0dt = (V) = [ N (0,00t

Notons v, et v les lois respectives de /n (Yn — a) et de M. Par la con-
vergence faible de v, vers v et le théoréme de continuité, nous déduisons la
convergence des lois de dimensions finies dans R* : WYy, ..., ux € Clo5p»

(Ih (\/f_l (Yr: - a)) yeeny Mk (\/H (7; o a))) => (1 (N), ., e (N))

ot le vecteur (py (M), ..., gk (N)) est Gaussien centré dans R*.
Calculons la matrice de covariance de la loi limite. On a pour s,t € [0,6] :

C(s,t) == E(Z(s)—a(s)) - (2(t)—a(?))

E(Xo(s)—a(s))- (Xo(t) —a(?))
EWN ()N (@)

I

Donc, pour ¢,7 =1,...,k, on a:

BN (M) = E ( [V @ ducto) [ N 0 (t))
= /0" f EN (s) N (£) dus (s) dp; (1)

/06 (jc'(s,t)@ (s) ds) ®; (t)dt

5
= /0 X®; (2) ®; (t) dt
= Aiby |

I

ou ¢;; est le symbole de Kronecker. D’ou le théoreme.
Preuve du Théoréme 3. Soit 8 > 0. De la définition de é7 (cf. (4)) et
pour & € © nous avons :

br—&|>6 = inf lgr—g(@)|> af lgr-9@ ©
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D’une part
97 — 9 (8)] < |7 — g (8o)| + 19 (do) — g (J)]
Donc
s pf lar —g (@)l < |97 — g(d)| (9)

D’autre part
9 (8) — g (o)l < lgr — g (8)| + |gr — g (80|
Par suite
9 — g (&)l > 9(6) — g (do)| — |7 — g (0)|
Et alors de la définition de h(8) (cf. (5) ) nous obtenons :

o loar—g@) 2 (inf g(d) — g (%)l — 197 — g ()l

2 h(B) - |gr — 9(d0)l (10)

Par conséquent de (8) (9) (10 ) nous en déduisons que :

Py, (Jbr— 6| >B) < P,;o( inf |47 —g(8)] > inf |gT-g(5)|)

19-60|<8 [6—éo|>8
< i g — — |gr — g(é
< Py (|a_‘§f,1;c> o191 = 9(8)] > h(B) — lgr — o o)l)
. 1
< Py (lir —g(0)l > 5(0))
Par hypothese h (3) > 0 et par le Théoréme 1 : gr — g(4) presque sulirement.
Donc le dernier majorant tend vers 0 quand N — oo. D’ou le résultat.

Preuve du Théoréme 4. Pour obtenir la loi limite de I’estimateur nous
utilisons les arguments généreaux de Millar dans [8] ( Sect. XV ). Nous avons

VT (br—8) = I'(8) VT (g1 — g(0)) + 05(1) (11)



ou I(.) est la dérivée de g(.) par rapport & §. D’autre part :

1T1 1

/Z(us+t)dt = —\7—T(/JZ(t)dt+LJZ(6+t)dt+...+/()62((T—1)6+t)dt)

:—0

v / Z(t)dt

_ 1 (75 1 /T 1 (Té
= ‘/T(T/o Z(t)dt) = ﬁ(f/o Z(t)dt + T/:r Z(t)dt)
1 [Té
= VT-g — Z(t)dt
VT - g7 + T /T (t)d
par définition de gr.

On montre comme dans le calcul fait pour B, dans la preuve de Théoréme
1 que:

|\/_/ dt]<”)[§[3¢;5]]”-+0
en probabilité quand T' — oco. Par conséquent
: iy §
VTir = 7T o / Z(i6 + t)dt + 0p(1)
t"'O

Par suite

1 T-1

VIGr=90) = ;=%

[ 2G5+ tyie - VT 5/ " a(t)dt + 0,(1)

0

O')

11 [T /
=z ﬁ[zo / 2GS +t)dt—T / a(t)dt}+0p(1)
T-1
_ _;. [ 1T > [0 6(2(z5+t)dt—a(t))dt] + 0,(1)

Donc en appliquant le Théoréme 3 pour k = 1 et en prenant p, la mesure de
Lebesgue nous obtenons :

50.\/T(§T —g(do)) = M
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ott N est v.a. Gausienne centrée de variance A;. Par suite de la relation
(11) nous obtenons :

oo - I((So) ” \/i-‘_(ST—JD) = Nl
D’ou le Théoreme.

Nous remercions le referee anonyme pour sa lecture attentive du manuscrit
et L’Editeur pour ses remarques.
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Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons a quelques problémes statis-
tiques sur la classe des processus autorégressifs fonctionnels d’ordrel.
Cette classe de processus est bien introduite dans ’ouvrage de référence
de D. Bosq [12]: Linear Processes in Function spaces. Theory and
Applications. Lecture Notes in Statistics, 149. Springer 2000. Nous
rappelons qu'un processus réel Z = (Z(t),t € R) est un processus
autorégressif fonctionnel dans un espace fonctionnel B si la suite des
v.a. (X,,n € Z) définie par :

X,(t):=Z(nd+t) tel0,0], pour d >0 (1)

vérifie la relation autorégressive suivante dans ’espace fonctionnel B:
Xp—a=p(Xy1—a)+e,

ol p est un opérateur linéaire borné défini sur B , a € B et (&,) un
bruit blanc dans B : v.a. i.i.d. du 2 éme ordre vérifiant pour tout
new:

Ele,)=0; 0< Ele,|*=0> <

Sous une condition sur l'opérateur p la suite (X,,n € Z) est
strictement stationnaire dans B et la moyenne m(t) qui est la moyenne
du processus Z = (Z(t),t € RT), est une fonction périodique de péri-
ode 0. Dans plusieurs applications, le processus Z = (Z(t),t € RT)
est & trajectoires continues et ’espace fonctionnel B sera 1’espace
Clo,5) des fonctions continues sur [0, 6] . Cette approche considérée par
D. Bosq et T. Mourid dans leurs premiers travaux (cf [13] [12] ), a
été motivée par des considérations de prédiction de processus a temps
continu : en observant une trajectoire d’un processus a temps con-
tinu sur n intervalles successifs de méme longueur § > 0, il s agit de
construire un prédicteur de la trajectoire du processus sur 'intervalle
[nd, (n+ 1)d] . Cela a conduit de facon naturelle au probléme clas-
sique de la prédiction fonctionnelle d’un élément fonctionnel X,
a partir d’'un échantillon fonctionnel Xi,....,X,,. Cette approche
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s’est révelée trés fructueuse et a donné lieu & de nombreux travaux.
Plusieurs auteurs se sont intéressés au cadre fonctionnel des observa-
tions en statistique. Nous citons entre autres : Mourier E., Grenander
[22] , Rozanov, Antoniadis [3], Antoniadis-Beder, Dauxois-Pousse-
Romain. Dans le cadre de processus AR fonctionnel ou modéle de
regression fonctionnelle nous pouvons citer les auteurs : Lodges, D.
Bosq [12 ],Ramsay et Silverman [31, 32], Ferraty and Vieu [18, 20],
Ferraty and Romain [17] Pumo [30], Besse-Cardot [11] Merlevede
F. Bensmain-Mourid ([4][5]) Allam-Mourid ( [1][2]) Guillas A. [23],
Labbas A.

Nous complétons en citant certaines applications réalisées a I'aide
de cette modélisation dans différents domaines:

Consommation d’électricité [14] - Prévision du nombre annuel de
voyageurs a la SNCF- Prévision d'un trafic routier[10]- Etude des
electrocardiogrammes [9].

Dans les travaux cités plus haut, les problémes d’estimation et de
prévision dans cette classe de processus supposaient que la période
d’échantillonnage 6 > 0 est connue. Dans notre travail, nous étu-
dions plus précisément 'estimation de ce parameétre ¢ appelé aussi
période de la représentation autorégressive. Nous rappelons qu’en
théorie du signal, il existe une méthode d’estimation de la période
proposée par Tian (voir [26]) pour les suites périodiquement corrélées
et nous discutons son application dans le cas de processus autorégres-
sifs fonctionnels.

Par la suite, nous proposons un estimateur du parametre & basé
sur la méthode de la distance minimale de Millar.W, [27]. Nous étu-
dions d’abord un estimateur d’une fonctionnelle de la moyenne a, en
établissant sa convergence et une loi limite puis nous terminons par la
convergence et une loi limite de ’estimateur de la distance minimale
de la période §. Nous illustrons la performance de I’ estimateur de la
période par des simulations numériques et sur des données réelles :
données climatiques d’El -Nino et température de la ville d’Alger.

La these comporte trois chapitres.

Dans le Chapitre 1, nous introduisons la classe des processus au-
torégressifs fonctionnels en suivant le monographe de D. Bosq [12].
Nous rappellons leurs principales propriétés et théoréemes limites

Dans le Chapitre 2, nous abordons 'estimation de la période
d’un processus autorégressif fonctionnel. Nous rappelons d’abord
une méthode d’estimation de la période proposée par Tian (voir
these [26]). Cette méthode s’applique aux suites périodiquement cor-
rélées (Y(t),t € N). Ces suites possedent la propriété suivante : leur
moyenne et leur fonction de covariance sont des fonctions périodiques
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de méme période (on note leur période commune 6 > 0). La méthode
de Tian consiste & introduire la fonction autocovariance empirique :

=

O

S~—
I

Y(t) —zv) (Y({+71) —2Zn)

ou
1NY
—_ /
ZN Nt; (t)

Il propose un estimateur de la période ¢ défini par:
Oy = Arg max (logVy(d) —d - B(N))

on
E Veld d 16w/l ﬁ p
n(d) = W ; ‘ (s )‘

B(N) =NV 0 <b<1/2,GN)=O(N),
[G(N)]™" = O(B(N)) et D > 0 est une borne supérieure de la
période §.

Cependant, dans le cadre des processus autorégressifs fonctionnels
nous verrons que cette approche ne s’applique pas.

Nous proposons un estimateur de la période basé sur la méthode de
distance minimale de Millar.W, [27].

Nous introduisons la quantité g(9) définie par :

0
o= 5 [ alt) dut

pour 0 > 0 et nous étudions un estimateur défini par :

1 (T
gr = T/ Z(t)dﬂm (t)
0

basé sur une observation de la trajectoire du processus
(Z(t), t€[0,T]) ot pyy est la mesure translatée de la mesure p sur [0, 77 .
Nous définissons un estimateur de la période  en posant :
op = A in |gr —g(d
ri=Arg min gz — g(0)]

ol A est un nombre strictement positif donné .
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Nous obtenons les résultats asymptotiques suivants sur ’estimateur
gr:

Convergence. Si le processus Z admet une représentation au-
torégressive ARC(1) de moyenne a et de bruit blanc ¢ dans C]0, J]
ou ¢ > 0, alors

Tlim gr = g(0) p.s. et dans L*

Loi Limite. Sous des conditions, on a:
VT (g7 — 9(5) ) =10 Ny

ol IV, est une variable aléatoire centrée Gaussienne avec une variance

5o 21

Pour 'estimateur de la distance minimale 67 de la vraie période
notée &y nous obtenons:
Loi Limite. Sous une condition d’identifiabilité, nous avons:

VT (5T — 50) — 7o IV

ot N est une v.a. Gaussienne centrée de variance d;2.172(8g). A1,

1(80) = ~ (ald) — 9(60))

90
et A\ est la premiére valeur propre de Rx,.La convergence est uni-
forme sur tout compact de © =0, A[.

Le Chapitre 3 est consacré a la simulation d’un processsus au-
torégressif hilbertien d’ordre 1 ou nous utiliserons le logiciel R ver-
sion 2.4.1, plus précisément, la Bibliotheque far du package R. Les
simulations montrent que l’estimateur converge vers la vraie valeur
de la période pour le choix de la fonction périodique a(t) = cost,sint
ou a(t) = t une fonction linéaire & représentation périodique. Les
simulations sont aussi menées dans le cas ou la mesure p est ou de
Lebesgue ou a densité. Des représentations graphiques sur la loi lim-
ite sont faites en utilisant ’estimateur a noyau d’Epanechnikov. Nous
appliquons la méthode de la distance minimale aux données réelles
de la série climatologique décrivant le phénomeéne El nino (ENSO)
pendant la période de 1950-2006 et a la prévision de la température
d’Alger pour la période de 1970- 2004. Les simulations montrent
que notre estimateur converge vers la vraie période pour les deux
phénomeénes méme si on applique quelques "perturbabtions" sur cer-
tain choix de parameétres.
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Chapitre 1

Processus autorégressifs
fonctionnels

1.1 Introduction

Soit un processus Z = (Z(t),t € R") a temps continu dont on
observe la trajectoire sur des intervalles successifs, d’une longueur
donnée § , non nécessairement disjoints et on s’interesse & prévoir
I’évolution globale future du processus sur un intervalle de méme
longueur.Ceci est le probléme de prédiction classique d’'un élément
fonctionnel X, 11, & partir des éléments X, Xs, X3, ...X,, (morceaux
de trajectoire).

Ce type de modéle est utilisé dans des études statistiques ou des
relations linéaires sont envisagées entre des observations considérées
comme des éléments aléatoires a valeur dans un espace Banach ( trafic
routier, consommation d’électricité, nombre de voyageurs,...). Nous
présentons la définition d’'un autorégressif d’ordre 1 & valeur dans
un espace Banach ARB(1)[12] qui fournit un modéle mathématique
décrivant des relations entre des observations et ouvrant un champ
trés vaste pour les applications.
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1.2 Préliminaires et définitions

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé complet et (B, ||.||) un espace de Ba-
nach réel séparable muni de sa tribu Borelienne B. On note L(B) l'algébre de
Banach des opérateurs linéaires bornés définis sur B a valeur dans B, muni
de la norme usuelle ||.||,[12] (cf. Nous utilisons les définitions et notations du
chap IIT). On note aussi par L%(Q2, A, P) l'espaces des variables aléatoires a
valeurs dans H dont E|[.||> < oo . Une suite de variables aléatoires définies
sur (2, A, P) a valeurs dans (B, B) est une suite d’applications mesurables
par rapport aux tribus A et B. Un bruit blanc Banachique, est une suite de
variables aléatoires (g,, n € Z) indépendantes identiquement distribuées (i.i.d)
définies sur 2 a valeur dans B et telles que pour tout n € 7Z :

E(e,) =0 ; 0< E||5n||2:0§ < o0
On pose la définition suivante:

Définition 1.1 Une suite (X,,n € Z) définie sur 2 & valeur dans B est un
processus autorégressif d’ordre 1, ARB(1), s’il existe un bruit blanc Banachique
(en), un opérateur p de L(B) et un élément a € B tels que:

X, —a=p(X,1—a)+e, p.s (1.1)
ot p # 0 et 0 est lopérateur nul.
La motivation de la définition précédente repose sur la remarque suivante:

Remarque 1.1 1] Soit Z=(Z(t),t € R) un processus a temps continu. Nous
dirons qu’il admet une représentation Banachique d’ordre 1 dans un espace
de Banach B s’il eziste un bruit blanc Banachique (e,,n € Z) ( v.a i.i.d),
un opérateur p de L(B) et un nombre § strictement positif telle que la suite
des variables aléatoires.

Xy =Z(Mmo+t) te]0,0] (1.2)
vérifie la relation (1.1)

2] Dans les applications, le processus Z est p.s a trajectoire continue et l’espace

de Banach B est généralement Clo s 1" espace des fonctions continues sur
[0,8] ou L%(2, A, P).

Dans le but d’étudier 'existence d'un ARB(1) X = (X,,, n € Z), on introduit
les conditions suivantes:

(C0) 1l existe un entier jo > 1 tel que |p|| < 1.

(C1) Tlexistea >0et 0 <b<1tel que |p||<abl, j>0.
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Lemme 1 ( [12/,lemma 3.1) les conditions suivantes (CO) et (C1) sont équiv-
alentes.

Preuve. Il est clair que (C1) implique (CO) , il reste la preuve du sens inverse.
Ona 0 < |p°|| <1. Pour j > jo et en utilisant la division euclidienne de

j par jog on a:
J=Joqg+r (1.3)

oug>let0<r<j
Ona:

171 < 1l Tl

et puisque ¢ > JJ—O —1let0<|p”] <1ilsen suit que:

||| < ab’ , § > Jo

N o ll— 1
o ay=a=p°|™" max [lo7] et b=l <
Pour 0 < j < jj et avec 'hypothese que: 0 < HpJOH < ljon a:
I < B
_ 1) 1/j0 « ) L —
avec b = ||p”|| <1etWHp7 |0 = >0.
Bn effet, soit o= max (L[] 2] o> 1) = | _max (/]
I <

Soit 0 < b = ||pho||"7* < 1

_ el e
W T W
Or comme min (1,b,0% ...,0%71) = po~1 alors
0< j< jo—1
P\’ o
)] = 5 = g o1 -
ol <

Conclusion ||| < ab/ , j >0 ot a = max(83,a;) et b= ||p7||"/*
Si||p°| =0=p®=0ona:
J < jo on pose jo=min (||p‘|| =0) ie pour k < jo—1onaay = HpkH >0
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soit « = max (ay) on a:
0< k< jo

ol <a<av
il suffit de prendre b= 1 et a =2a.. m
Ce lemme élémentaire montre la condition "naturelle" Z lP71]? < oo qui
=0
assure 'existence de ( X,,), sous la forme d’une série qui converge dans L2 (P)
(cf .Théoréme 1 ci dessous, valable dés que ||p°|| < 1 pour un jo > 1).
Finalement, on remarque que (C0) (ou (C1)) n’implique pas que [[p|| < 1

contrairement au cas de la dimension 1 (voir exemple du processus d’Ornstein-

Uhlenbeck ).
Définition 1.2 Soient X,Y € L?%/(P) tels que EX = EY =0

1) X etY sont dit faiblement orthogonaux si E(X,Y) =0

2) X etY sont dit orthogonauz si pour tout x,y € H E( (x,X){y,Y))=0
Théoréme 1 [12] (cf. theorem 3.1) Si (CO) est vérifié alors on a une solution
stationnaire unique donnée par:

Xn—a—i—ipi(enj), n ez (1.4)
=0

la série converge dans L% (), A, P) et presque stirement. En outre (g,),, est un
processus d’innovation de (X, — a)y,

Preuve. On peut supposer que a=0. De I'orthogonalité des (&, )

2 ’

!

Ay = Zﬂj@nﬂ') = Z Hpj(gnﬁ')Hig(P)
J=m L) A=
pour 1 <m < m/ . D’ autre part
Hpj(sn_j)Hi%(P) = E<p(ensy), P(eny) >
< o |

De plus , on a:

/

< g2 Z||p]||2—> 0 quand m et m' — oo

Jj=m

Am

m
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Ainsi, par le critére de Cauchy, il s’en suit que la série converge dans L% ( P)

o0 2 o0

Dans ce cas si F <Z 17l H%;H) < 00,il s’en suit que Z 17| len—sll <
j=0 j=0

oo la série (1.4) converge presque stirement aussi.

Considérons maintenant le processus stationnaire
o0

Y, = E p](gn—j)7 n ez
Jj=0

A Taide de la bornitude de p nous voyons que

oo

o0
Yo — p(Ya1) = ij(gn—j) - Zp]+1(5n—1—j)
=0 =0
= &, , NEL
qui signifie que (Y;,) est aussi une solution de 1.1.
Inversement, soit (X,,) une solution stationnaire. Une déduction simple donne

k
Xn = Zﬂi(gnfj) + karl(ankfl)a k>1 (1-5)
j=0

Mais 9

E < || P B Xl

k
Xn - ij(gn_j)

par stationnarité, E || X,_z_1|° est constante et en utilisant le lemme 1 on a :
| pk“HQ — 0 quand k — oo.
Par conséquent
o0
X, = ij(gn—j)> ne
=0
Ceci prouve I'unicité
Il reste & montrer que ¢ est 'innovation de X:
Premiérement ¢, = X,, — p(X,,.1) € M, ainsi M,, est un LCS (sous
espace clos engendré par (X,,, m<n))
Deuxiémement &, est orthogonal & p/(g,—;), 7 >0, m < n &g, est

orthogonal & X,, = » pl(epm_j),m<n. m

j=0
Exemple 1 Soit Uespace de Hilbert H = L*([0,1], Bjo1j, A) , A étant la mesure
de Lebesgue et p =l un opérateur a noyau K tel que:

/ K?*(s,t) ds dt < 1

0,1
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on définit le bruit blanc (8%’0)> par:

n+t
5,(f)(t):/g0(n+t—s)dW(s), 0<t<1, neZ

n

ou W est le processus de Wiener , p € H et /gpz(u) du >0 .Les conditions du

0
Théoréme 1 sont alors satisfaites et ainsi on obtient le processus ARH(1)

Xo=Y b (7)), nez
=0

1.3 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

On considére le processus réel d’Ornstein-Uhlenbeck

t

§ = / exp(—c(t —u)) dW, , teR

—00

ou (W,) est un processus de Wiener et ¢ une constante strictement
positive.
On choisit B = (o) et on pose:

X,(t)=¢,., 0<t<1, neZ

La version choisie de £, étant supposée a trajectoires continues, on
définit ainsi des v.a X, & valeurs dans Cpq et X, (t), t € [0,1]
représente le morceau de trajectoire du processus &, sur l'intervalle
[n,n+1].
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D’autre part,

n+t
E(&14/€ s < n) = E( / e~ gy (u) J€,, s < n)
n - n+t
= E(/e‘c(’”t_“) dW (u) + /e_c(”+t_“) dW (u) /&, s <n)

n

~ B / e~ QW () J€,, s < n)

= /e_c("+t_“) dW (u)
— e, 0<t<1

ce qui amene a poser:

pf(t) =e™ f(1)

et
n+t t
en (t) = / e TG (1) = / e~ AW (n + v)
n 0

alors

n+t n
en(t) = / e_c("+t_“)dW(u —e_Ct/ e~ (u)

o0

)
— gn—f—t — (an—1> (t> ) 0
= X, (t) = (pXno1) (1)

Enfin comme (W (u)) est a accroissements indépendants, (e,) est un bruit
blanc et d’autre part

"]l = sup [[p" f|| = e~V
Irll=1
Donc
D llp"l < oo et (X,) estun ARB(1)

n>0
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1.4 Construction d’un modéle ARC(1) (B = Cjyy)).

Nous donnons le théoréme de Karhunen-Loéve et une appli-
cation pour construire un processus de Wiener.

Soit ((,,a <r <b), a et bsont finis, un processus stochas-
tique de 2°¢ ordre de moyenne nulle et de fonction de covariance K
continu. Soit (gpj, J=1, 2) les fonctions propres correspondantes
aux valeurs propres non nulles de 'opérateur intégral associé a K:

(Af) (s) = / K (s, 8) £ (1) dt

Dans ces conditions le théoréme de Karhunen-Loéve donne:

“+o0o
C(t) = ZS;‘%’ (t), t € la, ]
j=1
oug; = f; ¢ (t) w; (t) dt, sont des variables aléatoires orthogonales de moyenne
nulle et £ Uf j|2] = \;. Cette série converge dans L?, et uniformément sur [a,b].

Si le processus est Gaussien alors tout vecteur aléatoire (&, ..., &,)
est gaussien dans R”. Dans le cas d’un processus de Wiener (W (t), t > 0)
on a:

K (s,t) = min (s, 1)

Les vecteurs et les valeurs propres de 'opérateur de covariance A
sont:

@; () = V2sin [(z - %) wt]
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&

* JR—
En prenant &; =
série de Karhunen-Loéve, on obtient:

et donc

SiT = n+1 on aura une version du processus de Wiener sur [0, 7 + 1] donnée

par:
=/ — E sm )7 "“} u € [0,n+1]
n+1 - 1) = ’

n+1

ot les (Y;) sont des variables aléatoires i.i.d normales réduites. Posons pour
tout we Qetie N:

Ei : [0, 1] X Qr— R
(v,w) — Wi (w) = Wi (w)
Maintenant nous définissons l'opérateur p. Puisque nous res-

terons dans le sous espace engendré par les vecteurs ¢, il suffit de
deéfinir p (p;) . Nous prenons

pleil (s) = B; w; (s)

avec (B, , @;) les valeurs et vecteurs propres associées a

et posons
o0
Xz' = ijfi,j.
j=0

Ainsi (X,,) est un ARC (1).
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1.5 Une classe A’ARB(1) a valeurs dans L[20 1

Soit (Z;,t € R) un processus réel du second ordre, centré et
a accroissements indépendants et strictement stationnaire, on sup-
pose que nous avons une version de (Z;) & trajectoires localement de
carrées intégrables. Alors en posant:

en(t)=Zpse — Zn, 0<t<1, ne’Z

on définit un bruit blanc dans L ), = H.
Soit p un opérateur linéaire sur H, intégral de noyau K défini
par:

1
<pf><t>=/0 K(st)f(s)ds, 0<t<1, feld,

1 1
OS/ / K2 (s,t)dtds < 1
o Jo

Alors ||p|| < 1 et on définit un ARH (1) en posant:

ou

Xo(t)=> p (eny)(t) ,0<t <1

>0

(Z;) peut étre un processus de Wiener ou un processus de Poisson centré.

1.6 Processus avec saisonnalité
Considérons un processus réel de la forme

nt:m(t)_'_gta tER

ou (§,) est un processus centré, a trajectoires continues et admet-
tant une représentation ARB(1) ot B = Cfo 1.

On suppose que m est une fonction continue, non aléatoire, de
période h et non constante. Dans ces conditions 7, admet une représen-
tation ARB(1) avec:

Xn<t):nnh+t70§t§h7nez
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et

EX,=m

X,, est donc stationnaire alors que (7,) ne 'est pas.

Conclusion:

Ces exemples montrent 'intérét de cette classe de processus ot des
processus réels usuels admettent une représentation autorégressive
dans des espaces fonctionnels bien choisis.

1.7 Théorémes limites des ARH(1)

On suppose que le processus (X,,, n € Z) vérifie( 1.1 )chapl et sous la condition
(C0) (ou C1). On pose pour tout n € N,

1.7.1 Loi forte des grands nombres(LFGN)

Nous avons le théoréeme sur la loi forte des grands nombres de (X,,) dans B.

Théoréme 2 ([12])Si les variables aléatoires (e,, n € 7Z) sont centrées indépen-
dantes identiquement distribuées, E ||eo||> < oo et si la condition(C0) est vérifice,
alors la suite (X,,, n € Z) vérifie la loi forte des grands nombres dans B :

X, —a ps
Définition 1.3 Considérons un espace de Hilbert réel et séparable muni de la
norme ||.||. Un ARH(1) est une suite de variables aléatoires & valeurs dans H

telle que
X,—a=p(X,1—a)+e, neZ (1.6)

ou (e,), est un H — bruit blanc , a € H et p est un opérateur compact et
symétrique sur H tel que ||p||, < 1.

Nous avons le lemme suivant:
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Lemme 2 [12] Si X est un ARH(1) de moyenne nulle, alors:

B (X0, X) < [l EIXol® . >0

Preuve. De la relation

On en déduit que

(Xo, Xn) =Y (Xo,p (en—j) )+ (X0, p"(X0)), h>0

<.
Il
o

Comme ¢ est le processus d’innovation, on a :
E{(Xo, X») = E{Xo, p"(Xo))
Ce qui implique notre résultat
B (X0, Xl < 0" ENXlP . h>0

]
Nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 3 [12](cf .théoréme 3.7)Soit X un ARH(1) , alors quand n — oo,

S, |2 1
o)
n n
De plus pour tout 5 > %
n1/4 Sn 0
(logn)’B — =0 ps

Preuve. Soit I'identité
2
ENXp + . 4 Xogpall” = Z E(X;, Xg)
TLS],] “STL*FP*].
Utilisant la stationnarité et le lemme (2) on obtient:

p—1
B X+ ot Xt [P < 20 E X0l Y [10]] = 00)
h=0

D’ou le premier résultat. Le corollaire 2.3[12] implique le deuxiéme résultat de
convergence p.s. H
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Théoréme 4 [12] (cf.theorem 3.9 )Soit X = (X,,n € Z) un ARH(1) avec la
condition (CO) . Alors, il existe g > 0 et S, > 0,qui dépend seulement de p et
P., tel que:

n

([
n

2
nn

— —all > < 4expl——],n>0

_?7>_ p( 040"‘5077) "

Preuve. On peut supposer que a = 0 et on note que (1 — p)_1 = Z P existe
Jj=0
et est borné. On considére la décomposition

Sh, _
T l-p) A, >
n

n
01‘15:% E g; et
i=1

Pour tout n > 0 on a

(%
n

Par la suite, on utilise 'inégalité du Théoréme 2.5 (cf Bosq[12]), m

= ”) <P(la=p == 3)+P(1ad =)

1.7.2 Loi des grands nombres en moyenne d’ordre o > (0

L’étude des probabilités et des sommes de variables aléatoires indépendantes
dans un espace de Banach est fortement liée a la géométrie de cet espace. Ceci
amene & considérer le type ou le cotype d’un espace de Banach pour établir des
résultats de convergence et de vitesse.

Théoréme 5 [12]/ On suppose que la condition(CO) est vérifiée et que les vari-
ables aléatoires (e, n € Z) sont centrées iid et de second ordre. Alors:
Si B est un espace de Banach de type o ;1 < o < 2, on a:

_ a R\“ a a
EH Xn—aH = (5) (nE||eo]|” + E | Xo — al|”)

(e.e]
ol ¢y est une constante et R := Z (rl
i=0
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1.7.3 Convergence en moyenne d’ordre r > (0, dans un
Banach

Théoréme 6 [12/Sous les conditions du théoréme 5 chap 1.7.2, alors pour tout
r>0 on a: B
lim E| X, —al" =0

n—oo

1.7.4 Théoréme central limite(TCL)

Nous dirons que la suite (X,,,n € N) vérifie le théoréme central limite dans

Sp—na

T € N) converge en loi dans B.

B, si la suite

Théoréme 7 [12/0On suppose que les variables aléatoires (e,,) sont centrées in-
dépendantes et identiquement distribuées, E ||eg|| < oo et que la condition (CO)
est réalisée. Alors le processus (X,,n € N) un ARB(1) vérifie le TCL dans B,

si et seulement si, le processus (e,,n € N) le vérifie. Dans ce cas:
\/ﬁ()_(n—a) = N, quand n —

ot la variable aléatoire N est Gaussienne centrée dans B, d’opérateur de covari-
ance

(1—p) " Rey (1= p) "

et R., est l'opérateur de covariance de €.

Théoréme 8 [12/(cf .theorem3.10) Un processus ARH(1) X associé & un bruit
blanc et un opérateur p qui satisfait la condition (C0), dans ce cas:

\/ﬁ(%—a)—d\/’

ot la variable aléatoire N est Gaussienne centrée dans B, d’opérateur de covari-
ance

(1—p) "Ry (1= p)"

Preuve. On pose a=0 et on considére la décomposition

Sn _

n

Vi (=) i Vi A n> 1
n

(1_p)715n+Ana n21
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on montre dans [12]

IIXoll

Vsl < (1= p) > o el + g

B>

||\/EAHH —0 p.s

la continuité de (1 — p)_1 implique que
(1=p) ' Vne, =N (0, (1—p) " Ry (1=p)")

d’ou le résultat m
Nous utiliserons la définition suivante:

Définition 1.4 [ 12/ (cf .definition 2.3) Soit B un espace de Banach et p €
11,2] (resp. q € [2,00]) un nombre réel.

B est de type p (resp. de cotype q) s’il existe des constantes strictement
positives ¢ (resp. ') telles que pour toute suite Xy, ..., X, de B-variables aléa-
toires indépendantes vérifiant E || X;||” < oo (resp. E|Xi||? < o0) , EX; =
0,1 <i<mn et les inégalités suivantes (1.7) (resp. 1.8):

n

p
<c Y E|X|” (1.7)

=1

q n
((resp, E >d ) EHXin) (1.8)
=1

Corollaire 1 [12] Si les variables aléatoires (g,,) sont centrées indépendantes et
identiquement distribuées du second ordre, alors chacune des conditions suivantes
est suffisante pour que ’ARB(1) (X,,n € N) vérifie le TCL dans B:

a)- B est un espace de Banach de type 2.
b)- B est un espace de Banach de cotype 2 et eq est prégaussienne.
c)- B est un espace C[OJ] et €y est sous gaussienne.

d)- B est un espace Clo1 (ou B est lespace Cpyg)) et il existe une variable
aléatoire réelle positive M de carré intégrable telle que:

[0 (W 8) = g0 (w, )] < M (w) [t = s
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Corollaire 2 [12] Soit (X;,i > 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées dans B tel que: || Xi|| < b, E||X;||> = o2

Supposant que B est un espace de Banach séparable de type p. Alors, si
l<p<2o0na:

wl=0(=5)  ps 19)

n

Théoréme 9 [12] Soit X = (X;,i > 1) une suite de variables aléatoires in-
dépendantes et identiquement distribuées dans B.

1) Si B est de type 2 et E | X;||” < oo, alors X satisfait le TCL

2) Si B est de cotype 2 et si Xjest prégaussien (i.e il existe Y une variable
aléatoire Gaussienne & valeur dans B telle que: Cy = Cyx, ), alors X
satisfait le TCL

3) Si B = C[O,l] et
IX.(H) — X.(s)| <M |t—s| 0<s t<1

ou My est une positive variable aléatoire telle que: EME < oo, alors X
satisfait le TCL .



Chapitre 2

Estimation de la période de la
représentation AR

2.1 Meéthode de Tian

2.1.1 Les suites périodiquement corrrélées

Les processus périodiquement corrélés (PPC) forment une classe de processus
qui sont généralement non stationnaires, mais qui possédent plusieurs propriétés
des processus stationnaires. Ils sont généralement utilisés comme modéle dans
la météorologie, la radio physique et la science de communication,etc...

Définition 2.1 Un processus stochastique {Z (t) ,t € 1} réel défini sur un espace

de probabilité (2, A,P) et ayant un moment d’ordre deux fini est appelé
Processus Périodiquement Corrélé (ou PPC) avec une période minimale § si:
0 est le plus petit nombre positif tel que:

El(Z(uw)=m)(Z(v)-m)] = R(u,v)
= R(u+6, v+9)

E(Z(u) | = m(u) = m(u+ )
Ceci: ¥V (u,v) € I X T tel que (u+d0,v+0) eI x1I

Définition 2.2 SiI = Z le processus (Z (t),t € I) est une suite périodiquement
corrélée, notée PPC.

22
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2.1.2 Meéthode de Tian associée au PPC

La fonction autocovariance est un moyen usuel dans la recherche
des périodicités dans un signal. Tian (voir thése [26] ) a proposé
d’utiliser la fonction autocovariance empirique:

()= o X (2(0) =) (Z0+7) ~7)

— T =1

pour estimer la période ¢ de m(t), et ou:

m:ﬁ(m):%téﬂw

avec

1 h(N—i,d)+1

oo Z(i+j,d), 1<i,d<m

i
w0d) = N T =

et h(k,1) = [%] ([] partie entiére) et N nombre d’observations.
Nous remarquerons que pour la suite PC de période ¢ , on a les
propriétés suivantes [26]:

lim F(zZy)=m

n—=ao0

lim E (E(T)) = Ro(7) + R(7)

Ou S s
= Sl
Rulr) = 33 () =) me+0)—m (21
B(r) = %; cov (Z(t) , Z(t+7) ) (2.2)

la fonction dans (2.1) est périodique, de méme période ¢ que
m(t). Pour une large classe de processus la quantité (2.2) décroit
exponentiellement quand 7 croit. Ainsi, pour ces processus, et pour

n assez grand, F (R(T)) peut étre considérée comme une fonction

périodique qui a la méme période que m(t), aussi on a si:

0

> [m(t) —m)’

t=1

m(0)

<

>, [m(t) —m] [m(t+7) —m]

t=1

SR

6 ‘

5 ool e
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alors |R,,,(7)| atteint son maximum en 7 = kd, k =1,2, ...

La méthode d’estimation de la période de Tian est basée sur cette
maximisation. Son estimateur est défini par:

on = Arg max (logVy(d) —d - B(N))

1<d<D
ott D est la borne supérieure de la période 6, B(N) = N~V )

[GWN)/d] |
0<b<1/2 et Vy(d) = =4 3 ‘R(sd)‘

G(N)
s=1
La suite des entiers G(IV), satisfait aux conditions suivantes:
G(N)=O(N) et [GIN)] =O0(B(N))
Sous ces hypothéses Tian [26] a obtenu:

Théoréme 10 [26] Pour une >0 et 1 <G(N)=O(N) On a:

max ’E(T) — [Rm(T) + F(T)] ‘ =0 [\/LN (G(N)log N)2//\ (loglog N)Q(*js)}

1<r<G(N)

Corollaire 3 [26] Pour toute suite gaussienne {Z(t)} PPC et pour toute suite
(G(N)) telle que G(N) = O(N) alors:

Ve >0, max ‘}A%(T) — [R(7) + R(T)H =0 [N_ﬁ] p.S

1<7<G(N)

En utilisant le théoréme et le corollaire, Tian montre que si § est la péri-
ode minimale de la fonction moyenne m(t) d’une suite {Z(¢)} PPC vérifiant les
hypothéses précédentes, alors:

Oy est un estimateur qui converge fortement vers ¢

oy — 0 p.s quand N — o0

2.1.3 Les processus a représentation autorégressive

Dans cette partie, nous examinerons 1’application de la méth-
ode de Tian aux processus ARH(1). Soit le processus (Z(t),t € RT)
admettant une représentation autorégressive hilbertienne d’ordre 1
[12]. D’aprés le lemme 3.1 (cf .thése de Mr Mourid) le processus
(Z(t),t € R") posséde une moyenne périodique de période §. Pour la
périodicité de la fonction de covariance regardons le cas d’un proces-
sus Z(t) ARH(1) de moyenne af(.).



2. Estimation de la période de la représentation AR 25

Montrons que la fonction de covariance C(t,s) n’est pas péri-
odique. Nous avons:

C(s,t) = E((Z(s) —als)) (Z(1) = a(1)))

Xo(t) = pXo 1 (1) + 21

Or Z(no +t) = X, (t) par suite Z(nd +t) = pZ((n —1)d +1t) +
en(t). Si n=1, on a:

Ct+d,t+0) = E(Z({t+0)—alt+d
= E(pZ() +e1(t) —a(t)) - (pZ(t) +e1(t) —a(t))
= E((p—1)Z1) +ea)+2(1) —al?))-

((p=1) Z(t) +ex(t) + Z(t) — alt))
= E(Z(t) —a(?)) (Z(t) — a(t)) +

2B ((p— 1) Z(t) +&1(t) (Z(t) — a(t)) + E((p — 1) Z(t) + 1(1))”
= C(t,t)+ A

) - (Z(t+0) —alt +0)))
)

ouA=2E((p—1)Z(t) +e1(t)) (Z(t) — a(t))+E((p — 1) Z(t)+e1(t))?
Donc la fonction covariance C(s,t) n’est pas périodique et la
méthode de Tian ne peut s’appliquer a cette classe de processus.

2.2 Méthode de la distance minimale

2.2.1 Notations -Hypothéses

Nous utilisons les notations et définition du paragraphe 1.2 (chap

I)

Soit Z = (Z(t),t € R) wun processus réel presque strement a
trajectoires continues. On suppose que le processus Z admette une
représentation autorégressive d’ordre 1 ARC(1) de moyenne a et
de bruit blanc € dans 'espace C' = (g5 avec ¢ un réel strictement
positif. Rappelons qu'une suite (X,,,n € Z) définie sur 2 a valeur
dans C' est un processus autorégressif d’ordre 1, ARC(1), s’il existe
un bruit blanc banachique (g,,) dans C , un opérateur p, dans L(C')
et un élement a € C' tels que:

Xp—a=p(X,_1—a)+e, P.S

On pose:
X, :=2Z(nd+1) t €[0,4] (2.3)



2. Estimation de la période de la représentation AR

26

et Z=(Z(t),t € R) un processus AR(1) a temps continu. On ob-
serve la trajectoire du processus (Z(t),t € [0,7T]) et la figure suiv-

ante donne une idée sur la décomposition de la trajectoire de Z en
X1, Xoy ooty X,y oo

Exemple Z(2n+t)=Xn(t)

XO(t), X1(t).X2(t),.. Xn(t)
Figure 1: Graphe de la reprsentation de Z

Nous rappellons la méthode de 'estimateur par la distance
minimale de P.W.Millard[27]. Pour § € © un ouvert de R?, soit £7(4)
une variable aléatoire & valeurs dans un espace de Hilbert (H, |.| )
(la variable aléatoire £, est définie a partir d’une suite de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées). Le parameétre §
est & estimer, Millar propose I’estimateur de la distance du minimum
défini par:

lex (52)]| = int llex @)1
e br=Arg inf & (0)]

On suppose que ce minimum est unique dans ©.
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Pour 9y fixé dans ©,on fait les hypothéses suivantes:

« H1 Identifiabilité

Ve > 0,Y8 > 0,3¢ > 0/ P (”5 inf (&5 (6) — &7 (00)]] > c) >1-¢
—do|>

. H2 Bornitude
La v.a. VT &5 (6) est bornée en probabilité.

Dans les applications, cette hypotheése est remplacée par une condition plus
forte:

H'2: La v.a. VT & (0) converge en loi, dans H, vers une v.a. Y quand
T — +o0.

« H3 Différentiabilité

In(00) = (M1, -1a) > m; € H, tel que & (6) = &p (90)+T1(9—00)+10 = doll ¢ (|0 = doll . -)

ol pour tout w, ((.,w) est définie sur R, telle que

Va>0,Ye >0,3¢>0/ P (sup 1< (18], w)| <c> >1—a

lI6]l<e

et les 7, sont linéairement indépendants dans H et ot 77 est I'application
linéaire de R? dans B,, définie par:

d
Ti(x) = > v,
i=1

B,, est le sous espace engendré par n = (1, ...,1,)

Sous ces conditions Millar montre le résultat suivant ;

Théoréme 11 [27]Sous les hypothéses H1,H2,H3, nous avons:
1] P ( o7 existe et est um’que) —1 T — oo
9 & (0r) = (I =T+ & (80) + 0, (VT) T — o

3’/3T—50:TfloH£T(50)+0p(\/T> T — oo
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4] Si de plus on suppose que H 2 est vraie, alors:
VT (& (0r) = &0 (9)) = —ToY

! \/T(ST—50>:>—TfloHoY

ot Ty est Uapplication linéaire de R* dans B,,, définie par:

d
Ti(z) = > zm;
i=1
B, est le sous espace engendré par n = (1,...,1y) .
IT est le projecteur orthogonal sur B,,.
Remarque 2.1 les vecteurs n, étant linéairement indépendants, [’application
T est continue bijective et T, est linéaire et continue [27].
2.3 Convergence presque stire et L’

On définit ’estimateur suivant:

= 3 [ 20 dun0 (2.4)

un estimateur naturel de la fonction g , posons pour § > 0 :

90) = = / alt) dp(t) (2.5)

ol /1 une mesure & signe borné dans Cpg 5 (dual), [T] est la partie entiere de T et
pour tout n € N | et pour tout borélien A, A € [0, nd] la mesure p,, est définie
par (translaté de p):

i
L

i (4) 2= 3 p(An[id, (G +1)0[ o)

<
Il
o

Théoréme 12 Sile processus Z admet une représentation autorégressive ARC(1)
de moyenne a et de bruit blanc ¢ dans C|0,6] ot 6 > 0, alors

presque strement
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Preuve. Pour tout 7' € Rt et 6 > 0, il existe un entier n = nys tel que
:nd < T < (n+1)0 . Par suite nous avons  — 3. De la définition (2.4) de
I’estimateur gr on a la décomposition suivante :
T no T
. 1 1 1
ir = 1 [ 20 dun®) = 5 [ 20 dug®) + 3 [ 26 dur
T T T
0 0 no
= : A, + B,

Prenant chaque terme séparément:
Pour A, , de X;(t) := Z(jo+1), t €[0,0] et de la définition de fi7), nous
obtenons:

A, o= % / 2(t) dp (1 (2.6)

Il
N =
N
=
=y
=
=
=

76
n—1 9

= % Z Z(0j+t) du(t)
36 i -

-5 [5 , Xj<t>] du(t)

D’aprés le théoréme 2 Chap.1.7.1 , appliqué a l'espace (B, ||.||) = (Clo, 5 ||-Il)
nOUS avons:

1 n—1 1 n—1
— Z X;, —a = sup |— X;(t) — al(t)
n =0 0<t<s |M =0
_ n—1
quandnﬁooetoﬁXn:% 'oXj'
J:

Pour la majoration par une fonctin L}A,on a pour Vn > ng

< 23 X0 — al) +al)

IN

Xi) = a(t)] + la(?)]

IN
Q
+

— |
IS

=

I
=
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ol I(t) est une fonctin L.
Par conséquent, par le théoreme de la convergence dominée et du fait que
7= %, nous déduisons de (2.6) que quand n — oo :
no

5
A, = %/Z(t) dp)(t) — % /0 a(t) du(t) p.s

0

D’autre part, pour B, on a:

T
1
B i =g [ 20) dun(t) (27)
no
1
< & s 1Z0)] -
nd <t<T
1
< & sw |Z(s+n0) - ul
0<s<d
1
< = X,
< 2l Xl

ou ||u]| désigne la variation totale de . Par I'inégalité de Markov et la station-
narité de (X,,) nous avons:

Xn 1 2
P(|7]7e) = maEIx
1
= T2 2 E||‘)("()||2
Par suite
[ o (]| X BlXol® [ 1
1 1

Par le lemme de Borel-Cantelli, on obtient donc quand n — oo:

Xn

Par conséquent de (2.7) , nous obtenons:

T

nd

quand 7" — oo
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D’ot en regroupant les convergences de A,, et B,, nous obtenons le résulat
demandé:

" 6
lim §r = hm l/Z(t) dpury(t) :% /0 a(t) du(t) p.s

T —oo —oo T
|

Corollaire 2.1 Sile processus Z admet une représentation autorégressive ARC(1)
de moyenne a et de bruit blanc € dans C|0, 9] ou 6 > 0, alors

L2

gr = 9(9)
Preuve. Pour tout 7" € RT et 0 > 0, il existe un entier n = nys tel que :
nd < T < (n+ 1) . Par suite nous avons 2 — 3.
T
1
- / ) dpp(t) = = / ) Ay (t) + T / Z(t) dpyp(t)
né
= = An + B,

D’une part, de X;(t) := Z(jé+t), t € [0,0] et de la définition de pzy, nous
obtenons:

nd
A, = %/Z(t) dpury(t) (2.8)
. n_f (G+1)s
= 7 Z Z(t) dppy(t)
T ~ J[ (7]
ol
= = Z /Z(5j+t) du(t)
]5 0 .
- ] 5]

D’aprés le théoreme 6 Chap.1.7.3 , appliqué a 'espace (B, ||.||) = (Cp, o, ||-lo)
nous avons:

n—1

1
EZX]‘—CL

J=0

= H)_(n — aH — 0 dans L?
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Nous déduisons de (2.8) que quand n — oo :

5
= —/ ) dpgn(t) — % / a(t) du(t) dans L2
0

D’autre part,

T
1
B i =g [ 20) dugy(0) (2:9)
no
! o
— Ssu .
- T o< pg T a
1
< 2 s |Z(s+ )| -l
0<s<56
1
< = Xn
< 2 Dl 1%

Or3z — 0 dans L2

Par conséquent de (2.7) , nous obtenons:

T

B, ::—/Z(t) du(t) — 0  dans L?
nd

quand 7" — oo
D’ot en regroupant les convergences de A,, et B,, nous obtenons le résulat
demandé:

T

5
lim ! /Z(t) dpup) (1) :% /0 a(t) du(t)  dans L?

T*)OOT
0
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2.4 Théoréme central limite

Soit X = (X,) un processus ARC(1) associ¢ & un processus
Z par (2.3), il admet un opérateur de covariance Ry, qui est un
opérateur & noyau sur L[20 6] de noyau de covariance C' (s,t) .

C(s,t) = E(Z(s) —als)) (Z(t) —a(t))

Les éléments propres de Ry, sont notés (\;, ®;) et vérifient:
5
A Ds(t) = /C(s,t) D, (s) ds, telo,d], j5=0,1,2, ..
0

On fait I’hypoyheése suivante:
H: On suppose que les éléments propres de Ry, sont connus et
que pour tout j > 1 les \; sont strictement positifs et |||, = 1.

Théoréme 13 [12/Supposons que ’hypothése H est satisfaite et que le processus
Z admet une représentation autorégréssive ARC(1) de moyenne a et de bruit
blanc € dans Cio, 5 et que les trajectoires de Z wvérifient presque strement la
condition de Lipschitz sutvante:

1Z(tw) = Z(s,w0)] < M(w) - [t —s]

ot M est une variable aléatoire réelle positive vérifiant EM? < oo. Alors on

% i: / (Z(i6+1) — a(t)) By () dt | = N,

quand T tend vers Uinfini ot Ny est une variable aléatoire Gaussienne centrée
dans R de variance \;.

Preuve. Comme X;(t) := Z(jo+1) et la suite (X,, , n € Z) est un processus
ARC(1) d’innovation (&, n € Z) , alors:

en(t)—en(s) = Z(nd+t)—Z(nd+s)—E(Z(nd+t)—Z(nd = s) /| Z(u), u < nd)
Par conséquent, de I’hypothése sur le processus 7, on a:

len(t) —en(s)] |Znd +1t) — Z(nd+ s)|+ E(Z(nd +t) — Z(nd = s) / Z(u), u < nd)

<
< (M+ E(M /[ Z(u), u<nd)) - [t - s
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Donc la suite (g,, n € Z) vérifie la condition d) du corollaire 1 Chap.1. Par
conséquent par le méme corollaire la suite ARB(1) (X, , n € Z) vérifie le
théoréme central limite dans B = Cjy ) :

Vi (X — a) = N
ou N est une Gaussienne centrée dans Cjg 5 d’opérateur de covariance

(I - Pl)il Re, (I - ,01)*71-

Considérons la forme linéaire 2* := u € Cj g le dual topologique de Cjgg).
Par la suite, par le théoréme de continuité, nous avons le TCL dans R suivant:

p(Vn (X — a)) = u(N)
0

o ()= [N () dut)

0
D’autre part,

W (Vi (X — ) = / Vi (Xa(t) = alt)) du(t)

_ / Ln X;(8) = v a(t) | du(t)
_ /6 Lnlx.(t)_ﬁ )| du(t)
R 0 \/ﬁj=0 J \/ﬁa '
= =Y [ - a) duty

Donc

|
—

1n / aft)) du(t) = p(N) = / N(t) du (1)

J 0

I\
=)

o i (N) est une variable aléatoire réelle Gaussienne centrée de variance
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—1 *—1
p(I = p1) Bey (I = p1)" ()
Considérons maintenant j; formes linéaires dans C[TL 5> de densités P, par
rapport a la mesure de Lebesgue sur [0,6] . D’aprés ce qui précéde, nous aurons

I
—

n 1)
i (Vi (%= a) = =3 [ OG0 - ate) @) it — i (V)= [N a0

I\
o

Notons v, et v les lois respectives de \/n ()_(n — a) et de N. Par convergence
faible de v,, vers v et le théoréme de la continuité, nous déduisons la convergence
des lois de dimensions finies dans R : Vy,, € C [T), 5>

i (Vi (Xo = a)) = 1, (N)

ou 1 (N) est une Gaussienne centrée dans R.
Calculons la matrice de covariance de la loi limite. On a pour s,t € [0,0] :

Cls,t) = = E((Z2(s) —als)) - (2(t) = a(t)))
= E((Xo(s) —a(s)) - (Xo(t) —a(t)))
= E(N(s)N(@))

Donc, pour 7,7 on a:

é
Bu N, (V) = E( [ NOdu®) [ N0 du, 0

= N0y

ol d;; est le symbole de Kronecker.
de plus
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D’ou le théoréme. m

Théoréme 14 Supposant que les conditions du théorémel?2 soient satisfaites .
Alors on a:
VT(gr = 9(50)) =100 No

. . P . P . . —9
ot Ny est une variable aléatoire centrée Gaussienne avec une variance 6y Aq.

Preuve. Premiérement, on a la décomposition suivante et utilisant la défini-
tion de I'estimateur gr :
50 50

-1 9% /Z(t) Py (1) dt+/ Z (0o +t) D4(t) dt+
/Z (i6g +t) P1(t) dt = 0 0

’ﬂ

do
4 -.-+/Z((T—1)50+t) D (1) dt

0

-
5~

~.

Téo

= \/—/ () dury(t)

T Téo

— JT %/ Z (t) du[T](t)vL%/ Z(t) dpg(t)

0
Tdo

= VTjgr+—= / ) dpy(t
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Pour le second terme de la derniére ligne on va utiliser la méme méthode que la
preuve du théoreme 12 pour démontrer :

Tdo

L/ Z(t) dup(t)] < M — 17— 0 en probabilité
\/TT [T50]
Ainsi
= %
VT .07 = /Zz‘a+tq>tdt+01
1= 5T X [ 20 ) o)
Donc

VT(r — g(6y) = — /Z(i50+t) Bi(t) dt — VT~ /a(t) By (t) dt + 0,(1)

7—1 9 5o
= C%OLT [ZO /Z(Z50+t) Oy (t) dt —T/a(t) By () dt| + op(1)
7-1 %
1 1
T b VT O/ (Z (i6o+1) —alt) ) @1(t) dt | +o0,(1)

Or pour le premier terme on applique le Théoréme 13, on arrive au résultat :

SoVT (g7 — g(60)) =100 N1

ou N ; est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance A\; qui est la
premiére valeur propre de 'opérateur Ry, .
Ainsi
VT(Gr — 9(00)) =100 Na

ou N 5 est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance ). =
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2.5 Estimateur de la période

Nous proposons, dans cette partie, un estimateur de la période
d basé sur la méthode de la "distance minimale" . L’estimateur de ¢
est défini par:

or = Arg in |97 — 9(9)] (2.10)

On suppose que le minimum est unique sur 0, A|

avec gr et g(d) définis respectivement par

:—/ d#[T t)

o= 5 [ at) dutt)

et ou p est la mesure de Lebesgue et A est un nombre strictement
positif donné. Nous posons © := ]0, A[ un intervalle ouvert de R et
pour 3 >0

et

hp) = inf inf [g(6) —g(do)| (2.11)

30€0 |5—80|>B>0

Nous imposons par la suite la condition h(f) > 0 qui est une con-
dition d’identifiabilité du parameétre. Nous notons dg la vraie valeur
du parametre.

Théoréme 15 Sous les conditions du Théoréme 12 et si pour tout 5 > 0, h(3) >

0, alors nous avons:
Ps, (’3T — 60‘ > B) — 0 quand T —

La convergence est uniforme sur tout intervalle compact de ©.

Preuve.  Soit 3 > 0 .De la définition de d7 (2.10) et pour dy € © nous avons

’5T - 50‘ >B = nf Clgr — g(@)) > b g — g(0)]

D’une part
lgr — g(0)| < |gr — g(do)| + [g(d0) — g(9)]

(2.12)
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Donc

st Ngr = 9] <lgr = (%) (213)

D’autre part
19(8) — g(00) | < |gr — 9(&)| + |gr — 9(bo)|
Par suite

197 — 9(0)] = 19(6) — 9(do) | — g7 — 9(do)]
Et alors, de la définition de h(f) (2.11) nous obtenons :

: . N B T ‘
|53£)|f>g |97 g()| = \6j£]|f>6 9(6) — 9(do) | |97 9(00)| (2.14)

> h(B)—lgr — 9(bo)|
Par conséquent de (2.12) (2.13) (2.14) nous en déduisons que :

s (‘ST _ 50‘ >5) < inf g > inf g — g(5)|>

|6— 5o\<5 |6—d0[>8

5—d0|<8

<

P
< py (it mT—gU|>mm—mT—m%®
P

r = 90| >3 19)

_ AE|gr — g0l
- h2(B)
Par hypothése h(f) > 0 et par le théoréme 12 : gr — g¢(J) presque stirement

et dans L?. Donc le dernier majorant tend vers 0 quand N — oo. D’ou le
résultat. m

Remarque 2.2 la condition h(B) > 0 est la condition d’identifiabilité qui est
vérifiée quand p est une mesure de Lebesque et la moyenne a(.) garde un signe
constant.

2.6 Loi limite

le résultat suivant donne la loi limite de I'estimateur de la période.

Théoréme 16 Sous les conditions du théoréme 12 et si pour tout 5 > 0; h(/3) >
0, alors mnous avons:

ﬁ(gT — 5()) — N quand T — o0

o, N est une v.a. Gaussienne centrée de variance 6y°.172(80).\; telle que I(.)

est la dérivée de la fonction g(.) et \y = € ’BL ).La convergence est uniforme sur
1

O.
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Preuve. On applique le théoréeme 11 de Millar en vérifiant les hypothéses
H1, H2, H3. Dans le cas étudié et avec les notations du chapitre 2.2, I’espace de
Hilbert H est I'espace L2([0, 4], ) et la variable hilbertienne £,.(.) = gr — g(.).
L’hypothése d’identifiabilité Hldécoule de la condition sur la fonction A(/3).
L’hypothése H2 est une conséquence du théoréme 14 chap 2.4
L’hypothése H3 découle de la dérivabilité de g(d) par rapport au paramétre

Donc a partir du théoréeme 11 , nous avons:
VT (87 = d) = I700)-VT(gr — 9(8) ) +0,(1) (2.15)

ou Niest une v.a. gaussienne centrée de variance \;. Par suite de la relation
(2.15) nous obtenons:

5o-1(50) VT (ST - 50> — N

ot la fonction I(6) est la dérivée de la fonction de g(9).
En appliquant le Théoréme 14 on en déduit:

I7Y(00) VT (§r — 9(60) ) =700 N3

oit N3 est une v.a. gaussienne centrée de variance dy%.172(0g). ;1.
D’ou le résultat R
ﬁ ((57" — 50) T oo N3

Dot le théoréme m
Nous terminons ce chapitre par le lemme suivant qui permet une estimation
de la valeur propre \; de Rx,qui figure dans la loi limite de .

Lemme 3 Soit (X,,) un ARH(1) processus et Rx, 1" operateur de covariance de
Xo . On suppose que l'operateur de covariance R., admet (3, ®;) comme élé-
ments propres [’operateur de covariance du mouvement Brownien Ry, . St p est
un opérateur de Hilbert-Schmidt symetrique et qui commute avec Rx,avec comme
éléments propres (u;, ®;) ; alors les éléments propres de Rx, sont (&, @i)

Preuve. Soit (X,) un ARH(1):
Xy = P Xn-1+ &n
Nous avons de ( [12] )

RXO =p RXIXO + REO
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On sait aussi que
RX0X1 = p RXO
Alors
RXIXO = (RXOXI)* = RX() P

Par les hypothéses du lemme

Rx, = p Rx, p + R
= RXO p2 -+ Reo

Comme (u;, ®i) sont les éléments propres de p nous avons:

RXO (CI)Z) = RXO p(p ((I)z) + Reo (q)l)
Rx, p (%) + B;®
i Bxy p(@i) + 5;P;
= 4} Rx, (®:) + B9

Donc
(1—4f) Rx, (®:) = B,%;

Finalement

B;
(1 —p?)

Donc les éléments propres de Rx, sont ( (f—;P), b, > [

Rx, (9;) = ®; avec p; # +1

Remarque 2.3 Une méme étude peut étre faite si on suppose que les éléments

propres (A, ®;) de l'opérateur de covariance Rx, sont inconnus et \; = (f—:ﬂ)

Un estimateur naturel des éléments propres de Rx, sont les éléments propres
Uopérateur de covariance empirique associée (cf. [12] chap 3).

(lemmel).

de



Chapitre 3

Simulations et exemples

3.1 Simulations

3.1.1 Introduction

Pour simuler des trajectoires de processus ARH(1) fonction-
nel et calculer Pestimateur d7 du Théoréme 15 du chapitre 2.5, nous
utilisons la bibliotheque "far " développée par J. Damons et S. Guil-
las ( Modelization for Functional AutoRegressive processes Package:
far Version: 0.6-2 License: LGPL-2.1 version 2.4.1 du logiciel R) .

Plus précisément, on simule notre processus en utilisant les étapes
suivantes dont la premiére est la simulation du mouvement Brownien
sur [0,n + 1]. Ainsi on peut construire n 4+ 1 observations & partir
des définitions suivantes:

e Simulation du bruit blanc

Nous utiliserons le développement de Karhunen- Loéve sur [0,T]
du mouvement Brownien suivant:

& s [G- 1) ]
W= LV

ot les v.a. Y} sont ii.d de loi N(0,1), qui va nous permettre de
définir un bruit blanc (,(t),n =0,1,...,t € [0,4] ) par:

en(w) = Wyhis(w) = Wy(w) , s €0, 4]

défini sur 'intervalle [0,]. Pour la simulation, on aura une approximation
de la somme infinie par une somme finie comme dans [30]

42
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e La moyenne a(t)

Nous choisirons plusieurs types de fonctions périodiques et plusieurs
périodes pour pouvoir vérifier si I’estimateur convergera toujours vers
la vraie période de I'estimateur

Exemples: Pour §g = 27 avec a(t) = sin(t), a(t) = cos(t),.....
Pour g =7 avec a(t) = sin(2t),.....
Pour 6g =1 avec a(t) = sin(27t),...
Pour 6g =2 avec a(t) =t ( perlodlque linéaire),...

e L’opérateur p

Nous considérons le cas d’un opérateur p & noyau K pair, symétrique,
périodique de période § et de norme L? inférieure & 1, défini par:

)

/kt—s ds

0

nous prenons par exemple K (t) = 14z cos(t).
Remarques:

1 Dans nos simulations on a aussi pris le programme prédéfini dans le Logi-
ciel R, mais qu’on a adapté car la définition de la décomposition de Karhunen-
Loéve utilisée était sur [0, 1]

2 Valeur initiale de Xy =0

e Simulation de ’ARH(1)

Pour la simulation d'un ARH(1) on prend comme valeur initiale
la valeur X, = 0 et (,) est le bruit blanc dans la base de Karhunen
Loeéve ensuite, nous effectuons un changement de base pour ce bruit
blanc en utilisant la fonction BaseK2BaseC (du Package far) pour
avoir I’écriture de (¢, ) dans la base canonique et nous posons X; = ¢;.

Soient (X7) j =1,....,m (m étant le nombre de point de discréti-
sation ) les coordonnées de X; dans la base canonique i=1,...,n.

Soient (a{) j =1,....,m les coordonnés de a; , i=1,....n ou les (af)
réprésentent les valeurs de la fonction a(t) aux points de discrétisation
m quand t € [0,74] ;On a:

X}, = convolve(10°K, X} —al) +¢el,, +al,, j =1,...m

)
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car
X, —a=p(X,q1—a)+e,

et
X, = Z(nd +1t) t €10, 9

On choisit comme valeur initiale la valeur Xg =0, X; =¢; et a(t) =
sin(t) pour simuler un processus ARH(1).

fr
exemple d'un ARH(1) (m=300.n=150)
g
|:| —
o _
i
S
i
&
=
=
[ [ I [ [
0 200 400  6OO 800
time
2.JPg

Figure 2: Exemple d'un ARH(1) (m=300, n=150)

On choisit pour un deuxiéme exemple comme valeur initiale la valeur
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Xo =0, X1 =¢; et a(t) = sin(t) pour simuler un processus ARH(1).

fr
pi

Exemple d'un ARH(1) (m=300,n=100)

15 20 25 30 35

10

5
|

0
|

[ I [ I I I I
0 S0 100 1500 200 2500 300

time

3.JPg

Figure 3: Exemple d’'un ARH(1) (m=300, n=100) de priode
.

On choisira a(t) = cos(t) pour simuler un processus ARH(1) (avec
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les mémes conditions initiales).

COS

exemple d'un ARH(1) (m=300,n=150)

= _

o

e

L

S

D —
| [ I I |
0 200 400 600 800

time
4.Jpg

Figure 4: Exemple d'un ARH(1) (m=300, n=100) avec a(t) = cos(t).

On s’interessera aussi a la simulation d'un ARH(1), sous les mémes
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conditions, mais en faisant varier m (le nombre de discritisation).

mb0

exemple d'un ARH(1) (m=50, n=100)

150 100 -5
l

=20
|

0 100 200 300 400 200 G600

time

5-JPg
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m100

exemple d'un ARH(1) (m=100. n=100)

10

-10

| | | | | I |
0 100 200 300 400 500 600

fime
6-JPg
Figure 5: Exemple d'un ARH(1) (m=>50 et m=100, n=100) de priode
2m.
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m150

exemple d'un ARH(1) (m=150, n=100)

-10
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time

7.Jpg
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m200

exemple d'un ARH(1) (m=200, n=100)

20
|

10

-10

| | | | | I |
0 100 200 300 400 500 60O

time

-Jpg
Figurge 6: Exemple d'un ARH(1) (m=150 et m=200, n=100) de priode
2.

3.1.2 Simulation du comportement de ’estimateur de la
période
Description

Nous utiliserons les n observations du processus pour calculer
I’estimateur gr donné par:

:—/ £) dya(t (3.1)

et pour chaque point de notre discritisation de I'intervalle on calcule

5
g(0) == 5 /0 a(t) du(t) pour § € [0, A]
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ou p est définie par la mesure de Lebesgue. R
Puis en fixant A tel que la vraie période dy €]0, A[ on simule d7
I’estimateur donné par:
op = Arg min |gr — g(6
T g min g7 = 9(0)]
Quand T tend vers U'infini ( 0o ) les simulations montrent que
I'estimateur converge vers la vraie valeur de la période §y = 27 (cette

simulation est choisie pour la fonction a(t) = sin(t)) et p mesure de
Lebesgue.

comportement de I'estimateur de delta enfonctionde T

i

hatdeltat$y

;‘ _— AAA/\AMEMJME
- V Y

9.5

| | I | |
0 100 200 300 400

hatdeltat$:

Figure 7: Comportement de l'estimateur de delta en fonction de T (mesure de
Lebesgue).

Le graphe suivant montre le comportement de I'estimateur de la péri-
ode d7 en fonction de T, ou l'estimateur gr défini par (3.1) est défini
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par la mesure p ayant la densité ¢, = \/; sin L—i]

comportement de I'estimateur de delta enfonctionde T

] (“f\/\ M A

g - TN WOV

| I | | | | | |
0 o0 100 150 200 250 300 350

hatdeltatFsx

Figure 8: Comportement de l’estimateur de delta en fonction de T (mesure densit).

Le graphe suivant présente I'estimateur a noyau (en utilisant I’'Epanechnikov)
de la loi limite de 'estimateur d; avec la mesure de Lebesgue qui
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définit gT .

----- nornme density
+ Epanechnikove density

(15
|

functioniH) dnormiH) (x)
0.1 0.2
|

0.0

300 200 10 0 10 200 30

Figure 9: Estimateur noyau de la loi limite.

Le graphe suivant montre 'estimateur a noyau (en utilisant I’'Epanechnikov
) de la loi limite de l’estimateur d7 ayant la densité ®; définie en gr
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Kernel Estimate

0.003
|

Density
0.004

0.000
|

| | | | |
-100 0 =50 ( a0 100

N =63 Bandwidth = 1523

Figure 10: Estimateur noyau de la loi limite avec une mesure
densit.

Pour a(t) = cos(t) , on peut remarquer le bon comportement de
Iestimateur (pour T tendant vers U'infini ( oo ) I'estimateur converge
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vers la vraie valeur de la période dg = 27 )

COS
comportement de I'estimateur de delta
uw
-
o |
I
o
o W A
Lin]
o |
L
=
Lo
u |
e
o
b
I I | I |
0 100 200 300 400
13.jpg

Figure 11: Comportement de ’estimateur de delta en fonction de T

(a(t) = cos(?))

Le tableau suivant présente les estimations de or quand le nombre
de répliques des trajectoires augmente (ici §o = 27 = 6,283185).
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n=multiple de la periode | nombre de répliques | moyenne | I’écart type
100 20 6.431 0.3134
100 40 6.360 0.2927
100 60 6.332 0.2956
100 80 6.327 0.3006
150 20 6.290 0.3424
150 40 6.290 0.3370
150 60 6.286 0.3112
150 80 6.285 0.3049

On choisit, ensuite une fonction a(t) périodique linéaire :

a(t)y=t , 0=2

Fonction linéaire périodique :Xx

1.0 1.5 20
l

%Py

0.5
|

0.0
|

14.7pg

xEx

Figure 12: Graphe de la reprsentation priodique de la fonction

linaire.
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En réécrivant le programme, le comportement de l’estimateur nous
donne le graphe suivant:

avec a
lineaire

comportement de I'estimateur de delta

S
!

b
!

/ ﬂ Mﬂ AN

l F 'L

hatdeltat$y
2.0

15

1.0

| | | | |
( 100 200 300 400

hatdeltat s

15.5pg
Figure 13: Comportement de l'estimateur pour a(t)=t.
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Le graphe de 'estimateur a noyau de la densité

avec a
lineaire
density.default(x = Y)
e
Lo R
o
= =
i s R
S =
]
-
=
o
-
l:! —
= I I I I I I
-20 -10 0 10 20 30
N =285 Bandwidth =2496
16.5pg
Figure 14: Estimateur noyau de la densit de la loi limite

pour a(t)=t.

En conclusion, toutes les estimations fournies par les simulations don-
nent une bonne approximation de la valeur de la période  donnée. Si
on change la moyenne a et le noyau k(s, t) les simulations confirment
les mémes conclusions.
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Remarque 3.1 Pour mieuz prédire le comportement de notre estimateur, nous
avons pris un intervalle |0, A[ qui contient plusieurs périodes (des multiples de
la période), nous avons observé que notre estimateur o converge vers la plus
grandes période (ie le plus grand multiple).

Ainsi, le graphe suivant nous montre d’une part le comportement
de la fonction |gr — ¢g(d)| sur lintervalle |0, A[=]0, 57[ qui contient
plusieurs multiples de la période § = 27 et d’autre part nous remar-
quons que le minimum de cette fonction est atteint sur le plus grand
multiple de la période 7 = 12.88919.

opi
-
= _|
oo
g
=
& D
5 o=
=
=
I
o
=
[ [ [ [
] 5 10 15
ggfx
17.5pg
Figure 15

Pour l'instant, le résultat de cette simulation est un constat, nous
pensons qu’il sera élucidé durant les prochaines recherches théoriques.

Sur cette deuxiéme simulation o |0, A[=]0, 57| contient plusieurs multiples
de la période 6 = 27 ,nous remarquons que le minimum de cette fonction est
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atteint sur le plus grand multiple de la période o = 12.5712.

graphe1$y
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3.2 Exemples

3.2.1 Série climatologique ENSO.

Nous considérons la série chronologique décrivant le phénomeéne cli-
matologique ENSO qui résulte des interactions entre I'atmospheére et
I'océan au dessus de I’Océan Pacifique tropical. Le phénomeéne EL
Nino (EN) est la composante océan dans ENSO tandis que Southern
Oscillation (SO) est la composante atmosphére . Un index mesurant
la variabilité d’EL Nino est fourni par les températures a la surface
de I'océan ramenées a une moyenne observée dans le domaine Nino-1
(50S - boN, 1500W - 900W). Des valeurs moyennes mensuelles sont
enregistrées depuis le mois de Janvier 1950 & Juin 2007 par des cen-
tres nationaux de la prévision environnementale aux Etats-Unis. La
série chronologique de cet index montre des variations inter-annuelles
marquées et superposées a une composante saisonniére forte. Cette
série a été analysée par beaucoup d’auteurs (voir, par exemple [3]
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[11] [28)).
nino
fr
El nino températures de 1950 a 2006 NA
s 2
=
o
£~
Ly
o
= _|
o
o
&
L R
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[ I | I I [
1950 1960 1970 1950 1990 2000
time
19.5pg
Figure 15: Graphe des tempratures d’El nino
Pour Pestimation de la vraie période, on choisit : © := ]0,A] =

10,17[ . Dans la définition de g (2.5) on prédéfinera la moyenne a et la
mesure p et naturellement notre choix va se porter sur les fonctions
cos ou sin. Mais comme la fonction sin est nulle en 0 elle sera donc
¢liminée. L’estimateur jr étant donné par (2.4) et Destimateur oy
par (2.10).

1°" cas. a(t) =23.02 xcos(t* %) et u la mesure de Lebesgue.

Un choix tel que la moyenne a soit 12-periodique est evident, voire na-
turel pour un phénomene climatique. Le coefficient 23.02 est la valeur
moyenne des températures mensuelles ( Toutefois d’autres choix sont
possibles !)

Le résultat des simulations donne:
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op = 12.00 Pour une discritisation de pas 0.01 de ]0,A[ = ]0,17]
or = 12.003  Pour une discritisation de pas 0.001 de 0, A[ = ]0,17]

La vraie période étant 12 , on remarque que ’estimateur détecte bien
cette valeur avec une erreur de 3°/,,

2" cas.  a(t) = 23 xcos(t* %) et p a une densité ®;(I'élément propre de
RWO) :

op = 12.561 Pour une discritisation de pas 0.001 de 0, A[ = ]0,17]

Si on perturbe la moyenne en choisissant a(t) une fonction telle que
sa période ne soit pas 12 ( la vraie période du phénomeéne) et u la
mesure de Lebesgue, on obtient les résultats suivants:

1. Si a(t) =23 xcos(t x &) alors op = 11.995.

2. Si a(t) =23 xcos(t x %) alors o7 = 13.002.

On remarque que 'estimateur détecte bien la vraie période dans le premier
cas mais avec une erreur appréciable au second cas. Si p a une densité ®; (
I’élément propre de Ryy,) lestimateur or converge trés lentement vers la vraie
période. Ainsi il est difficile de donner des conclusions raisonnables.

3.2.2 Prévision de la température a Alger

Dans cette deuxiéme partie nous présentons des résultats
de prévision de la température moyenne a Alger pour la période de
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1970- 2004.
Températures d'Alger
5 -
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it
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time

Figure 16: Graphe des tempratures d’Alger.

On choisit © := ]0,A[= ]0,17[ et a(t) = 11.86 *cos(t * ) avec p
la mesure de Lebesgue (ou le coefficient 11.86 est la valeur moyenne
des temperatures d’Alger).

On obtient:

op = 11.99 Pour une discritisation de pas 0.01 de 0, A[ = 10, 17]
op = 11.994 Pour une discritisation de pas 0.001 de ]0,A[ = ]0,17]

La vraie période étant 12 , on remarque que l’estimateur détecte bien cette
valeur avec une erreur de 6°/,,.

Si on perturbe la moyenne en choisissant la a(¢) une fonction telle que sa
période ne soit pas 12 ( la vraie période du phénomene) et p la mesure de
Lebesgue, on obtient les résultats suivants:

1. Si a(t) = 11.86 *cos(t * %) alors o = 12.000
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2. Si  a(t) =11.86 *cos(t * %) alors o = 12.990

On remarque aussi que l'estimateur détecte la vraie période dans ces cas.

Remarque 3.2 Pour tester la" robustesse” de [’estimateur ; on applique
de "petite perturbation” surd . On va sous estimer la période § sur un voisinage
"unilatéral" & gauche |8,12] et on remarque que

8T—>12



Chapitre 4

Conclusion

Nous concluons, en faisant remarquer que dans toutes les sim-
ulations numériques et les exemples étudiés, notre estimateur de la
période donne de trés bons résultats, en détectant la vraie période.
Nous noterons aussi que dans les simulations numériques et exem-
ples donnés, 'estimateur a un bon comportement quand T devient
trés grand. D’un autre coté plusieurs choix de la moyenne "a" et
du noyau k(s,t) sont possibles dans d’autres simulations, dans notre
étude nous nous sommes limités a quelques exemples.

Pour des recherches futures, nous essayerons de déterminer la
vitesse de convergence de notre estimateur et de voir d’autres appli-
cations interessantes dans les domaines : génétique, environnemen-
tal,...
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