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Notations

Notation Définition
x = (T, T2, ..., TN) Elément de RY
r:|x|:\/(x%+x§+---+x?v) Module de
Du=Vu= (%S—Z,,%) Gradient de u
Au Laplacien de u
Ayu = div(|VulP~2Vu) p-Laplacien de u
P’ Exposent conjugué de p, % + Z% =1
p* = ( NN_pp) Exposent critique de Sobolev
0N Frontiere de €2
supp (u) Support de la fonction u
meas(A) = |A| Mesure de Lebesgue de A ¢ RN
Il -1l Norme dans Iespace L*(€2)
Il 1lx Norme dans I'espace X
Bg Boule de RN de rayon R centrée a Porigine

Br(xo) Boule de IR" de rayon R centrée en zy € R



NOTATIONS

Notation

X/

Définition
Espace dual de X
Produit scalaire dans IR / crochet de dualité X, X’
Différence d’ensemble
Y sous ensemble ouvert de Q avec ¥ C
Mesure de Dirac centrée en g
Presque partout
Semicontinue inférieurement
Semicontinue superieurement
Partie positive de la fonction V', V' = max(V,0)
Partie negative de la fonction V, V'~ = max(—V, 0)
Espace des fonctions continues sur €2
Espace des fonctions continues sur €2 a support compact
Espace des fonctions Holderiennes sur €2
Espace des fonctions de classe k dans 2
Espace des fonctions Holderiennes de classe k sur €2
Espace des fonctions de C*(Q) & support compact
Espace des fonctions indéfiniment dérivable €2
Espace des fonctions de C*°(£2) a support compact
Espace des fonctions de D(€2) positives
Espace dual de C§°(£2), c’est a dire espace des distributions
{u:Q — IR |u mesurable, [, |ulf <oo}, 1<p<oo
{u: Q — IR | u mesurable 3C tal que |u(z)| < C en
pp.ze€N}
Espace dual de LP(£2)
Espace de Sobolev, a dérivée jusqu’a l'ordre k
dans LP(1)
Espace de Sobolev avec trace nulle
Espace dual de W;(Q)
Wh2(Q)
Wy ()

Espace des mesures de Radon dans €2



Introduction

Il est maintenant avéré, et méme de notoriété publique que les équations
aux dérivées partielles non linéaires interviennent dans toutes les branches de la
science et de la technologie.

L’analyse mathématique, la résolution des problémes liés au champs pratique
a conduit a développer des outils mathématiques d’analyse non-linéaire comme
les méthodes variationnelles, les arguments de compacités, les théoremes de type
points fixes....

Dans cette these on s’intéresse a I’étude d’une classe de problémes non li-
néaires qui ont un facteur commun : "la présence d’'un phénomene singulier'
dans un certain sens, qui limite I'usage des méthodes classiques et 'application
des résultats connus. Les problemes singuliers que I’on va considérer peuvent étre

classés comme suit :

1. Problemes avec poids singulier : Le poids considéré est en général un poids
de type Hardy Sobolev |z|™?( dans W, ?(£2), avec 0 € ), notons que dans
le cas p = 2, ce poids est lié au principe d’incertitude de Heisenberg, voir
Fefferman [46]. 11 est clair que la présence d’un poids singulier dans une
équation elliptique ou parabolique "comme terme de réaction' exige d’im-
poser une régularité supplémentaire sur les données pour assurer 1'existence
d’une solution positive, ainsi qu’une perte de régularité pour cette solution,
par exemple dans le cas de poids de Hardy-Sobolev la solution positive n’est

pas bornée dans un voisinage de 1’origine.

2. Problémes avec terme singulier : Pour cette classe on considére les pro-
blémes avec perturbation singuliere de la forme u~7,v > 0. Notre but est

de prouver que sous la présence d'un terme singulier, vu la présence de



4 INTRODUCTION

ce dernier on ne peut pas espérer mieux qu’un résultat d’existence "local",

cependant on espére obtenir celui ¢i pour la plus vaste classe de données.

3. Probléemes avec poids et terme singulier : pour cette classe on va étudier
I'intéraction entre les deux "termes', on va montrer que dans certains cas,
le terme singulier "régularise" I’équation de telle sorte qu’on obtient 1'exis-
tence d’une solution positive pour une classe trés large de données sous la
présence de terme singulier. C’est le cas du probléme étudié dans le premier

chapitre.

Méme si cela n’est pas notre but premier, chacun des problémes traités ici
peut avoir une interprétation pratique et plusieurs applications en science ou en
technologie.

Le caractere singulier rend les problemes abordés difficiles mais intéressant ;
car beaucoup de problémes pratiques sont modélisés par la présence d’'un terme
singulier. C’est I'une des motivations qui nous a amené a faire cette étude.

La these est divisée en deux parties principales :

Partie (I). Problemes elliptiques semi-linéaires et quasi linéaires.

Partie ( 11 ) Problémes Paraboliques.

0.1 Description de la These :

Premiere Partie : Problemes Elliptiques

0.1.1 Description du chapitre 1

Dans le premier chapitre on présente les outils d’analyse non linéaires qui
seront utilisés pour traiter nos problémes. Pour les équations elliptiques on défi-
nit la notion de la solution au sens d’entropie ainsi que la solution renormalisée.
Notons que c’est le cadre naturel pour aborder les solutions avec second membre
dans L' ou bien mesure de Radon. Les différents principes de Maximum et de
comparaison dont on fera I'usage dans ce mémoire sont présentés, comme le prin-
cipe de Maximum de Brezis-Cabré, le résultat de comparaison de Brezis-Kamin et

le résultat de comparaison de Alaa-Pierre qui sera utilisé pour les problemes avec
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dépendance en gradient. Pour les problemes paraboliques, la notion de solutions
entropiques est aussi présentée ainsi que le résultat de comparaison d’Abdellaoui-
Peral-Primo pour les équations avec gradients. Enfin dans la derniére partie du
Chapitre 1 on présente quelques inégalités importantes comme les inégalités de

Hardy-Sobolev et I'inégalité de Picone.

0.1.2 Description du chapitre 2

Le chapitre 2 a pour objectif d’étudier le probléme suivant :

p—1 h
—Ayu = A G dans €,
P
u>0 dans €, (1)
u=0 sur 0f2,

Le cas A = 0 et p = 2 a été étudié par Boccado-Orsina dans [32], plus précisément

les auteurs considerent le probleme suivant

—Au = M dans €2,
u (2)

u=0 sur 052,

Sous I'hypotheése que h € L(€), ils ont prouvé l'existence d'une solution distri-
butionnelle. La régularité de la solution est obtenue en fonction de la valeur 7.
Notre but est de généraliser les résultats de Boccardo-Orsina au p—Ilaplacien et
sous la présence de terme singulier |xz|™7. Il est clair que si A > Ay, = (%)p,
alors la seule solution distributionnelle est 0.

En général, la présence d’un terme de réaction )\ﬁ_pl exige une régularité
supplémentaire sur h pour obtenir I'existence d'une solut?on. C’est par exemple le
cas quand p = 2 et v = 0, alors I'existence d’une solution positive est assurée sous
la condition que h est un poids admissible dans le sens que /Q hlz|~*?dx < oo,
oll vy » est définie par o = 222 — | /Ay, — A,

Notre but est de prouver que "sous la présence de terme singulier u™7", 'exis-
tence d’une solution positive pour une classe trés vaste de données h et méme

dans certains cas h € L'(9Q).
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On obtient plus précisément les principaux résultats suivants :

Théoréme 0.1. Supposons que A < Ay, alors pour tout h € L*(Q), le probléeme

(1) admet une solution distributionnelle positive. Plus en détail nous avons :

1. Si y = 1, alors il existe une unique solution u € Wy(Q).

atp—1

2. Siy > 1, alors u € W2P(Q) est Iunique solution avec (Ti(u)) » €

. p y+p—1 1
WP (€2). De pl P— 0, al e WP (Q).
0 7(2). De plus si h(p+’y—1) AN,J> , alors u e Wy*(2)
A
3. v < 1, soit s > 7 est fixé tel que s( P )P >0.Sihe LY Q) et

p+Ss— 1 B AN,p
N(s+p—1)

T N(s+p—1)—(N=p)(s—9)
distributionnelle u tel que Tj,(u) € Wy (Q) et u~ » € WyP().

alors le probléeme (1) a une solution

Le probléeme d’unicité de la solution est aussi étudié suivant les valeurs de
A, v et la régularité de h.

Pour le cas ol i est une mesure de Radon positive concentrée sur un ensemble
de Borel E avec Cap; ,(E) = 0, alors Vv, la seule solution est la solution triviale.
L’extension des résultats d’existence pour IRY est obtenu dans la derniére partie

du chapitre 2.

0.1.3 Description du chapitre 3

Dans le chapitre 3, on étudie une classe d’équations elliptiques avec dépen-

dance en gradient, plus précisément on consideére le probléme suivant :

—Au = |Vul?+ /(@) dans ,
9(u)
u>0 dans €2, (3)
u=0 sur 052,

oll 2 est un domaine borné de RV, 1 < ¢ < 2, g : IR, — IR, est une fonction
continue croissante, et f une fonction mesurable positive, vérifiant certaines hy-
potheses qui seront spécifiées ultérieurement. Notre but est d’étudier I'intéraction
entre le gradient |Vu|? et g(u) de telle sorte & obtenir 'existence d'une solution

positive distributionnelle pour la classe la plus vaste de f, en particulier pour

fe Ly ().
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Le modele que I'on va considérer est g(s) = s%, alors pour a = 0, 'existence
d’une solution positive est assurée sous I’hypothése que f ait un poids admissible,

dans le sens qu’il existe une constante C' > 0 telle que
[ r@lelfde < ¢ [ 191" dz vp € CE(9), (4)
) )

Il est clair que la condition précédente est vérifiée si f € L*(Q2) pour s > %.

Le cas ou f est une fonction réguliere, les auteurs dans [70] et [69], ont
prouvé 'existence d’'une solution "réguliere'. L’idée est de construire une bonne
sur solution et d’utiliser des arguments de monotonie.

Pour 'existence d’une solution positive, on peut résumer les résultats obtenus

dans les points suivants :

1. Pour le cas ¢ = 2 on démontre I'existence d’une solution distributionnelle
sous la condition que g(s) > Ce® quand s — oo. Cette condition est en
quelque sorte optimale et reflete la régularité exponentielle qu’on peut dé-
montrer dans ce cas pour les problemes avec dépendance "naturelle’ en
gradient. L’idée de la preuve est modulo un changement de variable, on
peut transformer notre probleme en un probléme semi linéaire avec un

terme singulier.

2. Pour le cas 1 < ¢ < 2 et g(s) = s, on ne peut plus procéder comme le
cas ¢ = 2, "il n’existe pas de changement de variable qui transforme notre
probléme en un autre probléme sans gradient'. Donc dans ce cas, on utilise
des arguments d’approximation; on commence par traiter le cas régulier.
Si f est "réguliere" alors pour tout o > 0, on démontre I'existence d’une
solution dans l'espace W, ?(Q). Par contre lorsque f € L'(£2), on a besoin
d’imposer des conditions supplémentaires sur o qui nous permettent de

passer a la limite.

Dans le cas ou ¢ = 2, on peut traiter la question de multiplicité des solutions
positive. Ce probléme est fortement lié aux problemes elliptiques avec donnée
mesure. Par exemple si p est une mesure de Radon positive et singuliere par

rapport a la capacité elliptique et si v est I'unique solution renormalisée du
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probléme
—Av = \f(z)(1+v) dans Q
u=20 sur 0f)

ol A < A1 avec \; = Inf{fﬁigjw?w € Cr(Q)}. Sion pose u = log(v + 1), on

trouve que u est une solution du probleme

—Au=|Vu’ + f dans Q

5
u=20 sur OS2 (5)

On utilise les arguments de [5], et sous des hypotheses de régularité sur f on
démontre que le probleme (3) admet une infinité de solutions positives. La preuve
consiste a trouver une relation entre le probléeme (3) est une classe de problemes
semi linéaires avec donnée mesure. Enfin des extensions sont données pour le cas
ol ¢ < 2.

Deuxieme Partie : Problemes Paraboliques

0.1.4 Description du chapitre 4

Le chapitre 4 est consacré a 1’étude des problemes paraboliques suivants

P
ut—Au—)\# dans Q7 = Q x (0,T),
x
u >0 dans Qr, (6)
w(z,0) = up(x) >0 dans €2
u=20 sur 02 x (0,7,

oll Q est un ouvert borné de RN, N >3, p > 1et 0 € 9.

Notons que la position de 0 par rapport a €2 est tres importante pour l'exis-
tence et la non existence de solution positive.

Dans le cas ou 0 € Q et p = 1, I'existence d’une solution positive est assurée

N —-2\% |
(T) , voir par exemple [20] et [4] pour une

sous I'hypothese A < Ano =
preuve simple.
Sip>1et0e( alors un résultat de non existence de solution distribution-

nelle locale est prouvé par Brezis-Cabré.
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Dans le cas ou 0 € 012, alors le phénomene change complétement. Dans un
article récent de Davila-Peral les auteurs montrent que si 1 < p < 2* — 1 et Q
est un haltere "Dumbell domain", alors le probleme elliptique admet une solution
positive variationnelle. Il est clair que pour p = 1, 'existence pour le cas elliptique

est vérifiée si p(Q) < p(RY) = T est atteinte, ou

Jo ’V@P )
e

@[22

u(Q) = in p € W), p 0}, (7)

Pour p =1 et A > u(Q2), la seule solution du probléeme elliptique est 0.
Pour le cas parabolique et indépendamment de la géométrie du domaine la
situation change compléetement par rapport aux résultats de [20] et [34]. Plus

précisément on obtient les résultats suivants :

1. Si p = 1, on démontre I'existence d’une unique solution faible dans un
espace de Sobolev pour tout A > 0 et ug € L'(Q), on analyse aussi le

comportement asymptotique de cette solution pour t — co.

2. Si p > 1, on démontre l'existence d’une solution positive locale sous des

hypothéses convenables sur uyg.

A la fin du chapitre on considére un probleme parabolique avec un terme convexe-
concave. On démontre 'existence d’'une solution positive et on analyse le com-
portement asymptotique de cette solution en fonction de la condition initiale

Uug-

0.1.5 Description du chapitre 5

Dans ce chapitre on considere le probleme suivant
Up
ut—Au+u5|Vu|2:>\W+f dans Qr = Q x (0,7),
u >0 dans (2, 8)
u(x,0) = ug(x) >0 dans
u=>0 sur Q2 x (0,7

Y
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oitp>1, N>3,Qc RN et fe L*(Q7) est un domaine borné avec 0 € € et
8>p—2.

Si on considere le probleme précédent sans le terme de gradient, alors on sait,
par le résultat de Brezis-Cabre, que (8) n’admet pas de solution positive locale.
L’objectif de ce chapitre est de prouver que le terme de gradient, comme un
terme absorbant a un effet régularisant et que le probleme admet une solution
pour 1 < p < p; ol p; peut étre vu comme le nouveau exposent critique pour
(8), pour toute A > 0 et ug € L*(9).

On commence par étudier le cas stationnaire, on prouve que pour p < 3 et
pour toute g € L*(€), il existe une solution positive w vérifiant

—Aw + w|Vuw|* = )\w—p
|z ]?
w=0 sur 0f).

+ g dans Q,

Il est clair que sous les’hypotheses ug < w et f(x,t) < g(x) dans Qr, on peut
prouver l'existence d’une solution positive pour le probleme (8) par les méthodes
de monotonie.

Pour prouver 'existence d’une solution pour ug € L*(Q2) et f € L*(Qr) on
doit procéder différemment.

L’idée principale est de passer par des problemes approximés, dont on dé-
montre "facilement' l'existence de solution positive par des méthodes de tron-
cature. En appliquant le principe de comparaison "pour le cas parabolique' on
obtient I'existence d’une suite monotone dont les termes sont les solutions des
problemes approximés.

Le passage a la limite se fait en obtenant des estimations apriori. Notons que
dans ce cas, en comparaison avec le cas elliptique, on a une difficulté majeure,
qui consiste en la présence d’une dérivée temporelle. Pour pallier a cette difficulté
on définit une nouvelle régularisation par apport au temps, on passe a la limite
dans la suite, on démontre que la limite vérifie le probleme final au sens des
distributions. Enfin par les résultats de régularisation des problémes paraboliques
avec donnée dans L' on récupére la régularité de la limite finale. Des extensions

sont données a la fin de ce chapitre.
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0.1.6 Description du chapitre 6

Dans le dernier chapitre on donne d’éventuelles extensions, ainsi que des

perspectives et des problemes ouverts liés aux problemes étudiés.






Chapitre 1
Préliminaires

Nous présentons quelques outils d’analyse non-linéaire qui seront utilisés au
cours de cette these. Notons qu’on va étudier deux types de problémes "elliptiques
et paraboliques", nous allons donc subdiviser ce chapitre en quartes sections :
Dans la premiere section nous faisons appel a des résultats de base, comme les
notions des espaces de Sobolev et quelques résultats de compacité d’usage im-
portant.

La deuxieme section est consacrée aux outils nécessaires pour étudier les pro-
blémes elliptiques, comme le principe de Maximum, de comparaison, et la notion
de la solution au sens d’entropie et la solution renormalisée.

Dans la troisiéme section nous présentons les notions et les arguments nécessaires
pour étudier les problemes paraboliques associés.

Enfin dans la derniéere section on présente quelques inégalités pratique liées a nos

problemes.

1.1 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Définition 1.1. Soit  un ouvert de IR, et soit 1 < p < +oo. L’espace de
Sobolev WP(Q) est défini par

ou

WP(Q) = {u € LP(Q); tels que 3
X

€ LP(Q2) pour tout i = 1...N}.
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Il est clair que WP(2) est un espace de Banach muni de la norme suivante :

N | du
lullwro) = llull o) + > O ’
i=1 1 9%i || (o)

ou bien la norme équivalente :
Nllynoey = (lelliny + IV ul0) ™ (55 1< p < +00)
Si p = +00, la norme de I'espace WH*(Q) est donnée par
el ) = sUp fu] + sup [Vl

Si p = 2, alors W12(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

N o Ou O
(U, V) g0y = (U V) a0 + (—,—) )
= i+ 5 (2 28)

Définition 1.2. Soit 1 < p < oo, lespace Wy”(Q) désigne la fermeture de C§(€2)
dans W?(Q). L'espace W,*(Q) muni de la norme induite par W'?(Q) est un

espace de Banach séparable, il est de plus réflexif si 1 < p < o0.

Lorsque Q@ = IRY, on sait que C3(IR") est dense dans W'P(IR"), et par
conséquent

WyP(IRN) = Whe(IRN).

Si Q2 est borné alors en utilisant I'inégalité de Poincaré, Iespace Wy () est muni

de la norme équivalente :

. 1
gy = ( [ [Vulde)”.

De la méme facon on définit les espaces de Sobolev paraboliques comme suit :

Définition 1.3. Soit p > 1, on note LP(0, T} Wol’p(Q)) Pespace de Sobolev para-

bolique définie par rapport & la norme suivante :

T 1
||UHLP(07T;W(}W(Q)) - (/0 ./Q |Vu|pdldt) P .
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On présente maitenant un résultat tres important dans ’étude des EDP el-
liptiques c’est le théoréme de Rellich-Kondrachov qui montre I'injection entre
les espaces de Sobolev Wol’p (Q) et certains espaces de Lebesgue, ce résultat de
compacité est un outil fort dans I’étude des EDP qui nous permet de passer d'un

espace de Sobolev a un espace de Lebesgue.

Théoréme 1.1 (Rellich-Kondrachov). Soit Q2 un domaine borné de RY tel

que €2 est de classe C’l,
—~Sip< N alors Lr(Q) — L1(Q)) ,Vq € [1,p*[ avec p* = -
—~Sip=N alors p(Q) — L) ,Vqge|[l,+oo.
~Sip>N alors W(Q)— C(Q )

Si on remplace espace W'P(€) par W, ?(Q) alors les injections précédentes sont

vérifiées indépendament de la régularité du domaine €.

Au cours de cette thése, on va utiliser aussi I'espace de Sobolev D'»(IRY)

défini comme la complétude de C§°(IR ) par rapport a la norme suivante :
lollpagesy = ([ 19017 do)
IRN

On renvoie le lecteur aux monographiques [12] et [57] pour plus de détails sur la
notion des espaces de Sobolev et leurs propriétés.

La notion de troncature est une notion trés importante dans I’étude des EDP
avec donnée dans L' ou bien mesure. Cette notion est basée sur I'usage des fonc-

tions Ti(s) et Gi(s), k > 0, définies par :

s, sils| <k;
Ti(s) =
ki, st |s| > k;
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u, |ul <k,
Tilw) =9 &% ju > k.

To(u)

FIGURE 1.1 — La troncature

FIGURE 1.2 — La fonction Gy(s)

La fonction définie précédement est la suivante :

Gr(s) = s — Ti(s)

Une autre fonction sera tres utile par la suite est la suivante g1 = T1(Gg—1(u))
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FIGURE 1.3 — La fonction T1(Gg(s))

Comme conséquence, on peut définir les espaces intermédiaires suivants :

Définition 1.4. Soit Q un sous ensemble de R", on définit

1,1
L. T

pour tout k > 0, Ty(u) € WL(Q).

loc

(Q2) comme 'ensemble des fonctions mesurables u : © — R telles que

2. Pour p €]1,00[, 7" (R2) est le sous ensemble de 7,5 (Q) composé des fonc-

tions u telles que |V(Ti(u))| € L], .(2) pour tout k > 0.

loc
A 1,1 . .
3. De méme, 717(02) est le sous ensemble de 7;., (Q) composé des fonctions u,

telles que, de plus |VTi(u)| € LP(§2) pour tout k& > 0.

4. Enfin, 797(Q) est le sous ensemble de 717(Q), composé des fonctions qui
peuvent étre approchées par des fonctions de classe C! & support compact
dans ©Q dans le sens suivant : une fonction u € 72(2) appartient & 7, (€2),

si pour tout k£ > 0, il existe une suite {¢, }nen C C5 () tels que

bn — Ti(u) dans L} (Q),

loc

Vo, = VTi(u) dans LP(Q).

Il est clair que pour tout p € [1,00[, on a
L Wl(Q) Crgl(Q) et WoP(Q) C 7"(Q).
2. Tir () N Lis () = W,2(Q2) N L5.().
3. VT (u) = VU X{ul<k}, OU xa désigne la fonction caractéristique d'un en-
semble mesurable A C RV,
Notons que si u € 7 (), alors Vu n’est pas défini méme au sens des distribu-

tions, pourtant on a le lemme suivant qui donne un sens a Vu, voir [22].
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Lemme 1.1. Soit u € 7,5/(Q), il existe une unique fonction v : @ — RN mesu-

rable unique telle que

VTi(u) = X{ul<ky  P-D- (1.1)

En outre, u € W' (€) si et seulement si v € L. (Q), et alors v = Vu dans le

sens faible habituel.

Pour étudier les EDP elliptiques ou paraboliques avec données non régulieres
on va procéder généralement par approximation et apreés on passe a la limite
en utilisant des résultats de compacité appropriés. L'un des résultats les plus
importants et qui sera utilisé fréquemment est celui de la régularité de Baras-

Pierre dont la preuve se trouve dans [21].

Lemme 1.2. Supposons que u € L}, () tel que Au € L}, (), alors pour tout

loc

p € [0,555), et pour 4 et Q4 tels que Q4 C Qy C Oy C Q, il existe une constante

positive C' = C(p, Q1, Qs, N) telle que

lallwroy < C [ (jul + |Aul)de. (12)

De plus, si u € LY(Q) et Au € LY(Q), alors I'estimation ci dessus a lieu globale-

ment dans le domaine €.

Rappelons que dans notre travail, le lemme de Vitali a une importance capi-

tale. Avant de I’énoncer on a besoin de quelques définitions.

Définition 1.5. (Equi-Intégrabilité dans L? ) Soit X un ensemble mesurable
de RN et 1 < p < co. On dit que la suite {f,}nen C LP(X) est equi-intégrable
ssi : pour chaque € > 0, il existe ¢ > 0 tel que pour tout £ C X avec |F| < 9,
on a pour tout

/ | fu(2z)|[Pdz < & pour tout n.
JE

On présente ici le Lemme suivant qui sera tres utile pour montrer les résultats

d’existence.
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Théoréme 1.2. (Théoréme de Vitali) Soit X un ensemble de mesure finie
pour la mesure de Lebesgue de IRY . Soit { f, }nen une suite de fonctions de L'(X)

qui verifie les deux conditions suivantes :
1. {fn}nen converge presque-partout vers f dans X.
2. {fn}nen est equi-intégrable.

Alors, {fn}n converge fortement vers f dans L*(X).

1.2 Notions de base sur les probléemes elliptiques

Comme nous allons considérer des problemes avec des structures non varia-
tionnelles ou bien avec des données non régulieres, on se doit de spécifier le sens

de notre solution.

Définition 1.6. On dit que u est une solution distributionnelle de

—A,u = F(u) dans €,

(1.3)
u =0 sur of.

Si |[Vul|P~' € L}, (), F(u) € L},.(Q) et pour toute fonction ¢ € C(R2), on a

loc
./Q IVl ~2(Vu, Vo) de = /Q F(w)é dz. (1.4)

Dans le cas ot F(u) € L'(Q), on peut utiliser la notion des solutions entro-

piques défini comme suit :

Définition 1.7. Soit F' € L*(Q) et u une fonction mesurable sur 2. On dit que
u est une solution entropique de (1.3) si u € T57(Q) et pour tout k > 0 et pour
tout v € Wy () N L®(Q) on a

/ﬂ Va2 (Vu, V(Ty(u — v))) dz = /Q FTi(u—v) d. (1.5)

Rappelons que u € Ty "(Q) si et seulement si Tj(u) € WyP(Q) pour tout

k > 0. On utilise le résultat de [22], (on énonce le Théoréme suivant).
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Théoréme 1.3. Soit F' € L' (Q), alors le probleme (1.4) admet une unique
solution entropique u telle que |u[P~! € L7(Q2) pour tout o < NL_p et |Vulp~! €

L?(Q) pour tout o < % Sip>2— %, alors u € Wol’q(Q) pour tout ¢ < %.

Pour traiter le cas d’'une mesure de Radon générale, on ne peut pas utiliser
le concept de la solution entropique car le terme /Q Ti(u — v)dp n’est pas en
général défini. Dans ce cas, nous avons besoin de la notion de la solution renor-
malisée. Nous commencons par quelques préliminaires de la théorie de la capacité

elliptique.

Définition 1.8. Si U C () est un ensemble ouvert, nous définissons
Capy ,(U) = inf {HuHWg,p(Q) u € WyP(Q), u > Xy presque partout dans Q}

(nous allons utiliser la convention que inf() = +o00), alors pour tout sous en-

semble Borélien B C €2, on pose
Capy ,(B) = inf {cap; ,(U), U un sous ensemble ouvert de 2, B C U}.

Soit maintenant p une mesure de Radon sur 2. Nous dirons que p est concentrée
sur un sous ensemble Borélien E de (2, si pour tout ensemble Borélien B, on a
w(B) = u(B N E). Notons que Cap;, est une mesure exterieure, donc on peut
utiliser la décomposition de Radon-Nikodym. Plus précisément on a la définition

suivante.

Définition 1.9. Une mesure pg est dite absolument continue par rapport a la

Capi p, si p(B) = 0 pour chaque B C Q tel que Cap; ,(B) = 0.

Définition 1.10. Soit u est une mesure de Radon positive dans 2. On dit que
1 est singuliere par rapport a la capacité Cap;,, si elle est concentrée sur un
sous-ensemble E C €, tel que Cap; ,(E) = 0. On note I'ensemble des mesures

positives singulieres par M,.

Comme conséquence de la décomposition de Radon-Nikodym, on a la propo-

sition suivante :
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Proposition 1.1. Toute mesure de Radon p a variation bornée dans €2 se dé-
compose d’une maniere unique u = pg + W, o €tant absolument continue
par rapport a la Cap;, et p, singuliere par rapport a la Capi, . En outre
to € L) + W=17(Q) ott W1 (Q) est le dual de W, 7 ().

Voir [30] pour la preuve. On est en mesure maintenent de donner la définition

de la solution renormalisée.

Définition 1.11. Soit p, une mesure de Radon a variation bornée. Une fonction

mesurable u est dite solution renormalisée du probleme

—Apu = p dans €,

(1.6)
uw =0 sur 0f),

si Th(u) € WyP(Q), Vk, ; et pour toute fonction continue ¢ dans Q on a

1
lim — |VulP2VuVpds = / pdut,
n=oon J{in<u<2n} Q
lim Ly |VulP2VuVpds = / wdu,
n—oon J{—2n<u<—n} JQ 7

et pour toute fonction h € WhHe(Q)NL>® (Q) et pour toute fonction p €
Whe (Q) N L™ (), telles que ph(u) € Wy (Q) on a

/ h(u)|VulP~2VuVedr + / B ()| VulP~*Vupds = / wh(u)duo.

0 " 0

weM (Q) peut étre décomposée en pu = o + pu — p; ol py est une mesure qui
ne chargent pas les ensembles de p—capacités nulles po € L*(Q) + W1 (Q) et

wul et p, les parties positives et négatives de p — pyo.
D’apres [41], on a le résultat d’existence suivant.

Théoréme 1.4. Soit y une mesure de Radon a variation bornée, alors le pro-

bléme (1.6) admet une solution renormalisée u telle que |u[P~! € L7(Q) pour tout

o < 5 et |Vulr™t € L7(Q) pour tout 0 < 2. Si de plus p > 2 — &, alors
)N

u € Wy¥(Q) pour tout ¢ < (p]\_]—il.
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Remarque 1.1. Dans le cas out g € L'(Q) + W~1#(Q), alors la notion de
solution entropique est confondue avec la notion de solution renormalisée, dans
ce cas on a l'existence et 'unicité de la solution. Dans le cas géneral, 'unicité de
la solution renormalisée reste un probleme ouvert. On renvoie le lecteur a [64]

pour plus de détails dans cette direction.

1.2.1 Les principes du maximums et de comparaisons

L’une des méthodes les plus utilisées dans la résolution des EDP de type
elliptique et parabolique est la méthode de sous-sur solution. Cette méthode
trouve son origine dans les théoremes de point fixe et les algorithmes d’itération.
En général, dans la théorie des EDP, cette méthode est fortement liée au principe
du maximum et aux résultats de comparaison. Une généralisation importante du
principe de Maximum a été obtenue par Brezis-Cabré dans le lemme suivant dont

la preuve se trouve dans [34].
Lemme 1.3. Supposons que h > 0 appartient a L>(2). Soit v la solution de

—Av=~h dans )

(1.7)
v=20 sur of2.

Alors,

v(z) '
m > C/Q ho Vo € Q,

ol ¢ > 0 est une constante qui depend seulement de Q et § = dist(x, ).

Il existe une version générale pour les opérateurs quasi-linéaires introduite

par Abdellaoui-Peral dans [7].
Lemme 1.4. Soit v I'unique solution positive de probleme

—Ayu=f dans

(1.8)
u=0 sur 0f),

oil f > 0 appartient & L®(Q). Alors pour toute boule B, C Q telle que By, C €,
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alors il existe une constante positive ¢ = ¢(r, N, p) Alors,

uP~ () ‘
— >
sv1(z) = I, f(y)dy V€€,

ou § = dist(x,00) .
Le principe de compaison suivant sera souvent utilisé par la suite.

Théoreme 1.5. Principe de comparaison Soit f une fonction positive, conti-
f(x,5)

nue telle que ;27 est décroissante pour s > 0 ot 1 < p. Si u,v € Wy* (€2) sont

telles que
—Apu > f(x,u), u>0inQ,

(1.9)
-Aypu < f(x,v), v>0inQ,

Alors u > v dans Q.

Pour la démonstration on (cite [7]). Comme on s’intéresse aussi aux probléemes
avec dépendance en gradient, on aura besoin d’une généralisation du principe du

maximum classique qui a été obtenu par Alaa-Pierre dans [13].

Lemme 1.5. Soit @ € LN*5(Q, RY), ¢ > 0, w la solution de
weWel(Q), Awe L'(Q),
aw—Aw < aVw dans D'(Q).
Alors w < 0.

Pour généraliser le Lemme 1.5, on utilisera souvent l'inégalité de Kato, en

particulier pour obtenir des estimations a priori.

Lemme 1.6. Inégalité de Kato
Soit u € L},.(Q2) telle que Au € L},.(2). Alors on a :

Alu| > sgn(u)Au au sens de  D'(Q)

Voir [37] pour la preuve.
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1.3 Cas parabolique

Comme dans le cas elliptique, on va présenter dans ce chapitre quelques défi-
nitions utiles qui seront utilisées pour étudier les problemes paraboliques associés.
On renvoie le lecteur aux références 23], [24], [25], [28], [41] et [44] pour plus de
détails. On commence par la définition suivante qui est la version parabolique de

la définition de la solution entropique dans le cas elliptique.

Définition 1.12. Soit 1 < p < oo, on dit que u € T P(Q x (0,T)) si Ti(u) €
LP((0,T); Wy(Q)) pour tout k > 0.

Définition 1.13. Soient f,ug sont des fonctions mésurables telles que f €
LY (Q7) et ug € L'(Q) ot Qp = Q2 x (0,T). Une fonction u € C((0,T); L*(2)) est

une solution entropique du probléme

u — Apu = f dans Qr = Q x (0,7,
u=0sur 9Q x (0,7, (1.10)
u(x,0) = up(x) dans 2,

SiueTy"(Qx(0,T)) et

/Q O(u — v)(T) + /[)T<Ut, Ti(u— ) + /QT<|W\P-2W, V(Te(u - v)))

/Q Ok (up — v(0)) + /SZT fTi(u—wv),

(1.11)
Pour tout k > 0 et pour tout v € L2((0,T), WyP(Q))NL®(Qp)NC((0,T): L'(Q))
avec v, € L*((0,T); W=17(Q)), o

O4(s) = /O CTi(t)dt.

Notons que

[ wTi(w)de = jt ( / @(u)dm) o [ Onlult)de— [ Oyu(0))dr = [ t [ wTi(u)deds

Le résultat suivant a été prouvé dans [64].
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Théoréme 1.6. Soit Q un ouvert borné de RY et soient f, uo des fonctions
mesurables telles que f € L'(Qr) et up € L'(2), alors le probléme (1.10) admet

une et une seule solution entropique

Dans le cas ou f est une mesure, on peut définir la solution renormalisée,
voir par exemple [63], pour la construction de cette solution et la relation avec la
capacité parabolique. Pour étudier les problemes paraboliques avec dépendance

en gradient, on va souvent utiliser le principe de comparaison suivant :

Théoréme 1.7. Soit u, v € C((0,T); L*(Q))NLP((0,T); Wy *(Q)), pour un p > 1,
avec |uy — Au| € L'(Qr) et |v; — Av| € L*(Qr). Soit une fonction de Cara-
theodory H(z,t,s) telle que, H(x,t,-) € C*(IR"Y) pour chaque (x,t) € Qp avec
sup |VH(z,t,8)| = h(x,t) € L*([0,T]; L**(2)), pour p, r > 1 et 2ﬁ +1 <1

s€lR p r
Supposons que u et v vérifient

IN

uw—Au > H(z,t,Vu)+ fin Q, vy — Av H(x,t,Vv)+ fin Q,
u(z,0) = w(x) in §, v(x,0) = wvo(x) in £,
(1.12)
ou f € LYQr), ug,vo € L'(Q) et vo(z) < up(z) in Q. Alors v < w in Q.

1.4 Quelques inégalités pratiques

Dans cette derniére section, on va présenter quelques inégalités pratiques qui
seront utilisées dans cette these et qui sont liées a la nature des problemes en
considération, comme l'inégalité de Hardy-Sobolev dans différents domaines et

avec différents poids.

Lemme 1.7. (Inégalité de Hardy-Sobolev) Soit 2 un domaine borné de R,

alors on a

1. Si 0 €, alors

p
AN, S de < /S2 |Vé|Pdz, pour toute ¢ € Wy (), (1.13)

[P

avec

Ay = (Np-;;)p' (1.14)
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La constante Ay, est optimale, indépendante de €2, et elle n’est jamais

atteinte, voir [47] pour la preuve.

2. Si 0 € 99, alors

2
() inf{%: 6 € WE(Q), ¢¢o}. (1.15)

avec p(Q) < p(RY) = NT2, alors la constante u(€2) est atteinte (pour plus
de détail voir [45]).

Puisque la constante n’est pas atteinte "cas ou 0 € Q" nous avons présenté

une version améliorée de I'inégalité de Hardy-Sobolev (pour plus de détail voir
[4]).

Théoreme 1.8. Soit 1 < p < N alors pour tout 1 < ¢ < p, il existe une

constante positive C' = C(N, p, ¢, ?) telle que pour tout ¢ € Wol’p(Q) on a

P a
/ |VlPdx — AN,p/ %da} > C(/ |Vgp|qd:r> , pour tout o € Wy (Q),
Q Q |z Q

Dans le cas ou le poids |z|P est substitué par (07(z) = dist(z, 0))?, alors
on a une nouvelle version de I'inegalité de Hardy-Sobolev, plus précisément on
a le théoreme suivant : (I'inégalité de Hardy-Sobolev avec poids suivante sera
utilisée pour avoir quelques estimations a priori locales, on se réfere a [53] pour

la preuve).

Théoréme 1.9. (L’inégalité de Hardy-Sobolev pondérée) Soit € un domaine ré-
gulier de RY et soit 67(x) = (dist(x,dQ)) ot ¢ < 1, pour toute fonction
»€CP(2), on a

1. Si ¢ < 1, il existe une constante positive C' dépendant seulement de N, 2

et o telle que pour toute ¢ € C3°(2), on a
o/ #2672 (z)dx < / IV6[26° () d (1.16)
Q Q

2. Sio = 1, alors pour tout R > 0 tel que 2 CC Bg(0), il existe une constante

positive C' dépendant seulement de N, R et  tel que pour toute ¢ € C§°(2),
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¢2
 J, Sartogl T

2dar;§/Q |Vo|*6(x)dx (1.17)

Notons que dans le cas ot ¢ = 0, le comportement de I'inégalité de Hardy avec
le poids §2(x) est différent par rapport au comportement de I'inégalité de Hardy
avec le poids |z|? au sens que I'inégalité de Hardy avec le poids §2(x) est fortement
lice a la géométrie du domaine €2 et la constante optimale est atteignable dans
quelques cas particulier. (Voir [36] pour plus de détails). Comme conséquence
des inégalités précédentes on a L’inégalité de Poincaré pondérée, voir [16] pour
des résultats plus généraux.

Théoréme 1.10. (L inégalité de Poincaré pondérée ) Soit Q0 est un ouvert borné

requlier connexe et considérons l’espace de Sobolev pondéré W&’Q(Q,w) défini

comme la complétion de C3°(Q2) par rapport d la norme suivante :

l|oll1 = 2]l L2,0) + I VO L2(000)5

ot w(z) = §%z) = (dist(x,002))* avec a > 1. Alors il existe une constante

positive C' dépendant seulement de €2, q et N telle que
|2, < ClIVUl| 2wy, pour toute u € Wy (Q,w). (1.18)

Comme le p-laplacien est un opérateur non linéaire, alors pour prouver des
estimations apriori on va utiliser la version générale suivante de l'identité de
Picone, ainsi que quelques inégalités algébriques fortement liées a la nature non

linéaire de p-laplacien.
Théoréme 1.11. (I’inégalité de Picone) Soit v € W, ?(Q) telle que —A,v > 0
est une mesure de Radon bornée v > 0, alors pour tout u € Wy (),

/Q|Vu|pd$2/ﬂ(m)(—Apv)dx.

pp—1

Lemme 1.8. (Inégalités algébriques) Soient &, & € RY, on a
1) Sip<2,
&1+ &fP — & — pl& P73 (&1, &) < Clp)l&l, (1.19)
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P_|c P _ p—2 _ M
|£2’ |§1| p|€1| <§17§2 £1> > C<p)(|€2‘ + ‘51’)2,:0‘ (120)
2) Sip>2,
&+ &l — 6 - 26 &) < P2 a2, (L2
C
&F — lal - ple e 6 &) 2 S jh —gl. (122)

Enfin, pour trouver le comportement asymptotique des solutions des EDP

paraboliques, on utilise souvent 'inégalité de Gronwall.

Lemme 1.9. I’inégalité de Gronwall Soit 7(.) est une fonction nonnégative,

et absolument continue sur [0, 7], qui satisfait p.p a l'inégalité différentielle

7' (t) < o(t)n(t) + (1), (1.23)
ou ¢(t),¥(t), sont des fonctions sommables sur [0,T], alors

n(t) < eo #)s [n(O) + /0 t w(s)ds] pour tout 0 <t <T (1.24)
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Chapitre 2

Probleme elliptique avec un

terme singulier et poids de

Hardy

Ce chapitre est le développement de Darticle [2].

2.1 Introduction.

Dans ce chapitre on va étudier le probleme elliptique quasi-linéaire suivant :

p—1
-A, PR Mz) dans €2,
@
u>0 dans 2, (2.1)

ol 2 est un domaine borné de RY qui contient I'origine, 1 < p < N et v > 0, h est
une fonction mesurable non négative vérifiant quelques hypotheses convenables
qu’on spécifiera dans chaque cas.

Les problemes avec terme singulier sont largement traités dans la littérature, on
citera par exemple [54], [14], [39],...

Le cas o p = 2 et A = 0 a été étudié dans [32]. Les auteurs ont prouvé que

pour toute fonction h € L'(£2), il existe au moins une solution distributionnelle,
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la régularité de la solution est obtenue en fonction de la régularité de h et des
valeurs de 7.

Pour le cas ou A > 0, la situation differe, si par exemple v = 0 et p = 2, alors
I’existence d’une solution positive est assurée sous une condition additionelle sur
I'intégrabilité de h dans un voisinage de l'origine, on renvoie a [8] pour compléter
la discussion dans ce cas.

Notons que par un simple changement de variable v = u'~* ot k = ﬁ, on
peut transformer le probleme (2.1) au probléeme suivant

| Dv|P A vP! 1
- A k(p—1 = h. 2.2
R S e e e 82

On renvoit a [27] et [17] pour un résultat plus complet dans cette direction, dans le

casou A = 0 et p = 2. Le but principal de ce chapitrei est d’analyser I'interaction
uP~

entre le poids de Hardy provenant du terme A K
x
afin d’obtenir une solution pour la plus grande classe possible de données h, on

et le terme singulier u™"

analyse aussi la régularité des solutions obtenues. Notre objectif est de généraliser
les résultats obtenus dans [32], pour le cas A = 0 et p = 2, ainsi que les résultats

de Particle [8] pour p # 2 et A > 0.

Ce chapitre est organisé comme suit : La section 2.2 est dédiée a présenter
divers arguments préliminaires, y compris les résultats de compacité qui seront
utilisés dans ce chapitre.

Dans la section 2.3 nous obtenons des résultats principaux de l'existence. No-
tons que les solutions obtenues sont au sens d’entropie défini dans le chapitre
précédent. Si v > 1, alors pour tout A < Ay ,, nous montrons I'existence d'une
solution positive pour tout h dans L'(2). Si 0 < v < 1, alors une condition
sur A est nécessaire pour l'obtention d’une solution pour une donnée h dans
L*(€). Dans ce cas nous prouvons également que sous une condition d’integrabi-
lité supplémentaire sur h, on obtient I'existence d’une solution dans un espace de
Sobolev convenable choisi pour tout A < Ay, La régularité ainsi que des résul-
tats partiels de I'unicité sont aussi obtenus dans la sous-section 2.4. Le cas d’'une
mesure de radon bornée est étudié dans la sous section 2.5. Nous prouverons que

si h = p, une mesure singuliére par rapport a la p—capacité associé¢ a Wy?(Q),
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alors le probleme (2.1) n’admet pas de solution positive dans un sens convenable
que nous préciserons ultérieurement. La preuve est basée sur I'utilisation des ar-
guments d’approximation et sur I'inégalité de Picone. Dans la derniére section,
nous présenterons d’autres extensions et quelques remarques en relation avec les
problemes étudiés.

Notons que u est une solution entropique du probleme (2.1) si

Vs
on posera alors F'(u) = )\W +— dans la définition 1.7. Il est clair que si u est
T u
une solution entropique du probléme (2.1), alors u est une solution distribution-
nelle de ce probleme. Nous réferons a [22] pour plus de détails sur les propriétés

des solutions entropiques.

2.2 Préliminaires et résultats d’existence

Théoréme 2.1. Supposons que 1 < pet F' € LY(Q). Soit {f, hneny C L®(Q) telle
que f,, — F fortement dans L'(Q). Considérons u,, € W, ”(Q), 'unique solution
du probleme

—Ayu, = f, dans ,

U, = 0 sur 01,

alors il existe u € Ty () telle que u est Punique solution entropique de (1.3),
avec Ti(un) — Ti(u) fortement dans W, ?(Q) et [Vu, [P~ — |[Vul[P~" fortement

dans L*(Q) pour tout s < 2.

Le résultat de compacité suivant sera utilisé systématiquement dans ce cha-

pitre pour obtenir la convergence forte dans des espaces de Sobolev convenables.

Lemme 2.1. Soit {u, } ,en une suite de fonctions non-négatives telle que {u, }ren
est uniformément bornée dans W,2"(Q), u, — u faiblement dans W,2"(Q) et
Up < U (un est croissante en n) pour tout n € IN. Supposons que —Apun > 0,

alors u,, — u fortement dans W,5”(Q).

loc
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Démonstration. Soit ¢ € C3°(£2) telle que ¢ > 0 dans 2. Puisque —Ayu, > 0 et
Up < U, / — Ay (u, —u)pde < 0. 11 résulte que
Q

/ (—Apun + Apu)(u, —u)pdr + /S2 —Ayu(u, —u)pdr <0,
Q
Donc,

/Q (\Vun]p_QVun - ]Vu|p_2Vu) (Vu, — Vu)pdw +
/ (uy, — u) (|Vun|p*2Vun - |Vu|p*2Vu) Vodx
Q

+ [ 1VuP (V= Vuode+ [ (w0 = )| Vul*VuVods < 0.

Puisque u, — u faiblement dans W, ?(€2), alors
| (= ) 1Vl 25ty = [Vl 2¥) Vo do 0,

et

| /Q [Vl Vu(Vu, — Vu)g o+ /Q (tn — )| VulP2VuVeé da — 0,
quand n — oo. Ce qui implique que

/ﬂ <|Vun|p_2Vun - |Vu|p_2Vu) (Vu, — Vu)pdr < o(1).
Sip > 2, on sait que
<|Vun\p’2Vun _ \Vu\HVu) (Vi — V)d > C|Vu, — Vul’s,

et alors le résultat en découle.

On considere le cas p < 2, dans ce cas d’apres (1.20) on a

|Vu, — Vul?
(IVun| + [Vul)>77

(|Vun\p_2Vun - \Vu\Hw) (Vi — Vu)o > C é.
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En utilisant I'inégalité de Holder nous arrivons a

|V, — Vul?¢ r
Vn—Vpd/-<</ d/) </ V| + |V pd/)
/sz Vu uf'g dv < o (|Vug| + [Vul)?=? v sz(| tnl +[Vul)'o dv
< o(1).
Et par suite la preuve est complete. O

En général, on ne peut pas démontrer que la suite {u, },en est bornée dans

1 L. . .
Wy(€2), alors sous des conditions de controle moins fortes, on peut avoir une
compacité "faible". Plus précisement, on a l’extension suivante du lemme précé-

dent.

Lemme 2.2. Soit {u, }nen C Wy (Q) une suite des fonctions non négative telles
que —A,u, > 0. Supposons que {u, }nen est uniformément bornée dans W,5(Q)
pour un certain ¢ vérifiant max{p — 1,1} < ¢ < p avec u, — wu faiblement
dans I/Vllocq(Q) et u, < u pour tout n € IN. Si ¢ < p, on suppose encore que
la suite {T}(un)}nen est uniformément bornée dans W,oP(Q) pour k fixé. Alors
VTi(u,) = VTi(u) fortement dans (L (Q))V.

loc

Démonstration. le cas p = 2 est étudié dans [8] et [61]. On prouve ici le cas général
avec une méthode différente et simple. Par un choix convenable de fonctions test,

et d’apres les hypotheses imposées dans le lemme 2.2, on obtient facilement que
[IVT(w)|| ey < [[VTk(tn)||Lr(x) pour tout domaine borné K CC Q.
Soit ¢ € C§°(£2) une fonction non négative, puisque u,, < u, alors

/sz —Apun(Ti(un)p) do < /Q — Ayt (Ty(u)9) da

< [ OV TP 2V Ty () VTx(w) di + [ Ti(w)| VP>V, Vo da
JQ JQ

1 1
< = [ OVTiun)Pde+ — [ oVT(u)P de+ | To(w)|Vua*Vu, Vo da.
bJa pJa Q

Notons que

/S2 — Ayun(Ti(tn)) dae = /S2 S|V T(n) P di + /ﬂ T () |Vt 2V, V 6 .
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Alors, par les calculs précédents il résulte

p—1 »
Z o <

p;l | VTP da+ [ (Tw) = Ti(wa) Va2V, Vo da.

Donc, on conclut que

n—oo

lim sup ¢(|VTk(un)|p—|VTk(u)\p> dx < 0 pour toute fonction test positive ¢.
Q

On pose w, = ¢Ty(uy,) et w = ¢Ti(u) ot ¢ € C°(2) et ¢ > 0, alors w,, — w
faiblement dans W, (). Du fait que w,, — w fortement dans L%(£2) pour tout

a > 0. Donc par les calculs précédents on obtient facilement que
0 S limsup(||an||Lp(Q) - HV/LUHLP(Q)) § 0.
n—oo

Comme ¢ est arbitrairement choisie, alors on conclut que VTj(u,) — VT (u)

fortement dans (L? (Q))" et le résultat en découle. 0

loc

Observons qu’en utilisant le Théoreme de comparaison 1.5, on obtient facile-

ment l'existence d’une unique solution positive du probleme

uP~! h
—Apu =X + dans €2,

[P (u+a)
u >0 dans €, (2.3)
u=0 sur 09,

avec h € LP(Q2) et a > 0. Il est clair que u, € Wol’p(Q)‘ De plus, si 0 < a0 < 3,
alors ug < u,. Puisque, A > 0, alors il n’est pas difficile de montrer que u(z) — oo
quand |z| — 0. Pour avoir plus d’information sur le comportement de la solution
au voisinage de 'origine on utilise les résultats obtenus dans [6]. On se réfere
aussi & [61], pour une étude complete sur ce sujet, notamment, sous la présence
d’un terme de réaction. Soit I’équation suivante :

wpP™!

(2.4)
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On cherche une solution radiale de (2.4), alors on pose w(x) = C |z, il résulte

que
-1

-2 “1y/ 1
<|w’|p w'r™ 1) = Py,
N—1

Donc on obtient ’équation algébrique suivante :

Da)=(p—-1a?—(N—-p)a? ' +1=0 (2.5)

Sous les hypotheses A < Ay, = (%)p, I'équation (2.5) posseéde exactement
deux solutions oy, < % < agp. On remarquera que si A = 0, alors a; , = 0 et
g = %, tandis que si A = Ay, o1, = oy

Si0 < A< Any, alors D'(a) = 0 si et seulement si a = %, et c’est 'unique
minimum de D. Si p = 2, alors aqy = # — /An2 — A et ags = % +
VAN2 — A

Nous commencons par prouver le résultat suivant qui nous donne une information
sur le comportement local d’une sur-solution quelconque dans un voisinage de

I'origine.

Lemme 2.3. Soit u € W,2”(Q), une sur-solution nonnegative du probleme (2.4),
alors si u Z 0, il existe une constante positive C' et une petite boule B,.(0) CC Q
tel que

u > Clz| " ***dans B,(0), (2.6)

ol o, est définit précédemment .

Démonstration. La preuve contient une simple modification des arguments uti-
lisés dans [6]. Nous incluons ici une bréve description de la preuve. Notons
que, puisque u > 0, alors par le principe de maximum fort nous obtenons que

u > n > 0 dans une petite boule B,(0) CC . Fixons une boule B, (0) et consi-

dérons le probleme

p—1
n—1

w,
—Ajw, = A dans B, (0),
- F ©) (2.7)

Wy =1 sur 0B, (0)

avec wo = 0. Par un procédé d’itération et par le principe de comparaison nous
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obtenons que u > w,. En revanche, il n’est pas difficile de montrer que w,

converge vers w, oll w résout

wP™!
—AP’LU = )\7]0 dans BT (O) s
|| (2.8)

w=n sur 0B, (0) .

Observons qu’on peut choisir C' > 0 telle que wy(x) = Clx|~*'», et aussi une
solution de (2.8).
11 clair que w < wy, pour montrer que w = w; NOus suivons scrupuleusement les

arguments utilisés dans [7]. Du fait que

—prl — pr .

-1 _ - Y
wy wp~1

alors, en utilisant (w; — w); comme fonction test dans 1'équation précédente et
suivons les arguments de [7] nous obtenons que (w; — w)y = 0. Ce qui implique
w = w; et alors

u>C x| dans B, (0). (2.9)

0

2.3 Résultats d’existence pour donnée dans L'((2).

Nous considérons le probleme suivant

p—1
—Aju = A hla) dans €2,

|x|P wy
u >0 dans , (2.10)
u=0 sur 0S2,

ou h est une fonction nonnegative, v > 0 et A < Ay,. Le résultat d’existence

principal dans cette section est le théoreme suivant.

Théoréme 2.2. Supposons que v > 1 et A < Ay, alors pour tout h € L}(Q), le

probléme (2.10) admet une solution distributionelle positive. Plus précisement
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1. Siy =1, alors u € Wy *(Q).

2. Si vy > 1, alors u € WLP(Q) avec (Tk(u))wflr1 € Wy"(Q). De plus si
p p A ytp—1 1,p
— > 0, al S Q).
o = ] > 0l ™5 W)

Démonstration. Soit h, = T, (h) et considérons u, l'unique solution positive du

probleme approximé

ub~! hy(2)
—Apuy = A 2] + (n + 117 dans €2,
Up >0 dans €, (2.11)
U, =0 sur of).

Puisque T},(h) est une fonction croissante en n, alors en utilisant le résultat de
comparaison du Théoréme 1.5 nous concluons que {u, },en €st une suite crois-
sante en n. Pour obtenir le résultat d’existence principal, on va prouver des
estimations apriori sur {u,}n,en €t aprés on passe a la limite dans un espace
convenable. On sépare la preuve en deux cas.

Premier cas : v =1.

Prenons u, comme une fonction test dans (2.11), on trouve

p h
/|Vun|pdw—)\/ U gy < [ Dt g < / hde = C, (2.12)
Q Ja |x|p Jo U, + Ja

par I'inégalité de Hardy-Sobolev, il résulte que

A ) | |Vu,|Pde < C.

1—
( Ay,  Ja

Donc {un}nen est bornée dans Wy (Q) et alors il existe u telle que u, — u
faiblement dans Wy*(Q) et u, 1 u fortement dans L*(Q2) pour tout a < p*.
Puisque —A,u,, > 0, en utilisant la monotonie de {u, }nen et par le Lemme de
compacité 2.1 nous obtenons facilement que u, — u fortement dans Wy”(Q).
Donc nous concluons que u résout le probleme (2.10).

Deuxiéme cas : v > 1

Puisque v > 1, alors en utilisant Gy (u,) comme fonction test dans (2.11) nous
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arrivons a

[ NG dz = [ M# = %u)zda (2.13)

Puisque Gg(u,) = 0 si u, < k, alors

/ w dr < / hdx.
Q (up + )7 k=1 Ja

Notons que pour tout a,b > 0 et pour tout € > 0, on a

(a+b) <a”+b° if o<1
(a+b) <(14+e¢ la+ 1+ if o>1

Puisque v?1Gy(u,) = (Gr(u,) + k)P71Gh(u,), alors en utilisant les inégalités

algébriques précédentes, on obtient que

1
uP Gr(uy) < (14 )P 2(Gr(un))? + (1 + g)pﬁkp*le(un) sip>2,

et
uffle(un) < (Gr(un))P + kP G(uy) sip < 2.

Do, grace a (2.13), il s’ensuit que

Galun))P
/|VGk(un)|pdx—/\(1+5)p_2/ (Crlwn))” )
t (Cilw) , i (2.14)
14 —\p—2pp-1 k(Un
A1+ 2% /Q St t/thx
sip>2,et
Gk ’LLn (Gk(un
Gr(u, — < \kPL dx
/|v W) d A/l e " i < Ak /s2 P /hdL
(2.15)

si1l < p < 2. Puisque A < Ay, choisissons ¢ suffisament petit (dans le cas p > 2)

et par I'inégalité de Hardy-Sobolev nous concluons

" (Grlun))

Oz, M Any) /Q VG (n) P dz < AP~ /Q et Clk k). (2.16)



2.3. RESULTATS D’EXISTENCE POUR DONNEE DANS L!((Q). 41

Par les inégalités de Holder, Young et Hardy-Sobolev il s’ensuit que
/ VG ()P da < C(e, k. A, Ay, ). (2.17)
Jo

Utilisons (7T (u,))” comme fonction test dans (2.11), en tenant compte de 'esti-

mation (2.17), il résulte que
/ (To(un) )~V T () [P dz < C(k, A, B). (2.18)
Q

h

(U1 + 1)77
découle que pour tout ensemble compact K CC Q, u; > ¢(K) > 0 dans K.

Notons que —A,u; > alors par le principe de maximum fort, il en
Par conséquent en utilisant le fait que u, > wu; pour tout n, on obtient que
un, > ¢(K) > 0 dans K. En combinant cette derniere affirmation et I'estimation

(2.18), on obtient que {Tk(uy) }nen est bornée dans WEP(€).

Alors par (2.17) nous concluons que {u, }nen est bornée dans W,27(€). Donc il
existe u € W,P(Q) telle que u, — u faiblement dans W,2”(Q) et u, 1 u fortement
dans L, (€2) pour tout a < p*. Comme dans le premier cas, en utilisant le fait que
—Apu, > 0 et la monotonie de {u, }nen, on peut prouver que u, — u fortement

ytp—1 +

WAP(Q) et alors (Th(un)) » — (Ti(u)) 7 fortement dans Wy (Q). D’ou le

résultat d’existence dans ce cas.

Si ’y(p +271)P — W/\p > 0, alors on peut prendre u] comme fonction test dans

(2.11), on obtient alors

A pty—1

[v( b Vup 7 |Pde < C.

)= —]
pty—1 Ay, Jo

Donc d’apres les mémes arguments utilisés dans les cas précédents, on obtient

ytp—1
Pexistence d'une solution positive u telle que u™ » € WP (). O

Remarque 2.1. Dans le cas extrémal A = Ay ,, nous pouvons prouver l’exis-

tence d’une solution dans les deux cas suivants :

1. Si v = 1, alors en combinant l'estimation (2.12) et I'inégalité de Hardy-
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Sobolev améliorée Théoreme 1.8, établie dans [4], on obtient que
/ |Vu,|?dz < C pour tout n > 1 et pour tout ¢ < p.
Ja

Alors {1, }nen est bornée dans W, () pour tout ¢ < p et donc u, — u
faiblement dans W, 9(€2). 1l est clair que u résout (2.10), au moins dans le

sens distributionnel.
1 N hn
zlP w17
ar le fait que {u,}nen est bornée dans Wy our tout ¢ < p et par
par le fait que {u,}nen est bornée dans Wy ?(Q) pour tout ¢ < p et p
u™t h
4_._
2P
(2). Par conséquent, une simple variation du résultat

up

n

Montrons que u,, — u fortement dans W,(£2). Soit g, = A

la monotonie de {u,},en on trouve facilement que g, — g = A

1
loc

fortement dans L
de compacité obtenu dans [22], nous permet de prouver que Vu, — Vu
p.p. dans 2. La convergence forte de {|Vu,|}nen dans L%(S2), pour tout
q < p est obtenu en utilisant un simple argument d’interpolation dans les

espaces de Lebesgue. Donc l'affirmation en découle.

2. Siy>1letl<p<2, alors en utilisant 'estimation (2.15), I'inégalité de
Hardy-Sobolev améliorée, de (Théoreme 1.8) ([4] pour plus de détail), et
pour ¢ proche de p, on obtient la bornitude de la suite {Gy(u,)}nen dans
Wol () pour tout ¢ < p. De la méme maniére, comme dans la preuve
du "deuxieme cas" du Théoreme2.2, il résulte que {u, }nen est bornée dans
W,L9(Q) pour tout ¢ < p. Donc u,, — u faiblement dans W,>(£2). Suivons la
méme discussion comme dans le cas 1 et en utilisant le résultat de compacité
du Lemme 2.2, on peut prouver que u, — u fortement dans W,5%(Q) et

que u résout (2.10).
Dans le cas v < 1, nous avons le résultat d’existence suivant.

Théoreme 2.3. Supposons que v < 1 et A < Ay,. Soit s > v fixé tel que
P » A _ N(s+p—1)
S — >0.5ihe L) eta> ,
=1 " A, () et a2 N 1) = (N = p)(s =)
alors le probleme (2.10) admet une solution distributionelle u telle que Ty (u) €
s+p—1

WoP(Q) etu » € WyP(R).

Démonstration. En utilisant (G(u,))* comme fonction test dans (2.11), il dé-

)
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coule que
s—1 Gk un
/wg%» NGWWPM—A/ d+/ " dr.
2 (2 19)
Il est clair que
s—1 P, — p P et
s [ (Culm)) VGl P do = s [ 19(Culu)) 5

Alors en utilisant les hypothéses sur s et suivant les calculs de la preuve du «

deuxieme cas » dans le Théoreme 2.2, on obtient que

(Gre=a? )y @S

Analysons la derniére intégrale dans l'estimation précédente. Puisque s > ~,

“pde<ck)+ [ 70’“(?‘))7) dz.
" (220

alors par les inégalités de Holder et Sobolev, il résulte que

/sz MCM < /Q hn(Gr(un))* ™" da

1yy
(un + n)
(s+p—1)p" G N(s+p-1) 1- G
st+p—1)p s+p—1)p* s +p— s+
< (/ (Gr(up)) ™ 7 dm) P (/ A NG - (N—p)—) d:];) g
Q Q

o1 : (s=v) ;
p— s+p—1
v |P d:L‘) .

<o [ 19 (Gutu)’

Ainsi, en mettant ensemble, la derniére estimation et (2.20) nous trouvons

([ 19w

Puisque v < 1, en tenant compte l'estimation ci-dessus, on peut prouver fa-

= \pdx) < C(k, h, s).

s+p—1
cilement que la suite {7j(uy) v Jnen est bornée dans Wy ”(Q). Donc nous
s+p—1
concluons que la suite {un ” }nen est bornée dans W, ?(€); d’oi 'existence
stp—1 s+p—1
d’une fonction mesurable u telle que un ©  — u” » faiblement dans Wy (Q).

Il n’est pas difficile de montrer que u est une solution de (2.10) dans le sens
des distributions. Suivant 'argument de compacité utilisé dans la preuve du

Théoréme 2.2, on peut prouver que Ty(u,) — Ti(u) fortement dans W, ”(Q) et
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stp—l s+p—1
un ¥ —u" fortement dans Wy (Q). O

Remarque 2.2. Si 7( P > — > 0, en choisissant s = ~ dans les
p

+7 - 1 AN D
calculs ci-dessus il en résulte que le probleme (2.10) a une solution u pour tout

h e L'(Q). De plus, u™ 7 € WEP(Q).

Dans le cas p = 2, on peut améliorer le résultat du Théoreme 2.3 dans le sens

suivant.

Théoréme 2.4. Supposons que A < Ay, et soit h € L'(Q) une fonction non

négative telle que hlz|~1=V42 € LY(Q) ott g9 = Y52 — /(

> M)Q

5 — A, alors le

probleme (2.10)(et p = 2) admet au moins une solution distributionnelle.

Démonstration. Soit u, 1'unique solution positive du probléme approximé (2.11)

(pour p = 2), en posant v, = |x|**?u,, il s'ensuit que v, résout le probleme
suivant :
I
— div(|x| " Vu,) = |q;y—<1—7>awm. (2.21)

Il est clair que {v, }nen est une suite croissante de n. En utilisant v comme une

fonction test dans (2.21), on obtient que

a12vn2 24 _/ / r = C.
g el eV Pe = [t it

y+l
Par conséquent, nous concluons que la suite {v,? }neN est bornée dans l'es-
+1
. 12/ -
pace de Sobolev avec poids Wy (|z|~*+2, Q). Donc Un2 — yy* faiblement dans

|

Wy (|z| =2, Q). Puisque v < 1, alors par un calcul direct, il résulte que

+1

—div(|z[2 Ve ) > 0.

Donc par la monotonie de {v, }nen et le résultat de compacité du Lemme (2.2),
2L a1
on peut prouver que va? — vy? fortement dans Wy*(|z|~*2, Q). En passant

a la limite dans (2.21), il en résulte que vy résout

h
—diV( ‘1’|_a1’2 Vvo) — ’x|—(1—7)a1,2 —
Vo
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au moins dans le sens des distributions. Définissons maintenant ug = |x| 2y,

_Es 1,2 u 1 ,
alors uy? € Wy (Jz|7*2,Q), A € L' () et up résout

P
U h(x
—Au=A—5 + (@)
2w

au moins dans le sens des distributions. O

2.4 Reésultats de régularité et d’unicité

Dans cette section on considere le probleme de régularité de la solution ob-
tenue dans la section précédente en fonction de la régularité de h et la valeur

p A
de 7. Pour s > 0 et A < Ay, nous avons défini K(s) = s( P )

P+ Ss— 1 B AN’p'
Une étude rapide montre que K atteint son maximum pour s = 1 et K(1) =
A
1- > 0.
Ay,

Théoréme 2.5. Supposons que v > 1 et h € L™(QQ) pour m > 1. Soit ug la
solution du probléme (2.10) obtenu dans le Théoréme 2.2. Alors

p+s—1

N
1. Sim > —, alorsuy © € WyP(Q) pour tout s > v tel que K(s) > 0.
p

N pts—1 1 1N ’
. , . —1) N/ y(N :
2. Sim < —, alors uy © € WyP(Q) ous:%,m’:%ﬁl

K(s) > 0.

Démonstration. Notons que grice au résultat obtenu dans le Lemme 2.3, il est
facile de voir que ug ¢ L*(£2). Supposons que m > % et soit u,, I'unique solution
du probléeme approximé (2.11). En prenant u? comme fonction test dans (2.11),

et par les inégalités de Holder et Hardy-Sobolev il résulte que

1

(s =) Ve pde < ([ de) ([ )™
pts—1 Any/ Ja Ja Ja

Puisque m > %, alors (s —y)m' < (s +p— 1)NL_p pour tout s > 0. Donc, en

choisissant s telle que s > v et K(s) > 0, et par I'inégalité de Sobolev, nous
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concluons que

s—

p p_ ) i P <C h m( 5 pd)s+p—l
(S(p—l—s—l) ANp /|Vun | € || ||L /|Vun | X .

s+p—1
, . , 1 N .
Par conséquent on obtient que {un ¥ },en est bornée dans WP (Q), d’ou exis-
s+p—1
. . . . Ty 1 ’
tence d’une solution distributionelle uy avec uq » € WyP(Q), alors le ré-

sultat s’ensuit dans ce cas. Supposons maintenant que 1 < m < % et soit

(p—1)N+m/y(N—p)
m/(N—p)—N

!

s = ,donc s > vy et (s —y)m' = (s+p — 1)7-. Par consé-
quent, prenons uf comme fonction test dans (2.11), en utilisant 165 inégalités de

Holder, Hardy et Sobolev et le fait que K(s) > 0, il résulte que

stp—1 stp—1 %
(s~ A) Vun 7 P de < Cllhllge ([ 1907 |de)+ g

p+s—1 AN,

stp—1 st+p—1

Alors {un * }nen est bornée dans Wy (Q) et donc uy * € Wy*(Q), qui est la
régularité souhaitée. O
Remarque 2.3. Dans le cas ou m > %, en utilisant I'inégalité de Soblev et par

(s+p—1)N
un argument d’itération il découle que ug € L N (€2). Donc, pour tout a > 0,

il existe A\, > 0 telle que si A\ < A,, alors ug € L*(9Q2).

On va analyser maintenant la question d’unicité. Plus précisement nous prou-

vons le théoréeme suivant.

Théoreme 2.6.
1. Si y = 1, alors pour tout h € L*(2), le probleme (2.10) admet une unique
solution positive u € Wy?(Q).
2. Si vy > 1, alors pour tout h € LY(Q) et Supph CC €, le probleme (2.10)

admet une unique solution positive u € Wy ?(Q).

3. Si v < 1, alors pour tout h € L™(Q2) et m = WJ\;)—J\H—? = (%)’ le

probléme (2.10) admet une unique solution positive u € Wy?(Q).

Démonstration. Nous donnons la preuve dans le cas v = 1, les autres cas sont

obtenus par un raisonnement similaire. Supposons que v = 1, par le résultat du
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Théoréme 2.2, le probléeme (2.10) admet une solution minimale u, € Wy ™?(Q).
Soit u; € Wy* (©2) une autre solution de (2.10), alors u; > wup. En utilisant

I'inégalité de Picone dans le Théoreme 1.11 appliquée a ug et uq, il s’en suit que

/ |Vu1|”dq;>/ Ao dx—/\/ di +/
|JL|”

Donc
(S — Ly de > 0
(= — =) de :
o Db b -
. 11
Puisque ug < wuq, alors nous concluons que / huf(— — —)dx = 0 et par
Q u) ug
conséquence

Up
/Q|vu1|pdx:/9(up—il)(—apuo)dx.

0
D’apres les résultats de [15] et [7] on obtient que ug = cuy pour ¢ > 0. En prenant
en considération que ug, u; sont deux solutions du probléme (2.10), il résulte que

¢ =1 et donc u; = ug. O

2.5 Cas d’une donnée mesure

Le résultat principal dans cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 2.7. Soit ;1 une mesure de Radon positive concentrée sur un ensemble
de Borel E tel que Cap; ,(E) = 0. Soit {hy, }nen une suite des fonctions bornées
positive telles que h, — u dans la topologie des mesures. Soit u,, I'unique solution
positive du probleme approximé
—Apu, = A ﬁl + hn(ml) dans €,
[P (un + 3)7

Up >0 dans ©, (2.22)

Uy, =0 sur 0€2,

alors
1. Siv =1, alors u, — 0 faiblement dans W ().

2. Siy > 1, alors u, — 0 faiblement dans W,>”(Q).
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D )\ ytp—1
— l)p % > 0, alors un, * — 0 faiblement dans
pr7v—= N,p

3.Siy < 1et
Wy (Q).

Démonstration. Puisque u, est une mesure singuliere par rapport a la capacité
Capi,p, voir la definition 1.10, alors pour tout € > 0, il existe un ensemble ouvert
U. CC Q tel que E C U, et Capyp(U.) < e. Par la définition de la capacité,
(voir définition 1.8), on obtient I'existence d'une fonction ¢. € C5°(2) telle que

¢. >0, ¢. =1 dans U, et
/ Vo |Pdx < e.
Q

En utilisant I'inégalité de Picone, voir Théoreme 1.11, nous obtenons que

_Ap(un+ l) p
N A DL 74 < Py < o
/Q (u, + %)p—l |0e[Pd < /Q |V |Pdr < e

Donc,

h" dr <
| e <e

Maintenant, par I'inégalité de Holder, on trouve que

U s )™ ([ o)
hn p+x*1 -0

Nous affirmons que, pour tout ¢ € C3°(£2),

IN

hn
/UE (U + L) da

n

IN

. h, -
L, Jo T+ D=0

h h
[ / _
Izl /U ot D P oo s Iy

lolost [ ot oplolde

9| dx

—

=

3

|

S

=
<
I
<
I

IN

Puisque p(Q\ U:) = 0, on peut choisir une suite {h,},en de telle sorte que
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Supp (h,,) C Ue si n > ng. Alors

h
—— 1 |pldx = 0si n > ny.

./Q\Ug (un + %)VW ! =T
Donc

| h B

et affirmation en est déduite. En utilisant le méme calcul et par 'inégalité de
Hoélder, il n’est pas difficile de voir que

lim fin

SN %)agbdx = 0 pour tout a > 0 et pour tout ¢ € Cg°(€2). (2.24)

Rappelons que v > 1. Si 7 = 1, en suivant les arguments utilisés dans la dé-

monstration du Théoréme 2.2, on obtient que la suite {u,},en est bornée dans

Wy (©). Si v > 1, nous pouvons prouver que la suite {u, },en est bornée dans
yt+p—1

WLP(Q) et {(Ti(un)) » }nen est bornée dans W, (). Soit ¢ € C°(Q), alors

en utilisant le fait que

n—oo

lim / —Apunqﬁd:r:/ —Ayupdx
Q Q

et par le résultat de l'affirmation précédente, nous concluons que

uP ™1
— Apu = )\W dans D'(Q). (2.25)
x
Si vy =1, alors u € WyP(Q), puisque A < Ay, alors u = 0.
En supposant que v > 1, en suivant les arguments de la preuve du Théoreme 2.2,

on obtient facilement que Gy(u) € Wy(€2). Par un argument d’approximation,

nous pouvons prendre G (u) comme fonction test dans (2.25), donc

/Q VG ()| dz = /\/S Gl

N (5

Par conséquent, en utilisant 1'inégalité de Hardy-Sobolev, nous concluons que
Gr(u) = 0 pour tout k > 0 et alors u = 0.

On considére maintenant le cas 0 <y < 1 et y(;:2=5)" — ﬁ > 0. D’apres le
P
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ytp—1
résultat du Théoréme 2.3 et la Remarque 2.2 nous savons que la suite {un ”  }nen

est bornée dans W, *(Q). Alors, il existe une sous-suite encore notée {uy hnen, telle
ytp—1 4p—1

que un © —u » faiblement dans WoP(Q). 1l est clair que u résout (2.25),

alors, en utilisant un argument d’approximation, on peut prendre u” comme

fonction test dans (2.25) pour obtenir que
v+p—1

’y/ w T VulP do = /\/ Y e
Q o |zp

p > —
p+v—1 AN,p

Puisque ~( > 0, alors u = 0 et le résultat en découle. O

Nous traitons maintenant le cas ot pu = u, + f avec f € L'(Q) et p, € M,.
Soit {gn }nens { fn}nen deux suites de fonctions bornées non négatives telles que
gn — p dans la topologie de mesures et f, — f fortement dans L'(Q). Nous

avons le résultat suivant.

Théoréme 2.8. Soit u,, I'unique solution positive du probléme approximé (2.22),
avec donnée h, = g, + f., alors il existe une solution distributionelle uy du
probleme
w b f
— Apu = A—— + == dans D'(Q). (2.26)
u

P

De plus,
1. Siy =1, alors u, — uo faiblement dans W, " (€2).

2. Si~y > 1, alors u, — uo faiblement dans W,2”(Q).

P A ytp—1 ytp—1
»— > 0,alorsun ' —wuy ”
+7 - 1 [\Pﬁp

3.S10<y< ety faiblement
p

dans W, 7(Q).

Démonstration. Par les mémes arguments que ceux de la preuve du Théoreme

(2.7), nous obtenons que

lim
n—xm.gl(un

iinwﬂs dx = 0 pour toute ¢ € C5°(2).
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Soit w,, I'unique solution positive du probleme

wgil fu()
—Apw, = A e + (0n + %)7 dans €,
wy, > 0 dans €,
w, =0 sur 02,

Comme u,, > w, > w; pour tout n > 1, alors pour tout ensemble compact K de
2, on a u, > C(K) > 0 pour tout n.

Siy > 1, alors par le résultat de régularité obtenu dans le Théoreme 2.7, il résulte
que la suite {u, }nen est bornée dans W, () (resp. dans WLP(Q)) si vy = 1(resp.
si v > 1). Donc on obtient I'existence de ug € Wy *(€)(resp. dans W, 27(Q)) telle
que u, — g faiblement dans Wy (Q) (resp. WoP(Q)). Il est clair que u résout
(2.26).

Siy<1ety( P
p

=
+ Y= 1 AN,p
y+p—1 y+p—1 1
2.8, on peut prouver que un © — wu, ” faiblement dans Wy?(Q) et que ug

> 0, par le résultat de régularité du Théoreme

résout le probleme (2.26). O

2.6 Remarques et Extensions.

Dans le cas d’'un domaine non borné, le poids |z|7? est dégeneré a l'infini, alors
pour assurer I'éxistence on a besoin d’ajouter des conditions sur h ou . Dans
cette section on consideére le cas ot Q = IRY. Nous avons le résultat d’existence

suivant.

Théoréme 2.9. Considérons le probleme

p—1
Y hz) dans RV,

[z w (2.27)
u>0 dans RV,

—Apu = A

Alors

1. Si v = 1, alors pour tout h € LY(IRY), le probleme (2.27) admet une
solution u € DY (IRY) .
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2. Si v > 1, alors pour tout h € L'(IR"), le probleme (2.27) admet une

ytp

solution u telle que Gy(u) € D'P(IRY) et (Tj(u)) e Dlp(IRN) pour

Py A lors w5~ € DY(RY
+’y—1) AN,p>0aorsu € (IR™).

P — 2= - >0, alors pour tout h € L'(IRY), le probleme

tout k > 0. De plus si y(
p

3.Sify<1et’y(+71 our
(2.27) admet une solutlon u telle que u~ » € DY(IRY).

4. Siy<1lethe L™ RY)avec m = (f"—) alors le probleme (2.27) admet
une solution u telle que u € DM (IRY).

Démonstration. Soit u, I'unique solution du probléme approximé suivant

ub™? hn(x)
—Ayu, = /\‘ T + (0 + 177 dans B, (0),
Un > 0 dans B, (0), (2.28)
Uy, =0 sur 0B, (0).

Il est clair que {uy, }nen est croissante en n. Commencons par le cas v = 1. En

prenant u,, comme fonction test dans (2.28), on trouve que

p - h
o |Vl d =2 Un gy < U gz < [ hde.
n( J By, (0) + 1 .
n RN

JBa(0) [P n

Alors, en utilisant I'inégalité de Hardy-Sobolev et en posant u, = 0 dans IR\ B,(0),

nous arrivons a

(1- A ) / Vun|Pdz < C.

RN
Donc {u,}nen est bornée dans D'P(IRY) et alors u, — u faiblement dans
D (IRN) ot u résout (2.27). En utilisant la monotonie de la suite {u, }nen en
n et par une simple variation du résultat de compacité du Lemme 2.1, on peut
prouver que u, — u fortement dans D'?(IRY).
Dans le cas ot v > 1, nous prenons Gg(u,) comme fonction test dans (2.28) et
en reprenant le méme calcul que dans la preuve du Théoreme (2.2), on obtient
le résultat d’existence.
Le cas 0 < v < 1 se déduit en utilisant les arguments de la preuve du Théoreme

2.3. O



Chapitre 3

Probleme elliptique non-linéaire

singulier avec terme en gradient

Le résultat principal de ce chapitre est une généralisation des ré-

sultats obtenus dans [3].

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de discuter 'existence d’une solution positive pour
un probleme elliptique semi-linéaire avec une dépendance en gradient et un
terme singulier. On rencontre ce type de probleme dans I’étude des fluides non-
newtonien, des phénomenes de couche limite pour un fluide visqueux, catalyseur
hétérogene chimique, ainsi que dans la théorie de la conduction de la chaleur
dans les matériels électriques

Il s’agit de traiter le probleme suivant :

—Au = |Vul? + /(@) dans ,
9(u)
u >0 dans €2, (3.1)
u=0 sur 052,

ott 2 C RY est un domaine borné et ¢ : IR, — IR, est une fonction continue

croissante avec des conditions a préciser ultérieurement, 1 < ¢ <2 et f € L*(Q)
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une fonction non négative. Notre but est de trouver des conditions optimales
sur g de telle sorte que le probléme admet une solution distributionnelle pour
f € LY(€). Dans le cas ot ¢ = 2, on démontre aussi, que sous certaines conditions

convenables sur f, il existe une infinité de solutions positives.

Le cas sans gradient est déja traité dans [32] ou g(s) = s, les auteurs ont
prouvé I'existence, la non-existence et la régularité des solutions en fonction de
la régularité de f et de la valeur de «.

Dans le cas ou g(s) = 1, alors notre probléme est réduit au probléme suivant

—Au=|Vu|*+ f dans Q,

(3.2)
u=">0 sur Of),

Le changement de variable v = e* — 1, transforme le probléme (3.2) au probleme

—Av = f(l4+wv) dansQ,
v=>0 sur o).

Soit A; est la premiere valeur propre du laplacien, avec condition au bord de

Dirichlet. Si on a 0 < Ay < f(z) pour z € €2, alors on obtient que
—Av=f(1+v)>Nv+f.

Ce qui est une contradiction avec la définition de la premiere valeur propre A;.

Donc si A\; < f, le probleme (3.2) n’a pas de solution positive.

Considérons maintenant le cas le plus général

—Au=|Vul?+ \f dans Q,

(3.3)
u=20 sur oS,

Avec 1 < ¢ <2,A > 0et f > 0. Sion suppose que (3.3) admet une solution, alors
en utilisant |p|¢ comme fonction test dans (3.3) avec p € C(Q), et ¢ = =1
on obtient

q / VuVpp? tdr = /|Vu]qg0q/dx+)\/ fo?dx
Jo , Jo
Q
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L’inégalité de Young implique que

/. VuVpp? lde < C / V|77 da + C, / Vol da,
Q Q Q

alors f doit étre telle que
)\/f|<p|q/dac < CQ/|VQO|q/ dx. (3.4)
o) o)

On a la définition suivante.

Définition 3.1. Soit f € L'(R2), f est dite poids admissible si

[ 1Vl da .
c(fy= i  Jo T T g 1
goecgo(sz),go;a'/:()/ f(l)|(p|q,dl q—l
Q

Par conséquent, I'existence d’une solution distributionnelle positive est assu-
rée sous la condition que f un poids admissible et que A < A;. Notons que cette
condition est verifiée si f € L™(Q2) avec m > %.

Le but de ce travail est de prouver que, sous des conditions naturelles sur g,
le terme % "a un effet" régularisant dans le sens ou le probleme admet une
solution dgistributionncllc pour toute fonction f dans L'(€2).

Les problemes avec terme en gradient sont largement étudiés dans la littéra-
ture, on peut citer par exemple [5], [31], [27]... Le probleme avec terme singulier
"sans le terme en gradient" est connu dans la littérature sous le vocable equations
de Lane-Emden-Fowler, en particulier pour le cas g(s) = s®, on peut citer les
travaux [48], [49] et [50] ou les auteurs se sont limités au cas ou f est réguliere.
Sous cette condition, ils ont prouvé I'existence d’une solution "réguliere" par la
méthode de sous-sur solutions.

Pour le méme type de singularité, et sous la présence du terme de gradient
et pour a > 0, les auteurs dans [70] et [69], ont prouvé I'existence d’une solution
"'réguliere" toujours sous des conditions de régularité sur f.

Ce chapitre est organisé comme suit : La premiere section est consacrée a

présenter comme préliminaire le principe de comparaison qui sera utilisé par la
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suite. Dans la deuxieme section on traitera le cas particulier ¢ = 2, on démontre
I'existence d'une solution distributionnelle sous des conditions convenables sur
g. Notons que dans ce cas, si la solution existe, alors elle a une régularité expo-
nentielle, donc pour controler le terme f, on a besoin que g ait un comportement
exponentielle a I'infini. Dans la méme section, on prouve que notre condition est
optimale dans le sens que si elle n’est pas verifiée, alors on peut trouver f € L()
de telle sorte que le probléme n’admet pas de solution. Comme conséquence, si
g(s) = s, alors il existe f, € L'(2) telle que le probleme (3.1) n’admet pas de
solution. La démonstration est basée sur un changement de variable qui trans-
fome notre probleme en un autre probléme semilinéaire sans le terme du gradient

et plus simple a traiter.

Le cas ¢ < 2 est totalement différent et il sera traité dans la troisieme section.
Pour simplifier 'exposé des résultats on considere le cas g(s) = s*. Notons que
pour ce cas, il n’y a pas de changement de variable "raisonnable" pour réduire
la difficulté engendrée par le terme en gradient. On procede par approximation,
on considere dans la premiere partie le cas des données régulieres, dans ce cas
on n’a pas besoin d’imposer de condition sur «. Pour passer a la limite, dans le
cas o f € L'(f2), une condition naturelle est imposée sur o. Pour des raisons
techniques, nous séparons la preuve en deux cas 1 < ¢ < 1+ % et 1+ % <q<2.
La derniere partie de la section est dédiée au passage a la limite et & prouver
le résultat d’existence principal pour tout f € L!'(Q). La derniére section sera
consacrée a traiter le probleme de multiplicité des solutions positives pour ¢ = 2,
sous certaines conditions d’intégrabilité sur f. Une extension au cas q¢ # 2 est

donnée comme remarque a la fin de la section.

3.2 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons utiliser un résultat de comparaison apparu dans

le Lemme 1.5 et qui est une conséquence du résultat de comparaison de [13].

Lemme 3.1. Soit g une fonction bornée non négative et a,a > 0. Supposons
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que
H:RYN — RY verifie H(E) < A, |H(&) — H(&)| < C)é — &), VL& € RY.

Considérons wy, wy deux fonctions positive telles que wy, wy € Wy 2(Q) N L>(Q),

vérifient p
—Aw; < H(Vw;) + ————— dans Q,
V) oy (3.5)
wy = 0 sur 0.
et g
—Awy > H(Vwy) + ————, dans €,
(w2 +a)* (3.6)
wy = 0 sur 0.

alors wy > w; dans €.

Démonstration. Considérons w = w; — wy, donc w € Wy(Q) N L®(Q), il suffit

alors de prouver que w™ = 0. Par (3.5) et (3.6) il s’ensuit que

1 1
—Aw < H(Vw;)— H(Vwy) + ( - >
w s HNw) = HVw) + 9\ o= ~ o v ae
< ClVw|+ < ! — ! )
= N+~ (ws +a)
. 1 1 s
Puisque ( — > < 0 sur 'ensemble {w > 0}, alors en utilisant
(w1 +a)*  (we + a)®

I'inégalité de Kato Lemme 1.6, on trouve que
—Aw; < |Vw,], wy = maz{w,0} € Wy?(Q).
Par conséquent, en utilisant le principe du maximum introduit dans le Lemme

1.5, on arrive a montrer wy = 0 et alors on obtient notre résultat. O

Comme conséquence, on obtient que le probleme

—Aw = H(Vwsy) + , dans ©,

(wg + a)®
w = 0 sur 092,

admet une unique solution positive w € Wy () N L®(1).

On désignera par C' toute constante qui peut varier de ligne a ligne. Parfois,
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lorsque cela est nécessaire, on explicitera la dépendance de la constante C par
rapport a certains parametres. Puisque on ne considere que les données non

négatives, donc les solutions obtenues sont positives par le principe du maximum.

3.3 Le cas ¢ =2: résultats d’existence

Dans cette section, on considere le cas ¢ = 2, plus précisement on a le résultat

d’existence suivant.

Théoréme 3.1. Soit g : IR, — IR, une fonction continue et croissante telle que

e —1

9(s)

< C pour s > 0, (3.7)

alors pour toute fonction f € L*(), telle que f = 0, le probléme

f

—Au = |Vu> + %~ dans Q,
9(u)
u >0 dans €, (3.8)
u=0 sur 052,

a une solution distributionnelle minimale u telle que v € W, 2(Q) et f&—1L €

g(u)
Ll(Q).

Démonstration. On procede par approximation. Soit { f,, }nen C L°(2) une suite
de fonctions non négatives telles que ||fn||z1@) < C et f, T f fortement dans
LY(Q). Soit u, € Wy*(2) N L=(Q) 'unique solution du probleéme

—Au, = |Vu,|* + Ju dans ,
g

(un) + 1
Up >0 dans €,
Uy, =0 sur of).

(3.9)
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Pour prouver I'existence de u,,, on considere le probléme auxiliaire suivant :

1
—Av, = Julvn 1) - dans Q,
g(log(vy, + 1)) + -
v, >0 dans €, (3.10)
v, =0 sur 052,
1 D, . ,
Soit D, (s) = (s +1) T, il est clair que () est strictement décrois-
g(log(s +1)) + = s
Dn(s)

sante pour s > 0 et lim = 0. Soit la fonctionnelle suivante

§—00 S

) =5 [ IVoPdz =~ [ fBu(v)de.

ot Dy(s) = J& Dy(0)do. En utilisant les propriétés de D, on peut prouver faci-
lement que .J, est bornée inférieurement. Notons que les points critiques de .J,
sont des solutions de (3.10). Par un argument de minimisation classique et par
le résultat de comparaison du Théoreme 1.5. On obtient l'existence d’un point
critique v, de J,. Il est clair que v, € Wy (Q) N L®(Q) et v, < vnyq. Par le
principe de comparaison dans du Lemme 3.1, on déduit alors que v, > v, 1. On
pose u, = log(v, + 1), alors w, est une solution de (3.9). Nous affirmons que,
pour tout ensemble compact K C €2, il existe une constante positive C(K) telle
que u, > C(K) dans K pour tout n > 1. Pour prouver cette affirmation, on

considere w, I'unique solution positive du probléme.

A — — 2 xe
w o(w) 71 dans €,
w >0 dans (2,
w=20 sur 0f).

Puisque {f, }nen est une suite croissante, alors nous concluons que

fi

—Au, > ——.
g(uy,) +1

1
Comme ﬁ est une fonction décroissante pour s > 0, alors par le principe
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de comparaison du Théoreme 1.5, il s’ensuit que u, > w dans €2. Par le principe
du maximum fort, il en résulte que w > C(K) dans K, d’ou Paffirmation.

Nous estimons que {u, }nen est bornée dans Wy2(€2). Pour prouver cette estima-

tion prenons 1 — comme fonction test dans (3.10), il résulte que

+ vy,

Iul futin
[zu+u@2‘lzmma%+4»+

1
n

Par (3.7) nous obtenons
s

- - <,
g(log(s+1)) =
Alors

|V, |? . ,
/ ——— < C uniformément en n.
o (14 wv,)?

Vv

Puisque Vu,, = —:1, alors 'affirmation s’ensuit.
n

Nous estimons que {e?" — 1}y est bornée dans W, *(Q) pour tout § < 3.

. . . 7’ 2(;Un .
Nous montrons I'estimation, considérons v.(z) = eT+sen — 1 comme fonction test

dans (3.9), il suit que

t : 20un 2(5 : 28un, f
2 — 1+eun 1 _— — 2 / 14+eunp — 1 7,’1
/Q [V /Q “ ( (1 +€un)2)|Vun\ dot Q(e : )g(un) +

3=

Puisque [, |Vu,|> < C, alors, en faisant € — 0, il suit que
(1 - 25)/ 2 |V, |*de < C
Q

et

S _ fn
/9(62 1)7g(un) I <C

uniformément en n. D’otl, nous obtenons 'existence d’une fonction mesurable u
telle que u,, T u p.p. dans Q et u, — u faiblement dans WOI’Z(Q). Par le Lemme
2.1, on trouve que u, — u fortement dans W, ().

Par conséquent, en passant a la limite en n, nous trouvons facilement que u

est une solution du probleme (3.8) dans le sens des distributions. Il est clair que

/ e”|Vu|*dz < oo pour tout § < 1. O
Q
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Remarque 3.1. La condition (3.7) imposée sur g est optimale, dans le sens que
si, pour a < 1,
g(s)

lim sup == < o0, (3.11)

S§—00 e
alors il existe une fonction f € L'(Q) telle que le probléeme (3.8) ne posséde pas
de solution u avec u € Wy (). Pour voir ¢a, nous assumons que u € Wy?(€),

une solution positive du probléme (3.8), alors
/ 20 Vy2de < C
Q

et

Donc e — 1 est bornée dans W, () pour tout o < 2. Nous mettons v. =

Jo eT=ds, alors v, résout

f@HLeu

u 1
Vaulfers (1- —— ).
gy IVl ( <1+eu>2>

Puisque v. — v = e* — 1 fortement dans W 7(Q) pour tout o < %, mettons

—Av, =

e — 0, il suit que

—Av>Cf(v+ 1) (3.12)

avec f(v+ 1) € L(Q). Sans perte de généralité on peut supposer que 2 =
By(0) et f(x) = %, N >3, ou 7 << 1, il est clair que f € L*(2). Puisque v
satisfait a (3.12),|J;Jlors nous pouvons prouver que v(z) — oo quand |z| — 0. En
revenant au probléme (3.12), nous concluons que v > dans B,.(0) CC

i
By (0). Alors

flo+ 1) > ¢

= |z|@-a®W-r)-2(1-a) dans B,(0).

Puisque a < 1, alors nous pouvons choisir 7 suffisament petit tel que (2 —a)(N —
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7)—2(1—a) > N, ce qui est une contradiction avec le fait que f(v+1)'7* € L1(Q).

Comme conséquence de résultat de non existence précédent on a la proposi-

tion suivante.

Proposition 3.1. Supposons que g(s) = s%, alors il existe f, € L}(§) telle que
le probleme (3.8) n’admet pas de solution dans le sens que si u, est la solution

minimale de (3.9), alors u,(z¢) — 0o pour n — oo, uniformement en x

Démonstration. Procédons par 'absurde, supposons qu’il existe un xg € €2 tel
que u, (7o) < C uniformément en n, alors e*#(@0) — 1 < e“ — 1. On pose v, =

e — 1, il est clair que {v, }nen est une suite croissante en n et qui vérifie

fo(v, +1)

—Av, — .
7 (log(v, + 1) + L)e

Comme v, (zg) < C, alors en appliquant le Lemme 1.3, il résulte que

0(z)dr < C uniformément en n.

/ fa(vn + 1)

(log(vy, +1) + 1)°

Par conséquent
[onllz1@) + [[Av[ 12 (@) < C. uniformément en n.

D’otl, par le Lemme 1.2, il existe v € W27 (Q), 0 < 25 tel que v, 1 v fortement
dans L. (€2) pour tout a < 5 et v, — v faiblement dans Who(Q),0 < 2= 1

est clair que v est une sur solution du probleme

—Av > Sl = fD(v) dans D'(Q) et fD(v) € L, ()

= Tog(v 1 1)) (3.13)

?

Sans perte de généralité on peut supposer que 2 = B;(0) et f(x) = mﬁ ou
s+1

N > 3 et § << 1 a déterminer ultérieurement, ou D(s) = ———————. Par
(log(s+ 1))
. D(s) .
le fait que 7 0 quand s — oo pour tout S < 1, et par le principe de
s

maximum fort on obtient facilement que v > C dans B,(0) avec r << 1. Alors

C
—Av > PR dans B,(0). D’ou v >
T

W dans B,.(0). Donc, pour tout
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f < 1il existe rp << 1 petit tel que fD(v) > PGt dans B,,(0). Pour
B et e tels que (0 + 1)(N — ) — 20 > N, il découle que fD(v) ¢ L'(B,(0)), ce

qui est une contradiction avec (3.13), d’ou la conclusion. O

3.4 Reésultat d’existence dans le cas : 1 < ¢ < 2

Dans cette section on considere le cas général ¢ < 2, alors le changement
de variable utilisé dans le cas ¢ = 2 ne permet plus d’éliminer le terme en
gradient, par conséquent nous devons utiliser un argument différent afin d’obtenir
des estimations a priori. Nous commengons par une analyse du cas ou f est

"'réguliere’. Le résultat principal dans cette direction est le suivant :

Théoréme 3.2. Soit f € L>(£), alors pour tout «,a > 0, le probleme

—Au = |Vu|? + S dans Q,
(u+ a)*
u >0 dans €, (3.14)
u=>0 sur 0f),

admet une solution minimale positive u, telle que u, € VVO1 2(Q) et G7(u,) €

1,2 \ N-2)(qg—1
WO (Q) ou o = %

Démonstration. Soit u, € Wy() N L*®(R) I'unique solution positive du pro-

bleme approximé

[Vu,|! f
—Au, = ~ dans Q,
R TR LV L CYR P
Up > 0 dans {2, (3.15)
Up, =0 sur 052,

I’existence et 'unicité de u,, sont une conséquence immédiate du résultat classique
obtenu par Leray-Lions en [55] et le résultat de comparaison obtenu dans le
Lemme3.1. Il est clair que {u, },en est une suite de fonctions croissantes en n.
Nous séparons la preuve en deux cas selon la valeur de q.

Premier cas : 1+% <g<2.
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Nous suivons a la lettre 'argument utilisé dans [52]. Soit o = %, alors

o > 1, considérons s = 20 — 1, il est clair que s > 0. En utilisant [Gy(u,)]” =

[Ge(u,)]?° " comme fonction test dans (3.15), il s’ensuit que

s /Q [Gr(wn)]" ™ [VGi(un)* do < / IV G (n)]? [Grolun)]® da+ / m

] [Gr(un)]” de,

d’ou

S V Gk Unp, d£C<
(=) [ 19 Gt f o

/|VGk wn)|? [G()] dH/ (e (Celw dr =Tt 1y

Nous analysons chaque terme dans le premier membre de I'inégalité précédente.

Par I'inégalité de Holder, il résulte que

Observons que (3(1 -4+ g) 272(1 = ¢2*, alors par 'inégalité de Sobolev,

L <c, </Q v ([Gk(un)]a)|2 dgj)%(qﬂ*(l—%)) '

On considere maintenant le terme 5. En utilisant a nouveau 'inégalité de Holder,

il s’ensuit que

f f 20—1 ;
I = /Qm[gk(un)] dx

g ()

Puisque f € L*°(2), on peut choisir m = %, et donc (20 — 1)m' = 02*, par

IN
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conséquent, en utilisant I'inégalité de Sobolev, on déduit que

*

x o (19 (Getum) d) .

I 3
? (k+a

On pose Yy, = ||[V([Gr(un)]?||12(02), alors par (3.16) et 'estimation obtenue anté-

rieurement, nous concluons que

4
¥ y2<q yk(

(s+ 1)2

a+2*(1-%)) & z
(k+ a)>

m/ m/ N

En utilisant le fait que 2 — 2 = 2 (¢ — 2) et (q +2*(1 — g)) - =2 (¢ —q)),
nous obtenons que
2 (¢ ~2) 2 (d'—q) C3

ClYk - CQ}/}{: S E
Soit F(t) = clt%(q/_” — CQt%("/_Q), alors, pour t > 0, I est une fonction concave
et admet un maximum unique t* avec F'(t*) = F*. Choisissons k > k* suffisament

c . .

grand tel que k—i < %, il est clair que I’équation F(t) = % admet deux racines
t; et tg telles que 0 < t; < t* < ty. Puisque k& > k*, alors soit Y, < t; ou Yy > to.
Du fait que u® € W, ’Q(Q), on déduit que Yy, < t; < t*. En conclusion, nous

faisons I'usage d’un argument de continuité, nous obtenons
IV ([Gk(un)]U)HL2(Q) < §* pour tout k > 0. (3.17)

Puisque |V(Gy(u,)?)| = 0GS 7 (u,)|VGr(uy)|, en utilisant que o > 1, et (3.17),
il découle que

IVGr(un)l|r2() < C(k). (3.18)

En introduisant Ty(u,) avec k > k*, comme fonction test dans (3.15), et par

I'utilisation de I'inégalité de Young, nous obtenons que

/ VT (u)|? dee <
Q

<k [ IVTu(u)l"da + & [ [9Gi(un)lida + Ck:
Q Q
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Puisque ¢ < 2, alors a l'aide de I'inégalité de Young et pour ¢ suffisament petit,
on aura

/ VT (u,)|)? de < C for every k > k. (3.19)
0

En combinant (3.17), (3.18) et (3.19), nous concluons que [[un||y1.2 ) +lufllyyr2(q) <
M. 1l est clair que par I'usage de 'argument de compacité développé dans la
preuve du Théoréme 3.1, on peut montrer que u, — u, dans Wol’z(Q). Donc u,
est la solution du probleme (3.14) au moins dans le sens des distributions.
Second cas 1 < ¢< 1+ %

Dans ce cas on utilise Gy (u,) comme fonction test dans (3.15), il s’ensuit que

/ﬂlVGk(un)\deg ./&;|VGk(un)]qu(un)dx+/Q(

ﬁak(un)dm

Puisque ¢ < 1+ % <1+ ﬁ, alors par 'utilisation des inégalités de Holder et

de Sobolev, on obtient que

L

/Q|VGk(un)|2da; < 01(/Q |VGk(un)|2dx>% + %UQ |VGk(un)|2d;L*> ’

(k+a)~
(3.20)
On pose Yj, = ||[VGy(un)||12(0), alors par (3.20), il résulte que
C!
VE<Ooyit  — v
e e ra
Comme dans le premier cas, nous obtenons que
[|VGy(un)||12() < s pour tout k > 0. (3.21)

Choisissons T (u,) comme fonction test dans (3.15), prenons en considération

que g < 2 et lestimation (3.21), on obtient que
/ VT (un) > dz < C (k). (3.22)
Q

Il est clair que par les mémes arguments de compacité développés dans la preuve
du Théoreme 3.1, on trouve que u, — u, fortement WOI 2(Q) Alors u, est la

solution du probleme (3.14) au moins dans le sense des distributions. O
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Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cette

section.

Théoréme 3.3. Supposons que « > max{%

LY(©), le probleme

, 1}, alors pour tout f €

—Au = |Vu|! + el dans Q,
uOé
u >0 dans €, (3.23)
u=0 sur 0f),

admet une solution minimale positive u telle que Gi(u) € Wy?(Q) et u €
Wie (2).

Démonstration. Fixons o > max{%, 1} et soit {fn}lnen C L®(£2) est
une suite croissante telle que ||ful|r1) < C et f, T f fortement dans L'(Q).

Considérons u,, € VVO1 ’Q(Q), la solution minimale du probléme approximé

Jn

—Au, = |Vu,|?"+ ———5 dans Q,
(un + %)
Up > 0 dans €, (3.24)
Uy =0 sur 0€2,

L’existence de u,, suit par le Théoreme 3.2, il est clair que u, < u,,1 pour tout
n. Comme dans la preuve du Théoreme 3.2, nous séparons la preuve en deux cas

selon la valeur de gq.
Premier cas : 1+ % <g<2.

Suivant de pres les calculs du théoreme précédent, il s’ensuit que

S(29)" 17 (Gutw) it <

s+1
oy |2 % q+2*(17%)) fn s (325)
<& ([ 1V (Gl da) + [ ) de.
Q Q ug
ouno = % et s = 20—1. Il est clair que, dans ce cas, ¢ > 1. Nous analysons
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le dernier terme dans (3.25). Utilisons les hypotheses sur «, nous trouvons que

. jﬁ s fﬁ 20—1
G dr = [ Gy d
[Zewre - [ S e
1
< dx.
< Tt
Definissons Yy, = ||V([Gk(un)]?||12(02), Puis en combinant les estimations précé-
dentes, il suit que
4s (a+2:(1-%)) 1
Y2 <Oy, el ML
(s+1)2 "%~ L ka=s un>kf

Soit H(t) = (Sfl)th < Clt(q”*(l*%)), puisque (q+2*(1 - %)) > 2, alors nous
concluons que H est une fonction concave pour ¢t > 0 et admet un maximum
unique t* avec H(t*) = H*. Notons que, pour n fixé, [, ., fdx — 0 quand
k — oo. Donc nous obtenons l'existence de k*(n) tel que pour k > k*(n),
s fuop fdz < 20T est clair que D'équation H(s) = & possede deux ra-
cines 0 < t; < t* < ty. Puisque H(Y}) < %, alors soit Y, < t; ou Y}, > . Et
aussi puisque Y; — 0 quand k — oo, alors pour k£ > k*(n), Y, < t; < t*. En

faisant I'usage d’un argument de continuité, nous concluons que
IV ([Gr(un)”)l 20y < t7, pour tout k > 0. (3.26)

Pour k£ > 0 fixé, alors

/ VG (un)|2de = / IV [2de
Q un>k
< (2)2(071) (un _ E)Q(Jfl)lvunp S CYEQ S C.
k un>E 2 2
Donc { Gy () }nen est bornée dans W, (). Soit ¢ € C(Q) telle que ¢ > 0, alors

utilisons T (u,)¢ comme fonction test dans (3.24), et prenons en considération
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que g < 2 et les calculs précédents, nous trouvons que

C /Q VT (un)|* pda + /Q Ok (un)(—Ag) <

fut
< G g — 4+ C
<k [ VG oda + | o Ok

S

ol O(s) = bka(t)dt. Notons que [o Ok(u,)(—A¢) < C||AP||1.

Puisque wu,, > Cdis(z, 092), alors

o

< C.
Q ug /dls x@de_

D’ou nous concluons que
/ VT3 (un) |2 édac < C pour tout ¢ € C2(9).
Q

En combinant les estimations ci-dessus, on arrive a ce que la suite {u, }nen est
bornée dans W,22(Q). Puisque {un bnen est une suite croissante en n, par le ré-
sultat de compacité du Lemme 2.1, nous trouvons que u, — u fortement dans
WL2(). Alors u est solution du probléme (3.14), au moins au sens des distribu-

tions.

Deuxiéme cas 1 < ¢ <1+ £. Dans ce cas a > 1, alors en utilisant Gy (uy,)

comme fonction test dans (3.24), il suit que
[ IVGr(u)Pde < [ [VGe(ua)l! Galua)do + [ %Gk(un)dx.

Puisque ¢ < 1 —l— = <1+ alors utilisons les inégalités de Holder et de

N 2
Sobolev, nous arrivons a

g+l

: 3 1
/ IV G [P < cl< / |VGk(un)|2dm) +
Q Q

- d. 3.27
ko1 /Mn>k:f v ( )
Mettons Yy, = ||VGy(un)||22(0), alors

1
VESOYI 4 /  Jfda.
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Comme dans le premier cas, nous obtenons que
[|VGi(tn||r20) < C pour tout k > 0 uniformément en n. (3.28)

De la méme maniere, et comme dans le premier cas, on obtient que le suite
{tn }nen est bornée dans W,>%(Q). La monotonie de {uy ey et le résultat de
compacité du Lemme 2.1, nous permettent de conclure que u,, — u fortement
dans Wy (). D’out u est une solution du probléme (3.14), au moins au sens des

distributions. H

Remarque 3.2. le méme résultat d’existence est valable si f est substituée
par une mesure réguliere nonnegative par rapport a la capacité elliptique dans
Wy (), Cest a dire si f € (LY(Q) + W12(Q)) N M(Q), oit M(Q) est I'espace

de mesures de Radon bornées.

Dans le cas général ou f € L™(€2), m > 1, en utilisant les mémes techniques

que précédement, on a le résultat d’existence suivant.

Théoréme 3.1. Supposons que f € L™(Q2) avec m > 1, alors :

1. Sim > &, tel que Voo > 0, il existe u solution de (3.23)tel que Gy(u) €
Wo?(Q) et u € Wy2(9).

N (2m/ —2*)+22*
2m/(N—1)—2* (N—2)

2. Sil<m<%ct1<q< = 7 il existe une solution Vo > 0
u € Wi ()

3.Sideplusl <m< %etqZGalors‘v’aZ %(2—%)—1doneil
existe une solution u ot u € W22 (Q) et Gi(u) € Wy (Q).

3.5 Reésultat de multiplicité pour le cas ¢ = 2

Dans cette section on suppose que N > 2 et ¢ = 2, alors sous une condition
de régularité de f nous sommes en mesure de prouver l'existence d’une infinité

de solutions positives. Plus précisement nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.4. Soit Q ¢ RY un domaine régulier borné, ott N > 2. Supposons

que ¢ =2 et a > 0 et soit f est une fonction nonnegative telle que f € L™(Q)
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N
avec m > .. Alors le probleme (3.8) admet une infinité de solutions positives

N

vérifiant e* —1 € Wy (Q) pour tout o < N

cependant il y a une seule solution

bornée.

Pour prouver le résultat principal on a besoin du résultat d’existence suivant

pour une classe de problémes elliptiques avec une donnée mesure.

Proposition 3.2. Soit p une mesure de Radon bornée nonnegative, alors le
probléme
—Av = fD(v)+ p dans €,

(3.29)
v = 0 sur 09,

admet une unique solution renormalisée positive v telle que Ti(v) € W, *(Q)

pour tout k > 0 et v € Wy (Q) pour tout o < 2. Si p = 0, alors (3.29)

posséde une unique solution positive vy € Wy *(Q) N L>(Q).

Démonstration. Soit {hn}nen C L®() est telle que hy, > 0, ||An||110) < C et

h, — p au sens des mesures. Soit v, I'unique solution positive du probleme

—Av, = fD(v,)+ h, dans Q,

(3.30)
Un = 0 sur 09).

Il est & noter que v,, peut étre obtenue comme le minimum global de la fonction-

nelle d’énergie

1 —
Jn(w) = 5/9 |Vw|2dw—/ﬂ fD(w)dav—/S2 hpwdzx

— D
Avec D(s) = [y D(o)do. 11 est clair que (s) est une fonction décroissante et
s

pour tout € > 0, il existe s. > 0 tel que
D(s) < es pour tout s > so. (3.31)
De la méme maniere, nous avons

D(s) pour tout s < sp. (3.32)

< -
~ log(s+1)



CHAPITRE 3. PROBLEME ELLIPTIQUE NON-LINEAIRE SINGULIER AVEC
72 TERME EN GRADIENT

Soit vy la solution de (3.30) avec h, = 0, alors v, > vy pour tout n. Par le
Lemme 1.3 on trouve facilement que vy > C1; ol ¥; est la premiére fonction

propre positive du probléme

—AY; = M\ fi; dans Q

(3.33)
Uy = 0 sur 0.

Rappelons que ¥y ~ dist(x,0). Ainsi, nous concluons que v, > Cti; pour
tout n. Utilisons ¥; comme fonction test et prenons en considération l'inégalité

algébrique (3.31), il résulte que

(A1 —¢) /Q Jonthr S CE)|U1llzr @) + CWr, allf i) + 11rllze@ a2 @)

Dot || f1v5]| 1) < C pour tout n et alors || fv1.D(vy)||11(@) < C. Nous prenons

maintenant p, la solution du probleme :
—Ap=1 dans Q; p=0 sur 09,

comme fonction test dans (3.30) et sachant que p = 1, on déduit que ||v, || 110y <
C.

Montrons, maintenant que
[ fD(vy)|| 1) < C pour tout n. (3.34)

Pour prouver cette affirmation, on considére p; I'unique solution positive du
probléme

—Ap; = f dans Q, p; = 0 sur 5.

Puisque f € L™(Q), m > g, alors p; € L>®(Q) et par le Lemme de Hopf, p; =
¥1. Prenons p; comme fonction test dans (3.30) et en utilisant les estimations
précédentes, on arrive & || fvn||r1) < C. Par (3.31), 'estimation (3.34) s’ensuit.
Par conséquent, nous avons prouvé que ||fD(vy)||1 ) + ||vn||r1@) < C. Par le
Lemme 1.2, il découle que an||W01,a(Q) < C, ainsi, il existe v € Wy (Q), pour

tout o < telle que v, — v faiblement dans Wy7(Q). Par le résultat de

N
N-1°
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[41] nous obtenons que v, — v fortement dans W7 () pour tout o < 2 et
Ti(vy) — Ti(v) fortment dans Wy () pour tout k > 0. Il est clair que v est
une solution renormalisée de (3.29). Pour l'unicité nous utilisons le Théoreme

1.5. 0
Nous sommes maintenant prét a prouver le Théoreme 3.4.

Démonstration. Theoréme 3.4 Nous reprenons les mémes arguments utilisés
dans [5]. Soit v une mesure de Radon bornée nonnegative et singuliere dans le
sens de la définition 1.10. Puisque N > 2, alors My(Q) € W~12(Q). Soit v,

I'unique solution renormalisée positive du probléeme

—Av, = fD(v,)+ p dans Q

(3.35)
Uy = 0 sur 01,

Par la Proposition 3.2, on peut construire v, comme limite de {v, },en ol v,, est

I'unique solution du probléme approximé

—Av, = fD(v,)+ h, dans 2

(3.36)
Un = 0 sur 012,

avec hy, € L*(Q), ||hn||11@) < C et by, — p dans le sens des mesures. Rappelons
1

que v, € W&’”(Q) pour tout o < % Utilisons 1 — m, f > 0, comme
Un

fonction test dans (3.36) nous concluons que

|Vo,|?
——dx < C.
/sz (14 v,)1+? v=

Soit u, = log(v, + 1), par un calcul direct on obtient que

n hn
Jny Pn
u® v, +1

—Au, = |Vu,|* +

Il est clair que la suite {u,}nen est bornée dans W, (). Donc il existe u €
Wy?(Q) tel que u, — u faiblement dans W, *(Q). D’aprés la preuve de la Pro-
position 3.2 on trouve que v, > Cty, donc u, > log(Cv; + 1), on déduit que

pour chaque ensemble compact K de €2, il existe une constante C'(K) > 0 telle
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que u, > C(K) sur K uniformément en n. Alors, en utilisant le Théoreme de la

convergence dominée, on déduit que

& — i fortement dans Lj,.(9Q).
ua

«
u”’l

Montrons que

n

v, + 1

— 0 dans le sens des distributions. (3.37)

On reprend encore les arguments de [5]. Soit U. un ensemble ouvert, U C U,
telque Cap; ,(U:) < &, nous procédons comme dans le Chapitre2. Considérons

o € C(Q) telle que ¢. > 0, ¢. = 1 dans UL et

/ Vo 2de < <.
Q

En utilisant I'inégalité de Picone voir Théoreme 1.11, nous obtenons que

—Avy o 9
e < /.< .
/Q o 1|¢5| alJE_/Q Vo |"de < e

Donc,

by,
/ dr < e.
U. v+ 1

Nous affirmons que, pour tout ¢ € C5°(£2),

dx = 0.
n—00 szvn+1¢ v
On a
- h ~ h g h
" \glde < OO/ "y sl d
/Q"unJer r < [loll Us Up + 1 v Q\UE’Un+1|¢’ v
h
< - “ d.
< Nolkost [ oglolde

Puisque pu(Q2\U.) = 0, on peut choisir une suite {h,}.en de telle sorte que
Supp (h,,) C U. si n > ng. Alors

dr = 0sin > ng.
/Q\UE Un—|-1|¢| =70
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Donc

lim L (3.38)

n—o0 Jo v, + 1

et l'affirmation est montrée. Utilisons les résultats obtenu dans l'article [41] nous
obtenons que T, (u,) converge fortement vers Tj(u) dans W,>(Q).

En revanche, pour conclure la preuve il reste a montrer que
|Vu,|?> = |Vul* fortement dans L'(),
ce qui revient & montrer que

|V, |Vl X
/Q mdw — /Q mdm fortement dans L (€2)

Pour cela, puisque on a la convergence p.p dans €2, pour appliquer le Théoreme
1.2 il suffit de vérifier 'equi-intégrabilité de |Vu,|?. Soit E C £ un ensemble

mesurable, alors pour tout ¢ €]0,1[ et k > 0,

[Vv,)? |Vv,|? |Vv,|?
/ ——— —dxr = ————dx / —————dx
E(1+v,)? En{un<k} (1 4+ v,)? En{un>k} (1 4+ v,)?

/ de
(14 k)0 Jenfun>k} (14 v,)1 70

La derniére intégrale est uniformément bornée par rapport a n, par conséquent,

§/ IV T (uy,) [dx +
E

le terme correspondant peut étre controlé en choisissant k assez grand. De plus,
pour chaque k > 0 d’apres la convergente forte de Ty (u,) — Tj(u) dans W, (),
il résulte que [5|VTi(n)|?dx est uniformément petit si (la mesure de E) |E| est
suffisament petite. Donc I'equi-intégrabilité de |Vu,|? s’ensuit immédiatement et
la preuve est terminée. D’ott u est la solution de (3.8).

Il est clair que si u1, uo sont deux mesures bornées singuliéres non-négatives avec

p1 # o, alors v, # v, et alors u,, # u,,, d’ou les résultats de multiplicité. O

Remarque 3.3.

1. Comme exemple de mesures singuliéres, on considére u = d, et z € .
Notons que M,(Q2) C W~12(Q) si N = 1, cepandant M,(Q2) € W~12(Q)
pour tout N > 2.
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2. Dans le cas général ou ¢ > % et ¢ # 2,1 Q = B1(0) et f est une fonction
radiale nonnegative telle que f € L™(B1(0)) et m > @, suivons les
arguments de [1], on peut démontrer que le probleme (3.23) admet une
infinité de solutions radiales positives. Il suffit de considérer la famille des

mesures singulieres pu, = C'dg, C' > 0.



Deuxieme partie

Problemes Paraboliques






Chapitre 4

Sur une équation parabolique

avec poids de Hardy-Leray

Le résultat principal de ce chapitre est une généralisation des ré-

sultats obtenus dans [18].

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de discuter I'existence de la solution du probleme

parabolique suivant

ut—Au:)\’uP dans Qr = Q x (0,7T),
x

u >0 dans Qr, (4.1)
u(z,0) = up(x) >0 dans €,

U= sur 02 x (0,7).

Considérons p > 1 et Q ¢ RY un domaine borné, avec 0 € 9.

1. Le cas avec 0 € Q, si p = 1 est déja traité par Baras-Goldstein dans [20].
Les auteurs y ont prouvé l'existence de solutions distributionnelles pour
A < Ayg ot Ay est la constante optimale de I'inégalité de Hardy et la

non-existence de solution distributionnelle pour p > 1 si A > Ay .

2. Le cas stationnaire a été étudié durant les dernieres années, on cite quelques
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résultats en rapport avec notre probleme :

— Si0 < p<1ilest facile de démontrer I'existence d’une solution, indé-
pendamment de I'emplacement de l'origine. Par I'inégalité de Hardy, la

fonctionnelle d’énergie vérifie :

- Pl ptl
2/' p+1 |L|2_2 Ve = (o, </|V“|>

et on peut procéder par minimisation.
—~ Sil<p<2*—1, dans [42] les auteurs ont prouvé la dépendance entre

la forme du domaine et 'existence de solution.

Il est important de souligner que dans cette analyse il n'y a pas de res-
triction sur la géométrie du domaine et nous pouvons trouver une solution
pour tout A > 0. Notons que 'importance de travail est aussi revient qu’on
a pas une condition au dessous sur p dans le cas super-linéaire. Ce chapitre

est organisé comme suit :

— Dans la premiere section on va faire un rappel du cas stationnaire ot on
présente des résultats d’existence et de la non-existence des solutions.

— La deuxieme section, se décompose en deux principales parties, dans la
premieére partie ol on va se concentré au cas parabolique plus précisement
le cas linéaire, p = 1, on y démontre I'existence d’une unique solution
faible dans un espace de Sobolev pour tout A > 0, et on traite aussi
le comportement asymptotique de la solutionet dans la deuxieme partie
nous nous concentrons sur le cas sur-linéaire (4.1), p > 1, ot on montre
I’existence, 'unicité de solution faible

— Dans la derniere partie on traite le probleme (4.1) avec un terme concave
placé comme terme absorbant, nous prouvons l'existence d’une unique
solution pour tout A > 0. et aussi on analyse le comportement de la

solution quand t — oc.
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4.2 Préliminaires :

Etant donné que nous considérons un probleme parabolique avec des données
générales, nous sommes amenés a utiliser la notion de solution entropique. Le

théoreme suivant est démontré dans [24], voir aussi [65].

Théoréme 4.1. Soit 2 un domaine borné régulier, f € L'Y(Qr), ug € L'(Q),
alors le probleme (1.10) possede une est une seule solution entropique u €
c((0,7), LY(Q)).

De la méme maniere nous avons besoin du résultat suivant pour le probleme

elliptique avec terme concave.

Lemme 4.1. Soit ) est un domaine borné telque 0 € 9€). Supposons que 0 <

g < 1, alors le probleme

U)q
—Aw = — dans €,
|| (4.2)

w=0 sur O0f).
a une solution unique w tel que w € Wy () N L®(9).

L’existence de w s’obtient par minimisation de la fonctionnelle d’énergie

1 2 1wt

L’unicité et la bornitude de w sont des conséquences du principe de comparaison
obtenu dans [35] et du résultat de [42]. De plus; par le Lemme 1.3 Nous obtenons
que

w(z) > c¢16(x) pour tout x € Q. (4.3)

4.3 Cas Stationnaire : Rappels

Pour le cas elliptique les auteurs dans [42] ont montré que l'existence de

la solution dépend de la géométrie du domaine, plus précisement ils se sont
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interéssés au probléme elliptique suivant

up
—Au=— dans Q,
P
u >0 dans €, (4.4)
U= sur 052,

ou 0 € 99).

4.3.1 Résultats de non-existence

Théoreme 4.2. Supposons que N >3 et 1 <p < %, alors le probleme (4.4)
n’admet pas de solution au sens d’énergie si 0 € 02 ou 2 est étoilé par rapport

a lorigine.
Rappelons que : €2 est dit domaine étoilé en x( 'il vérifie :
Q= {3 € Q\ V2 € Q |<x —xo.n(x) >> 0}.

Avant d’entamer la preuve nous allons introduire le résultat suivant :

N+2

Lemme 4.2. Supposons N > 2 et 1 <p < 75

(p>1si N =2).Siuest une

solution au sens d’énergie de (4.4) alors u € L>®(Q), et il existe C' > 0 telle que

C

|D?u(z)| < e pour tout x € Q.
x

Vu(a) < <

— |]/'”

Pour la preuve on renvoit le lecteur a [42].

4.3.2 Résultats d’existence :

Avant d’énoncer le résultat d’existence, nous allons présenter la définition

suivante :

Définition 4.1. On dit que 2. est un haltere"dumbbell domain" si il est compris
entre un domaine avec une frontiére réguliere de la forme €2, = €2y U 2y U C. ou

O et 2 sont deux domaines réguliers bornés telle que 4 N Qy = @, et C. est
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FIGURE 4.1 — domaine haltére tubulaire " dumball domain"

la region contenue dans un voisinage tubulaire de rayon inférieur a £ > 0 autour

d’une courbe joignant {2; et €2s.

Théoréme 4.3. Supposons que
1. Q. est un haltére "dumbbell domain".

2. 0 € 0 NOSY,.
N +2
N-2
Alors, il existe g9 > 0 telque si 0 < € < g,

3. 1<p<

|[? (4.5)

a une solution.

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [42].

4.4 Cas Parabolique : Résultats d’existence

4.4.1 Cas linéaire :

Théoréme 4.4. Soit Q@ ¢ RY est un domaine borné avec N > 3 et 0 € 9.
Supposons que uy € L(£2) est une fonction non négative, alors pour tout A > 0,
le probleme
— Au = ’
u(z,0) = up(x dans €, (4.6)
u=20 sur 9 x (0,7).

dans Qr,

K
)
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possédo une unique solution entropique u dans le sens de la définition 1.13, de

plus W e L'(Qr) et u € L7(0,T; Wy’(€)) pour tout o < %ﬁ

Démonstration. Existence : nous procédons par approximation. Fixons wug €
L*(€), on considére une suite de fonctions non négatives {uo, fneny C L*(9)
telles que ug, est croissante en n et ug, 1T up quand n — 0o0. Supposons que
uy = 0, et définissons u, € L2(0,T;W,2(Q)) N L®(Qy), avec n > 1, comme

I'unique solution positive du probleme approximé

Up—
(un)t — Aun = /\Wi—:l dans QT,
Uy > 0 dans QT7 (47)
u(z,0) = ugy () dans
Uy = sur 002 x (0,7,

I’existence et I'unicité de u, découle d’un résultat de comparaison. Il est clair

que {uy, }nen est croissante en n.

1

Fixons 0 < ¢ < 3, et rappelons que w est l'unique solution positive de (4.2),

puisque w € L*°(Q2), nous estimons que
VYA > 0,Ve > 0,3C > 0 telle que A\ < Clz|* + ew(x)?"" pour tout € Q. (4.8)

Fixons A > 0, il est facile de vérifier que :
— Si z est dans une voisinage du bord, alors nous utilisons le fait que ¢ < 1,
wi™! assez grand et (4.8) s’ensuit.
— A Dintérieur de Q, (4.8) s'obtient en utilisant le fait pour tout ensemble
compact K C Q, |z|* > C1(K). D’ou (4.8) est démontré en choisissant C'
assez grand.

En utilisant w comme fonction test dans (4.7), on obtient

Uy, )pwdx — Aunwdx =\ Un—110 d <A unw
S ol ! |2
T
)

Par (4.8) nous avons

A—— <C’w—i—ew—2
| [? ||
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Alors,
w

qun
dx.
[P

/(un)twdx + /un(—Aw)dx < C’/unw + e/
Q Q Q

Q

Utilisons la définition de w et choisissons ¢ << 1, il s’ensuit que

q
f;)?dx < C/unwdx.
Q

/(un)twdx +(1—¢) /un

Q

Puisque u,, w > 0, alors

i/unwda: < C’/unw.
dt
Q Q

Nous appliquons, I'inégalité de Gronwall (voir Lemme 1.9) et on intégre en temps

T

q
/un(x,T)wdx +(1— 6)//un|1;)?dxdt < TeCT/uowdac. (4.9)
) 00 Q

T wi T d
Par conséquent, ffuanmdt < C(T) et ff%unwdxdt < Cy(T). Puisque
00 00
{tun}nen est croissante en n, utilisons le théoreme de la convergence monotone,
w? w?
]2 [
fortement dans L'(Qr), il est clair que u, 1 u fortement dans L},.(7). Nous
Unp,
e f?

Wol 2(Q) comme étant I'unique solution positive du probleme

nous obtenons 'existence d’une fonction mesurable u telle que u,

estimons que {—-= },en est bornée dans L'(Qr). En effet nous définissons ¢ €

— Ay = ’% dans 2,9 = 0 sur 0€2. (4.10)
x

Puisque 0 € 09, alors par le résultat de [42], nous concluons que 1 € L*>(Q).
Montrons que

Y < Cw' . (4.11)
Pour cela définissons ¢ = wli_q, alors par un calcul direct nous obtenons que

Lot
T 1l—gqlz]*

Dongc, par le principe de comparaison dans le Théoreme 1.5 nous concluons que
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v < Cw, alors (4.11) est obtenue. Utilisons ¥ comme fonction test dans (4.7),

nous obtenons que

dt/un¢dx+/||2 —A/| "”Z}d <C)\/

Puisque ¢ < %, et par le fait que w est bornée, nous obtenons que w!=7 < Cw?.

e (4.12)

Revenons a lestimation (4.12), il s’ensuit que

dt/unwdx+/| ; —)\/ |“” g < CA/“"“’ de < C(T).  (4.13)

|z[?
Par intégration en temps, il en résulte que

/unqude/ /Wd vdt < C(T).

Q

D’ou l'estimation voulue. Par conséquent, nous obtenons que W e L'(Qr). 1l
est clair que w est une solution entropique du probleme (4.6), (voir [65]). Un
résultat classique de la régularité de la solution au sens d’entropie nous permet
d’avoir que u € C((0,T), L*(Q)) et u € L7(0,T; Wy ’(Q)) pour tout o < %—ﬁ
L’estimation (4.9) assure que u est globalement définie en temps.

Unicité : 1l est clair que u est une solution minimale du probleme (4.6), par ['uti-
lisation d’un résultat de comparaison classique et par le principe du maximum
fort. Montrons maintenant le résultat d’unicité. Nous procédons par l'absurde,

SUPPOSONS qu’il existe une autre solution entropique v, alors v > wu. Soit z = v—u,

alors z > 0, W € LY(Qr) et z résout
2 — Az = A—— dans €p,
|2
z(x,0) =0 dans Q (4.14)
z= sur 02 x (0,7).

Utilisons w, la solution de (4.2), comme fonction test dans (4.14), En reprenant
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le méme calcul que dans la preuve de I'existence, nous obtenons

e (1o [
/ztdeL+ (1 e)h/z

Q

de < C / zZw,
Q

|2

ol ¢ << 1. Puisque z,w > 0, alors

i/zwdwﬁC’/zw.
dt
Q Q

Par I'inégalité de Gronwall, nous arrivons a z(x,t)w(z) < 0 pour tout ¢ > 0.

Alors z = 0 et le résulat d’unicité est démontré. O

Rappelons maintenant la constante de Hardy-Leray, pour 0 € 0f2

g 2
u(Q) = inf{% L6 e WIQ), ¢ # o}. (4.15)

2 [af?

avec () < p(RY) = NTQ, alors la constante p(€2) est atteinte.

Concernant la régularité de u nous avons la remarque suivante :

Remarque 4.1.

Si A < u(Q) et up € L), alors u € L2(0,T; Wy(Q)). Si up € L®(Q), alors
en utilisant un argument d’itération nous pouvons montrer que u € L*(D) pour

tout ensemble compact D de Q.
T

Si A > p(€2), nous estimons que / / |Vul*wdzdt < co. Pour s’en convaicre
0 Jo

nous utilisons u,w comme fonction test dans (4.7), alors

1d ) 1 u2w? uw
S unwdx+/\Vun| wdz + 5/ s < )\/ ot
Q Q ) Q
De (4.8) nous avons
2 q,,2
A Cwu? + s u”,
jf? jf?

Pour ¢ < %7 nous trouvons

2

2t " o =9 [ Pdedt <C [ e,
th.!u"wder!lvu fwdz + (2 8)9 EE drdt < ) u,wd




CHAPITRE 4. SUR UNE EQUATION PARABOLIQUE AVEC POIDS DE
88 HARDY-LERAY

Par I'inégalité de Gronwall nous concluons que
/u%(a:, twdr < </u%wdw)60t,t > 0.
Q Q

De la méme maniere on obtient que
T
/ /|Vun|2wd:bdt < C(T).
0
Q

D’ou l'estimation s’ensuit. Les arguments d’itération nous permettent de prouver

que, si ug € L*(2), alors u € L*°(D) pour tout ensemble compact D de Qr.

Dans le résultat suivant, nous analysons le comportement de la solution en-
tropique du probléme (4.6) trouvée dans le Théoréme 4.4 quand ¢ — oo dépend

de la valeur A\. Plus précisement nous avons le Théoréme suivant.

Théoréme 4.5. Soit u la solution entropique du probléme (4.6) trouvée dans le

Théoreme 4.4, alors nous avons
1. Si A < (), alors u(x,t) — 0 dans L' (wdz, Q) quand ¢ — oo,
2. Si A > u(Q) alors u(z,t) — oo dans L*(wdz, Q) quand t — oo,

o u(€2) est la constante de Hardy définie dans (4.15).

Démonstration. Soit u l'unique solution entropique du probléeme (4.6), alors

# € L'(Q7) pour tout T < oo. Nous divisons la preuve en deux étapes :
x
Premiére Etape : A < p(€Q). Fixons A < A\; < u(€2) et définissons ¢ I'unique

solution bornée du probléme

% +1 dans €,
|| (4.16)

¢ =0,0€ 900 sur 0f).

—Ap =\

Utilisons ¢ comme fonction test dans (4.6)

/utgzbdw . ! Audds — )\Q/ ;T;dm.

Q
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D’ou
d/u¢dx+ (At — /deJr/udx—O

puisque u, ¢ > 0 dans Qr pour tout T, on pose Y (t) = [u(x, t)w(z)dz, alors par
Q

I'inégalité de Gronwall nous obtenons que Y (t) < Ype~(i=Net,

Deuxiéme Etape : A > u(Q2). Soit p, la premiere fonction propre positive du

probléme des valeurs propres

Pn
_Apn = Mnm dans Q, (4 17)
pn = 0,0 € 90 sur 0S).

Nous normalisons p, de sorte que ||pn|loc = 1. Il n’est pas difficile de prouver
que ty, 4 () quand n — oco. Puisque A > u(Q), il existe ng € IN telque pour
tout n > ng, nous avons u, < A. Fixons ng pour avoir I'estimation précédente et

notons p,, par p et o par w. Utilisons p comme fonction test dans (4.6),

dt/upder,u/HQ dx—)\/|u’0dx

1

>7
|2 7 |2 + 55
0

Par le fait que —= > C dans (2, il s’ensuit que

%/updm > (A—p) /updm.
o) )

Utilisons encore I'inégalité de Gronwall et le fait que p < A, nous atteingnons

que, pour un ¢ > 0,
Y (t) > Yoe W ot Y(t) = / u(x, t)pdz.
Ja

Alors Y (t) — oo, et puisque p < w, alors u(z, t)wdr — oo quand t — oo d’ou le
résultat. O
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4.4.2 Cas : Sur-linéaire

Dans cette sous-section, nous nous intéréssons au cas sur-linéaire, p > 1.
Afin de faciliter les calculs nous considérons A = 1 dans ce cas. Nous procédons
comme suit : on cherche une sur-solution et une sous solution et on procéde par
itération, en passant a la limite on obtient la solution.

Pour obtenir le résultat d’existence principal il faut trouver une sur-solution et
apres on procede par itération. Le résultat d’existence principal dans cette section

est le suivant :

Théoréme 4.6. Supposons que {2 est un domaine borné tel que 0 € 992 et soit

p > 1. Alors, il existe ug € L®(2) tel que le probleme

uP
u— Au = —5 dans Qr,
oF
u(w,0) = uo(x) dans Q (4.18)
u= sur 02 x (0,7).

possede une unique solution u € L2(0, T; Wy () N L®(Qp).

Démonstration. Pour la clarté de la preuve nous la divisons en plusieurs étapes
FEtape 1. Construction de la sur-solution (4.18).
Considérons dr, (z) = dist(z,T'1), avec x € Q, 0 € '} C 98 et Ty est une sous

varieté de bord régulier. Soit ¢ définie comme solution de

~AC= dans o)

¢ =dp, sur oS

La fonction df. /|z|* appartient & L"(£2) pour tous 1 < r < % si p < 2 et pour
tous 7 > 1 si p > 2. Dans les deux cas, il existe r > N de telle sorte que df. /|z|* €
L7(Q). Par I'utilisation de 'argument classique de Stampacchia et des résultats
de régularité on cite [43, 67], on déduit que la solution ¢ de (4.19) est bornée, et
appartient & C1*(2). Pour construire la sur-solution, nous avons besoin d’une
majoration de ¢, jusqu’au le bord, par une fonction dr,(x). Puisque dans le cas

p > 2 le poids est borné, ¢ € C**(Q) par [43, 56, 67] et de plus 25 < 0 par [68],
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soit v le vecteur unitaire normal extérieur. Nous avons besoin de la bornitude du
gradient de la solution de I’équation (4.19) jusqu’au bord, ce qui est la continuité
de Lipschitz globale de la solution. Dans [40] les auteurs ont établi les hypotheses
minimales sur I'intégrabilité des données et sur la régularité de la frontiere pour
obtenir la bornitude du gradient pour quelques classes d’équations elliptiques
quasilinéaires. En particulier, quand df. /|z|* € L"(Q) et r > N, ¢ s’avére étre
continuement lipschitzienne sur Q, a savoir que, ¢ € C%1(Q) N CH*(Q). Ainsi,
il existe une constante C' > 0 telle que ¢ < Cdp,. Posons T' = CT7T > 0 et

u = T(, la fonction u vérifie

u>0 dans € (4.20)
u = Tdr, sur 0,

De plus w(x) < Cdr, (z) pour une certaine constante C. Par conséquent,si ug < u
alors T est une sur-solution de (4.18)
Etape 2. Recherche de sous-solution.

Il suffit de considérer u comme sous-solution de (4.18) ou u vérifie

u, —Au=0 dans Q7,
u(x,0) =uo(z) <u dans Q2 (4.21)
u=0 sur 9 x (0,7).

Etape 3. Comparaison.

Nous allons définir h(x,t) = (u(z,t) — u(x,t))*. Observons que u, — Au = 0 <
uP

Nous utilisons h(x,t) comme fonction test dans la derniere inégalité. Nous inté-

grons dans ’espace et en temps, nous obtenons que

/T / (u(z, ) — a(z, t)eh(z, {)dwdt — /T / Alulz, t) — a(e, )bz, t)dedt < 0

Q 0
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Alors,

T
1 2 2 1 2
_ o e e o < Z - ’o—
2!}1 (L,T)dL+O/J|Vh(L,t)] dedt < QJh (,0)dz = 0.

Par conséquent, h(z,t) =0 = (z,t) > u(x,t), V(x,t) € Qr.

)

Etape 4. La construction des problemes itératifs.

Nous définissons les problémes approximés suivants

k—1\p
(uF)y — Auk = (u’ ’2) dans Qr,
T
uk(2,0) = up(z) <7 dans €, (4.22)
ubF =0 sur 02 x (0,7).
0\p
Considérons u° = u. Pour k = 1, nous trouvons (u!); — Aul = % >
T

u, —Awu. En utilisant le méme argument que dans la derniére étape nous obtenons

u! > u. Par Pargument d’itération, nous arrivons a
u<ul << <dWP<dti < <

Par conséquent, {u*},cx est une suite ordonnée croissante, alors, nous concluons
que

lim v*(z,t) = u(z,t)
k—ro0

est une solution du probleme (4.18), avec u € L2(0,T; Wy(Q)) N L®(Qy) et
up

— e LY Q7).

o © 119

Etape 5 : Unicité

Pour terminer la preuve nous devons montrer I'unicité de la solution bornée, pour
cela nous procédons par absurde, supposons donc que v € L?(0, T} VVO1 2(Q)) N

L>(Qr) une autre solution positive du probleme 4.18, alors suivant la construc-

tion de u, nous avons que u < v. Définissons 7 = vy — vy, alors ¥ est une solution
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de vh — ol v
Ty — AT = PE < ch dans Q7,
v(x,0) =0 dans 2 (4.23)
=0 sur 02 x (0, 7).

En utilisant le méme argument que dans la preuve de I'unicité du cas linéaire,

nous arrivons a v = 0, d’olt v; = vs. O

Remarque 4.2. Nous pouvons prendre comme sur-solution, la fonction w, so-
lution du probleme (4.18), dans ce cas, pour obtenir I'existence d’une solution

nous devons supposer que
up € K ={up € L=(Q) :up < cw ¢ petit. }

Il est clair que la classe de données obtenue dans le théoréme précédent est plus
large que K. 1l semble naturel de questionner s’il existe une classe de données
admissible dans un espace de Lebesgue sans aucune restriction sur la norme de

la donnée.

4.5 Cas concave-convexe

Dans cette section nous considérons le probleme parabolique concave-convexe

nonlinéaire, plus précisement nous considérons le probleme suivant :

p
up — Au = l;% + pu? dans Qr(,),
u(z,0) = uo(x) dans (4.24)
u=20 sur 02 x (0,7 (w))

Nous analysons quelques questions sur 'existence locale et globale de la solution
et le comportement de chaque solution quand ¢ — oco. Ces questions sont liées a
la valeur de pu, p et la donnée initiale ug.

Commencons par le résultat d’existence suivant pour le probleme elliptique as-

socié, pour la preuve on cite [58].

Théoréme 4.7. Supposons que 0 < ¢ <1 <p < N, u>0et 0 € 00. Alors, il
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existe po > 0, tel que Yy € (0, uo), le probleme

p
—Av = v_2 + pv?  dans €,
|| (4.25)
v=20 sur OS2,

a une solution minimale positive v;. Si de plus p < 2* — 1, alors il existe une
seconde solution positive vy. Pour pu > pg, il n’y a pas de solution positive. Si

= Lo, alors le probleme a une solution minimale.

Contrairement au cas elliptique, nous allons montrer dans le théoréme suivant,
un résultat d’existence locale pour tout p > 0 et pour tout p > 1, sous des

hypothéses convenables sur uyg.

Théoréeme 4.8. Supposons que 0 < g < 1 < p, alors pour tout p > 0, il existe
T(u) > 0 tel que le probleme (4.24) a une solution locale sous des hypotheses

convenables sur wug.

Démonstration. Commencons par la construction de la sur-solution. Rappelons
que v est l'unique solution du probléme (4.10), alors ¢ € L*(2). Définissons

v(z,t) = t*, alors
ta
v — Av = at* Y + $—|2

Soit Qs = {z € Q : d(z,00) > p} ou B << 1. Il est clair que v > C(f) pour
tout x € Q4. Fixons a < 1, nous trouvons l'existence de T'= T'(p, o, 3, ¢) telque
o P

at® 1 + EE > th + pt?y? pour tout (z,t) € Qg x (0,T). (4.26)

Nous mettons § = ga+1—q, il est clair que 6 € (0,1) et § — 1 quand o — 0. En
utilisant I'inégalité d’interpolation nous trouvons que pour tout € > 0, il existe
C(g) > 0 tel que

1 6q t
ut? < C(e)um=rpi-0 + 6%.
0q

Choisissons o < ag < 1 suffisament petit tel que 1 >> 1 — ¢, alors nous

pouvons écrire I'estimation précédente sous la forme suivante :

1 0q g _ t
pt? < C(e)pmayt=o =iyl e
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Comme 5wq < Camgwq pour tout (z,t) € Q\Qsz x (0,7). On peut donc fixer
e>0telque Ce < 1 3. D’autre part, et en utilisant le fait que ¢ = 0 sur 92, alors
nous pouvons choisir f petite tel que pour tout x € €2 avec d(z, Q) < 3, nous

avons

€ Q\Qs x (0,T), nous avons

1ta

a1 <

tozl
2 vy

Il n’est pas difficile de montrer que, pour (z,t) € Q\Qz x (0,7), nous avons

1t

WP
e
2 [af?’

a—1
FEEEAE

Comme conclusion, nous avons démontré que pour tout (x,t) € € x (0,7,

VP
—Av > — + vt (4.27)

||
Nous posons vy(z,t) = v(x,t + o), pour ¢ > 0 petit, v; satisfait (4.27) dans
Q2 x (0,71) avec T suffisament petit. Si ug < 0“9, alors v; est une sur-solution
du probléme (4.24). Puisque u = 0 est une sous-solution, alors en utilisant 'argu-

ment d’itération nous obtenons 'existence d’une solution u telle que u < vy. O

Dans le but d’analyser le comportement de la solution du probleme (4.24)
quand ¢t — oo nous avons besoin de comparer cette solution avec la solution du

probleme stationnaire. Dans cette direction nous avons les résultats suivants :
Théoréme 4.9. Considérons 0 < ¢ <1 <p < N et 0 € 09, soit uy > 0 donnée
dans le Théoreme (4.25). Fixons p < po, alors

1. Si up = 0, alors le probleme (4.24) a une solution u € L2(0,T; Wy*(Q)) N
L*>(Qr) pour tout T' < oo, de plus u(x,t) T vy, la solution minimale du

probleéme (4.25)

2. Si ug < wyq, alors la méme conclusion du premier point reste valable.

Démonstration. Nous suivons I'argument utilisé dans [38].
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Premier case : uy = 0. Supposons que ug = 0, alors vy est la sur-solution de

(4.24). Soit wy I'unique solution du probleme

—Aw; = w] dans Q,

(4.28)
w; =0 sur of2

Considérons n(t) = (1 — q)tli_q et définissons ¥(x,t) = n(0t)w,, alors nous pou-
vons choisir 6 suffisament petite dépendant seulement de T et de u tel que
Iz, t) <wv(z) et
9P
1915 — AY < W + M??q dans QT,
X
Alors 9 est la sous-solution de (4.24). Nous considérons les problémes itératifs

suivants; u’ = ¥ et pour k > 1,

(uk)y — Auk = =y + p(ub1t)e dans Q
t |I|2 /U/ T
uF(z,0) =0 dans Q (4.29)
uk = sur 02 x (0,7).

Il est clair que ¥ < w* < u**1 < vy, d’ott nous trouvons l'existence d’une solution
u telle que ¥ < u < wy. Il est clair que u est globalement définie. Nous estimons
que pour tout 0 < s, u(x,t) < u(z,t+s). Pour avoir ¢a, nous définissons p(z,t) =

u(z,t+ s), alors p résout

pr — Ap = ﬁ + pp? dans Qr,
]2
p(x,0) = u(z,s) >0 dans
plx,t) =0 sur 9 x (0,7).

Utilisons I'argument de récurrence nous pouvons montrer que p > u* pour tout
k. Alors p > u et 'estimation s’ensuit. Puisque u est croissante en temps, alors
en utilisant u comme fonction test dans (4.24), et en prenant en considération

que u < v1, nous atteignons que
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et
/ |Vu(x,t)|?de < C pour tout t.
Q

Alors o € L=(Q) N Wy (Q) et o résout (4.25). Puisque o < vy, alors o = vy et le
résultat s’ensuit dans ce cas.
Deuxiéme cas : ug < v;. Dans ce cas, nous prenons comme sous-solution la

solution du probleme

G — AC = puc? dans Qr,
((x,0) = up(x) dans 2 (4.30)
C(x,t)=0 sur 002 x (0,7).

Il est clair que ¢ < vy, donc un argument d’itération nous permet d’obtenir
I’existence d’une solution u telque ¢ < u < v;. En prenant en consideration la
construction de u, la solution de (4.24) avec uo = 0, nous trouvons que u < u <
v1. Puisque u 1 v; quand ¢ — oo, alors nous concluons que u(z,t) — v; dans

L®(Q). 0

Remarque 4.3.

1. 11 semble naturel de se poser la question si le probléme (4.24) a une so-
lution locale pour tout € > 0. Dans le cas sans le poids || 72, la réponse
est affirmative par construction d’une sur-solution convenable dépendant

seulement du temps.

2. Trouver la condition optimale sur 1y pour avoir une solution locale semble

aussi un probléeme ouvert intéréssant.






Chapitre 5

Probleme Parabolique avec
gradient : ’effet régularisant
d’un terme de premier ordre sur

le terme de Hardy

Ce chapitre est le développement de ’article [19].

5.1 Introduction.

Dans ce chapitre nous allons étudier l'existence et la non existence d’une

solution positive pour le probléme parabolique suivant

P
uy — Au+ ulVul? = )\IZ? + f(z,t) dans Qr =Q x (0,7),
u >0 dans Q7 (5 1)
u(x,0) = ug(x) >0 dans 2
u=0 sur Q2 x (0,7,

oup>1, et QcC RY, N >3, est un domaine borné avec 0 € .

e . uP

Notre objectif est d’analyser l'interaction entre les deux termes : u|Vul|* et )\?
x

pour prouver I'existence d’une solution positive pour la classe la plus large des
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données ug et f et pour toute valeur de A. Dans le cas ou le terme u|Vul|?
est remplacé par |Vu|?, le probleme stationnaire est déja traité dans [59]. Les
auteurs ont prouvé que si p < 2, alors il existe une solution pour tout A > 0 et
f € LY(9). Il est & noter que dans le cas ot le terme de gradient apparait comme
terme de reaction, alors le probleme n’admet pas de solution distributionnelle
positive locale pour tout p > 1 et A > 0, voir [9].

Ce chapitre est organisé comme suit :

— Dans la premiere section, nous étudions le cas stationnaire associé & une
donnée dans L'(Q2), on démontre 'existence d’une solution positive pour
tout p < 3, A > 0. La preuve consiste a utiliser un argument de troncature
et d’approximation.

— Dans la deuxiéme partie, nous considérons le cas parabolique. Il est clair
que si ug, f sont "controlés' par la solution du probléme stationnaire, alors
Iexistence "modulo" un calcul technique se déduit par la méthode de mo-
notonie. L’objectif principal de la section sera de prouver 'existence d’une
solution indépendament de "controle stationnaire", c’est a dire pour tout
up € L*(Q) et f € LY(Qr).

— Enfin on donne quelques extensions dans le cas ou le terme u|Vul? est

remplacé par le terme général u®|Vu|? avec 3 > p — 2.

5.2 Cas Stationnaire :
Dans cette section on consideére le cas stationnaire associé au probleme (5.1),
plus précisement on considere le probleme elliptique suivant :

up

—Au+u|Vul> = A\i— +g(x), u>0 dans Q,
|| (5.2)

u=0 sur Of).

On a le Théoréme suivant.

Théoréme 5.1. Supposons que g € L'(£2) est une fonction positive et p < 3.
Alors, pour tout A > 0 il existe une solution faible positive u € W,?(€) de (5.2).

Pour prouver le Théoreme précédent, nous procédons étape par étape. Nous
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N
prouvons le résultat pour g € L™(2), m > ) et puis pour le cas géneral g €
LY(9).

5.2.1 Résultat d’existence avec g € L"(Q2), m > %

Soit le probleme approximé suivant :

T, (ub
|$|2(+)l + g, dans Q,

u, € Wyo*(Q)NL®(Q) etu,>0.

—Auy, + un|Vua[* = X
(5.3)

Théoréme 5.2. Supposons que g € L™(2), m > %, alors il existe une fonction

positive u, du probléme (5.3) pour tout A > 0. De plus u, € L=(Q) N W,2(Q).
Démonstration. Puisque g > 0, alors ¢ = 0 est une sous solution du probleme
(5.3). Considérons 9 solution de

Ay = A 41g e,

2>+

v = 0 x €.

Notons que v est une sur-solution de (5.3). Il est clair que ¥ € L*(Q2). On

considére maintenant la suite {w; };en définie par wy = 0 et w; est la solution du

probleme
w;| Vw; 2 T (w? ;)
_A 1 - )\ - )
w; € Wi () N L=(Q), (5.4)
w; > 0.

Par le principe de comparaison de [31], il résulte que la suite {w; };en est croissante
en i. Notons que 0 < w; < . Par la Proposition (3.3) dans [31], on obtient

I'existence d’'une solution de (5.4) telle que

w; € W (Q) N L=(Q) et 0 < w; < 4.
LUZ|VUJZ|2

On pose H;(Vw;) = HTW
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Estimation a priori dans Wy(Q)

En prenant w; comme fonction test dans le probleme (5.4), il résulte que

1)

/ |Vw;| d;c+/ H;(Vw;)w;dx —)\/ ||271wzd1+/ gqw;dr <

</\/ dm+/gw1dx<>\/ der/gwd:c

Donc,

JQ Q

Puisque
/ H;(Vw;)w;dx > 0, alors / |Vw;[*dz < C(n,g,9).
Q Q

Par conséquent, & une sous suite, w; — u,, faiblement dans WOI’Q(Q) et w; — Uy
faiblement-* dans L>(Q), puisque u, € Wy*(2) N L®(Q).
Affirmation : w; — u,, fortement dans Wol 2(Q) Notons que si w; — u, fortement

dans Wy*(Q), alors u, est une solution du probleme tronqué (5.3). Soit
(5.5)
En prenant ¢(w; — u,) comme fonction test dans (5.4),

/ Vw;¢' (w; — u,)V(w; — uy)de + /Q H;(Vw;)p(w; — uy,)de =

o Tn(wffl)
= )\/Q W (w; — uy)dx + /Qggb(wi — Uy)dx.

. 1,2 . ., .
Puisque w; — w,, dans Wy*(Q2), le premier terme est estimé comme suit :

/lecj) — )V (w;—uy, dx—/gzb un)|V(wi—un)|2dx+/QVungb’(wi—un)V(wi—un)dx

— [ 191 = ) P (i = )+ o(1).

Pour le second terme nous avons

/ Hi(Vw)d(wi — up)dz < / wi| Vi 2 (w; — wn)|d
Q Q
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< Nl | IVulotus = w)ldz < ¢ | [VusPlo(us = u,)|da
= C/Q |Vwi—Vun|2|q5(wi—un)|dx—c/Q |V, [*|o(wi—uy,) |do+2¢ /Q Vw;Vu,|o(w;—uy,)|dz.
Puisque w; — u, dans Wy*(Q) et |¢(w; — u,)| — 0 p.p, nous obtenons
/Q |V, |?|é(w; — up)|de — 0 quand i — oo,
et aussi par la convergence faible, on aura

/ Vw;Vu,p(w; — u,)dr — 0  quand i — oo.
0

Notons aussi que

/Hgd)(wi — up)dx = o(1).

Puis, en passant a la limite dans ¢ — oo, on obtient

/QHZ-(Vwi)gzﬁ(wi — Uy )dx < C/Q |Vw; — YV, [*|¢(w; — uy)|de + o(1).
Puisque ¢ vérifie (5.5), nous concluons que
o [ 195 = VuaPde < | (6w =) = el(ws = u) ) [V, = Vuy da < of1).

Donc w; — u, dans Wy*(Q), en particulier, & une sous suite, H;(Vw;) —
Un|Vu,|? p.p. dans © et comme w; < 1, en appliquant le theoreme de la conver-

gence dominé, on déduit facilement que
Hi(Vw;) = up|Vu,|* dans L'(Q).

Puisque —Aw; — —Awu,, dans le sense des distributions, nous concluons que u,
satisfait au probleme

Tn(ug)

BE +g dans Q, wu, € WoA(Q)NLX(Q) et u, > 0.

(5.6)
m

— Aty + U |V |* = A

1
n
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Maintenant, nous sommes en mesure de montrer le résultat suivant.

N

Théoréme 5.3. Considérons g € L™(€2), m > 5 une fonction positive, alors

pour tout A > 0 il existe une solution positive u € W, *(Q) du probleme (5.2).

Démonstration. Nous avons besoin d’analyser la convergence de {u,}nen, les
solutions des problemes (5.3).

i) La convergence faible de {u, }nen dans Wy *(2). Puisque {up }nen € Wy ()N

L>°(§2), nous pouvons utiliser u, comme fonction test dans le probleme

tronqué (5.3). Il s’en suit que

P+1

/ Vup|?de + - / V2 [2de < )\/ dx+/ Gunds. (5.7)

En utilisant I'inégalité de Holder nous obtenons que,
+1 3717

LA U ge) () T
n < Un .
o |z x—( BE > < \x|2 )

Donc, par 'inégalité de Young nous obtenons que pour tout € > 0, il existe

C. = Cc(p,N) > 0 telle que

u B 1 28
Un_g ) ( ) - [ Un gy / 5.8
() " (L P ept Y
Et utilisons I'inégalité de Hardy nous trouvons que,

/| |2da:+C/ e |2 SANQ Q|Vun\ de+ C.

En revanche, et par I'inégalité de Sobolev nous trouvons

2 % 1 1
| gunda < llgllzmollunll ey < e [ [VunlPde) 024772
Alors, pour tout ¢ > 0 il existe D. = D.(k, N, g,) telle que

/|Vun\ dz+ =~ /]Vu |?de < —— 2 /|Vui\2dx+5c/ |V, |*dz+C+D..
AN Q Q
(5.9)
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Donc, pour un ¢ tres petit, par (5.7), (5.8), (5.9) on déduit donc qu’il existe

une constante A > 0 telle que,
/52 |Vup|?de < A et /ﬂ |Vu2|?de < A.
Et par suite, a une sous suite pres,
U, — u et u2 — u? faiblement dans W, () et p.p.

it) La convergence forte dans L*(2) des termes tronqués. Nous avons

T, (uP) ub
Bl < [ e ([ ) (f hoae)
oo+ 1= Jajap? r={ |y{;|2 2

< c(/ \Vuffdx)z <C.
0

T (u?
Il s’ensuit que HQ(i)l est borné dans L!(Q) et converge presque partout
p n
Vers |u| En particulier, par le lemme de Fatou, W € LY(Q). Soit E C Q
x

un ensemble mesurable, alors comme auparavant nous avons

T, (u?)
Do | o (| thon)*(f ) ™ <(f o)
/Emu%‘”— o ( |x|2 i i

ou C est une constante positive indépendante de n. D’ou, par la continuité
absolue de I'intégrale, nous pouvons utiliser le Théoréme 1.2 pour obtenir

que

Tn(up) 1
n —d L (Q
Pt L Jop dems L)

iit) Démonstration de la convergence de u,|Vu,[* — u|Vul® dans L'(Q).
Pour obtenir la convergence forte des gradients nous avons besoin du lemme
suivant.

Lemme 5.1. Soit u,, est définie par (5.3). Alors,

lim [ | Vug|2dz =0 (5.10)

k=00 J{un>k}
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uniformément en n.

Démonstration. Considérons la fonction 1y _1(s) = T1(Gg_1(s)) définie dans
la Figure 1.3. Notons que ¥y_1 (U, )un|Vu,[* > unW“n‘i{unzk}- Utilisons

Yr—1(u,) comme fonction test dans (5.3),

/{unzk} | Vatn|2dz < /Q V1 () Pdz

T, (u?)
2 _ n
+/Q¢k_1(un)un|Vun| de = /ﬂ)\

n
— i
|22+

,(/}n—l(un)dw + /&2 1/%-1(%)9611

Puisque {u, }nen est uniformément bornée dans Wy%(Q), alors & une sous
suite, {uy, }nen converge fortement dans L*(€2) (Vs < 2*) et presque partout.

Alors, comme conséquence,
{z € Q:u,(z) > k}| — 0, uniformément en n quand k — oo.

Donc

lim Un |V, |*dz = 0 uniformément en n. (5.11)
k=00 J{un>k}

0

Lemme 5.2. Considérons u, — u comme ci dessus. Alors,
Ti(un) — Ti(u) dans Wy2(9).

Démonstration. Utilisons ¢ (T (u,)—T(u)) comme fonction test dans (5.3),

avec ¢ définie dans (5.5).

/Q Vun,d (Ti(un) — Ti(u))V(Ti(un) — Ti(u))dx + /Qun|Vun|2(/§(Tk(un) — Ty (u))dx =

O + )0l (wn) = Tiw))da

n
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Pour estimer le premier terme du coté gauche on procede comme suit,

[Vt (D) = () V (Te(un) = Ti(w)d
[ V) (Tu(ua) = Ti
—Ti(

)
w))V(Ti(un) — Tii(u))dx+
| VGu{un)o (Tilun) = Tw) V(T () = Ti(u))de
/ |VTk n) — VT(u) 20/ (T (n) — Th(w))dart
/ VT (w)e (Te(ttn) — To())V (Ti(ttn) — Ti(w))da+
/Q VG () (T(un) — Tk( ))VTk(un)d;c—'QVGk(un)gb’(Tk(un)—Tk(u))VTk(u)da:.

Puisque les supports de VGy(u,) et VT (u,) sont disjoints et ceux de
VGi(uy,) et VTi(u) sont presque disjoints (car {u, },en est une suite crois-

sante en n), nous trouvons
| VGl (Tulutn) =T () VT )z = [ V() (T (1)~ Ti(w)) V() = 0.
En revanche, puisque Tj(u,) — Tk(u) faiblement dans W, *(Q),

/ VT (uw)d' (Ti(un) — Ti(u))V(Ti(un) — Ti(u))dx — 0, quand n — co.

Donc,
/Q Vind (T (tn) — To(w))V (T (wn) — To(u))da =

= [ 19 (Th(un) = Th(w) P/ (T(uwn) = Ti(w))dz + of1).
Notons que nous avons ¢(Tx(un) — Ti(w))x(y, 5 = 0;

/Q Un |Vt |26 (Th (1) — To(w))dz

= g M ABC) Tl T n) T ) =
= | Tewn) VT Pl0( T (un) = Tiw))ldar <

<k [ VT (t0) =T () P1(Tlwn)~Ti(w))lda—k | [VT(0) Plo(Th () =T (w) | d
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+2k /ﬂ VT () VT ()| d(Te(un) — Ti(w))|da.
Puisque VTj(u)p(Ti(u,) — Ti(w)) — 0 dans L*(Q), et VT (u,) — VTi(u)
dans L?(Q) nous obtenons
| IV @)PI0(Th(un) = Ti(w)ldz = 0 quand n — oc,
et
/Q VT (un) VT (w)p(Ti(un) — T (u))dz — 0 quand n — oo.

Alors, en passant a la limite quand n — oo, nous avons

/Q Un|Vtin|26(Th (1)~ T () )dr < k /Q VT (1) =V T () 2| 6(Th () — T () | de+0(1).

Par (5.5), nous concluons que

¢ / IV Ti () — V() 2dx <
Q

< /Q(Gﬁ’(Tk(un)—Tk(U))—k‘|¢(Tk(un)—Tk(U))I)IVTk(Un)—VTk(U)IQde < o(1),

d’ott Ty (un) — Ti(u) fortement dans Wy (). 0

Remarque 5.1. Comme conséquence du Lemme précédent, nous avons
VTk%(un) = 3T3(un) VTi(u,) < 3kVT(u,) alors par le fait que VT, (u,) —
VT (u) fortement dans L?(2) et Ty, (u,) — Ti(u) fortement dans L*((2), Vs,
et que |Tx(u,)| < k, alors on peut conclure par I'utilisation du Théoreme
de la convergence dominée que Tk%(un) — Tk%(u) fortement dans Wy2(€).

iv) Conclusion de la démonstration du Théoréme 5.3. Pour finir, nous prou-
vons que

Un |V, |* — u|Vul? fortement dans L'(€2).

Utilisons le Lemme 5.1 alors la suite des gradients converge p.p, afin d’appli-

quer le Théoréme 1.2, nous devons prouver 1'équi-intégrabilité de u, |Vu,|?.
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Soit E C 2 un ensemble mesurable. Alors

[l VunPde < [ VT ()P T + |
JE At

U |V, [*dr <
Jun<k}nE E

up>k}N

3
< VT2 (un)]* + U |V, *dz.
{un<k}NE {un>k}NE
Par le Lemme 5.1, et la Remarque 5.1 pour tout & > O, Tk(un)% —
Ti(u)? dans Wi?(Q), donc / T (un) |V Ti(u,)|*de est uniformément pe-
B

tit pour |E| suffisament petit. Et par le Lemme 5.1, nous obtenons

/ un|Vun\2d:1; < / un|Vun|2d:L' -0
{un>k}NE {un>k}

quand k — oo uniformément en n. Alors
Un|Vun|? = u|Vul* dans L'(Q)

par le Théoréeme 1.2. Donc, en particulier nous concluons que u est une

solution distributionnelle du probleme,

P
—Au + u|Vu|* = /\u—2 +g9, u>0 dans(,
|| (5.12)
u=20 sur 0.

Il est clair que u € Wg2(Q) et que u? € Wy2(Q).
Notons que, par la regularité de u, I’équation (5.12) est vérifiée dans un

cadre plus général, en particulier, on peut prendre des fonctions test v €
W, 2(Q) N L®(Q).
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5.2.2 Résolution du probléme (5.2) avec une donnée dans

LYQ).
Considérons g, = Ty,(g), qui est g, 1 g dans L'(Q). Et soit u,, la solution de

— Aty + U |Vu,|? = 5+ 9n,  Un >0 dans Q,

! ! (5.13)
U, =0 sur o€,
Trouvée dans la section 5.2.1. Définissons
wi(s) = [ (T,
plus précisment par,
% sis <k,
Ui(s) = . \ (5.14)
2k2(s2 —k2) sis> k.

On peut vérifier I'estimation suivante.

Lemme 5.3. Ve > 0, Vk > 0, dC. tel que
s Ti(s) < eVi(s)+C., s>0.
Prenons T} (u,) comme fonction test dans le probléeme tronqué, il s’ensuit que
/ IV Ty |2dx+/ IVt [T (0 )i = /\/ n T () da + / 9aTo(1n) .
Alors,
[T P+ [ 190 P <2 [ %Tk(un)dl’ + [ oTiun)de,

Par le Lemme 5.3 et les inégalités de Hardy et Young,

(2)-

/ VT (e ]2d:c+/ VW, () P < 5—/ IV ()] dx+/
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. A
Choisissons 0 < e—— < 1, nous trouvons
N2

A C
T () *d 1——/\I/n2d</—€d k .
J, 9T Pz (1= ) [ 90 < [ cde bRl
Donc, pour tout k£ > 0 il s’ensuit que

/ |VTe(u,)Pde < C(N,e,9Q,g,k) uniformément pour tout n € N,
Jo

/ IV (up)*dr < C(\,2,9Q,9,k) uniformément pour tout n € N.
Q

D’ou, en utilisant la définition de Wy, il existe u € Wol’2(Q) tel que u, — u

faiblement dans Wy%(€2). En effet

/ IV, [2de < / IV Ty () Pdat [ IV, 2dr < / |VTk(un)|2dx+/ VW, (u,)[2dz < C,
Q JQ JON{un>k} Q Q

ou C est indépendant de n. D’otl1, & une sous suite pres
u, — u faiblement dans VVO1 2((2)

Nous prouvons maintenant d’une maniere similaire a la section précédente que

uP uP
1. &+ —»—d LY(Q).
o 7 e S

2. Ti(uy) — Ti(u) fortement dans Wy2(2) pour tout k > 0.

3. lim U, |Vun|*dz = 0 uniformément en n.
k=00 J{u,>k}

up
Comme dans la sous section 5.2.1 nous déduisons que —% est bornée dans L'(Q)

|z[?
up
et converge p.p. dans W Afin d’appliquer le Théoréme 1.2, nous vérifions 1’équi-
x
up
intégrabilité de ﬁ Nous prouvons maintenant d’une maniere similaire a la sous
x

section précédente que —% converge fortement vers W dans L'(Q). De cette
T -

ub u?
2 x
fagon, nous obtenons (1). Notons que (2) et (3) sont nécessaires pour démontrer

la convergence forte des gradients. Pour avoir (2) nous considérons la méme
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fonction test ¢(7Ty(u,) — Ti(u)) dans (5.13),

/Q Vunqﬁ’(Tk(un)—Tk(u))V(Tk(un)—Tk(u))da:Jr/;l U [Vt 26T () — T (1) ) i =

= [\ + 00)0(T) — Tifu)de

Etant donné que u, — wu dans W,2(Q) et en utilisant I'hypothése sur ¢(s)
nous concluons (2). Pour avoir (3) nous utilisons v,_1(s) = T1(G,_1(s)) comme
fonction test dans (5.13), et procédons exactement comme dans la preuve du

Lemme 5.1. Nous sommes maintenant prét a prouver que
Un |V |? — u|Vu|? fortement dans L'().

Notons que la suite converge p.p. dans €2 (par (2)). Maintenant pour montrer
la convergence forte des gradients, nous procédons comme suit : Soit £ C ) un

ensemble mesurable. Alors

/ |Vt |2 < IV Ty () 2T () e + / |Vt [Pl
E

{un<k}NE {un>k}INE

Par (2), pour tout k > 0, Tk(un)% — Tk(u)% dans WOI’Q(Q), et donc/ T (un) |V T () | da
B
est uniformément petit dans un ensemble de |E| suffisament petit. Par (3), nous

obtenons que
/ Uy |V, [*dr < / Up| V| ?de — 0
{un>k}NE {un>k}
quand k — oo uniformément en n. Alors, par le Théorémel.2 nous obtenons que
Un|Vn|? — ulVul* dans LY(Q).

Donc, en particulier nous concluons que u est une solution distributionelle du
probléme,
—Au + u|Vul* = 5 +9, uw>0 dans,
| | (5.15)

u=20 on 0f),
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et, en particulier, u est sur-solution du probleme (5.1).

5.3 Cas Parabolique

Dans cette section nous ferons souvent appel au principe de maximum sui-

vant :

Théoréme 5.4. ( Principe de Mazximum ) Supposons que 1 < ¢ < 2 et soit
w € C(0,T; L*(Q)) N L2(0, T; Wy ?(Q)) est la solution de

' a+ |V’LU|q - ’ T = ’ )
w(z,t) = 0sur dQ x (0,7), (5.16)
w($>0) = Ul()(%) siz € Q,

ou f € L®(Qr), wo € L®(Q) avec f = 0 ot wy = 0 et a > 0. Alors w(z,t) > 0

dans Qrp.

Voir [10] pour la preuve. Le premier résultat d’existence dans cette section

est le suivant.

5.3.1 Résoultion du probléme (5.1) avec donnée dans L™({)r).

Théoréme 5.5. Soit u la solution du probleme stationnaire obtenu dans la
section précédente. On suppose que f(z,t) < g(z) Y(z,t) € Qr ot g € L™(Q)

avec m > % On suppose aussi que ug < u, alors pour tout A > 0, le probleme

suivant
uP
uy — Au+ u|Vul* = )\W + f(z,1) dans Qr,
u(z,0) = up(x) dans €2 (5.17)
u=20 sur 02 x (0,7,

posséde une solution u, tel que u € L*(0,T; WOM(Q))

Démonstration. Nous séparons la preuve en plusieurs étapes.

FEtape 1. La Construction de la sur-solution de (5.1).
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—Au + u|Vaul* > )\i +g9, w>0 dans,
|z[? (5.18)
u=0 sur of).
L’existence de la solution de (5.18) pour tout A > 0 est une conséquence de
l'article [59].
Par conséquent, nous obtenons la sur-solution @ du probleme (5.1) pour tout
A > 0.
Etape 2. Recherche de la sous-solution.
Nous considérons u = 0 comme sous solution du probleme (5.1) pour tout A > 0.

Etape 3. Comparaison.
=1, — At + | Val?

Il est clairque u=0< 1w

Etape 4. La Construction des problemes itératifs. Nous définissons les probléemes

suivant :
p
(Un)t — Aty + un | Vu > = A |(:z;u|;i)l + fa dans Qr,
Un(7,0) = upy(7) < T dans Q (5.19)
uy =0 sur 02 x (0,7,

Soit u® = u = 0. Procédons par itération afin d’avoir une suite ordonnée crois-

sante {uy }nen.
La convergence faible de {un}nen dans L2(0,T; W, 2(2)) N L®(Qy). Puisque
{tn ynen C L2(0,T; Wy *(Q)) N L®(Qp) on peut utiliser u,, comme fonction test

dans le probeéme tronqué (5.19). Il s’en suit que

/AJ%M“+/AJV%F+E/AJVﬁF (5.20)

Y an
<A [ [ T W o ol o)
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Intégrons en temps,

2/ de¢+//52T|vUnyQ 4// V]2 < A//M;ZI

1 "
+§ /Q uddx + ||y

(5.21)

L"L/(QT) | |f‘ ‘Lm(QT)

En utilisant les inégalités de Sobolev et Young, alors pour tout € > 0, il existe

D. = D.(k,N, f,Q) tel que,

%/Qui(m,T)dx%—//QT |Vun|2+i//ﬂT|Vui]2
)\//Q - / deraC//Q |Vu,|* + D.. (5.22)

Utilisons aussi les megahtes de Holder et de Hardy-Sobolev, on aura

L L) T () T =omid ([ ] mie) ™

Par conséquent, puisque p + 1 < 4 nous obtenons que pour tout € > 0, il existe

C. = C:(p,N) > 0 telle que

(// W“n') N <5// [Vup | + Ce. (5.23)

Donc pour ¢ suffisament petit, de (5.20), (5.23), nous trouvons une constante A

J ], Vel <a e [ [ vep<a

Alors, & une sous suite pres,

telle que,

U, — u et u? — u? faiblement dans L*(0, T; W, *(Q)) et p.p. dans Q

Dans le but de passer a la limite et pour prouver que u, — u fortement dans

L2(0,T; Wy%(Q)), nous devons obtenir la convergence forte des termes tronqués,
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(Un— 1)

P+ . Nous avons

La convergence forte dans L'(Qr) de

’I’L

[t =) ()
= C(/ /QT IVui!“’)f1 <C(T

Comme {uy }nen est une suite croissante en n, donc d’aprés le Théoreme de la

convergence Monotone, on déduit facilement que

Up—1)P
’(;L“z i) W dans L (QT)

La convergence forte dans L*(Qr) de u,|Vu,|?. Pour obtenir la convergence forte

des gradients nous avons besoin des résultats suivants.

Lemme 5.4. Soit u, définie par (5.19). Alors,

lim // Un|Vitn|? = 0 (5.24)
J{un>k}

k—oo

uniformément en n.

Démonstration. Nous utilisons 1;_1(u,) définie précédement comme fonction

test dans (5.19),

//QT tn -1 (tn) + //{uﬂ>k} |Vt [* <
//QT P () //QT Vg1 (un)|* + //QT U1 (U )t |Vt |

7//2T |JC|2 1%1% +// Ve-tltin)fo < o1) quand k = co.

Comme dans la preuve du Lemme 5.1,

{(x,t) € Qp : up(x,t) > k}| — 0, uniformément en n quand k — oo. (5.25)
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Soit Hi(o) = | Yr—1(s)ds, alors

/ .LT tn, Vg1 (Un) :/ /QT(Hk(un))t =/Q Hk(un(w7T>)d:c—/Q Hy(uo())dw

Et puisque Hy(u,(x,T)) > 0 alors

_/QHk(uo(l‘))dx < //SZT Uy V1 ().

Donc

{uo>k}

// unl Vi S/Hk(uo(x))dx+o(1) g/ wo(@)dz + o(1).
un>k Q
Il résulte que

/ /{ }un\VunF — 0 quand k — oo uniformément en n.

Lemme 5.5. Pour chaque k£ > 0, on a
Ti(uy) — Tp(u) dans L%(0,T, Wy*(9)).

Démonstration. Comme dans le travail de [26], nous notons par w(k, v, n, €) toute

quantité qui satisfait a

El_i)r(r)l+ li;nﬁ sotip liin_)sogp hin—?ogp w(k,v,n,e) =0,
et par w”’k’g(n) toute quantité qui tend vers zero lorsque n — oo pour v,k
et ¢ fixés. Nous introduisons le terme régularisant en temps suivant, pour v €
L2(0, T, Wy™*(%2)),
v, (x,t) = V/t o(x, s)e’*ds,
—o0

ol
~ B v(x,s) site (0,7T),
Mme=y sité(0,7). (5:26)
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Il est clair que v, — v fortement dans L?(0, T, Wy*(Q)), (v,)" = v(v — v,) dans

le sens faible, i.e.,

/ - 2 1,2
V) - - W s 4y 0 .
< (v) w> V// (v—wv,)w pour tout w € L*(0,T, Wy (2))
Or

Considérons le terme régularisant de Ty (u) qui dépendent du parametre v > 0

et on le note par T, (u),, les principales caractéristiques de cette fonction étant

di(U),, .
{ S~ U(Ti(w) - Tiw),)
Tn(u)V(O) = Tn(uoyu)

alors

Ti(u), — Ti(u) fortement dans L%(0,T;W,*(2)) et p.p dans Q.

| Th(w)o| Loy < b Yk >0

Utilisons ¢(7Ty(un) — Tk(u),) comme fonction test dans (5.19),

< (n)es O(Telun) = Tulw),)) > + / / Vunqb’(Tk(un) — To(w),) V(Ti(un) — Ti(u),)
[ [ wlVaPoTiw) - Tw) = [ [ oty + 9(Tu(un) = Ti(w),)

Mettons
-[1 =< (un)t; ¢(Tk(un) - Tk(u)l/)) >
b= [ [ Vg (Tul) = Tuw),)V (Ti(w) = Ti(u))
L= [ [V Po(Ti(u,) ~ Tilu),)
et

L= [ [, O + DolTi(w) - Tutw))

Puisque la suite {u,},en est croissante en n, alors en utilisant les estimations
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précédentes sur u,, il s’ensuit que
Iy =w(v,n).
Nous analysons le terme I;. Nous avons

I =< (T (un) + Gr(ug))e, @(Th(tn) — Ti(w),) >
=< (Te(un))e, d(Ti(n) — Te(u)y) > + < (Gi(un))i, ¢(Ti(un) — Ti(u)y) >
=Ji+ Jp

1l est clair que
Ty = (T () = Tl ) (Ti(a) = Th(w)y) > + < (Tl ) O(Th () = Tilw),) >

Alors

< (D) = Te(w))o. 6(Te(tn)=Tilw)) >= [ [T ~Tilw))[j e > (v )

Ou 3(s) = [2 ¢(0)do. Utilisons la définition de (T} (w), ), il résulte que

< () 0lTilu) = Tiw) > = v [ [ (Tiw) = T, Jo(Talu) = Tilu))
w”(n).

Par conséquent, nous concluons que
J1 > w(v,n) +w”(n).

Et pour J;. Nous avons

T = [ [Guun)oTiwn) = T )Jf + [ [ Gulun)/(k = Telw))(Ti(u). )

> W)+ )+ [ [ Gulu)d k= Tw,) (T

. T
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Utilisons la définition of (7% (u),):, nous obtenons que

// Gelwn)d'(k = T, ) (T = v [ [ Gulun)o! (b = Tuw), ) (Tiw) = Te(w),)
o [ Gl = Tt = Tita),

T

Utilisons le fait que (Tx(u)),) < k et ¢’ > 0, il s’ensuit que

J [, Gr) (k= Tu(w))(Tufw))e > 0
Alors
Jo > w(n) + w(v).

En combinant les éstimations précédentes de .J; et .J, nous concluons que
I > w(v,n) +w’(n) + w(v).

Nous traitons maintenant I5.

L = /.QTVTk(Un)Qﬁ/(Tk(Un)—Tk(u),,)V(Tk(un)_Tk(u)y)
w [, V)6 (Tulw) = TV Ta(u) = T

‘VTk(un) VTi(u), 26 (Ti(un) — Ti(w),)

* / / V()@ (Ti(tn) = Ti(w)y) V(Ti(un) = Ti(u),)

+ ,/QT VGk<un>¢<Tk<un> — Ty(w),) VT (1)

[ ] V)¢ (Tulua) ~ Tu(w),) VTe(u),.

Puisque Ty (u), — Tj(u) fortement dans L2(0, T; W, (), alors

/ o VTi(u),d' (T, (up) — Te(uw), )V (Th(ur) — Ti(u),) = w(v,n).

D’autre part, en utilisant la convergence faible de Vu,, — Vu nous obtenons

alors, quand n — oo,

/ [ VG ()6 (T ()~ Ti(w).) VTi(1r) = / [ VOL)¢ (T(w)=T3(w),) VT (w).
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Maintenant mettons v — o0, il s’ensuit que
./%V@MMﬂMM—EWMVﬂMQ%O
Par conséquent
/}hvgw@wnw@—nwmvnwg:wmwy
Puisque les supports de VG (u,,) et VT (u,) sont disjoints, alors
/kbvgm@wnm@—ﬂwmvnm@:a
Par conséquent, nous concluons que
L= [ [ VTi(u) = VD), 6 (Tilw,) = Tiluw),),

et ceux de VG (uy) et VT (u), sont presque disjoints. Puisque {u, }nen est une

suite croissante en n, nous obtenons

/?%vam@wnw@4mmmvnwgz/ghwam@wnw@4nwmvnwﬁzw@ny

D’autre part, puisque Tj(u,) — Ti(u), faiblement dans L2(0,T; Wy*(9)), alors
/@Vﬂ@ﬁﬂW@—ﬂWHV@M@—ﬂMQ%QqumV%m.

Donc,

[ [, V! (Tiln) = Talw)) V(i) = Te(w),)

- //szT IV (Th(un) — Ti(w),) ¢ (Ti(un) — Ti(u)y) + o(1).

Notons que ¢(Ty(u,) — Ti(u),) > 0, alors

X{un>k}

h__/LMH%W%%”WW—ﬂWM+/AWM%W%WUWW—ﬂwm
//SZT Tk(un)|VTk(Un)|2¢(Tk(un) — Ti(u)y).

Y
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D’autre part, nous avons

/ / () [V Ti ) P Ti(ta) = T ()
,,, Di(n) [V T () = VT () + VTi(w)y [*¢(To(un) — T(u)y)
- / | D)) — VT30 (T ) — ) + (o)
k[ [ 19T 0) = VT + VT, Flo(Tu) — T,

Maintenant, en combinant les estimations précédentes, on obtient donc

/ | /Q ’WTk(“n)—Tk(u)u)IQ(¢’<Tk<un>—Tk(u)y)—k!«b(Tk(un)—Tk(u)V)\) < w(v,n).

En Choisissant o > k2, il s’ensuit que

¢'(s) — klo(s)| =

l\DI»—A

Alors
//QT IV (Ti(tn) = Ti(w),)]* < w(v,n),

Nous avons

// V(T () — To(w))|? = //QT VT3 (n) — VTi(w)y + VTi(w)y — VTi(u)]?
[ V(@) = Tiw)P e [ [ 19(Tilw), — Tifw)?
<w(v,n)+wv)

Mettons v — oo et n — o0, donc nous obtenons les résultats voulue.

Remarque 5.2. Nous procédons de la méme fagon que dans le cas elliptique,

nous pouvons obtenir facilement que Tkg (u,) — Tk% (u) fortement dans L2(0, T; Wy ()
Pour cela, nous considérons |Vw,|> = Ty (t,) |V Tk (u,)|?, alors |[Vw, |* < k|VTi(u,)|*
Comme |VTi(u,)|*> = |VTi(u)|* fortement dans L'(27), alors par le théoréme

de la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

|Vw,|*converge fortement dans |[Vw|® dans L'(Qr).
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3 3
Et comme conséquence nous obtenons que T2 (u,) — T;2(u) fortement dans

L2(0,T; Wy ().

Pour finir, nous prouvons que
U |Vun|? — u|Vul? fortement dans L' (Qr).

Utilisons le Lemme 5.5 alors la suite des gradients converge p.p. Dans le but
d’appliquer le Théoreme 1.2 encore, nous devons prouver ’équi-intégrabilité de

Un|Vu, | Soit Er C Q7 un ensemble mesurable. Alors

// un|Vun|2§// un|Vun|2+// T (up) |V, [
Er {unZk}ﬁET {unSk}ﬁET

3 :
Par le Lemme 5.5 et la Remarque 5.2, pour tout k > 0, T (uy,) — Ti(u)2 dans L2(0, T; Wg3(Q)),
donc / / |V T () [>T (uy,) est uniformément petit pour | Er| suffisament petit.
JET

Et par le Lemme 5.4, nous obtenons

// Un |V, |* < / / U | Vun|? — 0
{un>k}NEp . {un>k}

lorsque k£ — oo uniformément en n. Alors
Un |V, |* = u|Vul* dans L'(Qp).

Et par suite nous concluons que u est une solution distributionelle du probleme

suivant,
P
uy — Au+ u|Vul* = )\ﬁ? + f dans Qr,
u(z,0) = up(x) dans (5.27)
u=20 sur 002 x (0,7,

Il est intéréssant de noter qu’ont peut prendre des fonctions test v € L?(0, T VVO1 ’Q(Q))ﬂ
L>(Qr).
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5.3.2 Résoultion du probléme (5.1) avec donnée dans L'(Q7).

Nous procédons exactement comme dans le cas elliptique, on considere f,, =

T.(f), il est clair que f,, 1 f dans L'(Q27). Et soit u,, la solution de

Up

(Un)t — Aty + Un|Vu,|? = /\M;:l + fulz,t) dans Qr,
up(2,0) = up(x) <u dans Q2 (5.28)
un(x,t) =0 sur 002 x (0,7).

trouvé dans la sous section 5.3.1.

Prenons comme fonction test Ty(u,) dans le probléeme approximé (5.28),

Wi T+ [ VTP [ )P

Q

< )\//QT %Tk(un) +/ o Tk (uy,) + /Q Uy (uo(z))dz.

Par le Lemme 5.3 et les inégalités de Hardy et Young,

[ wwta de+ [ [ 9T @) [ [ )P

< U (u,)|? // e R /qf da.
eq [ [ IVl + [ [ o Kl + [ Beluale)ds

A
Choisissons 0 < sA— < 1 et pour tout k£ > 0 il s’ensuit que,
N2

// VT, (un)|? < C(\ e,Qr, f,n) uniformément en n € N,
Qp

// IV, (un)* < C(\ &,Qr, f,n) uniformément en n € N,
Qr

D’ou, a une sous suite
u, — u faiblement dans L*(0, T; Wy (Q)).

Nous prouvons maintenant d’une maniéere similaire a la section précédente que
b D
uh 4 u
. ——=— — — dans L(Q7).
2 | 1 2
>+, =l
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2. Ti(uy) — Ti(u) fortement dans L2(0,T;W,*(Q)) pour tout k > 0.

3. lim / / U, |Vup)* = 0 uniformément en n.
un>k}

k—00
ub
Comme auparavant, nous déduisons que |”|72 est borné dans L!(Qr) et converge
x
Up
p.p. vers W On va appliquer le Théoreme 1.2, pour cela nous vérifions 1’équi-
x

p
Up—1
T | |
sont nécessaires pour démontrer la convergence forte des gradients. Pour avoir

intégrabilité de . De cette fagon, nous obtenons (1). Notons que (2) et (3)

(2) nous utilisons le Lemme 5.5 pour la donnée dans L'(€27) nous trouvons
Ti(un) = Ti(u) fortement dans L2(0,T; Wy*(Q)) pour tout k > 0.

Nous utilisons aussi la Remarque 5.2, il résulte que

3

= §
T2 (un) — T2 (u) fortement dans L2(0,T; W, *(2)) pour tout k > 0

Pour prouver (3), on utilise ¢;_1(u,), comme fonction test dans (5.28), et nous
procédons exactement comme dans la preuve du Lemme 5.4. Maintenant nous

somme en musure de montrer que
Un |V, [* — u|Vu|? fortement dans L'(Q7).

Notons que la suite {u,|Vu,|*}nen converge p.p. (Par (2)). Dans l'ordre d’ap-
pliquer le Théoréme 1.2, nous avons besoin de prouver l'equi-intégrabilité de

Un|Vu, | Soit Er C Q7 un ensemble mesurable. Alors

//qu%Fg// nw@wnwgﬁ+// | V|2,
Er {Ungkf}mET {unzk}mET

3 3
Par (2), pour tout k > 0, T} (u,) — T2 (u) dans L*(0,T; W,*(Q)), et par suite
/ / Ty ()| VTi(uy,)|* est suffisament petit pour |Er| suffisament petite. Par
o

(3), nous obtenons

// U |V, |* < // U |V, |* — 0
J HHun>k}INEr S Hun >k}
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quand k£ — oo uniformément en n. Alors, par le Théoréme 1.2 nous avons que
Un |V, |* — u|Vu|* dans L'(Qr).

Donc, en particulier nous concluons que u est une solution distributionnelle du

probleme,
uy — Au+ u|Vul> = )\% + f(z,t) dans Qr,
u(z,0) = up(z) <@ dans €2 (5.29)
u(z,t) =0 sur 02 x (0,7).

5.4 Remarques et Extensions

Notons que, avec les mémes arguments utilisés dans la section précédente, on

peut prouver l’extension suivante.

Proposition 5.1. Soit Q  R™ un ouvert borné. On suppose que 8 > p — 2,
alors pour tout A > 0, et ug € L*(Q2), f € L*(Sr), il existe une solution positive

u du probleme

p
g — Au + uP|Vul? —)\‘uﬁ—kf dans Qr,
T
u(z,0) = up(x) dans Q (5.30)
u(z,t) =0 sur 092 x (0,7),

+1

verifiant u"3 € L2(0,T; W*(Q)).

Notons que le probléeme stationnaire associé admet aussi une solution mini-

male u vérifiant

4
—Au + |Vt = AU—Q +f, u>0 dans Q,

|| (5.31)
=20 sur ofQ.



Chapitre 6

Perspectives et Problemes

Ouverts

Le but de ce chapitre est d’énoncer quelques perspectives et de présenter des
problemes ouverts rencontrés durant 1’élaboration de cette these. On présente
ces perspectives et problemes ouverts dans le méme ordre que les chapitres de

cette these.

6.1 Problemes ouverts pour le Chapitre 2

Certains problemes ouverts relatifs au Chapitre 2 sont les suivants :

1. Supposons que v = 0, dans le cas p = 2, alors le probleme

“AuU= A 4 h
oF

a une solution distributionnelle si et seulement si |z|~*2h € L},.(Q2). Au-

cune condition similaire n’est connue a ce jour pour la cas du p—laplacien

pour assurer 'existence de solution.

2. La preuve du Théoréme d’existence 2.4 est purement linéaire. Il serait in-
téressant d’étudier si une condition similaire sur h assurerait l’existence de

solution pour le cas quasilinéaire du p—laplacien.
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6.2 Problemes ouverts pour le Chapitre 3

Pour le chapitre 3 nous présentons les problémes ouverts suivants :

1. Dans les Théorémes 3.1 et 3.3 nous avons prouvé l'existence d’une solution

pour toutes données dans L(£2), et méme pour f donnée mesure de Radon
bornée avec f € (L'(2)+W~12(Q)), par contre, le cas ou f est une mesure
singuliére dans le sens de la Définition 1.10 semble étre plus délicat. Nous
ferons observer au lecteur que dans l'absence du terme en gradient et f

mesure singuliere, le probleme est déja traité dans [32].

. Dans le cas ou f est une fonction réguliere dans €2, alors sous certaines hy-

potheses convenables sur le comportement de f dans un voisinage du bord
01, il existe dans la littérature plusieurs résultats donnant le comporte-
ment de u au voisinage de 0€2 en fonction de dist(x,092). Il sera intéressant

de généraliser ces résultats au cas d'une donnée générale dans L1((2).

. Le résultat de multiplicité du Théoréme 3.4 est prouvé sous une condition

de régularité sur f, par conséquent, nous savons par le Théoreéme 2.7 que
I'existence reste valable pour tout f € L*(€2). Il semble intéressant de mon-
trer que le probleme (3.8) possede aussi d’autres solutions. Nous rappelons

que le probleme (3.35) n’admet pas de solution pour une donnée générale

1.

6.3 Problemes ouverts du Chapitre 4

Concernant le chapitre 4 voici une proposition de problemes ouverts :

1. L’argument utilisé dans le Chapitre 3 est purement linéaire. Une question

intéréssante serait d’étudier pour tout A > 0 I'existence de solutions pour
le probleme (4.4) avec un opérateur non-linéaire, u; — Ayu. Nous ferons
remarquer que l'opérateur p—laplacien parabolique, présente des difficul-
tés et des résultats insoupconnables; il est donc tres difficile de prédire a

I’avance si il est possible d’obtenir les mémes résultats.

. Dans le cas linéaire et sous des hypotheses supplémentaires sur ug nous

pouvons prouver que u € L>®(Qr). Un des problemes ouverts dans ce sens
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serait d’essayer d’obtenir plus d’informations sur le comportement de la

solution au voisinage du bord de Q7 pour ¢t > 0 fixé.

3. Pour le cas sur-critique il serait plus qu’intéressant de déterminer la classe
des données initiales admissibles pour les quelles on a l'existence de solu-

tion.

6.4 Problemes ouverts pour le Chapitre 5

On présente ici des perspectives et quelques probleémes ouverts liés au chapitre

1. Dans la Proposition 5.1 on a supposé que 5 > p — 2, une question intéres-

sante est de traiter le cas ou p > 5+ 2.

2. Un probleme proposé a traiter est le suivant :

up

up — Au+ g(u)|Vul? = A + f(x,t),

P
otl<qg<2 p>0etfelLQr),g: IR — IR est une fonction continue,
croissante vérifiant la condition de signe g(s)s > 0, on cherche une solution
non nécessairement positive, il est intéressant de trouver l'interaction entre

P, q et g afin d’avoir une solution dans un espace de Sobolev convenable.

3. Le cas p > 2 est trés intéressant et exige des nouveaux outils pour prouver

des résultats de compacité soit pour le cas elliptique ou parabolique.
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Résumé :

Dans cette these on s’intéresse aux problemes elliptiques et
paraboliques avec terme singulier, en particulier le terme singulier sera
une non linéarité ou un potentiel de Hardy-Sobolev. L'objectif étant
d’obtenir des résultats d’existence, non-existence et de comportement
asymptotique des solutions.

Mots Clés :

Equations elliptiques et paraboliques non linéaires, terme singulier,
potentiel de Hardy-Sobolev, solutions renormalisées.

Abstract :

In this thesis, we focus on some elliptic and parabolic problems with
singular term, this one can be a singular nonlinearity or a Hardy-Sobolev
term. Our aim is to obtain existence, non existence results and the
asymptotic behaviour of the solutions.

Key words :

Nonlinear Elliptic and parabolic problems, singular term, Hardy-Sobolev
potential, Renormalized solutions.
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