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Notations

Par soucis de lisibilité , on a besoin des notations suivantes.
N(T) noyau de l'opérateur T’
R(T) image de l'opérateur T’
L(X,Y) Vlensemble des applications linéaires de X dans Y
F(X,Y) lensemble des opérateurs de Fredholm de X dans Y
ind(T)  lindice d'un opérateur de Fredholm T
& la somme orthogonale (dans ce mémoire )

D" () = {(2)*f() : |a] = m}



Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire est basé essentiellement sur les travaux de Pereira (voir par
exemple [11] , [12] )

Soit 2 C R™ ; un ouvert ,borné a bord régulier avec n > 2 .Soit V(.) une
fonction définie sur © de classe C*(« un entier > 0).
Considérons le probleme des valeurs propres suivant:

(A2 +V + Nu(z) =0 €N
(Gl akas w

Dans ce travail , on s’intéresse a la simplicité générique des valeurs propres
du probleme (1.1).

Si le potentiel V' = 0 , la simplicité générique des valeurs propres du
probleme (1.1) découle de la simplicité générique des valeurs propres du
probleme de Dirichlet pour le Laplacien (voir Micheletti[3] et Uhlenback[4]).

Sur ces questions, nous renvoyons le lecteur aux travaux de D.Henry [2],C.Rocha[5], Teman
6] et A.L.Pereira|[7],[8] .

Dans le cas unidimensionnel, le probleme:

—u(4)(t) _ )\u(t) ‘e [0’ 1}
{ u(0) =4/ (0) =u(l) =4/(1) =0 (1.2)

3
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admet des valeurs propres ayant la propriété suivante:

Théoréme 1.1 [1] L’ensemble de toutes les valeurs propres du probléme
(1.2) forment une suite croissante non bornée

O0< A <. <.. = 400

Chaque valeur propre A\, ,n € N est une valeur propre positive, simple et
isolée .Chaque fonction propre w, a (n — 1) zéros dans l'intervalle 10, 1] .

Soit le probleme
A%p = \p dans Q
{ Y= g—‘z = sur Of) (1.3)

En 1949, Duffing a donné un contre exemple montrant que (1.3) a une
premiere fonction propre qui change de signe.En 1950, Szego a fait une con-
jecture que si le domaine 2 possede des propriétés convenables, alors(1.3)
possede une fonction propre de signe constant.

Soit le probleme
A’p=f dans Q
Pl (14)
p=73-=0 sur
En 1908, Hadamard, a conjecturé que si {2 est convexe avec de bonne pro-
priétés alors, f > 0 implique que u > 0.Ceci est faux comme le montre le
contre exemple de Coffman sur un rectangle.En 1905, Boggio, a établi que
si  est le disque unité du plan alors la fonction de Green est positive.La
conjecture qui résiste jusqu’a maintenant , est la suivante:

Soit 2 C R? un domaine convexe.Il existe une constante C' > 0,telle que

si kq est la courbure maximale de 02 et
A\ > Ckg

alors f > 0 implique que u > 0.

Maintenant ,nous donnons un exemple qui illustre que le principe de maxi-
mum tombe en défaut pour le biharmonique
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Proposion 1.2: Soit Q un domaine borné de R2.

Si
Q= {(z,y) e R*: Q(z,y) < 0}
o1l
Q(z,y) = 2* + 25y° — 1
et
f(z) = (1 —2)*(4 - 3z)
alors B
A*(Q*f) >0 sur Q
Preuve:
Un calcul simple montre que
A*(Q*f) = 96P(x,y)
ou

P(z,y) = 596 — 1825z + 185022 + 620z + 3250y* — 3000zy°.
Maintenant , on montre que
P(z,y) >0 V(z,y) €QxQ

Nous démontrons cette relation en deux étapes .

Etape 1 :
P(z,y) > 0 sur 02 x 09.

En effet , remarquons que

VA
5

P(x, ) = R(z) = 726 — 19452 + 17202* — 5002°
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une étude de variation de R , montre que
R(z) >0 sur [—1,1]

Etape 2:

P(z,y) >0 sur QxQ

Supposons que P prend des valeurs négatives dans 2 x € .Soit (g, yo) le
minimum négatif de P qui est un point intérieur .

Py (z0,%0) =0
Py(iﬁo, Yo) =0

—1825 + 37002 — 186022 — 3000y = 0
{ 500y(13 — 12z) =0

(20, Yo) est un minimum de P <= {

P,(z,y) = 500y(13 — 12x)

Si Py(zo,y0) =0 avec (z9,y0) € 2 ,on doit avoir yy = 0 en utilisant le fait
que P.(z,y) =0 ,x¢ est une racine de I’équation :

37222 — 7402 + 365 =0

cette équation a deux racines distincts mais I'un des deux racines et dans
I'intervalle |—1,1] .

185 — 24/70

186
o ~ 0.904

g =

donc
P(x¢,0) ~0.01 >0

alors on trouve que

P(x,y) >0 pour (z,y) € €2

donc _
A*(Q*f) >0 surQ

D’ou le résultat.
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On voit bien que A%2(Q?f) >0 sur Q , mais Q%f change de signe sur Q.

Le mémoire est organizé comme suit :

Dans le deuxieme chapitre , on donne quelques définitions , notions et
des théoremes qui seront utils dans la suite .

Le chapitre 3, est consacré au résultat essentiel de ce mémoire.

Afin de faciliter la lecture de ce mémoire , certains théoremes et lemmes
sont donnés en annexe.



Chapitre 2

Domaine perturbé

Pour plus de détails sur les résultats obtenus dans cette partie, nous ren-
voyons le lecteur & D.Henry [2] .

2.1 Préliminaire

Definition 2.1.1:  Une application f : X — Y est dite propre si pour toute
suite (xpn,yn) € Y,tel que {y,} est convergente il existe une sous suite {Yon}
qut a une limite dans Y.

Soit f une fonction a valeur réelle , définie dans un voisinage d’un point x
de R™.La dérivée d’ordre m au point x de la fonction f notée D™ f(x) est
une une forme m—Ilinéaire , symétrique :

h — D™ f(x)h™ dans R"

munie de la norme:

D™ f ()| = max | D™ f ()™

Soit £ un sous ensemble ouvert de R™ .
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Soit E est un espace vectoriel normé ,C™ (€2, E) est I'espace des fonctions m
-fois continument différentiables sur €2 , dont les dérivées se prolongent d’une
maniere continue a la fermeture €2 avec la norme usuelle :

_ j
1 llem gz = max itelng f()|

Dans le cas ou E = R on écrit simplement C™(£2).

Soit CJ*(2) € C™(R) le sous espace des fonctions a support compact dans
Q.

Soit O, ¢(Q2, E) € C™(Q, E) le sous espace fermé des fonctions m- fois
différentiables et de dérivées uniformément continues .Si ) est borné, cet

espace coincide avec C™(, E).

Soit C™* (€2, F) 'espace des fonctions m -fois différentiables dont les dérivées
sont continues au sens de Holder avec I'éxposant o ,0 < o < 1, muni de la
norme :

| llgmeoy = max {1 Fllomoy » HED™ )}

o (@) — f)]

,x,y € € tel quex;«éy}
|z =y

H! = sup {
Un sous ensemble ouvert €2 de R™ est dit régulier de classe C™ | s’il existe
une fonction ¢ € (R",R) qui est au moins C},, -(R", R) tel que :
Q={z eR"/p(x) > 0}

et ¢(x) = 0 implique |Vo(x)| > 1.
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Soit m un entier non négatif , p un nombre réel > 1,et 2 un ouvert borné
I'espace de Sobolev WP (Q)) (resp Wy (£2)) est le complété de C™(§2) (resp
C(€2) ) suivant la norme :

Jull = / S (Dl da

laj<m

Sip =2 on écrit H™ (Q) = W™2(Q) et Hi* (Q) = W™*(Q).

Soit S une hypersurface de classe C! de R" et , soit ¢ : S — R une fonction
de classe C! | alors Vg¢ est un champ de vecteurs tangent & S , si pour
chaque courbe de classe C' jt — z(t) C S on a

 ola(t) = Vso(a(t)) (1)

Soit S une hypersurface de classe C? de R et, @ S — R" un fibre tangent
a S ,alors div sd S — R" est une fonction continue tel que , pour toute
¢S — R de classe C! & support compact dans S , on a

/S(dwsﬁ)qs - —/Sﬁ.vsqs.

Siu: S — R est de classe C?, alors Agu = divg(Vgsu) et pour toute
¢S — R de classe C! & support compact , on a:

[ oasu=— [ Vso.vsu
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Théoreme 2.1.2 [2]

(1)Si S est une hypersurface et ¢ : R™ — R est de classe C' dans un voisinage
de S,alors sur S ,Vso(z) est la composante de Vé(x) tangente a S au point
x, c’ esta dire :
d¢
Vso(e) = Vo(z) — 5N (@)

ou N est le champ normal a S .

(2)Si S est une hypersurface de classe C* dans R™, d S — R est de classe
C! dans un voisinage de S N : R* — R" est le champ normal dans un
voisinage de S de classe Ctiet H = divN est la courbure moyenne de S
alors : 9

e T —
= —Hd.N——(a.N
divsd = divd d aN(a )

sur S.

(3) Si S est une hypersurface u : R™ — R est de classe C* dans un voisinage
de S ,et N le champ de vecteur de la normale a S alors :

ou  O*u ON
Asu=Au— H— — —
su=au— oy~ ane VSN
sur S au voisinage de xy . On peut choisir N de telle sorte que g—% =0 sur

S .(voir [2 théoreme 1.13])

Avant de passer au calcul différentiel ,on a besoin d’une identité vérifiée par
I'opérateur biharmonique .Cette identité est nécessaire pour la suite .

Soit €2 un ouvert régulier de R™ ,u et v deux fonctions régulieres définies sur
2 montrons la relation :

2 A2\ _ v el
/Q{UAU uAv} 89{2)8]\[ Au@N uaN—l—AvaN
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En effet , d’aprés la deuxieme identité de Green on a :

0Au ov
A(Au) — AvAult = _A
J, (e = Avsuy { oN “aN}

ce qui donne :

/ {vA%u —uA*} = / {vA (Au) — AvAu + AuAv — uA (Av)}

= / U@Au — Au@ — u—aAU + Av%
~ Joa L ON ON ON ON

2.1.1 Calcul différentiel:

On considere 'opérateur différentiel formel non linéaire suivant :

U—v
défini par:
v(z) = f(z, Lu(z)) z €R"
ol
ou ou 0%u 0?u
L = —(), e, — (), =— (), =———, ..... ; R™.
U(e) = (0le), (o) o (0), (0 5 )i €

Plus précisément Lu(.) a valeurs dans RP et f(z, A) définie pour (z,\) € O
(O un ouvert de R"™ x RP).

Pour un sous ensemble 2 C R™ ,on définit F  par:
Fa(u)(z) = f(z, Lu(z));z € Q
avec u une fonction suffisamment réguliere tel que (z, Lu(z)) C O pour
x €.
Soit h: 2 — R"™, une application de classe C™ ,h est un C™difféomorphisme
de € dans son image h(€2) ,on définit:

Fu@ : C™(h(2)) = C°(h())
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Soit la fonction h* définie par:
R* - CF(h(2)) — C* () 0<k<m
ol

hu(z) = (uoh)(x) = u(h(z))  xe;

avec u est une fonction suffisament réguliere dans h(€) .

L’application h* est un isomorphisme [2] d’inverse h*~* = (h™1)*, h* et h*~!
sont aussi des isomorphismes dans les espaces de Sobolev [2]:
R* : WHRP(R(2)) — WHP(Q) 0<k<m, 1<p<co

h*u(z) = (uwo h)(z) = u(h(x)) x€Q

La forme Fj,) s’appelle la forme d’Euler pour 'opérateur différentiel non
linéaire :

v— f(,,Lv(.)) sur h(Q).
Cependant :

W Fuoyh™™" : "D, ) € C™() — C°(Q)

est la forme de Lagrange pour le méme opérateur non linéaire .

Mais une nouvelle variable h est introduite donc, on a besoin d’étudier les
propriétés de différentiabilité de ’application :

(hou) — W Fa@h™ (u) = f(h(.), h*Lh*'u)
Diffm(Q) x C™(Q) — C°(Q)
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ou

Dif f™(Q) = {h € C™(Q,R™)/ h est injective, et est borné sur Q}

1
|det b/ (x)|

cette application est une application de classe C* (ou analytique ) [2] sur son
domaine de définition .

2.1.2 Calcul différentiel de la forme de Lagrange

Pour calculer la dérivée de ’application
h — h*Fh(Q)h**lu

il suffit de calculer la dérivée de Gateaux le long d'une courbe de plongement
réguliere t — h(t,.) de classe C! .
On a:
0

0
51 owW)y) = 5 f(y, Lo(y))
L’opérateur différentiel:
0 0
Dt = E — U(Q?,t)&

est appelé la dérivée anti-convective .

On a le lemme suivant:

Lemme 1.1.3 [2] On suppose que 1 :R" xR — R et,h: R" x R — R”
sont de classe C et que h(t,.) est un difféomorphisme de classe C' dans
son image SU(t) pour toute t, alors:

DA (0)(. 1)) = () (1)
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Le théoreme suivant nous permet de calculer la dérivée de la forme de
Lagrange de la non linéarité.

Théoréme 2.1.5 [2] On suppose que f(t,y,\) est de classe C' sur un
ensemble ouvert de RxR" xRP.Soit L un opérateur différentiel a coefficients
constants d’ordre < m avec Lv (y) € RP,

Pour un ensemble ouvert ) C R" et une fonction v définie sur @ de
classe C™ soit Fg (t)v la fonction définie par:

y— f(t,y, Lo(y) yeQ

On suppose t — h(t,.) est une courbe, Q C R™ensemble ouvert Q) C
R™Posons Q(t) = h(t,Q) .Pour chaque |j| < m;lk| < m+1; (t,z) —
OO h(t, ), 0kh(t, x), OFu(t, x),s0nt continues dans R x Q au voisinage de
t = 0.Alors en chaque point de ) on a:

Dy(h* Fogey (1)) (1) = (1 Fag () ~) () + (h* Fy (£)h"") (1) Dy

ot Dyest la dérivée anti-convective.

Falt)oly) = 2 (1., Lofy).
et
Fyltyouly) = 92 (1., Lo(y) Lu(y) v € Q

est la linéarisation de v — Fg(t)v.
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Exemple 1: Supposons que A est un opérateur différentiel linéaire défini
par :

A=Y aa<y><a%>a

laj<m

ne dépend pas explicitement de t et :
h(t,z) =x+tV(x)+o(t) , z €

D’aprés la définition de D, :

Di(R* AR ) |i—g = % (h* A=) |z — by heV (B AR* ) |1 .
alors
% (h*Ah*_l'LL) ‘t:O = Dt(h*Ah*_lU) ‘t:O + h;lhtV(h*Ah*_lflL) ’t:O

d’aprés le théoreme 2.1.4:

DR A ) = (W*AR*)Du

0
— *A =10~ -1
h*Ah ((915 hy, heV)u
car %—‘? =0
or
W limo = 0" izo = T hy'li=o = 1; hili=o =V
a (h* AR ) | = h*Ah**l(Q — b he V) |—o + b th g(h*Ah**lu) |
ot =0 ot z 1t t=0 v Moy t=0
= A(% —VV)u+ VV(Au)
ou
= A—+[VV, A
VYAl )

par conséquent

B
(AR ) g = A2+ VY, A] (1)
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et [.,] est le crochet de commutateur donné par la ralation :

V'V, A () = VVA() — AVV()

On considere la forme générale des conditions aux bord :
b(t,y, Lv(y), MNog)(y)) =0 pour y € 9Q(1).

ou L,M sont des opérateurs différentiels a coefficients constants, et Nq)
est la normale extérieure pour y € J€2(t) ,on choisit une extention de Ngq
dans la région de référence 2 .Alors Ny = Ny,0) définie par :

h*Nh(t7Q) (h(l‘)) =

(h;")" Na(z) 02)

[(hz )T Na ()]
pour x dans un voisinage de 0f2.

(h;')T est la transposée de l'inverse de la matrice jacobienne; et |.||
désigne la norme Euclidienne .

Le lemme suivant nous permet de calculer la dérivée anti-convective de la
normale extérieure .

Lemmel.1.6 [2]

Soit Q une région régulicre de classe C2.

Soit Ng(y un champ de vecteurs unitaires de classe C*défini au voisinage
du O qui est la normale extérieure du O) ,et pour une fonction de classe C?
h: Q@ — R™ on définit Nyq) dans un voisinage de h(0S2) = Oh(S2) .Supposons
que h(t,.) est défini par :

%h(t,aj) = V(t,h(t,x)) pour z € Q

h(z,0)= x;
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ot (t,y) — V(t,y) est de classe C* et Q(t) = h(t,Q) , Now = Niwa).,
Alors pour x au voisinage de 090 et y = h(t,x) au vozsmage de 00Q(t)

0
aNQ n(y) = Di(h*Npwo))(x)
8N9(t)
- (v
( 8Q(t)g+05N9(t) Y

ot 0 = V.Nq) est la vitesse normale et Vaq) est le gradient tangentiel a

of.

Le théoreme suivant donne les propriétés de différentiabilité des condi-
tions au bord.

Théoréme 1.1.7 [2]

Soit b(t,y, A, 1) une fonction de classe C'sur un ensemble ouvert de
RxR"xRP xRY et L,M des opérateurs différentiels a coefficients constants
d’ordre < m .On suppose que Q est une région de classe C™ ' Nq(z) est un
champ de vecteurs unitaires de classe C™ défini sur voisinage de OS2 , qui est
le vecteur normal extérieur a 0SY et Nyuq) défini par (2.2) pour h:Q — R"
de classe C™1,

Soit By défini par :

Bhryv(y) = b(t,y, Lv(y), M Nyy(y)) pour y € h(Q2) au voisinage de Oh(S2)
Si t — h(t,.) est une courbe de classe C™ et pour |j| < m,|k| <m+1
(t,y) — (009, 0%, 0,09u, O%u)(t,x) sont continues dans R x Q au voisinage

de t = 0.
Alors au points de Q assez voisin de 0 on a:

. OB
Dy(h* Byl ™) (1) = (h* Buayh™ 1) () +(h* By "4 (). Dyurt- (= o) et

ON
ot h=ht,.); Bh'(g) et B;L(Q) sont définies dans le théoreme 1.1.5 et

0B b
o)) = 5

et Dy(h*Naw)) laa est donnée par le lemme 1.1.6.

(t,y, Lv(y), M Nyy(y))-Mn(y)

)(w).Dy(h* Nog))-
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Exemple 2: On considere 'opérateur différentiel linéaire au bord :
92
ON?

qui ne dépend pas éxplicitement de ¢
et

h(t,x) =x+V(z)+o(t) aveco(t)— 0quandt — 0 et x € 9N
d’aprés la définition de D, :
0

a(h*Bh*—lu) limo = Dy(h*Bh* ") =0 + h, ' hV(h*BR* ) | =0

et d’aprés le théoreme 1.1.7 :
Dt(h*Bh*il"UI) |t=0 = (h*Bh*71)<DtU) ‘t:O + (h*Bh*il)(Dth*N) |t=0

d’aprés le lemme 1.1.6:

o :

(Dth*N) |t:0 — &N |t:0 — N
alors
2(h*Bh*—lu) li=o = h*Bh*—l(2 — b he V) (1) |s=0 + V(%N)N + V(Vu.N)N
ot - o " - ON

+h;1htV(h*Bh*71U) ’t:O
or
h* |t:0 = h*_l |t:0 =1 ; h; It:O =1; ht |t:0 =V
donc
2(h*Bh*_lu) lt=0 = B@ — BVVu+ V(%N)N + V(VUN)N + VV(Bu)
ot ST ON
alors
[0 ou ou 3
—(h*BRh* " u) ;=0 = B—+[VV, B](u)+V(z=N)N + V(VuN)N + VV(Bu)
ot ot ON
et [.,] est le crochet de commutateur donné par la ralation :

[VV,B](.) = VVB() — BVV()
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2.2 Changement de variables

b

n peut toujours transférer rigin u la région de référen 2
On peut toujours transférer "1'o e ” ou la région de référence 2 € R" |, a
une région 2y difféomorphe a (2.

Soit Hy : €2 — Q; un difféomorphisme , et soit h : Q — R™ | on définit :

hi=hoH;':Q — R

Si
T = Hl(llf)
w = H*—lu
_ ) Nala)
No, (1) = Ny o)(Hi(z)) = H(Hfl)TNQ(x)H
Alors
ha(n) = hoHy'(Hi(2)
= ho(H{'o H)(Q)
= h(Q)
et

WiF bt () = BF poh ™ (Hi ) (Hy(2))

_ * *—1
= h Fh(Q)h u
et de méme ,les conditions au bord:

By onhi™ ua(er) = " Byo)h™ (H] ™ u)(Hy(x))

La normale est donnée par:

= Ny (ho H;'o Hi(z))
= Np(h(z))
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2.3 Théoréeme d’unicité

Pour montrer la simplicité générique des valeurs propres , nous aurons besoin
du théoreme suivant :

Théoreme 1.3.1:  Soit Q C R™ un ouvert ,connexe,borné,réqulier de classe
C*,et B une boule telle que B N O est une hypersurface . On suppose que
u € HY(Q) .Si pour une constante K, on a:

|A%u| < K(|Au|+ [Vu| + Jul pp sur

ou *u  oud
avec u = 8_N_8N2_8_N_0 sur B N oS

alors u=0 sur S.

2.4 Théoreme de transversalité

L’outil de base de notre résultat est le théoreme de transversalité de
R.Thom et Abraham [9] .

D.Henry [2] a donné une version généralisée du théoreme afin de I’appliquer
en dimension infinie et au cas des indices négatifs .

Avant d’enoncer le théoreme de transversalité on a besoin de quelques résultats
et définitions.

Définition 1.4.1 : Soit X et Y sont des espaces de Banachet T : X — Y
un opérateur linéaire , continu .
T est dite de Fredholm,s’il vérifie :
(1) N(T) est de dimension finie dans X.
(2) R(T) est fermée et de codimension finie dansY.
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La quantité

ind : FX,Y)>Z
T — ind(T):=dim N(T) — codim R(T)

est dite indice de T.

Remarque:

Si au moins 'une des dimensions de N(7T') , ou dimension de R(7’) sont finis
I'opérateur T est dite semi-Fredholm.

Définition 1.4.3: Soit f une application de classe C* . Un point x est dit
point régulier de f si la dérivée f’(x) est surjective et la dimension de son
noyau est finie ; dans le cas contraire x est dite point critique .

Soit X un espace de Baire et I = [0, 1].Pour tout fermé ou o—fermé F' C X et
chaque entier non négative m , on dit que la codimension de F est supérieure
ou égale a m(codimF > m) si le sous ensemble {¢p € C(I™, X);0(I™) N F
est non vide } est un ensemble maigre dans C'(I™, X) .

On dit que codim F' = k si k est le plus grand entier qui satisfait codimF >
m.

Le théoreme de transversalité s’enonce comme suit :

Théoreme 1.4.4: Soient k, m des nombres positifs.Soient X,Y, Z des variétés
Banachiques de classes C*.
On suppose que A est un ensemble ouvert tel que A C X XY et
f:A— Z une application de classe C* .Soit un point £ € Z;
On suppose que pour tout (z,y) € f~1(&)
(1) %(a:, y) : T, X = T:Z est semi-Fredholm avec indice < k.
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(2)
(2a)) DF (z,y) : (%, g—g) T, X xTyY = T¢Z est surjective
ot

[ RDfEw) | < .
(26) dim { R(Z (2) } > m +dim N (55 (2,9)).

(3) L’application (z,y) =y : f1(§) =Y est o-propre c'est
a dire  f(§) = U2, M; une réunion dénombrable d’ensembles M; tel que
(x,y) = Y est une application propre pour toute j .

Notons que (3) est satisfaite si f~' (£) est Lindelof [chaque recouvrement
ouvert a un sous recouvrement dénombrable | jou plus spécifiquement si
F7H(&)  est un espace métrique séparable ou si X,Y : sont des espaces
métriques séparables.

Soient :

Ay = o (a,y) € A}
et
Yerie = {y : € valeur critique de f(.,y): A, = Z};

Alors Y. est un ensemble maigre dans Y et si

(z,y) — vy
71 — v est propre et fermé Y. est  aussi fermé

Si ]nd(g—i) < —m < 0dans f7'(£) alors ((2a) implique (2f3)) et
Yoir ={y: € € f(Ay,9)}

a une dimension inférieure ou égale a m dans Y. [on note que Y. est maigre
si et seulement si codim Y. > 1].

Terminons ce chapitre par le lemme suivant :

Lemme 2.5.6: Soit hy € Dif f4(Q), il existe un voisinage Vy de hy dans

Dif f4(Q) tel que , pour toute h € Vy et uw € H* N HZ(Q),
[(h* A1 = hg ARy | o ) = £(h) |G ARG

“||L2(Q)

avec  e(h) — 0 quand h — ho dans C*(Q,R"™).



CHAPITRE 2. DOMAINE PERTURBE 24

Preuve: Sans perdre de généralité, il suffit de considérer le cas hy = ig;
on a :

n

h a—yih u(z) = 5 (uoh ™ Z 8% inlx) _Zb,]@) o, (z)

j=1

ol
bij(x) = (h;')jn(x), bij(z) la transposée de 'inverse de la matrice jacobi-

xr
enne de h, = (8hi)?j:1,alorsz

8mi

Ji:k=1 gk=1
nous avons
84 *—1 a 83 —1
Voo M T gttt
o o o .
= r - h

D (o) g G (1)
o*u

ou
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Lh(u)(z) = (bss(x)?bii(z)? — 1)%5@2(3:) +
M%:_l(l — 5S7T715¢,j,k)bsz(:c)bsr(a:)bik(:z:)bij(z)W(l‘)
+T7l§;_la%[bsz(a;)b,»k(x)bij(x)]bsr(@%(w)
+T’l§;:1a%l[bz’k(ﬂf)bz’j(f)]bsr(f’f)bsl(ff)awr%zaxj(m)
+T7§;1bsr(x)bsz(56)b¢k($)%(bij(x))%(13)

+ ) bsr(x)%[%(bm@)bz’k(‘”))bsl(“")]agiga:j (@)

b belehale) g () o)

,r7l7j7k:]‘

#3705

7l k=1 "

b3 bl e (o) ()

X
r k=1 k

alors
R*A Ry = APu + LM (2.3)

avec

LMy = Lhu 2.4
> L

s,i=1

puisque b;; — 0;; = { 0 L SISIZ :zj;éj dans C*(Q, R") quand h tend

vers ig dans C*(£2,R").Les coefficients de L" converge vers 0 unifomément
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en x quand h tend vers ig dans C*4(£2, R"),donc :

127l 20y < () 1A% 2 g

avec €(h) — 0 quand : h tend vers ig dans C*(Q, R™).

26



Chapitre 3

Simplicité génériques des
valeurs propres

Dans notre application I'espace topologique de Baire est la classe des régions
C™ difféomorphe a une région fixé €y de classe C™ .

X = {h(Q) : h € Dif f™()}

On introduit une topologie dans X définie par une sous-base de voisinage
de Q C X :

{h|[h = iallgmgrny < €€ > 0 suffisament petit}

Micheletti [3] a montré que cette topologie est métrisable, et ’ensemble des
régions C™ difféomorphe a 2 est un espace métrique noté M,,(€2).

Définition 3.1.1: Soit A une partie d’un espace topologique .On dit que
A est résiduelle si elle contient l'intersection d’une famille dénombrables
d’ouverts dense.

27
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Définition 3.1.2 On appelle espace de Baire, I’ espaces ou toute partie
résiduelle est dense .

Dans le but d’appliquer le théoreme de transversalité , on se ramene a
montrer que zéro est une valeur réguliere d’une certaine application.

Proposition 3.1.3 Soit Q0 C R™,un ouvert , connexe, borné de classe
C* | V(.) une fonction définie dans Q de classe C® et h € Dif f4(9).

Alors toutes les valeurs propres de (1.1) sont simples dans h(2) si
et seulement si zéro est une valeur réguliére de 'application:

®, : H'NHNQ) xR — L*Q) x H?(09)
Dp(u,N) = (A +V +X) T, KX AR u o)

Preuve:

0 est une valeur réguliere de @, si et seulement si pour toute
(u,\) € H* N H}(Q) x R avec ®5(u, \) = 0, DPp(u, ) est surjective
ol

Dy (u, \) (i1, X) = (B*(A2+V 4+ A) B* Yo+ A, B AR Y0 g

On définit 'opérateur:

Lo : H'NH)— L*(Q) x H? (69)
u — ((AQ—FV—F)\)U,Au’aQ)

L’opérateur Ly est un opérateur autoadjoint de Fredholm d’indice zéro .
Soit ’application:

I LX) x H2(0Q) — L*(Q)
définie par : I(u, ) = u

IT est une application linéaire .



CHAPITRE 3. SIMPLICITE GENERIQUES DES VALEURS PROPRES29

Comme Lj est un opérateur de Fredholm d’indice zéro alors:
MR(A*+V +N)] @ N(A2+V +)) = L*(Q)
Alors ,D®y, est surjective si et seulement si :
MR(A%+V + )] @ [u] = L*(Q)

cette relation a lieu si et seulement si A est une valeur propre simple de
probléeme suivant :

{ R (A2 +V + A)h* tu(z) =0 ASEY) (3.1)

u(x) = h*Ah* tu(z) € 0N
On est conduit & montrer que le probleme (1.1) dans h(€2) est équivalent a
(3'11)35111« he Dif f4Q) et u € HA N HI(Q),
R (APHVHNR T u(z) =0 2€ Q= (A’ +V+NR" u(z) =0 z € h()
et
R*AR* u(z) =0 2z €09 = AR lu(z) =0 z € 0h(Q)
car h* et h*~! sont des isomorphismes [2]. Sion pose v = h*"1u , on obtient

{ (A2 +V + MNov(x) =0 x € h(Q)
u(zr) = Av(z) = € 0h(Q)

Alors u solution de (3.1) si et seulement si v = h*~'u  solution de (1.1) dans
h(Q) .

On considere ’application:
F:H' N HNQ) x R x Dif f4(Q) — L*(Q) x H?(09)
définie par

F(u, A h) = (B(A% +V 4+ N0, AR | pq)
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On remarque que 0 est une valeur réguliere de ’application :

Pour h € Dif f4(Q) si et seulement si 0 € L*(h(€2)) est une valeur réguliere
de (I)h.

Comme les deux problemes (1.1) et (3.1) sont équivalents , nous avons par
la proposition 3.1.3 que toutes les valeurs propres de (1.1) sont génériquement

simples dans h((2) si et seulement si 0 € L*(Q) est une valeur réguliere de f
pour tout de h € Dif f4().

On considere 'application suivante:
H : H'NH Q) XRx Dif f4(Q) — LA(Q)x H?(0Q)x H' (Q) x H? (9Q) x L' (09)
définie par

H(u,v, A h) = (B (A +V + X) I, BEAR  Tu g , b (A2 +V 4+ X) B o, kAR 0 |aq

* 82 *aQA *—1
h 82Nuh 8N2h v)
On a besoin du lemme suivant .
Lemme 3.1.4: Soit @ C R™ ;n > 2 un ouvert ,connexe,borné de

classe C% et M € N.Alors il existe un sous ensemble ouvert dense Oy
C Dif f(Q),tel que pour tout h € Oyy.
St w e H?(h(Q)) avec ||w|| < M vérifiant

{ (A2 +V(z)+ N w(x)=0 x € h(Q)

w(z) = 8‘9—]3211)(37) = Aw(z) =0 x € Oh(Q)

o { (A2 +V(z)+ \) 120(:70) =0 x € h(Q)
w(z) = Aw(z) = $5w(z) =0 x € Oh(Q)

pour un certain A € [—M,0] .
Alors w est identiqguement nulle.
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preuve:
Il suffit de considérer les applications suivantes:
K : By x [=M,0] x Dif f3(Q) — L*(Q) x Hz(99) x L'(09)
(u, A, B) = h* (A2 + V + X) b u, h* AR |pq | h* -2 h*

02N
et
G Cy x [=M,0] x Dif f6(Q) — H(Q) x H3 (9) x L*(99)
(v, A h) — (h (A2 + V4 X) o, B* AR |0 | h*%h*ﬂv)
ou
By = {u€ H'N Hy(Q) — {0}/ [|lu]| < M},
et

Cn ={u e H>NHy — {0}/ |Ju]| < M}.

et on applique le théoréme de transversalité, voir [11,lemme 5.3]

Lemme 3.1.5:  Soit Q C R™;n > 2 un ouvert ,connexe ,borné de classe
C% et M € N.
On considere I’ application suivante :
H : By x Cyy x [=M,0] x Opp — L2(Q) x H2(0Q) x H'(Q) x
H3(09) x L(09)
définie par

H (u,v,\,h) = (k" (A2 +V+ )\) R u, R AR g , R (A2 +V+ )\) R o, B AR o

2 2
* a h*a Ah*_lv)

N Nz

ou
By =u € H' 0 HYQ) — {0}/ ||ul] < M}
O = {v € H N HY(Q) {0}/ Jol] < M} :
et Oy DUouvert donné dans le lemme précedent.
Alors

Qu = {h € Diff°(Q)/(0,0,0,0,0) € H (By x Cpy x [-M,0],h)}

est un sous ensemble maigre fermé dans Dif f°(Q).
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Preuve : Pour montrer que ’ensemble (), , est une ensemble maigre et
fermé ;| on utilise le théoreme de transversalité .

Premierement ,vérifions ’hypothese (3) , on va montrer que I’application:

(u,\,h) — h
H7(0,0,0,0,0) — Diff%Q)

est une application propre , cette hypothese prouve que I'ensemble )y, est
fermé .

Soit {(tn, A, b)) boeny € H71(0,0,0,0,0),avec hy, tend vers hy = iq .
Puisque {un},cny C Bur et {Au},en € [—M,0],alors par compacité il
existe u € H} () et A € [—M, 0] tels que :
u, — u dans H)(Q) et A, — X dans [—M, 0]

au cours de la démonstration du lemme(2.5.6) on a trouvé la relation (2.4)
suivante

R*A?h* 'y = A*u+ L"u  pour tout h € Dif f5(Q)

ot LM défini par (2.5).
Pour tout v € H}(2) on a :

o : * 2 *—1
0 = nl_lgloo/ﬂv{hn(A +V+ )it

= lim / v {(A2 +V+ X\)u, + Lh"un}
n—+0o [o

= lim / vA%u, + / v {(V + ) up + Lh"un}}
n—-+00 LJQ Q

— lim / AvAu, + / v {(V+ ) u, + Lh"un}}
n—-+4o0o LJQ Q

= lim / AvAu, + / o(V + \)u, + / th"un]
n—-4o00 LJQ Q Q
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puisque u, — u dans H}(Q) et A\, — X dans [-M,0], et h, — iq dans
Dif () on a les majorations suivantes:

/ Av.Au,
Q

k une constante, positive.
D’aprés I'inégalité de Holder et le fait que V' € C'*(2),nous avons

< ||AU||L2(Q) ||Aun||L2(Q)

< k[JAv] g2

[o(V + \p)uy|

/ vL"u,
Q

d’aprés I’équation (2.4) ; on a lim e(h,) =0

n—-+o0o

O:/AuAv—i—/(V—i—)\)vu
Q Q

alors u est une solution faible du probleme (1.1) , d’aprés la théorie de
régularité des équations elliptiques u est une solution forte du méme probleme

cl[oll o llunll 2 (@)

IA A

CHUHL2(Q)

< Me(hn) [0l 20y = 0

donc

Maintenant , on va monter que {u,}, .y converge dans H* N H}(2) vers
ue H*NH(OD).
En effet Vn,m e N

0 = AH(A2H+V +N)A  uy, — b5 (A2 +V + )R g,
= (A4 V + 2 \)un + L' uy — (A2 + V4 Nt + L'y,
= AQ(un = Um) + (V + X)) (Un — Um) + (A — Am) + Lhn(un — Up) + um(Lhn - Lhm)

= A? (Un =) +(V+An) (un_um)+um()‘n_)‘m)+Lhn (un_um)+um(Lhn _Lhm)
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|

3%t )y = 1V At = 52) 4 o = D) + Lt 1) + (P — L)

L2(Q)

HA2(un — Um = H<V + )‘n)(un - um) + um()‘n - )‘m) + Lhn(““ - um) + um(Lhn - Lhm>HLf
< NV M) @ = wn)ll A (= M) |2y + |27 (= ) ||

+ Hum(Lh" — [

)HL?(Q)
L2(Q)
M iz
comme la suite {uy,}, .y C B alors par compacité

u, —u dans Hy(Q)

de méme
An — A dans  [—M, 0]

et
hn, —iq dans C°(,R™) quand n — 400

de plus on a V(.) C C*(Q); (o > 0) et :

||Lhu||L2(Q) <e(h) ||U||H4mH3(Q) avec hli_{%ﬂh) =0

donc
HAQ(un - um)HLQ(Q) — 0 quand n,m — 400 (3.3)

et de plus
A HY*N HY(Q) — L*(Q) est un isomorphisme
alors il existe ¢g > 0 tel que :
| A*(u, — Um)HLz(Q) > co |[un — Um||H4mH3(Q)
par suite et d” aprés (3.3)
|un — um“H‘*ﬂH&(Q) —0 n,m— +oo

par conséquent {u,}, y converge dans H* N Hj () vers u € H* N Hy(),
on conclut que 'application:
(u,\,h) — h
H~(0,0,0,0,0) — Diff°%Q) est propre
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alors Q) est un ensemble fermé dans Dif f6(Q).

Soit (u,v,\,h) € H71(0,0,0,0,0),on suppose que h = iq.
La dérivée partielle

ol (0, A o) HY VG () x HP N HG () xR — L2 (Q) x Hz (09)
H (Q) x H3(09)

donnée par

(6<U/,/U,)\))(U7U’>\’ZQ)(U7U’)\) = (6<U/, )\) (u,)\,ZQ)(U, )\)7 a(u’ )\) (U, )\,ZQ)(U7 )\)
8H3 . 8H4 . o
) a(’U,A) (U7 >\7/LQ)(/U, ),, a(U’)\> (U’ A,ZQ)(’U, )\)
OHs; o
ORI

par un simple calcul , on trouve:
= (A2 4+ V + A+ M, At foq , (A2 +V + N)o + Av, Ad |oq

0%u 0%*Av n 0%u 82A2})
"ON2 ON2 ~ ON2 QN2

La dérivée de la fonction H, on utilise le théoreme 2.1.4:

DH (u,v,\ig)(.) = (DHi(u, A, iq)(.), DHs(u,iq), DHs(v,\,iq)(.), DH4(v,iq),
DH;(u,v,i0)(.))

ou

DHy (u, M ig)(it, A\, h) = (A2 + V + X\)(& — h.Vu) + \u.
et _ _
de méme

DHs(v, )\, iq) (0, \, h) = (A2 +V + \)(0 — h.Vv) + v
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et

DHy(v,iq)(0,h) = A(d — h.Vv) |oq -
d’aprés le théoreme 2.1.7:

NPT 0%u 0*A OAv OAv 0?Av
DHs(u,v,iq)(u,v,h) = 8]\72[8]\72( — h.Vv) + V(—— oN )N + V(a_NNN) N+ hV(=— IN? )]
?Av, 02 ou ou ou
+—8N2 [8]\/'2( th)—I—V(aN)N—I—V(aN)N—I—V(aNNN)N
(T
- ON?
avec N = —Vyq(h.N).
Soit 'opérateur :
OH, : 4~ gyl 2
TN = ——— cH*NH(Q) x R — L=(Q).
= e Ain) s 0 HY(@) X R o £(0)

pour montrer ’hypothese (1) du théoreme de transversalité on montre que T3
est un opérateur de Fredholm,on remarque premierment que la codimension
de 'image de Tyest fini et R(T}) est fermé dans L? (1) .
En effet :
T {(i0) fac AN B} ()} coincide avec l'opérateur de Fredholm d’indice

Z6éro :
= (A’ +V + ) : H' N Hy(Q) — L*(Q).
si
T (4) =0 = (A+ V42 i+ du=0

(i, ) € N(T})

on a

O:Lu{(A2+V+A)u+Au}
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ainsi

o—/uA2u+/u(v+A)u+Au2
Q Q

par conséquent

oz/u(A2+v+A)u+Au2
Q

0:/)@2
Q

(A*+V4+AN)u=0=ueN(A*+V+))

N(Ty) = {(%,0) /u € N (A?*+V + \)} est un sous ensemble de dimension
fini , on peut conclure que T} est un opérateur de Fredholm.

d’ou

A=0 alors

Maintenant on montre (2/3) ,on montre que:

R(DH (u,v,\,h))

R (5255 (w,0,0,1))

pour toute (u,v, A\, h) € H~1(0,0,0,0,0).

On suppose que ceci n’est pas vraie pour toute (u, v, A\, h) € H1(0,0,0,0,0).

Par un changement d’origine on suppose que h = iq ,alors il existe
01,0o, ... 0, € L2(Q) x H2(0Q) x H'(Q) x H3(9Q) x LY(8Q) tel que pour
toute . € CO(Q,R") il existe u,0,A € H* N HL(Q) x H> N HY(Q) x R et
Zow, € H>NHY(Q) x R;

tel que :

N OH
DH (u,v, A\, ig)(u,v,\) = Zcﬂj +

J=1

m(u’ v, )‘7 0, )(Z, w, /~L)
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alors
L OH S “
DH(u,v, X, iq)(u,v, ) — W(uﬂ% Aia, ) (2w, p) = ;Cﬂj
or DH est donnée en fonction de ﬁ donc
DH (u,v,\ig) (it — 2,0 —w, A — jrig) = Y _c;;  0; = (0],03,0%,0},07)

j=1
Comme u, v, )\ z,w, [t sont choisis arbitrairement, en particulier pour toute

h e CO(Q,R™) il existe 4,0, A € H*NHE(Q) x R et des scalaires ¢y, ca, ..., ¢
tel que :

DH (u,v,\,ig)(u, v, A, h ch

c’est a dire

(A2 +V + A) (4 — h.Vu) + I = f:cje; (3.4)
et B
Al — h.Vu) |gg = icjef. (3.5)
de méme B
(A2 4V + A)(0 — h.Vv) + \o = icjeg (3.6)
et "
A(D — h.Vv) g = zm:cje;* (3.7)
j=1

Enfin
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; 0*u  0°A 0Av 0Av
0 —
;@93 8N2[8N2( — h.Vv) + V( 8N)N+v<—aNNN) (3.8)
. 82A 82A 82 au
+h.V(aN2)]+ aNz[aNg( hVu)—i—V(aN) Nt
ou 92w
V(aNNN)N—irhV(aNQ)]

On définit I'opérateur Ly par :
Lo : H'NHXQ) — L*(Q) x H?(09Q)
u = (A7 4V + N, Auls)
et 'opérateur :
Ar, 1 LA(Q) x H2(0Q) — H* N HY(Q)

défini par:
w = AL0<Z7 g)

ot (A?4+V +ANw—z¢€ N(Ly) avecw L N(Ly) dans L*(Q) ,et Aw =g
sur 0X) . Cet opérateur est bien défini .

En effet :

comme L est un opérateur auto-adjoint de Fredholm d’indice zéro on a :

R(Lo) ® N(Lo) = L*(Q)

donc pour tout
t =w; +wy pour tout t € L*()

avec wy € R(Ly) , et wy € N(Lyg), il existe une unique solution w € H* N
H}(Q) tel que

(A’ +V 4+ Nw=w avec wlN(Lg)

Soit J un sous ensemble ouvert défini par:

J={x€0Q/ H(z)#0} un sous ensemble du 9
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ou H est la courbure moyenne du 0f2.
Comme le bord est une variété compacte de R™ ;J ne peut pas étre vide
[14, théoreme 2.

D’aprés le relation 3 du théoreme 1.1.2 on a:

OAv B 9% Av

0= AQQ(AU) = A(A'U) — Ha_N 8N2

or v est une solution du probleme (1.1) donc:

0Av  0?Av
= —\Ww—H
0 e
 0PAw
- ON?
O*A
0= ONQU sur 0§/ J
d’aprés le lemme(3.1.4), il existe un ensemble ouvert non videJ C J tel que
%2162” () # 0 pour toute z € J,puisque %2]@” % =0 sur 002 on a forcément

2
%EOSUIJ

On utilise 1’égalité 3 le théoreme 1.1.2 on obtient :

ou  O*u
0 = AQQU—AU—Ha—N—aN2
= —HS—X[ surj
donc
%:0 sur J car H#0 surJ
ON

si we H'NHJ(Q) et h=0 sur 8Q/j on obtient :

S - Ou
u—h.Vu——hNa—N—O sur Of

car u € H}(Q)) implique que Vu = %N,d’une part



CHAPITRE 3. SIMPLICITE GENERI QUES DES VALEURS PROPRES41

i —hVue H*nH\ Q)
d’autre part , il existe une unique solution « de
(A +V +Na— > Gu; € N(Lg) avec aLN(L) (3.9)
j=1

alors

a= ZCjALO(Q;-) pour i=1,5
La résolution de ’equation (3.4) est la méme que 'equation (3.9)alors
i—h.Vu—ae N(L)

donc pour {uy, us, ..., us} une base de N (Ly); est un choix de h = 0 sur 9/
ona:

i —h.Vu = Zgu, + ZCJALO 0;.6?) (3.10)

On substitue (3.10) dans (3.8) on utilise le fait que gN’; =0 sur J, on
trouve :

0% Av ou'\ du
TN [v <azv) N+V<8—NNN) N+hv<aN2>] ch
(3.11)
or u € Hj(9Q) implique que Vu= 2% N , alors I'équation (3.11) devienne

o *Av [ 0%u 0%u 0%u 0°u
E 95 —
' 039] e { N2NN+ N2NNjL NQV(NN)NthN N}‘J

alors

" 9’ Av 03
Z ?_ ON?2 8N3hN}J
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appartient a un sous espace de dimension finie de L'(992) pour toute h e

CS(Q2,R"™) vérifiant h=0 sur 8Q/j, puisque %2162” (x) # 0 pour = € J ceci

est possible seulemgnt dans le cas ou dim €2 > 2.

. 3 . .
Si % = 0 sur J alors u satisfait:

ou 9%u Bu 0 sur j (312>

{ (A2+V+Nu=0 sur €
U=73N = oN2 = oN® —

u vérifie les hypotheses du théoreme d’unicité de Cauchy , alors u =0 sur
) ce qui est une contradiction.

Par conséquent et d’aprés le théoreme de transversalité ,QQ5; est un ensemble
maigre et fermé.

Enfin le théoreme suivant qui montre la simplicité générique des valeurs
propres du probleme (1.1).

3.1 Théoreme

Soit Q un ensemble ouvert ,connexe, borné de classe C* de R™ tel que n > 2.
Alors toutes les valeurs propres du probleme de Dirichlet pour ['opérateur
biharmonique (1.1) sont génériquement simples.

Preuve: On considere I’ application différentiable suivante:
F i By x [=M,0] x Ay — L) x H?(09)
définie par :

(u, A, h) = (R* (A% 4+ X) B u, R AR | gq)

ou

By = {u € H'n HY(@Q){0} / |lu]| < M}
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Soit Ay = On/Qu ;5 tel que Oy est un ensemble ouvert dense donné par
le lemme 3.1.4 et Qs est I’ensemble maigre fermé du lemme 3.1.5.

On remarque que Ay est un ensemble ouvert dense dans Dif f4(€2).
On suppose que le domaine est régulier de classe C°.

A travers le théoreme de transversalité on va montrer que I’ensemble :

{h € Ap/ (u,N) = F (u, \, h) a zéro comme valeur réguliere}

est un ensemble ouvert dense de Aj;.

La vérification des hypotheses (1) et (3) du théoreme de transversalité est
similaire a celle du lemme 3.1.5., il nous reste a montrer (2«)

Sans perdre de généralité on change l’origine,on suppose que h = ig .

Raisonnement par I’absurde,on suppose qu’il existe un point critique
(u,\,h) € F71(0,0) ,donc il existe (v,0) € L2 (Q) x H™2 () tel que :

<DF (u, A, iq) (u, A, h), (v,9)> =0 pour toute (u,A, h) € H*nH} (Q)xRxC® (Q,R").

ou

DF (u, )\ ig) : H* N HY (Q) xR x C(Q,R") — L*(Q) x H? (89).
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on utilise le théoreme 2.1.4 | la dérivée de F est:

DF (u, A, ig) (u, A ) = ((A2 FV A4 A) (= hVu) + du, A(u — hVu) |m) .
c’est a dire
0= / v [(A? +V 4+ A) (u—hVu) + Au] + / OA(u— hVu)  (3.13)
Q oN

avec (., .),q indique le crochet de dualité de H=2(09) x Hz (99).

Sih=A=0 dans (3.13) on a :

O:/QU(AZ—FV—F)\)U—!—/BQQA(U) Vu € H* N Hy (Q) (3.14)
donc

0:/QUA27LL+(V+)\)1}1L+/899A(11) vu € H* N Hy (Q)
aprés intégration par parties on obtient:

/u(A2+V+)\)v+/ uA( 0) Vi € H* N H} (Q)
Q o0

donc v est une solution faible du probleme :

{ (A2+V 4+ Nov(z)=0 z€Q
v(z) =Av(x) =0 x € 00

or Q C R" est régulier de classe C°® ,d’aprés le théoréme de régularité des
équations uniformément elliptique v € H® (2) N C** (9Q),pour 0 < o < 1
avec (0, 9) g0 = [50,92% pour toute g € Hz (89).

Si h=w=0et \varie on obtient de la relation (3.13)
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Oz/v}\u YA ER
Q
O:/vu
Q

Si 4=A=0 eth varie dans CS (Q2,R™) jon obtient d’aprés la relation
(3.13)

0= /Q —v (A*+V + ) (hVu) — <9, A(hVu)>

o0

puisque v est une solution alors

0= /(hvu) (A2 4V 4+ X v—v(A24+V + ) (hVu) - <9, A(hVu)>BQ

donc

0 - /ﬂ (V) (A2) + /Q (V) Vo + /Q (W) — / A (W)

_/QW (hvu) - /QUA (hvu) - <9aA(W“>>:Q

d’aprés l'identité de 'opérateur biharmonique (2.1)

0Av ov

o (hVu) + A(hVu)a—N} - /a ) A(hVu)

o
ON’

: 0Aw o

or v est une solution de probleéme (1.1) ,donc notre formule devienne :

: 0Av : ov - ov

de sorte que

: 0Av
0= / hVu
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. o 8_16 . .
le Vu= g% N , ainsi

- Ou 0Av. - 6 "

oru € H*N H ()

on conclut que

— = Q
N N 0 sur d
d’aprés 'equation 3 du Théoreme 1.1.2 ,on trouve:
ou 0%

=NApg=Au—H—— —
0= Bon = Au— o~ o
comme u est une solution de (1.1) , on obtient

ou  0%u
OZ_Ha_N_W sur aQ

On multiplie cette relation par %ﬁ;} on a
ou 0Av  0*u OAv

0=-HoNaN ~ Nz on

ou OAV. — () gur 9N alors:

or AN ON —
0*u 0Av
0= vz gy W o0 (3.15)
d’aprés I'équation 3 du théoreme 1.1.2 on trouve:
OAv  0*Av

le fait que v est une solution, la derniere relation devienne

OAv  9*Av
O:—(V+)\)U—H8N ~ Nz

Ou ot d’aprés la relation (3.15)

On multiplie la derniere relation par £33

0*u 0*Av
SN2 N2 =0 sur 09 (3.16)
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92 Av

On suppose qu ’il existe un point xq sur le quel %77 # 0, alors il existe un
voisinage ouverg Qo de x( tel que 68%2” # (0,or on a la propriété %‘(’;]@“ =
sur OS2 ,donc % = 0 sur ,le fait que u solution du probleme (1.1) vérifiée
(A2+V+Nu(z) =0 z€Q
u(x):Au(x):%: x € 002N Qy

d’aprés 'unicité de la solution d'un probleme de Cauchy u = 0 sur 2 ,
contradiction avec notre hypothese que u € H* N H} () — {0} .

De méme ,on suppose qu’il existe xq,tel que %(ml) # 0,d’aprés (3.14)
% = 0 sur €2y, par suite v satisfait le probeme suivant :
(A2+V+No(z)=0 z€
v(a) = Av(z) = 282 =0 e dNN
d’aprés l'unicite de la solution d’un probleme de Cauchy v = 0 sur 2 |,

contradiction avec notre hypothese que u € H° N Hy () — {0} .

Alors 0 est un point régulier de F , par suite

{h € Ap/ (u,N) = F (u, \, h) a zéro comme valeur réguliere}

est un ensemble ouvert dense de Ay

Par conclusion et d’aprés le théoreme de Baire , les valeurs propres sont

génériquement simples sur 'ouvert NA ;.
MeN



Annexe

Nous donnons dans cette annexe quelques définitions et théoremes qui sont
utilisés dans ce mémoire :

Ensemble maigre:

Un ensemble est dit maigre s’il est inclus dans un réunion dénombrable
de sous ensemble rare de X.

Ensemble rare:

F un sous ensemble d'un espace topologique X est dit rare si son interieur
est vide .

Ensemble résiduel:

Un ensemble est dit résiduel si son complémentaire est un ensemble mai-
gre.

Espace de Baire:

Un espace topologique est dit de Baire si tout sous ensemble résiduel de
X est dense .

Théoreme:

Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

Théoreme:

Toute espace métrique complet est de Baire .En particulier , tout espace
vectoriel de dimension finie est de Baire .
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Résume :

Dans ce travail on traite la notion de la perturbation du bord pour
montrer la simplicité générique des valeurs propres de probleme de
Dirichlet pour le bilaplacien dans un ensemble C* difféomorphe a un
ouvert borné de R" pour n>2.

Mots clés:

Perturbation du bord, Simplicité genérique des valeurs propres,
valeurs propre de I'operateur biharmonique.

Abstract :

In this work we treat the notion of boundary perturbation to show
the generic simplicity of the eigenvalues of the Dirichlet problem for
bilaplacian opertor in a set of C* difféomorph to an open bounded
setof R"forn=>2.

Keywords:
Boundary perturbation, Simplicity generic of the eigenvalues ,
eingenvalues of biharmonic operator.
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