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Notations

Par soucis de lisibilité , on a besoin des notations suivantes.
N(T ) noyau de l’opérateur T
R(T ) image de l’opérateur T
L(X, Y ) l’ensemble des applications linéaires de X dans Y
F (X, Y ) l’ensemble des opérateurs de Fredholm de X dans Y
ind(T ) l’indice d’un opérateur de Fredholm T
⊕ la somme orthogonale (dans ce mémoire )
Dmf(x) =

{
( ∂
∂x

)αf(x) : |α| = m
}
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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire est basé essentiellement sur les travaux de Pereira (voir par
exemple [11] , [12] )

Soit Ω ⊂ Rn ; un ouvert ,borné à bord régulier avec n ≥ 2 .Soit V (.) une
fonction définie sur Ω de classe Cα(α un entier ≥ 0).

Considérons le problème des valeurs propres suivant:{
(∆2 + V + λ)u(x) = 0 x ∈ Ω
u(x) = ∆u(x) = 0 x ∈ ∂Ω

(1.1)

Dans ce travail , on s’intéresse à la simplicité générique des valeurs propres
du problème (1.1).

Si le potentiel V ≡ 0 , la simplicité générique des valeurs propres du
problème (1.1) découle de la simplicité générique des valeurs propres du
problème de Dirichlet pour le Laplacien (voir Micheletti[3] et Uhlenback[4]).

Sur ces questions, nous renvoyons le lecteur aux travaux de D.Henry [2],C.Rocha[5],Teman
[6] et A.L.Pereira[7],[8] .

Dans le cas unidimensionnel, le problème:{
−u(4)(t) = λu(t) t ∈ [0, 1]
u(0) = u′(0) = u(1) = u′(1) = 0

(1.2)

3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 4

admet des valeurs propres ayant la propriété suivante:

Théorème 1.1 [1] L’ensemble de toutes les valeurs propres du problème
(1.2) forment une suite croissante non bornée

0 < λ1 < λ2. < ..→ +∞

Chaque valeur propre λn ,n ∈ N est une valeur propre positive, simple et
isolée .Chaque fonction propre un a (n− 1) zéros dans l’intervalle ]0, 1[ .

Soit le problème {
∆2ϕ = λϕ dans Ω

ϕ = ∂ϕ
∂n

= 0 sur ∂Ω
(1.3)

En 1949, Duffing a donné un contre exemple montrant que (1.3) a une
première fonction propre qui change de signe.En 1950, Szego a fait une con-
jecture que si le domaine Ω possède des propriétés convenables, alors(1.3)
possède une fonction propre de signe constant.

Soit le problème {
∆2ϕ = f dans Ω

ϕ = ∂ϕ
∂n

= 0 sur ∂Ω
(1.4)

En 1908, Hadamard, a conjecturé que si Ω est convexe avec de bonne pro-
priétés alors, f ≥ 0 implique que u ≥ 0.Ceci est faux comme le montre le
contre exemple de Coffman sur un rectangle.En 1905, Boggio, a établi que
si Ω est le disque unité du plan alors la fonction de Green est positive.La
conjecture qui résiste jusqu’à maintenant , est la suivante:

Soit Ω ⊂ R2 un domaine convexe.Il existe une constante C ≥ 0,telle que
si kΩ est la courbure maximale de ∂Ω et

λ1 ≥ Ck4
Ω

alors f ≥ 0 implique que u ≥ 0.

Maintenant ,nous donnons un exemple qui illustre que le principe de maxi-
mum tombe en défaut pour le biharmonique
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Proposion 1.2: Soit Ω un domaine borné de R2.
Si

Ω =
{

(x, y) ∈ R2 : Q(x, y) < 0
}

où
Q(x, y) = x2 + 25y2 − 1

et

f(x) = (1− x)2(4− 3x)

alors
∆2(Q2f) > 0 sur Ω

Preuve:

Un calcul simple montre que

∆2(Q2f) = 96P (x, y)

où

P (x, y) = 596− 1825x+ 1850x2 + 620x3 + 3250y2 − 3000xy2.

Maintenant , on montre que

P (x, y) > 0 ∀ (x, y) ∈ Ω× Ω

Nous démontrons cette relation en deux étapes .

Etape 1 :
P (x, y) > 0 sur ∂Ω× ∂Ω.

En effet , remarquons que

P (x,

√
1− x2

5
) = R(x) ≡ 726− 1945x+ 1720x2 − 500x3
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une étude de variation de R , montre que

R(x) > 0 sur [−1, 1]

Etape 2:

P (x, y) > 0 sur Ω× Ω

Supposons que P prend des valeurs négatives dans Ω×Ω .Soit (x0, y0) le
minimum négatif de P qui est un point intérieur .

(x0, y0) est un minimum de P ⇐⇒
{
Px(x0, y0) = 0
Py(x0, y0) = 0

⇐⇒
{
−1825 + 3700x− 1860x2 − 3000y2 = 0

500y(13− 12x) = 0

Py(x, y) = 500y(13− 12x)

Si Py(x0, y0) = 0 avec (x0, y0) ∈ Ω ,on doit avoir y0 = 0 en utilisant le fait
que Px(x, y) = 0 ,x0 est une racine de l’équation :

372x2 − 740x+ 365 = 0

cette équation a deux racines distincts mais l’un des deux racines et dans
l’intervalle ]−1, 1[ .

x0 =
185− 2

√
70

186
x0 ' 0.904

donc
P (x0, 0) ' 0.01 > 0

alors on trouve que

P (x, y) > 0 pour (x, y) ∈ Ω

donc
∆2(Q2f) > 0 sur Ω

D’où le résultat.
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On voit bien que ∆2(Q2f) > 0 sur Ω , mais Q2f change de signe sur Ω.

Le mémoire est organizé comme suit :
Dans le deuxième chapitre , on donne quelques définitions , notions et

des théorèmes qui seront utils dans la suite .
Le chapitre 3, est consacré au résultat essentiel de ce mémoire.
Afin de faciliter la lecture de ce mémoire , certains théorèmes et lemmes

sont donnés en annexe.



Chapitre 2

Domaine perturbé

Pour plus de détails sur les résultats obtenus dans cette partie, nous ren-
voyons le lecteur à D.Henry [2] .

2.1 Préliminaire

Definition 2.1.1: Une application f : X → Y est dite propre si pour toute
suite (xn, yn) ∈ Y,tel que {yn} est convergente ,il existe une sous suite {yσn}
qui a une limite dans Y.

Soit f une fonction à valeur réelle , définie dans un voisinage d’un point x
de Rn.La dérivée d’ordre m au point x de la fonction f notée Dmf(x) est
une une forme m−linéaire , symétrique :

h→ Dmf(x)hm dans Rn

munie de la norme:

|Dmf(x)| = max
|h|≤1
|Dmf(x)hm|

Soit Ω un sous ensemble ouvert de Rn .

8
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Soit E est un espace vectoriel normé ,Cm(Ω, E) est l’espace des fonctions m
-fois continument différentiables sur Ω , dont les dérivées se prolongent d’une
manière continue à la fermeture Ω avec la norme usuelle :

‖f‖Cm(Ω,E) = max
0≤j≤m

sup
x∈Ω

∣∣Djf(x)
∣∣

Dans le cas ou E = R on écrit simplement Cm(Ω).

Soit Cm
0 (Ω) ⊂ Cm(Ω) le sous espace des fonctions à support compact dans

Ω.

Soit Cm
unif (Ω, E) ⊂ Cm(Ω, E) le sous espace fermé des fonctions m- fois

différentiables et de dérivées uniformément continues .Si Ω est borné, cet
espace cöıncide avec Cm(Ω, E).

Soit Cm,α(Ω, E) l’espace des fonctions m -fois différentiables dont les dérivées
sont continues au sens de Hölder avec l’éxposant α ,0 < α ≤ 1, muni de la
norme :

‖f‖Cm,α(Ω,E) = max
{
‖f‖Cm(Ω) , H

Ω
α (Dmf)

}
où

HΩ
α = sup

{
|f(x)− f(y)|
|x− y|

, x, y ∈ Ω tel que x 6= y

}

Un sous ensemble ouvert Ω de Rn est dit régulier de classe Cm , s’il existe
une fonction φ ∈ (Rn,R) qui est au moins C1

unif (Rn,R) tel que :

Ω = {x ∈ Rn/φ(x) > 0}

et φ(x) = 0 implique |∇φ(x)| ≥ 1.
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Soit m un entier non négatif , p un nombre réel ≥ 1,et Ω un ouvert borné
l’espace de Sobolev Wm,p(Ω) (resp Wm,p

0 (Ω)) est le complété de Cm(Ω) (resp
Cm

0 (Ω) ) suivant la norme :

‖u‖ =

∫
Ω

∑
|α|≤m

|Dαu|p dx

 1
p

Si p = 2 on écrit Hm (Ω) = Wm,2(Ω) ,et Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω).

Soit S une hypersurface de classe C1 de Rn et , soit φ : S → R une fonction
de classe C1 , alors ∇Sφ est un champ de vecteurs tangent à S , si pour
chaque courbe de classe C1 ,t→ x(t) ⊂ S on a

d

dt
φ(x(t)) = ∇Sφ(x(t)).

.
x(t)

Soit S une hypersurface de classe C2 de Rn et, −→a : S → Rn un fibre tangent
à S ,alors divS

−→a : S → Rn est une fonction continue tel que , pour toute
φ : S → R de classe C1 à support compact dans S , on a∫

S

(divS
−→a )φ = −

∫
S

−→a .∇Sφ.

Si u : S → R est de classe C2, alors ∆Su = divS(∇Su) et pour toute
φ : S → R de classe C1 à support compact , on a:∫

S

φ∆Su = −
∫
S

∇Sφ.∇Su
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Théoreme 2.1.2 [2]

(1)Si S est une hypersurface et φ : Rn → R est de classe C1 dans un voisinage
de S,alors sur S ,∇Sφ(x) est la composante de ∇φ(x) tangente à S au point
x , c’ est à dire :

∇Sφ(x) = ∇φ(x)− ∂φ

∂N
N(x)

où N est le champ normal à S .

(2)Si S est une hypersurface de classe C2 dans Rn,−→a : S → Rn est de classe
C1 dans un voisinage de S ,N : Rn → Rn est le champ normal dans un
voisinage de S de classe C1,et H = divN est la courbure moyenne de S ,
alors :

divS
−→a = div−→a −H−→a .N − ∂

∂N
(a.N)

sur S.

(3) Si S est une hypersurface ,u : Rn → R est de classe C2 dans un voisinage
de S ,et N le champ de vecteur de la normale à S alors :

∆Su = ∆u−H ∂u

∂N
− ∂2u

∂N2
+∇Su.

∂N

∂N

sur S au voisinage de x0 . On peut choisir N de telle sorte que ∂N
∂N

= 0 sur
S .( voir [2 théorème 1.13])

Avant de passer au calcul différentiel ,on a besoin d’une identité vérifiée par
l’opérateur biharmonique .Cette identité est nécessaire pour la suite .

Soit Ω un ouvert régulier de Rn ,u et v deux fonctions régulières définies sur
Ω montrons la relation :

∫
Ω

{
v∆2u− u∆2v

}
=

∫
∂Ω

{
v
∂∆u

∂N
−∆u

∂v

∂N
− u∂∆v

∂N
+ ∆v

∂u

∂N

}
(2.1)
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En effet , d’aprés la deuxième identité de Green on a :∫
Ω

{v∆(∆u)−∆v∆u} =

∫
∂Ω

{
v
∂∆u

∂N
−∆u

∂v

∂N

}
ce qui donne :∫

Ω

{
v∆2u− u∆2v

}
=

∫
∂Ω

{v∆ (∆u)−∆v∆u+ ∆u∆v − u∆ (∆v)}

=

∫
∂Ω

{
v
∂∆u

∂N
−∆u

∂v

∂N
− u∂∆v

∂N
+ ∆v

∂u

∂N

}

2.1.1 Calcul différentiel:

On considère l’opérateur différentiel formel non linéaire suivant :

u→ v

défini par:
v(x) = f(x, Lu(x)) x ∈ Rn

où

Lu(x) = (u(x),
∂u

∂x1

(x), .......,
∂u

∂xn
(x),

∂2u

∂x2
1

(x),
∂2u

∂x1∂x2

, .....);x ∈ Rn.

Plus précisément Lu(.) a valeurs dans Rp et f(x, λ) définie pour (x, λ) ∈ O
(O un ouvert de Rn × Rp).

Pour un sous ensemble Ω ⊂ Rn ,on définit zΩ par:

zΩ(u)(x) = f(x, Lu(x));x ∈ Ω

avec u une fonction suffisamment régulière tel que (x, Lu(x)) ⊂ O pour
x ∈ Ω.

Soit h: Ω→ Rn, une application de classe Cm ,h est un Cmdifféomorphisme
de Ω dans son image h(Ω) ,on définit:

zh(Ω) : Cm(h(Ω))→ C0(h(Ω))
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Soit la fonction h∗ définie par:

h∗ : Ck(h(Ω))→ Ck(Ω) 0 ≤ k ≤ m

où

h∗u(x) = (u ◦ h)(x) = u(h(x)) x ∈ Ω;

avec u est une fonction suffisament régulière dans h(Ω) .

L’application h∗ est un isomorphisme [2] d’inverse h∗−1 = (h−1)∗, h∗ et h∗−1

sont aussi des isomorphismes dans les espaces de Sobolev [2]:

h∗ : W k,p(h(Ω))→ W k,p(Ω) 0 ≤ k ≤ m , 1 ≤ p ≤ ∞

où
h∗u(x) = (u ◦ h)(x) = u(h(x)) x ∈ Ω

La forme Fh(Ω) s’appelle la forme d’Euler pour l’opérateur différentiel non
linéaire :

v → f(., Lv(.)) sur h(Ω).

Cependant :

h∗Fh(Ω)h
∗−1 : h∗DFh(Ω)

⊂ Cm(Ω)→ C0(Ω)

est la forme de Lagrange pour le même opérateur non linéaire .

Mais une nouvelle variable h est introduite donc, on a besoin d’étudier les
propriétés de différentiabilité de l’application :

(h, u) → h∗zh(Ω)h
∗−1(u) = f(h(.), h∗Lh∗−1u)

Diffm(Ω)× Cm(Ω) → C0(Ω)
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où

Diffm(Ω) =

{
h ∈ Cm(Ω,Rn)/ h est injective, et

1

|deth′(x)|
est borné sur Ω

}
cette application est une application de classe Ck (ou analytique ) [2] sur son
domaine de définition .

2.1.2 Calcul différentiel de la forme de Lagrange

Pour calculer la dérivée de l’application

h→ h∗zh(Ω)h
∗−1u

il suffit de calculer la dérivée de Gâteaux le long d’une courbe de plongement
régulière t→ h(t, .) de classe C1 .

On a :
∂

∂t
zΩ(t)(v)(y) =

∂

∂t
f(y, Lv(y))

L’opérateur différentiel:

Dt =
∂

∂t
− U(x, t)

∂

∂x

est appelé la dérivée anti-convective .

On a le lemme suivant:

Lemme 1.1.3 [2] On suppose que ψ : Rn × R → R et , h : Rn × R → Rn

sont de classe C1 et que h(t, .) est un difféomorphisme de classe C1 dans
son image Ω(t) pour toute t, alors:

Dt(h
∗(t)ψ(., t)) = h∗(t)(

∂ψ

∂t
(., t))
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Le théorème suivant nous permet de calculer la dérivée de la forme de
Lagrange de la non linéarité.

Théorème 2.1.5 [2] On suppose que f (t, y, λ) est de classe C1 sur un
ensemble ouvert de R×Rn×Rp.Soit L un opérateur différentiel à coefficients
constants d’ordre ≤ m avec Lv (y) ∈ Rp.

Pour un ensemble ouvert Q ⊂ Rn et une fonction v définie sur Q de
classe Cm,soit FQ (t) v la fonction définie par:

y → f(t, y, Lv(y)) y ∈ Q

On suppose t → h(t, .) est une courbe, Ω ⊂ Rn,ensemble ouvert Ω ⊂
Rn.Posons Ω(t) = h(t,Ω) .Pour chaque |j| ≤ m; |k| ≤ m + 1; (t, x) 7→
∂t∂

j
xh(t, x), ∂kxh(t, x), ∂kxu(t, x),sont continues dans R × Ω au voisinage de

t = 0.Alors en chaque point de Ω on a:

Dt(h
∗FΩ(t)(t)h

∗−1)(u) = (h∗t
.

FΩ(t)(t)h
∗−1)(u) + (h∗F ′Ω(t)(t)h

∗−1)(u).Dtu.

où Dtest la dérivée anti-convective.

.
zQ(t)v(y) =

∂f

∂t
(t, y, Lv(y)),

et

F
′

Q(t)vw(y) =
∂f

∂λ
(t, y, Lv(y)).Lw(y) y ∈ Q

est la linéarisation de v → FQ(t)v.
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Exemple 1: Supposons que A est un opérateur différentiel linéaire défini
par :

A =
∑
|α|≤m

aα(y)(
∂

∂y
)α

ne dépend pas explicitement de t et :

h(t, x) = x+ tV (x) + o(t) , x ∈ Ω

D’aprés la définition de Dt :

Dt(h
∗Ah∗−1u) |t=0 =

∂

∂t

(
h∗Ah∗−1u

)
|t=0 − h−1

x ht∇(h∗Ah∗−1u) |t=0 .

alors

∂

∂t

(
h∗Ah∗−1u

)
|t=0 = Dt(h

∗Ah∗−1u) |t=0 + h−1
x ht∇(h∗Ah∗−1u) |t=0

d’aprés le théorème 2.1.4:

Dt(h
∗Ah∗−1u) = (h∗Ah∗−1)Dtu

= h∗Ah∗−1(
∂

∂t
− h−1

x ht∇)u

car ∂A
∂t

= 0.
or

h∗ |t=0 = h∗−1 |t=0 = I ; h−1
x |t=0 = 1; ht |t=0 = V

∂

∂t

(
h∗Ah∗−1u

)
|t=0 = h∗Ah∗−1(

∂

∂t
− h−1

x ht∇)u |t=0 + h−1
x ht

∂

∂t
(h∗Ah∗−1u) |t=0

= A(
∂

∂t
− V∇)u+ V∇(Au)

= A
∂u

∂t
+ [V∇, A] (u)

par conséquent

∂

∂t
(h∗Ah∗−1u) |t=0 = A

∂u

∂t
+ [V∇, A] (u)



CHAPITRE 2. DOMAINE PERTURBÉ 17

et [.,] est le crochet de commutateur donné par la ralation :

[V∇, A] (.) = V∇A(.)− AV∇(.)

On considère la forme générale des conditions aux bord :

b(t, y, Lv(y),MNΩ(t)(y)) = 0 pour y ∈ ∂Ω(t).

où L,M sont des opérateurs différentiels à coefficients constants, et NΩ(t)

est la normale extérieure pour y ∈ ∂Ω(t) ,on choisit une extention de NΩ

dans la région de référence Ω .Alors NΩ(t) = Nh(t,Ω) définie par :

h∗Nh(t,Ω)(h(x)) =
(h−1

x )TNΩ(x)

‖(h−1
x )TNΩ(x)‖

(2.2)

pour x dans un voisinage de ∂Ω.
(h−1

x )T est la transposée de l’inverse de la matrice jacobienne; et ‖.‖
désigne la norme Euclidienne .

Le lemme suivant nous permet de calculer la dérivée anti-convective de la
normale extérieure .

Lemme1.1.6 [2]

Soit Ω une région régulière de classe C2.
Soit NΩ(.) un champ de vecteurs unitaires de classe C1défini au voisinage

du ∂Ω qui est la normale extérieure du ∂Ω ,et pour une fonction de classe C2

h : Ω→ Rn on définit Nh(Ω) dans un voisinage de h(∂Ω) = ∂h(Ω) .Supposons
que h(t, .) est défini par :

∂

∂t
h(t, x) = V (t, h(t, x)) pour x ∈ Ω

h(x , 0 )= x ;
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où (t, y)→ V (t, y) est de classe C2 et Ω(t) = h(t,Ω) , NΩ(t) = Nh(t,Ω),
Alors pour x au voisinage de ∂Ω et y = h(t, x) au voisinage de ∂Ω(t)

∂

∂t
NΩ(t)(y) = Dt(h

∗Nh(t,Ω))(x)

= −(∇∂Ω(t)σ + σ
∂NΩ(t)

∂NΩ(t)

(y)).

où σ = V.NΩ(t) est la vitesse normale et ∇∂Ω(t) est le gradient tangentiel à
∂Ω.

Le théorème suivant donne les propriétés de différentiabilité des condi-
tions au bord.

Théorème 1.1.7 [2]

Soit b(t, y, λ, µ) une fonction de classe C1sur un ensemble ouvert de
R×Rn×Rp×Rq ,et L,M des opérateurs différentiels à coefficients constants
d’ordre ≤ m .On suppose que Ω est une région de classe Cm+1,NΩ(x) est un
champ de vecteurs unitaires de classe Cm défini sur voisinage de ∂Ω , qui est
le vecteur normal extérieur à ∂Ω et Nh(t,Ω) défini par (2.2) pour h:Ω→ Rn

de classe Cm+1.
Soit Bh(Ω) défini par :

Bh(Ω)v(y) = b(t, y, Lv(y),MNh(Ω)(y)) pour y ∈ h(Ω) au voisinage de ∂h(Ω)

Si t → h(t, .) est une courbe de classe Cm+1 et pour |j| ≤ m, |k| ≤ m + 1
(t, y)→ (∂t∂

j
xh, ∂

k
x , , ∂t∂

j
xu, ∂

k
xu)(t, x) sont continues dans R×Ω au voisinage

de t = 0.
Alors au points de Ω assez voisin de ∂Ω on a:

Dt(h
∗Bh(Ω)h

∗−1)(u) = (h∗
.

Bh(Ω)h
∗−1)(u)+(h∗B′h(Ω)h

∗−1)(u).Dtu+(h∗
∂Bh(Ω)

∂N
h∗−1)(u).Dt(h

∗NΩ(t)).

où h = h(t, .);
.

Bh(Ω) et B′h(Ω) sont définies dans le théorème 1.1.5 et

∂Bh(Ω)

∂N
(v).n(y) =

∂b

∂µ
(t, y, Lv(y),MNh(Ω)(y)).Mn(y)

et Dt(h
∗NΩ(t)) |∂Ω est donnée par le lemme 1.1.6.
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Exemple 2: On considère l’opérateur différentiel linéaire au bord :

B =
∂2

∂N2

qui ne dépend pas éxplicitement de t
et

h(t, x) = x+ V (x) + σ(t) avec σ(t) −→ 0 quand t −→ 0 et x ∈ ∂Ω

d’aprés la définition de Dt :

∂

∂t
(h∗Bh∗−1u) |t=0 = Dt(h

∗Bh∗−1u) |t=0 + h−1
x ht∇(h∗Bh∗−1u) |t=0

et d’aprés le théorème 1.1.7 :

Dt(h
∗Bh∗−1u) |t=0 = (h∗Bh∗−1)(Dtu) |t=0 + (h∗Bh∗−1)(Dth

∗N) |t=0

d’aprés le lemme 1.1.6:

(Dth
∗N) |t=0 =

∂

∂t
N |t=0 =

.

N

alors
∂

∂t
(h∗Bh∗−1u) |t=0 = h∗Bh∗−1(

∂

∂t
− h−1

x ht∇)(u) |t=0 +∇(
∂u

∂N

.

N)N +∇(∇u.
.

N)N

+h−1
x ht∇(h∗Bh∗−1u) |t=0

or

h∗ |t=0 = h∗−1 |t=0 = I ; h−1
x |t=0 = 1; ht |t=0 = V

donc

∂

∂t
(h∗Bh∗−1u) |t=0 = B

∂u

∂t
−BV∇u+∇(

∂u

∂N

.

N)N +∇(∇u
.

N)N + V∇(Bu)

alors

∂

∂t
(h∗Bh∗−1u) |t=0 = B

∂u

∂t
+[V∇, B](u)+∇(

∂u

∂N

.

N)N +∇(∇u
.

N)N + V∇(Bu)

et [.,] est le crochet de commutateur donné par la ralation :

[V∇, B] (.) = V∇B(.)−BV∇(.)
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2.2 Changement de variables

On peut toujours transférer ”l’origine ” ou la région de référence Ω ∈ Rn , à
une région Ω1 difféomorphe à Ω.

Soit H1 : Ω→ Ω1 un difféomorphisme , et soit h : Ω→ Rn , on définit :

h1 = h ◦H−1
1 : Ω1 → Rn

Si

x1 = H1(x)

u1 = H∗−1u

NΩ1(x1) = NH1(Ω)(H1(x)) =
(H−1

1,x)TNΩ(x)∥∥(H−1
1,x)TNΩ(x)

∥∥
Alors

h1(Ω1) = h ◦H−1
1 (H1(Ω))

= h ◦ (H−1
1 ◦H1)(Ω)

= h(Ω)

et

h∗1zh1(Ω1)h
∗−1
1 u1(x1) = h∗zh(Ω)h

∗−1(H∗−1
1 u)(H1(x))

= h∗zh(Ω)
h∗−1((H−1

1 )∗u)(H1(x))

= h∗zh(Ω)
h∗−1(u(H−1

1 ◦H1(x))

= h∗zh(Ω)
h∗−1(u(x))

et de même ,les conditions au bord:

h∗1Bh1(Ω1)h
∗−1
1 u1(x1) = h∗Bh(Ω)h

∗−1(H∗−1
1 u)(H1(x))

= h∗Bh(Ω)
h∗−1((H−1

1 )∗u)(H1(x))

= h∗Bh(Ω)
h∗−1(u(H−1

1 ◦H1(x))

= h∗Bh(Ω)
h∗−1(u(x))

La normale est donnée par:

Nh1(Ω1)(h1(x1)) = Nh(Ω)(h ◦H−1
1 (H1(x)) car h1(Ω1) = h(Ω)

= Nh(Ω)(h ◦H−1
1 ◦H1(x))

= Nh(Ω)(h(x))



CHAPITRE 2. DOMAINE PERTURBÉ 21

2.3 Théorème d’unicité

Pour montrer la simplicité générique des valeurs propres , nous aurons besoin
du théorème suivant :

Théorème 1.3.1: Soit Ω ⊂ Rn un ouvert ,connexe,borné,régulier de classe
C4,et B une boule telle que B ∩ ∂Ω est une hypersurface . On suppose que
u ∈ H4(Ω) .Si pour une constante K, on a:

∣∣∆2u
∣∣ ≤ K(|∆u|+ |∇u|+ |u| pp sur Ω

avec u =
∂u

∂N
=

∂2u

∂N2
=
∂u3

∂N
= 0 sur B ∩ ∂Ω

alors u ≡ 0 sur Ω.

2.4 Théorème de transversalité

L’outil de base de notre résultat est le théorème de transversalité de
R.Thom et Abraham [9] .

D.Henry [2] a donné une version généralisée du théorème afin de l’appliquer
en dimension infinie et au cas des indices négatifs .

Avant d’enoncer le théorème de transversalité on a besoin de quelques résultats
et définitions.

Définition 1.4.1 : Soit X et Y sont des espaces de Banach et T : X → Y
un opérateur linéaire , continu .

T est dite de Fredholm,s’il vérifie :
(1) N(T ) est de dimension finie dans X.
(2) R(T ) est fermée et de codimension finie dansY.
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La quantité

ind : F (X, Y )→ Z
T → ind(T ) := dimN(T )− co dimR(T )

est dite indice de T.

Remarque:

Si au moins l’une des dimensions de N(T ) , ou dimension de R(T ) sont finis
l’opérateur T est dite semi-Fredholm.

Définition 1.4.3: Soit f une application de classe Ck . Un point x est dit
point régulier de f si la dérivée f ′(x) est surjective et la dimension de son
noyau est finie ; dans le cas contraire x est dite point critique .

Soit X un espace de Baire et I = [0, 1].Pour tout fermé ou σ−fermé F ⊂ X et
chaque entier non négative m , on dit que la codimension de F est supérieure
ou égale à m(codimF ≥ m) si le sous ensemble {φ ∈ C(Im, X);φ(Im) ∩ F
est non vide } est un ensemble maigre dans C(Im, X) .

On dit que codimF = k si k est le plus grand entier qui satisfait codimF ≥
m.

Le théorème de transversalité s’enonce comme suit :

Théorème 1.4.4: Soient k,m des nombres positifs.Soient X, Y, Z des variétés
Banachiques de classes Ck.

On suppose que A est un ensemble ouvert tel que A ⊂ X × Y ,et
f : A→ Z une application de classe Ck .Soit un point ξ ∈ Z;

On suppose que pour tout (x, y) ∈ f−1(ξ)
(1) ∂f

∂x
(x, y) : TxX → TξZ est semi-Fredholm avec indice ≤ k.
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(2)
(2α) Dz(x, y) : (∂f

∂x
, ∂f
∂y

) : TxX × TY Y → TξZ est surjective
où

(2β) dim
{
R(Df(x,y))

R( ∂f
∂x

(x,y))

}
≥ m+ dimN(∂f

∂x
(x, y)).

(3) L’application (x, y) → y : f−1 (ξ) → Y est σ-propre c′est
à dire f (ξ) = ∪∞j=1Mj une réunion dénombrable d’ensembles Mj tel que
(x, y)→ Y est une application propre pour toute j .

Notons que (3) est satisfaite si f−1 (ξ) est Lindelöf [chaque recouvrement
ouvert a un sous recouvrement dénombrable ] ,où plus spécifiquement si
f−1 (ξ) est un espace métrique séparable où si X, Y : sont des espaces
métriques séparables.

Soient :
Ay = {x : (x, y) ∈ A} ;

et
Ycrit = {y : ξ valeur critique de f(., y) : Ay → Z} ;

Alors Ycrit est un ensemble maigre dans Y et si

(x, y) → y

f−1 (ξ) → Y est propre et fermé , Ycritest aussi fermé

Si Ind(∂f
∂x

) ≤ −m ≤ 0 dans f−1 (ξ) alors ((2α) implique (2β)) et

Ycrit = {y : ξ ∈ f (Ay, y)}

a une dimension inférieure ou égale à m dans Y. [on note que Ycrit est maigre
si et seulement si co dimYcrit ≥ 1].

Terminons ce chapitre par le lemme suivant :

Lemme 2.5.6: Soit h0 ∈ Diff 4(Ω), il existe un voisinage V0 de h0 dans

Diff 4(Ω) tel que , pour toute h ∈ V0 et u ∈ H4 ∩H2
0 (Ω),∥∥(h∗∆2h∗−1 − h∗0∆2h∗−1

0 )u
∥∥
L2(Ω)

= ε(h)
∥∥h∗0∆2h∗−1

0 u
∥∥
L2(Ω)

avec ε(h)→ 0 quand h→ h0 dans C4(Ω,Rn).
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Preuve: Sans perdre de généralité, il suffit de considérer le cas h0 = iΩ;
on a :

h∗
∂

∂yi
h∗−1u(x) =

∂

∂yi
(u◦h−1)(h(x)) =

n∑
j=1

∂u

∂xj
(x)(h−1

x )jh(x) =
n∑
j=1

bij(x)
∂u

∂xj
(x)

où
bij(x) = (h−1

x )jh(x), bij(x) la transposée de l’inverse de la matrice jacobi-
enne de hx = (∂hi

∂xi
)ni,j=1,alors:

et

h∗
∂2

∂y2
i

h∗−1u(x) =
n∑
r=1

bik(x)
∂

∂xk
(
n∑
j=1

bij(x)
∂u

∂xj
(x))

=
n∑
k=1

bik(x)
∂

∂xk

n∑
j=i

[
∂

∂xk
(bij(x)

∂u

∂xj
(x) + bij(x)

∂2u

∂xk∂xj
(x)]

=
n∑

j,k=1

bik(x)bij(x)
∂2u

∂xk∂xj
(x) +

n∑
j,k=1

bik(x)
∂

∂xk
(bij(x)

∂u

∂xj
(x)

nous avons

h∗
∂4

∂y2
s∂y

2
i

h∗−1u(x) =
∂

∂ys

∂3

∂ys∂y2
i

(u ◦ h−1)(h(x))

=
n∑
r=1

brs(x)
∂

∂xr
(

∂3

∂ys∂y2
i

(u ◦ h−1)(h(x))

=
∂4u

∂x2
s∂x

2
i

(x) + Lhsi(u)(x)

où



CHAPITRE 2. DOMAINE PERTURBÉ 25

Lhsi(u)(x) = (bss(x)2bii(x)2 − 1)
∂4u

∂x2
s∂x

2
i

(x) +

n∑
r,l,j,k=1

(1− δs,r,lδi,j,k)bsl(x)bsr(x)bik(x)bij(x)
∂4u

∂xr∂xl∂xj∂xk
(x)

+
n∑

r,l,j,k=1

∂

∂xr
[bsl(x)bik(x)bij(x)]bsr(x)

∂3u

∂xl∂xj∂xk
(x)

+
n∑

r,l,j,k=1

∂

∂xl
[bik(x)bij(x)]bsr(x)bsl(x)

∂3u

∂xr∂xk∂xj
(x)

+
n∑

r,l,j,k=1

bsr(x)bsl(x)bik(x)
∂

∂xk
(bij(x))

∂3u

∂xr∂xl∂xj
(x)

+
n∑

r,l,j,k=1

bsr(x)
∂

∂xr
[
∂

∂xl
(bij(x)bik(x))bsl(x)]

∂2u

∂xk∂xj
(x)

+
n∑

r,l,j,k=1

bsr(x)bsl(x)
∂

∂xl
(
∂

∂xl

∂

∂xk
(bij(x)))

∂2u

∂xr∂xj
(x)

+
n∑

r,l,j,k=1

bsr(x)
∂

∂xr
[bsl(x)bik(x)

∂

∂xr
(bij(x))]

∂2u

∂xl∂xj
(x)

+
n∑

r,l,j,k=1

bsr(x)
∂

∂xr
[
∂

∂xl
(bik(x)

∂

∂xk
(bij(x)))bsl(x)]

∂u

∂xj
(x)

alors
h∗∆2h∗−1u = ∆2u+ Lhu (2.3)

avec

Lhu =
n∑

s,i=1

Lhisu (2.4)

puisque bij → δij =

{
1 si i = j

0 si i 6= j
dans C4(Ω,Rn) quand h tend

vers iΩ dans C4(Ω,Rn).Les coefficients de Lh converge vers 0 unifomément
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en x quand h tend vers iΩ dans C4(Ω,Rn),donc :∥∥Lhu∥∥
L2(Ω)

≤ ε(h)
∥∥∆2u

∥∥
L2(Ω)

avec ε(h)→ 0 quand : h tend vers iΩ dans C4(Ω,Rn).



Chapitre 3

Simplicité génériques des
valeurs propres

Dans notre application l’espace topologique de Baire est la classe des régions
Cm difféomorphe à une région fixé Ω0 de classe Cm .

X = {h(Ω0) : h ∈ Diffm(Ω0)}

On introduit une topologie dans X définie par une sous-base de voisinage
de Ω ⊂ X :

{h : ‖h− iΩ‖Cm(Ω,Rn) < ε; ε > 0 suffisament petit}

Micheletti [3] a montré que cette topologie est métrisable, et l’ensemble des
régions Cm difféomorphe à Ω est un espace métrique noté Mm(Ω).

Définition 3.1.1: Soit A une partie d’un espace topologique .On dit que
A est résiduelle si elle contient l’intersection d’une famille dénombrables
d’ouverts dense.

27
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Définition 3.1.2 On appelle espace de Baire, l’ espaces où toute partie
résiduelle est dense .

Dans le but d’appliquer le théorème de transversalité , on se ramène à
montrer que zéro est une valeur régulière d’une certaine application.

Proposition 3.1.3 Soit Ω ⊂ Rn,un ouvert , connexe, borné de classe
C4 , V (.) une fonction définie dans Ω de classe Cα et h ∈ Diff 4(Ω).

Alors toutes les valeurs propres de (1.1) sont simples dans h(Ω) si
et seulement si zéro est une valeur régulière de l’application:

Φh : H4 ∩H1
0 (Ω)× R→ L2(Ω)×H

3
2 (∂Ω)

Φh(u, λ) = (
(
h∗(∆2 + V + λ

)
h∗−1u, h∗∆h∗−1u |∂Ω )

Preuve:
0 est une valeur régulière de Φh si et seulement si pour toute
(u, λ) ∈ H4 ∩ H1

0 (Ω) × R avec Φh(u, λ) = 0, DΦh(u, λ) est surjective
où

DΦh(u, λ)(
.
u,

.

λ) =
(
h∗(∆2 + V + λ

)
h∗−1 .u+

.

λu, h∗∆h∗−1 .u |∂Ω ).

On définit l’opérateur:

L0 : H4 ∩H1
0 → L2 (Ω)×H

3
2 (∂Ω)

u →
((

∆2 + V + λ
)
u,∆u |∂Ω

)
L’opérateur L0 est un opérateur autoadjoint de Fredholm d’indice zéro .

Soit l’application:

Π : L2(Ω)×H
3
2 (∂Ω)→ L2(Ω)

définie par : Π(u, ϕ) = u

Π est une application linéaire .
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Comme L0 est un opérateur de Fredholm d’indice zéro alors:

Π[R(∆2 + V + λ)]⊕N((∆2 + V + λ) = L2(Ω)

Alors ,DΦh est surjective si et seulement si :

Π[R(∆2 + V + λ)]⊕ [u] = L2(Ω)

cette relation a lieu si et seulement si λ est une valeur propre simple de
problème suivant :{

h∗(∆2 + V + λ)h∗−1u(x) = 0 x ∈ Ω
u(x) = h∗∆h∗−1u(x) x ∈ ∂Ω

(3.1)

On est conduit à montrer que le problème (1.1) dans h(Ω) est équivalent à
(3.1).

Pour h ∈ Diff 4(Ω) et u ∈ H4 ∩H1
0 (Ω),

h∗(∆2+V +λ)h∗−1u(x) = 0 x ∈ Ω =⇒ (∆2+V +λ)h∗−1u(x) = 0 x ∈ h(Ω)

et

h∗∆h∗−1 u(x) = 0 x ∈ ∂Ω =⇒ ∆h∗−1u(x) = 0 x ∈ ∂h(Ω)

car h∗ et h∗−1 sont des isomorphismes [2]. Si on pose v = h∗−1u , on obtient{
(∆2 + V + λ)v(x) = 0 x ∈ h(Ω)

u(x) = ∆v(x) x ∈ ∂h(Ω)

Alors u solution de (3.1) si et seulement si v = h∗−1u solution de (1.1) dans
h (Ω) .

On considère l’application:

z : H4 ∩H1
0 (Ω)× R×Diff 4(Ω)→ L2(Ω)×H

3
2 (∂Ω)

définie par

z(u, λ, h) = (h∗(∆2 + V + λ)h∗−1u, h∗∆h∗−1u |∂Ω )
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On remarque que 0 est une valeur régulière de l’application :

(u, λ) −→ z(u, λ, h) (3.2)

Pour h ∈ Diff 4(Ω) si et seulement si 0 ∈ L2(h(Ω)) est une valeur régulière
de Φh.

Comme les deux problèmes (1.1) et (3.1) sont équivalents , nous avons par
la proposition 3.1.3 que toutes les valeurs propres de (1.1) sont génériquement
simples dans h(Ω) si et seulement si 0 ∈ L2(Ω) est une valeur régulière de z
pour tout de h ∈ Diff 4(Ω).

On considère l’application suivante:

H : H4∩H1
0 (Ω)×R×Diff 4(Ω)→ L2(Ω)×H

3
2 (∂Ω)×H1(Ω)×H

5
2 (∂Ω)×L1(∂Ω)

définie par

H(u, v, λ, h) = (h∗
(
∆2 + V + λ

)
h∗−1u, h∗∆h∗−1u |∂Ω , h

∗ (∆2 + V + λ
)
h∗−1v, h∗∆h∗−1v |∂Ω

, h∗
∂2

∂2N
uh∗

∂2∆

∂N2
h∗−1v)

On a besoin du lemme suivant .

Lemme 3.1.4: Soit Ω ⊂ Rn ,n ≥ 2 un ouvert ,connexe,borné de
classe C6 et M ∈ N.Alors il existe un sous ensemble ouvert dense OM

⊂ Diff 6(Ω),tel que pour tout h ∈ OM .
Si w ∈ H5(h(Ω)) avec ‖w‖ ≤M vérifiant{

(∆2 + V (x) + λ)w(x) = 0 x ∈ h(Ω)

w(x) = ∂2

∂N2w(x) = ∆w(x) = 0 x ∈ ∂h(Ω)

où {
(∆2 + V (x) + λ)w(x) = 0 x ∈ h(Ω)

w(x) = ∆w(x) = ∂2∆
∂N2w(x) = 0 x ∈ ∂h(Ω)

pour un certain λ ∈ [−M, 0] .
Alors w est identiquement nulle.
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preuve:
Il suffit de considérer les applications suivantes:

K : BM × [−M, 0]×Diff 5(Ω)→ L2 (Ω)×H 3
2 (∂Ω)× L1(∂Ω)

(u, λ, h)→ h∗ (∆2 + V + λ)h∗−1u, h∗∆h∗−1u |∂Ω , h
∗ ∂2

∂2N
h∗−1u

et
G : CM × [−M, 0]×Diff 6(Ω)→ H1(Ω)×H 5

2 (∂Ω)× L1(∂Ω)

(v, λ, h)→
(
h∗ (∆2 + V + λ)h∗−1v, h∗∆h∗−1v |∂Ω , h

∗ ∂2∆
∂N2h

∗−1v
)

où
BM = {u ∈ H4 ∩H1

0 (Ω)− {0} / ‖u‖ ≤M} ,
et

CM = {u ∈ H5 ∩H1
0 − {0} / ‖u‖ ≤M} .

et on applique le théorème de transversalité, voir [11,lemme 5.3]

Lemme 3.1.5: Soit Ω ⊂ Rn;n ≥ 2 un ouvert ,connexe ,borné de classe
C6 et M ∈ N.

On considère l’ application suivante :
H : BM × CM × [−M, 0] × OM → L2(Ω) × H

3
2 (∂Ω) × H1 (Ω) ×

H
5
2 (∂Ω)× L1(∂Ω)
définie par

H (u, v, λ, h) = (h∗
(
∆2 + V + λ

)
h∗−1u, h∗∆h∗−1u |∂Ω , h

∗ (∆2 + V + λ
)
h∗−1v, h∗∆h∗−1v |∂Ω

, h∗
∂2

∂2N
uh∗

∂2∆

∂N2
h∗−1v)

où
BM = u ∈ H4 ∩H1

0 (Ω)− {0}/ ‖u‖ ≤M} ;
CM = {v ∈ H5 ∩H1

0 (Ω)− {0} / ‖v‖ ≤M} ;
et OM l’ouvert donné dans le lemme précedent.
Alors

QM =
{
h ∈ Diff 6(Ω)/ (0, 0, 0, 0, 0) ∈ H (BM × CM × [−M, 0] , h)

}
est un sous ensemble maigre fermé dans Diff 6(Ω).
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Preuve : Pour montrer que l’ensemble QM , est une ensemble maigre et
fermé , on utilise le théorème de transversalité .

Premièrement ,vérifions l’hypothèse (3) , on va montrer que l’application:

(u, λ, h) → h

H−1(0, 0, 0, 0, 0) → Diff 6(Ω)

est une application propre , cette hypothèse prouve que l’ensemble QM est
fermé .

Soit {(un, λn, hn)}n∈N ∈ H−1(0, 0, 0, 0, 0),avec hn tend vers h0 = iΩ .
Puisque {un}n∈N ⊂ BM et {λn}n∈N ⊂ [−M, 0],alors par compacité ,il

existe u ∈ H1
0 (Ω) et λ ∈ [−M, 0] tels que :

un → u dans H1
0 (Ω) et λn → λ dans [−M, 0]

au cours de la démonstration du lemme(2.5.6) on a trouvé la relation (2.4)
suivante

h∗∆2h∗−1u = ∆2u+ Lhu pour tout h ∈ Diff 6(Ω)

où Lh défini par (2.5).
Pour tout v ∈ H1

0 (Ω) on a :

0 = lim
n→+∞

∫
Ω

v
{
h∗n(∆2 + V + λn)h∗−1

n

}
= lim

n→+∞

∫
Ω

v
{

(∆2 + V + λn)un + Lhnun
}

= lim
n→+∞

[∫
Ω

v∆2un +

∫
Ω

v
{

(V + λn)un + Lhnun
}]

= lim
n→+∞

[∫
Ω

∆v∆un +

∫
Ω

v
{

(V + λn)un + Lhnun
}]

= lim
n→+∞

[∫
Ω

∆v∆un +

∫
Ω

v(V + λn)un +

∫
Ω

vLhnun

]



CHAPITRE 3. SIMPLICITÉ GÉNÉRIQUES DES VALEURS PROPRES33

puisque un → u dans H1
0 (Ω) ,et λn → λ dans [−M, 0], et hn → iΩ dans

Diff 6(Ω) on a les majorations suivantes:∣∣∣∣∫
Ω

∆v.∆un

∣∣∣∣ ≤ ‖∆v‖L2(Ω) ‖∆un‖L2(Ω)

≤ k ‖∆v‖L2(Ω)

k une constante, positive.
D’aprés l’inégalité de Hölder et le fait que V ∈ Cα(Ω),nous avons

|v(V + λn)un| ≤ c ‖v‖L2(Ω) ‖un‖L2(Ω)

≤ c ‖v‖L2(Ω)

et ∣∣∣∣∫
Ω

vLhnun

∣∣∣∣ ≤Mε(hn) ‖v‖L2(Ω) → 0

d’aprés l’équation (2.4) ; on a lim
n→+∞

ε(hn) = 0

donc

0 =

∫
Ω

∆u∆v +

∫
Ω

(V + λ)vu

alors u est une solution faible du problème (1.1) , d’aprés la théorie de
régularité des équations elliptiques u est une solution forte du même problème

Maintenant , on va monter que {un}n∈N converge dans H4∩H1
0 (Ω) vers

u ∈ H4 ∩H1
0 (Ω).

En effet ∀n,m ∈ N

0 = h∗n(∆2 + V + λn)h∗−1
n un − h∗m(∆2 + V + λm)h∗−1

m um

= (∆2 + V + λn)un + Lhnun − (∆2 + V + λm)um + Lhmum

= ∆2(un − um) + (V + λn)(un − um) + um(λn − λm) + Lhn(un − um) + um(Lhn − Lhm)

= ∆2(un−um)+(V+λn)(un−um)+um(λn−λm)+Lhn(un−um)+um(Lhn−Lhm)
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∥∥∆2(un − um)
∥∥
L2(Ω)

=
∥∥(V + λn)(un − um) + um(λn − λm) + Lhn(un − um) + um(Lhn − Lhm)

∥∥
L2(Ω)

∥∥∆2(un − um)

∥∥
L2(Ω)

=
∥∥(V + λn)(un − um) + um(λn − λm) + Lhn(un − um) + um(Lhn − Lhm)

∥∥
L2(Ω)

≤ ‖(V + λn)(un − um)‖
L2(Ω)

+ ‖um(λn − λm)‖L2(Ω) +
∥∥Lhn(un − um)

∥∥
L2(Ω)

+
∥∥um(Lhn − Lhm)

∥∥
L2(Ω)

comme la suite {un}n∈N ⊂ B alors par compacité

un → u dans H1
0 (Ω)

de même
λn → λ dans [−M, 0]

et
hn → iΩ dans C5(Ω,Rn) quand n→ +∞

de plus on a V (.) ⊂ Cα(Ω); (α ≥ 0) et :∥∥Lhu∥∥
L2(Ω)

≤ ε(h) ‖u‖H4∩H1
0 (Ω) avec lim

h→iΩ
ε(h) = 0

donc ∥∥∆2(un − um)
∥∥
L2(Ω)

→ 0 quand n,m→ +∞ (3.3)

et de plus

∆2 : H4 ∩H1
0 (Ω)→ L2(Ω) est un isomorphisme

alors il existe c0 > 0 tel que :∥∥∆2(un − um)
∥∥
L2(Ω)

≥ c0 ‖un − um‖H4∩H1
0 (Ω)

par suite et d’ aprés (3.3)

‖un − um‖H4∩H1
0 (Ω) → 0 n,m→ +∞

par conséquent {un}n∈N converge dans H4 ∩ H1
0 (Ω) vers u ∈ H4 ∩ H1

0 (Ω),
on conclut que l’application:

(u, λ, h) → h

H−1(0, 0, 0, 0, 0) → Diff 6(Ω) est propre
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alors QM est un ensemble fermé dans Diff 6(Ω).

Soit (u, v, λ, h) ∈ H−1(0, 0, 0, 0, 0),on suppose que h = iΩ.
La dérivée partielle

∂H
∂(u,v,λ)

(u, v, λ, iΩ):H4∩H1
0 (Ω)×H5∩H1

0 (Ω)×R→ L2 (Ω)×H 3
2 (∂Ω)×

H1 (Ω)×H 5
2 (∂Ω)

donnée par

(
∂H

∂(u, v, λ)
)(u, v, λ, iΩ)(

.
u,

.
v,

.

λ) = (
∂H1

∂(u, λ)
(u, λ, iΩ)(

.
u

.

, λ),
∂H2

∂(u, λ)
(u, λ, iΩ)(

.
u

.

, λ)

,
∂H3

∂(v, λ)
(v, λ, iΩ)(

.
v,

.

λ), ,
∂H4

∂(v, λ)
(v, λ, iΩ)(

.
v,

.

λ)

,
∂H5

∂(u, v)
(u, v)(

.
u,

.
v))

par un simple calcul , on trouve:

= ((∆2 + V + λ)
.
u+

.

λu,∆
.
u |∂Ω , (∆

2 + V + λ)
.
v +

.

λv,∆
.
v |∂Ω

,
∂2 .u

∂N2

∂2∆v

∂N2
+
∂2u

∂N2

∂2∆
.
v

∂N2
).

La dérivée de la fonction H, on utilise le théorème 2.1.4:

DH(u, v, λ, iΩ)(.) = (DH1(u, λ, iΩ)(.), DH2(u, iΩ), DH3(v, λ, iΩ)(.), DH4(v, iΩ),

DH5(u, v, iΩ)(.))

où

DH1(u, λ, iΩ)(
.
u,

.

λ,
.

h) = (∆2 + V + λ)(
.
u−

.

h.∇u) +
.

λu.

et
DH2(u, iΩ)(

.
u,

.

h) = ∆(
.
u−

.

h.∇u) |∂Ω .

de même

DH3(v, λ, iΩ)(
.
v,

.

λ,
.

h) = (∆2 + V + λ)(
.
v −

.

h.∇v) +
.

λv
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et

DH4(v, iΩ)(
.
v
.

, h) = ∆(
.
v −

.

h.∇v) |∂Ω .

d’aprés le théorème 2.1.7:

DH5(u, v, iΩ)(
.
u,

.
v,

.

h) =
∂2u

∂N2
[
∂2∆

∂N2
(
.
v −

.

h.∇v) +∇(
∂∆v

∂N
)
.

N +∇(
∂∆v

∂N
N.

.

N).N +
.

h.∇(
∂2∆v

∂N2
)]

+
∂2∆v

∂N2
[
∂2

∂N2
(
.
u−

.

h.∇v) +∇(
∂u

∂N
).

.

N +∇(
∂u

∂N
).

.

N +∇(
∂u

∂N
N.

.

N).N

+
.

h.∇(
∂2u

∂N2
)]

avec
.

N = −∇∂Ω(
.

h.N).

Soit l’opérateur :

T1 =
∂H1

∂(u, λ)
(u, λ, iΩ) : H4 ∩H1

0 (Ω)× R→ L2(Ω).

pour montrer l’hypothèse (1) du théorème de transversalité on montre que T1

est un opérateur de Fredholm,on remarque premièrment que la codimension
de l’image de T1est fini et R(T1) est fermé dans L2 (Ω) .

En effet :
T1

∣∣∣{( .u,0)/ .u∈H4∩H1
0 (Ω)} cöıncide avec l’opérateur de Fredholm d’indice

zéro :

L0 =
(
∆2 + V + λ

)
: H4 ∩H1

0 (Ω)→ L2(Ω).

si

T1

(
.
u,

.

λ
)

= 0 ⇐⇒
(
∆2 + V + λ

) .
u+

.

λu = 0

(
.
u,

.

λ) ⊂ N(T1)
on a

0 =

∫
Ω

u
{(

∆2 + V + λ
) .
u+

.

λu
}
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ainsi

0 =

∫
Ω

u∆2 .u+

∫
Ω

u (V + λ)
.
u+

.

λu2

par conséquent

0 =

∫
Ω

.
u
(
∆2 + V + λ

)
u+

.

λu2

d’où

0 =

∫
Ω

.

λu2

.

λ = 0 alors(
∆2 + V + λ

) .
u = 0 =⇒ .

u ∈ N
(
∆2 + V + λ

)
N(T1) = {( .u, 0) /

.
u ∈ N (∆2 + V + λ)} est un sous ensemble de dimension

fini , on peut conclure que T1 est un opérateur de Fredholm.

Maintenant on montre (2β) ,on montre que:

dim

 R(DH(u, v, λ, h))

R
(

∂H
∂(u,v,λ)

(u, v, λ, h)
)
 =∞

pour toute (u, v, λ, h) ∈ H−1(0, 0, 0, 0, 0).
On suppose que ceci n’est pas vraie pour toute (u, v, λ, h) ∈ H−1(0, 0, 0, 0, 0).
Par un changement d’origine on suppose que h = iΩ ,alors il existe

θ1, θ2, ..., θm ∈ L2(Ω) × H 3
2 (∂Ω) × H1(Ω) × H 5

2 (∂Ω) × L1(∂Ω) tel que pour

toute
.

h ∈ C6(Ω,Rn) il existe
.
u,

.
v,

.

λ ∈ H4 ∩ H1
0 (Ω) × H5 ∩ H1

0 (Ω) × R et
.
z,

.
w,

.
µ ∈ H5 ∩H1

0 (Ω)× R;
tel que :

DH(u, v, λ, iΩ)(
.
u,

.
v,

.

λ) =
m∑
j=1

cjθj +
∂H

∂(u, v, λ, h)
(u, v, λ, iΩ, )(

.
z,

.
w,

.

µ)



CHAPITRE 3. SIMPLICITÉ GÉNÉRIQUES DES VALEURS PROPRES38

alors

DH(u, v, λ, iΩ)(
.
u,

.
v,

.

λ)− ∂H

∂(u, v, λ, h)
(u, v, λ, iΩ, )(

.
z,

.
w,

.

µ) =
m∑
j=1

cjθj

or DH est donnée en fonction de ∂H
∂(u,v,λ,h)

donc

DH(u, v, λ, iΩ)(
.
u− .

z,
.
v − .

w,
.

λ− .
µ, iΩ) =

m∑
j=1

cjθj θj = (θ1
j , θ

2
j , θ

3
j , θ

4
j , θ

5
j )

Comme
.
u,

.
v,

.

λ,
.
z,

.
w,

.
µ sont choisis arbitrairement, en particulier pour toute

.

h ∈ C6(Ω,Rn) ,il existe
.
u,

.
v,

.

λ ∈ H4∩H1
0 (Ω)×R et des scalaires c1, c2, ..., cm

tel que :

DH(u, v, λ, iΩ)(
.
u,

.
v,

.

λ,
.

h) =
m∑
j=1

cjθj

c’est à dire

(∆2 + V + λ)(
.
u−

.

h.∇u) +
.

λu =
m∑
j=1

cjθ
1
j (3.4)

et

∆(
.
u−

.

h.∇u) |∂Ω =
m∑
j=1

cjθ
2
j (3.5)

de même

(∆2 + V + λ)(
.
v −

.

h.∇v) +
.

λv =
m∑
j=1

cjθ
3
j (3.6)

et

∆(
.
v −

.

h.∇v) |∂Ω =
m∑
j=1

cjθ
4
j (3.7)

Enfin
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m∑
j=1

cjθ
5
j =

∂2u

∂N2
[
∂2∆

∂N2
(
.
v −

.

h.∇v) +∇(
∂∆v

∂N
).

.

N +∇(
∂∆v

∂N
N.

.

N) (3.8)

+
.

h.∇(
∂2∆

∂N2
)] +

∂2∆

∂N2
[
∂2

∂N2
(
.
u−

.

h.∇u) +∇(
∂u

∂N
).

.

N +

∇(
∂u

∂N
N.

.

N).N +
.

h.∇(
∂2u

∂N2
)]

On définit l’opérateur L0 par :

L0 : H4 ∩H1
0 (Ω)→ L2(Ω)×H

3
2 (∂Ω)

u → ((∆2 + V + λ)u,∆u |∂Ω )

et l’opérateur :

AL0 : L2(Ω)×H
3
2 (∂Ω)→ H4 ∩H1

0 (Ω)

défini par:
w = AL0(z, g)

où (∆2 + V + λ)w − z ∈ N(L0) avec w ⊥ N(L0) dans L2(Ω) ,et ∆w = g
sur ∂Ω . Cet opérateur est bien défini .

En effet :
comme L0 est un opérateur auto-adjoint de Fredholm d’indice zéro on a :

R(L0)⊕N(L0) = L2(Ω)

donc pour tout
t = w1 + w2 pour tout t ∈ L2(Ω)

avec w1 ∈ R(L0) , et w2 ∈ N(L0), il existe une unique solution w ∈ H4 ∩
H1

0 (Ω) tel que

(∆2 + V + λ)w = w1 avec w⊥N(L0)

Soit J un sous ensemble ouvert défini par:

J = {x ∈ ∂Ω/ H(x) 6= 0} un sous ensemble du ∂Ω
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où H est la courbure moyenne du ∂Ω.
Comme le bord est une variété compacte de Rn ;J ne peut pas être vide

[14, théorème 2].

D’aprés le relation 3 du théorème 1.1.2 on a:

0 = ∆∂Ω(∆v) = ∆(∆v)−H∂∆v

∂N
− ∂2∆v

∂N2

or v est une solution du problème (1.1) donc:

0 = −λv −H∂∆v

∂N
− ∂2∆v

∂N2

= −∂
2∆v

∂N2

0 ≡ ∂2∆v

∂N2
sur ∂Ω/J

d’aprés le lemme(3.1.4), il existe un ensemble ouvert non videJ̃ ⊂ J tel que
∂2∆v
∂N2 (x) 6= 0 pour toute x ∈ J̃ ,puisque ∂2∆v

∂N2
∂2u
∂N2 ≡ 0 sur ∂Ω on a forcément

∂2u
∂N2 ≡ 0 sur J̃.

On utilise l’égalité 3 le théorème 1.1.2 on obtient :

0 = ∆∂Ωu = ∆u−H ∂u

∂N
− ∂2u

∂N2

= −H ∂u

∂N
sur J̃

donc
∂u

∂N
≡ 0 sur J̃ car H 6= 0 sur J̃

si
.
u ∈ H4 ∩H1

0 (Ω) et
.

h ≡ 0 sur ∂Ω/J̃ on obtient :

.
u−

.

h.∇u = −
.

hN
∂u

∂N
= 0 sur ∂Ω

car u ∈ H1
0 (Ω) implique que ∇u = ∂u

∂N
N,d’une part
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.
u−

.

h.∇u ∈ H4 ∩H1
0 (Ω)

d’autre part , il existe une unique solution α de

(∆2 + V + λ)α−
m∑
j=1

ζiui ∈ N(L0) avec α⊥N(L0) (3.9)

alors

α =
m∑
j=1

cjAL0(θij) pour i = 1, 5

La résolution de l’equation (3.4) est la même que l’equation (3.9)alors

.
u−

.

h.∇u− α ∈ N(L0)

donc pour {u1, u2, ..., u3} une base de N(L0); est un choix de
.

h ≡ 0 sur ∂Ω/J̃
on a :

.
u−

.

h.∇u =
m∑
j=1

ζiui +
m∑
j=1

cjAL0(θ1
i , θ

2
j ) (3.10)

On substitue (3.10) dans (3.8) on utilise le fait que ∂2u
∂N2 ≡ 0 sur J̃ , on

trouve :

∂2∆v

∂N2

[
∇
(
∂u

∂N

)
.
.

N +∇
(
∂u

∂N
N.

.

N

)
.N +

.

h.∇
(
∂2u

∂N2

)] ∣∣
J̃ =

m∑
j=1

cjθ
5
j

(3.11)
or u ∈ H1

0 (∂Ω) implique que ∇u = ∂u
∂N
N , alors l’équation (3.11) devienne

m∑
j=1

cjθ
5
j =

∂2∆v

∂N2

[
∂2u

∂N2
N.

.

N +
∂2u

∂N2
N.

.

N +
∂2u

∂N2
∇(N

.

.N)N +
.

h.N
∂3u

∂N3

] ∣∣
J̃

alors

m∑
j=1

cjθ
5
j =

∂2∆v

∂N2

∂3u

∂N3

.

h.N
∣∣
J̃
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appartient a un sous espace de dimension finie de L1(∂Ω) pour toute
.

h ∈
C6(Ω,Rn) vérifiant

.

h = 0 sur ∂Ω/J̃ , puisque ∂2∆v
∂N2 (x) 6= 0 pour x ∈ J̃ ,ceci

est possible seulement dans le cas ou dim Ω ≥ 2.
Si ∂3u

∂N3 ≡ 0 sur J̃ alors u satisfait:{
(∆2 + V + λ)u = 0 sur Ω

u = ∂u
∂N

= ∂2u
∂N2 = ∂3u

∂N3 = 0 sur J̃
(3.12)

u vérifie les hypothèses du théorème d’unicité de Cauchy , alors u ≡ 0 sur
Ω ce qui est une contradiction.

Par conséquent et d’aprés le théorème de transversalité ,QM est un ensemble
maigre et fermé.

Enfin le théorème suivant qui montre la simplicité générique des valeurs
propres du problème (1.1).

3.1 Théorème

Soit Ω un ensemble ouvert ,connexe, borné de classe C4 de Rn tel que n ≥ 2.
Alors toutes les valeurs propres du problème de Dirichlet pour l’opérateur

biharmonique (1.1) sont génériquement simples.

Preuve: On considère l’ application différentiable suivante:

z : BM × [−M, 0]× ΛM → L2(Ω)×H
3
2 (∂Ω)

définie par :

(u, λ, h)→
(
h∗
(
∆2 + λ

)
h∗−1u, h∗∆h∗−1u |∂Ω

)
où

BM =
{
u ∈ H4 ∩H1

0 (Ω) {0} / ‖u‖ ≤M
}



CHAPITRE 3. SIMPLICITÉ GÉNÉRIQUES DES VALEURS PROPRES43

Soit ΛM = OM/QM ; tel que OM est un ensemble ouvert dense donné par
le lemme 3.1.4 ,et QM est l’ensemble maigre fermé du lemme 3.1.5.

On remarque que ΛM est un ensemble ouvert dense dans Diff 4(Ω).

On suppose que le domaine est régulier de classe C6.

A travers le théoreme de transversalité on va montrer que l’ensemble :

{h ∈ ΛM/ (u, λ)→ z(u, λ, h) a zéro comme valeur régulière}
est un ensemble ouvert dense de ΛM .

La vérification des hypothèses (1) et (3) du théorème de transversalité est
similaire à celle du lemme 3.1.5., il nous reste à montrer (2α)

Sans perdre de généralité on change l’origine,on suppose que h = iΩ .

Raisonnement par l’absurde,on suppose qu’il existe un point critique
(u, λ, h) ∈ z−1 (0, 0) ,donc il existe (v, θ) ∈ L2 (Ω)×H− 3

2 (∂Ω) tel que :

〈
Dz (u, λ, iΩ)

.

(u,

.

λ,
.

h), (v, θ)

〉
= 0 pour toute (

.
u,

.

λ,
.

h) ∈ H4∩H1
0 (Ω)×R×C6 (Ω,Rn) .

où

Dz (u, λ, iΩ) : H4 ∩H1
0 (Ω) × R× C6 (Ω,Rn)→ L2 (Ω)×H

3
2 (∂Ω) .
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on utilise le théorème 2.1.4 , la dérivée de z est:

Dz (u, λ, iΩ)
.

(u,
.

λ,
.

h) =
((

∆2 + V + λ
) .

(u−
.

h∇u) +
.

λu,∆
.

(u−
.

h∇u) |∂Ω

)
.

c’est à dire

0 =

∫
Ω

v
[(

∆2 + V + λ
) .

(u−
.

h∇u) +
.

λu
]

+

∫
∂Ω

θ∆
.

(u−
.

h∇u) (3.13)

avec 〈., .〉∂Ω indique le crochet de dualité de H−
3
2 (∂Ω)×H 3

2 (∂Ω) .

Si
.

h =
.

λ = 0 dans (3.13) on a :

0 =

∫
Ω

v
(
∆2 + V + λ

) .
u+

∫
∂Ω

θ∆ (
.
u) ∀ .u ∈ H4 ∩H1

0 (Ω) (3.14)

donc

0 =

∫
Ω

v∆2 .u+ (V + λ
.

)vu+

∫
∂Ω

θ∆ (
.
u) ∀ .u ∈ H4 ∩H1

0 (Ω)

aprés intégration par parties on obtient:∫
Ω

.
u
(
∆2 + V + λ

)
v +

∫
∂Ω

.
u∆( θ) ∀ .u ∈ H4 ∩H1

0 (Ω)

donc v est une solution faible du problème :{
(∆2 + V + λ) v(x) = 0 x ∈ Ω

v(x) = ∆v(x) = 0 x ∈ ∂Ω

or Ω ⊂ Rn est régulier de classe C6 ,d’aprés le théorème de régularité des
équations uniformément elliptique v ∈ H5 (Ω) ∩ C4,α (∂Ω),pour 0 < α < 1

avec 〈θ, g〉∂Ω =
∫
∂Ω
g ∂v
∂N

pour toute g ∈ H 3
2 (∂Ω).

Si
.

h =
.
u = 0 et

.

λ varie on obtient de la relation (3.13)
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0 =

∫
Ω

v
.

λu ∀
.

λ ∈ R

0 =

∫
Ω

vu

Si
.
u =

.

λ = 0 et
.

h varie dans C6 (Ω,Rn) ,on obtient d’aprés la relation
(3.13)

0 =

∫
Ω

−v
(
∆2 + V + λ

) .

(h∇u)−
〈
θ,∆(

.

h∇u)
〉
∂Ω.

puisque v est une solution alors

0 =

∫
Ω

(
.

h∇u)
(
∆2 + V + λ

)
v − v

(
∆2 + V + λ

) .

(h∇u)−
〈
θ,∆

.

(h∇u)
〉
∂Ω

donc

0 =

∫
Ω

(
.

h∇u)(∆2u) +

∫
Ω

(
.

h∇u)V v +

∫
Ω

.

(h∇u)λv −
∫

Ω

v∆2
.

(h∇u)

−
∫

Ω

vV
( .

h∇u
)
−
∫

Ω

vλ
( .

h∇u
)
−
〈
θ,∆

.

(h∇u)
〉
∂Ω

d’aprés l’identité de l’opérateur biharmonique (2.1)

0 =

∫
∂Ω

[
.

(h∇u)
∂∆v

∂N
−∆v

∂

∂N

.

(h∇u)− v∂∆v

∂N

.

(h∇u) + ∆(
.

h∇u)
∂v

∂N

]
−
∫
∂Ω

∆(
.

h∇u)
∂v

∂N
.

or v est une solution de problème (1.1) ,donc notre formule devienne :

0 =

∫
∂Ω

[
(
.

h∇u)
∂∆v

∂N
+ ∆

.

(h∇u)
∂v

∂N

]
−
∫
∂Ω

∆(
.

h∇u)
∂v

∂N
.

de sorte que

0 =

∫
∂Ω

(
.

h∇u)
∂∆v

∂N
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or u ∈ H4 ∩H1
0 (Ω) ie ∇u = ∂u

∂N
.N , ainsi

0 =

∫
∂Ω

.

hN
∂u

∂N

∂∆v

∂N
; ∀

.

h ∈ C6(Ω,Rn)

on conclut que

∂u

∂N

∂∆V

∂N
≡ 0 sur ∂Ω

d’aprés l’equation 3 du Théorème 1.1.2 ,on trouve:

0 = ∆∂Ω = ∆u−H ∂u

∂N
− ∂2u

∂N2

comme u est une solution de (1.1) , on obtient

0 = −H ∂u

∂N
− ∂2u

∂N2
sur ∂Ω.

On multiplie cette relation par ∂∆v
∂N

on a

0 = −H ∂u

∂N

∂∆v

∂N
− ∂2u

∂N2

∂∆v

∂N

or ∂u
∂N

∂∆V
∂N
≡ 0 sur ∂Ω alors:

0 ≡ ∂2u

∂N2

∂∆v

∂N
sur ∂Ω (3.15)

d’aprés l’équation 3 du théorème 1.1.2 on trouve:

0 = ∆∂Ω (∆v) = ∆ (∆v)−H∂∆v

∂N
− ∂2∆v

∂N2
.

le fait que v est une solution, la dernière relation devienne

0 = − (V + λ) v −H∂∆v

∂N
− ∂2∆v

∂N2
..

On multiplie la dernière relation par ∂2u
∂N2 et d’aprés la relation (3.15)

∂2u

∂N2

∂2∆v

∂N2
≡ 0 sur ∂Ω (3.16)
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On suppose qu ’il existe un point x0 sur le quel ∂2∆v
∂N2 6= 0, alors il existe un

voisinage ouvert Ω0 de x0 tel que ∂2∆v
∂N2 6= 0,or on a la propriété ∂2u

∂N2
∂2∆v
∂N2 ≡ 0

sur ∂Ω ,donc ∂2u
∂N2 = 0 sur Ω0,le fait que u solution du problème (1.1) vérifiée{

(∆2 + V + λ)u(x) = 0 x ∈ Ω

u(x) = ∆u(x) = ∂2u
∂N2 = 0 x ∈ ∂Ω ∩ Ω0

d’aprés l’unicité de la solution d’un probleme de Cauchy u ≡ 0 sur Ω ,
contradiction avec notre hypothèse que u ∈ H4 ∩H1

0 (Ω)− {0} .

De même ,on suppose qu’il existe x1,tel que ∂2u
∂N2 (x1) 6= 0,d’aprés (3.14)

∂2∆v
∂N2 = 0 sur Ω1, par suite v satisfait le probème suivant :{

(∆2 + V + λ) v(x) = 0 x ∈ Ω

v(x) = ∆v(x) = ∂2∆v
∂N2 = 0 x ∈ ∂Ω ∩ Ω1

d’aprés l’unicite de la solution d’un problème de Cauchy v ≡ 0 sur Ω ,
contradiction avec notre hypothèse que u ∈ H5 ∩H1

0 (Ω)− {0} .

Alors 0 est un point régulièr de z , par suite

{h ∈ ΛM/ (u, λ)→ z(u, λ, h) a zéro comme valeur régulière}
est un ensemble ouvert dense de ΛM

Par conclusion et d’aprés le théorème de Baire , les valeurs propres sont
génériquement simples sur l’ouvert ∩ΛM

M∈N
.



Annexe

Nous donnons dans cette annexe quelques définitions et théorèmes qui sont
utilisés dans ce mémoire :

Ensemble maigre:
Un ensemble est dit maigre s’il est inclus dans un réunion dénombrable

de sous ensemble rare de X.
Ensemble rare:
F un sous ensemble d’un espace topologique X est dit rare si son interieur

est vide .
Ensemble résiduel:
Un ensemble est dit résiduel si son complémentaire est un ensemble mai-

gre.
Espace de Baire:
Un espace topologique est dit de Baire si tout sous ensemble résiduel de

X est dense .
Théorème:
Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.
Théorème:
Toute espace métrique complet est de Baire .En particulier , tout espace

vectoriel de dimension finie est de Baire .
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Résume :

Dans ce travail on traite la notion de la perturbation du bord  pour
montrer la simplicité générique des valeurs propres de problème de
Dirichlet pour le bilaplacien dans un ensemble C  difféomorphe à un
ouvert  borné de  pour n 2.

Mots clés:

    Perturbation du bord, Simplicité générique des valeurs propres,
valeurs propre de l'operateur biharmonique.

Abstract :

In this work we treat the notion of boundary  perturbation  to show
the generic simplicity of the eigenvalues of the Dirichlet  problem for
bilaplacian opertor in a set of  difféomorph  to an open bounded
set of  for n  2.

Keywords:
     Boundary perturbation, Simplicity generic of the eigenvalues ,
eingenvalues  of biharmonic operator.

 :

,n>=2.
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