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Résumé:

Dans ce mémoire, nous étudions des problemes elliptiques quasi linéaires concernant
le p — Laplacien avec le potentiel de Hardy et faisant intervenir 'exposant critique de
Sobolev, o on perd la compacité. Tout d’abord, on présente une nouvelle méthode,appelé
le principe de Concentration-Compacité. Ce principe est employé pour surmonter cette
difficulté. les résultats d’existence et de non-existence sont d’abord prouvés pour un
probléeme avec un terme concave, puis pour un probleme de Perturbation.

Abstract:

In this memory, we study a quasilinear elliptic equation involving the p-Laplacian with
the Hardy-type singular potential and critical nonlinearity. where we loss the compact-
ness. First of all, we present a new method,called the Concentration-Compactness prin-
ciple. This principle is used to overcome these difficultie. Existence and non-existence
results are first proved for the equation with a concave singular term, then for perturbed
problems.

les mots clés: Injections de Sobolev, méthodes variationnelles, principe d’Ekeland,
la suite de Palais-Smale, concentration par compacité, probleme quasilinéaire, [’exposant
critique, Inégalité de Hardy, Inégalité de Picone, Perturbation.

iii



Taible des matieres

Notations
Introduction Générale

1 Préliminaires

1.1 Espaces de Sobolev . . . . . .. ... Lo
1.1.1  Définitions et Quelques Propriétés . . . . . . . . . . ... ... ...
1.1.2  Prolongement: . . . . . . . . ... ...
1.1.3 Notion de Trace: . . . . . . . . . . . . . . ... ...
1.1.4  Lesespaces W™P(2) . . . . ... .
1.1.5 Lespace de Wy . . .. .. ...
1.1.6 Injections de Sobolev: . . . . . . . ...
1.2 Meéthodes Variationnelles: . . . . .. .. ... ... ... . ... ....
1.2.1 Introduction . . . . . . .. ...
1.2.2  Principe d’Ekeland . . . . . . . ...
1.2.3 La Suite de Palais-Smale . . . . . . .. ... ... .. ... .....
1.24 Théoreme du Col . . . . . . . . .. .. ...
Principe de Concentration-Compacité
2.1 Quelques Rappels sur La Théorie de la Mesure . . . . . . . .. ... .. ..
2.2 Le Premier Lemme et sa Démonstration . . . . . ... ... ... .....
2.3 Le Second Lemme et sa Démonstration . . . . . . . . ... .. ... ....
Quelques Applications
3.1 Introduction . . . . .. ... ...
3.2 Application I : . . . . . L
3.2.1 Position du Probleme: . . . . .. ... o000
3.2.2  Principe de Comparaison et Application . . . ... ... ... ...
3.2.3 Existence des Solutions . . . . . . .. ... ... ... L.
3.2.4 Résultat de non-existence dans lecasou h=1. .. .. ... .. ..
3.3 Application I1: . . . . . . . .



2 TAIBLE DES MATIERES

3.3.1 Résultat de non-existence: . . . . . . . . ..o 48

3.3.2 Résultat d’existence . . . . . . .. 50

3.4 Application IT1: . . . . . . . . 56
Conclusion 59
Problémes Ouverts 61

Bibliographie 63



Notations

RY : Un espace Euclidien de dimension N

Si z,y € RNalors .y est le produit scalair dans RY, c-a-d:

N
r = (21, .. JEN)y €6 Y = (Y1, e JUN) 5 alors z.y = > x.y;
i=1

N 3
SizeRY, |z| = <Z$f) :

i=1
N

o a = (ag,ay,..,ay) € NV est un multi-indice , et |a| = > .
i=1

lel
o DY = =
D 81:?1...83:(11\,1\7

Si E C RY | alors |Elest la mesure de Lebesgue .

B (z;7) est la boule dans RY de centre z et de rayon r.

N
21 2

L(3)

avec I' la fonction de

wy : la mesure de la sphere unité dans RY ie, wy =

Gamma d’Euler usuelle.

e Si ) C RY est un domaine borné , alors 92 désigne sa frantiere
0 ou \'
o Vu = —u, e ,—u est le gradiant de la fonction u : RV — R
(%1 85L‘N
N 9%y
e Au: est le laplacien de la fonction u: RY — R c-a-d: Au = EF = div(Vu)
i=10Z;
o Ayu = div(|Vul|’~? Vu) est le p-laplacien.
e p' est 'exposant conjugé de p tel que : % + z% =1
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Np

p* est 'exposant critique tel que : p* = Nop -

w CC : w est un ouvert de € tel que w C () et w est compact.

X' . Espace dual de X.

<, >: Produit scalaire de RY / Dualité X', X.

C% () :est 'espace des fonctions continues sur 2.

Ck () :est I'espace des fonctions k fois continuement différentiables sur Q;(k € N)
C>(Q) = kQOOk Q)

C3°(Q) :est l'espace des fonctions C* a support compact dans §2

LP(Q) := {u: Q — Rlu est mesurable , [, |ul dz < co} pour 1 < p < oo
L>(Q) := {u: Q — R|u est mesurable , 3C tel que |u(z)| < C, p.p x € Q}
LP'(Q) est I'espace dual de LP(Q).

DYP(RY) : Completion de C°(RY) par rapport a la norme IVull o)
M(Q): Espace de mesures de Radon dans .



Introduction Générale:

Dans le calcul des variations ou en physique mathématique, les problemes de minimi-
sation sont posés sur des différents domaines. La grande difficulté c’est poser les problemes
de minimisation dans des domains non bornés comme R” par exemple ot1 on perd la com-
pacite. Cette difficulté de perte de compacité étant illustrée par exemple dans le fait que
le théoréme de Rellich-Kondrakov n’est plus valide sur R,

Ce mémoire est consacré a I’étude d’équations aux dérivées partielles non linéaire avec un
comportement critique ou les méthodes classiques de compacité ne sont pas applicables.
On peut citer les cas suivants :

e Problemes faisant intervenir ’exposant critique de Sobolev.
e Problemes quasilineaires avec le poids de Hardy.
e Problemes posés dans RY.

Le modele sera le probleme suivant :

||

) —Apu = div(|[VulP? V) := 28 )7 44 g(z) [uf’” " u dans RN,
' u(x) >0 pour x € RV,

Ole23,1<p<N,0<T§p—1etp*:NN—_’;).

dont 1’énergie s’écrit :

1 )\ h(l‘) 1 ]_ *
J(u ::—/ Vul? doe — / ul™t dx——/ ) |ul’ dx
= [ wupar- 25 [ X rtan L g

p v |xfP

Etant donnée la structure variationnelle de ces problemes, les solutions cherchées
correspondant aux points critiques de J, elles sont des solutions de I’équation J'(u) = 0.
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La difficulté principale commune de tous ces problemes est que l'injection W1P(RY) —
LP"(RY) n’est pas compacte.

Dans ce travail, nous avons présenté une méthode générale, appelée la méthode de concentration-
compacité qui permet de pallier cette difficulté , ainsi de résoudre les problemes posés dans
des domains non bornés.

Ce travail est composé de trois chapitres:

e Dans le premier chapitre, nous faisons quelques rappels sur les espaces de Sobolev,
nous nous baserons principalement sur le livre de H.Brezis[5]. Puis nous citons
quelques outils de base divers résultats qu’il est bon de connaitre lorsque I’on aborde
I’étude des problemes non linéaires par les méthodes variationnelles.

e Le second chapitre, nous exposons en détail le principe de concentration-compacité.
il est composé de deux lemmes .
ce chapitre fait partie de les articles [8],[9] ou bien [10].

e Le troisieme chapitre traite brievement du problemes elliptiques quasilinéaires faisant
intervenir I’exposant critique de Sobolev, concernant le p—laplacien.
Le contenu de ce chapitre n’est autre qu'une présentation détaillée et développée de
larticle [1].



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons présenter un certain nombre de définitions ,notations,
et énoncer des théoremes qui seront utilisés a un moment ou un autre dans ce travail.

1.1 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les dérivées -au sens faible-
sont intégrables, ces espaces sont complets ce qui est un avantage considérable pour I’étude
des solutions des équations aux dérivées partielles.

1.1.1 Définitions et Quelques Propriétés

Définition 1.1 soit Q un ouvert de RY et soit 1 < p < +o00. L’espace de Sobolev WP(§2)
est défini par
Whe(Q):={u € LP(2); 3g1, g2, .-, gn € LP(Q) tels que: [ouse = — [, gip,Vep € C(Q)}
Pour u € W'(Q) on note
Je=g et Vu:=(g1,9s, - 9n)

L’espace WP (Q) est muni de la norme:

ou
8%

N
s = llull o+
i=1

Lr

ou parfois sa norme équivalente:
» » /p
lully oy = (Il + IVl (si 1< p < +00)

7
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Si p = +o0,la norme de I'espace W1 () est

[[ull o () == sup [ul + sup [Vul.
Q Q

Notation 1.1 :
On pose
HY(Q) .= W2(Q).

L’espace H'(Q) est muni du produit scalaire

L N ou Jv
(u, U)Hl(Q) = (u, U>L2(Q) + Zizl (8_:61" 3901),:2(9) '

La norme associée est

1
2 3
N 2 N ou
ol = (Nl + 25 2 )
est équivalente a la norme de W'2(Q).
Remarque 1.1 :
- Soit uw € L} (Q); la théorie des distributions permet de donner un sens a g—; g—; est

un élement de l’énorme espace des distributions D'(2)- espace qui contient en particulier
Li,.(Q)). En utilisant le langage des distributions on peut dire que WP(Q) est I’ensemble
des fonctions u € LP(Q) telles toutes les dérivées partielles g—; (au sens des dérivées-
distributions)appartiennent a LP(€2.)

- Lorsque Q =R et p =2, on peut aussi définir les espaces de Sobolev par transformée

de Fourier.

Proposition 1.1 :
-L’espace W1P(Q) est:

e un espace de Banach pour 1 <p <o
e un espace réflexif pour 1< p<oo.
e un espace séparable pour 1 <p<oo.

-L’espace H'(QY) est un espace de Hilbert séparable.
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Preuve:

e Soit (uy)nen une suite de Cauchy de W'P(Q), alors la suite (Vu,)qen est de Cauchy
dans LP(Q2). Puisque LP(£2) est complet, il existe des fonctions :u,uy, us, .., un de
LP(Q) telles que

u, — u dans LP(Q) et % — u; dans LP(Q) Vi=1,.., N.

Comme LP(Q2) C L}

1e(£2), u,, détermine une distribution 7,
Vo € C§°(£2), on a

T () = Tulp)] < /Q |un () = w(@)] |p(@)] dv < [lun = ull o) 10l 1

Ou p’ est 'exposant conjugué de p.
Et par suite :

Oun

De méme fagon pour 3
K2

Oz, n—-+00
Vo € C3°(R2),Yi=1,..,N. ,on a
B B ) Op Do
Tu(p) = lim T (9) = = lim To,,(55) = —Tu( -) = T (¢)

On conclut que w; = g—;,w =1,..,N. Douue W?(Q) et nhj& [tn = ull 1oy = 0,

et par conséquent WHP(Q) est complet.

e Pour 1 < p < +o0,l’espace W1P(Q) est réflexif. En effet,’application :
T : WP(Q) — (LP(Q))N

définit comme suit: u — [u, Vu] est une isométrie. Donc T (W'F(£2)) est un sous-
espace fermé de (LP(Q2))V*! qui est réflexif comme produit fini d’espaces réflexifs.
On en déduit que T(W1P(Q)) est réflexif et donc également TW1P(Q).

e Pour 1 < p < +oo,l’espace W1P(Q) est séparable. En effet, T (W1?(Q)) est séparable,
et par isométrie WP (Q) est séparable.
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Le théoréme suivant est une caractérisation simple des fonctions de WP (Q)

Théoreme 1.1 :
Soit u € LP(QQ) avec 1 < p < 00, les propriétés suivantes sont équivalentes

1. uwe Whr(Q).

2. 1l existe une constante C' telle que

<Cllolly YeelCe@Q), Vi=1,2,.,N.

‘fn “a%%

3. Il existe une constante C telle que pour tout ouvert w CC Q et tout h € RY avec
|h| < dist(w,R¥\ Q). On a
[u(. +h) = ull o) < ClAl.
De plus, on peut prendre C:= [[Vul| g, -

Remarque 1.2 : Lorsque p = 1, les implications suivantes restent valables: (1) =

(2) = (3).
Voici un premier résultat de densité:

Théoréme 1.2 (Friedrichs) :
Soit uw € WP (Q) avec 1 < p < +oo , alors il existe une suite (u,), de C(RYN) telle que

® Uy, —+u dans LP ()

o Vu,, — Vuy, dans (LP (w))™ pour tout w CC Q.

Rapplons que la notaion w CC {2 signifie que w est un ouvert tel que @ C €) et @ est
compact.

Théoréme 1.3 (Dérivation) : Soient u,v € WP(Q) N L>®(Q) avec 1 < p < oco. Alors
uv € WHhP(Q) N L>(Q) et

o) . Ou v N
5o (W) == gtv+ug- . Vi=1,2,.,N.

Théoréme 1.4 (Dérivations d’un produit de compositions) : Soit G € C'(R) telle
que G(0) =0 et |G'(s)| < M,Vs € R. Soit u € WP(Q), alors

Gou e WHP(Q) et %(Gou) = (G'ou) 2=

d;*
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Théoréme 1.5 (Formule de changement de variables) : - Soient 2 et ' deux ou-
verts de RY et soit H : ' — Q une application bijective, x = H(y), telle que :

HeC\ (), H'eCYQ),JacH € L=(Y) et JacH™ € L=(Q).
- Soit uw € WHP(Q) alors uoH € WHP(Y) et :

2(uoH)(y) = S, 22 (H(y)2(y). ¥j=1,2,.,N.

1.1.2 Prolongement:

Il est souvent commode d’établir des propriétés des fonctions de W'? (Q) en commencant
par le cas o1 Q& = R¥. 1l est donc utile de savoir comment prolonger une fonction
u € W' (Q) en une fonction @ € W? (RY). Ceci n'est pas toujours possible.

Notation 1.2 Etant donné x € RV, on écrit
r=(2,xy) avec ' € RNl 2/ = (21, 29,..,2n_1)
On note
o RV, ={z=(2,2n); |xn|>0.}
e Q={z=(2zn); |2/| <1et |zn| < 1.}
e Q, =QnNRY,
e Q={z=(,zn); |7/|<1letaxn=0.}

Théoréme 1.6 (Opérateur de prolongement) :
On suppose que §) est de classe C' avec 02 borné.Alors il existe un opérateur de pro-

longement linéauire:
P: W(Q) — WLP(RY)
U — Pu

tel que pour tout u € W'(Q) :
1. Pugg :=u
2 [Pull oy < ellull Lo -

3. HPUHWLP(RN) < CH“HwLP(Q)-
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O ¢ dépend seulement de €.

Le lemme ci-dessous permet de construire trés simplement des opérateurs de prolongement
pour certains ouverts qui ne sont pas de classe C*.

Lemme 1 (Prolongement par réflexion) Etant donné u € W' (Q,), on définit sur
Q la fonction u* prolongée par réflexion, c¢’est-a-dire

./ ] u(ax,) sizy >0
W@, zy) = { u(z', —xy,) sixy <0

Alors u* € WHP(Q) et
||U*||LP(Q) <2 ||u||LP(Q+)
0 yingy < 2 el

1.1.3 Notion de Trace:

Pour une fonction u € C(f), la trace de u sur 92 est définie par
y(u): 002 — R

En d’autre termes,y(u) = uj,,,.
Lorsque |0€2] = 0,’expression :y(u) := uj,,. n’a pas sens pour une fonction u € W*(Q) .
La notion d’un opérateur trace donne un sens pour uj,,,. .

Théoréme 1.7 On suppose que 2 est borné et 02 est de classe C. Alors, il existe un
opérateur linéaire :

T: WP(Q) — LP(09Q) 1 <p<oo.
tel que:
o Tu:=uy,, siucWPQ)NC(Q).

* ||Tu||LP(BQ) < CHUHWLP(Q)

Ou ¢ dépend seulement de p et OS).

Remarque 1.3 La fonction y(u) est définie sur 02, elle n’est pas forcément continue
mais seulement LP(02) pour la mesure superficielle do.

Le noyau de lopérateur trace est Wy P(Q), ¢’est-d-dire:

WyP(Q) := {ue W (Q),y(u) =0} .
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1.1.4 Les espaces W™?(Q)

Définition 1.2 - Soient m > 2 un entier et soit p avec 1 < p < oo. On définit par
récurrence

Wm(Q) = {u e Wm—lp(Q); 9n e Wm-le(Q), Vi = 1,2, N}

' Oz

On vérifie aisement que u € W™P(Q) si et seulement si uw € LP(Q), et pour tout « € NV
tel que |a| < m, il existe g, € LP(Q) tel que

/uDO‘go = (—1)|a|/gag0 Vo e C5°(92).
Q Q

On note : D := g,.
L’espace W™P(Q) avec 1 < p < oo,muni de la norme

HU’HWW»P(Q) = Z HDauHme)

0<]a|<m
est un espace de Banach.
Pour p = +o00,0n a
HUHWWO"(Q) = sup HDauHLOC(Q)
la<m

Notation 1.3 On pose:H™(Q)) := W™2(Q).L espace H™ muni du produit scalaire
(U, V) g == Z (D%, D) ;5 .
0<|al<m

est un espace de Hilbert.
Théoréme 1.8 (Meyers-Serrin) :
C>®(Q)NW™P(Q) est dense dans W™P(Q).

Théoreme 1.9 (Densité) :
On suppose que ) est de classe Ct. Soit u € WIP(Q), avec 1 < p < +o0. Alors, il existe
une suite (U, )nen de C°(RY) telle que

Upj, —> u dans WHP(Q).

n—-+4o0o

Autrement dit, les restrictions a Q des fonctions de C$°(RY) forment un sous espace dense
de WP(Q).
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1.1.5 L’espace de W,”
Définition 1.3 :

e soit 1 < p < oo, WyP(Q) désigne la fermeture de CL(Q) dans WHP(Q).

e L’espace Wol’p(Q) muni de la norme induite par WP(Q) est un espace de Banach
séparable, il est de plus réflexif st 1 < p < oo.

® on note ,
1
Hy() = Wy (Q)

. Uespace H} est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'.

Remarque 1.4 Lorsque Q = RN, on sait que C}(RY) dense dans WHP(RYN), et par
conséquent
Wo” (RY) = WP (RY).

Lemme 1.1 Soit 1 < p < +o0,u € WHP(Q) a le support est compact et inclus dans S,
alors u € WP ().

Théoréme 1.10 On suppose que § est de classe C*. Soit u € WP(Q) N C(Q) avec
1 < p < +o0, alors les propriétés suivantes sont équivalentes

1. uw =0 sur of).
2. u € Wy (Q).

. . ;. . 1
Voici une autre caractérisation W,”

Théoreme 1.11 :
On suppose que Q de classe C*. Soit u € LP()) avec 1 < p < oo, les propriétés suivantes
sont équivalentes

1. u € WyP(Q).

2. 1l existe une constante C' telle que

)fﬂ wd2| <Cllglly Vo€ CURY), Vi=12,.,N.

3. La fonction
i) = u(x) siz e
W= 0 siz e RV Q

ou _ du

appartient a WIP(RY) et dans ce cas
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L’inégalité ci-dessous, dite inégalité de Poincaré, joue un role important dans ’étude
des problemes variationnels.

Théoréme 1.12 (Inégalité de Poincaré:) On suppose que §) est un ouvert borné. Alors
il existe une constane ¢ := c(S), p) telle que

lull ooy < eVl Yu e W"(Q), 1<p<co.

Autrement dit,sur W,*(Q) la quantité IVull oo est une norme équivalente a la norme
de W1P(Q).

Remarque 1.5 L’inégalité de Poincaré reste valable si §) est de mesure finie, ou bien si
Q borné dans une seule direction .

Définition 1.4 (L’espace dual de W,”(Q)) :
On désigne par W=7 (Q) Despace dual de Wy (Q) (1 < p < +o0) avec 119 + ;z% =1. On
note par H=1(Q) le dual de H} ().

Grace au théoréeme de représentation de Riesz, on peut identifier L? et son dual.Par
conséquent ,on a les inclusions

Hi(Q) — L*(Q) — H ().
avec injections continues.

On peut caractériser les éléments de W= (Q) par la proposition suivante:

Proposition 1.2 Soit F € W= (Q) . Alors il existe fy, f1,.., [y € LP' (Q) telles que

al ov )
(F,v) ::/ngov+.2/g2fia_% Yo € Wyt ().

et
fnax, 1fill Loy = 1E]]-

Si €2 est borné, on peut prendre fy = 0.
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1.1.6 Injections de Sobolev:

Nous allons ici nous intéresser aux possibilités d’injecter W1 (]RN ) de facon continue ou
méme compacte dans des espaces plus simples, comme LP({2) voir méme, dans certains
cas C'(Q).

On énonce maintemant un théoreme important en pratique.

Théoréme 1.13 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg)
Soit 1 < p < N, alors WP (RN) C L (RN) ou p*est donné par '.z% =
une constante S = S(p, N) telle que

TN et il existe

Sllullpr < VUl Yue WH (RY)
Preuve: On pose D; = % ,Vi=1,...,N

#Le premier cas: p=1< N
Soit u € C} (RY) on a:

+0o0 +oo
/Diu(x)dxi < / |Dyu(x)| dz; , Vi

On sait que

Intégrant sur RV et on utilise I'énégalité de Holder,on obtient:

1
N-1

/\u(x)]NN—ldx < /H /\Diu|dxi dx
RN

RNZI

IN
—
—

S

=

QL

=

=
B
\

[S]

S

QL

%3

&

=

QL

5

QL

S

=
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Donc:

z
+
8
2
L

On sait que

N A N N 2 N
Val,..,aN:Hai§N<Zai> et (Zai) SNZCL?

Donc on obtient

N\ ~-1 T
l/| e < (L3 [ 1Dl | [ 1wl
— iu| dx = 1 u| axr
u(x = N = N~—T |
N
N-1
1
< ; /]Vu]da:
N—-1 -

ainsi pour Cy une constante qui dépend seulement de N on a

N

lull |, < Cw [[Vull,s

#Le deuxiéme cas :pour p # 1:
On applique I'inégalité précédente pour |u|” avec v > 0

"l < ACx [l [Vul]]

< ~7Cy H’ul%le’ 1Vulll;» ( d’aprés I’ inégalité de Holder )
ol l+i =1, On choisit ~ tel que NN1 =(y—1)p, donc y = % > 0.
Comm ]—\}&:( 1) ’—Zév_pp = ¢, donc
lull} < ACw llullys IVl

[ull e <O [Vl

avec v>0 ,et Cy= > (. Comme conclusion en obtient que Sy > 0. m.

N#»-T

17
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Théoréme 1.14 (Injections continues :) :
e soit 1 < p < N.Alors WHP(RY) — LIYRY)  avec injection continue ¥q € [p,p*]
e soit p= N .Alors WIN(RYN) — LIRY) avec injection continue,¥q € [N, +oo|
e soit p > N.Alors WIP(RY) — L>°(RY) avec injection continue .De plus, pour
tout u € WHP(RY) on a |u(z) —u(y)| < C|z — y[l_% IVull,, . ppa,yeRY.

Pour I'espace W™P(RY) , on a le résultat suivant:

Corollaire 1.1 Soient m > 1 un entier et 1 <p < 4o00. On a :

o si —% >0 alors W™(RY)— LYRY) oty =5 — .
o si —% =0 alors Wm™(RY)— LURY) , Vg € [p,+ool.
® si é — <0 alors W™P(RY) — LT(RY) .

avec injections continues. De plus , st m — % > 0 n’est pas un entier, on pose
N N
k= {m——} etd=m———k (0<0<1).
p p
On a pour tout u € W™P(RN):
1D%ul| oo < CH“HWWP(RN)a Vo avee |af < k.
et
[D%u(z) = D*u(y)| < C l[ullymon, 2 =4I pp 2,y € RY, Yo avec |a] = k.

En particulier,
wme(RN) ¢ CH(RM).

Remarque 1.6 :

1. si l'on remplace RN par Q un ouvert de classe C* avec 02 borné, ou bien Q = RV,
dans le théoréme (1.14), on a les méme injections , sauf dans le cas p < N,

l"injection devient :
WP (Q) — LP*(Q).

2. la conclusion du (corollaire 1.1) reste vraie si I'on remplace RN par ().
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Un autre résultat particuliérement important dans ’étude des méthodes variationnelles,
c’est le théoreme de Rellich-Kondrachov qui concerne la compacité de I'injection des
espaces de Sobolev W1P(Q) dans certains espaces L?(f2).

Théoréme 1.15 (Rellich-Kondrachov)
On suppose Q) borné de classe C', on a:

e Sip< N alors WY(Q)— LYQ) ,Vqellp
e Sip=N alors WWW(Q) < LI1(Q) ,Vqge][l,+oo.
e Sip>N alors WWY(Q)— C(Q).

avec injections compactes .

Remarque 1.7 :
St Uespace F —dans 'espace G, cela signifie que : de toute suite bornée de F', on peut
extraire un sous suite qui converge faiblement dans F', et fortement dans G.



20 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.2 Méthodes Variationnelles:

1.2.1 Introduction

L’essentiel de cette section sera consacré a la présentation de méthodes variationnelles
et a leur application pour résoudre des équations aux dérivées partielles elliptiques.
Cette section est aussi l'occasion d’introduire des définitions et des notations qui seront
utilisées par la suite dans ce travail. Considérons le probleme :

—Ayu = f(u) dans Q
(P) { pu =0 sur 0f)

Ou Q C RY est un ouvert borné régulier, N > 2,p > 1, et f : R — R une fonction
réguliere.

On s’intéresse aux solutions faibles non triviales u € Wy (), on pose H := Wy (€).
Définition 1.5 :

On dit que u est une solution faible du probléme (P) dans W, P(Q) si et seulement si

/|Vu|p2 VuVpdr = /f(u)gpd:v Yo € WP (Q).
0 0

Utiliser une méthode variationnelle en analyse non linéaire signifie que ’on va chercher
une solution sous forme d’un point critique d’une fonctionnelle associée. Ici, la fonction-
nelle associée a (P) est :J : H — R définie par

J(u) ::1/|vu|P—/F(u) Ot F(u) ::/uf(t)dt.

p
Q Q
Voici la définition de point critique et de valeur critique .

Définition 1.6 Soient X un espace de Banach, w un ouvert de X, et J € C'(w,R).

e On dit que u € w est un point critique de J si J'(u) = 0.

e On dit que ¢ € R est une valeur critique de J ,s’il existe un u € w tel que J(u) = ¢
et J'(u) = 0.

Remarque 1.8 siu n’'est pas un point critique de J,on dit que u est un point réqulier de

J.
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L’exemple le plus simple des points critiques est les extrémités d'une fonction J € C! |
c’est a dire un point ou J atteint un minimum ou un maximum. Une classe importante
de fonctions atteignant leur minimum est constituée par les fonctions convexes.

Nous présentons quelques définitions utiles pour la suite :

Définition 1.7 (Fonction convexe) :
Soit J une fonction définie sur un espace de Banach X a valeur dans R. Elle est dite

e conveze si Vr,y € X VA € [0,1],
JAz + (1= Ny) < AJ(z) + (1= N)J(y).
e strictement convexe siVr,y € X avec x #y VA €)0,1],
JAz+ (1 =Ny) < AJ(z)+ (1 = N)J(y).

Définition 1.8 (fonction coercive) :
Une fonctionnelle J définie sur un espace de Banach séparable X, est dite coercive si
lim J(z) = +o0.
l[z]| x =00

Définition 1.9 (semi-continue inférieurement) :
Soit J une fonction définie sur un espace de Banach X a valeur dans R. Elle est dite

e semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i) lorsque pour tout A € R, les
ensembles {x € X, J(x) < A} sont fermés.

e faiblement semi-continue inférieurement en x, si pour toute suites (T,)nen
convergeant faiblement vers x , nous avons :

J(z) < lim inf J(z,).

n—-+o0o

Pour démontrer 'existence d’une solution faible pour le probleme précedent, on utilise
souvent des arguments de minimisation des fonctionnelles convexes. Plus précisément, on
a le résultat suivant:

Théoréme 1.16 :/8/
Soient X un espace de Banach réflexif, K C X un conveze fermé non vide, et J : K —
RU {400} une fonction conveze et s.c.i sur K . Si K est non-borné, supposons que pour

toute suite (x,), de K telle que J(x,) | F +oo. Alors J est bornée inférieurement et
T ||—+00

elle atteint son minimum sur K.
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Jug € K,  J(up) = i%fJ(u) = m}én](u).

De plus, si J est strictement conveze, ug est unique.

Pour la démonstration , nous utiliserons les résultats suivants:

Proposition 1.3 :/8/

Soient X un espace de Banach réflexif, K C X un conveze fermé non vide, et J : K —
RU{+oc} une fonction faiblement s.c.i. De plus si K est non borné, on suppose que pour
toute suite (x,,), de K telle que

||| = 400, on a J(x,) = +o0.
Alors, J est bornée infériecurement et elle atteint son minimum, i.e

Jue K, J(u) :Jgif((](v) = {}%III(IJ(U)

Lemme 1.2 :[8] Soient X un espace de Banach , K un convezxe fermé de X, et J : K —
R U {400} une fonction convexe et s.c.i, alors J est faiblement s.c.i.

Preuve: [Démonstration du théoreme 1.16]:

En utilisant le lemmel.2 et la propositionl.3, on conclut que J atteint son minimum en
un point ug € K.

Si de plus J est strictement convexe , et soit u € k tel que :

J(u) = J(ug) = min J(v) = a.

veK
On remarque que siu 7é Up, O aura:

U+ U 1
5 ) < §(J(u)+J(u0) =a.

a < J(

ce qui établit 'unicité du point de minimum.
H.
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1.2.2 Principe d’Ekeland

En général, une fonctionnelle bornée et s.c.i J n’atteint pas nécessairement son infi-
mum. Par exemple, la fonction f(x) = arctan(x) n’atteint ni son infimum ni son supre-
mum sur le droite réelle.

Le résultat suivant d’Ekeland montre [’existence des points qui sont presque des min-
ima.

Théoréme 1.17 (Principe d’Ekeland) :/8/
Soient (X, d) un espace métrique complet et J une fonction s.c.i de X dans R. On suppose
que J est bornée inferieurement, et on pose ¢ := in)f( J(x).

fAS

Alors pour tout € > 0, il existe u. telle que

c<J(u) <c+e.
Vu € X, J(u) — J(u.) + ed(u, u:) > 0.

Preuve: Pour ¢ > 0 fixé, on considére 1’épigraphe de J :
A:={(z,a) € X xR;j(z) <a}
Puisque J est s.c.i, A est fermé dans . Sur X x R On définit une relation d’ordre par :
(x,a) < (y,b) ©a—b+ed(z,y) <0
On va construire une suite d’ensembles A,, comme suit :

e Pourz; € X fixételque c < J(z1) < c+e,onpose A; := {(z,a) € 4;(x,a) = (z1,a1)}
avec ay := J(x1).

e En supposant que (z;,a;) est déterminé et A; := {(x,a) € A; (x,a) 2 (x;,a;)}
Pour ¢« < n, on pose
o A, :={zc X;3a R telque (z,a) € A,}

e ¢, := inf J(u)
x€EA,

Supposons un instant que a; > ¢; pour ¢ < n; il est clair qu’on peut fixer (2,41, @ny1) € Ap
tel que :

1
0 < J(xps1) —cn < E(an —Cp);ant1 = J(Tpi1) (1.1)
On pose ensuite A, 1 := {(z,a); (z,a) <X (Tpy1,ans1)} et on vérifie que

A, C A, et quec<c, <cpp = inf J(u)

An+1
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D’ou, en utilisant les relations (1.1) :

1 .
0 <any1 — g1 < apg1 — ¢ < =(an — ) <271 — 1)

=2
Par ailleurs,dire que (z,a) € A, 41 signifie que: @ — a,41 + ed(z, z,41) < 0 ,on en conclut
que:

ed(z,7p41) < app1 — a < apgpr — J(2) < appr — g

Et par conséquent :

1
A Tns) + |0 — ans] < (1 ; g) 2" (ay — 1)

Ce qui implique que le diametre de A,, .1 tend vers zéro . Comme A est complet, il existe
un unique (u,b) € A tel que :
{(uw,b)} = () An

n>1
Soit (x,a) € A tel que (z,a) < (u,b) ; alors on a pour tout n > 1, (z,a) < (z,,a,), ce qui
implique que (z,a) € () A, c’est-a-dire (z,a) = (u,b).

n>1
Cela signifie que (u,b) est minimal dans A :

(r,a) € Aet (z,a) < (u,b) = (x,a) = (u,b)

D’autre part on a (u, J(u)) < (u,b) et compte tenu du fait que (u,b) est minimal dans A
, on conclut que b = J(u). Ainsi on voit que (u,JJ(u)) est minimal dans A , c¢’est-a-dire
que:

(z,a) € A, (x,a) # (u,J(u)) = a— J(u) + ed(z,u) > 0.
En particulier , en prenant a = J(u) et x # u , et remarquant que J(u) < J(z;) < c+e.
On conclut la démonstration du lemme.
S’il existe un entier n > 1 telque ¢, = a, = J(x,), alors A,, = {(x,,a,)}. En effet,
(x,a) € Aet (z,a) < (zn,a,) signifie, par la définition de la relation (=) :

a—ap+edx,x,) <0,¢, =a,=J(z,) <J()<a
On en déduit que a = a,, et x = x,,. On pose alors (u,b) = (z,,a,) et on vérifie que (u,b)
est minimal dans A comme ci-dessus. =
Comme corollaire du principe d’Ekeland, on a le résultat suivant.

Corollaire 1.2 : Soient X un espace de Banach ,et J € C1(X,R). On suppose que J
est bornée inférieurement, alors il existe une suite de minimisante (u,)nen de J dans X
telle que :

J () — igl(fJ et J' (u,) = 0 dans X', lorsque n — 400
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1.2.3 La Suite de Palais-Smale
Par le principe d’Ekeland, on obtient qu’il existe une suite de Palais-Smale pour la
fonctionnelle J.

Définition 1.10 (La Suite de Palais-Smale) :
Une suite (up), C X telle que :

J(u,) — ¢ dans R et J (up) — 0 dans X', le dual de X

est appelée une suite de Palais-Smale au niveau c, en abrégé (PS)..

Définition 1.11 (La Condition de Palais-Smale) :
Soient X un espace de Banach, et J : X — R une fonctionnelle de classe C'. Sic € R,
on dit que J wvérifie la condition de Palais-Smale au niveau ¢ si toute suite (uy,), C X

telle que :
J(u,) — ¢ dans R et J' (u,) = 0 dans X'.

contient une sous-suite (uy,, ) convergente.

1.2.4 Théoreme du Col

Pour une fonctionnelle J qui n’est pas bornée (ni majorée,ni minorée), chercher ses
points critiques revient a chercher des points selles. Ces points sont déterminées par un
argument de type min-max, ce qui nous ramene a l'utilisation du théoreme du col de la
montagne, [en Anglais: mountain pass theorem).

Théoréme 1.18 (Théoréme de Ambrosetti-Rabinowitz):[16]
Soient X un espace de Banach, et J € C1(X,R) vérifiant la condition de Palais -Smale.
On suppose que J(0) =0 et que :

o [l existe R >0 et a > 0 tels que ||u]| = R alors J(u) > «a.
o [l existe ug € X tel que ||ug|| > R alors J(up) < a.
Alors J posséde une valeur critique c telle que ¢ > «. De facon plus précise, si on pose
o P:={peC(0,1],X), p(0) =0, p(1) = uo}
e c:= inf maxJ (p(t))

peP tel0,1]

Alors ¢ est une valeur critique de J, et ¢ > a.
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Chapitre 2

Principe de
Concentration-Compacité

Cette méthode introduite par P.L.Lions dans [9] et [10] est 'une des méthodes les
plus puissantes pour traiter les problemes variationnelles posés dans des domaines non
bornés, par exemple RY ou sous | ’existences des exposants critiques ou des injections
non-compactes. Tout d’abord nous allons regarder quelques rappels sur les théorie de la
mesure, avant d’énoncer les deux lemmes de concentration compacité.

2.1 Quelques Rappels sur La Théorie de la Mesure

Définition 2.1 : Soit X un espace localement compact. On appelle mesure de Radon
sur X toute forme linéaire continue pu sur Co.(X, RY) dans le sens :
On note par M(Q) I'espace de mesures de Radon .

Définition 2.2 :
Soit (X, A) un espace mesurable . On dit qu’une mesure v est absolument continue
par rapport a p, (on note v <K ) si toute ensemble mesurable A € A, on a:

w(A)=0 = v(A)=0.

Définition 2.3 On dit que p est une mesure discréte, s’il eriste une suite des points
{xj}jeJ C Q et des réels {“J'}jeJ C (0,400) , tels que :

= Z l’['j5$j

jed

27
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Théoréme 2.1 (Théoréme de Radon-Nikodym) :/6/
Soient et v deux mesures finies sur un espace mesurable (X, A). Il y a équivalence entre

1.VAEA u(A)=0 = u(A) =0

2. 3f € Ly (n) telle que VA € A, v(A) = [, fdp.

la fonction f est appelée ”la fonction de densité de la mesure v par rapport a p.

Définition 2.4 On dit qu’une suite de mesure (u), converge x — faiblement vers p si :

lim (i, ) = Jgrgo/wdun = /sodu = (1, d), Vo € C..

n—o0

on écrira alors :

*

[ = f.

2.2 Le Premier Lemme et sa Démonstration

Lemme 2.1 : B
Soient v et v deur mesures positives et bornées dans ) telles que :pour 1 < p < r < oo,
il existe une constante ¢ > 0 :

(/Q |¢|Tdy>"1" <C (/Q [l du>; Vo € C(Q). (2.1)

Alors, il existe {x;},; C Q, et {vi}jes C(0,+400), avec [J| < oo telles que

v = Zvjd%. , et u> C’_pzyfc?xj.

jed jed

Ou : o, est la mesure de Dirac au point z;.

Preuve:
Par raison de densité, en appliquant 'inégalité (2.1) pour la fonction :

¢:=x, ,uA estun ensemble borélien de (2.
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On trouve que :

(fpom) <o (frvan) o ([2) <

Donc, v(A) < C™(u(A))»

Ceci est équivalent a dire que la mesure v est absolument continue par rapport a .
D’aprés le théoréme de Radon-Nikodym, il existe une fonction positive f € L'(du) telle
que

Rl
A
Q
N
T
=8
=
——
3=
)
~
=
-
AN
2
=
=
\;/M—‘

vi=fu i.e /gpdl/:/gofdu
Q Q

En suivant la décomposition de Lebesque de p par rapport a v:
nw=gv+o

ou:

e gc L' (dv),g > 0.

e o est une mesure positive, bornée et singuliere par rapport a v , ¢’est-a-dire :

si K est le support de o, alors v(K) = 0.

En appliquant (2.1) pour la fonction

1
On = g7 P X{g<n}¥

ou v est une fonction mesurable bornée arbitraire, on aura

1 1 %
(/Q!%VdV) = (ngEX{gSn} !Wdl/)r <C </Qg’“—p><{gsn} Mpdu)

Sans perte de généralité, on peut supposer que o = 0 .Donc du = gdv, de plus si on note
Vn 1= g7 " X{g<n}dV, on obtient que

(/Q |w|7“dun>i <c (/Q |¢|pdvn);-

En particulier,s) = x,, VA C 2 un ensemble borélien, on a:

B =

(n(A))7 < C(vn(A))



30 CHAPITRE 2. PRINCIPE DE CONCENTRATION-COMPACITE

1

Puisque p < r, alors soit v,(A) = 0 ;soit v,(A) > G =5 >0.

Par conséquent, pour un point x € €2 ,on a:

vn(z) =0
ou
vn(z) > 9 >0

Ainsi, il existe un ensemble fini de points distincts {z; }j ey C Q, tel que
Un(x;) >0 >0; siieJ
vn(x;) = 0; sii ¢ J

Cela signifie que v, s’écrit comme combinaison linéaire de la masse de Dirac, il est
nécessaire que cette somme est finie car v, est bornée. En passant a la limite, on obteint

lorsque n — +o00:
V= Z Vilg;-

De plus, si on applique (2.1) pour les fonctions x,,,j € J, on a

D
T

plx;) > CP(v(x)))7 & pla;) > CP(yy)7, Vi€

Alors
p= CipZ(Vjﬁéwj

jeJ
Remarque 2.1 on note par v,(x) la limite suivante : liII(l) vn(B(x,¢)) .
e—

2.3 Le Second Lemme et sa Démonstration

Le second Lemme de concentration de compacité concerne le cas limite des injections de
Sobolev dans le cas des espaces WHP(Q) et LP*(Q). Plus précisement pour 1 < p < +oo
, on note D'P(Q) l'adhérence de C(RY) pour la norme ||[Vul|,,; cet espace est muni

de la norme ||Vu|,,. linégalité de Sobolev implique en particulier que si p < N, alors
DLP(Q) C LP*(Q) .

le second lemme est le suivant:
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Lemme 2.2 :
Soit (u;)jen une suite qui converge faiblement vers u dans D¥P(Q).(i.e u; — u) telle que

|V, R w dans M(2).

*

| [”* — v dans M(Q).

Alors, il existe un ensemble au plus dénombrable J, des points {z;}._, C Q, ona:

JjeJ

o v=|u"+ Y vid,, ,v;>0, VjelJ
el

o 11> |Vul’ + 3 pide, p; >0, Vel

jedJ

p
® [ Z Sl/jp* .
Ou : S est la constante de Sobolev.

Preuve
Soit ¢ € C§°(£2), On pose v, = u, —u . En appliquant [’inégalité de Sobolev pour la
fonction v, on obtient:

sé([QwVWde{YLs([}vwwm%m); (22)

S = inf {Hvuug telle que : [[ull?, = 1,Vu € LP(Q} .

Ou :
On aura besoin du Lemme suivant :

Lemme 2.3 (Brezis-Lieb) :
Sotent 1 < p < 400 et (fy), une suite bornée de fonctions de LP (1) convergeant p.p vers

feLrQ) . Alors:
1A= tim (Ifally = 1 = £ull?)

—>+00

On remarque que v,, converge faiblement vers 0. En utilisant le lemme de Brésiz-Lieb :
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lim ( Lo el do = [ 1ot o dx) = [ 1o o as
n—-+o0o Q Q Q

Autrement dit:
lovnlly = llpunll; — llull?; + o(1). (2.3)

D’autre part, on a:

IV(pvn)ll o = 1(Ve)vn + @(Von)ll 1o < [1(Ve)vnll o + lo(Von)ll o -

Alors:
IV (eva)ll e = lle(Vua)ll e < 1(V@)onll s

A la limite , on trouve que:

1_1}5{100 [(Ve)vnll» = 0. car v, — 0.

Donc

lim [V(ev)ll = lim [lo(Vo,)l

n—-+o0o

De plus
[Vl = lleVually = [[eVull, +o(1). (2.4)

Par(2.3),(2.4) et 'inégalité (2.2), on trouve que:

1
p*

( / ol [P do — / o [ul?* dz + o1 >) < (/ |so|p|m|ﬁdx)”

IN

Par hypothese, on a, Vi € C§°(Q),

n—-+o0o

Vu, [P > p e hm /|Q/J| |Vu,|” de = / |v| dp.

lun|”* 2 v e lim /|w| |un|p*dx—/|@/1|dy

(/ loVu,|" dx —/ loVul|’ d:c—l—o(l))
Q Q

B =
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Passant a la limite quand n — 400 , on arrive a l'inégalité de Holder inversé

st (1o @ —tupan))” < ([ 1ot = 19upan))
Q Q

On peut appliquer le lemme (2.1), on trouve donc que:

v=[uf” + Y v

jedJ

Soit ¢ € C§°(2) une fonction verifiant :p(0) = 1,0 < p(x) < 1, et le support est inclus
dans la boule unité B(0,1) de RY. En fixant j € J, pour € > 0 assez petit, on considere

la fonction:
T — X5
pe(z) = <P(Tj)

Appliquons a nouveau l’inégalité de Sobolev a la fonction . u,,,

1

sh ( [let |un|p*dx)’” < < / |v<soaun>|pd:c)p
Q Q
</ |Vg05|p|un|pdx)p i </ ]<p€|p|Vun|pdx>p
Q Q

IN

Lorsque n — 400,

st ([1eran)” < ([lodran) + ([ 9o upar)”
Q Q Q

Le support de ¢. est inclus dans la boule B(z;,¢), de plus |p.| <1 Donc

/ IVel? |ul? dx
B(a:j75)
Or, d’aprés I'inégalité de Holder, on a

/ V.’ [uP dz = / £ |V <x_xj>

B(zj¢) B(zj¢) €

P / lu|” dx
B(:Ej7€)

-
B =

VPS5 < [ (Blay. )b +

P
|ul? dx

zk

IN

Ik
R
5
G}
o
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Puisque ¢ € C§°(2) alors il existe une constante C' telle que
1
T — T N\ N
[ (=) e
B(Ij’e) €
1

V]?T*S% <[u (B(xj,g))]% +C (/ |u|”* dx)
B(Z‘j,é)

On deduit que

A la limite quand € — 0, on obtient:

1

1 1
vy 7 < (u(a)))r = nf = py 2 V)" S.

D’une maniere équivalente, on peut écrire

> Zl/;’%éij.

jedJ

Db
On pose ;= >, v} 0,8,

jeJ

Comme
U, —u dans D'?(Q).
e > |Vul’ car |[Vul’ > p.

e i > uy done |[Vul? est orthogonal & .

Alors, on conclut :

N
p= IVl + Y s,

jedJ



Chapitre 3

Quelques Applications

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions des problemes elliptiques quasilinéaires en relation
avec l'inégalité de Hardy-Sobolev citée ultérieurement. Les résultats d’existence et non-
existence sont d’abord prouvés pour l'opérateur p — lapalcien avec un terme concave, puis
pour un probleme de perturbation .

Définition 3.1 On définit I’espace D (RY) comme la complétude de C3°(RYN) par rap-

port a la norme suivante:
1
p
full = ([ 1vurac)”.
RN

Comme le p — Laplacien est un opérateur non-linéaire, donc on a un probleme avec
I'intégration par parties. Pour résoudre cette difficulté, on utilise I'inégalité intégrale
suivante:

Théoréme 3.1 (Inégalité de Picone) : Soient u,v € DYP(RY) tels que u > 0,0 > 0
et —Ayv >0, v non identiquement nulle . Alors:

up
/ (—Ap) dr < / \Vul? dx

RN pp—1 RN

On note que # est le potentiel de Hardy. Plus précisement , on a le résultat suivant:

Lemme 3.1 (Inégalité de Hardy-Sobolev) : On suppose que 1 < p < N. Alors pour
tout u € DYP(RY), on a:

|ul” -1 / N —-p\”’
—dr < A Vul? d A, =(—— | .
/RN P r <Ay, . |Vul’ dx avec Ay, ;

La constante Ay, est optimale et elle n’est pas atteinte.

35
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Preuve: La démonstration se fait en quatre étapes:

Etape 1 On pose:
N—p

w(x) = |z|”

w est une fonction radiale, d’ou —Ayw = Ay, mpl. On remarque que w > 0 et de plus
—Apw > 0.

Soit ¢ € C(Q) avec Q C RY un ouvert contenant le zéro. En utilisant l'inégalité de

Picone . »
/ |V§0|p dl‘ > / Pw | |P — AN,p |(10’ d
Q

Etape 2 (L’optimalité de la constante de Hardy ) :

On pose
_ VulPd
A= mf fQ’ luup| ’
UEC fﬂ ‘x|p d‘r

On va montrer que la meilleure constante est \ := Anyp. 1l est clair que A\ > Anyp.

Fizons € > 0. soit U une fonction radiale définie par :

Anope st re|0,1
U(T) = { N’ngis . [ ]
ANper P si r>1
Avec Ay p . = —N—§+ps

Sa dérivée est :
0 st re0,1]

K st r>1.

Par un calcul direct, on obtient :
P p p
/ v (x)dx = / v (:E>dx+/ v (x)da:
Ry TP B |zl rRM\B, |T|P

1 +o0
= AR, .wN (/ NPy +/ pm (P E)dr)
0 1

= Aﬁ'v’pﬁawN/ Nt Pdr+ANp€/ IVU” dx
0 N
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Ou wy est la mesure de la sphére unitaire.

En passant a la limite lorsque € — 0, on conclut que

/_\ = Ava'
Etape 3 on pose:
_ VulP d
A(B) := inf fB| u,,l ’
ueC§e (B f |u|
B lep

Soit ¢ € C§°(B,) et on note ¢(x) := p(TR) avec 0 <r < R, d’ou ¢ € C5°(Bg).

On pose :
Js, Vel dx

lel”
fBR \L‘:|p dz
On remarque que Qr(p) == Q.(@). Par conséquent, On conclut que :

Qr(p) =

Soit 0 <r < R tels que B, C Q) C By , alors

MBgr) < MQ) < \(B,).

Finalement , on conclut que \ ne dépends pas de €Q.

Etape 4 Par l'absurde, On suppose que la constante est atteinte ,c’est a dire il existe
u € WyP(Q) une solution du probléme suivant :

—Apu =N dans Q)
u=20 sur  0Sd.
u est une fonction positive puisque Q(u) = Q(|u|). Soit Q; un ouvert tel que Q C €.

posant :
u St x €

() ::{ 0 st xeQ\
Dés lors € WyP(Qy). Par définition de X, On a:
Jo, IVal” dz f VulPdr -
le %dw Jo IZ\lpd -

A<
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I}
I

Ainsi u est une solution de :
A0 dans O
0

_Ap [z]P
sur  0€.

Par le principe du mazimum fort dans [17], @ serait identiquement nulle. Une contradic-
tion avec I’hypothese.

N
Il

3.2 Application [ :

Probléme quasilinéaire avec terme concave (par rapport au
p — laplacien)
3.2.1 Position du Probléeme:

Considérons le probleme

(P) —Ayu = )‘(;(‘ff) ul + uP 1 dans RN
u(x) >0 ;u € DYP(RY)

Ou N >3,0<qg<p—1, et h est une fonction positive telle que

1
h(z) @ .
HhHLa(\xV"dx) = </RN [P dx) < 100 oua= p_§—1

3.2.2 Principe de Comparaison et Application

Dans cette partie, on va présenter quelques lemmes et théoremes nécessaires pour la suite.
On commence par le principe de comparaison suivant qui est une application de 'inégalité
de Picone:

Lemme 3.2 (Principe de comparaison) :
soient u,v € DYP(RY) tels que

a1 { —Ayu > ’\‘Z(lﬁ) ud dans RV,
u(z) >0 ;u € DYP(RY)
et
2 { —Apy < ’\‘Z—%)vq dans RN
v(z) >0 ;v € DHP(RY)

avec 0 < g < p—1 et h est une fonction non négative telle que h # 0. Alors u > v dans
RV,
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Preuve: En utilisant (1) et (2), il résulte que

—Apyu Ay Ah(z)
> qg—p—1 __
w Tt S Tt 2

En multipliant par w = (v — u?);, On trouve que :

_Apu + APU (Up . Up)+ Z / ()\lh—(|'f)uq_p—1 . >\|h(|f) Uq_p_l) (Up . up)+
RN x xXr

RN Up_l Up_l
/ )\h(f) uq—p—l _ )\h’(f) ,Uq—p—l (,Up o up)
{v>u} |£E’ ‘ZII|

Par I'hypothese sur A , on conclut que le terme a droite dans l'inégalité précédente est
positive. D’autre part, comme w = (v? — u?) alors Vw = p(v?"'Vu — t?7'Vu) X {p>u}-
Donc:

—Ayu - Ay B p—2 w p—2 w
[ Gt ) = [ mur(vuw () - [ e (w09 ()
p—2 _ _ p—2
_ / |Vu|“<vu,u e (f( L Wu>
RN u p)

B / Vol <VU P 2Vw — (p — 1)vp_2wVv>
RN

U2(p*1)

p—1

:/ P (V2 (Vu, o) — (p— 1)'% |Vuf — [Vul?
{v>u} (e ’ up

WG (Ve v DY Il — Vol
b P I () 1) (9P = TP
= Ki(z)+ | Ks(x)
RN RN

Comme v > 0,v > 0 dans RY, en utilisant I'inégalité de Picone, K; < 0, Ky < 0.

Alors A A
/ oY + ikd w < 0.
gy \ uP~b o oppl

M A
/ ( (f)uq_p_l — (f)vq_p_l) (vP —uP) <0.
(wsup \ 7] ||

Sur I’ensemble {v > u}, on a <A|Z—(‘§)uq_p_1 — qu_p_l) < 0. Donc |[{v > u}| =0, et

|=[?

Par conséquent :

on déduit que v < u.
|
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Le lemme suivant est une conséquence directe :

Lemme 3.3 On considére le probleme swivant:

—Ajw = &(f)wq dans RN
w(z) >0 ;w € DWP(RY)

Avecg<p—1. et ||h||La(|m|fde) < +00. Alors ce probleme a une unique solution positive.

3.2.3 Existence des Solutions
Les solutions u € DP(RY) sont les points critiques de la fonctionnelle Jy définit par:

Jy(u) = Vul’d —— u|"d ——/ P d
= [ wupdr— g [ D= s

En utilisant I'inégalité de Sobolev , on a :

/ |l dx < S (/ ]Vu]pdx) "
RN RN

Par I'inégalité de Holder et de Hardy , on trouve :

q+1
h(x ol E
/ M) o g < Cuny (/ |Vu|pdx> '
Ed RN
Par conséquent ,
1 q+1
JA(“) 5 ||u||z)1 P(RN) - H le P(RN) - H HDlp RN)

q+1

Ouc= ChANp et ¢ = S .
Alors, il existe a € R, g > 0, et A; > 0 tels que; VA € [0, \q]
1. Jy est bornée inferieurement dans la boule B, := {u € DIP(RY); [ull pro @y < 7“0}

et I = inf Jy(u) <O.

UGBTO

2. Si ||UHDLP(RN) =To alors J)\(U) Z a>1

Pour montrer que le minimum est atteint , on a besoin le résultat suivant:
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Lemme 3.4 :[1]
501t C(npqn) tel que :

= R ot o .
NS — AAN,p q—l——l — E ||h||La(|x\7pdx) S >Sr — C(Nyp’qﬁ))\P*q*l, Vs > 0.

Alors pour toute suite (u,,),, C D'P(RY) tels que

S

o Jy(u) = c<c(N) =187 — OnpamAi
e Ji(u) = 0 dans (D'P(RY)) .
il existe une sous suite qui converge fortement dans D'P(RY)

Pour la démonstration, on utilise le résultat suivant:

Lemme 3.5 Soit (u,), C D*P(RY) une suite qui vérifie les hypothéses du lemme (3.4) .
Alors Ym > 0, il existe p > 0 tels que :

/ |Vu,|” de < n
|z|>p

Preuve du Lemma (3.4):
Puisque (u,) est une suite de Palais-Smale , elle est bornée. Quitte a extraire une sous
suite (encore notée u,) , il existe un élément de DY (RY) noté ug tel que

1. u, — uo dans D'P(RY),
2. u, — ug dans Lj . pour tout r € [1,p*).
D’aprés le principe de concentration-compacité, la suite (u,,) satisfait:

o (i) [Vuu|" = du>|Vuel” + 3 fj0s, -

jeI
o (i) |un|”" —dv=|upl” + 3 vj6,,.
jeI
o (iii) (Sv)” <p;. Vjel

On localise toute les singularités par une fonction teste ¢; a support compact dans la
boule B(z;,¢), j € I. on a

h .
—div(|Vu, [P Vu,) = )\ﬁ | gy + [n P (3.1)
[P
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En multipliant(3.1) par la fonction ¢;u, et en intégrant , on trouve :

_ h(x .
/ Vo[V (p5un)| da = A/ <,,) [un|* dﬂs+/ junl”" g d
RN Ry |Z] RN

Or
/ \Vun|p_1|V(g0jun)]dx = / ]Vunlpgojdx—l—/ ]Vun\p_l [un| |Ve;| da
RN RN RN
— / \Vu,|” p,dx +/ |Vun|p_2 |un| < Vu,, Ve, > dx
RN RN

Puisque la suite (u,) converge faiblement , et ||| a(,-» < +00, On obtient que:

/ A) ™ / h(w) Juo|™
ay Jal? Tasrs fgx g

En utilisant (¢) et (i¢). Lorsque n — +oo ,on trouve que :

/ w;dp+ lim / V[P |up| < Vi, Vi, > dr = )\/
B(z5.e) " S b))

B(l’j75

h(x)

e

Jup|*™! sojdier/( pjdv
B

xjv“:)
En passant a la limite, lorsque ¢ — 0
Py — @(x)v; = 0= 005 — 00,05 = 0.

Donc ) 6,,(v; — ;) = 0, ceci implique que v; = ;. D’aprés (4ii), on trouve que:
jel

soit v; = p; > S ou bien v; = p; = 0.
On suppose qu’il existe un entier j € I tel que v; # 0. Donc ,pour € > 0 , on a:

1 1 1 1
c+e>h(uy) — — < J(up);up >= — Vunp—)\———/
) = = < R >= 5 [ VP =M= =) [

h(x) Ju |

|z [”
Par la définition de C(ypq.n), On trouve que:
1
C()\) >c> NS% — C(N’nq,h))\i"—g—l.

Ce qui est une contradiction avec I'’hypothese sur ¢(\). Alors v; = p; = 0 pour tout j € I,

et donc u,, converge fortement vers uy dans D'P(RY) =

Notons que pour A petit, ¢(\) > 0, donc, comme I < 0, on obtient l'existence de
ug € DYP(RY) tel que Jy(ug) = Jx(|ug]) = I < 0. Par conséquent du lemme 3.4, on a le
résultat d’existence suivant.
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Théoreme 3.2 Supposons que les conditions du lemme (3.4) sont vérifiées, alors le
probléme (Py) admet une solution positive pour \ petit.

On pose:

A :={X\ > 0; le probleme (P;) a une solution }

Soit (), une suite de A, donc par un argument de monotonicité et de continuité, A est
un intervalle. Le théoreme suivant montre que A est bornée.

Théoréme 3.3 soit \* = sup {\; le probléeme (Py) a une solution } ,Donc \* < +oc.

Le théoreme3.1 est cas particulier d'un théoreme géneral associé au probleme suivant

—Aju = A|h—(|p’“")uq + g(x)uP" 1 dans RY
(Fy) : s . Lp(N
u(z) >0 ;u € DVP(RY)

Ou g une fonction positive et bornée. Le théoreme général est:

Théoréme 3.4 :[1] B
soit \* = sup {\; le probléeme (P,) a une solution }, donc \* < +o00.

Preuve
Sans perte de généralité, on suppose que A > 1. Soit uy une solution positive du (P;)
h(z)u
avec A fixé. Donc , —Auy > )\%. Soit v la solution unique du probleme suivant:
x
(P) AN /\a('if)vq dans RY
Ol v(@) >0 ;v € DIP(RY)

q
On pose vy = Ar=aT v1. Donc —Avy, < )\l%. Puisque u, est une sur-solution du probleme
(Py) , on utilise le lemme de comparaison 3.2 , on obtient que uy > vy.

On considere le probleme des valeurs propres suivant:

—Ayw =m(p* — p)g(z)ul P |w]’ P w dans RY
w € DYP(RY)

Soit my la premiere valeur propre et w; la fonction propre associée. On a alors:

fRN |Vwl|? dx

min *
weDH &) ot — p)glend ? ol da

my =

* N
Comme v} 7 € L» (RY) et uy > 0, on peut démontrer que le minimum est atteint.
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Par I'identité de Picone , on trouve que:

—Ayu
|Vw;|P dx — P2k >0,
RN Ry uf

A

puisque —A,uy > g(x)ul)’f_1 , on conclut que :

/ |Vws | dx —/ g(z)ul Pu? > 0.
RN RN

Comme w; est une fonction propre, on a:

/ VP dz = ma (p* — p) / g(e)d Pk
RN RN

par conséquent :

Par la définition de m; , on obtient que :

Vw|d
1 <my; < inf fRN| wf’ de

pr—p ~ weDP(RY) (p* — p) fRN g(x)uf\*_p lw|” d
Comme uy > pV=mr v , on trouve:

P
1< inf ‘[RN [Vel” de

p— * __
wEPHIEN) Ni= fon (@)} fwf” da

Ainsi

. P
NS < inf Jox Velde
weDLP(RN) fRN g(x)v? 7P |wl? dx

Ou m la premiere valeur propre du probleme suivant:

—Aw = mg(z)o? P |lw]P P w dans RY
w e D'P(RY)
Donc ~ _—
< mS

Ce qui acheve la preuve.
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Pour montrer que A* € A, il faut d’abord montrer le lemme suivant:

Lemme 3.6 :[1/
soit uy la solution minimale du probléme (Py) , alors Jy(uy) < 0.

Preuve: On fixe \j € A , et on note u,, la solution minimale du probleme (P;) avec
A= Ao
On pose :

M = {u e D""(R"),v), <u < uy}

oll vy, est I'unique solution du probleme suivant:

—Ayw = A“)g—ﬁ,@wq dans RV
w(z) >0,z € RY ;w € DVP(RY)

M est un ensemble convexe fermé dans D'P(RY). Puisque Jy est s.c.i, bornée inferieure-
ment et convexe dans M, il existe alors un élément wy € M tel que Jy,(wp) := min Jy,(u).
ucM

Par conséquent , pour tout v € M, on a

B Xoh(x)wd _
/ Vo |P~* VgV (v — we)dz > / (Lp)o + wf 1) (v —wy)dx (3.2)
RN RN ||
Comme vy, < wy < uy,, on affirme que wy = uy,.1l est facile de voir que uy, = lir}rl Uy,
n—-+0oo

ou u,, est définie par

(1): —Apupyr = A(I);Ll(px) ug + uﬁ*il dans RY
' Uy (x) >0,z € RY cu, € DYP(RY)

pour n > 1 et uy = vy,.

Donc pour achever la preuve, on a juste a démontrer que u,, < wy, Vn. Sin = 0, par
la définition de wy le résultat est vérifié. on pose v; = wy — (u3 — wp)4, il est clair que
vy € M car vy, < u; < uy,.

En utilisant I'inégalité (3.2), on obtient que:

/ |VwolP~? VeV (ug — wo) s dz > /
RN

RN

Aoh d .
(—0 ’;T]Zwo + wy _1) (u; — wp)+dx

En multipliant I’équation dans (1) pour n = 0 par la fonction test (u; —wp)., on trouve :

_ Xoh(z)vg? .
/N |Vuy|? 2 Vu,V(uy —wp)pde = /N (% + vA? 1) (u; — wp)dx
R R
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en utilissant le fait que vy, < wy, on conclut que:

/ (IVur|P ™2 Vg + |Vwe|P ™ V)V (uy — wo)4dz < 0 (3.3)
RN
On pose :
Dy(,y) = |2z + [y y. z,y € RY.
Alors |
Cylz —yl” sip>2
(2> <D (ffay)7$—y>2 z—y|? :
’ Comten= sip<2

Pour la preuve de (2),voir [11].

Donc d’aprés (3.3) et (2) , on conclut que (u; —wp)4 = 0 et donc uy < wy. Il est clair par
construction, que la suite (u,), est décroissante, comme u, < wy, alors uy, < wp. Par
conséquent uy, = wWo.

Puisque Jy,(wo) < Jy,(vy,) < 0, il en résulte que Jy,(uy,) < 0.

D’ou le résultat. m.

Pour terminer, on va analyser le cas A = \*. Plus précisément, on a le résultat d’existence
suivant:

Théoreme 3.5 :[1/ At e A

Preuve: Par la definition de \*, il existe une suite (\,), croissante telle que A, T A*.
On note la solution minimale du probleme (P;) par wu,. Conformément au lemme (3.6),

on sait que :Jy,(u,) < 0, ce qui implique que [lux, [|prp@yy < M.
Comme la suite (uy,), est croissante, il existe uy« = liril uy, la solution du probleme (F,)
n—-+0o0o

avec A = \*. m

3.2.4 Résultat de non-existence dans le cas ou h =1
On considere le probleme suivant:
—Aju = 2pul +uP ! dans RY
(P) P |=[? Ly N
u(z) >0 ;u e Dpr (RY)
Le résultat suivant démontre qu’il n’existe pas des solutions positives du probleme (P).

Lemme 3.7 :[1]
Soit ug une solution du probleme (P) avec 1 < q < p—1, alors ug =0
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Preuve: Soit R > 1, on considere le probleme suivant :

(Pgr) : —Ayu = ﬁuq + Pt dans Bg(0)
B2 w(z) > 0 dans Bg(0) ;u = 0 sur 0Bg(0)

On pose :
% = max {A > 0; le probleme (Pg) a une solution }

(p=a-1)
On peut facilement prouver que : A\ = R rr Aj. Passant a la limite ,on déduit que

REI—POO )\R =0

Soit ug une solution positive du probleme (P), il existe alors Ry >> 1 tel que

p(p—g—1)

r=R" 7 A<\ pour R >> Ry.

Par conséquent g est une sur-solution du (Pg).
Soit vy une solution du probleme suivant:

—A,uy = ﬁv?\ dans Bg(0)
vy > 0 dans Bg(0) ;vy = 0 sur 0Bg(0)

Il est clair que v, est une sous-solution du (Pg) telle que vy < uy. Donc par un argument
de monotonicité, on peut montrer qu'’il existe une solution positive w du (Pg) telle que
vy < w < uy.

Ceci est une contradiction avec la définition de \;. =
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3.3 Application II:

Perturbation dans le terme sous-critique

On considere maintenant le probleme suivant:

(P —Apu = —’\mf) wP~! + P 71 dans RY
7 u(@) >0,z €RY, u € DWP(RY).

avec N > 3, et h vérifie les méme hypotheses comme dans le probleme (Py).

Notre but est de démontrer des résultats d’existence et de non-existence des solutions
positives du (P,) .

3.3.1 Résultat de non-existence:

On pose

o Qu) = fon |Vul’ dr — [on 22D |y|? da.

B
o K := {U € DHP(RY), HUHZ;P*(RN) - 1}

o [, = inf Q(u).

ueK

Lemme 3.8 :/1]
Dans chaque cas suivante, le probléme (Py) n’a pas des solutions positives:

1. Si A+ h(z) > 0 dans une boule Bs(0), et I; < 0.

2. Si h est une fonction différentiable , et < h'(x);x > a un signe constant.

Preuve:

1. On suppose que I; < 0 . Soit w une solution positive du probleme (P,), par
la théorie de régularité des équations elliptiques, (voir [14]), on déduit que u €

Che (RM\ {0})

Notons que A+ h(z) > 0 dans une boule Bs(0), donc —A,u > 0 dans Bs;(0) (au sens
des distributions) .

Comme u > 0 et u # 0, alors d’aprés le principe de maximum fort, on obtient que
u(z) > ¢ > 0 dans une petite boule By, (0) CC Bs(0).

Soit ¢, € C5°(RY) telle que ¢, > 0,||@nll;,» = 1, une suite minimisante de 1.
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Done, pour n > ng, on a Q(y,) < 0.

En applicant I'identité de Picone , on trouve:

—A
/ o\ 1P de < / Vl? de
RN RN

up—1

A+ )
[ A s [ wriapacs [ el
RN ‘37| RN RN

Puisque (¢;,), est minimisante de I; < 0, donc pour tout n > ng, on a

A+ h
/ Vol da —/ Atz p(x) |on|? dz < 0.
RN RN |x|

Il en résulte que :
/ u?”" P |p, [P dr < 0 n > ng.
RN
Ce qui est une contradiction avec le fait que u > 0.

2. Maintenant, on suppose que h est différentiable , et < h'(x),z > a un signe constant.
La fonctionnelle d’énergie associée a (P;) est définie par

1 A+h 1 x
J(u) = - [/ |Vul? da —/ —I——p(m) |ul? dx} - —*/ lul? dx
D LJr~ Ry |7l b Jry

Pour ¢ # 0, on note u,(z) := u(7), et on pose :¢(t) := J(u(v)).
Par le changement de variable x = ty, on trouve que

N NP N+ h(ty tN -
ot)=" [ v -2 () gy — [l dy
P JrN p RN |$| D JrN

On suppose que u est une solution positive du probleme (F,), donc J'(u) = 0, ainsi

¢'(1) = 0.
Par un calcul direct, on trouve que

NtN-1 N —p)tV-r-1 A+ h(ty
I R e e

P RN |z|”
tN=p < h(t > NtN-1 .
e ML
P JrN ’9‘7‘ p RN

Pourt =1

N —p A+ h(y 1 <h(y),y > N .
d0 =Y v ay- / ) |y gy / <KWy > p g, N / l?” dy.
P JrN p RN |37| D JrN ’-77‘ PT JRrN
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Autrement dit

N N )\—i—h N
N o wupdy - —[ ATMY) e ay 4 [ dy]
P JrN p | | RN

N

A+ h(y . 1 < h'(y),y >
= —U #IUIpd?JﬂL/ Jul? dy]+—/ pr
p Ry |7] RN P JrN ||

Notons que la seule solution qui vérifie cette équation est u = 0, une contradiction
avec le fait que u > 0.

3.3.2 Résultat d’existence

On rappelle que la fonctionnalle associée a (P,) est définie par
1 A+ h 1 .
T(u) = - U ]Vu]pdx—/ +—p(x)\u]pdx] ——/ uf”" da
D LJry Y |7 P* JrN

On suppose que h vérifie les hypotheses suivants:
e (hy): A+ h(0) > 0.
o (hy): h € C(RY) N L>®(RY).

o (hy): Pour certain cy, A+ ]l oo vy < Anp — co.

. p Jul®
Sy = inf |Vul|” de — X —pdr
ueK RN RN |ZL“|

Le théoreéme suivant fournit la condition locale de Palais-Smale de J.

On définit :

Théoréme 3.6 :/1]
On suppose que h vérifie (hg),(h1),et (he). Par suit, on note h(co) := limsup h(z).

|z]—o0

Soit (up), C DYP(RY) une suite de Palais-Smale de J ,i.e

J(up) — ¢ < 400, et J(u,) — 0 dans (D"P(RY))".

lul” dy.
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Si

1 N N

alors (uy), posséde une sous-suite convergente.

Preuve: Soit (u,), une suite de Palais-Smale de J. Selon (hq), et(hs), la suite (uy,),
est bornée dans DYP(RY), ce qui entraine qu’il existe une sous-suite (renomée u,) et
ug € DYP(RY) tel que

o u, — ugy dans DP(RY).

e u, — up dans L} (RV), 1 <r < p*.

loc

On applique alors le Principe de Concentration-Compacité

(SN

2. |Un’p* —dv = |U0‘p* + %Viéxiyoéo..
1€

un|? uo|P
4‘ | Advz%—i—%%.

5. Anpyo < po-

On définit les quantités suivantes:

° = lim limsu Vu,|’ dx
Hoo R—+o00 n—>+oop f|93|>R| ”|
e U, = lim limsu w, |P da
oe R—+o0 TL—H—oop f|17‘>R | n|
= lim li hnl” g
® 7o = lim limsup T dx
|z|>R ||

R—+00 nstoo

Soient € > 0, et ¢ € C°(RY) concentrée en z; telle que:
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De plus on suppose que 0 < p(z) < Let |Vp| < g )
En choisissant (u,p) comme fonction test, on obtient que

_ A+ h(x «
g = [ 9l ot [ (90l Vel [ AT | o [l
RN RN RN |37| RN

Passons a limite en n, il résulte que

A+ h _
0= / edp — / wdv — / A+ lz) lupl” o + lim (VP uy, [V .
RN RN RN RN

|:L‘|p n—-+o0o
En fin, pour ¢ — 0,
pi — v <lim lim (J'(u,), u,p) = 0.

e—0n—+oo

N
Donc d’aprés les propriétés de v; et p;, on déduit que soit v; = p; > S» soit v; = p; = 0.

Soit R > 0, on définit ¢ € Cg°(RY) par

|1 siojx|>R+1
(@) '_{ 0 si |z|<R.

et [Vo)| < 4. Par la définition de Sy , on a:

S fRN |V (unt))[” d — (A + h(0)) fRN ‘u\ﬁf"p dx
Ath(oo) = - ,

(o lunto " d)™

donc

P
¥

p
/ WV, 4 u, V[P de > (A + h(oo)) / ’7’;@ d + Sxih(oo) ( / |unip|” dw)
RN RNV

RN

(3.4)
On va prouver que
lim limsup {/ 1YV, + u, Vi|” dx —/ WP [V, d:L‘} =0. (3.5)
R—+00 400 RN RN

lim limsup {/ vV u, +u, V|’ dz — / WP |Vu,|? d:p} = 0.
R—+00 nyto0o RN RN
Notons que pour X,Y € R¥, on a I'inégalité suivante

X +YP = |XP| < C(XPT Y] +[Y]).
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Donc
/ [0Vt + un VO — 4 [V || da < C / (VP [ V] + [0n V) de.
RN RN

D’aprés I'inégalité de Holder

p—1

/ | [0V P [V dar < (/ |un|P|wypdx> (/ yvun\de) ’
RN R<|z|<R+1 R<|z|<R+1

D’ou:

D=

1

isup [ oV olae < o ([l ver i)
RN R<|z|<R+1

n—-+o0o
C (/ |uo|?” d:v)
R<|z|<R+1
C (/ |uol?” d:v)
R<|z|<R+1

P

(a7
R<|z|<R+1

P
E3

=

IN

=

IN

On conclut alors que

P

lim limsup/ |t | PP [V [P |V de < € lim </ |ug|*” dx> g—
RN R<|z|<R+1

R—+00 n 1o R—+00

De méme, on peut prouver que :

lim limsup/ [u, " VP dz = 0.
RN

R—+00 nstoo

Alors par (3.4) et (3.5), on déduit que:

foo — (A =+ R(00)) Voo > S(>x+h(<>0))yopj'

Puisque lim lim (J'(uy);u,¥) = 0, on obtient que fioo — (A + A(00)) Yoo < Voo 1l
R—~+00n—-+o00
N

résulte que soit v, = 0 , s0it vy > S(Hh(oo)).

De méme facon on peut traiter le cas ou x = 0, on déduit alors que

N
v =0, oublen 1y =57 ,0)

zfs
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Il résulte finalement que

¢ = Jlun) = 5 (T i) +o(1)

1 *
= 3 L el dw+o(1)

1
= N{/ Juo|?” da:—l—y0+yoo+Zuj}+o(1)

JjeET

S’il existe j € J U {0, 00} tel que v; # 0, alors on obtient que ¢ > ¢*, contradiction avec
I'hypothese sur ¢. Donc v; = p; = 0, Vj et le résultat est démontré.
[ |

On pose: H := max{h(0),h(c0)}, et soit (wy), une suite minimisante de Sim). Le
théoreme suivant fournit des conditions suffisantes pour que ¢ < c¢*.

Théoreme 3.7 :[1]
On suppose que h vérifie (hy) et (hs) et qu’il existe o > 0 tel que:

wy, (%) wy, (%)

H hiz)—2dr > H d
(H) / O > T

alors le probléme (Py) posséde une solution positive.

Preuve: Soit py > 0 fixé vérifiant I'hypothese (Hy).
Pour ¢ > 0 ,on pose

tP A+ h(z) tP" .
f(t) = J(tw,uo) = ; (/RN |kuolpd‘r - /IRN szodx) - F /RN |wuo|p dz

On remarque facilement que f atteint son maximum pour ¢y > 0 et il existe certain o > 0
tel que J(tw,,) < 0 si |[tw,|| > o.
Par un calcul simple, on trouve que

Ath(z ==
o [l o )

Jax

et

N
Jrn [V |Pda — fRN /\Txhv' whoda | ¥
J<t0w#0> = r?éaox J(“”uo) = N [ f]RN :
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Utilisant (H;) , on obtient que

|z

1 fRN [VwlPde — (A + H) fRN w“z? da | " .z .
J(tow) < - . = 50m =S¢

On pose
I':={v e C([0,1],D'"*(R")) : v(0) = 0, J(7(1)) < 0}.

Soit
¢ := inf max J(vy(t)).
Inf max (v(£))
Comme J(tow,,) < ¢, alors I'existence d'un point critique ug est assurée par le Théoréme
du Col et le théoreme 3.6. Il reste a montrer qu’on peut choisir uy > 0.
On considere la variété de Nehari associée a J définie par

M = {ueD"RY);u+0;(J (u);u) =0}

A+h .
= {uEDl’p(RN);uio;/ \Vu\pdx:/ +—(I)]u\pd9€+/ |ul? dx}.
RN Y|P RN

Il est clair que ug, |ug| € M. Comme ug est une solution du probleme (F,) , on peut alors
montrer facilement que ¢ = J(ug) = mlﬁ J(u). Par conséquent J(|ug|) = mlﬁ J(u) et donc
ue uc

|up| est un point critique de J. Par le principe de maximum fort, on déduit alors que
Ug > 0
[

Remarque 3.1  La condition (Hy) est vérifié si lim h(x) = h(0) = 0.

T—+00
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3.4 Application [I1:

Perturbation dans le terme critique

Dans cette partie, on démontre un résultat d’existence d’une solution positive pour
un probleme ou il y a une perturbation dans le terme critique, plus précisément, on
considere le probleme suivant:

—Ayu= ﬁu”_l + k(z)uP"~! dans RN
(P3) N Lp(RN
u(z) > 0,z € RY, u € DVP(RY).

avec N > 3 et k une fonction positive.
On suppose que
ke L*RY)NCRY) et [|kll,, > max {k(0),k(c0)} (Fo)
Ou k(oo) := h‘rr|1 sup k(x).
|00

Comme dans la partie précédente, les solutions du (Ps) sont des points critiques d’'une
fonctionnelle énergie

1 A 1 .
Ja(u) == 5 |:/]RN |Vul? de — /]RN P lul? d:p} ~ /RN k(x) |ul’ dx.

Théoréme 3.8 :[1/
soit (up), C DYP(RY) une suite de Palais-Smale de Jy i.e

Ir(uy) = ¢ < 00 et Jy(u,) — 0.

Si

~ _N-p N N—p
P

< G\ = %min{sg Ikl ™, 57 (k(0)5

alors (uy), admet une sous suite convergente dans DP(RY).

La preuve du Théoreme 3.8 est similaire a celle du Théoreme3.6. Si k est une fonction
radiale, on peut alors montrer le résultat suivant :
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Lemme 3.9 Définissons
. 1 % . _N-p _N-p
a(\) = 55 min { (k(0)) 7", (k(s<) 7" }

Si (up)n C DYP(RY) une suite de Palais-Smale de Jy au niveau ¢ avec ¢ < (), alors
(Un)n @ une sous suite convergeante.

On définit:

b ]—Vkoo si k(0) =k(o0) =
<)‘{%$mm&mwpxmm>%

Lemme 3.10 :/1]
Si la fonction k vérifie Uhypothése (Ky), alors il existe g > 0 tel que

NSP |kl © < B(A)  pour toute A < &y.

t
e ) T
cN)=c= NSP |kl ” pour toute 0 < X\ < g.

Preuve: Par l'hypotheése (Ky) et le fait que Sy /\—)0 S, on déduit que si \ suffisamment
_>

petit, alors :

1~ o —i=p

N7 Ikl ™ < 5(R)
d’ou le résultat. m
Par conséquent, on obtient le résultat d’existence suivant :

Théoréme 3.9 Soit k une fonction positive telle que (Ky) est satisfaite. On suppose
qu’il existe pg > 0 tel que

/ k:(x)wﬂo(x)dx > max {k(0) ,k(oo)}/ wﬁz (x)dx
RN RN
avec wy, est une solution du probleme suivant :

—Ayw = ﬁwp_l +wP ! dans RY
w(z) > 0,r € RY, u € DVP(RY).

Alors le probleme (P3) admet une solution positive.

Preuve: la preuve est similaire a celle du théoreme3.7.
|
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Conclusion

La Méthode de Concentration-Compacité consiste a analyser le probleme de compacité
d’une suite de Plais-Smale bornée. Pour les cas critiques ,les injections compactes sont
en défaut, et en général, il n’y a pas de condition de Palais-Smale global.

La Méthode de Concentration-Compacité consiste a trouver des niveaux de compacité
perticuliers. Elle pertmet de résoudre des problemes elliptiques quasilinéaires faisant in-
tervenir l’'exposant critique ou dans des domaines non bornés.

Enfin, sous des conditions sur le niveau d’énergie, on peut récupérer la compacité perdue.

On peut résumer les résultats obtenus dans ce mémoire dans le tableau suivant:

h Q) borné Q=RN
g<p-—1 n’est pas constante | existence existence
g<p-1 constante existence non-existence
g=p-—1 constante non-existence dans les domaines étoilés existence
g>p—1 constante non-existence non-existence

59
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Problemes Ouverts

1. le probleme considéré :

Ah(z)

[P

—Apu = div(|VulP~? |Vul) = lu|"™" w4 g(z) [uf’ ™t w dans Q

avec € est un domaine borné non étoilé , I'identité de Pohozaev n’affirme pas qu’il n’y a
pas des solutions .

2. Q est un domaine borné et 0 € 92: Problemes d’existence, non-existence, comportement
de la solution dans un voisinage de 0.

61
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