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Introduction générale

Dans ce mémoire, on étudie quelques théorémes du point fixe de Banach, Brouwer,
Schauder et krasnoselskii et quelques-unes de leurs applications. Etant donnés un ensemble
M et une application T: M — M, on s’intéresse a donner des conditions suffisantes sur T et
M pour que T ait un point fixe. Ces résultats théoriques nous permettent de résoudre certains
problémes comme par exemple trouver les zéros d'un polyndome, ou prouver que certaines
équations différentielles admettent des solutions sans les déterminer explicitement.

Le théoréme de I’application contractante prouvé par Banach en 1922 dit qu'une
contraction d'un espace métrique complet dans lui-méme admet un point fixe unique. De plus,
il fournit un algorithme d'approximation du point fixe comme limite d'une suite itérée. Mais
d'une part, montrer que la fonction est contractante peut entrainer de laborieux calculs, d'autre
part, les conditions sur la fonction et I'espace étudiés restreignent le nombre de cas auxquels
on peut appliquer le théoréme.

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous sa
forme la plus simple, ce théoréme exige uniquement la continuité de 1’application d’un
intervalle fermé borné dans lui-méme. Et de fagon plus générale, I’application continue doit
étre définie dans un convexe compact d’un espace euclidien dans lui-méme.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du
théoreme du point fixe de Brouwer et affirme qu'une application continue sur un convexe
compact admet un point fixe, qui n'est pas nécessairement unique. Il n'est donc pas nécessaire
d'établir des estimées sur la fonction, mais simplement sa continuité.

Ceci nous donne la possibilité de traiter plus de cas qu'avec le théoréme de Banach (par
exemple, l'identité).

En 1955, et pour la premiere fois, Krasnoselskii a élaboré son théoreme du point fixe qui
affirme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d'une
somme de deux applications dont 1'une est contractane et 1'autre compacte admet un point
fixe. Ce théoréme est tres efficace dans la résolution des équations différentielles non
linéaires, il apporte des réponses aux problemes d'existence et d'unicité.

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré d’une part, a quelques définitions concernant les cones
et d’autre part, a un résultat principal qui concerne les opérateurs a-concaves ou homogenes.
Quelques résultats de la théorie du point fixe constituent les quatre paragraphes du second
chapitre.

Le premier paragraphe du chapitre 3 s’étend aux applications du principe de I’application
contractante. On se penche, particulierement, sur les résultats d’existence pour les inégalités
variationnelles définies par des formes bilinéaires sur un espace de Banach et dans lesquelles
le principe de 1’application contractante est applicable.

Nous abordons dans le deuxiéme paragraphe du capitre3 quelques applications du théoréme
du point fixe de Krasnoselskii pour établir I’existence et I’unicité des solutions.



Enfin on étudie le théoréme du point fixe pour les opérateurs a-concaves, pour lesquels
I’existence et I'unicité des solutions positives des équations du type X = AX+ X, sont assurées.



Chapitre 1
Preliminaires
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Chapitrel : Préliminaires

On commence par donner des définitions, ainsi que quelques résultats connus qui nous
seront utiles dans la suite de notre travail.

1.1 Définitions
a. Définition d’un coéne :
Soit E un espace de Banach réel. Un sous ensemble convexe P de E est dit un cone
s’il satisfait :
xePetA>0=AxeP
— XePet —xeP=x=6 ou @ estI’élément nul de E.

b. Définition d’un cone solide :

[o]
Soit P I’intérieure du cone P . Alors P est dit cone solide si son intérieure est non
vide.

c. Définition d’un c6ne normal :
P est dit cdne normal s’il existe une constante N >0 telle que :

pourtout X,yeP,0<x<y=|x|<NJy|.
N est dite constante de normalité de P.

d. Autres définitions :
— Ondit que E est partiellement ordonné par le cone P si :
X<y < y—XxeP.
— Si a,beE, I'ensemble [a,b]={x € E/a < x<b} est dit intervalle ordonné entre
aeth.
— Ondit gu’un opérateur A:E — E est croissant (décroissant) si :
x<y= Ax< Ay (Ax> Ay)
— Pour tout X,y € E, lanotation x 0 y montre qu’ils existent 4 >0, 2 >0 telles que
AX <y < ux. U estune relation d’équivalence.
— Soit h un élément de E positif, tel que h>8 eth= & . On note par B,
I’ensemble :
P, ={xeE/3A(x),u(x)>0 tels que 2(x)h<x < u(x)h}. Il est clair que
P,cP.
Soit D < E, un opérateur A: D — E est dit compact si pour tout ensemble S borné dans D,
A(S) est relativement compact. De plus A est dit complétement continu s’il est continu et
compact.
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1.2 Résultat principal

Ce résultat nous donne I’existence et I’unicité des solutions positives de I’équation
X=AX+X, 1)
avec opérateur « -concave ou homogéne. On suppose toujours, que E est un espace de
Banach réel avec un ordre partiel introduit par le cone normal P de E. On prend he E, h> 4.

P, est défini comme précédemment.

Définition d’un opérateur « -concave :
Soit I’opérateur A: B, — B, , alors A est dit général « -concave si :

vxeP, et te(0,1) il existe a(t) e (0,1) tel que : A(tx) >t“® Ax

Le lemme suivant sera utile pour démontrer le résultat principal.
Lemme 1.1

Supposons que A satisfait les conditions suivantes :
(H1) A:R, — P, estcroissant dans P,.

(H2) WxeP, et te(0,1), il existe a(t)e(0,1) tel que: A(tx)>t“VAx . Alors il existe
Uy, V, € B, tel que u, <v,,U, < Au, < Ay, <V,.

Soit I’hypotheése (Hs) : il existe une constante 1> 0 telle que x, €[, Ih].

Le théoréme suivant, est le résultat principal de cette partie.

Théoréme 1.2
Supposons que I’opérateur A satisfait (Hy1), (H2) et (H3). Alors I’équation (1) admet une
solution unique dans P,.

Preuve :

Ax e P, pour tout xe PR, , alors ils existent 4, >0 telles que Ah< AX< uh.

On obtient donc :
A< Ax+x, < ph+lh=(u+1)h. Alors Ax+x, € B, VxeB,.

Definissons un operateur C par : Cx = AX+X,, VX € P,

C:PR, — B, est croissant. Donc, pour tout x € P et t €(0,1) on sait que :

C(tx) = A(tX) + X, 2tV A+ x, > 10 (Ax+ %, ) > tCx

Le lemme (1.1) implique I’existence de u,,V, € B, tels que u, <Vv,, U, <Cu, <Cv, <V, (*).

Construisons, successivement, la suite :

u,=Cu, v, =Cv, ,,n=12,... C étant croissant, on a: u, =Cu, <Cv, =V,. Et en général, on
obtient u, <v,,n=1,2,...

On obtient de (*) et lamonotoniede C: U, <u,...<uU, <...<V, <...<Vv, <V, (*%).

Soit t, =sup{t >0/u, >tv,} Alors u, >t v,,n=12,...

Uy 22U, 2t v, >2tv ,,n=12..o0ronau, >t v, n=L2...

>tv,,} donc t,, >t = (t,) estcroissante et puisque (t,) <[0,1]

n+1 n+1

avec t,,, =sup{t>0/u
(i.e. bornée) elle est donc convergente. Supposons que t —t" alors t” =1. Sinon 0<t” <1.
Si 0<t” <1, on distingue deux cas :
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1. Il existe un entier N tel que t, =t". Dans ce cas, on sait que t, =t pour toutn>N .

Donc pour n>N ona:

Uy, =Cu, 2C(t'y, )2 Uy =ty

onat, =t (cart, =t pourtout n>N)

t =t > ¢V 5 t* d"ou la contradiction.
2. Pour tout entier n, t <t™. On obtient :

Uy, =Cu, 2C(tv,)=C (:—Zt*vnj

> t—”Jam C(t'y, )= G—”TU e (vy)

n' "n+l =

Par définitionde t,, t , >t [t*a(f)_l} .

Quand n—> o, onaura: t > ) St d’oit la contradiction.

Donc limt, =1.

n—oo

Pour tout entier p ona:
O<u,,,—u, <V, —u, <V, —tv, <(1-t )v, <(1-t,)v,

n+p

O<V,—V,,, SV, —U, <(1-t,)v,

n+p —
Puisque P est normal de constante N, on aura :
u <N (1-t,)|vs| — 0 quand n — oo (car t, — 1)

n—o

n+p —u,

V. —V

n n+p

<N(1-t,)[vo|— 0 quand n — oo

Donc (u,)_ et (v,) sont des suites de Cauchy dans E qui est complet. Alors ils existent

u’,v telsque u, —>u" etv, —>Vv quand n — oo

D’aprés (**)ona: u, <u <v <v, avec u,v eP, et §<v —u <v, -u, <(1-t,)v, etdonc

Hv* —u*H <N (1-t,)|vs|| = 0 quand n — 0.

Donc u”=V". Soit X :=u" =V, onobtient u,, =Cu, <Cx <Cv, =V, ,,.
Quand n— oo, onaura X =Cx’, X est donc un point fixe de C dans P,.
Dans ce qui suit, on va prouver que X est I’unique point fixe de C dans P,.

Soit t, =sup{t>0/X 2"} X un point fixe quelconque de C dans R, 0<t, <o etX=tx".

On doit prouver que t, >1.
Si 0<t <1 alors:

X=Cx2C(tx )2 t/ex" =t7x
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Puisque t*™ >t,, ceci contredit la définition de t,. Alors t, >1, et donc X >t x" >x" et de
facon similaire on prouve que X" <X ce qui implique que X' =X . Donc C posséde un point
fixe X" dans P,.

On en déduit que I’équation (1) possede une solution unique dans B, .

En jouant sur les hypothéses (H,)(H,) et (H,) on obtient le corollaire et les theorémes
suivants :

Corollaire 1.3 :
Supposons que A satisfait (H) et (Hy) et x, € P,. Alors I’équation (1) admet une solution

unique dans B,.

Théoréme 1.4 :

Soit A:P — P, un opérateur croissant, supposons (Hs) satisfaite. Et pour te(O,l), il
existe 0<7(t) <1 tel que A(tx)=t(1+7(t)) Ax,vx e B,,t &(0,1) alors I’équation (1) admet
une solution unique dans P,.

Théoréme 1.5 :

Soit P un cone solide et x, € P . Supposons que A satisfait :

(Hs) A:P — P est croissant et homogene (i.e. A(Ax)=AAx pourtoutxeP et 1>0).
(Hs) A est complétement continu.

(He) il existe v, € P tel que Av, <v, —X,

Alors I’équation (1) posséde une solution unique.

La résolution de certaines équations différentielles fait appel aux fonctions de Green.
Dans cette partie, on va voir comment intervient cette fonction dans la résolution d’une
équation pour un opérateur du type Sturm-Liouville en dimension 1. On aura besoin de cette
notion dans le chapitre 3.

1.3 Fonction de Green
Soit (a,b) un intervalle fini, q:(a,b) >R une fonction bornée et continue. On

considere I’équation :
(LE)(x)=—f"(x)+a(x) f(x)=h(x) (1)

ou h est une fonction donnée supposée continue par morceau,

d2
et L=——+q(x 2

dXZ q( ) ( )
est I’opérateur différentiel du type Sturm-Liouville, avec les conditions aux limites suivantes :
o f(a)+4f'(a)=0 3)
a,f (b)+,1'(b)=0 @

ou ¢, B sont des constantes données.
Dans le cas ou «; =0 on a des conditions de Neumann.
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Dans le cas ou B =0 on a des conditions de Dirichlet.

Définition de la fonction de Green :
La méthode de Green consiste a résoudre pour chaque y fixé dans (a,b) I’équation

différentielle :

- va(9[elxy)=a(x-y) ®

ou la fonction de Green doit satisfaire les mémes conditions aux limitesen x=a et x=b que
la solution f de ().
Si on arrive a déterminer G, la solution fde (1) s’obtient :

b
f(x):LG(x,y)h(y)dy ©)
o étant une distribution, I’équation (5) s’interpréete dans un sens distributionnel par :
LG=56(x-y).

Détermination de la fonction de Green
Pour ye(a,b) fixé, on détermine G(x,y) en tant que fonction de x par les conditions

suivantes :
i) Elle doit satisfaire Iéquation différentielle LG =0 sur (a,y) et (y,b).
ii) Elle doit satisfaire les conditions aux limites (3) et (4) en x=aetx=hb.
iii) Elle doit étre continue au point x =y .
iv) La dérivée doit avoir une discontinuité de —1 au point x =y c’est-a-dire la deuxiéme
dérivée de G au point x = y estégalea —5(x—y).
Désignons par g, une solution de LG =0 qui satisfait la condition (3) et par g, une solution
de LG=0 qui satisfait la condition (4). g, etg, sont déterminées a des coefficients
multiplicatifs pres.
On suppose qu’on peut les choisir linéairement indépendantes sur (a, b) i.e.

A9, + 19, =0=>A=u=0 (g, n’est pas proportionnelle a g,).
Alors pour y fixé, ils existent des constantes y etk qu’on peut déterminer a partir des
conditions iii) et iv) et qui peuvent dépendre de y telles que :

o[
kg, (X) Six>y
On détermine y etk a partir de iii) et iv) au point x = y, on obtient
L {ga<x>gb<y) six<y
W(Y) |9.(y)gs(X) Six>y
oUW (y)=0.(y)9:(y)-9.(¥)9,(y) estle Wronskien de g,, g,.

G(xy)=
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Pour conclure ce chapitre on va donner quelques outils utiles qu’on va les utiliser dans le
chapitre 3

a) Inegalité de Cauchy-Schwarz
Soient X,y € E ((E,|) est un espace préhilbertien) alors :

(x]y)|<|X]-|y] ou (--) est le produit scalaire dans E.

b) Inégalité de Holder
Soit 1< p<o, p’ I’exposant conjugué de p i.e. %+%:1.
Soit fel”etgel® alors f.gel et I|fg|£||f||p||g||p,

c) Inégalité de Young

Soit 1< p <co alors abglap +i,bp',Va20,Vb20.
p p

d) Inégalité de Poincaré

1
() Sﬁ”“

Ju

i) POUT tOUL U € H;(€2) ot A est la plus petite valeur propre de —A.
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Chapitre 2 : Quelquesrésultatsde lathéorie du point fixe

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de la théorie du point fixe. A savoir le
théoréme du point fixe de Banach, celui de Brouwer et Schauder et enfin nous abordons le
théoréme du point fixe de Krasnoselskii.

2.1 Théoréme du point fixe du type Banach

Ce théoréme est dit principe de 1’application contractante, il est la base de la théorie du
point fixe. Ce principe garantit I’existence d’un unique point fixe pour toute application
contractante d’un espace métrique complet dans lui-méme.

2.1.1 Théoremedel’ application contractante
Définition 2.1 :
Soit (M, d) un espace métrique complet et I’application T: M — M.
On dit que T est une application lipschitzienne s’il existe une constante positive
k = 0 telle que I’on ait, pour tout couple d’éléments x, y de M, I’'inégalité
d(T(x), T(y)) < k(d(x,y) (1)

Sik < 1,T estappelé non expansive
Sik < 1, T est appelé contraction

Théoréme 2.2 : (Théoréme du point fixe de Banach(1922)) [18]

Soit(M, d)un espace métrique complet et soit T: M — M une application contractante avec la
constante de contraction k alors T a un unique point fixe x € M.
De plus nous avons la propriété suivante qui est importante :

— Sixg € Metx,, =Tx,_1, lim,,ox,=x
etd(x,,x) <k™(1—k)1d(x;,x) , n=>1
x étant le point fixe de T.
Preuve :

L’existence :
Soit y € M un point arbitraire dans M. Considérons la suite {x, },—; donnée par :

{ Xo =Y
X, =T(xp_1) ,n=1

On doit prouver que (x;,) est une suite de Cauchy dans M.
Pour m < n, on utilise I’inégalité triangulaire :

d(xm' xn) < d(xmrxm+1) + d(xm+1'xm+2) + -t d(xn—l;xn)
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Puisque T est une contraction, on a :
d(xp,xp+1) = d(Txp_l,Txp) <k d(xp_l,xp), pourp = 1.
En répétant cette inégalité, on obtient :
d(xp, x,) < K™+ k™ + oo+ K Dd(xg, x1)
<k™A+k+ -+ k™) d(xg, 1)
S km(]. - k)_ld(xo, xl).
On déduit que (x,,),est de Cauchy dans M qui est complet, donc (x,,), converge vers x dans
M.
Par ailleurs puisque T est continue, on a :
x=limx, =limT(x,_y) =T (lim xn_l) =Tx
n—oco n—oo n—oo
Donc x est un point fixe de T (i.e. Tx = x )
L’unicité :
supposons x = Tx ety = Ty alors :

d(x,y) =d(Tx,Ty) < kd(x,y)
ce qui implique que d(x,y) = 0i.e.x = y (puisque k < 1).

Remarques:
— SiT estune application Lipschitzienne (pas nécessairement une contraction) mais
I’une de ces itérées TP est une contraction, alors T a encore un point fixe et un
seul.
Ceci résulte de I’unicité.
En effet, soit x ’'unique point fixe de TP on a TP(T(x)) = T(T?(x)) = T(x) ce qui convient
a dire que T (x)est aussi un point fixe de TPet grace a I'unicité T (x) = x.
Donc ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent I’unicité du point
fixe.
— Il se peut que T ne soit pas une contraction sur tout I’espace M mais juste dans le
voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant :
Soit (M, d)un espace métrique complet et T: B —» M telle que :

d(T(x),T(y)) <kd(x,y) Vx,y€EBet k<1,
avecB={x € M,d(x,z) <e} z€Mete>0.

En plus on suppose que d(z, T(z)) < &(1 — k) alors T possede un unique point fixe x € B.

Le principe du point fixe a connu diverses extensions. Dans ce qui suit nous allons
aborder quelques unes en précisant le lien entre elles.

2.1.2 Extension du principe de |’ application contractante

En premier temps on va voir une extension qui consiste a prendre un autre type de
contraction et donne le méme résultat de Banach.

10
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a. Extensionde Boyd et Wong
Elle consiste a remplacer la contraction par la ¢ -contraction dont nous donnons la
définition :
Définition 2. 3 :
Soit M un espace métrique et T une application de M dans M.
On dit que Test une @-contraction, s’il existe une application ¢ semi-continue supérieurement

de [0, c0)dans [0, ) avec @ (r) < r pour r > 0 telle que :
vx,y € M,d(T(x), T(»)) < ¢(d(x,y)) (2)

Le résultat suivant va assurer 1’existence d’un unique point fixe pour une telle
application :
Théoréme 2.4: [3]

Toute ¢p—contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme admet un point fixe
unique.

Remarque:
— La contraction est un cas particulier de la ¢-contraction (il suffit de prendre

@(r) =krpourtoutr >0, 0<k<1).

On va voir que si on remplace I’hypothese que T soit une contraction par I’hypothese plus
faible qu’est : d(T(x),T(y)) < d(x,y), T n’a pas de point fixe. En effet nous avons
I’exemple suivant :

Exemple :
Considérons I’espace suivant : M = {x € R:x > 1} muni de la métrique

dx,y) =lx—yl, vx,y € M.
SoitT:M — M tel que : T(x) = x +§ alors :

xy—1

d(T), T) = IT(x) =TI = |x — yl. <lx—-yl=dxy)
donc d(T(x), T(y)) <d(x,y) Vx,y €M

c’est-a-dire : Ak < 1tel que : d(T(x), T(y)) < kd(x,y) Vx,y€ M.

On vérifie que T ne possede aucun point fixe dans M.

Eneffet: T(x) = x = i = (0 impossible.

En compensant par d’autres hypotheses supplémentaires, Edelstein a obtenu le résultat
suivant :

11
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b. Extension d’Edelstein
Théoreme 2.5: [5]
Soit (M, d) un espace métrique complet et T: M — M une application telle que
d(T(x),T(y)) <d(x,y) Vx,yeMx+*y (3)
Supposons qu’il existe y € M tel que les itérations de {x,,} données par
{ Xo =Y
X =T(x,—;) n=1
possédent une sous suite {xnj} avec limj_,q, Xn; = X € M. Alors x estun point fixe de T et

il est unique.

Remarque:

— L’application T: M = M avec la propriété (3) ne donne pas le méme résultat
que le théoreme (2.4) mais si M est compact alors T avec la propriété (3) est
une ¢-contraction.

— Le résultat précédent (d’Edelstein) a une importante conséquence qu’est :

Théoréeme 2.6
Soit (M, d) un espace métrique complet et T: M — M telle que :
d(T(x), T(y)) <d(x,y), Vx,y € M,x #y.

En plus, supposons que : T: M — K ou K est un sous ensemble compact de M alors T possede
un unique point fixe dans M.

Définition 2.7 :
Soit T une application d’un espace métrique M dans lui-méme. On dit que T est une

contraction uniformément faiblement stricte si :
Ve> 0,36 >0telquee <d(x,y) <e+d= d(T(x),T(y)) <e (4)

Remarque:
— Si T estune @-contraction alors T est une contraction uniformément faiblement
stricte. La réciproque n’est pas vraie.

De la définition (2.7) et de la remarque on a un autre type d’extension qu’est le suivant :
c. Extension deMeir Keeler

Ceci consiste a étendre le résultat a des contractions dites uniformément faiblement

stricte on a le résultat suivant :
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Théoreme 2.8 [12]
Soit M un espace métrique complet, et T une application de M dans M possédant la

propriété (4) alors T admet un point fixe unique x. De plus x=1im7"(y) Vye M .

— Si T est une contraction stricte et M un espace compact alors T vérifie (4).
d. Extension deKirk
Comme extension du principe de 1’application contractante, il existe un type de
contraction qui a une certaine relation avec les fonctions Fréchet-différentiables.
Définition 2.9
Soit T une application de M dans M, T est dite contraction généralisée au sens de Kirk si
pour tout x € M il existe a(x) < 1 tel que :

d(T(x), T(y)) <a()d(x,y), VyeM (5)

Théoréme 2.10: [8]

Si D un ensemble faiblement * compact et convexe du conjugué X'd’un espace de
Banach X etsi T : D — D vérifie (5) alors T admet un point fixe dans D.

Proposition 2.11 :

Soit X un espace de Banach, A un ensemble ouvert, borné et convexe de X, et
F: A - X continuement Fréchet-différentiable sur A ; alors F est une contraction généralisée

au sens de Kirk sur 4 si et seulement si pour tout x, € 4, ||F %o || < 1 avec

F(xg+tx)—F(xg)

F'yy(x) = limg uniformément pour tout x avec||x|| = 1.

Citons maintenant des théorémes qui sont quelque peu analogues aux théorémes (2.2) et
(2.4) mais qui donnent des résultats plus généraux.
IIs vont généraliser le théoréme du point fixe de Banach aux applications dite a-contraction et
condensées qu’on va définir.

Définition 2.12 :

Soit M un espace métrique, et T une application de M dans M. T est dite a-contraction si
pour tout A borné, TA est borné et a(TA) < k(a(A)) avec 0 < k < 1. (k est indépendant de
A) ou a est la mesure de non compacité c-a-d :

a(4) =inf{e > 0/A c UL, 4;, 6(4;) <€} (5 désigne le diamétre de 4;) .
Plus généralement, T est dite a-contraction locale si pour tout A borné, il existe

n =n(A): T"A estborné et a(T"A) < ka(A),0 < k < 1 indépendant de A.

13
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Théoreme 2.13 : (Théoréme de Darbo) [21]

Soit X un espace de Banach et D un fermé, borné et convexe de X alors toute
a-contraction locale continue de D dans D admet un point fixe.

Définition 2.14 :

Soit M un espace métrique et T une application de Mdans M. Test dite condensée si
pour tout A borné, non compact, TA est borné et a(TA) < a(A).

Théoréme 2.15 : (Théoréme de Sadovski)[14]

Soit D un ensemble convexe, fermé et borné d’un espace de Banach X et T: D — D une
application condensée et continue alors T admet un point fixe.

Théoréme 2.16 :[10]

Soit (M, d) un espace métrique complet et T une application de M dans M telle que :
Ve>0,ar e N,36 >0 /(Vx,y € M,D(x,y) <e+6)=>D(T"x,T"y) < ¢, (6)
ou D(x,y) = d(x,y,Tx, Ty, T?x; T?y, ...) = max d(T'x,T’y).

S’il existe une orbite bornée < T™x >, alors il existe un point fixe unique w = Tw et toute
orbite bornée converge vers w.

2.1.3 Dépendance continue aux parameétres
C’est souvent le cas dans les applications qu’une contraction dépende d’autres variables.
Si cette dépendance est continue, alors le point fixe dépendra continument de ces parametres.
Voici le résultat qui va lillustrer :

Théoréme 2.17 :

Soit (A, p) un espace métrique et (M, d) un espace métrique complet. T:A X M - M
une famille de contractions de constante uniforme k < 1.

ie. d(T(Lx), T(Ay)) < kd(x,y), Vx,y € Met A € A

Supposons, en plus que pour tout x € M, I’application A +— T (4, x) est continue de A dans M.
Alors pour tout A € A, T(4,.) posséde un unique point fixe x(1) € M et I’application:

A +— x(A) et continue de A dans M. (x(/i) =T (x(A4)) x est le point fixe de T)

Démonstration

Le principe de I’application contractante s’applique pour tout A€ A donc
I’application A+ x(4) est bien définie.

La continuité : pour 4,4, € A,ona:

14
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d(x(4),x(%))=d(T(A,x(4)).T (Ax(4)))
<d(T(A.x(A4)).T (Asx(4)))+d (T (A x(4)).T (2x(4)))
<d(T(4,x(4)).T (A-x(4)))+kd (x(4),x(4))

Alors : (1-k)d (x(4),x(%))<d(T (4,x(4)).T (4, x(4)))

T étant continue par rapport & A, on déduit la continuité de 1’application A+ x(4)

2.1.4 Lesapplicationslipschitziennes monotones
Dans cette partie, M est un espace de Hilbert dont la norme est donnée par :

lul® = wu)  VueM
On dit que T est une application monotone si :
Re(Tu—Tv,u—v) =0 Yu,v EM

ou Re(c) est la partie réelle du nombre complexe c.

Le résultat suivant est de Zarantonello, il assure I’existence d’un unique point fixe des
applications dites perturbations lipschitziennes monotones de 1’identité sous I’hypothése
qu’elles soient des contractions.

Théoreme 2.18 :

Soit M un espace de Hilbert et T: M — M une application monotone telle que pour un
certain B > 0, ||Tu — Tv|| < Bllu—v| , YuveEM.
Alors pour tout w € M, I’équation u + Tu = w a une unique solution u = u(w) et

I’application w = u(w) est continue.

Démonstration

Si <1, alors I’application u + @—T (u) est une contraction et le résultat s’obtient du

principe de I’application contractante.
Si 21 : Notons que pour A#0, u est une solution de :

u=(1-A)u—AT (u)+ Aw si et seulement si u est solution de u+7 (u) = .

Posons : T, (u)=(1-A)u—AT (u)+ Ao.

Usant des propriétés du produit scalaire, on obtient :

T (u) =T, (v) = (1= ) (u=v) = A(T (u) =T (v))

I, ()T, (v <2282 u—v|" —2Re(A(1=A)(T (u) =T (v).u=v)) + (1= A)" Ju V|

Si 0< A <1 et puisque T est monotone, on aura : HT/l (u)-T, (v)”2 < (/lzﬂz +(1—ﬂp)2)||u—v||2

En choisissant A =

2
k* = ? <1 estdonc T, serait une contraction, d’ou le résultat.

B +1

IR T, serait Lipschitzienne de constante & donnée par :
+
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D’autre part : si u et v sont deux solutions de u +7 (u) = w respectivement, pour w;, w,
cest-a-dire: u+T (u)=w etv+T(v)=w,

2 2
Hu+T(u)—v—T(v)H =Hu—v—(T(u)—T(v))H

=||u—v||2+2Re(T(u)—T(v),u—v)+HT(u)—T(v)H

2

=[wi—wf
T étant monotone, on aura |u—v|" + |7 (u) —T(v)”2 <|w —w,|" d’oit la continuité de

I’application @ u(w)

2.1.5 Lasignification du théoreme de point fixe de Banach
L’application de ce théoréme nous donne des résultats qui sont d’une importance
fondamentale dans I’analyse non linéaire.
Citons quelques un :
— Existence de la solution
— Unicité de la solution
— Stabilité de la solution sous une petite perturbation de 1’équation
— Existence de la convergence des méthodes d’approximation
— Stabilité¢ des méthodes d’approximation

Et pour achever ce paragraphe, nous allons montrer que les hypothéses du théoréme de
point fixe de Banach sont essentielles : si nous en négligeons seulement une, alors le point
fixe n’existe pas.

1) Mn’est pas stable par T
Tx =Vx?+ 1sur M =[0,1].

Or M est fermé dans R, et complet car R est complet. De plus :
’ X

- _* :> ' . . Py .
T x Nl <1 iSE‘T x‘ <1= T est contractante ; mais T n’a pas de point fixe car

T([0,1]) = [1,\/?], i.e.M n’est pas stable par T.

2) T n’est pas contractante .
Tx =Vx?+ 1sur M = [0; .
OrT:M — M, et M est un fermé de R (complet) donc M est complet.

Mais sup‘T 'x‘ =1=Tdonc T n’est pas contractante.
xeM

3) M n’est pas complet

Tr=""" sur M =]0,7].

1 .
ﬁ] c]o, %], et sup‘T x‘ =3 <1 donc Test contractante mais M n’est pas

4 xeM

or T(10,3D) =10,

fermé dans R donc il n’est pas complet.
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2.2 Théoremedu point fixe du type Brouwer - Schauder
Les théorémes de ce paragraphe expriment que toute application continue d’un ensemble
convexe, compact dans lui-méme posséde un point fixe.

2.2.1 Lethéorémedu point fixe detype Brouwer [24]

Le théoréme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. 11 fait
partie de la grande famille des théorémes du point fixe.

Il existe plusieurs formes du théoréme selon le contexte d’utilisation. La plus simple est
parfois donnée sous la forme suivante :

Dansleplan : Toute application T continue du disque fermé dans lui-méme admet au
moins un point fixe. Il est possible de généraliser a toute dimension finie.

Dans un espace euclidien : Toute application continue d’une boule fermée d’un espace
euclidien dans elle-méme admet un point fixe.
Il peut encore €tre un peu plus général :

Convexe compact : Toute application continue T d’un convexe compact K d’un espace
euclidien a valeur dans K admet un point fixe.

a. Théoréme de Brouwer en dimension un

On note [a, b] le domaine de définition de T. L’application T est continue et a valeurs
dansle méme segment. Dire que cette application admet un point fixe, revient a dire que son
graphe croise celui de I’application définie sur [a, b], qui a x associe x.

Une démonstration n’est pas difficile a établir. Considérons 1’application continue

Fx =Tx—x
Elle est positive en a, négative en b. Le théoréme de Bolzano cas particulier du théoréme des
valeurs intermédiaires assure que 1’application F posséde un zéro dans [a, b]. ce zéro de F est
un point fixe de T.

En dimension deux, un raisonnement intuitif permet de montrer que le résultat est
probablement vrai. La démonstration est néanmoins plus délicate :

b. Théoréeme de Brouwer en dimension deux

Si K, le domaine de définition de T est d'intérieur vide, c'est un segment. Sinon, K est
semblable a une boule unité fermée. Le terme semblable signifie qu'il existe un
homéomorphisme ¢ de la boule unité vers K. L'équation définissant le point fixe peut encore
s'écrire :

Sih=To@, h(x) = x. Autrement dit, on peut supposer que K est la boule unité fermée. On
peut de plus choisir la norme de maniére quelconque. Si on choisit celle qui associe la valeur
absolue de la plus grande coordonnée, cela revient a dire que I'on peut choisir pour compact
K, I’ensemble [—1,1] X [—1,1], sans perte de généralité.

Si l'on définit la fonction F comme suit :

F: [-L1]x[-11] > [-11]x[-11]
x> F(x)=h(x)—x
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Cela revient a montrer que la fonction F atteint le vecteur nul sur [—1,1] x [—1,1].

Si Fy,, pour k=1,2, sont les deux fonctions coordonnées de F, cela revient a montrer
l'existence d'un point x,, tel que F; et F, admettent toutes deux pour zéro la valeur x,.

La fonction F; est une fonction de [—1,1] X [—1,1] dans [—1,1]. Sur {—1} X [—1,1], elle est
positive en revanche sur {1} X [—1,1], elle est négative. Ceci laisse penser que la courbe de
niveau 0 est une ligne qui part d'un point [-1, 1]x{1} pour finir sur un point de [-1, 1]x{-1}.
Le méme raisonnement appliquée a F, laisse penser que la courbe de niveau 0 est cette fois-ci
une ligne qui part d'un point {—1} X [—1,1] pour terminer sur un point de {1} x [—1,1].

Intuitivement, il semble évident que ces deux lignes de niveaux doivent nécessairement se
croiser et ce point de croisement est un point fixe de 7o¢.

Théoréme de Brouwer en dimension finie
L'approche intuitive du paragraphe précédent se

généralise a toute dimension finie. Pour s'en persuader,
¢tudions le cas de la dimension 3.

L'objectif est toujours de montrer I'existence d'un zéro de la
fonction F, qui maintenant possede trois coordonnées. La
premicre coordonnée est positive sur la face gauche du cube et
négative sur la face droite. Il y a tout lieu de penser que la zone
des zéros contient une nappe, (zone III) sur la figure de droite.
Cette nappe coupe le cube en au moins deux composantes
connexes, I'une contenant une portion de la face de droite
l'autre celle de gauche.

Si l'axe des y décrit la direction devant-derriére le méme
raisonnement laisse penser a l'existence d'une nappe, (zone I) sur la figure, qui coupe encore
en au moins deux composantes connexes le cube. L'intersection des deux nappes contient
probablement une ligne, en blanc sur la figure, partant de la face du haut pour rejoindre celle
du bas.

La troisieme composante de Fdécrit cette fois-ci, une nappe (zone II) sur la figure. Cette
nappe semble croiser nécessairement la ligne blanche. Ce point d'intersection est le point fixe
recherché.

Remarques:
— Il est important de voir que I’unicité n’est pas assurée par le théoréme de Brouwer du
fait que chaque point de K est un point fixe de I’application identité.
— Nous allons donner un résultat de Brouwer qu’on aura besoin dans la démonstration
du théoréme de Schauder :

Définition 2.19:
On dit qu’un espace topologique a la propriété du point fixe si toute application continue

T : E — E posséde un point fixe. On note par B, la boule unité fermée de [1”. Onale

résultat suivant :
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Théoréme 2.20 :
Laboule B, ala propriété du point fixe pour tout ne [ .

Schauder va généraliser le résultat de Brouwer en dimension infinie :

2.2.2 Théoremedu point fixe detype Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer 1'existence d'un
point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach.
Le Théoreme du Point fixe de Schauder est plus topologique et affirme qu'une application
continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n'est pas nécessairement unique.
Et nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.21 : [24]

Soit K un sous ensemble non vide, compact et convexe d’un espace de Banach X et
supposons T: K — K une application continue. Alors T admet un point fixe.

Preuve:
Soit T : K — K une application continue. Comme K est compact, T est
uniformément continue; donc, si on fixe € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout x,y € K,

on ait ||T(x) —T(y)H <eg deés que”x—y” <90.
De plus, il existe un ensemble fini des poin‘[s{x1 I p} c K tel que les boules ouvertes de

rayon O centrées aux x, recouvrent K ; i.e.

Kc U B(x;,0). Sion désigne L = Vect(T(x;)),c <, alors L est de dimension finie, et
1<j<p

K’ =K N L est compact convexe de dimension finie.

Pour 1< j < p, on définit la fonction continue ¥, : E —[ par:

0 si Hx—xjHZé'

v, =

J
1

)

sinon

Et on voit que /; est strictement positive sur B(x;, 0) et nulle dehors.

P
On a donc, pour tout x€ K, Z ¥, (x)>0, et donc on peut définir sur K les fonctions
j=1

continues positives @, par :

Qi (x) = pl//j (X)

Z @, (x)

P
Pour lesquelles on a Z @,(x)=1 pour toutxe K .

J=1
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)4
On pose alors, pour xe K, g(x) = Z @,(x)T(x;). g est continue (car elle est la somme des
Jj=1

fonctions continues) et prend ses valeurs dans K (car g(x) est un barycentre des T(x D).
. .. . * * , N N . *
Donc, si on prend la restriction g, . : K — K, (d’aprés *) g possede un point fixe y€ K .

De plus :
IT(y)-y=T()-gW)

=3 0,0~ Y0, (IT(x)

J=1

=30, ~T(x,)

Orsi ¢,(y)#0 alors Hy—xjH <0, etdonc HT(y) —T(x_,)” < &. Donc, on a pour tout j :

P

lrFon=-»]<2.

J=1

P
< Zg¢j V) =¢
=

0,(NT()-T(x,)|

Donc, pour tout entier m , on peut trouver un point y, € K tel que ||T y,)— ym” <2 Et

puisque K est compact, de la suite (y,,),., On peut extraire une sous-suite (y,, ) qui

me

converge vers un point y € K . Alors / étant continue, la suite (7'( Y, ) converge vers

T(y"), et on conclut que 7(y")=y",i.e. ¥ estun point fixe de 7 surk .

Remarque:
— De nombreux théorémes d’existence sont obtenus a partir des théorémes précités, en

réduisant le probleme d’existence a un probléme de point fixe citons a titre d’exemple
le théoréme de Peano (voir [18][24]).

Théoréme 2.22 : (Théoréme de Peano)

Soit (a, b) un point de R™ X R", et F(t,y) une fonction continue dans le voisinage de
(a, b) alors le probléme suivant :

{y’(t) =f(ty(®)
y(@)=b

admet au moins une solution dans un voisinage de a.
Ici le probléme revient a étudier I’existence d’un point fixe de I’opérateur U: K — K définit

par : Ux(t) =b + fatf(s,x(s))ds

VK = £ ' f
ouK = {x € e € B'(a,e),cest fixéVte V(a)}
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et E D’espace des fonctions continues définies dans un certain voisinage de a.

Théoréme2.23 : (Théoréeme de Rothe)[18]

Soit X un espace normé, et K une partie convexe fermée de X. Alors toute application
compacte et continue de K dans X telle que T(0K) < K admet un poit fixe.

Le résultat suivant est une autre conséquence du théoréme de Schauder qui donne lieu a de
nombreuses applications dans les équations aux dérivées partielles :

Théoréme 2.24 :[18]
Soit T un opérateur compact de I’espace de Banach X dans lui-méme. Supposons qu’il
existe un réel r > 0 tel que 1’égalité

u=o0.Tu, ouu € Xeto € [0,1], implique ||u|]| < r; alors T admet un point fixe dans
B(0,7).

— Le théoréme de Schauder reste vrai dans le cas des espaces localement convexes, nous
allons le confirmer par les théorémes suivants(voir [18][21]) :

Théoréme 2.25 : (Théoréme de Tychonoff et Singball)

Soit E un e.l.c, et K un compact convexe de E alors toute application continue de K
dans K admet un point fixe.

Théoréeme 2.26 :

Soit E un e.l.c. séparé¢, et K un fermé et convexe de E ; alors toute application T
continue de K dans K telle que T'(K) soit continue dans un compact de E admet un point fixe.

Dans la partie qui suit, nous allons étudier 1’existence d’un point fixe pour les
applications qui s’écrivent sous la forme d’une somme de deux applications et dont voici le
résultat principal :

2.3 Théoreme du point fixe de Krasnoselskii

Nous donnons un théoréme d’existence du point fixe concernant les applications de la
forme T = U + C, ou C est continue et compacte et U une contraction(voir [9][19][17]).

Théoréme 2.27 :(de Krasnoselskii)

Soit X un espace de Banach et Dun ensemble non vide de X fermé borné et convexe.
U, C deux applications de D dans X telles que :
U est une contraction (de constante k)C est compact et continue.
Ux+CyeD,Vx,y€eD
Alors il existe x € D tel que Ux + Cx = x.
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Démonstration :
Soit y fixé dans D, comme U est une contraction, I’équation x =Ux+ Cy admet une
solution unique x dans D.
On définit I’application
L:D—>D
Ly=x
Ona LDcD.
On montre que L est compacte et continue et d’apres le théoreme de Schauder, on pourra

, Ly=ULy+Cy (yeD) (7)

conclure qu’il existe ye D telque Ly=y,d’ou Uy+Cy=y.
Soit y, un point arbitraire de D, alors de (7) :
Ly,=ULy,+Cy,

Ly-Ly,=ULy-ULy, +Cy-Cy,

|Ly - Ly, | <||ULy - ULy,
Et puisque U est une contraction on a :
||Ly —Ly, || <k ||Ly —Ly |+ ||Cy -Cy,

8)

+ ||Cy -Cy,

1

d’ou la continuité de L

Il reste a montrer que LD est relativement compact.

En effet, comme CD est relativement compact,

Ve>0, I(1-k)e -réseau Cy,,...,Cy, c’est-a-dire les boules B(Cy,,(1-k)e) (1<k<n) telles

que CD < | JB(Cy,,(1-k)¢)

k=1

Alors de (8), Ly,,...,Ly, estun & -réseau de LD.

Remarques:
— Ce théoréme peut étre formulé d’une fagon plus générale voir ([13][17]) en
considérant une seule application G: DxQ(D) — D ou Q est un opérateur de D

dans un autre espace de BanachY et tel que :
1) G(x,y) estune contraction en x pour tout ye Q(D)

i1) G(x,y) est continue en ye Q(D) uniformément par rapporta xe D .
iii) Q est compact et continu.
Sous ces conditions xe G(x,Q(x)) aune solution dans D

— la condition (iii) peut étre remplacée par Ux+ Cxe D (Vxe D) grace au théoréme de

Darbo.
— Dans un espace d’Hilbert (iii) peut étre aussi remplacée par Ux+Cxe D (Vxe D)

(voir [23]).
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Chapitre 3: Applications

Dans cette partie, on discutera les résultats d’ existence des solutions pour lesinégalités
variationnelles définies par des formes bilinéaires sur un espace de Banach et pour lesquelles
on peut appliquer le principe du point fixe.

Lerésultat le plus important est un résultat du type Lax-Milgram. Voir [7], [11].

3.1 Lesformeshilinéaires symétriques
Soit E un espace de Banach réel, réflexif dont lanorme est ||| et une forme
a:E X E - R continue (i.e.|a(u,v)| < ¢, |u]|v]]) coercive (a(u,v)>c, |ulf) et symétrique
(a(u,v)=a(v,u)), ¢,C, des constantes positives.

aest aussi linéaire par rapport a chacune de ses variables séparément.
E’I’espace dua de E. Pour be E", on note par <b,u> lavaleur delafonctionnelle linéaire et

continue b au point u dans la dualité (E*, E) .Lanormedans E" est notée:|. .

On vaintroduire la notion de topologie faible. Pour plus de détails, consulter [4], [15],[20] et
[22].

Pour be E fixé, et K un ensemble faiblement fermé, on considére lafonctionnelle:
f(u):%a(u,u)—<b,u> (1)

Un calcul ssimple nous donne:

f (u)=2[ulf o

ul

*

f (u) — e quand|ju|| - = donc f est coercive et elle est bornée inférieurement sur E. Alors
a=inf f(v)>—eo

soit unesuite {u,} minimisantedansKi.e. f (u,) — « . Puisque f est coercive, (u, ) est
bornée, et E est réflexif, alors (u, ) possede une sous suite qui converge faiblement vers u.
on notera encore cette sous suite (u,) .

u, — u (faiblement) < (h,u,)— (h,u),vhe E" puisqueK est faiblement ferm¢, ue K.
aest bilinéaire et coercive (non négative) alors :

a(u,,u,)>a(u,u)+a(u,u,)-a(u,u)

Eneffetona:

a(u,-u,u,-u)=a(u,,u,)-a(u,,u)-a(u,u,)+a(u,u)=0

(Car a est coercive).
Donc:

a(u,,u,)=a(u,,u)+a(u,u,)—a(u,u)

Et en passant alalimite inf on obtient :
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a(u,u)—(b,uy= f (u)
Alors f (u) = @iKn f(v)

Supposons que K est aussi convexe il serait donc fermé puisgue les ensembles convexes sont
fermés s et seulement si ils sont faiblement fermes.
Et donc pour toutve Ket0 <t <1 onaura: f(u)< f(u+t(v—u))

Carue K,ve K,K convexe= tv+ (1-t)u=u+(tv—u)e K

Calculons f (u+t(v—u))— f (u) enutilisant les propriétésdea:
O<ta(u,v—u)-t(b,v—u)+t®a(v-u,v—u),0st<lve K

En divisant par t et en faisant tendret vers 0, on aura:

Il existe ue K tel que f(u)=rvr!iKn f(v)(1) ou a(u,v-u)=(b,v-u), Vve K (2).

S b,b,e E" sontdonnéset u,u, e K sont les solutions de (1) ou (2) alors, en posant :
Th=u,i=12,0na:

a(u,v-u)2(h,v-u), Ve K

Et

a(u,,v-u,)<(b,v—-u,),Vve K

En sommant, on obtient :

Callu, " < (0~ - ;) b~y 0, < [ -

d apréslacoercivité de a et |’ inégalité de Cauchy-Schwartz (¢, la constante de coercivité de
a) et donc

Jo. -] =T - To < -b). @)

Alors (1) et (2) possedent une solution unique pour tout be E” . Et on ale théoréme suivant :

Théoreme 3.1:

Soit a: E X E — R une forme bilinéaire, symétrique coercive et continue et K un sous
ensemble convexe et fermé de E. Alors pour tout be E™, I'inégalité variationnelle :
a(u,v—u)=(b,v-u) (2), Vve K posséde une solution unique ue K, et définit une
application solution :

T:E -K
b—>Th=u
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qui est Lipschitzienne de constante i.
CZ

Remarque:
— D’ apresladiscussion précédente, on constate que si a satisfait toutes les conditions du
théoréme (3.1) sauf lasymétrie et si I’inégalité (2) possede une solution pour tout
be E, dors!’ application solution T est bien définie et satisfait la condition de
Lipschitz (3) ; et on alerésultat suivant :

3.2 Lesformes bilinéair es continues

Soit a: E x E — R continue, coercive et bilinéaire, be E et K un convexe fermé de E.
Probléme :
Prouver I’existence de ue K vérifiant : a(u,v—-u)=(b,v-u),vve K .Dansle cas ol a est
symétrique, le théoréme (3.1) répond parfaitement ala question. On vavoir que le théoreme
reste vrai pour les formes qui ne sont pas nécessairement, symétriques. Voir [7] et [11].
Unicité delasolution:
Usant des propriétés des formes bilinéaires, on conclut que pour be E, le probléme (2)

admet au plus une solution. Et s b;,b, € E" et u,u,e K existent dors: ||u1—u2||sci||bl—b2||*
2

Existence de la solution :

Posons a=a,+4a, oll a,(u,V) ::%(a(u,v)+a(v,u))et 3, (u,v) ::%(a(u,v)—a(v,u)). a, est

une forme bilinéaire, continue, coercive et symétrique et a, est une forme bilinéaire et

continue. Considérons lafamille des problémes :
a, (u,v—u)+tay(u,v—u)=(b,v—u),vve K,0<t <1Notons: a, = a,t + a,.

Lemme3.2:
Soit te [0,) tel quele probleme:
a, (u,v—u)>(b,v—u), Vve K possede une unique solution pour tout be E

Alorsil existe une constante ¢ > 0 qui dépend uniquement des constantes de coercivité et de
continuité de a telle que le probléme a,, , (u,v—u) > (b,v—u),vve K (3) admet une unique

solution pour tout be E et 0<7<c.
Preuve:
Pourwe K,t>0, considérons: a, (u,v—u)>(b,v—u)-ra,(w,v—u) (4). Posons pour w fixé

dansKb, :=b-7a,(w,")e E . Alorsil existe un unique u=Tw qui est solution de (4) et :

[rw, ~Tw. < >|p,, b,
2

Par ailleurson a:

*
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IR, =B, | =suplay (ws.u) -2 ()
<7, W, ~w, |
et donc : [ Tw, — Tw, || < r&||wl—w2||et T:K — K est une contractionsi 7 <1. Alorsil
C2 C2

existe une unique solutionde (3) sl 7 < % on peut donc choisir ¢ = 20—2 par exemple.
G G

On peut appliquer celemme pour t=0, a, = a,(car a, = a, +ta,) €t puisque a, est
symetrique, on obtient : g (u,v—u)2 <d,v— u) Vve K (5) possede une solution unique pour
tout de E et 0<t <c. Et encore par lemme précédent, on déduit que (5) posséde une
solution unique pour 0<t<2c

En répétant e méme raisonnement, on déduit que (5) posséde une unique solution pour
te [0,). Et en particulier pour t =1 le probléme (2) posséde une solution unique. Et on aura

donc le théoréme suivant :

Théoréme 3.3 :
Soit a: E X E — R une forme bilinéaire, coercive et continue et K un convexe fermé de
E. Alors pour tout be E™ I'inégalité variationnelle : a(U,V—U)2<b,V—U>VVE K posséde
une unique solution. Et cette inégalité définit une application solution :
T:E K
b>Tb=u

qui est Lipschitzienne de constante 3 (¢, est la constante de coercivité de a).
CZ

Usant de ce résultat, on peut immédiatement, trouver un résultat d’ existence de solutions des
inégalités variationnelles linéairement perturbées delaforme:

a(u,v—u) = (F(u),v—u),Vv € K (6)

ou F:E— E e Lipschitziennei.e. |F (u,)-F (u,)|. <k|Ju, —u,| €t nousavons e résultat

suivant :

Théoreme 3.4 :

Soient a, K et F définis comme précédemment. Alors|’inégalité variationnelle (6)
posséde une unique solution s k < ¢, ou k est la constante de Lipschitz deF et c, estla
constante de coercivité de a.

Preuve:
Il suit du théoreme (3.3) que I'inégalité variationnelle (6) est équivalente au probléme du
pointfixeu=T (F (u)) puisque: TF : K — K, K fermé convexe de E donc un espace

meétrique complet. On peut appliquer le principe de |’ application contractante et |e théoreme
(3.3).
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Alors pour toutu,,u, € K

1 k
HT(F (u1>>_T(F (u2)>H < C_HF (ul)_ F (uz)H = C_”ul _u2||
2 2
Donc:
k
—<1=k<ec,.
CZ
Pour illustrer ce qui a été énonce, voici les deux exemples suivants
1. Probleme d'obstacle
Soit Q undomainebornéde [ " et E=L?(Q). Soit y(Xx)e E donnéeet :
K:={ue E,u(x)>y(x) p.psur Q}

Vérifions les hypothéses du théoréme 1 :
K est-il convexe ?

Soient u,,u, e K et 1€[0,1], Au,+(1-2)u,e K?

e K=u(x)2y(x) ppsurQ=Au(x)2 Ay (x) (1)

u,e K=u,(x)2p(x) ppsur Q= (1-1)u,(x) 2 (1-)y(x) (2)

De (1) et (2), on obtient : Au, (X)+(1—A)u,(x) 2y (x) p.p sur Q donc K est convexe.
K est ferme ?

Sait (u,), < K telleque u, —»u dans L*(Q), ue K?

Ona: u,(x)2y(x) p.psurQVn, et |u,-u

() — 0 donc il existe une sous suite (unk )k de
u, telle que u, (x)kzcu(x) p.psur Q. Voir [4] .Et

U, (X) 2y (x) p.psur Q vk = limu, =u(x) 2y (x)p.psur Q

Donc ue K ce qui impligue que K est fermé.

Soit a:EXE — [ définiepar : a(u,v) ::J'uvdx:<u,v>

Q

lu|* = a(u,u) ot ||| estlanorme dansE

a est continue. En effet : |a(u,v)|< [Juvdx < ul V|
Q

a est coercive. En effet : a(u,u) = |ul]

a est symétrique et bilinéaire (évident).

Soit be E (car E = LZ(Q):(LZ(Q))* =E"). Définissons f :E—0 telleque
1 1

() =2a(u)-(b.) = Sfuf ~ (o)

Toutes les hypothéeses du théoreme 1 sont vérifiées donc : il existe un unique ue K
tel que: f (u)=min f (v) cest-&dire u est solution de I"inégalité variationnelle
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a(u,v-u)=(b,v—u),Vve K dOI’lCI(U—b)(V—U)dXZO,VVE K (*) admet une unique
Q

solution.

2. Problémeavaleur sur le bord du second ordre

Dans cette partie, on aborde une équation différentielle du second ordre avaleur sur le
bord sur Iintervalle (0,e) qu’on peut résoudre par |a méthode décrite précédemment. On

verra un exemple ou laforme quadratique n’ est pas symétrique.
— Soit E=H;(0,0)

la norme dans E est donnée par :

i = I:uzdx+J':(u’)2 dx=|ul +|u

soit a une forme quadratique donnée par :
a(u,v)= I: u\/dx+J? U\/dX+J-: uvdx, Vve E
— aest continue : en effet

L2(Q) ||\/||L2(Q) +||u|||_2(§z) ||\/||L2(Q) +||u|||_2(9) ||V||L2(Q)
< cfulvi

la(u,v)| < v

~ aestcoercive: eneffet a(u,u)= [+ [ '+ [ Ut = |uf+ [ u
J':uu’séj':(uz +u’?) :%”u”2 (a®+b* > 2ab daprés I'inégalité de Young)

1 1
donc a(u,u) = ff - 2ol = 2juf

) o 1
donc a est coercive et sa constante de coercivité ¢’ est >
— abilinéaire.

— a est non symétrique.

Notre convexe fermé et tout I’ espace E. D’ aprés le théoréme (3.3), I’inégalité variationnelle
a(u,v—u)=(b,v—u),Vve E et be L?(0,e) c E* admet une unigue solution dans E.

Et puisqu'il s agit de tout | espace E, I’équation a(u,v)=(b,v), Yve E admet une solution
unique d’ apres le lemme de Lax-Milgrami.e. il existe un unique ue E tel que:

a(u,v):j:u’\/dx+I:U\/dx+j:uvdx:j:bvdx Vve E (*)

Puisque C; (0,e) est dense dans E, on peut interpréter (*) dans un sens distributionnel, on
obtient :

—azu(v)—au(v)+j:uv:I:bv,VVG Cy (0,0) etdonc: —9’u—du+u=b
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admet une unique solution ue E pour tout be L?(0,).

0°u et du sont respectivement la seconde et |a premiére dérivée distributionnelles de u.

Lapartie qui suit est consacrée a appliquer le théoréme du point fixe en considérant des
itérées.
3.3 Approche numérique du théoréme du point fixe

Dans ce qui suit, on étudie une application du théoreme du point fixe en faisant appel aune
méthode itérative convergente.

Soit f : S— K", ne N K compact
X(X, Xy, % )€ S f (%) =(f,(x), f,(X)...., f, (X)) Onimpose les conditions suivantes
sur Set f:

Sest un ensemble fermé deK " .
f est une application contractante sur S:

J0<6<1td queVx ye S|f(x)-f(y)|<ox-y
[ est une norme quelconque dansk " Sest stable par f: f(S)c S.

’

Théoreme 3.5

Soit Sune partieferméde K", et f une application définiesur Set avaleur dans S,

contractante sur S, telleque Xxe S— f (x)e S. Alors

f admet un unique point fixe X dans S
Ce point fixe est cal culable comme limite de |a suite des approximations successives ()

X, € S quelconque
{XI+1: f(XI),| €N
pour tout indice | e N*, on alesinégalités de majoration d’ erreur suivantes :

\ 6
% =x < 5=l

== I -

Remarque:

— Cethéoremereste vrai dansle cadre général d’ un espace vectoriel quelconque (de
dimension infinie) a condition qu’il soit complet pour la norme en question.

Voici un exemple ou est mis en ceuvre le procédé itératif précédent :

1>0 °

29



Chapitre 3 Applications

Exemple: calcul delaracine carrée d’ un nombre positif
Soit ¢ € R** un nombre positif. le théoréme du point fixe précédent va nous permettre de
développer une méthode de calcul de Je et justifier sa convergence. Pour ¢ € R** soit

2_
f(x)::1 x+£j.Calculonssadérivéepremiére: f’(x):l—%zlx—zc et seconde :
2 X 2 2x° 2 X

f”(x)=%. On déduit que f’ s annule au seul point ~/c, que f’(x) est négative sur
]O,\/E[, positive sur ]\/E,oo) , avec décroissancede f  sur }0\/5} puis croissance sur
(Vo).

1

sur | :=[/c,) ladérivée vérifie 0< 7(x) < >

N

; il en découle que f est

: 1
contractante sur I'intervalle [\/Eoo) de constante 9:5. Eneffet vx,x,e | ona

[T(%)— F(x)|=|(x—x,) £'(£)| avec & e |x,%,[ selon le théoréme des accroissements

finis. Dol I"inégalité:| f (x)— f (xz)‘S%|xl—x2|Vxl,xze |

Y

A

Par ailleurs on remarque que /¢ est point fixe def : f(ﬁ):%(ﬁ+ij:ﬁ
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D’ apreslegraphedefonal’inclusion f (]0,)) < | . On peut donc appliquer le théoréme du

point fixe sur I’intervalle fermé | : il existe un unique point fixe sur | pour f (¢’ est v/c) qu’ on
peut déterminer par :

y, quelconque € 1, y,,, = f (yl):%(y, +£j,| >1
Y,

Depluspour | >2 onal’inégalité:

‘y, —\/E‘ < (0.5)|7l

1-05 _

Par ailleurs si on prend x, quelconque dans ]0,-) alorslestermes x,, = f (X ) pour | >0

|y2 - y1| = (0'5)|72|y2 - y1|

restent dans | et lasuite (x ) converge vers \/c d' apres ce qui précede et I'inégalité de

1>0
majoration d’ erreur s écrit alors, toujours pour | > 2, ‘)g —\/E‘ <057 |x2 — xl| . Par exemple

pour c=2 ona, en partant de x, =1 :
x =15

X, =1.4166 . ..

X, =1.414215686274 . . .

X, =1.414213562374 . . .

X, =1.414213562373 . . .

On constate que la convergence vers /2 =1.4142135623731 . . . est trésrapide et on vérifie
bien I’inégalité de majoration d’ erreur donnée plus haut :

% —/2|010° 05|, — x| 11 0.01

Remarque:

— Latouche d'unecalculette utilise ce méme procédé itératif convergeant pour
déterminer laracine carrée d’ un nombre positif quelque soit e point de départ dans
R**.

L e théoréme du point fixe de Krasnoselskii est trés solicité dans les problemes a valeurs sur le
bord, il assure |’ existance et |” unicité des solutions positives comme nous allons le constater
dans |’ application suivante :

3.4 Application du théoreme de Krasnosel skii
On se propose d’ étudier le probléme avaleur sur le bord de Neumann suivant :
—u"+mfu=Af (t,u)+g(t,u), O<t<l
{u’(O) =u’(1)=0
Ou m est une constante positive.
A > 0est un parameétre, f :(0,1)x[0,00) —[0,0) et g:(0,1)x[0,e0) — (—o0,°0) sONt continues.

D)
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On vaprouver |’ existence d' une solution positive du probleme (1) sous certaines hypotheses
sur f et g et pour un parametre A suffisamment petit. L’ approche est basée sur e théoréme du

point fixe de krasnoselskii. On considére le probléme dans |’ espace de Banach E =C|[0,1]

muni de lanorme :|Jul = sup|u(t)].

Soit G(t,s) lafonction de Green pour le probléme avaleur sur e bord de Neumann :

—u"+mPu=0, O<t<1 )
u'(0)=u’(1)=0
Alors:
G(t,s)=1{¢(s)‘”(1‘t)’ <s<ts<
ple(t)e(l-s), 0<t<s<l

ol p=—m(@ &™), p) =5 (" +& ™)

o(t) est croissante sur[0,1] etG(s,t) < G(s,s),0< st <1.

Nous énoncons les deux lemmes suivants qui nous seront utiles :

Lemme 3.6:
Soit G(t,s) lafonction de Green associée au probléme (2).
Supposons que 0<6<%,alors: G(t,s)>M,G(s,s), #<t<1-0, 0<s<1

e +e ™"
e"+e "

G(t,s)2Co(t)p(1-t)G(t,,S),  t.t,se[0]]

OU|\/|

1
9°(2)

Lemme 3.7 :

ouC=

Soit ye C((Ol O<I s)ds< o aorsle probléme avaleur sur le bord de

Neumann :
o' +mo=y(t), 0<t<l
@'(0)='(1)=0

admet une solution unique w €t il existe une constante C, telle que:

Clelplt)p(1-t)<o(t) <Cp(t)p(1-t) avec €, == [1y(s)ds

®3)
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Remarque:

— On déduit dulemme (3.7) ques y(t)=Mdors C, =C, M
)

On impose les hypothéses suivantes :
(Hy) f (t,u)< p(t)g(u) ot p:(0,1) >[0,+e) et q:[0,+ec) —[0,+e<) sont continues.
(H2) |g(t,u)| <M, M >0 est une constante.

(H:)0<['G(s5) p(s)ds< 4=,
f(t,u)

(Ha) lim——~ = 4o uniformément sur tout sous intervalle compact de [0,1].
U—oo u
soitC*[0,1]={ue[0,1],u(t)>0,0<t<1}, et K={ue C*[0,1], min u(t)>M,|u}.

On vérifie, aisément, que C*[0,1] et K sont deux cones de E.
Soit v(t) lasolution du probléme avaleur sur le bord :

{—v” +mv=M, 0<t<1

V(0)=V(1)=0 @

D'apréslelemme (3.7) v(t) <Gy o(t) o(1-1) =%¢)(t)(p(1—t) .

Posons :
. t), t)>0
[y(t)] = v, v O<t<1
0 y(t)<O0
et F(Atu)=Af (t,[u—v]*)+g(t,[u—v]*)+M, 0<t<1,
Considérons le probléme avaleur sur le bord :
—u"+mfu=F(4,t,u)
, , ®)
u'(0)=u’(1)=0
Il n’est pas difficile de prouver que u = u, —v est une solution positive du probleme (1) si et
seulement S u, est une solution positive du probleme (5), v est la solution du probléme (4) et

Uy (t)>v(t), O<t<l.
Définissons | opérateur T, :C*[0,1] > C* [0.1] par (T,u)(t) = G(t,8) F (2, 5u(s)) ds.

Lemme 3.8:
Supposons que les hypothése (H1)—(H3) sont verifiées. Alors: T, : K — K est

complétement continu (i.e. continu et compact).
Le théoreme du point fixe de krasnosel skii dans un cone va jouer un réle important pour
prouver le résultat cherché.
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Théoreme 3.9: [9]
Soit E un espace de Banach et K < E uncone. Q,,Q, sont deux ouverts de Eavec
0eQ e Q cQ,.
Soit T: K m(Q_z\Ql) — K un opérateur complétement continu tel que :
A)|Tu|| < |ul| pour tout ue K ~ag, , et |Tul =|ul pour tout ue K ~ag,
B)|Tul| < |ul| pour tout ue K ~ a3, , et [Tul =||u| pour tout ue K M aQ,.
Alors T posséde un point fixe dans K N (Q,\Q,).

On enchaine avec le résultat principal qu’ est :

Théoréeme 3.10;

Supposons que (H1)—(H4) sont satisfaites. Alors le probleme (1) admet au moins une
-1
solution positive u e (C*(0,1)nC [0,1]) si 0< /1<[maxq( )J G(ss) p(s)ds} ou

O<z<r

r =max {1+ 2M '[:G (s,s)ds,%}

Démonstration :

D’ apreslelemme (3.8), T, est completement continu.
Soit Q, ={ue C[0,1],|Juf<r}.

Pour tout ue K naQ,, te [0,1], ona:

(Tu)(t) =[G (t.5)F (Asu(s))

ke (t,s)(ﬂf (s[u (s)—x(s)]*)+g(s,[u(s)-x ()] )+Mm )ds
<J'Gts/1p ([u ])ds+2MIG s,s)ds
</1(r)1<1§<>r<q '[p ssds+2MjG (s,s)ds
<1+2M jOG s,s)ds<r =|u
Ce qui implique que | T,ul <||u] pour ue K ~ 9@, . Par ailleurs, choisissons N assez grand tel
que: %ZMHNC(pZ(H)J':_HG(s,s)dszl

D’ apres (Hy), il existe une constante B> 0 telle que:
f(su
—( ) >N
u

pour (s,u)e [6,1-60]x[B,e°).
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Posons :
Q, ={ue C[0,1],|ul|< R}

ou R=max{2r 2M 28 }

pC'Co*(6)
Pour tout ue K maQ,, se[0,1], ona:

u(s)-v(s)zu(s)-Cy(s)p(1-s)zu( )—%fo( s)¢(1-s)

>u(s)—2=Clulo()9(1-9)

2u(s)—%u(s)

1

>=u(s)=0

- u(s)
Alors,

. 1
min (u(s)-v(s)) 2 min, Zu(s) 2 min =Jule(s)p(1-s)

CR
>7(P2(9) B

Donc pour toutt e [8,1-6],

(Tu)(1) = [,G(L,5)F (Asu(s))
=[,e(t9)(4f (s,[u<s>—v<s>]*)+g(s,[u<s>—v<s>]*)+M)ds
>[ Gts/if([u ])ds

Z/IM(,L G(s,s)N(u(s)-v(s))ds
ZJMHI:_HG(S,S)N@dS
> ﬂMHIHG(s, s)N—C||u||(p(s)(p(1— s)ds

~IMNCg (6) [} 6 (s 9)|uds

ceci impllque que |[T,ul| > ul| pour tout ue K ~ o, . En appliquant (B) du théoréme (3.9), on

déduit que T, posséde un point fixe u,avec r <||uy|< R. Dulemme (3.6), ona:
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Uy (t) 2 Clu (1) ¢ (1)
>Cro(t)p(1-1)
Cor M

2v;¢’(t)(/’(1_t)

2%(/)(t)(p(1—t):v(t).

Et u(t)=u,(t)-v(t), u(t)e C[0,1]nC?(0,1) est une solution positive du probléme (1).

La partie suivante est destinée a étudier les équations opérateurs du type X = AX+X, et

ou on fait appel alathéorie du point fixe. Une attention particuliére est portée sur les
opérateurs concaves, pour lesquels on obtient des résultats d’ existence et d’ unicité.

3.5 Théorémedu point fixe pour les opérateursgénéraux o -concaves

On se propose d' étudier I’ existence et I” unicité des solutions pour les deux problémes a
valeurs sur le bord suivants (voir [19] [25] [26]) :

(Pt {iu"(t)+mzu(t):f(t,u(t))+g(t), 0<t<1
u'(0)=u’(1)=0

OU m est une constante positive, f :[0,1]x[0,o0) —[0,0) et g:[0,1] — [0, o) sont continues.

Soit E un espace de Banach réel, P un cone dansE et 6 I'ééement nul de P.

Soit donnéeh > & , on définit B, ={xe P/3A(x),u(x)>OE tellesque A(x)h< x< z(x)h}.

L e théoreme suivant est un théoréme du point fixe pour des opérateurs généraux
o -concaves (qu’ on va définir). Il nous seratrés utile pour établir I’ existence et I unicité des

solutions pour (P )et (P.). (Voir résultat principal dans préliminaires).

Théoréeme 3.11 :

Supposons que le cdne P est normal et que A satisfait les conditions suivantes :
(B1) A:P, — P, est croissant dans P, .

(B2) Vxe P, ette (0,1), il existe o(t)e (0,1) tel que A(tx) >t““' Ax. Aest dorsdit
opérateur général or — concave.
(Bs) il existe une constante | >0 telle que x, € [6,1h]

Alors|’équation x = Ax + x, admet une solution unique dansP, .
On applique le théoreme 1 pour déduire I’ existence et I” unicité des solutions positives pour
(P.) et (P.)dansR,. Onimpose |es hypothéses suivantes :

(Hy) f(t,x) est croissanteen x pour t fixéet g = 0.
(Hz) Pour tout ye (0,1) et x>0, il existep(y)e (7,1] tel que f (t,7x)=¢(y) f (t,X), pour
te[0,1].
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(H3) pour toutte [0,1], f (t,a) >0 ol a:%(em+e‘m+2).

Dans ce qui suit E =C[0,1] est I'espace de Banach dont lanorme est : |u = sup|u(t)| et

te[04]
P={xe C([0,1])/x(t)=0,te [0,1]} Pest un cone normal de constante de normalité égale a1.

Etudions le probléme (P ) :

Soit G(t,s) lafonction de Green pour le probléme & valeur sur le bord :
—u"(t)+m’u(t)=0, O<t<l

{u’(o):u’(l):o

Alors

1 {l//(s)z//(l—t), 0<s<t<1

G(t,s)=; w(t)y(1-s), 0<t<s<i

oup:%m(em—e‘m): et W(t)=%(e’“ +e—m)

L e théoréme suivant va affirmer que sous les hypothéses (H;)—(Hs) les conditions(B,), (B.) et
(B3) sont vérifiée.

Théoréme 3.12:

Sous les hypothéeses (H;)—(H3) le probleme ( P_) admet une solution positive unique
u" dansR, ou h(t)=y/(t)y(1-t), te[0,1]. Et nous avons |aremarque suivante qui est trés
importante :

Remarque:
- Soit b:%m(e’“+em).Alorsil est facile de vérifier que a=min{h(t),te [0,1]} et
b=max{h(t),te [0,1]} (a donnée dans (Hs)).
Exemple1:
Considérions le probleme avaleur sur le bord :
a —u’(t)+(In2)°u(t)=u’ (t)+q(t)+t* O<t<l
u'(0)=u’(1)=0
ot fe(0,1), q:[0,1] =[0,e) continue.

On doit veérifier les hypothéses (H1)—(H3) pour appliquer le théoreme (3.12) et déduire quele
probléme (1) admet une unique solution positive dans P..
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Ona:
m=1In2

f(t,x)=x"+q(t) etg(t)=t

azl(e|n2+e—ln2+2)=l 24242 =g:>a=g
4 4 8 8

b:£<e|nz+e—|n2):1(2+1j:§:>b:E
2 2 2 4

1//('[) = %(etlnz " e—tmz)
(1) =2 (e e

(1) =y (O (1-1) =5 (" e 2 427

:1[2+1+ 27 4+ 22“1)
4 2

5 1
=4+ (2% 4+221), te[01
8+4( + ) €[0,]

Pour t fixé, il est claire que f (t,X) est croissanteenxetg = 0.

f(t,a)= f(t,gjz(gjﬂ+q(t) >0

Posonsg(y)=y", B<(01)
f (LX) =()" +a(t) =% +a(t) 27 (x" +a(t) 2 (») f (%)
Ainsi le théoréme (3.12) est applicable et le probléme (P ) admet une unique solution

positive dans P,..

Etudions e probléme(P. ) avecme [0%) ;

Soit G(t,s) lafonction de Green pour le probléme:
u”(t)+mu(t) =0, O<t<l
u'(0)=u’(1)=0

Alors

1 |cosmscosm(l-t), 0<s<t<1l
G(t,s)=

msinm |cosmtcosm(1-s), 0<t<s<1

Le théoréme suivant va assurer |’ existence et I unicité de la solution de P. dans B,.
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Théoréme 3.13 ;

Supposons que (Hy) et (H,) sont satisfaites et f (t,cos’ m) > 0pour te[0,1]. Alorsle
probleme P, admet une unique solution positive dans P, avec
h(t)=cosm(1-t)cosmt, te[0,1].

Exemple 2 :

Considérions le probléeme avaleur sur le bord :
1

20+ u) =0 @) a0+t oaet
u’(0)=u’(1)=0

ol :[0,1] —[0,+e)est continue.

On a:m:%e (0%) et h(t):cos%tcos%(l—t), te [0,

f (t,x):x%+q(t), g(t)=t>.

Pour t fixé, il est évident que f (t,X) soit croissante pour x>0 et g = 0

f (t,cos2 %j = [cos2 %f +q(t)

:(Ejg +q(t)>0

4
1 11
Posons: () =73 +q(t) =yx®+q(t),ye (0,) dors:
1 11

f(tyx)=(rx)z +a(t) =% +q(t)
> y;(x; ++q(t)j2 o(7) f(t,x)

Toutes les conditions du théoréme (3.13) sont vérifiées, par conségquent le probléme 2 possede
une unique solution positive dans Py,.
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Conclusion

Lathéorie du point fixe est d’ une importance capitale dans |’ é&tude de |’ existence de
solution pour les équations d’ opérateurs non linéaires.

De nombreux théorémes d’ existence sont obtenus a partir des théorémes de Banach et
Schauder, en transformant le probléme d’ existence en un probléme de point fixe. Mais celui
de Brouwer est particulierement célébre.

L e théoréme de Banach ne s appuie pas sur les propriétés topol ogiques du domaine de
définition mais sur le fait que lafonction étudiée soit contractante.

Lerésultat de Brouwer est | un des théorémes-clef caractérisant latopologie d’ un espace
euclidien. Il intervient pour établir des résultats fins sur les équations différentielles ; il est
présent dans la geomeétrie différentielle. |l apparait dans diverses branches, comme lathéorie
desjeux.

Ce théoréme est généralisé en 1930 aux espaces de Banach. Cette généralisation est due
a Schauder. Ce théoreme affirme qu’ une application continue sur un convexe compact admet
un point fixe, qui N’ est pas nécessairement unique, mais qui nous permet de résoudre
plusieurs problemes.

Mais en 1955, Krasnoselskii ajoint les deux résultats de Banach et Schauder afin d’en
tirer son théoréme qui affirme sous certaines conditions sur |’ espace de Banach, |’ application
delaforme: Ux+Cx

Ou U est contractante et ¢ compact admet un point fixe.

De cette théorie découlent plusieurs applications qui constituent un domaine tres actif
de larecherche.
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