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Chapitre 1

Introduction

Ce travail est consacré a ’étude de certains problemes d’évolution nonlinéaires de type
hyperbolique. On s’intéresse a l'existence globale en temps et a la stabilisation (stabilisation
de systemes vibrants). Etant donné un systeme vibrant ( par exemple une corde), on mesure
a tout instant ¢ les vibrations & l'aide de Iénergie, qu’on note E(t). On suppose que ce
systeme est soumis a un terime d’amortissement, qui fait décroitre I'énergie. Notre probleme
est de déterminer le comportement asymptotique de 1'énergie: étudier sa limite ( c’est-a-dire
déterminer si elle est nulle ou pas), et, si cette limite est nulle, donner une estimation de la
vitesse de décroissance de I'énergie vers zéro. Tout cela dépend des hypotheses sur le terme
d’amortissement.

Divers aspects de ce probleme ont été étudiés par de nombreux mathématiciens ces
dernieres années: sous diverses hypotheses sur le terme d’amortissement, des propriétés de
stabilité asymptotique forte, c¢’est-a-dire

E(t) — 0 quand ¢ — 400,

ont été prouvées par C.M. Dafermos [15], A. Haraux [29], J.E. Lagnese [39], I. Lasiecka et
R. Triggiani [41], F. Conrad et M. Pierre [14], E. Zuazua [66],

des propriétés de stabilisation uniforme, ¢’est-a-dire
Vi >0, E(t) < Cf(t),

ou (' est une fonction constante par rapport a t et qui dépend de la norme des données
initiales, et f : IRy — IR, est une fonction continue décroissante qui satisfait

f(t) =0 quand ¢ — +o0,

ont été démontrées pour des systemes linéaires ou non linéaires, par C. Bardos, G. Lebeau
et J. Rauch [3] (en utilisant des techniques d’analyse micro-locale), par V. Komornik [37],
J.E. Lagnese et J.L. Lions [40], F. Conrad et B. Rao [13], E. Zuazua [66] (avec la méthode
des multiplicateurs ct la construction de fonction de Lyapunov), 1. Lasiccka ct D. Tataru
[42](en combinant les deux méthodes).
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des propriétés de stabilité asymptotique faible, c’est-a-dire
(w(t),v'(t)) =0 quand ¢ — +oo0,

dans un certain espace de Hilbert H, ont aussi été obtenues, notamment par M. Slemrod
[63], J. Vancostenoble [65].
Notre travail se compose de quatre chapitres

e Dans le chapitre un, on commence par des rappels de certains résultats sur les espaces
de Sobolev, la convergence faible étoile et la méthode de Galerkin.

e Dans le chapitre deux, on rappelle les inégalités de différences finies et quelques exten-
stions en particulier les inégalités intégrales avec poids qui sont utiles pour étudier la
stabilité. Ces inégalités ont été introduites par M. Nakao [50], A. Haraux [29] et V.
Komornik [37] et ensuite généralisées par P. Martinez [44] et A. Guesmia [25].

e Dans le chapitre trois, on considere I’équation des ondes non dissipative avec un terme
de source de la forme

u’ — Au+ h(Veu) + g(u') + f(u) =0,

On prouvera l'existence globale de la solution dans Hy(§2) dans le cas ot h est non-
linéaire et linéaire et g est linéaire ou de forme générale. Dans le cas ou h est linéaire,
on donne une estimation de la vitesse de décroissance pour g de forme générale. La
preuve d’existence est basée sur la méthode de Galerkin avec le conpect des ensem-
bles stables. On établit aussi une estimation de la vitesse de décroissance de lénergie
associée aux solutions a l'aide des inégalités de différences finies de Nakao lorsque le
terme dissipatif est de forme polynomiale et les inégalités intégrales lorsque le terme
dissipatif cst dec forme générale non nécessairement de forme polynomiale.

e Dans le chapitre quatre, on considére I’équation des ondes non dissipatif a coefficients
variables dans un domaine non borné. On prouve la stabilité en utilisant les inégalités
intégrales.



Chapitre 2
Préliminaires

Avant d’entamer ce travail, on introduit les notations suivantes:
Soit 2 un ouvert de IR". Les points génériques de IR et IR™ sont respectivement notés t et

ou
x = (z1,...,2,) et on notera u,(t, r) = du(t,x) = —(t,z) la dérivée de u par rapport a la

ot
. ou . . .
variable temporelle t et J;u(t, x) = a—(t, x) les dérivées par rapport aux variables spatiales.
:,L'.

K2
Pour un multi-indice @ = {ay, ao,...,a,} dans IN nous noterons 9% = 97" 05%...05" la
dérivée d’ordre a et la longueur de « est notée |a| = oy + as + ... + «,.

Lemme 1 (de Gronwall) Soient o, 8 € L'[0,T) tels que o, 8 > 0 et soit C une constante
> 0. Soit g une fonction continue de [0,T] dans IR™ vérifiant

0<g(s) <C+ z/osa(r)\/g@dr + /0 B(r)g(r)dr (0< s <T).

Alors

g(t) < (\/6' + /Otoz(s) als)2 e</0 o) d8> pour tout t € [0,T].

2.1 Espaces fonctionnels

On appelle D(Q2) 'espace des fonctions a valeurs réelles définies sur 2, qui sont de classe C*
et a support compact dans Q.

Introduisant maintenant quelques espaces fonctionnels fondamentaux.

Pour 1 < p < o0, on appelle LP(2) 'espace des (classes de) fonctions mesurables sur €2 telles
que

‘ 1/p
| fllzrcy = (/Q |f($)|pdx> < 400 pour p < +oo
[llze@ = sup|f(z)] < +oo pour p = 400

d
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Cet espace est un espace de Banach pour la norme f — || f||.» que nous allons noter || f||,
L'espace L*() est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(f. 9) 2@ :/Qf(fv)g(x)dx.

Dans la suite nous travaillerons essentiellement dans un cadre Hilbertien, c’est-a-dire avec
des espaces de type L2, mais nous aurons ici ou 1a 'occasion d’utiliser les espaces LP.

Nous sommes a présent en mesure d’introduire les espaces de Sobolev.

Pour k£ € IN, p € [1, +o0o[, on définit I'espace de Sobolev

WhP(Q) = {v € LP(Q);0% € LP(Q). VYo;|a| <k},

les dérivées étant bien entendues prises au sens des distributions. Muni de la norme

|a|<m

1/p
v%nvnwk,pm):(z||a%||fzp@)) . powr p< oo

ct
v — |[vflwroo) = > 1%l r=(e) pour  p=+00

la|<m

WHP(€) est un espace de Banach.
L’espace W*2(Q), que nous noterons H¥({2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, U)Hk(Q) = Z (0”11,, a”’U)L2(Q).

ol <k

On introduit maintenant les espaces de fonctions a valeurs dans X (Espace de Hilbert
séparable).
Une fonction f: [0,7) — X est dit étagée si elle est de la forme

f(t) = zviin<t>

ot les v; sont des éléments de X, les E; une partition mesurable (pour la mesure de Lebesgue)
de [0, 7] et xp, désigne la fonction caractéristique de E;.

On dit qu'une fonction f : [0,7) — X est mesurable, §’il existe une suite de fonctions
étagées f, telle que ngrfoo || f» — fllx = 0 presque par tout dans [0, T].

Pour 1 < p < 400, on appelle LP(0,T; X) I’espace des (classes de) fonctions mesurables de
[0,7] dans X telles que

T 1/p
sy = ([ 1SOdz) <40 pour p<+o0

| fllzrorixy = sup [|f(z)][x < +o0 pour p=+00
t€[0,T]
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Cette définition a bien un sens car il est facile de voir que si f est mesurable a valeurs dans
X, alors || f||x est mesurable a valeurs réelles. I’espace L?(0,T; X) est un espace de Banach
pour la norme définie ci-dessus. il est séparable si 1 < p < co. En fait, C([0,7]; X) est dense
dans LP(0,7; X) pour ces mémes valeurs de p.

L’espace L?(0,T; X) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

T
(1900 = [ (F1), 9(0))xdt
Notons enfin que L>(0,7; X) est le dual d’'un espace séparable.

Nous pouvons maintenant définir les espaces de Sobolev a valcurs dans X . Pour k& € IN,
p € [1,00], on pose:

Whe(0,T; X) = {v e L¥(0,T: X);v' € LP(0,T: X). Vi <k} ,

les dérivées étant prises au sens des distributions. On muni W*?(0,T; X) de la norme

k 1/p
I (z ||v1||‘fzp<0,T;X>) pour p < o0
=0
k .
||/U||T/V’v"°°(0,T;X) = ZHUZHL”(O,T;X); pour p:+OO
=0

qui est un espace de Banach. L’espace W*2(0,T; X) que nous noterons H*(0,7"; X) est un
espace de Hilbert pour le produit scalaire

k T ) )
(e o)mor = X [ (w0.0'0) -

f*g estle produit de convolution.
n

2
Au = a—g = Laplacien de u
i O
ou Ou ou
= (—, = e = grad u.
Vu <a$1’ 3@’ GxN) grac u
HE (Q) ={ue H(Q) : ulr, =0}, ot H*(Q) est U'espace de Sobolev classique.

Ck() (k cst un cnticr positif) cst 'espace des fonctions u qui sont & fois dérivables ct dont
la dérivée d’ordre k est continue sur . On note que: ||.|]2 = ||.|

L2(Q)-

Theoréme 2 Soit 1 < p < n, alors
WY (IR™) C L7 (R™)

ot p* est donné par L =

- % (quand p = n, p* = o) et il existe une constante C' = C(p,n)
telle que

1_
P

lull e < ClIVullpanva € WH(IR™).
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Corollaire 3 Soit 1 < p < n, alors
WHP(IR") C LYIR") Vg € [p.p’]
avec mjection continue.

Pour le cas p =n, on a

W™ (IR™) ¢ LYIR™) Vq € [n, +o0]
Theoréeme 4 Soit p > n, alors
WHP(IR™) C L®(IR")
avec ingection continue. De plus pour tout v € WHP(IR") on a
u(z) —u(y)| < Clz —y|*|Vulre pp. z,y € R"

avec « =1 —n/p et C est une constante qui dépend seulement de p et n.

Corollaire 5 Soient m > 1 un entier et 1 < p < o0o. On a

sz’% — >0, alors W™P(IR") C LY(IR") ou % =1_ m,
sz% — ™ =0, alors W™P(IR") C LI(IR"),Vq € [p, +o0l.
sii — ™ <0, alors W™P(IR™) C L>(IR™)

avec injection continue.

On suppose dans la suite que € est un ouvert de IR" de classe C! avec I' = 09 borné ou
bien 2 = IR".

Corollaire 6 Soit 1 <p <o0. on a

sil<p<mn, alors W"(Q) C LP (Q) ou ;71* =
sip=mn, alors W"(Q) C LI(),Vq € [p, +o0l.
sip>n, alors WH(Q) C L®(Q)

avec injection continue.
De plus, si p > n, on a pour tout u € WHP(Q)

u(z) = u(y)| < Clo —y|*[lullwire) p. p- 2,y €Q
avec o = 1 — % > 0 et C' est une constante qui dépend seulement de p, n et 2. En particulier

Wt (Q) c C(Q).
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Corollaire 7 Soit Q un domaine borné de IR" de classe C' avec T = 0Q et 1 < p < oo.
On a

sip <mn, alors W'(Q) C LY(Q)Vg € [L,p*| ot 5 = 1 — .
sip=mn, alors W'?(Q) C L(Q),Vq € [p, +ocl.
sip>mn, alors W'?(Q) C C(Q)

avec injection compact.
Remarque 8 FEn particulier, on a
Whr(Q) c LI(Q)
avec injection compact pour 1 < p < 0o et pour p < q < p*.
Definition 9 Soit 1 < p < o0, on définit
WyP(Q) = C5°(Q) dans Wy ().

Wol’p(Q) muni de la norme induite de WP(Q) est un espace de Banach separable et reflexif
st p > 1.

Remarque 10 On constate que Wy P (IR™) = WYP(IR™) grice d la densité de C°(IR™) dans
WP (IR™).

Lemme 11 (Sobolev-Poincaré inequality) Soit g un nombre réel avec2 < q < +oo (n =
1,2) ou2 < g < 2n/(n—2) (n > 3), alors il existe une constante C, qui dépend de q et
C, = C(9,q) telle que

lullg < CllVulla  for  u € Hyg().

2.1.1 Convergence faible et convergence faible étoile

Proposition 12
Soit X un espace de Banach reflexif, soit (x,)nen+ une suite bornée dans X, alors il est
possible d’extraire de (x,)pen+ une sous-suite (T, )gen+ qui converge faiblement dans X ie:

Vie X (f,on)xxx — (f,2)xxx quand k — +oco

Proposition 13
Soit X un espace de Banach réflérif. Soit (x,)nen+= une suite d’éléments de X, on
suppose:

i) ||zn| < ¢, Vn € IN*; ¢ étant une constante positive.

ii) L’ensemble des points d’accumulation de (z,)new+ pour la topologie faible est réduite

a {x}.
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Alors la suite (x,,)nen+ converge faiblement vers x dans X .

Proposition 14

Soit X un espace normé séparable et soit X' son dual muni de la norme dual |.||«.
Considérons (x,)nen+ une suite bornée dans X'. Alors il est possible d’extraire de (T,)nemNn-
une sous-suite (T, ke telle que x,, — = quand k — +o00 dans X' muni de la topologie
faible étoile c’est-a-dire:

Vf € X’ (znkaf)X/xX B— (xaf)X/XX quand k — 400

Proposition 15
Soit X un espace de Banach (non nécessairement réflexif) séparable. Soit (xy,)pen+ une
suite bornée d’éléments de X'. On suppose que l’ensemble des points d’accumulation de

(Zn)nemw+ pour la topologie faible étoile est réduite a {z}. Alors: (x,)nemn+ converge vers
dans X’ faible étoile.

Theoreme 16 Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit T un opérateur linéaire et
continu de X dans Y. Alors T est continu de X muni de la topologie faible dans'Y muni de
la topologie faible. El réciproquement.

2.2 Probléemes d’évolution du second ordre

1- Position du probleme

1.1- Données spatiales

Soient V' et H deux cspaces de Hilbert réels vérifiant les mémes conditions que
dans C'

1.2- Famille de formes a(t; u,v)

Soit a(t; u,v) une famille de formes bilinéaires symétriques sur V', telles que

i) la fonction t — a(t;u,v) est Yu,v € V', une fois continiment différentiable
dans [0,T], T < +o0

i) a(t;v,v) + Av|? > allv||?,a > 0,Yv € V,A > 0.
1.3- Famille d’opérateurs A(t)

On définit la famille d’opérateurs A(t) de V' dans V’ par

i) la fonction ¢t —— a(t;u,v) cst Yu,v € V, unc fois contintiment différentiable
dans [0, T),T < 400

ii) a(t;v,v) + Av2 > aflv||?,a > 0,Yv € V, X > 0.
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1.4- Formulation du probléme

On se donne ug € V. u; € H et 'on considere le probleme

A(tyu(t) +u"(t) = f(1)
(2.1) u(0) = ug

u'(t) = wuy

Le probleme (1) peut étre formulé de la fagon suivante

Trouver wu werifiant
we C(0,T; V), € C([0,T); H)

Pour toutv € V,ona :

(Pr)
alt, u(t), v) + (1), 0) = (f(£),v) dans D'(J0, T])
w(0) =ug €V
u(t)=u € H

Le probleme (Pr) peut étre résolu par la méthode classique de Galerkin dont on
rappelle maintenant les points essentiels.

2- Méthodes d’approximation de Faedo-Galerkin

On peut la résumer en trois parties principales:

2.1-) Formulation du probléme approché

Soit (V},) une famille de sous espaces de V', de dimensions finies, denses dans V/,
On note d,,,: la dimension de V,,. Soit {wj,, } unc basc de V,,.
On définit la solution (u,,) du probléme approché (Pm) qui admet une unique
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solution par

( dﬂ'L
Trowver — uy,(t) = ng(t)wjm
j=1
verifiant ., € C([0,T); Vi, ul,, € C([0,T]; Vi), tm, € L*(0,Y; Vi)
telle que
(Pm) " Ry .
a(tv um(t)’ xjm) + <Um<t)7 wjm) - (f(t)v wjm)v 1< J < dﬂ%
dm,
U (0) = ud, = Epmw;
i—1
dm
i=1
olt &, et 9, sont telles que
dﬂl
Z@;mwj —ug dans V' losque m — 400
i=1

d‘ﬁ'L
mewi — ug; dans V' losque m — 400

i=1

Lemme 17 (Gronwall)
Soit T> 0, \ € LY0,T), X > 0 p.petcy,cy > 0, et soit o € L1(0,T), o > 0p.p

tel que \p € LY0,T) et

T
o(t) < e+ 02/ A(s)p(s)ds, presque tout ¢ € (0,T).
0
Alors, on a:
T
o(t) < cle:cp(cQ/ A(s)ds), presque tout t € (0,T).
0
2.2) Estimation a priori et convergence

En utilisant 'estimation

T
e (D1 + llug, (DI < C Ul |12 + Jup| +/0 [f(0)fPdo),0 <t <T,
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et d’aprés lemme de Gronwall, on montre que la solution wu,,(t) du probleme ap-
prochée (P,,) converge vers la solution w du probleme (P). L’unicité dans le
probleme (P) implique que u est bien la solution cherchée.

2.3) Remarque En posant H = V' xH, le probléme (1) s’écrit alors:

U'(t) + AU (t) = F(t) dans [0, T]
(£1)
U(0) = U,
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Chapitre 3

Quelques inégalités et extension

3.1 Inégalités de Différence:

3.1.1 Inégalités de Différence de Nakao:

On rappelle dans ce chapitre quelques inégalités connues et appliquées a ’estimation de la
vitesse de décroissance de I’énergie de certains problemes d’évolution.

Theoréme 18 Soit ®(t) une fonction positive sur [0, 00), telle que satisfying

(1.1) sup D) <o (1+) (D) — d(t+1)) + g(t)

s€t,t+1]

ol ¢y est une constante positive et g(t) est fonction positive. Alors, on a:

(i) Sia>0,r=1cet tlijglo(log t)”ég(t) =0, alors
®(t) < ci(log(t +1))77,
(i) Sia>0,0<r<1et lim tAE) g1y = 0, alors
B(1) < ext=0-

iii) Sia=0,r=1 et g(t) < const t=971 alors
(iii) : g

D(t) < cs(1+ 1) avec 0 = min(c;,0),

15
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. _ 1 . . ) _
(iv) Sia=0,0<r <1 etg(t) <const tv exp [—mtl }, ot ¢ (i =1,2,..) sonl

des constantes qui dépendent de ®(0).

Preuve:
preuve de (i) Soit () = ®(t) + v(log(1 +t)) "/« ol v est un nombre positif. Alors par
(1.1) on a

sup ¢(s)!te < 2lte { max _®(s)'T + v (log(1 + t))1(1+a/oz}
(12) s€[t,t+1] s€t,t+1]

< const. {(1 +t)((t) —P(t+ 1))+ ()}
ol

L) =(1+1) {V(log(t +2)) Y — u(log(t + 1))*1/6“} + g(t) + v (log(t + 1)) letD/e,

Montrons que I;(t) < 0 pour ¢ assez grand.

11 log(t +2)\ ~ 1 1
I(t) = v(log(t+1))"1 "= | (1 +t) log(t + 1 —= = —1 —(log(t + 1))*og(t «
{(6) = pllog(t+1) % | (14 1) log(t + >{(10g(t+1)) }+V<og<+ ) g<>+u]
Comme
(}oggt+?;>7i _1 = (log(tJlr2)(flog)(t+1) —Fl)ii 1
og(t+ og(t+1
< —(2a) Y(log(t + 2) —log(t + 1)) (log(t + 1))~*

pour ¢ large, on a
I(t) < vlog(t+1)) 7174 {=(20) 7!t + 1) log((t + 2)/t + 1)) + v~ (log(t + 1)) T2 g(t) + 7}

pour t large.
D’apres ’hypothese sur g(t) et puisque

. t+2

Alors, il existe Ty > 0 tel que pour t>T, on a

1) < wlloglt + 1)) 74 (- (40) 4 o)

On choisit v < (2a) "'/ et on déduit que
Li(t) <0
pour t>T4. Ainsi pour ¢t > T} et v assez petit

(1.3) sup (s)" < oL+ 1) (0(t) — (¢ + 1))

s€t,t+1]
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Posons 1(s)~* = w(s), on trouve:

wlt)~wit+1) = [ 1 —;éw(t) b (1= 0)b(t + 1))d0
(1) = —a [ 48000 + (1= QU+ D} B — w(i + 1)
< —acy H1+1).
Par conséquent, pour un entier n tel que n+ 7} <t <n+14+17, on a

wit—n)—w(t) < —acg X0 (tii)

’ n—1 1
—ozco_l/ dx
S oo t—w
< —ac logt —log(t+1—n))

IA

et donc
w(t) > il[%)fl] w(s) + acy logt — acy Hlog(Ty + 2)
se|0,
ce qui donne
1.5 () < () < ( inf ogt — acy  log(T) +2)) =
(15) (6) <o) < (_inf | wls)+ac; logt = acy og(Ti +2)

D’apres (1.1), on a pour ¢ < T}
(1.6) D (1) < max {g(t). (co®(0) + 9(0)"/ )}

Finalement, d’apres (1.5) and (1.6), on déduit (i) . Ceci complete la preuve.
Preuve of(ii). Posons
Y(t) = d(t) + vt /e,

Alors, de méme que (1.2), on a

sup (s)" < 27 {eo(1 4+ )" (0(1) — o(t + 1)) + L(1)}

s€t,t+1]

ol
14 ¢\ —(-7)/a
I(t) = vt=077/0 {00(1 +1) <<—;> — 1) + v 0 g (1) 4 =07,

En utilisant 'hypothese sur g(t) et 'inégalité

—(1-r)/a _
<t+I> —1< _ut—l
t 2a
pour t large, on a

IQ(t) S I/t—(l—r)/a—i-r—l {—Co<1+t_1)r<1—T)/2a+%ya}
< 0
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pour t large, ot on a choisit v assez petit. On déduit qu’il existe To > 0 tel que si T > 5

sup (s)! 1 < 24141 (010) = ¥t + 1)
s€(t,t+1

et en suivant le méme argument dans la preuve de (i), on obtient

1 /
mdl’(co = 21+a60)
1

< acgtl—r) H{Et—n+ DT -7

w(t —mn) —w(t)

A\
|
o
o“r
z.:\
7

pour un entier positif n, ceci complete la preuve de (7).
Preuve de (iii) et (iv). La démonstration de (iii) et (iv) est la méme. On donne seulement
la preuve de (iv). Par (1.1) on a

Co(]_ -+ t)T

d(t+1)< —— L —
( ) co(l+t)r+1

(L) + g(t)

et par suite,

n co(t+1—2)" n ] co(t+1—2)" .
Gt +1) < Tt —n) + 370 gt gt — )

I, + 1,
Fixons 'entier n tel que n <t <n + 1. Alors on a

IOg(Il) S — ;L:O m + SI[BPH 10g (D(S)
s€|0,

< dr + sup log ®(s)

n—1 1
_/0 C()(f +1— $>T +1 s€[0,1]

(on peut supposer sup ®(s) > 0)
s€[0,1]

1 , N
< (1+t)"" + (t+1—n)"" +log {ce®(0) + g(0)}/ ).

(co+1)(L—r) (o +1)(1 —=7)

On déduit que

I < csexp {—

@rni—ntTY }

Par le méme argument, on a

J 1
I, < Yyl —/ d t—3
2= a0 exp{ 0 co(t+1—a)"+1 x} gt =)

< wexp{ g (1 +0' 7}

Ceci complete la preuve.
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3.1.2 Extension des inégalités de M. Nakao:

On etend l'inégalité de Nakao dans le cas générale.

Lemme 19 Soient E : IR" — IR" une fonction décroissante et f : IR — IR' est une
fonction strictement croissante de classe C* telles que

f(0) =0 and f(t) — +o0 quand t — +o0.
Supposons qu’il existe Koy > 0 tel que

(3 e B((s) < Kol B = BU () +1).

Alors, on a les estimations suivantes
E(t) < Ce /),

Preuve
Si Ky < 1, 'inégalité est une conséquence directe de (3.1):
Si Ky > 1, on pose g(t) = E(f~1(t)), par conséquent I'inégalité (3.1) devient

(3:2) semax, g(s) < Kolg(f (1) — g((£() + 1))
cela implique
(33) G((F16) + 1) < =02 g(£(2)

comme f(t) > 0; il existe n € IN, tel que n < f(t) <n+ 1; d’ou, de (3.3), on a

sy < (B2 s -n
< (5) swo-w
< () a0 -

—f(®)
= ]\[(Kf(E 1) ‘

Comme E(t) = g(f(t)), on obtient de I'inégalité ci dessus

K, —f(t)
E(t) < = ¢7wI®
() < (K0—1> ¢

Il est clair que la précédente inégalité implique I'ingalité de Nakao pour f(t) = ¢.
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3.2 Nouvelles inégalités intégrales

Lemme 20 ([37]) Soit E : IRy — IR, une fonction continue décroissante. Supposons qu’il
existe deur constantes 0 > 0 et w > 0 tels que E satisfait la relation

+o00 1
/ E™(8)dt < ~E°(0)E(S), 0< S < +oo.

JS w
Alors N
Et) < E(0) (11:@;) T w0, si 0>0
E(t) < FE(0)e!'~+ Vi >0, si o=0,

Lemme 21 ([44]) Soit E : IR, — IR une fonction continue décroissante et ¢ : IRy — IRy
une fonction strictement croissante de classe C telle que

p(0)=0 et ¢(t)— +oo quand t— +o0.

Supposons qu’il existe deux constantes o > 0 et w > 0 tels que

(3.4) / T pte e di < iE"(O)E(S). 0< 5 < +oc,
Alors )
1+o v _

(3.6) E(t) < cE0)eOvt >0, s o=0.

On présente maintenant une généralisation des deux Lemmes 20 et 21 au cas non dissipatif
(voir [23]). Ceci améliore dans certains cas et généralise au cas non dissipatif tous les cas
considérés.

On présente dans ce chapitre des inégalités intégrales nouvelles introdute par Guesmia
(voir [23]) permettant d’obtenir une estimation sur le comportement a l'infini d’une fonction
positive non nécessairement décroissante. Avant d’énonces le premier résultat principal de ce
chapitre, on introduit une fonction b : IR"™ — IR" dont l'intérét est d’obtenir de meilleures
estimations de stabilité en minimisant, par rapport a h(t).

Soient r un réel positif, o un réel strictement positif, w : IR" — IR et A\: IRT — IR" deux
fonctions continucs. On note: A(¢) = [f \(7)dr ct on trouve que

+co T
(3.7) /0 eTHDAO It — fo0

Pour tout s € IR fixé, on définit la fonction I, : IRT — IR par:

L) = (o(s)™ [

S

e(r+1)i(7)d7 o e(r+1)i(s) ((aw(O))r 4y /-s<w<7_))r+1d7_).
0
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On a: I, € CHIRT), I'(t) = (w(s)) e TDMD > 0,

s

L(0) = (w(@)) [ e D0 — O (aw(0)) 4 v

s Q

(w(T))T—HdT) <0

et, d’apres (3.7), limy .y oo ls(1) = +00. Donc I, admet une seule racine dans IR** notée g(s)
d’oll on définit g : IRT — IR™* par:

(3.8) I(g(s)) =0,Vs > 0.

D’une part, comme w est continue, il en est de méme pour la fonction g. D’autre part, on a:
I(s) = —e" X ((aw(0))" + 7 / (w(r)*dr) <0,
0

d’ont g(s) > s, et par conséquent lim, . .g(s) = +oo. Donc g est surjective de IR" sur
19(0), +ocl.
Soit maintenant ¢ €]g(0), +oo[ fixé. On définit la fonction J; : [0,¢] — IR™ par:

t - s

(/ e’\(T)dT)efo windr i g = 0,

Ji(s) = 5 s 1

(e(?"Jrl)A(T)dq-) ((aw(()))’" +7r / (w(T))T+1dT) "osior>0.
Jo

La fonction J; est positive et dérivable sur [0,¢], et on a:

[S(f)efosw(T)dT sio r=0,
Jt/< ) = s 1 -1 .
Is(t)((aw(O))T + 7“/ (w(r))+ dT) sior>0.
0

Comme J/(s) est de méme signe que I4(t), alors J; > 0 a droite de 0 (car t > ¢g(0)) et J; <0
a gauche de ¢ (car g(s) > s). Donc J; atteint son maximum sur [0, {] au moins en un point
s €0, t[ vérifiant I, (t) = 0 d’ou 5o € g 1 ({t}).
On définit maintenant la fonction h : IR" — IR" par:

0 si t€[0,9(0)],
(3.9) h(t) =
mazg ' ({t}) si t€]g(0), +oo.

On a, pour tout t > g(0) : h(t) € g7 ({t}) et I (¢) = 0. Pour minimiser les termes & droite

1
de (3.20) et (3.21) ci-aprés par rapport a h(t), il suffit de maximiser J; (avec o = m)
Donc les termes a droite de (3.20) et (3.21) atteignent leur minimum en A(t) pour tout

t > ¢(0).
Si w est une constante, alors g est strictement croissante (il suffit de dériver I'égalité
(3.8)), et dans ce cas-la,

0 si e 0,D7H()),

h(t) =
g ') =K HD®) si te]D L), +oo.
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ol K et D sont les deux fonctions définies sur IR* par:

r

Y t .
K(t) = D(t) + e A0 (g 4 OL)j D(t) = / S DA g
w 0

On présente maintenant unc généralisation du a Guesmia du lemme 20 dans plusicurs dirce-
tions en montrant le premier lemme principal suivant:
Lemme 22 Soient E : IR" — IR" une fonction dérivable, a : IR" — IR et

A IRT — IR deux fonctions continues. Supposons qu’il existe r > 0 tels que

(3.10) { [T E 0 < al9)BGs), W20,
E'(t) < ADE(), Vi > 0.

Alors E vérifie, pour tout t > 0, les estimalions suivantes:

h(t)
N - w
(3.11) B(t) < 7w(h(t))e/\(t)_/\(h(t))e /0 ( sir =0,

(3.12)  E(1) < w(h(t))erD AR ((f;g;) +r /Oh(t)(w(T))T+1 d’]’) i >0,

et w=

¢ 1
ot \(t) = / A7) dr, h est définie par (3.9) avec o = -
0 a

£(0)

Remarque En utilisant un changement de variables, les estimation (3.11) et (3.12) peuvent
étre généralisées au cas suivant:

+20
(3.13) / ¢ (EH(t) dt < ay(s)E(s), Vs >0,
L'(t) < Mi(t)E(t), Vi > 0.
ot a; : Rt — IR™ et \; : IRT — IRT sont deux fonctions continues et ¢ vérifie les

mémes hypotheses que dans le Lemme 1.1. En effet, on pose By = Eo¢ l',a=a;0¢ ! et

\ -1
\ = q;:j:_l. D’apres (3.13), on a:

{ /%O E7Y ) dt < a(s)Ey(s), Vs >0,
FL (1) < MOEL(1), Vi > 0.

Preuve du Lemme 22 Si F(s) =0 ou si a(s) = 0 pour un s > 0, la premiére inégalité de
(3.10) implique que E(t) = 0 pour tout ¢ > s, et dans ce cas-la, il n’y a rien a démontrer.
Dong, on peut supposer que E(t) > 0 et a(t) > 0 pour tout ¢ > 0 sans perte de généralité.

On pose:
1 toc
w=- and L(s) = / ENt)dt, Vs> 0.
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On a

(3.14) ¥(s) < L

w(s)

La fonction v est positive décroissante de classe C*! sur IR, vérifiant, d’apres (3.20)

E(s), Vs=>0.

V(s) = —E"(s) = —(w(s)v ()", Vs >0,

alors, par intégration,

(3.15) W(s) < w<0)e/o A7) fg)) e 0,
E(0)\ Ale) NEI
(3.16) P(s) < ((w(())) + r/o (w(r)) d7> sir > 0.

Maintenant, pour tout s > 0, on pose:

- t -
(3.17) fs(t) = e_(Hl)’\(t)/ e DA dr vt > s,

S

La fonction f, est de classe C! sur [s, +0o[ et strictement positive sur |s, +oo[ vérifiant:
fs(s) =0 et fi(t)+(r+A(E) =1, Vt>s=>0,

Donc, d’apres la deuxiéme inégalité de (3.10),

(3.18) E™Nt) > 0,(f,(HE™HL)), Vt>s>0.

Donc, d’apres (3.18),

9(s) 1 1
(3.19) vis) = [ BT ) dt > filg(s)E (gls),Vs > 0
1 g est définie par (3.8) !
ol g est définie par (3.8) avec v = ———.
9 p V E(0)
1
Soient maintenant ¢ > ¢g(0) et s = h(t) ot h est définit par (3.9) avec o = E0) On a

donc g(s) =t et on déduit alors de (3.11) que, pour tout ¢ > g(0),

< i ~
I/J(h(t)) > fiz(t)ET+1(t) = (6(T+1)’\(t)/ e(rtDA(T) d,7_> Er+l(t).

On conclut donc de (3.15) et (3.16) que, pour tout t > g(0)

h()
E0) : . -1 —/ w(T)dr
(3.20) Bt < O </ fMdT) R P
h(t
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N t - Tt E r h(t) *7~<7~1+T)
E(t) < eV (/h(t) e(r+DA(T) d7'> ((w(((())))> + 7*/0 (w(T))" d’]’) sir>0.
(3.21)

En utilisant le fait que I,y = I(g(s)) = 0, i.e.

t S DA g — ((h(s))) D g DAGB) E(O)>T . h(t)wT il 7)
[l e = (5 ((58) +r [

on conclut (3.11) et (3.12) pour ¢ > g(0).
Sit € [0,9(0)], la deuxiéme inégalité de (3.10) implique

E(t) < E(0)e*®

et comme h(t) = 0 sur [0, g(0)], E(0)e*® coincide avec les termes & droite de (3.11) et (3.12).
Ceci acheve la preuve du Lemme 22.

Lemme 23 Sous les hypothéses du Lemme 22, E vérifie, pour tout t > 1, les estimations

sutvantes: o

(3.22) E(t) < EO) M0 (/t M) d7>_1 e_/o wir)dr sir =0,

(3.23) ((f((g))) +r /O ) d7> e siT >0,

Preuve. On choisit dans (3.19):
g(s)=s+1,Vse IR,
au lieu de la racine de I, on obtient (3.20) et (3.21) avec h(t) =t — 1 pour ¢t > 1. D’od

(3.22) et (3.23). .
Remarque Comme A(f) est croissante, alors

/t DN g1 > (DAL,

Jt—1

Dong, on déduit de (3.22) et (3.23) qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout ¢ > 1, on a
t—1

(3.24) E(t) < cex(t)_x(t_l)e/o (") sir=

o t—1 =y
(3.25) E(t) < ce?=A01 (1 —|—/ (w(r))*t dT) sir >0,
0
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Lemme 24 Sous les hypothéses du Lemme 22, FE vérifie, pour tous € €]0,1[ et t > 1, les
estimations suivantes:

et
E(0) j g -1 [ w(r)d
(3.26) E(t) < 0) 5w ( / ) dT) e /0 (r) dr sir =0,

t

(3.27) ((fé(?))) +r /0 " () d7>” sir >0,

Preuve. On choisit dans (3.19):

1
g(s) = =s,Vs € RT,
€

au lieu de la racine de I, on obtient (3.20) et (3.21) avec h(t) = et pour ¢t > 0. D’ou (3.26)
et (3.27).

Remarque Comme A(t) est croissante, alors

t . .
/ XD g1 > (1 — ) HDAC),
et

Donc, on déduit de (3.26) et (3.27) qu'il existe ¢ > 0 tel que, pour tous € €]0,1] et £ > 1, on
a

et
s — | w(T)dr
(3.28) E(t) < (lc)tex(t)x(et)e /0 (1) Sr—o.
— €

S(8)—3 ct —m
(3.29) E(t) < ((l_i)t)meW“(“) (1 + /0 (w(r))r d7> sir>o,

Comme des cas particuliers, on déduit du Lemme (3.8) les estimation suivantes:

Lemme 25 Sous les hypothéses du Lemme 22 et si A € IR" et

cos

a(s) =ce” avec ¢ >0 et ¢y €1R,

alors il existe une constante ¢ > 0 telle que E vérifie, pour tout t > 1, les estimations

sutvantes: )

E(t)<ce @' si r=c,=0

€2 _eot

E(t) < ce a12° si =0 et ca#0

E(t) < 4T sior>0 el c2 =10
6(T+1)62(t_1) -1 1

r+1

E(t)§c< > si. >0 el co#

Co
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Preuve. Il suffit de remarquer que A(t) = M et w(s) = 6—116023, et d’appliquer (3.24) et (3.25).
Remarque. Quand ¢y, < 0, les estimation du Lemme 25 n’impliquent pas que E converge
vers zéro.

Lemme 26 Sous les hypothéses du Lemme 22 et X € IR et
a(s) =c1(s+1)72 avec ¢; > 0 et s € IR,

alors il existe une constante ¢ > 0 telle que E vérifie, pour tout t > 1, les estimations
sutvantes: »
E(t) <cter sir=0etcy=—1,

—1 co+1
E(t) < ces@in™™ " sir =0 et cy £ —1,

—~1 —
BE(t) < c(ln(t)7™D sir>0etcy=——o,
(t) < c(ln(t)) sir et ¢y 1
tcg(r—i—l)—i—l N -1
r(r+1) .
_ >0 et
cg(r+1)+1> T 6627&7’

B(t) <

+1’

Preuve. Il suffit de remarquer que A(¢) = M et w(s) = ?11(5 + 1), et d’appliquer (3.24) et
(3.25).

Remarque. Quand ¢y <
converge vers zero.

Dans le lemme suivant, on consideére des hypotheses plus générales que (3.10) en incluant
le cas d’une perturbation du second membre.

—1

1 les estimation du Lemme 26 n’impliquent pas que E

Lemme 27 Soient E : IR — IR" wune fonction dérivable, as € IR", a1,a, : IRT — IR et

N IR" — IR trois fonctions continues. Supposons qu’il existe r,p > 0 tels que

az(r+1) stt;g){/\(t)} <1

et, pour tout 0 < s <T < 400,

S

E'(t) < MO E(t), Vvt >0

T
(3.30) { / ETN) dt < ai(s)E(s) + az(8)EPTN(s) + as ETTY(T), Vs >0,
Alors E vérifie (3.20) and (3.20) ot \(t) = [E\(7)dT, w = 1
Remarque

1. Comme dans le lemme (3.8) et le lemme (3.9), on peut montrer, sous les hypothéses
du lemme (2.6), que E vérifie (3.22)-(3.25) et (3.26)-(3.29) od w = 1 et a est défini par
(3.32).

2. Sir =0, A cst unc constantc ct Aaz > 1, alors E(t) = e satisfait (2.24). Ceci implique
qu'une fonction vérifiant (2.24) ne converge pas forcément vers zéro.
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Preuve du Lemme 25 1l suffit de montrer que F vérifie la premiére inégalité de (3.10)
pour appliquer le Lemme 22.
On a:

azE"H(T) = a / EY () + asET(s)

S

<az(r+1) /T A E ) dt + azs B (s)

S

< aslr+ D sup{AD)} [ U BT dt+ asET(s).

t>0

Dong, d’apres la premiere inégalité de (3.30), on obtient:
.Jroo
(3.31) / B (1) dt < b(s)E(s), ¥s >0

ol
a1(s) + ax(s)EP(s) + az(s)E"(s)
b(s) =

1 —as(r + 1) supy{A(?)}
On considére la fonction fy (définie par (3.9) pour s = 0) et on intégre sur [0, s|] I'inégalité

E™H () > 0(fo() (L), V>0,

Vs >0

on obtient, d’apres (3.31):
b(0)E(0) > / CEE)dt > fo(s)ETY(s) Vs >0
0

d’o1 (on exclut s = 0 car fy(0) = 0)

E(s) < (W)H Vs > 0.

D’autre part, la deuxiéme inégalité de (3.30) implique que

E(s) < E(0)e*®), Vs> 0.

E(s) < min {E(O)GS‘(S), <b(0>E<0)>,+1} =d(s), Vs=>0.

Donc

Jo(s)
La fonction d est continue et strictement positive, et on a:
p r
o) = GO @A)+ m) A
L= ay(r + 1) supao{AD)}
D’ot, on conclut de (3.31) la premiere inégalité de (3.10) avec
) ) ) aa(s)ls) () + as(5)(dls) ()
1 —as(r + 1) sup{A(1)}

Ceci acheve la preuve du Lemme 25
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Lemme 28 Soient E : IR, — IR, une fonction dérivable, ai,as € IRT* et as,r,p, A € IRy,
Supposons que

T
(3.33) { / E™(t)dt < a1E(s) + axB"(s) + a3 E"THT), Y0 <s<T,
E'(t) < A®)E(t), v >0

Si agA(r+1) < 1, alors il existe deuz constantes strictement positives w et ¢ telles que, pour
tout t > 0,

(3.34) E(t) <ce " sir=0,
(3.35) Bt)<c(l4+t) " sir=0etA=0
(3.36) Et) <c(l+1)770 sir=0 et A > 0.

Preuve du Lemme 28 Si A = 0. Donc, d’apres le Lemme 24, (3.17) et (3.18) implique
(3.34) et (3.35) respectivement.
Supposons que A > 0. D’apres la preuve du Lemme 2.6, F vérifie la premiere inégalité

1
de (2.4) ou a est défini par (2.26). Donc, on déduit (2.16) et (2.17) avec w(s) = —. Or,

a(s)
1
sous lae hypotheéses du Lemme 2.7, la fonction a est bornée. Donc w(s) > ———————
supizofa(t)}
supesof{a(t)} = 0, alors a; = ay = a3 = 0, et par conséquent £ = 0) d’ou (2.16) et (2.17)

impliquent, pour tout ¢ > 1, (2.28) et (2.30) respectivement.
Pour ¢ € [0,1], on a:

(si

E(t) < B(0)eM < B(0)e.
Donc F vérifie (2.28)-(2.30) aussi pour ¢ € [0, 1].

Lemme 29 Soient E : IRy — IRy une fonction dérivable, X € IRT et ¢ : IRT — IR™ une
fonction convexe el strictement croissante vérifiant:

(3.37) ©(0) =0
Supposons que
—+00
(3.3 { / S(E(t))dt < E(s), Vs> 0,
E'(t) < AE(1), vt >0
Alors E vérifie lestimation suivante:
(3.39) E(t) < g~ (XM (6 (h(t) + ¢(£(0))))
ot —
(3.40) b(t) = /t St o



3.2. NOUVELLES INEGALITES INTEGRALES 29

o(t) si A=0,

(3.41) 9lt) = /t@f)ds, si A>0 V> 0.
(3.42) h(t) = K Y(D(t), Vt> Ty,

K — D) + v (t+ 0 (E(0))) >
(3.43) o (e (e eEon))

D(t) :/0 e ds, vt > 0.

, ()

(3.44) Ty =D (SO(E(O»).
Remarque.

1. SiA=0ct p(t) = dt""" pour d > 0 ct r > 0, alors I'cstimation (2.33) coincide avee
(1.5), (1.8) et (1.11), et elle coincide avec (1.3) et (1.4) si de plus ¢(s) = s.

2. Si A =0 ( imlique que E est décroissante), alors on a

E(t) < v~ (h(t) + ¢ (E(0))), ¥t = 0,

E(0
ds, Vt>0,h(t)=0 pour 0<t< (0) , et

o v(t) = | (B(0)]

o(s)
Pt + ¢ (E(0)))
(Lt 4+ (E(0))))

W) =t + Wt > 0.

Preuve du Lemme 2.8. Si E(s) = 0 pour un s > 0, la premiére inégalité de (2.32)
implique que E(t) = 0 pour tout t > s, et dans ce cas-1a, il n’y a rien & démontrer. Donc,
on peut supposer que E(t) > 0 pour tout t > 0 sans perte de généralité.

On pose:

(3.45) L(s) = / T o(B@)dt, s > 0.
D’apres (2.32), on a:
(3.46) L(s) < E(s), Vs>0.

La fonction L est strictement positive décroissante de classe C! sur IR" vérifiant, d’apres
(2.39) et (2.40):
—L'(s) = p(E(s)) > ¢(L(s)), Vs >0.

La fonction 1) définie par (2.34) est strictement décroissante, donc,

r_ —L(s) .
(¥(L(s))) = 205 >1, Vsv0.
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Dong, par intégration sur [0,¢] et en utilisant (2.40) pour s = 0,

(3.47) Y(L(t)) = t +p(E(0), Vt=0.

Comme ¢ est convexe et ¢(0) = 0, alors

(3.48) p(s) <p(l)s, Vsel0,1) et p(s) 2 p(l)s, Vs =1,

et par conséquent lim;_q(t) = +oo et [(E(0)), +oo[C Image(+). On déduit donc de
(2.41) que:

(3.49) L(t) <~ (t+ w(E(0)), vt =0.

Maintenant, pour tout s > 0, on pose:

t
(3.50) Is(t) = s_’\t/ Adr, Yt > s.

S

La fonction f, est strictement croissante sur [s,+oo| et strictement positive sur |s, +oo]
vérifiant:

(3.51) fs(s)=0cet fI() + Nfs(t) =1, Vt>s>0.

D’apres (2.42), la fonction g définie par (2.35) est bien définie, positive et strictement crois-
sante vérifiant:
g(t) < p(t) et Atg'(t) = Ap(t), vt =0,

donc, d’aprés (2.45) et la deuxiéme inégalité de (2.32),

< (1= M) () + M(Dp(E(r)) = o(E(r), ¥r>s>0.

En intégrant cette intégalité sur [s, t|, onobtient :
t
(3.52) L(s) 2/ o(E(1))dr > f(0g(E(t), Vi>s>0.

D’apres (2.42), limy—+00g(s) = +oo. Comme g(0) = 0 ct g cst strictement croissante, on
déduit alors de (2.43) et (2.46) que:

(3.53) El)y<g! ( inf (o ME(OD)) . V>0

sef0,¢] fs(t)

On fixe maintenant ¢t > Ty ot Ty est défini par (2.38) et on pose:

v (s + 0 (E(0)))
L@

(3.54) J(s) = Vs € [0,1].
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La fonction J est dérivable et on a, pour tout s € [0, ¢[:

J(s) = £20[e 0 (s + 0(B(0)) — L) (v (s + w(£(0)))].

On vérifie facilement, d’apres (2.44), que:

J(s)=0<= K(s)=D(t) et J'(s) <0< K(s) < D(t)

oi K et D sont définies par (2.37). On a: K(0) = LPZEE(?(?)) et D(0) = 0. De plus, comme ¢!

est strictement décroissante et d(s) = 265 > 0 est décroissante (puisque ¢ est convexe),
alors K et D sont strictement croissantes. Donc, si ¢ > Ty,

inf J(s) = J(K 1(D(t)) = J(h(t).

s€0,¢[

Comme h vérifie J'(h(t)) = 0, alors on conclut de (3.53) I'estimation (3.39).
Remarque. Sous les hypothése du Lemme 29, on a toujours

(3.55) Limi—sooE(t) = 0
En effet, il suffit de choisir s = 3¢ dans (3.54) et noter que g(0) = 0, lim;_o() = +00 et
lz’mtﬁﬂof%t(t) > 0 d’ou, d’apres (2.47), le résultat (3.55).

3.2.1 Inégalité de M. Nakao implique I’inégalité de A.Haraux

Comparons l'inégalité de Nakao et l'inégalité de Haraux pour un cas simple (le cas de
décroissance exponenticlle).
Supposons que qu’on a l'inégalité de Nakao:

(3.56) max F(s) < Ko(E(t) — E(t+1))

s€t,t+1]

oll E est une fonction positive borné dans IR": on a

(3.57) E(t) < C’e_ln(Tlﬂ(iL')t

L’inégalité de Haraux est comme suit: Soit F : IRT — IRT une fonction décroissante telle
que

3.58 vs >0, [ Buyd < 1B
(3.58) >0, [ Byd < —B(S)
alors

(3.59) E(t) < E(0)el—#)

Soit S > 0; le terme & gauche de (3.58) peut etre ecrit sous la forme

(3.60) /m Bydi= tim [ B

S n—+ Jg
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Aussi par (3.56), on a

S+n S+1 S+2 S+n
/ E()dl = / E@ﬁ+/ E()dt+ ...+ E() dt
S+1

S SS—H o412 S+n—1 Sin
< / max FE(t)dt + max FE(t)dt+...+ max  E(t)dt
S [S,S+1] S+1 [S+1,5+2] S+n—1 [S+n—1,5+n]
< Ko(E(S)—ElS+1)+...Ko(E(S+n—1)—E(S+n))
= Ko(E(S)—E(S+n))

(3.61)
Comme la fonction E vérifie (3.56), alors on a lim FE(z) = 0: par conséquent de 3.60) et

T—+00
3.61), on a

gwE@ﬁgﬁﬂw)

c’est a dire I'inégalité de Nakao implique l'inégalité d’Haraux



Chapitre 4

Existence globale et décroissance de
I’énergie des solutions pour I’équation
des ondes non dissipative avec un
terme de source

On considere dans ce chapitre I’équation des ondes non dissipative avec des conditions au
bord du type de Dirichlet et un terme de source nonlinéaire de la forme

" — Au+ h(Vyu) + g(u') + f(u) =0, dans 2 x [0, +00)
(P) u(z,t) =0, z€0t>0

u(z,0) = up(x), u(x,0) =wui(z), =z dans,

ou 2 est un domaine borné non vide de IR" (n € IN*) de frontiere réguliére I' = 01,
g : IR — IR est une fonction continue croissante telle que g(0) = 0 et h : IR" — IR sont des
fonctions de classe C*.

Lorsque h = 0, L’interaction entre un terme dissipatif et un terme de source a été étudiée
par Levine dans le cas ou g est linéaire, en utilisant la méthode de concavité pour montrer
I’expolosion de la solution.

Cependant, 'interaction entre un terme dissipatif non linéaire et un terme non linéaire
de source provoque des difficultés considérables.

Lorsque g(x) = dx (6 > 0), Tkehata et Suzuki [33] ont pu démontrer pour des données ini-
tiales suffisamment petites, que la trajectoire (u(t), u'(t)) tend vers (0, 0) dans H3 () x L*()
quand t — +o0.

Pour g(x) = 8|z|" 'z (r > 1) et f(y) = —Bly[’~'y (8 >0, p > 1), Georgiev et Todorova

33



34 Equation des ondes non dissipative

[19] ont prouvé que si le terme dissipatif domine celui de source, alors on a I’existence globale
de la solution pour tout données initiales dans l’'espace d’energie.

Récemment, Tkehata [32] a pu démontrer I'existence globale de la solution, en négligeant
la relation entre p et m et cela en utilisant la méthode introduite par Sattinger [60], basée
sur les ensembles stables. Benaissa et Rahmani [4] ont etendu ce resultat au cas ot g a une
forme général non nécessairement polynomiale au voisinage de zéro.

La stabilisation de (P) a été étudiée (lorsque h = 0 et f = 0) par plusieurs auteurs (voir
Komornik [37], Nakao [57]). Dans tous ces travaux, (P) est dissipatif, I'énergie associée au
solution definie par

E(t) = [ (W] + |Vul?) do

satisfait
E'(t) = —2/ u'g(u')dx <0,
Q

et les estimations de la vitesse de décroissance suivantes ont été obtenues:

(4.1) {E(t) < cE(0)e ™t sir=1,

E(t) < cBO)1+t) 00 sir>l,

pour ¢,w > 0. La preuve est basée sur la méthode des multiplicateurs qui consiste a multiplier
r—1
(P) par ul~ =z ) et aprés un nombre d’intégration par parties, on obtient

(4.2) / T ESY At < eB(S), ¥S e R
S

Le lemme de Komornik ([37]) donne les estimations (4.1). En effet, la décroissance de
'énergie est essentielle dans la preuve de la stabilité asymptotique dans (4.2).

Quand h = V,®(z).V,uavec ®(z) € WL g(x) =dzet f(y) = plylP 1y (p>0,p>1),
Messaoudi [46] a prouvé que (P) admet une solution globale unique et que 1’énergie de la so-
lution décroit exponentiellement. Si f(y) est un terme de source de la forme —pu|y|P 'y (u >
0,p > 1), Benaissa et Messaoudi ([5]) ont montré I’explosion des solutions dans un temps
fini pour toute énergie initiale £(0) négative.

Quand h est nonlinéaire satisfaisant |h(z)| < Blz| pour x € IR", g = 0 et f(y) =
plyP~ty (n > 0,p > 1), Erden et Kalantarov [17] ont montré I’explosion des solutions dans
un temps fini pour toute énergie initiale F(0) négative. Quand h # 0, le systéme (P) n’est
pas dissipative puisque

E'(t) = —/Qu’g(u') dr — Q/Qu'h(Vu) dx.

Dans ce chapitre, on étend les résultats obtenus par Komornik [37] et Guesmia [22] au cas
ou h est nonlinéaire et linéaire et le terme dissipatif est de forme polynomiale ou de forme
généralc en présence d’'un terme de source. L’idé principale est la contruction d’un ensemble
stable dans H}(Q) avec combination de la méthode des multiplicateurs.



4.1. PRELIMINAIRES ET RESULTATS PRINCIPAUX 35

4.1 Préliminaires et résultats principaux
On considere le probleme (P) lorsque h(Vu) = —VOVu

uy — Au— VO Vu+ f(u)+g(w) =0, 2€Q, t>0,
(4.3) u(z,t) =0,z € 0Q,1 > 0,
U(I,O) - UQ($),Ut<$,O) - u1<$),1' € Qv

olt ® est une fonction dans W1>°(£2), C IR" est un ouvert borné de frontiere 9 réguliere
et f,g: IR — IR sont des fonctions continues vérifiant f(0) = g(0) =0 et

(H1)  [|f(uw) — f(v)]|s < a(u,v)||V(u — v)|2, o a(u,v) est une fonction qui dépend des
normes de u; v dans H3(9);

(H2) g est une fonction croissante telle que

(4.4) ciflst = so|" 4 |s1 — 52"} < |g(s1) — g(s2)| < co{ls1 — s2| + |s1 — 52"}
pour certaines constantes c¢y,co > 0,1 <7 < p avec
(4.5) (n—2)p<n+2.

Theoréme 30 Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont salisfaites. Alors pour
toute donné initiale (ug,u1) € HY(Q) x L*() le probléme (4.3) admet une solution unique
u vérifiant (4.16) pour T assez petit.

On étudie maintenant I'existence globale du probleme (4.3). En plus des hypotheses du
Théoreme 30, nous supposons qu’il existe des constantes ky, ks, ¢1,co,, 3 > 0 and r,p > 0
telles que (n — 2)p < n + 2, that

1
o

cymin{|s|, [s|"} < |g(s)| < camax{|s|",|s|’}, Vs € IR;

(4.6) Ih(Q)] < BIC|, V¢ € R™;
)] < kafulett et | £(w)] < kolul®
On définit
P(z P(z)
Wa = {u € HYQ), e Voul2 — kyle=2ul|2 2 > 0} U {0}
®(x) .
Ey(t) = |le” 2 |3 + Jo(u(t))

Jo(u) = ||eﬂ2£)vmu||§ + Q/Qeq’(”)/o f(n)dndx pour u € H(Q)

()

Kg(u) = |le 2 Vaul3 +/ e®@ f(u)yudr  pour u e HY Q).
Q
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Theoréeme 31 Supposons que a <
{ug,u1} € HYHQ) x L*(Q) vérifiant

2(a < oo if n <2). Pour toute donnée initiale

(4.7) max{c4c§E¢(O)%,c4||Vmuo||‘2l} <1
Alors, le probleme (4.3) admet une solution globale unique faible u = u(t, x) vérifiant
u € C([0, 00); HE) 1 ([0, 00); L2(52).
En plus, Uénergie Eg vérifie, pour toute solution faible de (4.3) les estimations suivantes
Eg(t) < CoEs(0)e " VYt €[0,+00) siT =1,
E(t) < C1Ep(0) (L +1) 0 Yt € [0, +00) sir > 1
ot w,Cy et Cy sont des constantes positives qui ne dependent que de ||V upll2 et de ||uql]a.

On considere maintenant le cas h(V,u) = —V,®(x).V,u avec un terme dissipatif g de forme
générale, i. ¢ ¢ cst unc fonction de classc C! croissante ct impaire telle que

n+ 2

where ¢1, ¢ and ¢3 arc positive constants.

Theoreme 32 Supposons que a <

{ug,ur } € HY(Q) x L*(Q2) vérifiant

2(a < o0 if n < 2). Pour toute donnée initiale

(4.8) max{esc? Ep(0)%, e]|VauollS) < 1.
Alors, le probléme (4.3) admet une solution globale unique faible u = u(t, x) vérifiant
u € C(]0,00); Hy($2)) N C*(]0, 00); L*(2)).

En plus, lénergie Eg vérifie, pour toute solution faible de (4.3) les estimations suivantes

Ea(t) < Cy Ea(0) (gl (1))2 on. [0, +00).

ot w,Cy et Cy sont des constantes positives qui ne dependent que de |V upllo et de ||uql]s.

Exemples

e 1) Sig(x)=e* pour 0 <z <1, p> 0, alors on a

C

Ealt) <
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e 2)Sig(z)=e " for0 <z <1, alors on a

c
Es(t) < ———.
o(t) < (In(Int))2
e 3) Soit g(x) la fonction inverse de
M(0) =0et M(z) = ’ 5 pour 0 < & < o, (3,0 > 0).

(log(— log )

Lorsque 0 < o < 1, la fonction g existe et satisfait les hypotheses du théoreme 32.
Ainsi

g (1) - t”(log(llog t))?

On considere maintenant le cas ot h est nonlinéaire. On étudie le probleme aux limites a
valeurs initiales

(4.9) u" — Au+ h(V,u) + g(u') + f(u) =0, in Q x[0,+00)
(4.10) u(x,t) =0, z€dQt>0
(4.11) u(z,0) = up(x), u'(x,0)=wui(x), zin

Avant d’énoncer et prouver les résultats, on considere les fontionnels suivants

J(u) = ||V, ul2 + 2/9/0,‘]6(7]) dndr  pour u € Hi(9),

K(u) = |V, ul?2 —|—Af(u)udx pour u € HL(9).
On définit I'ensemble stable par
W = {u € Hy(Q), [IVoull — kuf|ull513 > 0} U {0},

et ’énergie de la solution par la formule

(4.12) E(t) = Iz + J () = W[5+ [[Voullz + 2/QF(U) de,

n
avec F(u) = / f(n)dn. En multipliant la premiere équation de (P) par v/, intégration sur

Q et en utilisant les conditions aux bords, on obtient

(4.13) E'(t) = —Q/Q'u’g(u') dr — Q/Qu’h(vmu) dx.
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4
Theoréme 33 Supposons que 3 est assez petit et p =1 = 1. Supposons que o < —— (a <

oo if n <2). Pour toute donnée initiale {ug,us} € HY(2) x L*(Q) vérifiant e

(4.14) max{Cy||V,uollS, Cyc2 C3 E(0)8} < 1.

Alors, le probléeme (P) admet une solution globale unique faible u = u(t, x) vérifiant
u € CO([0,00); Hy(2)) N C*([0, 00); L*(92)).

En plus, Uénergie E vérifie, pour toute solution faible de (P) l'estimation suivante

E(t) < cE(0)e "

Lemme 34 ([44]) II eziste une fonction croissante ¢ : IR, — TR wvérifiant les conditions
suivantes

¢ est concave et ¢(t) — 400 quand t — +0o0,

&'(t) — 0 quand t— +oo,

[0 (7)) de < oo

Preuve de lemme 34.
Si une telle fonction existe, on peut supposer que ¢(1) = 1. Posant s := ¢(t), on obtient

2

/foo () (971 (@' (1)) dt = /1 e (566 ) ds =
too 1 2
:/1 g <(¢_1),(5)> ds.

b1
w(t):=1+/—ds, t>1.
1

i(3)

1) est une fonction strictement croissante de classe C?, et

Définissons ) par

N T quand t — 4o00.

Donc
Y(t) — 400 quand ¢ — o0,



4.1. PRELIMINAIRES ET RESULTATS PRINCIPAUX 39

() e

De plus 1’ est croissante, et donc ¥ est une fonction convexe. Vérifiant que ¢)~! est concave.

De ¢(¢7!(s)) = s on a

et

@) =-

)

3
)
Finallement, si on définit ¢ par ¢(t) = 7'(¢) V&t > 1
hypotheses du lemme 34.

, on voit que ¢ satisfie toutes les

O

Existence locale La preuve de l'existence locale est une modification de la preuve du
théorteme d’existence locale de Georgiev-Todorova [19]. On établit des résultats d’existence
locale et globale pour (4.3). Premierement, considérons le probléme linéaire pour une fonc-
tion v donnée

Uy — Au—VOVu+ f(v)+g(u) =0, z€Q, t>0,
(4.15) u(x,t) = 0,2 € 9Q,t > 0,
u(x,0) = up(x), ut("ﬂ 0) —ul( ), x €€,

Lemme 35 Supposons satisfaite (H1) and (H2). Alors pour toute v dans C([0,T]; C5°(2))
et pour toute donnée initiale {ug, u1} € C5(Q)x C5° () le probleme (2.1) admet une solution
globale unique faible u = u(t, z) vérifiant

ue L>((0,7); H (Q) N Hy (),
(4.16) uy € L((0,7), Hy (92)),
uy € L>((0. 1), L*(2)).

Ce lemme est une conséquence directe du théoreme 3.1 de [2]

Lemme 36 Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites. Alors pour toute
fonction v dans C([0,T], H} () et pour toute donné initiale (ug,u;) € HE(Y) x L*(Q) le
probléme (4.15) admet une solution unique faible

w e C([0,T]; HE (),

(4.17) up € C(0,T): L2(Q)) N IP(Q x (0,7)).
En plus,

1 b(x) D(x)
418 2/96 [u? + |Vu|?|(z, 1) d:er/ / g(up)ug(x, s) dz ds

N =

/Q @ 2 + |Vug)?) () d:v—/ /Qe@(”)g (wg)ug(z, 8)dxds; Ve € [0,T].
0
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Preuve: On approxime ug, u; par des suites (uf)), (u}') dans C§°(£2) et v par une suite (v*)
dans C([0,T]; C§°(£2)). On cherche alors une solution du probléeme

upy — Au' = VOVu' + f(u') + g(uf) =0, ze€Q, t>0,
(4.19) u(z,t) =0, z€dN, t>0,
wH(2,0) = ul(z), ul(s,0) = i(z), zeQ

Le lemme 2.1 assure lexistence d'une de soluition unique (u*) vérifiant (2.3). Montrons
maintenant que (u”, u}’) est une suite de Cauchy dans

Y = {w:we C(0,T); Hy(Q)),w, € C([0,T]; L*(Q)) N LP(Q x (0,T))}.
Pour cela on pose
U:=u'—u", V.=o"—-0"
Alors U vérifie

Uy — AU = VO.VU + g(ulf) — g(u}) + f(v*) — f(v”) =0,
Ule,t) =0, =€dt>0,

U(z,0) = Us(x) = up (z) — ug(z),

Ui(x.0) = Uy (z) = uf () — uf(x).

(4.20)

On Multiplie la premiere équation de (2.6) par e®@ U, et on integre sur € x (0,¢) on obtient

t
% /&2 e‘b(z)[UE -+ |VU|2](;L'7t>dLI} +/0 /” e2(@) (Q(Uf) _ Q(U?))Ut(l’, s)d:z:d,s

(4.21) ® 2 2 Y e " v
= 5/96 @02 + |V, ](:E)d:bJr/O /Qe @[ f(H) — fF) U (2; s)dads.

En utilisant (H1) et le fait que g est croissante, (2.7) donne
L[ 102 + IVUP) (@, )da
¢
< [[UF + VU] @)de + T [ | 5) o[ VYV (- 8)lads,

ott T est une constante positive qui dépend de C, de maximum et minimum de ¢®®) et du
rayon de la boule dans C([0, 7], H}(€)) qui contient v* et v”. [’inégalité de Young donne

max /Q[Uf VU (2, t)dz < F/Q[Uf + VU (x)dx

0<t<T
+TT max / V2 + |VV (x, t)da.
0<t<T JQ
Puisque (®*) est une suite de Cauchy dans H}(Q) et dans L*(Q), et (v*) est une suite
de Cauchy dans C([0,77]; H}(€2)). On conclut que (u”,u}) est une suite de Cauchy dans
C([0,T); HY(Q)) N C([0,T7]; L*(R2)). Pour montrer que u; est une suite de Cauchy dans in
LPT (2 x (0,7)) on utilise (H2) pour obtenir

(4.22) Ul oy < C ) [ €™ gul) = gu)Us(a: s)dads |
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on déduit donc, d’apres (2.7),
Ul oy ST [ [U2+ V0PI @)do +T [0 9)al V(. 5)lads

Donc (u}') est unc suite de Cauchy dans LP™1(Q x (0,7T)), hence (u”,uf) est unc suite de

Cauchy dans Y. Montrons maintenant que la limite de (u”, uf’) est une solution faible de
(2.1) i.e

(4.23) L(iit/ﬂut(x t)e(év)daz+/QVu(a:,t).V0(x)dx
. _ /(V@,Vu)@(aﬂ)dﬂ? + /Q[f(u) + g(u)]0(z)dz = 0,

pour toute fonction 6 dans H}(Q2). Pour cela on multiplie 'équation (4.19) par # et par
intégration sur €2, on obtient

£ Ui ¥ (x, t)Q(x)da:+/§2Vu“(x,t).V€(m)dm

(4.24)
- / (V. Vu)0(x)dx + /Q [ () + g(ul)]0(x)da = 0.
D’autre part, on a

/ (x, t)0(x)dz — / w(z x)dx, lorsque u — 0o
/ fu")0(x)dx —>/ fu)0(x )dx in C([0,T1]) lorsque p — oo
0

et/ g(uH(z)dr — / (uy)f(x)dx dans L'((0, 7)) lorsque p — oo, Ainsi/ u(z, 1)0(z)dz [=
0 Q

lim / uy'(x,t)0(xz)dx] est une fonction absolument continue sur [0, T, ainsi (4.23) est vérifié
Q

pour tout ¢ dans [0,7]. Par le méme procedure on obtient 'identité d’énergie (4.18). Pour
montrer 1'unicité, on considere v* et v et soit u* et u* les solutions associée de (4.15). On
a U =ut —u” vérifie

L[ e [U2+|VU|]<:ctd:c+ ' e gt~ (w0 )
+// — f(v)]Ui(x, s)dxzds = 0.

Si v* = v¥ alors (4.25) implique que U = 0, ainsi on a I'unicité. Ceci complete la démonstration.
Remarque.

(4.25)

Notons que la condition (4.5) sur p est essentiel pour que soit définie / g(uy')0(x)d.
Q

Preuve du théoréme 30: Pour M > 0 assez grand et T > 0, on définit Uensemble Z (M, T)
des fonctions w dans Y vérifiant les conditions initiales (4.3) et

T
(4.26) max /[w;‘) + | Vw|?|(z, t)dx +/ / lwy(z, 8) [P dads < M?.
Q 0 Jo

0<t<T

Z(M,T) cst non vide par le théoreme de trace (voir [43]). Aussi, on définit application h
de Z(M,T) vers Y par u := h(v), ol u est la solution unique du probléme lindire (4.15). On
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va montrer que h est une contraction de Z(M,T) dans lui méme pour M assez grand et T
assez petit.
En utilisant I'inégalité d’énergie (4.18), (H1) et (H2), on obtient

/Q[uf + |Vu|2}(x,t)dx+/ot/Q lug(, 8) [P dwds
(4.27) < C’/Q[uf Vo2 ()d + O/Ot/g | (0)] e, 8)dexds.
< C [+ Vel () + C/Ota(u, 0) Vol o, ¥t € [0, 77,
et par conséquent
uly <C [ 3 + [Vuol|(@)do + CHTJuly,

ou I est une constante dépendant de M. En choisissant M assez grand et T assez petit,
(4.26) cst vérifié, donc uw € Z(M,T). Ainsi on h cnvoic Z(M,T) dans lui méme.

On vérifie maintenant que h est une contraction. Posons U = u —u et V = v — 0, ou
u = h(v) et u = h(v). On remarque que U vérifie

Uy — AU = VO.VU + g(ug)u, — g(us)u, + f(v) — f(v) =0,
(4.28) Ulz,t) =0,z € 00,t >0,
U(x,0) = Uy(x,0) = 0x € Q.

En multipliant la premiere équation de (4.3) par e®@U, et en intégrant surr Q x (0,t), on
arrive a

10+ VORI 0+ [ [ g — gla)advie, s)deds

<c [ [1f@) ~ f@IIUi(r, 5)drds.
En utilisant (H1) et (H2), on obtient

(4.29)

t
/S)[Uf?+|VU|2}(x,t)dx+/ /Q|Ut(:£,s)|p+1dxds
. JO J¢

1
< 0/ a(0, )| Us ||V V |a(., 5)ds.
0

Dongc, on a

(4.30) U3 < CTK|V|%.

En choisissant T" assez petit tel que CTK < 1, (4.30) implique que h est une contraction. Par
application du théoréeme de point fixe, on a lexistence et 'unicité de u vérifiant v = h(u).
Ceci complete la preuve du théoreme.

O

Preuve du théoréme 31 En multipliant la premiere équation dans (4.3) par e®@)y/
on obtient _
(4.31) E'(t)+2 /Q @' g(u') da = 0.
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L’intégration de (4.31) sur lintervalle [¢,¢ + 1] nous donne
t+1
(4.32) 2/ / @) (! dr = E(t) — E(t + 1) = D(1).

De l'estimation precedente et le théoreme de la valeur moyenne au terme a gauche de (4.32),
il existe ¢ € [t,t+ 1] et to € [t + 2, ¢ + 1] tels que

/ e®@ g(u/ () (t;) do < 4D*(t) pour i = 1,2
Q

En multipliant la premiere équation dans (4.3) par e®*@uy et en intégrant sur [£1, £,] on obtient

t te "
0= / 2 / e‘b(m)u,u// drds — / 2 / e@(m),uAmu do ds — / 2 / ezb(m)uvq)<x)vmu dr ds
tl tl t1 Q

/ ug dmds—i—/ / u) drds
I:/t1 (| —|—/ *@) f )udx) ds

§ ||2d8—|-/ @M ()u(ty) — o' (L), ulls) d:c—/ / *@) g/ (5))u(s) dz ds

= ||€ 2
Pour |v/| <1, on a

ty

W/)? < e(u'g(u')) 7

lg(u)” < e(ug(u))
Ainsi, on obtient

to (z to to
/ ||e%u’||§ds :/ / e? O |? dx ds—i—/ / e?@ | dx ds
t1 t1 \u’|§1 t1 |u’\21

Par I'in¢galit¢ de Holder, on a

1
/|u/<1 D)2 de < 2 /|u’<1 ¢(”)(u/g(u’))% dx

i .
< / e'-+11¢(’”)(e¢(””)u g(u' ))% dz
2 Jjw|<1

r—1

1 r+1 %
<5 </ @ dx) (/ e? @/ g(u') dm)
(o] [/ |<1 [/ |<1
<A (s o
cq

t L ‘
2/ @O/ Pdrds < ¢ (/ %@ d:c> o / Z(—E/)?Zl ds
t1 |u’\§1 Q t1

r—1

Alors

(B(t) — E(t+ 1))7
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Ainsi,

2 ;;1
/z/ €¢(m)|u/|2dmds < C(/ (@) d:v) +1 Drﬁi
t Juf|<1 Q

de 'inégalité (4.6) on a

to
/ / @ |2 de ds < c/ / (') dz ds < e¢D*(t)
t1 Ju'[>1 t u/\>1

to to to
/ / Nudzds < / / @ g(u)u dx ds + / / e?@g(uu dx ds
t1 t1 J{[u|<1} t1 J{u'[>1}

En appliquant I'inégalité de Young on obtient
1
ab< ea2+—b2, Ya,b > 0.
4e
Alors, on aura

1
/ e¢’($)g(u')u dr < 5/ e*i’(“”)|u|2 drds + — / e?@) lg(u)|? dx ds
{lw|<1} {lw|<1}

{Ju'|<1} e
max () 1
< c*a% @V, u|2da:ds+—/ e?@|g(u)|? dx ds
min ¢ {lw|<1} de J{w|<1}

En appliquant 'inégalité de Hélder sur le dernier terme qui se trouve a droite de la formule
précédente et en utilisant 1'identité de 'énergie on obtient

/ @\ g(u)|* dzds < ¢ (/ e?@ dx)r+1 (E(t) — E(t+ 1))ﬁ
<1} " 0
<c (/ @) d:v) " pra (1)
Q

q+1 q q+1
[ g e < ( [ e dx) ( [ ey d:c)
{21} {jw'|21} {21}

o 2@ ool b
< el ([ e Oplg(w)] de
{lw |21}

-

Il s’ensuit que

to B(z) c?qﬁ
/ |le’ et u|| Lo+t / e lg(u)| dx ds
t1 {lW|>1}

q

b(=z) t2 g1
< sup il | ( / e¢<x>|u’||g<u/>|dx) ds
e[t to) t1 {luw'|>1}

sup [|e5 ul| o (1 — 1) 7 (/ / lg) o dS)

te[tl t2

+1

<C sup ||e o U||Lq+1Dq+1
te[tl,tﬂ
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alors on obtient
[ < C Dt)+CDw

+C sup ||l u(s)|| 2D (1)

t1<s<tg

4O sup et u(s)||gers D (£)

t1<s<tg
< C D(t) + CD#1 + (' D1 (t)Es + C" Davi(£)E4 (1)
Ainsi de (4.32) et (4.33) on a:

to to " to =
/ E(t)ds:/ ||eﬂ2_2u'||§ds+/ 165 ¥ ,ul2 ds
t1 11
(4.34) / o() / s)ds da dt
<cC <D2(t) + Dt 4 Dr+l( VEY 4+ D (¢ )Ea(t)) _

(4.33)

®(z)

En multipliant la premiere équation dans (4.3) par 2e®*u et en intégrant sur [¢1, {3} on aura

to
(4.35) E(ts) + / / @ g dr ds

1
Puisque ty — t1 > 5 on a

to ts 1
/ E(s)ds > / E(ts) ds = (t2 = 1) E(t2) = S B(t2)
Jt1 Sty
c’est a dire ,
2
(4.36) E(t)) <2 [ E(s)ds.
t1

Il s’cnsuit de (4.34), (4.35) and (4 36) quc

BElt) < 2 ds+/t+1/ Yo/ (s) dz ds
< C (D?( )+ Dt 4 Dif (1) BY + Dati (1) B (t)) |

En utilisant l'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient

F() < C (D) + D) + D;fl(t))

<C (1 + Eiz(r:ll) (0) + E<q+1><r+1> (o)) D (1)

or

41

r— r— (gr— r
(4.37) BV (1) = BF () < ¢ (1 + EY(0) + e (o))

Finalement, apres application du lemme 18 a (4.37), on déduit que
B(t) < {B(0) 7 +do(t =)'} 7
r+1
a(gr—1)

1 - "
o dy! = o1 5 (1 + EQ(‘rH)(O) + ETG@ oD (O)> 2 sur [0, 17.
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Preuve du théoréme 32.

Pour établir I'existence globale, on procede de la méme manieére que le théoréeme 31,

On donne seulement la preuve de la stabilité.

Si Bg(tg) = 0 pour certains to > 0, alors Fg(t) = 0, pour tout t > ty, nous supposons que
FEs(t) > 0, pour tout ¢t > 0, sans perte de généralité. On multiplie la premierere équation
de (P) par E¢¢d'u, o‘u ¢ vérifiant les hypotheéses du lemme 34 et on fait une intégration par
parties, on obtient, pour tout 0 < S < T,

0= /T Eq>gz5’/ Wy (u" — Au— V,®(z).Vu + gu) + f(u)) dodt
{E ¢>/ %) dx} —/ST(E;¢’+E®¢”)/ ) ! dxdt—?/ Eod' / %02 dasdlt
-I—/ Es¢’ / 1/2 + | Vul? + f(u)u ) dxdt—i—/s E(pgb'/geq’(w)ug(u/) dxdt.

On remarque que si u(t) € We, alors les deux fonctionnelles Kg(u(t)) and Jg(u(t)) sont
équivalentes a ||e v 2u(t)]|3 par le lemme 38. Ainsi, on a

o+ 2

2(a+2) / B3¢ dt < — {E@qb/uu dm] +/ (Byd + By qs“)/ @ o0t dudt

42 /S Fad' /Q e* @ drdt — / Eod / ) dwdt

Eq,gb//Qeq)(”)uu’ de +/ (E('I)gb/—FEq,gb”)/ e® @y drdt
+2/STE¢¢’/ )y ddt + o / Eod/ //|<1 )2 dadt
+8/STE¢¢/A/<1 *@) 2 drdt — / Eo¢ /u’lzl e®@ug(u) dedt

pour tout ¢ > (. Choisissons ¢ assez petit, on déduit que

S_

T T T
| moa< - [Ew/ [t de| + [ (Fadf + Fao”) [ ¥t dwdi
S . Q . S S Q
(4.38) +c/ E¢¢I/ u' dxdt—/ Eq)(bl/ e?@ug(u) dedt
S Q S [u'|>1

T T
< cFg(S) + c/ E¢¢// e®@y2 drdt. —/ Eq>¢1/ e®@yg(u') drdt
s Q s /| >1

ol on a utilisé la majoration suivante

T T
/ Fod / PO drdt < AR / Eod' / IV, ul? dzdt
S Q A 9 S Q

C*

IN

e®@ |V u)? dxdt
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et par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

/e‘b(“)uu’dx < 1/ e®(@)y,2 d:erl/ e®2@)y2 do
Q 2 Ja 2 Jo

1 2 - 2
{1+A;*}Eq>(t)§;{ A;*}E@(S), S<t<T.

IA

2

Aussi, on a

/ Fao / () de dt
wis1

< / Eod' /C x)|u‘p+1 x)ﬂ(p—i—l)(/ C@(x)w( )|£%1> d$>p/(P+1)
[u'[>1

< LAP+1C* 3/2 , SO o) q/(g+1) T s e
< / Ey />1 ug(u)dz) gc/s §'Ey*(—E')@D

T §
S C/ QZ5/<E(12> at )((-E(b)(qH)Equl)

s

T 3__49
< d(€) /S ¢ (—EpEg)dt + ¢’ /S qs/E;ﬂ)(Q @) g
T

< o) Eo(SP + ' Ea(0)0 V2 [ 6B dt

pour tout ¢ > 0. Choisissons &’ assez petit, on obtient
T ‘ T ‘
/ E3¢' dt < cEs(S) + c/ E@qﬁ'/ u? da dt
S S Q

T
On majore maintenant le terme / By’ / e® @y dxdt. On a
s Q

T T
E qﬁ/ 72 dmdt:/ E¢¢’/ e®@)y/? dxdt+/ Eq>q5// e®@ 2 dadt
(4.395° o ° 2
/ E. gb/ e® @2 drdt,
Q3

ou, pour ¢ > 1, on définit

Q:={ze€Q, |v|<ht)},
Oy :={ze€Q, h(t) < u|<h()},
Q3 :={ze€Q, |>hr)},
et
h(t) =g (¢'(1)).

h est une fonction positive décroissante et vérifie

h(t) — 0 lorsque t — +o0.

47
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/STEq>¢/ /Q 2@y dedt < cA /ST Es()¢'(t) ( /Q h(1)? ds) "

< B (S) [ S0 1) dr

(4.40)

e o Comme g est croissante, si x € )y, alors

Donc . T
/ E¢¢’/ e @y’ dadt §/ Eq>/ e®@|g(u))|[u dadt
JS JQo JS . JQs
(4.41) < h(l)/ E@/ e? @' g(u') dadt
s Qs
h(1
< UE@(S)Q.

- 2
e o Comme g(x) > crsiax > Nh(l), on a

T T
/ Eq>gz$// u? dedt < c/ E¢¢// u'g(u") dedt
s 0y s 0

T

< c/ Eo(—EL) dadi
S
S CE@(S)Q.

(4.42)

On déduit de (4.38), (4.39), (4.40), (4.41) et (4.42) qu’il existe une constante ¢ > 0 telle
que

T
/ F24 dl < cFo(S).
s
Donc, en appliquant le lemme 34, on déduit

C E@(U)

Ea(t) < . YE> 1.
"= 50 -

Soit sg tel que g(s—lo) < 1. Comme g est croissante, on a

1 1

P(s) <1+ (s—1) N S s— = i~ Vs = s,
0(5) o) <€)

s s s

donc
1




4.1. PRELIMINAIRES ET RESULTATS PRINCIPAUX 49

Ainsi
1
— <

o(t) ~

VR
—

ce qui donne
1 1
()
(1) t

Soit H(x) := M, H est une fonction croissante, H(0) = 0. Définissons la fonction h(t) par

h(t) := H*I(c;ﬁ'(aé)). Comme sur )
¢ty < [H(u)u™ = u'g(d),

le méme raisonnement cst valable. Alors, avee

) 1+/1tHEl)d5

Es(t) < ¢ Fg(0) (g_l (1))2 :

on obtient

Preuve du théoreme 33.

4
Proposition 37 (i) Sia < ————, alors

[n =2+
(4.43) W est un voisinage ouvert de 0 dans Hg ().
(ii) Siue W, alors
(4.44) IVl < dod ()
2
avec d, = ot .
a

Preuve du proposition 37.
(i) Grace a U'inégalité de Sobolev-Poincaré (voir lemme 11), on a
(4.45) kullullals < Kkl Vaull5 || Vaull;

Soit
0(0) = {u e H(@)\ V2l <

Alors, pour tout u € U(0)\{0}, on déduit de (4.45) que

R
Kk )~

Rallullais < 1 Vaull3,
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d’otr, K(u) > 0. Alors U(0) C W.

(ii) On a
) = IVl = et
- N @+2 o+
> || Vaul3
> |Vl

Lemme 38 Soit u(t) solution de Eq. (4.83). Supposons que
_ 1 .
(4.46) u(t) € W and K(u(t)) > §||Vmu||§

pour 0 <t <T. Alors on a
(4.47) E(t) < CE(0)e™“!.

Preuve du lemme 38
On montre qu’il existe d €]0, 1] et Ty > 0 tels que

E(S+1y) <dE(S), for0<S<T.

(4.48) E(S+1T,) <dE(S), VSelR".

En multipliant la premiere équation de (4.3) par u et on fait une intégration sur

Qx[S,T]
, on obtient, pour tout 0 < 5§ < T,
T
(4.49) /S E(t)dt < ag(E(S) 1+ E(T)) + ax(E(S) — E(T)),

ou ag,a; > 0. En effet: En multipliant la premiere équation de (4.3) par u et on fait une
intégration sur €2, on obtient

IV aull3 +/Qf('u)udl“+ I’ (D112 = 21w ()]13
d !/ !/
% Quudx—/Qh(V;,,u) dx—/ﬂg(u Yudx

En utilisant (4.6) et la définition de W on trouve

(4.50)

| fwude < K3t < [ V,ul3

et

oa+4 9
Vaulls,
IVl

2
] < P 2 <
| (u(t)| < |IVaullz + " 2IIVIUIIQ <
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ce qui donne
1 .
SIVeulls < K(u(t)) < 2| V,ull3.

On en déduit alors

(4.51) Ku(t) > J |Vl > 21

P 2a+d)
En substituant I'inégalité (4.51) dans (4.50), on obtient

J(u).

2(0;[124>J(u(t))+||u’(t)||§ < 2||u’(t)||§—jt [wude — | n(Vude — | gluuda
,  a+?2
Posons ¢} = 2o+ 1) on a
c;/ £ dt < 2/ o (¢ ||2dt+/ dx—/Q o« (TYu(T) da
—/ /h(V uud:cdt—/ / V) d dt
| <'(S),u(S) > = < (T),w(T) > < [ S)|[[u(S)] + ([« (DD
< (S + ([l + ' (TE + u(T)]3
< E(S)+ C2?d.E(S)+ E(T) + C?d,.E(T)
< (1+C2d)(E(S) + E(T))
En utilisant
2/Qu/g(u’) de = —E'(t) — 2/Qu’h(Vmu) dx

et ’hypothese (4.6), on obtient

2c1/ST||u/(t)||§dt < _/ Bt _2/ /uhVu

< B(S) - B(T)+25 [ 0l IVl

E(S)—E(T)+2ﬂ</s potga) ([ 1900

En utilisant I'inégalité de Cauchy

N[

IA

1
ab < ea®+ b, Ya,b>0
€

on trouve

(261 — 20¢) /ST I (D2 dt < E(S) — E(T) + 2fd* /STE 1) dt

.. C1
On choisit € = —, on trouve

20

T ) 4 2 T
e /S ' (1)1 dt < E(S) —E(T)+f1d* /S E(t) dt.
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On a aussi

r /
// udazdt‘ < cg/s e (8) ]| ]| ¢
T 3/ 3
< af [ wore) ([ crvaoa)

1 r l 2 r 2
< o [ OB+ Ce [ IVl
£1J8 S

alors, on obticnt des cstimations précédentes

. T 9 852 T
01/5 E(t)dtg—(E(S)—E(T))—k—Q/S E(t)dt

+(1+ C2d,)(E(S) + E(T)) + BC.d. _/ST E(t)dt
e <1(E(S) — E(T)) + 4§ /ST E@) dt)

1 \C1
T
ey C%e1d, / E@) dt,
S

.. ch
on choisit e = ——————, on trouve

2(co(2d,)’

¢ 8p? 4y r
- — Et)dt <
< 2 —pC.d. — g103 /s (t)dt <

<2 i 62) (E(S) — E(T)) + (1 + Cd.)(E(S) + E(T))

C1 eCq

En utilisant (4.6), (4.12) et (4.13), on a

Et) = -2 /Q o (£)g( (1)) da: — 2 /Q o (V) da

< 2@ o ()] V |2

< (B)]l2/d. |Vl

< \/d—*(HU()Hﬁd«HV 2ull3)

B

< Bt

SN (t)
Ainsi, on obtient

3 (t—s

(4.52) E(t) < Ve B(s) V0 < s < t < 400

‘ -1
Supposons que 2ag \/Z_* < 1 et fixons Ty > ? In (1 — 2a0\/ﬁd_*>. On pose

[= /:”” E(t)dt + (a1 — ag)E(S + Ty).
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d. 0 (=
Remarquons que E(t) > \/[3_375 <<1 _e vt )) E(t)), pour tout 0 < § <71 < o0.

On montre maintenant que I > asE(S + 1) avec ay > ag + ay, en effet, on a

S+To \/d, O 7%(“5) )
(4.53) ' /S 7@ §<1 —e v > E(t)) dt + (a1 — ap)E(S + Tp)
> (@(1—6\/ET0>—|—(CL1—CLO))E<S+TO).

Posons

<

BN

_ T
ay = (l—e d )+(a1—a,0)
5
On remarque que ay > ag + aq.

En combinant (4.53) et (4.49), on prend 7' = S + Tj, on obtient (4.48) avec d = Gt

a9
Donc pour tout ¢ > 0, il existe n € IN tel que nTy <t < nly + 1o, en utilisant (4.52) et

la derniere inégalité, on déduit que

ﬁ B (t—nTy)
Et) < eV E(nTy)
SN
3 8
< I VR0

S

*

Tt
En plus on a d"T! < d7 et

B t
E(t) < \/ﬁd_e\/ZToclid%E(O).

n
Choisissons ' = —==— > 0 et w = ——— > 0, on déduit par la derniere inégalité que

Vd.d T
E(t) < CE(0)e " Vtel0,T]

Ceci acheve la démonstration du lemme 38.

Comme ug € W et VW est un ensemble ouvert. Soit
Ty = sup{t € [0,400) : u(s) € W pour 0 < s < t},

on remarque que Ty > 0 et u(t) € W pour 0 < ¢ < Ty. Si Ty < Thax < 00, ot Timax est le
temps de vie de la solution, alors u(7}) € OW, donc

(4.54) Ku(Ty)) =0 et u(Ty) # 0.

On déduit par le lemme 11 que

. 1
(4.55) o () [|2F2 <

a+2—§

B(t)[[Vau(t)|
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pour 0 <t <Tj, ou
(4.56) B(t) = Cy||Vu(t)[]3

avec Cy = 2k;co+2.

On pose alors:
Ty, = sup{t € [0,+0) : B(s) < 1 pour 0 < s < t},

et on remarque que 7y > 0 and B(t) < 1 for 0 < t < Ty car B(0) = C4||V.upl|§ < 1 par
(4.14). Si Ty < Ti(< 400), alors
(4.57) B(Ty) =1,

et
1
K(u() = [Vou®)l3 - 5BO)IVault)l;
(4.58) 1 2
2
> V)
pour 0 <t <75, En appliquant le lemme 38, on arrive donc a

(4.59) E(t) < CE(0)e*!

pour 0 <t <15,
D’apres (4.44) et (4.59), on a

e

B(t) < Ca(di (ut)))

g Cu(d.B(1))*
< CldiCE(0)ie %1 <

4.60 o
(4.60) A2 C3E(0)3 < 1,

<
<
ce qui contredit (4.57), donc 7o > T}. En plus, (4.54) et (4.58) impliquent
1 .
K(u(Ty)) 2 SlIVau(Th)llz > 0,

ce qui est une contradiction, donc Ty = Tax et de 1a on déduit que (4.59) est vraie pour
0 < T < Tmax- Ainsi nous avons prolongé notre solution en une solution globale (i.e.,
Tmax = o0). Ceci acheve la démonstration du théoreme 33.

O

Remarques:

On peut avoir les mémes résultats pour le as a = 0, mais on aura besoin de quelques
modifications sur la proposition 37, dans ce cas le volume de €2 joue un role essentiel dans
la démonstration. En effet, on a

J(u(?)) IVaull5 — Eal|ull3

>
> [ Vaull3 = k() Vaull3

1
Si on impose la condition suivante condition k;c2(2) < 50 on trouve un résultat similaire a
(4.44).



Chapitre 5

Stabilisation de 1’équation des ondes
non dissipative dans IR"

5.1 Introduction

On considere dans ce chapitre le probleme de la stabilisation interne de I’équation des ondes
avec un terme perturbant d’ordre 1 dans un domaine non borné (I’énergie classique n’est pas
nécessairement une fonction décroissante) de la forme

P) {u” — Ayu+ N (z)u+ o(t)g(u') + 0(t)h(V,u) = 0 in IR" x [0, 400,

w(z,0) = ug(x), u'(x,0)=wu(x)in IR".

ou g : IR — IR est une fonction continue croissante telle que ¢(0) = 0,4 : IR" — IR est une
fonction de classe C't et A, o et 0 sont des fonctions positive.

Lorsque h = 0,La stabilisation de (P) a été étudiée (lorsque h = 0 et f = 0) par plusieurs
auteurs (voir Nakao [54] et [53], Kawashima, Nakao, et Ono [36], Nakao et Narazaki [55],
Nakao et Ono [56], Haraux et Zuazua [31], Pucci et Serrin [59], et Zuazua [66]).

Dans [53], Nakao a considéré le probleme aux limites a valeurs initiales suivant:

u — Apu+ p(u) + f(u) =0in Q x [0, 400,
(P1) w=0sur ['x R"
w(z,0) = ug(x), u(x,0)=wus(x) dans Q.

ot p(v) = ||, 8 > —1, f(u) = bulu|*a,b > 0 et Q est un domaine borné non vide de
IR™ (n € IN*) de frontiere réguliére I' = 9. 1l a montré que le probleme (P1) admet une
solution globale unique faible si 0 < a < 2/(n — 2),n > 3 ainsi ¢'unc solution globalc forte
si o > 2/(n—2),n > 3. Aussi le probleme de I'estimation de la vitesse de décroissance a

95
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été traité. Dans les deux cas, Nakao a montré que 'énergie associée a la solution décroit
polynomialement si # > 0 et exponentiellement si 3 = 0. Ces résultats améliorent des
résultats antérieurs obtenus par le méme auteur dans [54], ot les résultats de stabilité sont
obtenus uniquement dans le cas @ < 2/(n —2),n > 3. Plus tard, et dans un travail conjoint
avec Ono [56], ces résultats ont été étendus au probleme de Cauchy de la forme

u’ — Agu A+ N(x)u+ p(u') + flu) =0

ou A a une forme polynomiale. Dans ce cas, les auteurs imposent des conditions de petitesse
sur la norme dans H' x L? des données initiales avec un support compact.
Pour lc probleme de Cauchy (P) avec A =1 ct 0 = 1, lorsque g(z) = §|z|" tz (m > 1)

2—n(m-—1)

Todorova [64] (voir aussi [56]) a montré que 1'énergie satisfait £(t) < (1 +1¢)” =1 pour
t > 0, elle a utilisé la méthodes des différences finies introduite par Nakao [50] avec des
données initiales a support compact.

Quand h # 0, peu de résultats sont connus dans la littérature, les résultats les plus récent
dans cette direction ont été obtenus par Guesmia [25]. Dans ce travail Pauteur a montré
la stabilité uniforme pour le probleme (P) lorsque h est nonliéaire et le terme dissipatif est
lin¢airc avee f = 0 ct la stabilit¢ polynomiale lorsque A cst lincaire ct g de forme polynomialc.

La présence du terme h(Vu) dans le systeme (P) rend le probléeme non dissipatif, I’énergie
classique E definie par (5.3) associé a I’équation des ondes est non décroissante (voir 'identité
(5.15)). La décroissance de 1'énergie est essentielle pour établir la stabilité

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier dans [0, oo[xIR" le probleme de Cauchy (P) et
nous déterminons la vitesse de dcroissance de 1’énergie associée aux solutions en combinant
la méthode des multiplicateurs et quelques idées dans [26] and [27] .

Dans le cas ot h est linéaire, on introduit une fonction d’énergie équivalente qui est
décroissante (voir (5.10)). On prouvera que 'énergie décroit exponentiellement et polyno-
mialement suivant la forme du terme dissipatif en utilisant la méthode des multiplicateurs
basée sur le lemme de Haraux-Komornik (see [37], Theorem [9.1]).

5.2 Préliminaires et résultats principaux

o(t) et g vérifient les hypotheses suivantes:
o : IR, — IR, est une fonction de classe C! croissante sur IR, .
g : IR — IR est une fonction continue croissante telle que

g(v)v >0 Yo #0.
On suppose qu'il existe deux constantes 5 > 0 et ¢, > 0 telle que
(5.1) cslv] < |g(v)] < o]

On suppose que h vérifie les hypotheses suivantes:
h: IR™ — IR est une fonction de classe C* telle que

Vh est borné
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et il existe une constante 3 > 0 telle que

(5.2) [h(¢)] < BIC], V¢ € IR”

Maintenant, on rappelle deux lemmes connues et utiles pour la suite.

Lemme 39 Soit ¢ un nombre réel avec 2 < g < +oo (n=1,2) ou2<qg<2n/(n—2) (n >
3), alors il existe une constante c. = c(q) telle que

lully < ellullmare — pour  we H'Y(R").

Lemme 40 (Gagliardo-Nirenberg) Soient 1 <r <p < 400 et p > 2. alors il existe une
constante positive c. = c(p,q,r) telle que

lull, < CIVZulllull,="  pour  w e D(=A)2)NL

(1 1>(m 1 1)‘1
f=|1-—-)(—+-—=
rop n o r 2

pourvy que 0 < 0 < 1 (on suppose 0 < 0 < 1 sim — & est un entier positif ).

avec

Nous définissons I’énergie du probleme (P) par:
(5.3) E(t) = [|u/]|3 + | Voull + [[A(x)ul)3:

Posons d(t) = d(L +t), ot la constante L étant le radius du support des données initiales:
suppuy U suppuy C {x € IR",|z| < L}.
Nous avons le théoreme d’existence locale suivant.

R : +2 : L
Theoreme 41 Soit1 < p < LZ (1<p<oosin=1,2). Alors pour toute donné iniliale
n—

(ug,uy) € HY(Q) x L*(2) le probleme (P) admet une solution unique u sur IR™ x [0,T')
vérifiant
u(t, ) € C([0,7); H'(IR")) N C([0,7); L*(IR™))

pour T assez pelit.
Remarque 42 La propriété de la vitesse de propagation finie signifie que si supp ug U supp

u; C {z € IR", |z| < L} pour certain L > 0, alors suppu(t) C {x € IR", x| < L +t}. Ainsi,
d(|z|) > d(L+t) =d(t) sur {z € R", |z| < L + t}.

1) Si o(t) = O(d(t)),0(t) < co(t) et
'O _

3, bl

lim
t=oo d'(t)o (L)
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nous Supposons que
(5.4) / o(1)dr = +0
0

2) Si d(t) = O(a (1)), 6(1) < 2 et

nous supposons que

(5.5) /OOO () dr = +00.

Nous avons le théoreme suivant.

Theoréme 43 Soit (ug,u1) € H' x L. nous avons les cas suivants
o o(t) = 0O(d(t))

Supposons les hypothéses (5.4) et (5.2). Alors le probléme (P) admet une solution unique
w sur IR" x [0, 00) vérifiant

u(t, ) € C([0,00); H'(IR™)) N C*(]0, 00); L*(IR™))

En plus Uénergie E(t) vérifie les etimations suivantes:

T)dr

bl

S|
—~
=)
~—

h(t)
(5.6) E(t) < w(h(t»exw—x(h(t»e/o wl

)

€

(0)

o d(t) = O(o(t))
Supposons les hypothéses (5.5) et (5.2) vérifiées. Alors le probléme (P) admel une solu-
tion unique u sur IR™ x [0, 00) vérifiant

u(t) € C([0,00); H) N CY([0, 00); L?).

En plus Uénergie E(t) vérifie les etimations suivantes:

T)dr

bl

S|

h(t)
(O)M(h(t))es‘(t)—:\(h(t))e/0 !

(5.7) ) < )

)

€

Maintenant, On considére le probleme (P) lorsque h(Vu) = —=V®.Vu,0 =1et A=1,0u &
est une fonction telle que

/ e®@ dr < o0
On suppose qu’il existe des constantes C; > 0; i = 1, 2, 3,4 telles que

(5.8) o™ < Jg(v)] < ol si |v] <1
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(5.9) cilv] < g(o)] < eolv]" si v = 1
n+2

(n—2)t

Nous définissons ’énergie du probleme (P) par:

oum>letl<r<

(5.10) E(l) = / (|2 + |Vaul? + [uf?) de.
Rn

Nous supposons que
(5.11) / o(r)dr = toosim=1
0

(5.12) / (1+7)"“ o(r)dr = +oosim > 1
0
Theoréme 44 Soit (ug,u1) € H*x € L?(IR"), nous avons les cas suivants

Supposons les hypothéses (5.8), (5.9) et (5.11). Alors le probleme (P ) admet une solution
unique u sur IR™ x [0, 00) vérifiant

u(t) € C([0,00); H) N C*([0, 00); L?)
En plus 'énergie E(t) vérifie les etimations suivantes:
t
(5.13) E(t) < E(0)exp (1 —w / o(T) d7'> vt > 0.
Jo

Supposons les hypothéses (5.8), (5.9) et (5.12). Alors le probléme (P) admet une solution
unique u sur IR™ x [0, 00) vérifiant

u(t) € C([0,00); H') N CY([0, 00); L?)

En plus l'énergie E(t) vérifie les estimations suivantes:

n

C(E(0))

(5.14) E(t) < | — (1)
/0(1—1-7-)* 2 o(7)dr

vt > 0.

1
e 1)Sio(t)= 760 en appliquant le théoreme 44, on a

E(t) < E(0)e " ifm=1.

et
2—n(m—1)—260

2 — 20
B(t) SCEO)1+1) n1  sil<m<l+==.0<0<1.

E(t) < C(E0)(Int) 7 ifm=1+ 0<f<1
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1
Olntingt...In,t

, cn appliquant lc théoreme 44, on a

2)Sio(t) =
E(t) < E(0)(In,t)“ sim=1and 6 = 1.

n(m —1)

par exemple si +9:1,i.el<m<1+%

(\]

B(t) < C(E(0))(ln, t) 77 1
En multipliant la premiere équation de (P) par v/, intégration sur IR, on obtient

(5.15) E'(t) = 20(1) /IR glus(t))u(t) da — 20(0) / w(O)h(Vu) do

n

Par 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve
E' <2B0(t)E(t).

Dans la démonstration des résultats, nous avons utilisé souvent I'inégalité suivante:

(5.16) [u(®)]2 <

@

Preuve du théoreme 43 .

Si E(tg) = 0 pour certains ty > 0, alors E(t) = 0, pour tout t > tp, nous supposons que
E(t) > 0, pour tout ¢t > 0, sans perte de généralité. On multiplie la premierere équation
de (P) par E9¢'u, ou ¢ vérifiant les hypotheses du lemme 21 et on fait une intégration par
parties, on obtient, pour tout 0 < S < 7T,

0= / B / ~ Au £ 2@+ o(B)g(u) + 0()R(Vew)) da di

= [E 4y uu d:L

= / (qE' B\ + B¢ / wid dwdt — 2 / Uy [ dvat
+/ Eq(p/ (w2 + [Maf> + [Vul?) dxdtJr/ E%/ (') dadt
+ /S E166(1) / uh(V,u) ddt.
Nous avons

T T T
/ BT dt < — {qus' uu/dx} + / (qE'ET'¢ + E9¢") / ! dadt
S ]R477

R™

42 /ST fo /]R w? dwdt — / B / ') dwdt — /ST B10(1) /]R wh(V,u) dzdt
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'ingalité de Young, on obtient

/ qus/ "y dwdt < /Tqu;' A2 () dedt + ()/TEq¢' L) dudt
x € r)u’ dx c(e u') dxd
S R" S R" )\Q(x)g

<e | Bt c(e) /ST quﬁ’ﬂ /]R” o(t)u'g(u") dudt

R" d?(t)
- 'q / r q /ﬂ /e i
< u/mnE Hy dt+c(<€)/s Ei6 J?(t)< E 29(75)/ W'h(V,u) do) dt
(5.17) ., . ,
Ei1¢ Pdrdt <c | B¢ —— 'g(u') dad
1) /S o) /T Cufdrdt < C/S ® (1) /}Rn o(t)u'g(u') dedt
< /S B (— B = 20(0) / (Y u) dz) di
Définissons la fonction ¢ par
(5.19) o(t) :/0 o(r)dr.

¢ est une fonction croissante de classe C? sur IR, qui satisfait grace a 'hypothese (5.4)
(5.20) o(t) — +o0 as t — +00.

Alors, on obtient en utilisant (5.18)

T
/E%/ u'2dxdt<c/ EY(—F dt+20/ E6(1 / || (V)| dot
s " R"

(5.21)
< cEIY(S) +2cﬁ/ BT di

Si0(t) < co(t),ie 0(t) — 0 lorsque t — oo plus vite que o(t), on déduit de (5.21) que

(5.22) /T By / W2 dedt < cET(S) + 23 / LBy dr
s R™ o S

Si o(t) < ¢(d(t)), i.e o(t) — 0 lorsque t — oo plus vite que d(t), on déduit de (5.17) que

T T
é B / o(t)ug() dedt < / BT dt + o) ETYY(S) + 268 / BTt dt
(5.2 Jme Jie . Js
<o BT dt 4 o(s)ETNS) + 28 /S BT () dt

R
(5.24) / " By / uh(Vou) dedt < 6 / L gLt

5 : . i)
Si 0(t) < c(d(t)), i.e O(t) — 0 lorsque t — oo plus vite que d(t), on déduit de (5.24) que

Eon) [ uh(Vow) dedi < 8 [ BT di
B0 [ uh(Vouydedt < e [ BT dr.
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On a aussi les estimations suivantes

/
qub’/ wi'de < B2 ulla]l]ls
n d(t)
< cBTTY(t)
T T ¢/
/ qE'Eq*IQS’/ uu'dmdtﬁ/ q|E'|E'=— dt
S IR" s d(t)

T
< / EU(—E'(t) + cA0(t)E) dt
JS
T
< cET(S) + / B dt
JS

Supposons & présent que |o’(t)| < &'o(t)d(t), alors on a

T T
/ chb”/ un dxdt S/ Ertl
S n s

T
< 5// Eq+1¢/ dt
S

0,
d(t)

Définissons la fonction ¢ par

(5.25) (t) = /Ot C(l;((:)) dr

¢ est une fonction croissante de classe C? sur IR,. Sion a 0(t) < C% et d(t) < o(t), alors

par (5.5), on obtient les mémes estimations que (5.22) and (5.23).
Supposons maintenant que

d'(t (¢

1im|~<> =0 et lim|a~( =0,

t—o0 dQ(t t—00 dQ(t

o(t) o(t)

~—
~—

alors on a

N R" S

20O O] (A0
2L )]dt

T
< / BT dt.
S

T T
/quzﬁ” uu'dxdtg/ Eatt

On obtient des estimations précédentes
T
/ ET dl < CET(S) + C'ESY(T)
s
E' <2B0(1)E(t)
Soit £} = E o ¢! (notons que ¢! est une bijection de IR, dans IR,). Alors

T

/ B dt < CESTNS) + OBV
S

EL < A E (1)
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ol

MO =20 50

N t
Ainsi, on obtient (5.6) et (5.7) avec \(t) = / A7) dr et w =1 tels que
: ‘

a1(s) + aa(s)(d(s))P(s) + as(s)(d(s))"(s)
1 —az(r+ 1) sup{A(¢)} '

t>0

a(s) =

Preuve du théoréme 44.

Si E(tg) = 0 pour certains tq > 0, alors E(t) = 0, pour tout ¢ > ¢y, nous supposons que
E(t) > 0, pour tout ¢t > 0, sans perte de généralité. On multiplie la premierere équation de
(P) par E4¢'e®u, o'u ¢ vérifiant les hypotheses du lemme 21 et on fait une intégration par
parties, on obtient, pour tout 0 < S < T,

T
0= / quS’/ ePu(u’ — Au +u — VOVu + o(t)g(u')) de dt
S n
. T T . T .
_ [qus/ / ud dr| — / (qE'ET'¢ + Ei¢") / e®u dadt — 2 / B / ®u” dndt
IR™ S S IR™ S "
T T
+ / ol / e (u? + Juf? + |Vul?) dudt + / Jod / o(t)ePug(u') dedt.
S R™ S R™

Nous avons

- T T
2/ E ¢ dt < — {quﬁl/ ePun dx +/ (gE'E" ¢ + Eq‘,b”)/ ePuu' dadt
B n "

T
+2/ EqQS’/ e®u”? dedt — / Eig / YePug(u') dodt
JS . n
< - [qu')’/ ePun/ dz} +/ (qE/Eq_qu’JrEq(b”)/ ePun dxdt
m s Js IR"

T
0 drdt + o )/
S

—|—/ B¢ / |> YePug(u') dedt

T
Eq(b'/ e®g(u')? dadt + 5/ B¢ e®u? dxdt
w|<1 s R"

T
42 / Jols
S

IRn
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pour € > 0. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'ingalité de Young, on obtient

T
/ quzb// o(t)ePug(u') drdt
S [u/|>1

T sy - D
< [ Eglo(t) (/ e‘l>|u|T+1dx)(“ (/ e¢|g(u/)|<t>dx) di
S Q |u|>1
T 211 e . o ’ G T ) L 29+1 N
gc/ B glom (1) / o(1)edg(u') do dtg/ Som ()BT (—E) T di
S /| >1 S

T T
< el /S (—E')di + &' /S ¢ (1) TS gy

g1+ — .T
< ¢()E(S) + o1 (0) B(0) <5 / ¢ BT dt
S

pour &’ > 0. Ainsi, en choisissant € and &’ suffisament petit, on obtient
T T T
/ E G dt < — [qus’ / P unl d:c] n / (qE'ET ¢ + E9¢") / Pl dudt
s R™ s Js IR™

T
(5.26) / o(t)ePug(u') drdt + c/ E¢ e®u/? dadt
/| >1 s R

T
< cE(S) + c/ Egb'/ e®u* dxdt.
s R"

Or zg(x) > 0 pour tout = € IR, alors I"énergie IV est décroissante et localement absolument
continue, et par conséquent elle est dérivable presque partout et F'(t) = — / o(t)e®u'g(u') dx

dans IR,. En utilisant la définition de E et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on déduit que:

= B85 [
< CpETH(S)

T

n

— {quﬁ'/ ePu dx

e®u(S9)u'(S) dx — Eq(T)cb/(T)/ ePu(T)u/ (T) da
s

et

T T T
/S(qE/Eq’lgb’—qugb”) /}Rn e‘buu’d:vdt‘ < c,u/s q|E/|Eth+/S BT (—¢"(t)) dt

cpB(S) + cEIt! /ST(—gD”(t)) dt
cuE1(S)

IA A

Preuve de (5.13).
Lecasm=11.e.
cslv] < |g(w)| < eqlv] for all |o| < 1.

Alors on a

(5.27) u? < C(lz)u’p(t, u') VtelR, Vz e R™
olt

ou p(t,s) = o(t)g(s) pour tout s € IR. Donc on déduit de (5.26) (appliquer avec q=0) que

(5.28) /S "B () dt < CE(S) + 2C /S 0 /]R gzt)e(bu/p(t, o) dx dt
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Définissons la fonction ¢ par

(5.29) o(t) = [ " o(r)dr.

¢ est une fonction croissante de classe C sur IR.. qui satisfait grace a 'hypothese (5.11)
(5.30) é(t) — +oo lorsque t — +o00.

Alors on déduit de (5.28)

(5.31) /ST E@®) (1) dt < CE(S) + 2C/ST/ e plt, o) d dt < 3CE(S).

En utilisant le Lemme 21, on en déduit ’estimation
(5.32) E(t) < E(O)e(l’d’(t))/(?’c)

Preuve de (5.14).
(m —1)
2

Cas m > 1 dans (5.8). Define ¢ by (5.29). On applique le lemme 21 avec g =

T o 2
/qus’/ 2’2 i dt
S n

On fixe t > 0 et on pose

O ={zelR" || <1} et Oy ={z e R", || > 1}

On majore le terme

Pour tout ¢ > 0, on a
Ql U QQ - IRn

On utilise Hyp.2 on trouve, pour tout ¢ > 0,
) 9 1 , , (m+1)
six €y, alors v'” < | —=u/p(t,u)
u'p(t,u’)

. 2
six €y, alors v/~ <

On applique I'inégalité de Holder, on trouve
T 2
/ qub'/ W' dx dt
(=2
2/ quﬁ/ e 7uptu dxdt+2/ Eq¢/ (tup(tu)> dx dt

1 m—1 —2
2/ E1¢ ——e®u/p(t, ') dx dt + 2/ E% / emr1® (eq)u’p(t u )) Y d dt
w" o (t)

IA

IA

(t) rL+1
1

IN

2/ Eq¢/neq’)up(tu)dxdt+2/ E1¢’
1

O'(t) mil

o e e T B
o m—+1

IA

cE(S) 1+ ¢ / B (—E)= dt.
S

(5.33)
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En utilisant la définition de g, ¢ et I'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient pour tout € > 0
T 2
/ E¢ / o da dt
(534> s ! T -1 2
< cE(S) 1 ¢ / B¢ 55 o (8) 7T dt+ e(2) E(S).
s

Choisissons la fonction ¢ telle que

Ainsi

Alors on déduit de (5.23)
T
/ B4 dt < 20E(S),
S
En utilisant le lemme 21, on en déduit 'estimation

C

E(t) < e
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Résumé

Mon mémoire de Magister intitulé " Etude de décroissance de I’énergie pour certains systemes distribués
et inégalités de différences finies” a comme sujet I'étude de I'existence et de comportement asymptotique
en temps des solutions de certaines équations d’évolution non lineaires.

Dans les préliminaires, on rappelle des définitions et des résultats utile pour notre travail.

Ces résultats concernent essentiellement les espaces de Sobolev, les injections de Sobolev et

les inégalités de différences finies et les inégalités intégrale avec poids. On rappelle aussi les types de
stabilité et des résultats généraux connus dans la littérature et appliquées pour certaines équations
dissipatives.Dans le chapitre quatre, on considére I’équation des ondes nondissipative avec un terme de
source dans un domaine borné. On montre I'existence globale de la solution dans des espaces de Sobolkev et
on détermine la vitesse de décroissance de I'énergie associée aux solutions. Dans le chapitre cing, on
considere I'’équation des ondes nondissipative dans un domaine non borné. On établit la vitessse de
décroissance de I’énergie des solutions. On obtient des résultats intéressants et nouveaux. On utilise de
nouvelles inégalités intégrales avec poids.

mots clés: Equations d'évolution non linéaires, Existence globale, stabilisation, Systémes non dissipatif,
Méthode de Galerkin, Méthode de différences finies, Méthode des multiplicateurs.

Abstract
My memory of Magister is devoted to the study of global existence, asymptotic behaviour in time of
solutions to nonlinear evolution equations.
This work consists of five chapters:
In chapter 2 we give some preliminaries about some functional spaces in particular Sobolev spaces and some
inequalities (Sobolev injections).
In chapter 3, we give some difference inequalities of Nakao type and some extention. Nakao inequalitie are
useful to study the asymptotic behavior of evolution equations of parabolic
and hyperbolic type, we give also some inequalities of integral type, A. Haraux was the first who introduced
this type of inequalities, after, Haraux inequalities were generalized by many
authors
In chapter 4, we consider the initial boundary value problem for the nondissipative wave
equation with source term of the type. We prove global existence and stabilization.

In chapter 5, we consider the Cauchy problem for the nondissipative wave
equation. We give an estimate of the energy decay of solutions.

Key words: nonlinear evolution equations, global existence, stability, non-dissipative systems, Galerkin method, finite
difference method, method of multipliers.
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