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Introduction

Les équations di¤érentielles à retard sont des équations di¤érentielles dans lesquelles

la dérivée à un moment t dépend de la fonction (et de la dérivée dans le cas des équations

de type neutre) à des moments antérieurs t � ri; ri 2 R+. Autrement dit ces équations

tiennent compte de l�e¤et du passé dans la prédiction du futur (pour plus de détails voir

[15]).

Les systèmes d�équations di¤érentielles à retard occupent désormais une place

de première importance dans tous les domaines de la science, en particulier dans la

modélisation des phénomènes biologiques telle que: la dynamique de la population,

l�épidémiologie, etc...

Un outil trés puissant dans l�étude des équations di¤érentielles ordinaires ainsi

que les équations di¤érentielles aux dérivées partielles est la méthode variationnelle.

L�origine de cette méthode remonte à P. Fermat, à qui l�on doit les fondements

du calcul variationnel, et à ses successeurs Newton et Leibniz etc..,qui ont été motivés

par des problèmes d�optimisation (pour plus de détails voir [16]).

Cette méthode consiste à la construction d�une fonctionnelle réelle dé�nie sur un

espace de Banach convenable, les points critiques de cette fonctionnelle constituent les

solutions de l�équation di¤érentielle associée.

Cependant, elle est trés peu utilisée dans l�étude des équations di¤érentielles à

retard.

Ce mémoire est consacré à l�étude des solutions presque-périodiques de l�équation
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di¤érentielle à retard de type neutre suivante:

D1L(x(t� r); x(t� 2r); x0(t� r); x0(t� 2r); t� r)

+D2L(x(t); x(t� r); x0(t); x0(t� r); t)

=
d

dt
[D3L(x(t� r); x(t� 2r); x0(t� r); x0(t� 2r); t� r) (1)

+D4L(x(t); x(t� r); x0(t); x0(t� r); t)]

où L : (Rn)4�R! R est une fonction di¤érentiable, Dj L j = 1; ::; 4 représente la

di¤érentielle partielle par rapport au jeme vecteur variable dé�nie par :

DjL (Rn)4 � R! L (Rn;R)

(X; t) 7! DjL (X; t) ;

et r 2 (0;1) une constante positive �xée.

Notre approche est basée sur une méthode variationnelle qui est conçue spé-

cialement pour la recherche des solutions presque-périodiques. Elle consiste à minimiser

une fonctionnelle réelle(dite d�action moyenne) sur un espace de Hilbert de fonctions

presque-périodiques au sens de Besicovitch noté B1;2 . J. Blot [5] l�a utilisé pour un

système d�équations ordinaires, en s�inspirant de ce travail et celui de M. Ayachi et J.

Blot [2], on propose dans ce mémoire de faire une généralisation de de cette méthode à

la classe d�équations di¤érentielles à retard de type neutre ci-dessus.

L�organisation de notre mémoire est la suivante: dans le premier chapitre, on rap-

pelle les dé�nitions et propriétés des méthodes variationnelles. Dans le second chapitre,

on rappelle toutes les notions préliminaires nécessaires pour le développement de notre

travail, on donne également la construction de l�espaceB1;2:Dans le troisième chapitre, on

pose un formalisme pour les solutions presque-périodiques au sens de Bohr, on ennonce

également des résultats sur la structure de l�ensemble de ces solutions. Le quatrième

chapitre est consacré au formalisme variationnel pour les solutions presque-périodiques

au sens de Besicovitch qui nous permet d�ennoncer un résultat principal sur l�existence
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et l�unicité de la solution. En�n, dans le cinquième chapitre on étudie un exemple en

donnant un résultat d�existence de solutions Bohr-presque-périodiques pour un ensemble

dense de forces extérieures presque-périodiques.
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Chapitre 1

Méthodes variationnelles

Dans ce chapitre, nous dé�nissons les méthodes variationnelles, nous rappelons également

leurs propriétés et leurs di¤érentes techniques.

1.1 Rappels:

Commençons d�abord par donner quelques dé�nitions et résultats connus nécessaires pour

le developpement de cette partie.Pour plus de détails, se référer à [8], [11], [12], [17], [19]

et [23].

Dé�nition 1.1 Soit F une fonction di¤érentiable dé�nie de X dans R.Un point u 2 X

est dit point critique pour F si et seulement si DF (u) = 0; où DF est la di¤érentielle

de F:

Dé�nition 1.2 Soit X un espace de Banach, soit K � X un sous-ensemble convexe,

une fonctionelle F : X! R est dite convexe sur K si pour tous u; v 2 K et t 2 [0; 1] on

a:

F (tu+ (1� t)v) � tF (u) + (1� t)F (v):

La fonctionelle F est dite strictement convexe sur K si pour tous u; v 2 K ; u 6= v et
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t 2 (0; 1) on a:

F (tu+ (1� t)v) < tF (u) + (1� t)F (v):

Proposition 1.1 [17] SoitK � X un convexe et F : K! R une fonction G-di¤érentiable,

alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) F est convexe.

ii) Pour tous u; v 2 K on a: F (v) � F (u) + hDF (u); u� vi :

Théorème 1.1 Soit X un espace de Banach et F 2 C 1(X;R) convexe.Alors u 2 X est

un minimum de F si et seulement si u est un point critique de F; c�est à dire:

F (u) = inf
v2X

F (v), DF (u) = 0

Preuve: Il faut montrer que si DF (u) = 0 alors F (u) � F (v) 8v 2 X:

Or, d�aprés la proposition précédente on a:

F (v) � F (u) +DF (u)(v � u) = F (u)

et ceci 8v 2 X.

Dé�nition 1.3 Une fonction F : X! R[f+1g est dite semi-continue inférieurement

(s.c.i) si pour tout � 2 R l�ensemble [F � �] = fx 2 X ;F (x) � �g est fermé.

Dé�nition 1.4 Soit X un espace de Banach et soit J l�injection canonique de X dans

X00 (le bidual de X ) dé�nie par:8x 2 X;8f 2 X0;(X0 est le dual de X)

J : X ! X00

hJx; fiX00;X0 = hf; xiX0;X

On dit que X est ré�exif si

J(X) = X00

Lorsque X est ré�exif on identi�e implicitement X et X00(à l�aide de l�isomorphisme J):

9



1.2 Méthodes variationnelles:

Soit une équation di¤érentielle (E) (ordinaire, aux dérivées partielles ou à retard), on

veut l�étudier par une approche variationnelle. Les solutions sont alors cherchées comme

points critiques d�une fonctionnelle réelle F dé�nie sur un espace de BanachX bien précis

telle que:

i) F est au moins Gateaux-di¤érentiable.

ii) L�équation d�Euler correspondante: DF (u) = 0 est équivalente à (E).

Dans le cas où F est minorée (respectivement majorée), il est raisonnable d�essayer

de montrer que le minimum (respectivement le maximum) est atteint.

Pour les fonctionnelles convexes, un résultat classique est donné par le théorème

suivant:

Théorème 1.2 [8] Soit une fonctionnelle réelle F dé�nie sur un espace de Banach

ré�exif X. Supposons que:

i) F est semi-continue inférieurement,

ii) F est convexe,

iii) F est coercive, i.e.

lim
kxkX!+1

F (x) =1:

Alors F atteint son minimum, i.e. 9u 2 X tel que :

F (u) = min
v2X

F (v):

Preuve: Elle est basée sur le fait que les ensembles fermés, bornés et convexes d�un

espace de Banach ré�exif sont compacts par rapport à la topologie faible (voir[8] pour

plus de détails).

Si F n�est pas convexe il n�est pas nécessaire qu�elle atteigne son in�mum; le résultat

suivant de Ekeland [12] montre l�existence de points qui sont presque des minimas.
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Théorème 1.3 [12] Soit X un espace métrique complet et F semi-continue inférieure-

ment sur X et minorée. Alors il existe x0 2 X tel que:

F (x) > F (x0)� dist(x; x0); 8x 2 X; x 6= x0:

Une condition de compacité jouant un rôle trés important dans l�approche variation-

nelle est: la condition de Palais-Smale notée (P-S).

(P-S): "Toute suite (xn) 2 X telle que jF (xn)j est bornée et F 0(xn) converge vers 0

en norme dans X0(espace dual de X ) admet une sous-suite fortement convergente dans

X:"

Proposition 1.2 Soit F une fonction réelle de classe C1sur un espace de Banach véri-

�ant (P-S), minorée et coercive. Alors F atteint son minimum local.

Pour une fonction qui n�est pas bornée (ni majorée, ni minorée), chercher ses points

critiques revient à chercher des points selles. Ces points sont déterminés par des argu-

ments de type minimax. Ce qui nous ramène à l�utilisation du théorème du col et ses

di¤érentes versions.

Les méthodes variationnelles ont été utilisées pour prouver l�existence de solutions

périodiques pour des systèmes Hamiltoniens par A. Bahri et H. Berestycki [3], P.-H.

Rabinowitz [20] et Y. Long [18].

Combinées avec la théorie du genre, ces méthodes ont été utilisées pour prouver

l�existence et la multiplicité de solutions périodiques pour des systèmes d�équations à

retard par: Z. Guo et J. Yu [14], et par: X.-B. Shu et Y.-T. Xu [22].
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Chapitre 2

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on reprend toutes les notions: dé�nitions et résultats nécessaires

pour la suite de notre travail. Pour plus de détails nous proposons de consulter les

références [1], [4], [5], [9], [10], [11], [13], [21] et [24].

2.1 Fonctions presque périodiques:

La théorie des fonctions presque-périodiques à valeurs dans un espace de Banach a été

developpée initialement par H. Bohr,S. Bochner, J. Von Neumann.

Nous rappelons des résultats bien connus dans la littérature et qui sont utiles pour

notre travail.

Dé�nition 2.1 Un sous-ensemble S de R est relativement dense s�il existe un nombre `

positif tel que pour tout a 2 R on a: [a; a+ `] \ S 6= ?:

Notation

Pour toute fonction f dé�nie de R dans X, X étant un espace de Banach, et " > 0

on dé�nit l�ensemble

E(f; ") = f� 2 R ; jf(t+ �)� f (t)jX � " 8t 2 Rg :
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où j:jX représente la norme de l�espace X:

Dé�nition 2.2 On dit qu�une fonction continue f est presque-périodique au sens de

Bohr ou bien simplement Bohr-presque-périodique si pour tout " > 0 l�ensemble E(f; ")

est relativement dense dans R.Autrement dit:

8" > 0;9`(") > 0; 8a 2 R : 9� 2 [a; a+ `(")]

tel que:

sup
t2R

jf(t+ �)� f(t)jX � ":

Le nombre � est appelé "� presque� p�eriode de f:

Remarque 2.1 Cette dé�nition est l�extension de la dé�nition de Bohr pour les fonc-

tions numériques à des fonctions vectorielles.

2.1.1 Exemples:

i) Une fonction continue périodique est presque-périodique. Sa période et ses multiples

sont les presque-périodes.

ii) f : R! R telle que f(t) = sin t+ sin
p
2t est presque-périodique bien qu�elle ne soit

pas périodique.
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iii) Nous donnons aussi un exemple de courbe paramétrée avec fonctions presque-

périodiques:

8<: x(t) = sin t+ cos
p
2t

y(t) = cos t+ sin
p
2t

2.1.2 Propriétés:

i) Si f est Bohr-presque-périodique, alors l�image de f (Im f ) est relativement compacte.

Dans le cas où X = R; ceci signi�e qu�une fonction presque-périodique est bornée.
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ii) Une fonction f presque- périodique est uniformément continue sur R:

iii) Si fn est presque périodique pour tout n 2 N et si la suite (fn) converge vers f

uniformément sur R alors f est presque-périodique.

iv) La somme de deux fonctions presque-périodiques est une fonction presque-périodique:

v) Le produit d�une fonction vectorielle presque-périodique par une fonction numérique

presque-périodique est une fonction vectorielle presque-périodique.

vi) Soit f une fonction continue sur R; alors on a l�équivlence suivante: f est presque-

périodique si et seulement si de toute suite (sn) on peut extraire une sous-suite

(snk) telle que f(t+ snk) converge uniformément.

2.1.3 Presque périodicité par rapport à une norme

Soitk:k une norme dé�nie sur un espace de fonctions continues. On dit qu�une fonction

f est presque périodique au sens de la normek:ksi:

1) f est continue,

2) kfk est �nie,

3) il existe pour tout " > 0 un l" tel que tout intervalle de longueur l" contient une

"-presque période � telle que :

.

kf � f�k � " o�u f� (t) := f(t+ �)

Selon le choix de la norme, on obtient ainsi plusieurs notions di¤érentes de presque-

périodicité. Les choix les plus courants sont:

1) La norme du sup:

kfk1 := sup
t2R

jf(t)j
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qui donne la presque-périodicité au sens de Bohr.

2) La norme de Stepano¤:

kfkSpT := supy2R

�
1

T

Z y+T

y

ju(t)jp dt
� 1

p

:

qui donne la presque-périodicité au sens de Stepanof pour les nombres T et p:

3) La semi-norme de Weyl:

kfkW p := lim sup
T!1

kfkSpT

qui dé�nit la presque périodicité au sens de Weyl.

4) La semi-norme de Besicovitch:

kfkBp :=
�
lim sup
T!1

1

2T

Z T

�T
jf(t)jp dt

� 1
p

qui donne la presque-périodicité au sens de Besicovitch.

Toutes ces autres dé�nitions de La presque-périodicité impliquent celle de Bohr (autrement

dit, ces autres dé�nitions sont plus générales). Celle de Weyl implique celle de

Stepano¤ pour le même p:

Notations

� On note par AP 0(Rn) l�espace des fonctions Bohr-presque-périodiques dé�nies de

R dans Rn:

� Si k 2 N� [ f1g ; AP k(Rn) := fx 2 Ck(R;Rn) : 8j 2 f1; :::; kg; d jx
d t j

2 AP 0(Rn) g

� Pour k = 1; AP 1(Rn) = fx 2 C 1(R;Rn) \ AP 0(Rn);x0 2 AP 0(Rn)g :

Dé�nition 2.3 On dé�nit la fonction linéaire continue (dite valeur moyenne)

M : AP 0(Rn)! Rn ;x 7!M(x)
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par:

M(x) := lim
T!1

1

2T

Z T

�T
x(t)dt :

Remarque 2.2 Notons que la valeur moyenneM est invariante par translation de temps

ie:

M(x) =M(x� ) , où x� (t) := x(t+ �) pour tout t 2 R; � 2 R

Proposition 2.1 AP0(Rn) muni de la norme k:k1 est un espace de Banach, où

kxk1 := sup
t2R

kx(t)kRn

pour tout x 2 AP 0(Rn):

Proposition 2.2 AP1(Rn) muni de la norme kxkC1 = kxk1 + kx0k1, est un espace de

Banach:

Si E et F sont deux espaces normés de dimension �nie, on note par : APU (E�R; F )

l�espace des fonctions

f : E � R ! F ;

(x; t) 7! f(x; t)

qui sont presque-périodiques en t uniformément par rapport à x.

Théorème 2.1 [13] Si ' 2 AP 0(E) et f (x; :) 2 AP 0(F ) uniformément par rapport à

x (dans un sous-ensemble compact de E), alors

f('(t); t) 2 AP 0(F ):

Preuve: Voir [13, Page 27]

D�une façon similaire aux fonctions périodiques, une fonction presque-périodique pos-

sède une écriture sous forme de serie de Fourier-Bohr (formelle)qui est la suivante : si f

2 AP 0(Rn) alors

f(t) �
X
k2N

a(f; �k) exp i�kt:

17



Les coe¢ cients de Fourier-Bohr de f 2 AP 0(Rn) sont les vecteurs complexes:

a(f; �k) := lim
T!1

1

2T

Z T

�T
exp(�i�kt)f (t)dt

et on note par :

^(f ) := f�k 2 R ; a(f; �k) 6= 0g :

^(f ) est au plus dénombrable.

Théorème 2.2 (Théorème fondamental de Bohr [4]). si f 2 AP 0(Rn); l�égalité de Par-

seval est véri�ée autrement dit:

X
k2N

ja(f; �k)j2 =M
�
jf(t)j2

�

Théorème 2.3 (d�unicité[4]) Si deux fonctions f; g 2 AP 0(E) (E étant R ou C) ont la

même série de Fourier-Bohr alors f = g:

Preuve: Voir [4, page 27].

Théorème 2.4 [4] Si f 2 AP 0(E) alors

lim
�!+1

1

�

��1X
k=0

f(t+ kT ) = fT (t)

existe uniformément en t , et est une fonction purement périodique dont la série de

Fourier est constituée des termes de la série de Fourier-Bohr de f qui ont une période T:

Preuve: Voir [4, page 44].

Théorème 2.5 [13] Pour tout �, et f; g 2 AP 0(E) on a:

ja(f; �)� a(g; �)j � kf � gkE
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par conséquent si une siute (fn)n2N 2 AP 0(E) converge uniformément vers f alors

a(fn; �) converge uniformément vers a(f; �); et la série de Fourier-Bohr converge vers la

série de Fourier-Bohr de f formellement.

Preuve: Il faut juste appliquer la dé�nition de a(f; �): Pour plus de détails voir [13,

page 35].

2.2 Distributions presque-périodiques

2.2.1 Dé�nitions et notations:

Dans cette partie, on gardera les notations de Schwartz [21].

� On appelle (D) l�ensemble des fonctions indé�niment dérivables et à support com-

pact sur R:

� On appelle (D0) l�ensemble des distributions.

� On appelle (B) l�espace des fonctions indé�niment dérivables bornées sur R:

� on appelle (Bpp) le sous espace fermé des fonctions ' 2 (B) qui sont presque-

périodiques au sens de Bohr ainsi que toutes ses dérivées; autrement dit

(Bpp) = AP1

� On note par (B0) (le dual topologique de (B)) l�espace des distributions bornées.

� On di que T est une distribution presque-périodique si T 2(B0) et si l�enemble

des traslatées � kT est relativement compact dans (B0), on en déduit que l�ensemble des

distributions presque-périodiques est le sous espace vectoriel fermé (B0
pp)de (B

0):

� On dé�nit par prolongement unique, la moyenne d�une distribution T 2 (B0
pp) par

M(T) qui une forme linéaire continue sur (B0
pp):

�Pour T 2 (B0
pp); ' 2 (Bpp) on pose:

T(') = hT;'i =M(':T)
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2.2.2 Opérations et propriétés:

� Si ' 2 (Bpp); si T 2 (B0
pp); alors ':T 2 (B0

pp):

� Si T 2 (B0
pp); si S 2 (D0

L1); alors S �T 2 (B0
pp):

� Les dérivées d�une distribution presque-périodique sont presque-périodiques.

� Pour qu�une distribution T soit presque-périodique il faut et il su¢ t qu �elle soit

somme �nie de dérivées de fonctions continues presque-périodiques usuelles (au sens

de Bohr).

� Pour qu�une distribution T soit presque-périodique il faut et il su¢ t que ses régu-

larisées T �'; ' 2 (D) soient toutes des fonctions continues presque-périodiques

usuelles.

2.2.3 Développement de Fourier:

Si T 2(B0
pp); � 2 R , le coe¢ cient de Fourier a(T;�) est dé�ni par:

a(T;�) :=M [(exp(�2�i�:t)):T]

seuls les a(T;�) 6= 0 forment le spectre de T:Pour plus de détails voir [21].

2.3 Construction de l�espace B1;2(Rn):

Pour appliquer notre approche varietionnelle, il est nécessaire de dé�nir l�espace de

Hilbert B1;2(Rn) appelé espace de Blot [5] sur lequel on va minimiser la fonctionnelle

d�énergie (dite d�action moyenne) associée à notre problème.

Dé�nition 2.4 Si p 2 [1;1) ; on note par Bp(Rn) le complété de AP 0(Rn) dans
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Lploc(R;Rn) par rapport à la semi-norme

kukBp :=
�
lim sup
T!1

1

2T

Z T

�T
ju(t)jpRn dt

� 1
p

:

Remarque 2.3

� On rappelle que : Si (um)m2N est une suite de AP 0(Rn) et si u 2 Lploc(R;Rn) qui

satisfait

lim
m!1

kum � ukBp = 0;

alors

u 2 Bp(Rn):

� Si f 2 Bp(Rn);alorskf kBp existe dans R:

� Si f; g 2 Bp(Rn) ,on notera g �p h la relation d�équivalence dé�nie par :

g �p h, kg � hkBp = 0:

Dé�nition 2.5 On dé�nit L�espace

Bp(Rn) := Bp(Rn)= �p :

Si f 2 Bp(Rn) sa classe d�équivalence est [f ]p est un élement de Bp(Rn):Dans la suite,

et pour alléger l�écriture on écrit f 2 Bp(Rn) au lieu de [f ]p :

Proposition 2.3 [5] Si f 2 Bp(Rn);

kf kp :=
�
lim
T!1

1

2T

Z T

�T
jf(t)jpRn dt]

1
p = [M(jf jp)

� 1
p

est une norme sur Bp(Rn):

Remarque 2.4 D�aprés ce qui précède, pour u 2 Bp(Rn); il existe une suite uj 2
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AP 0 (Rn) telle que :

lim
j!1

ku� ujkp = 0

Proposition 2.4 [5] Si p = 2, B2(Rn) est un espace de Hilbert sur R et sa norme

k:k2est associée au produit scalaire h:; :i2dé�ni par:

hf; gi2 :=M(f:g) = lim
T!1

1

2T

Z T

�T
f(t):g(t)dt; pour tous f; g 2 B2(Rn)

Dé�nition 2.6 Si u 2 B2(Rn) , on dé�nit sa dérivée généralisée selon K. Vo-Khac [23,

Chapitre B1] notée Otu 2 B2(Rn) par :

lim
s !0

1s [u(:+ s)� u(:)]� Otu(:)

2

= 0:

L�opérateur de dérivation dé�ni par

Ot :2 B2(Rn) ! B2(Rn)

u 7! Otu

est un opérateur linéaire non borné; son domaine est noté Dom(Ot):

Dé�nition 2.7 Soit l�ensemble

B1;2(Rn) := Dom(Ot) =
�
u 2 B2(Rn) ; Otu 2 B2(Rn)

	
:

Proposition 2.5 [5] Muni du produit scalaire

hu ; vi1;2 := hu; vi2 + hOtu; Otvi2 ;

l�ensemble B1;2(Rn) est un espace de Hilbert.

Proposition 2.6 [5] Soit k 2 N tel que : 1 � k � 1; alors AP k(Rn) est dense dans

B1;2(Rn):
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Proposition 2.7 [5] Soient f 2 B1;2(Rn) et g 2 AP 1(Rn), alors (f:g) 2 B1;2(Rn) et

Ot(f:g) = Otf:g+f:g0 et M(Otf:g) = �M(f:g0):O�u le point représente le produit scalaire
dans Rn:

Proposition 2.8 [5] Soient f; g 2 B2(Rn) tels que : 8h 2 AP 1(Rn) on a: M(f:h) =

�M(g:h0) ,alors g 2 B1;2(Rn) et Otg = f:

Preuve: Pour la preuve de ces quatre dernières propositions voir [5].

Pour alléger l�écriture , on utilisera des fois dans la suite les notations suivantes:

x(t) := (x(t); x(t� r); x0(t); x0(t� r));

où x 2 AP 1(Rn):

et

u(t) := (u(t); u(t� r);Otu(t);Otu(t� r));

où u 2 B1;2(Rn):

2.4 Opérateurs monotones

Dé�nition 2.8 Soit H un espace de Hilbert sur R:Un opérateur A : H ! H qui

satisfait:

hA(u)� A(v); u� vi � 0; pour tout u; v 2 H:

est dit opérateur monotone.

Un opérateur est dit strictement monotone si pour tout u 6= v l�inégalité précedente

est stricte.

Un opérateur A est dit fortement monotone s�il existe c > 0 tel que:

hA(u)� A(v); u� vi � c ku� vk2 ; pour tout u; v 2 H:
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Remarque 2.5 Il est clair qu�un opérateur fortement monotone est strictement monotone

et, bien sûr monotone.

Théorème 2.6 [10] Soit H un espace de Hilbert sur R ,et A : H ! H un opérateur

continu et fortement monotone,alors A est un homéomorphisme de H dans H:

Preuve: Voir [10, Page 318]

Proposition 2.9 [17] SoitK � X un convexe et F : K! R une fonction G-di¤érentiable,

alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) F est convexe.:

ii) DF (la di¤érentielle de F ) est monotone c�est à dire que:

8u; v 2 K; hDF (u)�DF (v); u� vi � 0:

.
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Chapitre 3

Formalisme variationnel pour les

fonctions Bohr presque-périodiques

Dans ce chapitre et les deux suivants, on s�est inspiré du travail de J. Blot [5] et celui de

M. Ayachi et J. Blot [2].

Pour L : (Rn)4 � R ! R; on note par LX la di¤érentielle partielle de L par rapport

à X 2 (Rn)4 dé�nie par:

LX(X; t):Y :=
4X
k=1

DkL(x1; x2; x3; x4; t):yk

où X = (x1; x2; x3; x4) 2 (Rn)4 et Y = (y1; y2; y3; y4) 2 (Rn)4:

Soit l�hypothèse suivante :

(H1) L 2 APU((Rn)4�R;R), pour tout (X; t) 2 (Rn)4�R on suppose que LX(X; t)

existe et LX 2 APU((Rn)4 � R;L((Rn)4;R)):

On a le lemme suivant:

Lemme 3.1 La fonctionnelle � : AP 1(Rn)! R dé�nie par :

�(x) : = lim
T!1

1

2T

Z T

�T
L(x(t); x(t� r); x0(t); x0(t� r); t)dt

= M(L(x(t); x(t� r); x0(t); x0(t� r); t))
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est de classe C1.

Pour tous x; h 2 AP 1(Rn) on a :

D�(x):h =M [D1L(x(t); t):h(t)+D2L(x(t); t):h(t�r)+D3L(x(t); t):h
0(t)+D4L(x(t); t):h

0(t�r)]

Preuve: On introduit l�opérateur linéaire :

Q:AP 1(Rn)! (AP 0(Rn))4

dé�ni par:

Q(x)(t) := (x(t); x(t� r); x0(t); x0(t� r)) = x(t)

Les quatre composantes de Q(x) sont continues ce qui implique la continuité de Q, or Q

est linéaire, donc Q est de classe C1, et pour tous x; h 2 AP 1(Rn) on a :

DQ(x):h = Q(h)

Sous (H1), L�opérateur de Nemytski

NL : (AP
0(Rn))4 ! AP 0(R)

dé�ni par:

NL(X)(t) := L(X(t); t)

est de classe C1et pour tous X; Y 2 (AP 0(Rn))4on a :

(DNL(X):Y )(t) = LX(X(t); t):Y (t):

La fonctionelle linéaire continue:

M : AP 0(R)! R
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dé�nie par:

M(x) := lim
T!1

1

2T

Z T

�T
x(t)dt

est de classe C1 et pour tous ';  2 AP 0(R) on a:

DM('): =M( )

Ainsi, � =M �NL �Q est de classe C1 comme composée de trois applications de classe

C1:

Par conséquent on a :

D�(x):h = DM(NL(Q(x)) �DNL(Q(x)) �DQ(x):h

= M(DNL(Q(x)):Q(h))

= M(LX(x(t); t):h(t))

Et en exprimant LX en termes de DjL; on obtient :

D�(x):h = M [D1L(x(t); t):h(t) +D2L(x(t); t):h(t� r)

+D3L(x(t); t):h
0(t) +D4L(x(t); t):h

0(t� r)]

Théorème 3.1 (Principe variationnel)

Sous (H1), pour tout x 2 AP 1(Rn), les deux assertions suivantes sont équivalentes:

i) D�(x) = 0; c�est à dire que x est un point critique de � dans AP 1(Rn)

ii) x est une solution Bohr-presque-périodique (au sens faible) de notre équation (1).

Preuve: Montrons que: i))ii)
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Soit D�(x) = 0 i.e:

M(D1L(x(t); t):h(t) +D2L(x(t); t):h(t� r)

+D3L(x(t); t):h
0(t) +D4L(x(t); t):h

0(t� r) = 0

Puisque la valeur moyenne est invariante par translation on a:

M(D2L(x(t); t):h(t� r)) =M(D2L(x(t+ r); t+ r):h(t))

et

M(D4L(x(t); t):h
0(t� r)) =MD4L(x(t+ r); t+ r):h0(t)) (3.1)

En utilisant le lemme 3.1 on obtient pour tout h 2 AP 1(Rn)

0 = M(D1L(x(t); t) +D2L(x(t+ r); t+ r)):h(t) (3.2)

+M(D3L(x(t); t) +D4L(x(t+ r); t+ r)):h0(t)

Posons :

q(t) := D1L(x(t); t) +D2L(x(t+ r); t+ r)

Notons par qk(t) ses coordonnées pour k = 1; :::; n:

Posons:

p(t) := D3L(x(t); t) +D4L(x(t+ r); t+ r)

Notons par pk(t) ses coordonnées pour k = 1; :::; n:

On déduit de l�égalité (3.2) que pour tout ' 2 AP1(R) on a :

M(qk(t):'(t)) = �M(pk(t):'0(t))

on obtient:

Dpk = qk
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dans le sens des distributions presque-périodiques.En passant par les séries de Fourier

on a pour tout ` 2 N :

a(Dpk; �`) = a(qk; �`)

Or pk est continue on aura donc

a(Dpk; �`) = a(p0k; �`)

ceci implique

a(p0k; �`) = a(qk; �`)

qk étant continue, en utilisant le théorème 2.2 des series de Fourier-Bohr on déduit que

pk est de classe C1 et que :

p0k = qk

dans le sens des dérivées.La fonction p(:� r) est de classe C1 et donc:

p0(t� r) = q(t� r)

qui est exactement (ii)

Maintenant montrons que :ii))i).

Pour tous f 2 AP 1(L(Rn;R)) et y 2 AP 1(Rn);on a:

M(f:y0) = �M(f 0:y)

en e¤et, en faisant une intégration par partie on obtient:

M(f:y0)(t) = lim
T!1

1

2T

Z T

�T
f(t):y0(t)dt

= lim
t!1

1

2T
[(f:y)(T )� (f:y)(�T )]� lim

T!1

1

2T

Z T

�T
f 0(t):y(t)dt

= 0 �M(f 0:y)(t)
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car (f:y) 2 AP 1(Rn):

En prenant:

f = D3L(x(t� r); x(t� 2r); x0(t� r); x0(t� 2r); t� r)

+D4L(x(t); x(t� r); x0(t); x0(t� r); t)

et en translatant le temps par r, on obtient de (ii) la relation suivante :

pour tout h 2 AP 1(Rn)

0 = M((D1L(x(t); t) +D2L(x(t+ r); t+ r)):h(t)

+(D3L(x(t); t) +D4L(x(t+ r); t+ r)):h0(t))

= M(D1L(x(t); t):h(t) +D2L(x(t); t):h(t� r)

+D3L(x(t); t):h
0(t) +D4L(x(t); t):h

0(t� r))

= D�(x):h

et ainsi on a (i).

Dans cette partie on ennonce quelques résultats concernant la structure de l�ensemble

des solutions Bohr-presque-périodiques de notre équation (1) dans le cas où L est au-

tonome et convexe.

Théorème 3.2 Supposons que L 2 C1((Rn)4;R); et que L est convexe, alors on a:

i) L�ensemble des solutions Bohr-presque-périodiques de l�équation (1) est un sous

ensemble fermé convexe de AP 1(Rn):

ii) Si x1 est une solution T 1-périodique non constante de l�équation (1), si x2 est une

solution T 2-périodique non constante de l�équation (1), et si T1
T2
n�est pas rationnel, alors

(1� �)x1 + �x2 est une solution Bohr-presque-périodique non périodique del�équation (1)

pour tout � 2]0; 1[:

iii) Si x est une solution Bohr-presque-périodique de l�équation (1), T 2 (0;1) est tel

que a(x; 2�
T
) 6= 0;alors l�équation (1) admet une solution T-périodique non constante.
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iv) Si x est une solution Bohr-presque-périodique de l�équation (1), alors M(x) est une

solution constante de l�équation (1).

Preuve: i) Puisque L est convexe, la fonctionnelle � est aussi convexe dans AP 1(Rn)

en e¤et:

soient x1; x2 2 AP 1(Rn) et soit � 2 [0; 1];

�((1� �)x1 + �x2) = lim
T!1

1

2T

Z T

�T
L((1� �)x1(t) + �x2(t))dt

� lim
T!1

1

2T

Z T

�T
[(1� �)L(x1(t)) + �L(x2(t))]dt

= (1� �)

�
lim
T!1

1

2T

Z T

�T
L(x1(t))dt

�
+ �

�
lim
T!1

1

2T

Z T

�T
L(x2(t))dt

�
= (1� �)�(x1) + ��(x2)

L est autonome et de classe C1, L satisfait (H1) alors � est de classe C1: D�aprés le

théorème 1.1 l�ensemble des points critiques de � est égal à l�ensemble des minimums de

� c�est à dire:

A =
�
x 2 AP 1(Rn) : �(x) = inf �

	
=
�
x 2 AP 1(Rn) : D�(x) = 0

	
de plus A est fermé et convexe, en e¤et :

A =
�
x 2 AP 1(Rn) : D�(x) = 0

	
= (D�)�1 f0g

� étant de classe C1, donc A est fermé.

Soient x1; x2 2 A, comme � est convexe on a :

�((1� �)x1 + �x2) � (1� �)�(x1) + ��(x2)

= (1� �) inf � + � inf �

= inf �
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Or

inf � � �((1� �)x1 + �x2) � inf �

Ceci implique que :

�((1� �)x1 + �x2) = inf �

Et on conclut que:

(1� �)x1 + �x2 2 A;

c�est à dire A est convexe.

ii) Soient x1une solution T 1�périodique non constante de l�équation (1) et x2 une

solution T 2�périodique non constante de l�équation (1).

Posons: x = (1� �)x1+ �x2 avec � 2]0; 1[ :Comme A est convexe, x est aussi solution de

l�équation (1).

Raisonnons par l�absurde.

Supposons que x est périodique de période � , ce qui nous permet d�écrire:

x(t) = x(t+ �) = (1� �)x1(t+ �) + �x2(t+ �)

D�autre part:

(1� �)x1(t) + �x2(t) = x(t) = (1� �)x1(t+ T 1) + �x2(t+ T 2):

Car x1 est périodique de période T 1; et x2 est périodique de période T 2.

Par identi�cation on a : 8<: x1(t+ �) = x1(t+ T 1) = x1(t)

x2(t+ �) = x2(t+ T 2) = x2(t)

ie :

8<: 9a 2 Z�; � = a:T 1

9b 2 Z�; � = b:T 2
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) T 1

T 2
=
b

a

Ce qui entraine que
T 1

T 2
est rationnel, et ceci contredit l�hypothèse; on conclut que si

T1
T2
n�est pas rationnel, alors (1 � �)x1 + �x2 est une solution Bohr-presque-périodique

non périodique de l�équation (1).

iii) Soit x une solution Bohr-presque-périodique de l�équation (1) et T 2 (0;1) tel

que a(x; 2�
T
) 6= 0:

Considérons l�expression suivante:

CT;�(x)(t) :=
1

�

��1X
k=0

x(t+ kT ) o�u � 2 N�; t 2 R

Par le théorème 2.3, il existe une fonction T-périodique continue notée par xT telle que :

lim
�!+1

CT;�(x)� xT

1 = 0

On véri�e que :

lim
�!1

CT;�(x)� xT

C1
= 0:

En e¤et:

lim
�!1

CT;�(x)� xT

C1
= lim

�!1

hCT;�(x)� xT

1 +

C 0
T;�(x)� (xT )0


1

i
Puisque d�aprés le même théorème 2.3, il existe une fonction yT T -périodique continue

telle que :

lim
�!1

C 0
T;�(x)� yT


1 = 0

et puisque

lim
�!+1

CT;�(x)� xT

1 = 0
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ceci implique

yT = (xT )0et lim
�!1

C 0
T;�(x)� (xT )0


1 = 0;

et donc on conclut que:

lim
�!+1

CT;�(x)� xT

C1
= 0:

L est autonome, t ! x(t + kT ) est une solution Bohr-presque-périodique de l�équation

(1), en e¤et, en utilisant le changement de variable suivant

� = t+ kT ie : d� = dt

dans l�équation (1) on obtient le résultat.

On remarque que CT;�(x) est une combinaison convexe de solutions Bohr-presque-

périodiques de l�équation (1), A étant convexe, CT;�(x) est donc solution Bohr-presque-

périodique de l�équation (1), et puisque A est fermé, alors xT est aussi solution T -

périodique de l�équation (1).

On véri�e que pour m 2 Z:

a(CT;�(x);
2�m

T
) = a(x;

2�m

T
)

en e¤et:

a(CT;�(x);
2�m

T
) = lim

T!+1

1

2T

Z T

�T
exp(�2�m

T
it)CT;�(x)dt

=
1

�

��1X
k=0

lim
T!+1

1

2T

Z T

�T
exp(�2�m

T
it)x(t+ kT )dt

34



En utilisant le même changement de variable (� = t+ kT ) ,on obtient:

a(CT;�(x);
2�m

T
) =

1

�

��1X
k=0

lim
T!+1

1

2T

Z (k+1)T

(k�1)T
exp(�2�m

T
i�)x(�)d�

=
1

�

��1X
k=0

a(x;
2�m

T
)

= a(x;
2�m

T
)

D�aprés le théorème 2.4 on a:

lim
�!+1

a(CT;�(x);
2�m

T
) = a(xT ;

2�m

T
)

Et donc :

a(xT ;
2�m

T
) = a(x;

2�m

T
)

Puisque xT est périodique

^(xT ) =
�
� 2 R; � 2 2�

T
Z
�

Si a(x; 2�
T
) 6= 0 (i.e:m = 1), xT est une solution T -périodique non constante de

l�équation (1) ce qui prouve (iii).

Pour prouver (iv) il su¢ t de prendre T 1 2 (0;1) tel que :

(
2�

T 1
)Z� f0g \ ^(x) = ?

et alors tous les coe¢ cients de Fourier-Bohr de xT
1
sont tous nuls sauf la valeur moyenne

de xT
1
qui est égale à M(x):

Interprétation :

� Si l�équation (1) n�admet aucune solution constante, alors elle n�admet ni solution

périodique ni solution presque-périodique non périodique.

35



� Si l�équation (1) n�admet aucune solution périodique ou si toutes les périodes de

ses solutions périodiques sont des multiples rationnels d�un nombre réel �xé, alors elle

n�admet pas de solution presque-périodique non périodique.

L�espace (AP 1(Rn); k:kC1) n�est pas re�exif, ce qui ne nous permet pas de développer

les techniques des méthodes variationnelles, c�est pourquoi on va étendre notre étude à

l�espace de Hilbert B1;2(Rn):
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Chapitre 4

Formalisme variationnel pour les

fonctions Besicovitch presque

périodiques

Pour montrer le principe variationnel sur B1;2(Rn), nous avons besoin de deux lemmes.

E et F sont deux espaces normés de dimension �nie.

Lemme 4.1 Soit g 2 APU(E � R; F ) une fonction qui satisfait la condition de Hölder

suivante:

9� 2 (0; 1];9a 2 [0;1);8t 2 R;8z; w 2 E : jg(z; t)� g(w; t)jF � a jz � wj�E

Soit p; q 2 [1;1) tels que p = �q , alors on a:

i) Si u 2 Bp(E); alors : t! g(u(t); t) 2 Bq(F ):

ii) L�opérateur de Nemytski Ng : Bp(E)! Bq(F ) dé�ni par:

Ngu(t) := g(u(t); t)
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satisfait :

kNgu�Ngvkq � a ku� vk�p

et ceci pour tous u; v 2 Bp(E)

Preuve: Posons b(t) := jg(0; t)j ; ainsi nous avons b 2 AP 0(R) .La condition de Hölder

nous donne:

jg(z; t)jF � b(t) = jg(z; t)jF � jg(0; t)jF � jg(z; t)� g(0; t)jF � a jzj�E

d�où

jg(z; t)jF � a jzj�E + b(t);

pour tout z 2 E; t 2 R:

Si u 2 Bp(E); alors nous avons :

jg(u(t); t)jF � a ju(t)j�E + b(t);

pour tout t 2 R:

Puisque b est continue on a:

b 2 Lqloc(R;R);

comme

(ju(t)j�E)q = ju(t)j
p
E ;

on a:

juj� 2 Lqloc(R;R);

et

t 7! g(u(t); t) 2 Lqloc(R; F ):
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Or on sait que pour u 2 Bp(E);il existe une suite (uj)j 2 AP 0(E) telle que:

lim
j!+1

ku� ujkp = 0:

Posons:

'j(t) := g(uj(t); t);

par le théorème 2.1 on a:

'j 2 AP 0(F ):

Un calcul direct nous donne:

(M(
��g(u(t); t)� 'j(t)

��q
F
))

1
q � (M(a ju(t)� uj(t)j�E)

q)
1
q (4.1)

� a(M(ju(t)� uj(t)jpE))
1
q

= a(M(ju(t)� uj(t)jpE))
�
p

= a ku� ujk�p

Or

lim
j!+1

ku� ujkp = 0;

ce qui implique que:

lim
j!+1

�
M(
��g(u(t); t)� 'j(t)

��q)� 1q = 0
et donc :

t! g(u(t); t) 2 Bq( F );

et ainsi (i) est prouvé.

Pour démontrer (ii) il su¢ t de remplacer dans (4.1) 'j(t) par g(v(t); t) et on aura:

kNgu�Ngvkq � a ku� vk�p
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Lemme 4.2 Soit f 2 APU(E � R; F )une fonction telle que la dérivée partielle D1f

(z; t) existe pour tout (z; t) 2 E � R et telle que:

D1f 2 APU(E � R;L(E;F )):

Nous supposons l�hypothèse suivante:

H) 9a1 2 [0;1); tel que pour tous z; w 2 E et pour tout t 2 R :

jD1f (z; t)�D1f (w; t)jL(E;F ) � a1 jz � wjE

Alors l�opérateur de Nemytski :

Nf : B
2(E)! B2(F )

dé�ni par :

Nf (u)(t) := f(u(t); t)

est de classe C 1 pour tous u; h 2 B2(E)

(DNf (u):h)(t) = D1f(u(t); t):h(t):

Preuve: La démonstration se fait en cinq étapes.

1èreétape : Nous montrons que 9a0 2 [0;1); b 2 B1(R) tel que : pour tout

(z; t) 2 E � R ,

jf (z; t)jF � a0 jz j2E + b(t):

On a d�aprés les hypothèses :

jD1f (z; t)�D1f (0; t)jL(E;F ) � a1 jz � 0jE = a jzjE
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Ceci implique:

jD1f (z; t)jL(E;F ) � jD1f (z; t)�D1f (0; t)jL(E;F ) + jD1f (0; t)jL(E;F ) (4.2)

� a1 jz jE + jD1f (0; t)jL(E;F )

En utilisant le théorème de la valeur moyenne on a pour tout (z; t) 2 E � R

jf (z; t)jF � jf (z; t)� f (0; t)jF + jf (0; t)jF

� sup
�2]0;z[

jD1f (�; t)jL(E;F ) jz � 0jE + jf (0; t)jF

� sup
�2]0;z[

(a1 j�jE + jD1f (0; t)jL(E;F )): jzjE + jf (0; t)jF

= (a1 jzjE + jD1f (0; t)jL(E;F )): jzjE + jf (0; t)jF

� a1 jzj2E +
1

2
jD1f (0; t)j2L(E;F ) +

1

2
jzj2E + jf (0; t)jF

= (a1 +
1

2
) jzj2E +

1

2
jD1f (0; t)j2L(E;F ) + jf (0; t)jF (4.3)

Posons:

b(t) :=
1

2
jD1f (0; t)j2L(E;F ) + jf (0; t)jF ;

et

a0 := a1 +
1

2
:

Puisque

f 2 APU(E � R; F ) et D1f 2 APU(E � R;L(E;F ));

on a:

b 2 AP 0(R) � B1(R):

2émeétape : Nous montrons que t! f (u(t); t) 2 B1(F ) où u 2 B2(E)

Soit u 2 B2(E); alors l�inégalité:

jf (u(t); t)jF � a0 ju(t)j2E + b(t) implique que t! f (u(t); t) 2 L1loc(R; F )
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En utilisant le lemme 4.1 avec : p = 2; q = 2; � = 1et g = D1f , on a:

t! D1f (u(t); t) 2 B2(L(E;F ))

Soit (um)m une suite de AP 0(E) telle que:

lim
m!1

ku� umk2 = 0:

En utilisant le théorème de la valeur moyenne, on a pour tout t 2 R :

jf(um(t); t)� f(u(t); t)�D1f(u(t); t):(um(t)� u(t))jF

� ( sup
�2]u(t);um(t)[

jD1f(�; t)�D1f(u(t); t)jL(E;F )): jum(t)� u(t))jE

� a1 sup
�2]u(t);um(t)[

j� � u(t)jE : jum(t)� u(t)jE

� a1 jum(t)� u(t)j2E

par conséquent:

M(jf(um(t); t)� f(u(t); t)�D1f(u(t); t):(um(t)� u(t))j � a1: kum � uk22

puisque

t! D1f(u(t); t) 2 B2(L(E;F ));

et

(um � u) 2 B2(E);

on a:

t! D1f(u(t); t):(um(t)� u(t)) 2 B1(F ):

En utilisant le théorème 2.1 on a:

t! f(um(t); t) 2 AP 0(F ) � B1(F ):
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Et ainsi en posant :

 m(t) := f(um(t); t)�D1f(u(t); t):(um(t)� u(t))

on a

 m 2 B1(F ):

L�inégalité précédente implique:

lim
m!1

M(jf (u(t); t)�  m(t)jF ) = 0

Alors on a :

t! f(u(t); t) 2 B1(F ):

3émeétape : Nous montrons que pour tout u 2 B2(E); l�opérateur

�(u) : B2(E)! B1(F )

dé�ni par:

(�(u):h)(t) := D1f (u(t); t):h(t)

est linéaire continu .

On a vu que :

t! D1f(u(t); t):h(t) 2 B1(F ):

�(u) est linéaire, en e¤et:
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Soient h; k 2 B2(E) et soient �; � 2 R; alors on a pour tout t 2 R :

�(u):(�h+ �k)(t) = D1f (u(t); t):(�h+ �k)(t)

= D1f (u(t); t):(�h)(t) +D1f (u(t); t):(�k)(t)

= �D1f (u(t); t):h(t) + �D1f (u(t); t):k(t)

= ��(u):h(t) + ��(u):k(t)

Pour la continuité, en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz on a pour tout h 2 B2(E) :

M(jD1f(u(t); t):h(t)jF ) � M(jD1f(u(t); t)jL(E;F ) : jh(t)jE)

�
h
M(jD1f(u(t); t)j2L(E;F )

i 1
2
:
�
M(jh(t)j2E)

� 1
2

ce qui prouve la continuité de �(u):

4émeétape : On démontre la di¤érentiabilité de Nf :

D�aprés le lemme 4.1, l�opérateur Nf : B2(E)! B2(F ) est continu.

Soient u; h 2 B2(E);en utilisant le théorème de la valeur moyenne, on a pour tout

t 2 R :

jf(u(t) + h(t); t)� f(u(t); t)�D1f(u(t); t):h(t)jF � sup jD1f(�; t)�D1f(u(t); t)jL(E;F ) : jh(t)jE
�2]u(t);u(t)+h(t)[

� a1 jh(t)j2

En utilisant la monotonie de la moyenne M , on obtient:

M(jf (u(t) + h(t); t)� f (u(t); t)�D1f (u(t); t):h(t)jF ) � a1 khk22

i.e.:

kNf (u+ h)�Nf (u)� �(u):hk � a1 khk22
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Ceci implique que Nf est di¤érentiable en u et que:

DNf (u) = �(u)

5émeétape : Montrons que Nf est de classe C1:

Soient u; v 2 B2(E); en utilisant l�hypothèse (H), pour tout h 2 B2(E) tel que

khk2 � 1 et pour tout t 2 R; on a:

j(D1f (u(t); t)�D1f (v(t); t)):h(t)j � jD1f (u(t); t)�D1f (v(t); t)j : jh(t)j

� a1 ju(t)� v(t)j : jh(t)j

en utilisant Cauchy-Schwartz on a la majoration suivante:

M(j(D1f (u(t); t)�D1f (v(t); t)):h(t)j) � a1M(ju(t)� v(t)j : jh(t)j)

� a1 ku� vk2 : khk2

� a1 ku� vk2

et on obtient :

kDNf (u)�DNf (v)kL � a1 ku� vk2

ce qui prouve la continuité de DNf :

Théorème 4.1 (principe variationnel) Soit L une fonction dé�nie par:

L : (Rn)4 � R! R

(X; t) : = (x1; x2; x3; x4; t) 7�! L(X; t) := L(x1; x2; x3; x4; t)

et r une constante strictement positive;telles que:

1) L 2 APU((Rn)4 � R;R);

2) les dérivées partielles DkL(x1; x2; x3; x4; t); k = 1; ::; 4 existent pour tout
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(x1; x2; x3; x4; t) 2 (Rn)4 � R; et DkL 2 APU((Rn)4 � R;L(Rn;R));

3) 9a1 2 [0;1) telle que: jLX(X; t)� LX(Y; t)j � a1 jX � Y j(Rn)4 ; pour tous X; Y 2

(Rn)4; 8 t 2 R:

Alors la fonctionnelle :

J : B1;2(Rn)! R

dé�nie par:

J(u) = M(L(u(t); u(t� r);Otu(t);Ot(t� r); t))

= lim
T!1

1

2T

Z T

�T
L(u(t); u(t� r);Otu(t);Otu(t� r); t)dt

est de classe C1;et les deux assertions suivantes sont équivalentes:

i) DJ(u) = 0 i.e: u est un point critique de J:

ii)

D1L(u(t� r); u(t� 2r);Otu(t� r);Otu(t� 2r); t� r)

+D2L(u(t); u(t� r);Otu(t);Otu(t� r); t)

= Ot[D3L(u(t� r); u(t� 2r);Otu(t� r);Otu(t� 2r); t� r)

+D4L(u(t); u(t� r);Otu(t);Otu(t� r); t)]:

(l�égalité est dans B2(L(Rn;R)):

Dé�nition 4.1 Si u 2 B1;2(Rn) satisfait l�assertion (ii) dans le théorème 4.1 ,on dit que

u est une solution Besicovitch-presque-périodique faible de l�équation (1).

Preuve: On considère l�opérateur :

= : B1;2(Rn)! (B2(Rn))4 � B2((Rn)4)
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dé�ni par:

=(u)(t) := (u(t); u(t� r);Otu(t);Otu(t� r))

Il est clair que = est linéaire continu, alors = est de classe C1 et on a pour tout h 2

B1;2(Rn):

D=(u):h = =(h)

On considère l�opérateur Nemytski:

NL : B
2((Rn)4)! B1(R)

dé�ni par :

(NL(U))(t) := L(U(t); t)

En utilisant lemme 4.2, NL est de classe C1 et pour tous U = (u1; u2; u3; u4); V =

(v1; v2; v3; v4) 2 B2((Rn)4) on a:

(DNL(U):V )(t) = LX(U(t); t):V (t)

=
4X
k=1

DkL(u1(t); u2(t); u3(t); u4(t); t):vk(t)

La valeur moyenne M : B1(R)! R est linéaire continue en e¤et:

jM(x(t))j �M(jx(t)j) = kxk1 pour tout x 2 B1(R)

donc elle est de classe C1 et pour tous ';  2 B1(R) on a:

DM('): =M( )

Par conséquent:

J =M �NL � =
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est de classe C1comme composition de trois applications de classe C1:

Soit u 2 B1;2(Rn); si (i) est vraie, alors pour tout h 2 B1;2(Rn) on a:

0 = DJ(u):h = D(M �NL � =)(u):h

= DM(NL � =(u)) �DNL(=(u)) �D=(u):h

= M(DNL(=(u):=(h))

= M(D1L(u(t); t):h(t) +D2L(u(t); t):h(t� r)

+D3L(u(t); t):Oth(t) +D4L(u(t); t):Oth(t� r))

= M((D1L(u(t); t) +D2L(u(t+ r); t+ r)):h(t))

+M((D3L(u(t); t) +D4L(u(t+ r); t+ r)):Oth(t))

Or d�aprés la proposition 2.8 on a:

D1L(u(t); t) +D2L(u(t+ r); t+ r) = Ot[D3L(u(t); t) +D4L(u(t+ r); t+ r)]

Ce qui donne(ii).

Inversement on a:

Ot[D3L(u(t); t) +D4L(u(t+ r); t+ r)] 2 B2(L(Rn;R)

c�est à dire

t 7�! D3L(u(t); t) +D4L(u(t+ r); t+ r) 2 B1;2(Rn)

et pour tout h 2 AP 1(Rn) on a:

M((D1L(u(t); t)+D2L(u(t+r); t+r)):h(t)�M(Ot(D3L(u(t); t)+D4L(u(t+r); t+r)):h(t)) = 0
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En utlisant la proposition 2.7 on obtient:

0 = M((D1L(u(t); t) +D2L(u(t+ r; t+ r)):h(t) + (D3L(u(t); t) +D4L(u(t+ r); t+ r)):h0(t))

= M((D1L(u(t); t):h(t) +D2L(u(t); t):h(t� r) +D3L(u(t); t):h
0(t) +D4L(u(t); t):h

0(t� r))

= DJ(u):h

CommeAP 1(Rn) est dense dansB1;2(Rn) d�aprés la proposition 2.6; on aDJ(u):h = 0

pour tout h 2 B1;2(Rn); et donc: DJ(u) = 0:

Théorème 4.2 (Existence,unicité) Soit L : (Rn)4�R! R une fonction qui satis-

fait les hypothèses (1), (2) et (3) du théorème 4.1 ainsi que les deux hypothèses suivantes:

i) L(:; t) : (Rn)4 ! R est convexe, pour tout t 2 R:

ii) 9i 2 f1; 2g ; j 2 f3; 4g ; c 2 (0;1) tels que pour tout (x1; x2; x3; x4; t) 2 (Rn)4 � R on

a:

L(x1; x2; x3; x4; t) � c(jxij2Rn + jxjj
2
Rn):

Alors il existe une fonction u 2 B1;2(Rn) qui est une solution Besicovitch-presque-

périodique faible de l�équation (1).

Si de plus on a l�hypothèse suivante:

iii) 9k 2 f1; 2g ; ` 2 f3; 4g ; c1 2 (0;1) tels que la fonction � : (Rn)4 � R ! R dé�nie

par:

�(x1; x2; x3; x4; t) := L(x1; x2; x3; x4; t)�
c1
2
jxkj2Rn �

c1
2
jx`j2Rn

est convexe par rapport à (x1; x2; x3; x4) pour tout t 2 R:

Alors la solution Besicovitch-presque-périodique faible de l�équation (1) est unique.

Preuve: 1) Existence:

En utilisant théorème 4.1, la fonctionnelle J est de classe C1; et d�aprés l�hypothèse

(i) J est convexe; l�hypothèse (ii) assure que pour tout u 2 B1;2(Rn);on a:

J(u) � c(M(juj2) +M(jOtuj2)) = c kuk21;2
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Puisque la valeur moyenne est invariante par translation, J est coercive sur B1;2(Rn); et

ainsi en appliquant le théorème 1.2 à la fonctionnelle J , 9u 2 B1;2(Rn) telle que:

J(u) = inf J

c-à-d

DJ(u) = 0;

et d�aprés le théorème 4.1 u est une solution Besicovitch-presque-périodique faible de

l�équation (1).

2) Unicité:

Pour traiter l�unicité, on considère la fonctionnelle I : B1;2(Rn)! R; dé�nie par:

I(u) :=M(�(u(t); u(t� r);Otu(t);Ot(t� r); t)) = J(u)� c1
2
M(juj2)� c1

2
M(jOtuj2)

on constate que I est convexe (car �est convexe), et puisque J est de classe C1; I est

aussi de classe C1:

Notons que:

DI(u) = DJ(u)� c1 hu ; :i2

En utilisant la monotonie de la di¤érentielle d�une fonctionnelle convexe, pour tous

u; v 2 B1;2(Rn); on a:

0 � hDI(u)�DI(v); u� vi = hDJ(u)�DJ(v); u� vi � c1 hu� v; u� vi2

ceci implique:

hDJ(u)�DJ(v); u� vi � c1 ku� vk21;2

Maintenant si u et v sont deux solutions Besicovitch-presque-périodiques faibles de
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l�équation (1), alors d�aprés le théorème 4.1 on a:

DJ(u) = DJ(v) = 0

ceci implique

c1 ku� vk21;2 = 0

et donc

u = v
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Chapitre 5

Exemple

Considérons l�équation suivante:

D1K(x(t� r); x(t� 2r); x0(t� r); x0(t� 2r)) +D2K(x(t); x(t� r); x0(t); x0(t� r))

� d

dt
[D3K(x(t� r); x(t� 2r); x0(t� r); x0(t� 2r)) +D4K(x(t); x(t� r); x0(t); x0(t� r))]

= b(t) (5.1)

où K : (Rn)4 ! R est une fonction di¤érentiable, et b : R ! Rn est un terme forçant

presque-périodique.

Théorème 5.1 (Existence et unicité) Soit K 2 C2((Rn)4;R) une fonction qui satis-

fait les hypothèses suivantes:

1) 9a0 2 [0;1) tel que: jK(X)j � a0: jXj2(Rn)4 pour tout X 2 (Rn)4:

2) 9j 2 f1; 2g; k 2 f3; 4g ; c 2 (0;1) tels que la fonction G : (Rn)4 ! R dé�nie par:

G(x1; x2; x3; x4) := K(x1; x2; x3; x4)�
c

2
jxjj2Rn �

c

2
jxkj2Rn

est convexe et non négative sur (Rn)4:

3) La di¤érentielle DK est Lipschitzienne sur (Rn)4:

Alors on a :
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i) Pour tout b 2 B2(Rn); il existe une unique u 2 B1;2(Rn) qui est une solution

Besicovitch-presque-périodique faible de l�équation (5.1).

ii) L�ensemble des fonctions b 2 AP 0(Rn) tel qu�il existe une solution Bohr-presque-

périodique de l�équation (5.1) est dense dans AP 0(Rn) par rapport à la norme suivante:

kbk� := sup
n
M(b:h) : h 2 B1;2(Rn); khk1;2 � 1

o
Preuve: En prenant :

L(x1; x2; x3; x4; t) = K(x1; x2; x3; x4)� x1:b(t+ r)

où le point denote le produit scalaire usuel dans Rn

on constate que l�équation (5.1) est un cas particulier de l�équation (1)

Pour prouver (i), il su¢ t de montrer que cette fonction L véri�e les hypothèses du

théorème 4.2, en e¤et:

Soit b 2 B2(Rn); montrons alors que:

� LX est Lipschitzienne, on a:

jLX(X; t)� LX(Y; t)jL((Rn)4;R) = jDK(X)�DK(Y )jL((Rn)4;R)

or DK est Lipschitzienne implique que 9a 2 [0;1) tel que pour tous X;Y 2 (Rn)4 et

pour tout t 2 R:

jLX(X; t)� LX(Y; t)jL((Rn)4;R) � a jX � Y j(Rn)4

� L(:; t) : (Rn)4 ! R est convexe 8t 2 R;on a:

K(x1; x2; x3; x4) = G(x1; x2; x3; x4) +
c

2
(jxjj2Rn + jxkj

2
Rn)
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ceci implique:

L(x1; x2; x3; x4; t) = G(x1; x2; x3; x4) +
c

2
(jxjj2Rn + jxkj

2
Rn)� x1:b(t+ r)

or la fonction G est convexe et la fonction
c

2
(jxjj2Rn + jxkj

2
Rn) est aussi convexe(car

la norme est convexe et la somme de deux fonctions convexes est convexe), et donc la

fonction K est convexe. De plus la fonction (�x1:b(t+r)) est convexe car elle est linéaire,

ainsi on conclut que L(:; t) est convexe 8t 2 R comme somme de trois fonctions convexes.

� L�hypothèse suivante: 9i 2 f1; 2g ; j 2 f3; 4g ; c 2 (0;1) tels que pour tout (x1; x2; x3; x4; t) 2

(Rn)4 � R on a:

L(x1; x2; x3; x4; t) � c(jxij2Rn + jxjj
2
Rn)

a été utilisée pour prouver la coercivité dela fonctionnelle J; on a constaté que l�hypothèse:

K(x1; x2; x3; x4) �
c

2
(jxij2Rn + jxjj

2
Rn)

déduite de l�hypothèse (3) est su¢ sante pour montrer la coercivité de la fonctionnelle J

de notre exemple en e¤et:

J(u) = M(L(u(t); t)) =M(K(u(t))�M(u(t):b(t+ r))

� c

2

�
M(ju(t)j2Rn) +M(jOtu(t)j2Rn)

�
� hu; bi2

� c

2
kuk21;2 � kuk2 kbk2

� c

2
kuk21;2 � kuk1;2 kbk2

par conséquent J est coercive à l�in�ni.

� Il reste à montrer que:

�(x1; x2; x3; x4; t) := L(x1; x2; x3; x4; t)�
c1
2
jxkj2 �

c1
2
jx`j2
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est convexe en e¤et, l�hypothèse (2) nous permet d�écrire:

�(x1; x2; x3; x4; t) := G(x1; x2; x3; x4)� x1:b(t+ r)

puisque les fonctions G et ( �x1:b(t+ r)) sont convexes,alors �est convexe 8t 2 R:

Ainsi, d�aprés le théorème 4.2 pour tout b 2 B2(Rn);9u 2 B1;2(Rn) qui est une

solution Besicovitch-presque-périodique faible unique de (5.1).

Maintenant montrons l�assertion (ii).

On introduit les fonctionnelles E1 et F1dé�nies de B1;2(Rn) dans R par:

E1(u) :=M(K(u(t)) et F1(u) :=M(G(u(t))

Elles sont des cas spéciaux de la fonctionnelle J du théorème 4.1 et donc elles sont de

classe C1:

Notons que:

F1(u) = E1(u)�
c

2
kuk21;2

En utilisant l�isomorphisme de F.Riesz:

|̂ : B1;2(Rn)! [B1;2(Rn)]0

tel que:

h|̂(u); v)i = hu; vi

pour tous u; v 2 B1;2(Rn):

On peut dé�nir les gradients:

gradE1(u) := |̂�1(DE1(u)) et gradF1(u) := |̂�1(DF1(u))

En utilisant la monotonie de gradF1 (due à la convexité de F1),
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on a pour tous u; v 2 B1;2(Rn)

0 � hgradF1(u)� gradF1(v); u� vi = hgradE1(u)� gradE1(v); u� vi � c: ku� vk21;2

Ceci implique:

hgradE1(u)� gradE1(v)i � c ku� vk21;2

i.e.: gradE1 est fortement monotone et par conséquent, d�aprés théorème 2.6, gradE1

est un homéomorphisme de B1;2(Rn) dans B1;2(Rn):

Considérons l�opérateur nonlinéaire non borné:

	 : Dom(	) � B1;2(Rn)! B2(Rn)

dé�ni par:

(	(u))(t) := D1K(u(t� r)) +D2K(u(t))� Ot[D3K(u(t� r)) +D4K(u(t))]

et ainsi 	(u) = b signi�e que u est une solution Besicovitch-presque-périodique faible

de (5.1).

En utilisant (i), 	 est bijective; véri�ons que:

k	(u)�	(v)k� = kgradE1(u)� gradE1(v)k1;2

en e¤et on a:

M((	(u)�	(v)):h) = M(	(u):h)�M(	(v):h)

= M(DK(u(t):h(t))�M(DK(v(t):h(t))

= DE1(u):h�DE1(v):h

= (DE1(u)�DE1(v)):h
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et donc

k	(u)�	(v)k� = sup
n
M((	(u)�	(v)):h) : h 2 B1;2(Rn); khk1;2 � 1

o
= sup

n
(DE1(u)�DE1(v)):h : h 2 B1;2(Rn); khk1;2 � 1

o
= kDE1(u)�DE1(v)k(B1;2)�

= kgradE1(u)� grad E1(v)k1;2

Puisque, d�aprés proposition 2.6 AP 2(Rn) est dense dans B1;2(Rn), et AP 2(Rn) �

Dom(	) ce qui implique que AP 2(Rn) est dense dans Dom(	) par rapport à la norme

k:k1;2 :

Or gradE1 est un homéomorphisme deB1;2(Rn) dansB1;2(Rn) on déduit que 	 est un

homéomorphisme de (Dom(	); k:k1;2) dans (B2(Rn); k:k�). Donc 	(AP 2(Rn)) est dense

dans B2(Rn) par rapport à la norme k:k�, et puisque 	(AP 2(Rn) � AP 0(Rn) � B2(Rn);

alors 	(AP 2(Rn) est dense dansAP 0(Rn) par rapport à la normek:k�
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