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Introduction

Les équations différentielles a retard sont des équations différentielles dans lesquelles
la dérivée & un moment ¢ dépend de la fonction (et de la dérivée dans le cas des équations
de type neutre) & des moments antérieurs ¢ — r;, r; € RT. Autrement dit ces équations
tiennent compte de l'effet du passé dans la prédiction du futur (pour plus de détails voir
[15]).

Les systémes d’équations différentielles a retard occupent désormais une place
de premiére importance dans tous les domaines de la science, en particulier dans la
modélisation des phénomeénes biologiques telle que: la dynamique de la population,
I’épidémiologie, etc...

Un outil trés puissant dans ’étude des équations différentielles ordinaires ainsi
que les équations différentielles aux dérivées partielles est la méthode variationnelle.

L’origine de cette méthode remonte & P. Fermat, & qui 'on doit les fondements
du calcul variationnel, et & ses successeurs Newton et Leibniz etc..,qui ont été motivés
par des problémes d’optimisation (pour plus de détails voir [16]).

Cette méthode consiste a la construction d’une fonctionnelle réelle définie sur un
espace de Banach convenable, les points critiques de cette fonctionnelle constituent les
solutions de 1’équation différentielle associée.

Cependant, elle est trés peu utilisée dans I’étude des équations différentielles a
retard.

Ce mémoire est consacré a I’étude des solutions presque-périodiques de I’équation



différentielle a retard de type neutre suivante:

DiL(z(t —r),x(t —2r),2'(t — r),2'(t — 2r),t — 1)
+DoL(z(t), z(t —r),2'(t), 2" (t — r),t)
d

= = [DsL(x(t —r),x(t — 2r),2'(t — r), 2" (t — 2r),t — 1) (1)

+DyL(z(t), z(t —r),2'(t), 2" (t — r),t)]

ou L: (R")* xR — R estune fonction différentiable, D; L j =1, ..,4 représente la

ieme

différentielle partielle par rapport au j*¢ vecteur variable définie par :

D,L (R")* xR — L(R",R)
(X,t) — D;L(X,t),

et r € (0,00) une constante positive fixée.

Notre approche est basée sur une méthode variationnelle qui est concue spé-
cialement pour la recherche des solutions presque-périodiques. Elle consiste & minimiser
une fonctionnelle réelle(dite d’action moyenne) sur un espace de Hilbert de fonctions
presque-périodiques au sens de Besicovitch not¢ B2 . J. Blot [5] I’a utilis¢ pour un
systéme d’équations ordinaires, en s’inspirant de ce travail et celui de M. Ayachi et J.
Blot [2], on propose dans ce mémoire de faire une généralisation de de cette méthode a
la classe d’équations différentielles a retard de type neutre ci-dessus.

L’organisation de notre mémoire est la suivante: dans le premier chapitre, on rap-
pelle les définitions et propriétés des méthodes variationnelles. Dans le second chapitre,
on rappelle toutes les notions préliminaires nécessaires pour le développement de notre
travail, on donne également la construction de ’espace B2, Dans le troisiéme chapitre, on
pose un formalisme pour les solutions presque-périodiques au sens de Bohr, on ennonce
également des résultats sur la structure de ’ensemble de ces solutions. Le quatrieme
chapitre est consacré au formalisme variationnel pour les solutions presque-périodiques

au sens de Besicovitch qui nous permet d’ennoncer un résultat principal sur 'existence



et I'unicité de la solution. Enfin, dans le cinquiéme chapitre on étudie un exemple en
donnant un résultat d’existence de solutions Bohr-presque-périodiques pour un ensemble

dense de forces extérieures presque-périodiques.



Chapitre 1

Méthodes variationnelles

Dans ce chapitre, nous définissons les méthodes variationnelles, nous rappelons également

leurs propriétés et leurs différentes techniques.

1.1 Rappels:

Commencons d’abord par donner quelques définitions et résultats connus nécessaires pour
le developpement de cette partie.Pour plus de détails, se référer a [8], [11], [12], [17], [19]
et [23].

Définition 1.1 Soit F' une fonction différentiable définie de X dans R.Un point u € X
est dit point critique pour F si et seulement si DF(u) = 0, ou DF est la différentielle
de F.

Définition 1.2 Soit X un espace de Banach, soit K C X un sous-ensemble convexe,
une fonctionelle F': X — R est dite conveze sur K si pour tous u,v € K et t € [0,1] on
a:

F(tu+ (1 —t)v) <tF(u)+ (1 —1t)F(v).

La fonctionelle F' est dite strictement convexe sur K si pour tous u,v €e K, u#v et



t€(0,1) on a:
F(tu+ (1 —t)v) < tF(u) + (1 —t)F(v).

Proposition 1.1 [17] Soit K C X un convexe et F' : K — R une fonction G-différentiable,
alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
i) F est convexe.

ii) Pour tous u,v € K on a: F(v) > F(u) + (DF (u),u —v).
Théoréme 1.1 Soit X un espace de Banach et F € C 1(X,R) convexe.Alors u € X est

un minimum de F' si et seulement st u est un point critique de F, c’est a dire:

F(u) = inf F(v) < DF(u) =0

veX
Preuve: Il faut montrer que si DF(u) =0 alors F(u) < F(v) Vv € X.
Or, d’aprés la proposition précédente on a:

F(v) > F(u) + DF(u)(v —u) = F(u)

etceciVv € X. ®

Définition 1.3 Une fonction F' : X — RU{+o00} est dite semi-continue inférieurement

(s.c.i) si pour tout X € R l’ensemble [F < N\ ={x € X ; F(z) < A} est fermé.

Définition 1.4 Soit X un espace de Banach et soit J l’injection canonique de X dans

X" (le bidual de X ) définie parNz € XV f € X';(X" est le dual de X)

J: X =X’
Jz, lxnx =/ 2)x x
On dit que X est réflexif si
J(X)=X"

Lorsque X est réflexif on identifie implicitement X et X”(a ’aide de I'isomorphisme J).
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1.2 Meéthodes variationnelles:

Soit une équation différentielle (E) (ordinaire, aux dérivées partielles ou a retard), on
veut ’étudier par une approche variationnelle. Les solutions sont alors cherchées comme
points critiques d’une fonctionnelle réelle F' définie sur un espace de Banach X bien précis

telle que:

i) F est au moins Gateaux-différentiable.

ii) L’équation d’Euler correspondante: DF(u) =0 est équivalente a (E).

Dans le cas ou F' est minorée (respectivement majorée), il est raisonnable d’essayer
de montrer que le minimum (respectivement le maximum) est atteint.
Pour les fonctionnelles convexes, un résultat classique est donné par le théoréme

suivant:

Théoréme 1.2 [8] Soit une fonctionnelle réelle F' définie sur un espace de Banach
réflexif X. Supposons que:

i) F' est semi-continue inférieurement,

it)  F est conveze,

iii) F est coercive, i.e.

F(xr) = co.
||| x —+o0 (z)

Alors F atteint son minimum, i.e. Ju € X tel que :

Preuve: Elle est basée sur le fait que les ensembles fermés, bornés et convexes d’un
espace de Banach réflexif sont compacts par rapport a la topologie faible (voir[8] pour
plus de détails). m

Si F' n’est pas convexe il n’est pas nécessaire qu’elle atteigne son infimum; le résultat

suivant de Ekeland [12] montre Iexistence de points qui sont presque des minimas.

10



Théoréme 1.3 [12] Soit X un espace métrique complet et F' semi-continue inférieure-

ment sur X et minorée. Alors il existe xo € X tel que:

F(z) > F(xo) — dist(x, xo), Vo € X, x # xp.

Une condition de compacité jouant un role trés important dans I’approche variation-
nelle est: la condition de Palais-Smale notée (P-S).

(P-S): ”Toute suite (z,,) € X telle que |F(xz,)| est bornée et F’(x,) converge vers 0
en norme dans X'(espace dual de X ) admet une sous-suite fortement convergente dans

X.”

Proposition 1.2 Soit ' une fonction réelle de classe C'sur un espace de Banach véri-

fiant (P-S), minorée et coercive. Alors F atteint son minimum local.

Pour une fonction qui n’est pas bornée (ni majorée, ni minorée), chercher ses points
critiques revient a chercher des points selles. Ces points sont déterminés par des argu-
ments de type minimax. Ce qui nous raméne & l'utilisation du théoréme du col et ses
différentes versions.

Les méthodes variationnelles ont été utilisées pour prouver 'existence de solutions
périodiques pour des systémes Hamiltoniens par A. Bahri et H. Berestycki [3], P.-H.
Rabinowitz [20] et Y. Long [18].

Combinées avec la théorie du genre, ces méthodes ont été utilisées pour prouver
I'existence et la multiplicité de solutions périodiques pour des systémes d’équations a

retard par: Z. Guo et J. Yu [14], et par: X.-B. Shu et Y.-T. Xu [22].
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Chapitre 2
Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on reprend toutes les notions: définitions et résultats nécessaires
pour la suite de notre travail. Pour plus de détails nous proposons de consulter les

références [1], [4], [5], [9], [10], [11], [13], [21] et [24].

2.1 Fonctions presque périodiques:

La théorie des fonctions presque-périodiques a valeurs dans un espace de Banach a été
developpée initialement par H. Bohr,S. Bochner, J. Von Neumann.
Nous rappelons des résultats bien connus dans la littérature et qui sont utiles pour

notre travail.

Définition 2.1 Un sous-ensemble S de R est relativement dense s’il existe un nombre ¢

positif tel que pour tout a € R on a: |a,a+¢]NS # .

Notation
Pour toute fonction f définie de R dans X, X étant un espace de Banach, et ¢ > 0

on définit I’ensemble
E(f,e) ={r eR;|f(t+7)—f (t)|x <eVteR}.

12



ou |.|x représente la norme de l'espace X.

Définition 2.2 On dit qu’une fonction continue f est presque-périodique au sens de
Bohr ou bien simplement Bohr-presque-périodique si pour tout € > 0 ’ensemble E(f,¢)

est relativement dense dans R.Autrement dit:
Ve >0,3(e) >0, Yae R: 37 € [a,a+ {(e)]

tel que:

Stlelﬂlg|f(t+7) —f)lx <e.

Le nombre 7 est appelé € — presque — période de f.

Remarque 2.1 Cette définition est l’extension de la définition de Bohr pour les fonc-

tions numériques a des fonctions vectorielles.

2.1.1 Exemples:

i) Une fonction continue périodique est presque-périodique. Sa période et ses multiples

sont les presque-périodes.

ii) f:R — R telle que f(t) =sint + sin V2t est presque-périodique bien qu’elle ne soit

pas périodique.

13



iii) Nous donnons aussi un exemple de courbe paramétrée avec fonctions presque-
x(t) = sint + cos /2t

périodiques:
y(t) = cost + sin /2t

2.1.2 Propriétés:

i) Si f est Bohr-presque-périodique, alors I'image de f (Im f ) est relativement compacte.

Dans le cas ou X = R, ceci signifie qu'une fonction presque-périodique est bornée.

14



ii) Une fonction f presque- périodique est uniformément continue sur R.

iii) Si f,, est presque périodique pour tout n € N et si la suite (f,) converge vers f

uniformément sur R alors f est presque-périodique.
iv) Lasomme de deux fonctions presque-périodiques est une fonction presque-périodique.

v) Le produit d’une fonction vectorielle presque-périodique par une fonction numérique

presque-périodique est une fonction vectorielle presque-périodique.

vi) Soit f une fonction continue sur R, alors on a I’équivlence suivante: f est presque-
périodique si et seulement si de toute suite (s,) on peut extraire une sous-suite

(sn,) telle que f(t + s,,) converge uniformément.

2.1.3 Presque périodicité par rapport a une norme

Soit||.|| une norme définie sur un espace de fonctions continues. On dit qu'une fonction

f est presque périodique au sens de la norme||. ||si:
1) f est continue,
2) || f|| est finie,

3) il existe pour tout € > 0 un [. tel que tout intervalle de longueur /. contient une

e-presque période 7 telle que :

If = fell <e ol fo(t) == f{t+7)

Selon le choix de la norme, on obtient ainsi plusieurs notions différentes de presque-

périodicité. Les choix les plus courants sont:

1) La norme du sup:

[ flloo := sup [£(2)]
teR

15



qui donne la presque-périodicité au sens de Bohr.

2) La norme de Stepanoft:

1
1 y+T P

p i=sup | — w(t)|P dt
Il =g (7 [ oy ar)

qui donne la presque-périodicité au sens de Stepanof pour les nombres 1" et p.

3) La semi-norme de Weyl:

1/ llyye := limsup || f| o
T—o0
qui définit la presque périodicité au sens de Weyl.
4) La semi-norme de Besicovitch:

T

1l = [nmsupi \f<t>|pdt]”

T—o0 2T -T
qui donne la presque-périodicité au sens de Besicovitch.

Toutes ces autres définitions de La presque-périodicité impliquent celle de Bohr (autrement
dit, ces autres définitions sont plus générales). Celle de Weyl implique celle de

Stepanoff pour le méme p.
Notations

e On note par AP°(R™) I'espace des fonctions Bohr-presque-périodiques définies de

R dans R”.

o Si ke N U{oco}, APHR") := {z € C*R,R") : Vj € {1,....k}, L2 ¢ AP"(R") }
e Pour k=1, APY(R") = {x € C 1(R,R") N AP°(R"); 2’ € AP°(R")}.
Définition 2.3 On définit la fonction linéaire continue (dite valeur moyenne)
M:AP'(R") - R" ;2 M(x)

16



par:

Remarque 2.2 Notons que la valeur moyenne M est invariante par translation de temps
1€:

M(z) = M(z,) , ovz.(t) :=x(t+ 1) pour tout t € R;7 € R

Proposition 2.1 AP°(R") muni de la norme |||, est un espace de Banach, ot

2]l := sup [l2(2) g
teR

pour tout © € AP°(R").

Proposition 2.2 AP'(R") muni de la norme ||z||o = ||z|| + ||2/]|,, est un espace de

e}

Banach.

Si F et F' sont deux espaces normés de dimension finie, on note par : APU (E xR, F)

I’espace des fonctions
f:EXR — F

(1) — f(z,1)

qui sont presque-périodiques en t uniformément par rapport a x.

Théoréme 2.1 [15] Si p € AP°(E) et f (z,.) € APY(F) uniformément par rapport a

x (dans un sous-ensemble compact de E), alors

flp(t),t) € AP(F).

Preuve: Voir [13, Page 27| =
D’une facon similaire aux fonctions périodiques, une fonction presque-périodique pos-
séde une écriture sous forme de serie de Fourier-Bohr (formelle)qui est la suivante : si f
€ AP°(R") alors
F(&) =) " alf, \) expidgt.

keN
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Les coefficients de Fourier-Bohr de f € APY(R™) sont les vecteurs complexes:

a(f, \g) :== lim LT /T exp(—iAgt) f (t)dt

T—o0 2 _T

et on note par :

/\(f ) = {)\k eER; a(f, )\k) 7é O}

A(f ) est au plus dénombrable.

Théoréme 2.2 (Théoréme fondamental de Bohr [4]). si f € AP°(R™), I’égalité de Par-

seval est vérifiée autrement dit:

D la(f M) =M (If(0)F)

keN

Théoréme 2.3 (d’unicité[{]) Si deuz fonctions f,g € APY(E) (E étant R ou C) ont la

meéme série de Fourier-Bohr alors f = g.

Preuve: Voir [4, page 27|. =

Théoréme 2.4 [}/ Si f € AP°(E) alors

v—-+oo I/

lim 37 f( 4 kT) = £7(0)
k=0

existe uniformément en t , et est une fonction purement périodique dont la série de

Fourier est constituée des termes de la série de Fourier-Bohr de f qui ont une période T.

Preuve: Voir [4, page 44]. =

Théoréme 2.5 [13] Pour tout A, et f,g € AP°(E) on a:

|a(f,A) = alg, M| < |If = gllg

18



par conséquent si une siute (fn)neny € AP°(E) converge uniformément vers f alors
a(fn, \) converge uniformément vers a(f, \), et la série de Fourier-Bohr converge vers la

série de Fourier-Bohr de f formellement.

Preuve: Il faut juste appliquer la définition de a(f,\). Pour plus de détails voir [13,
page 35]. m

2.2 Distributions presque-périodiques

2.2.1 Définitions et notations:

Dans cette partie, on gardera les notations de Schwartz [21].

e On appelle (D) I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables et & support com-
pact sur R.

e On appelle (D) Pensemble des distributions.

e On appelle (B) 'espace des fonctions indéfiniment dérivables bornées sur R.

e on appelle (B,,) le sous espace fermé des fonctions ¢ € (B) qui sont presque-

périodiques au sens de Bohr ainsi que toutes ses dérivées; autrement dit
(Bpp) = AP¥

e On note par (B’) (le dual topologique de (B)) I'espace des distributions bornées.

e On di que T est une distribution presque-périodique si T €(B’) et si 'enemble
des traslatées 7T est relativement compact dans (B’), on en déduit que 1’ensemble des
distributions presque-périodiques est le sous espace vectoriel fermé (B, ,)de (B').

e On définit par prolongement unique, la moyenne d’une distribution T € (B, ) par
M(T) qui une forme linéaire continue sur (B,,).

ePour T € (B,,), ¢ € (By,) on pose:

T(p) = (T, ) =M(p.T)

19



2.2.2 Opérations et propriétés:

e Sip € (By),siTEe(B,),alors .T € (B,),).

SiTe (B,),siS e (D), alors ST e (B),).
e Les dérivées d’une distribution presque-périodique sont presque-périodiques.

e Pour qu’'une distribution T soit presque-périodique il faut et il suffit qu ’elle soit
somme finie de dérivées de fonctions continues presque-périodiques usuelles (au sens

de Bohr).

e Pour qu’une distribution T soit presque-périodique il faut et il suffit que ses régu-
larisées T * ¢, ¢ € (D) soient toutes des fonctions continues presque-périodiques

usuelles.

2.2.3 Deéveloppement de Fourier:

Si T €(B,,), A € R, le coefficient de Fourier a(T,\) est défini par:
a(T,\) := M[(exp(—2miA.t)). T]

seuls les a(T,\) # 0 forment le spectre de T.Pour plus de détails voir [21].

2.3 Construction de I’espace B'*(R").

Pour appliquer notre approche varietionnelle, il est nécessaire de définir ’espace de
Hilbert B}?(R™) appelé espace de Blot [5] sur lequel on va minimiser la fonctionnelle

d’énergie (dite d’action moyenne) associée a notre probléme.

Définition 2.4 Si p € [1,00) , on note par BP(R") le complété de AP°(R") dans

20



LP

e (R, R™) par rapport & la semi-norme

1 [T z
il o= [tmsup o [ utozear]

Remarque 2.3

e On rappelle que : Si (Up)men est une suite de AP°(R") et si u € LT (R,R") qui

loc

satisfait

nlbi—{noo (|t — u”BP =0,

alors

u € BP(R").

o Sif e BP(R"),alors||f ||z existe dans R.

o Sif,ge BP(R") ,on notera g ~, h la relation d’équivalence définie par :
g~ph<ellg—nhlg =0

Définition 2.5 On définit L’espace
BY(R") = B'(R")/ ~, .

Si f € BP(R") sa classe d’équivalence est [f |, est un élement de BP(R™). Dans la suite,

et pour alléger Uécriture on écrit f € BP(R") au lieu de [f ], .

Proposition 2.3 [5] Si f € BP(R"),

=

P

3=

wm:hmi/uw@mzwwm

T—o0 2T _T

est une norme sur BP(R™).

Remarque 2.4 D’aprés ce qui précéde, pour v € BP(R"), il existe une suite u; €

21



AP°(R™) telle que :

lim [ju — u|, =

J—)

Proposition 2.4 [5] Sip = 2, B*R") est un espace de Hilbert sur R et sa norme

.||, est associée au produit scalaire (., .),défini par:

(f,g)y:=M(f.g) = lgrgoﬁ/ f(t) t, pour tous f,g € B*(R")

Définition 2.6 Siu € B%(R") , on définit sa dérivée généralisée selon K. Vo-Khac [23,
Chapitre B1] notée Viu € B*(R™) par :

Yol 4 8) = u()] = v

S

= 0.
2

lim

s —0

L’opérateur de dérivation défini par

v,:€ B}(R") — B2(R")

U — Viu
est un opérateur linéaire non borné; son domaine est noté Dom(V,).
Définition 2.7 Soit l’ensemble
B'?(R") := Dom(v;) = {u € B*R") , V,u € B*R")}.
Proposition 2.5 [5/ Muni du produit scalaire
(u 7U>1,2 1= (u, v)y + (Viu, Viv),,

’ensemble BY?(R™) est un espace de Hilbert.

Proposition 2.6 /5] Soit k € N tel que : 1 < k < oo, alors APF(R") est dense dans
BL2(R™).
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Proposition 2.7 [5] Soient f € BY2(R") et g € APY(R"), alors (f.g) € BM(R") et
Vi(f.9) = Vefg+f.g et M(Vif.g) = —M(f.q").OU le point représente le produit scalaire
dans R™.

Proposition 2.8 [5] Soient f,g € B*(R") tels que : Yh € APY(R™) on a: M(f.h) =
—M(g.n') ,alors g € BY2(R") et Vig = f.

Preuve: Pour la preuve de ces quatre derniéres propositions voir [5]. =

Pour alléger I’écriture , on utilisera des fois dans la suite les notations suivantes:

ou z € APY(R").
et

ou u € BY3(R™).

2.4 Opérateurs monotones

Définition 2.8 Soit H un espace de Hilbert sur R.Un opérateur A : H — H qui

satisfait:
(A(u) — A(v),u —v) >0, pour tout u,v € H.

est dit opérateur monotone.

Un opérateur est dit strictement monotone si pour tout u # v I'inégalité précedente
est stricte.

Un opérateur A est dit fortement monotone s’il existe ¢ > 0 tel que:

(A(u) — A(v),u —v) > ¢llu—v|, pour tout u,v € H.
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Remarque 2.5 Il est clair qu’un opérateur fortement monotone est strictement monotone

et, bien str monotone.

Théoréme 2.6 [10] Soit H un espace de Hilbert sur R et A : H — H wun opérateur

continu et fortement monotone,alors A est un homéomorphisme de H dans H.

Preuve: Voir [10, Page 318] m

Proposition 2.9 [17] Soit K C X un conveze et F : K — R une fonction G-différentiable,
alors les propriétés sutvantes sont équivalentes:
i) F est convexe..

it) DF (la différentielle de F') est monotone c’est a dire que:

Vu,v € K, (DF (u) — DF (v),u —v) > 0.

24



Chapitre 3

Formalisme variationnel pour les

fonctions Bohr presque-périodiques

Dans ce chapitre et les deux suivants, on s’est inspiré du travail de J. Blot [5] et celui de
M. Ayachi et J. Blot [2].

Pour L : (R")* x R — R, on note par Ly la différentielle partielle de L par rapport
a X € (R™)* définie par:

ot X = (21,29, 73,71) € (R") et Y = (y1,y2,y3,y4) € (R")".

Soit I’hypothése suivante :

(H,) L€ APU((R")* xR, R), pour tout (X,t) € (R")* x R on suppose que Lx (X, )
existe et Ly € APU((R")* x R, L((R")*, R)).

On a le lemme suivant:

Lemme 3.1 La fonctionnelle ® : AP*(R") — R définie par :

B(zx) : — lim i/ L(x(t), 2t — ), 2/ (t), 2/ (t — 7), t)dt

T—o0 2T -T

= M(L(x(t),z(t —r),2'(t),2'(t — r),t))
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est de classe C*.

Pour tous x,h € APY(R") on a :
D®(x).h = M[DyL(z(t),t).h(t)+ Do L(x(t), t).h(t—r)+DsL(z(t), t).h' (t)+ Dy L(z(t), ). 1 (t—7)]
Preuve: On introduit 'opérateur linéaire :

Q:AP'(R") — (AP°(R™))*

défini par:
Q(z)(t) == (x(t), x(t — r),2'(t),2'(t — r)) = z(1)

Les quatre composantes de Q(x) sont continues ce qui implique la continuité de @, or Q

est linéaire, donc @ est de classe C*, et pour tous z,h € AP(R™) on a :
DQ(x).h = Q(h)
Sous (H;), L’opérateur de Nemytski
Np : (AP°(R")* — AP(R)

défini par:

est de classe C'et pour tous X,Y € (AP°(R"))%on a :
(DNL(X).Y)(t) = Lx(X(t),1).Y(t).
La fonctionelle linéaire continue:
M : AP°(R) — R
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définie par:

est de classe C'! et pour tous ¢, € AP°(R) on a:

DM(p)-¢p = M(1))

Ainsi, ® = M oN;o(Q est de classe C! comme composée de trois applications de classe
C.

Par conséquent on a :

D&(x).h = DM(NL(Q(x)) o DNL(Q(x)) o DQ(x).h

— M(DN(Q(z)).Q(h))
= M(Lx(z(t),t).h(t))

Et en exprimant Lx en termes de D, L, on obtient :

D®(x).h = M[D{L(z(t),t).h(t) + DaL(z(t),t).h(t — 1)
+DsL(x(t),t).h (t) + DyL(x(t),t).h (t — )]

Théoréme 3.1 (Principe variationnel)
Sous (Hy), pour tout v € APY(R™), les deuz assertions suivantes sont équivalentes:
i) D®(x) =0, c’est a dire que x est un point critique de ® dans AP'(R™)

ii) x est une solution Bohr-presque-périodique (au sens faible) de notre équation (1).

Preuve: Montrons que: i)=-ii)
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Soit D®(z) =0 i.e:

M (D1 L(z(t),t).h(t) + DoL(z(t),t).h(t — 1)
4 DaL(x(t), t).1(t) + DaL(z(t), t).h'(t — ) = 0

Puisque la valeur moyenne est invariante par translation on a:

M(DoL(z(t), £).h(t — 1)) = M(DoL(z(t + 1), +1).h(t))

et
M (DyL(z(t),t).0 (t —r)) = MDyL(z(t +7),t + 7). (t))
En utilisant le lemme 3.1 on obtient pour tout h € AP*(R™)

0 = M(DiL(z(t),t) + DoL(z(t + 7).t +7)).h(2)

+M(DsL(z(t), t) + DaL(a(t + 1), t +1)).1(t)

Posons :

q(t) :== D1L(z(t),t) + Do L(z(t + 1), t + 1)

Notons par g (t) ses coordonnées pour k = 1, ..., n.
Posons:

p(t) := DsL(z(t),t) + DyL(z(t +7),t+71)

Notons par py(t) ses coordonnées pour k = 1,...,n.

On déduit de I’égalité (3.2) que pour tout ¢ € AP*(R) on a :

M (g (t)-0(t)) = =M (pi(1)-¢'(1))

on obtient:

Dpy, = qu
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dans le sens des distributions presque-périodiques.En passant par les séries de Fourier

on a pour tout £ € N :
a(Dp, Ae) = a(qr, o)

Or p;. est continue on aura donc

a(Dpg, M) = a(py, \o)

ceci implique

a(pis M) = alqr, M)

qr étant continue, en utilisant le théoreme 2.2 des series de Fourier-Bohr on déduit que

pi est de classe O et que :
Ph =
dans le sens des dérivées.La fonction p(. — r) est de classe C! et donc:

pt—r)=qt—r)

qui est exactement (ii)

Maintenant montrons que :ii)=i).

Pour tous f € APY(L(R",R)) et y € AP(R");on a:

M(fy')=-M(f"y)

en effet, en faisant une intégration par partie on obtient:

MU0 = Jim o [ @
= Jim o [(F)(T) — () (-T) —Tlggoﬁ | s
= 0 — M(f"y)(
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car (f.y) € APY(R").

En prenant:

f = DsL(x(t—r),x(t—2r),2'(t —r),2"(t — 2r),t — 1)

+DyL(x(t), z(t —r),2'(t), 2" (t — ), 1)

et en translatant le temps par 7, on obtient de (ii) la relation suivante :

pour tout h € AP'(R")

0 = M((DyL(z(t),t) + DyL(z(t +7),t + 7)).h(t)
+(D3L(x(t),t) + DaL(z(t +7),t +7)).0 (1))
—  M(DyL(z(t),£).h(t) + DyL(z(t), t).h(t — 1)
+DsL(z(t),t).H (t) + DyL(z(t), ). (t — 1))
= D®(z).h

et ainsi on a (i). m
Dans cette partie on ennonce quelques résultats concernant la structure de I’ensemble
des solutions Bohr-presque-périodiques de notre équation (1) dans le cas ou L est au-

tonome et convexe.

Théoréme 3.2 Supposons que L € C'((R™")*,R), et que L est convexe, alors on a:
i) L’ensemble des solutions Bohr-presque-périodiques de l’équation (1) est un sous
ensemble fermé convexe de AP'(R™).

ii)  Sixzl est une solution T-périodique non constante de I'équation (1), si x? est une

~ 2 a1 > , VI '
solution T?-périodique non constante de [’équation (1), et si 7. nest pas rationnel, alors
(1 —0)zt + 022 est une solution Bohr-presque-périodique non périodique del équation (1)
pour tout 6 €0, 1].

iii) Si x est une solution Bohr-presque-périodique de l’équation (1), T € (0,00) est tel

que a(z, 2%) # 0,alors 'équation (1) admet une solution T-périodique non constante.
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iv) Siz est une solution Bohr-presque-périodique de l'équation (1), alors M(z) est une

solution constante de l’équation (1).

Preuve: i) Puisque L est convexe, la fonctionnelle ® est aussi convexe dans AP!(R")
en effet:

soient z1, Ty € APH(R™) et soit 0 € [0, 1],

(1 —0)xy +0xp) = Tlglgo % /z L((1 — )z, (t) + Oz,(t))dt

< gim o [0 0L 0) + B0

T—o00 _T

— [lim %/T L(gl(t))dt} 40 [lim i/T L(gz(t))dt}

T—o0 _T T—o0 2T T

= (1=0)P(xq) + 0D(x2)

L est autonome et de classe C!, L satisfait (H;) alors ® est de classe C'. D’aprés le
théoréeme 1.1 'ensemble des points critiques de ® est égal a ’ensemble des minimums de

® c’est a dire:
A={z € AP'(R"): ®(z) =inf @} = {z € AP'(R") : D®(z) =0}
de plus A est fermé et convexe, en effet :
A= {z € AP'(R"): D®(z) =0} = (D®)~"' {0}

® étant de classe C*t, donc A est fermé.

Soient z1, x5 € A, comme ® est convexe on a :

(1 =0y +0x2) < (1—0)P(x1)+ 0P(x2)
= (1-60)inf®+Oinfd
= inf®
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inf® < ®((1 —0)x; + Oxg) <inf

Ceci implique que :

O((1 —0)zy + Ox2) =inf @

Et on conclut que:

(1—0)xy + 0z € A,

c’est & dire A est convexe.

ii) Soient r'une solution T'—périodique non constante de ’équation (1) et z? une
solution T%—périodique non constante de ’équation (1).
Posons: z = (1 —0)z! + 02* avec 6 €]0, 1] .Comme A est convexe, = est aussi solution de
I'équation (1).
Raisonnons par ’absurde.

Supposons que z est périodique de période 7, ce qui nous permet d’écrire:
r(t) =2t +7)=(1—0)a'(t +7)+ 02°(t +7)
D’autre part:
(1—0)z'(t) +02%(t) = 2(t) = (1 — O)z* (t + T") + 02 (¢t + T?).

Car ! est périodique de période T, et 22 est périodique de période T72.

Par identification on a :
Pt +7) =2l (t+ T1) = 2'(2)

2?(t+7) =2(t+T%) = 2%(1)

JacZ 1 =aTt
e Z7=>0bT?

e :
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Tl

= — =
2 a
Tl
Ce qui entraine que T2 est rationnel, et ceci contredit I’hypothése; on conclut que si

T; n’est pas rationnel, alors (1 — 0)z! + 6% est une solution Bohr-presque-périodique
non périodique de I’équation (1).

iii) Soit = une solution Bohr-presque-périodique de I'équation (1) et T' € (0,00) tel
que a(z, 25) # 0.

Considérons ’expression suivante:

N
|
—

Cr,(z)(t) :=

R | =

z(t + kT) ou veN teR
0

i

Par le théoréme 2.3, il existe une fonction T-périodique continue notée par z* telle que :

lim ||Cry(z) —2"|| =0

v—+400 o0

On vérifie que :

lim HCTJ,(J&) — $T||Cl =0.

V—00

En effet:

V—00

lim [|Cry (@) = 2| o = Tim || Crof@) = 27|, +[|C fu@) = Y]

Puisque d’aprés le méme théoréme 2.3, il existe une fonction y” T-périodique continue
telle que :
lim ||C %, (z) —y"|| =0

V—00 o0
et puisque

lim ||Cr,(z) —2"|| =0

v——+00 0
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ceci implique

y" = (@)et lim [|C',(2) = (Y], =0,

V—00

et donc on conclut que:

lim HCTV T) — JUTHcle.

v——+00

L est autonome, t — z(t + kT') est une solution Bohr-presque-périodique de I’équation

(1), en effet, en utilisant le changement de variable suivant
n=t+ kTl te: dn=dt

dans ’équation (1) on obtient le résultat.

On remarque que Cr,(z) est une combinaison convexe de solutions Bohr-presque-
périodiques de I’équation (1), A étant convexe, Cr,(z) est donc solution Bohr-presque-
périodique de I’équation (1), et puisque A est fermé, alors z7 est aussi solution 7-
périodique de 'équation (1).

On vérifie que pour m € Z:

2mm 2mm
G(CT,V($)7 T) = a(% T)
en effet:
Cro(@). Z™) = L[ <27””t>o ()t
GETAL) =) = TiTOOQT o AT T T

1%
= =Y lim Tit)a(t + kT)dt
V T—li}-loo / X p )x( + )
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En utilisant le méme changement de variable (n =t + k7T) ,on obtient:

v—1
2mm 1 1 (k+1)T 2mm
Cro(z),—) = - li — — ) d
a(Cry (), —7-) v 2T exp(——r—in)a(n)dn
v—1
1 2mm
- a(’raT)
k=0
2mm
a(:E?T)

D’aprés le théoreme 2.4 on a:

2 2
Jlim_a(Cry(2), =) = aa”, =2)
Et donc :
2 2
ala”, =) = ale, )

Puisque 27 est périodique
T 2T
/\(ZIZ' ) =)A€ R, A E ?Z

Sia(z,%) # 0 (ieem = 1), 27 est une solution T-périodique non constante de
I'équation (1) ce qui prouve (iii).

Pour prouver (iv) il suffit de prendre T € (0, 00) tel que :

. . 1
et alors tous les coefficients de Fourier-Bohr de 7" sont tous nuls sauf la valeur moyenne

de 27" qui est égale & M(z). m

Interprétation :
e Si I’équation (1) n’admet aucune solution constante, alors elle n’admet ni solution

périodique ni solution presque-périodique non périodique.
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e Si I’équation (1) n’admet aucune solution périodique ou si toutes les périodes de
ses solutions périodiques sont des multiples rationnels d’un nombre réel fixé, alors elle
n’admet pas de solution presque-périodique non périodique.

L’espace (AP'(R™), ||.||c1) n’est pas reflexif, ce qui ne nous permet pas de développer
les techniques des méthodes variationnelles, c¢’est pourquoi on va étendre notre étude a

I'espace de Hilbert BL2(R™).
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Chapitre 4

Formalisme variationnel pour les
fonctions Besicovitch presque

périodiques

Pour montrer le principe variationnel sur B?(R™), nous avons besoin de deux lemmes.

E et F sont deux espaces normés de dimension finie.

Lemme 4.1 Soit g € APU(E x R, F) une fonction qui satisfait la condition de Hélder

sutvante:
Ja € (0,1];3a € [0,00);Vt € R;Vz,w € E : |g(z,t) — g(w, t)|p < alz — wl|}y
Soit p,q € [1,00) tels que p = aq , alors on a:

i) Siu € BP(E), alors : t — g(u(t),t) € BY(F).
ii) L opérateur de Nemytski Ny : BP(E) — B(F') défini par:
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satisfait :

[ Ngu — Ngqu <allu-— UH?

et ceci pour tous u,v € BP(E)

Preuve: Posons b(t) := |g(0,t)|, ainsi nous avons b € AP°(R) .La condition de Holder

nous donne:
l9(2, )| p — b(t) = |g(z, t)|p — |9(0,0)| o < |g(2.t) — g(0,)|p < alz]f

d’ou

9z, D) p < alzlg + (),

pour tout z € B, t € R.

Si u € BP(FE), alors nous avons :

l9(u(t), t)|p < alu(t)[g + b(t),

pour tout t € R.

Puisque b est continue on a:

be L?OC(R, R),
comme
(lu(®)|z)" = lu®)[%
on a:
ul* € L, (R,R),
et

t o g(u(t),t) € LY

loc

(R, F).
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Or on sait que pour u € BP(F),il existe une suite (u;); € APY(E) telle que:

1 — = 0.
e R

Posons:
p;(t) = glu;(t),1),

par le théoréme 2.1 on a:

¢; € AP°(F).

Un calcul direct nous donne:

M (|g(u(t), t) — o;(1)]%))7 ()] 3)7)a (4.1)

Il IN A
—~
/\ /\
—
Q : e
£ £ =
~ —~
\_/ N— \t’;
| | |
s & =
— —
~ ~
: —
*d
\_/ \_/
N— N—
3R Q=

Il
S
=5
S
=

lim ||u— u]H

j—too 5

ce qui implique que:

Q=

lim (M([g(u(t),t) — o;(t)|"))* =0

j—+oo
et donc :

t — g(u(t),t) € BI( F),

et ainsi (i) est prouve.

Pour démontrer (ii) il suffit de remplacer dans (4.1) ¢;(t) par g(v(t),t) et on aura:

INgu = Novll, < alu—vl,
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Lemme 4.2 Soit f € APU(E x R, F )une fonction telle que la dérivée partielle D f
(2,t) existe pour tout (z,t) € E x R et telle que:

Dif € APU(E x R, L(E, F)).

Nous supposons [’hypothése suivante:

H) Ja; € ]0,00), tel que pour tous z,w € E et pour toutt € R :

|Dif (2,t) = Dif (wat)’L(E,F) < arfz —wlg

Alors l'opérateur de Nemytski :

défini par :

est de classe C'* pour tous u,h € B*(E)

(DN (u).h)(t) = Dyf(ult), t).h(t).

Preuve: La démonstration se fait en cing étapes.
1°"¢étape : Nous montrons que Jag € [0,00),b € B}(R) tel que : pour tout
(z,t) e EXR,

f (z)lp < a0l [ + ().

On a d’aprés les hypotheéses :

|Dif (2,1) = Dif (O,t)fa(E’F) <ar|z =0y =alzlg
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Ceci implique:

| D1 f (Zat)|L(E,F) < |Dif (2,t) = Dif (Oat)|£(E,F)+|D1f (O,t)|c(E,F)

< a2 |p+|Duf (07t>|L(E,F)

A

En utilisant le théoréme de la valeur moyenne on a pour tout (z,¢) € E x R

|f (Z7t)|F

IN

1f (z1) = F (0, 8)[p + [f (0,0)]p
ng%p[’le (Cat)’/;(E,F)‘Z_O‘E"‘H 0,8)|p

Cs%p [(al Clp + D f <Out)|L(E,F))' 2|z + [f (0,8)]
€]0,z

(a1 2| + |Dof (07t>’L(E,F))' 2+ [f (0,0)[

INIA

1 1
< arlely+ 5 1D 0.0 + 5 45+ 1f 0.0)]
1 1
= (a1 + 5) |Z|2E + B | Dy f (Oat)@(E,F) + 17 (0,8)[p
Posons:
1
b(t) = B | D1 f (O’t)’i(E,F) +1f (0,0)[p
et
1
Qg ‘= aq + 5
Puisque
feAPU(E x R, F)et Dif € APU(E xR,L(E, F)),
on a:

be AP°(R) C B'(R).

2fmegtape : Nous montrons que t — f (u(t),t) € BY(F) ouwu e B?*(E)
Soit u € B?(E), alors I'inégalité:

[f (ult):6)]p < aou(t)]; +0(t)  implique que ¢ — f (u(t).) € Lj,o(R, F)
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En utilisant le lemme 4.1 avec : p=2,9g=2,a=1let g= D,f , on a:
t — Dif (u(t),t) € B*(L(E,F))
Soit (U )m une suite de APY(E) telle que:
Jim =, = 0.
En utilisant le théoréme de la valeur moyenne, on a pour tout ¢t € R :

| (um (t), ) = fu(t), 1) = D1 f(u(t), ). (um(t) — u(t))|p
(&}%m(mﬂhf@i)—IkﬂU@%ﬂu@fﬂﬁum@V—UQDb

< ar sup (= u(t)] g fum(t) —ult)lg
CElu() um ()]

ax | () = u(t)|

IN

IN

par conséquent:

M| f (um(t),8) = f(u(t), t) = Dy f (u(t),t). (un(t) = u(t)] < ar. [[um —ull;

puisque
t — Dy f(u(t),t) € B*(L(E, F)),
et
(U, — u) € B*(E),
on a:

t — Dyf(u(t),t).(un(t) —u(t)) € B(F).
En utilisant le théoréme 2.1 on a:
t — flun(t),t) € AP°(F) C BYF).
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Et ainsi en posant :

U () := f(um(t),1) = Dif(u(t), t).(um(t) — u(t))

o1n a

¥, € BY(F).

L’inégalité précédente implique:

lim M([f (u(t),t) = P (t)]p) =0

m—00

Alors on a :

t — f(u(t),t) € BY(F).

3m¢gtape : Nous montrons que pour tout u € B?(E), 'opérateur
I(u) : B*(E) — B'(F)

défini par:

est linéaire continu .
On a vu que :

t — Dy f(u(t),t).h(t) € BY(F).

II(u) est linéaire, en effet:
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Soient h, k € B*(E) et soient i, 0 € R, alors on a pour tout ¢t € R :

[(u).(uh + 0k) () = Dif (u(t),t).(uh + 0K)(t)
= Dif (u(?),1).(h)(t) + Dif (u(t),t).(0F)(t)
= uDyf (u(t),t).h(t) + 0D f (u(t),t).k(t)
= pII(w).h(t) + OT1(u) Je(t)

Pour la continuité, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a pour tout h € B?(E) :

M(|Dyf(u(t), £)-h(t)[p) < M(IDyf(u(t), )]sz py - 1h(0)] )

1

< [MODft), O ] [MROI)]

N

ce qui prouve la continuité de II(u).
4°"cétape : On démontre la différentiabilité de Ny.
D’aprés le lemme 4.1, I'opérateur N; : B2(E) — B?(F') est continu.
Soient u, h € B?(E),en utilisant le théoréme de la valeur moyenne, on a pour tout

teR:

[ (@) + h(t),t) = f(u(t),t) = Dif(u(t), t)-h(t)]p < sup [ D1 f(C,t) = Dof (u(t),t)| o,y - [P (D) o
Celu(®)u(®)-+h()]

< ar [h(t)[?
En utilisant la monotonie de la moyenne M, on obtient:

M(|f (u(t) + h(t),t) = f (u(t),£) = Dof (u(t),t).h(t)| ) < ar ||R;

ie.:

1Ny (w+ h) = Np(u) = T(u)-h| < a |5l
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Ceci implique que Ny est différentiable en u et que:
DN¢(u) = I(u)

5¢megtape : Montrons que Ny est de classe C*.
Soient u,v € B?(E), en utilisant ’hypothése (H), pour tout h € B2(E) tel que
|h]], <1 et pour tout t € R, on a:

IA

[(D1f (u(t), ) = Dof (v(t),1)).h(t)] [Dof (u(t),t) — Duf (u(t), )] [h(t)]

< ayfu(t) —v(®)]- [n(t)]

en utilisant Cauchy-Schwartz on a la majoration suivante:

M(|(D1f (u(t),t) — Dif (v(t),t))-h(1)])

IN

ay M(Ju(t) —v(®)] . [h(@)])

ay [lu—=olly - [IA]l,

A

< aflu— ol

et on obtient :

IDNy(u) = DNy (0)], < ax [lu — vl

ce qui prouve la continuité de DN;. =

Théoréme 4.1 (principe variationnel) Soit L une fonction définie par:

L : R")"xR—R

(X7 t) = <x17$2)x37$47t) — L(Xa t) = L($1,$2,$3,$4,t)

et v une constante strictement positive,telles que:
1) L € APU((R")* x R, R),

2) les dérivées partielles Dy L(xq,x9, x3,x4,t),k = 1,..,4 existent pour tout
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(w1, 9,73, 74,1) € (R")* x R, et DyL € APU((R")* x R, L(R™, R));

3) Jay € [0,00) telle que: [Lx(X,t) — Lx(Y,?)] < a1|X — Y| gy, pour tous X,Y €
RM*, VteR.

Alors la fonctionnelle :

J:BY[R") - R

définie par:
J(u) = M(L(u(t)ﬂ;(t—T),VtU(t),Vt(t—T)at))
~ lim & / L(u(t), ult — 1), 9yu(t), Veult — v, £)dt

T—oo 2T _T

est de classe C* et les deus assertions suivantes sont équivalentes:
i) DJ(u) =0 i.e: u est un point critique de J.

ii)

DiL(u(t —r),u(t — 2r), Viu(t —r), Viu(t — 2r),t —r)
+Do L(u(t), u(t —r), Veu(t), Veu(t —r),t)
= V¢[DsL(u(t —r),u(t —2r), Veu(t — r), Viu(t — 2r),t —r)

+DyL(u(t), u(t —r), Veu(t), Veu(t —r), t))].

(I’égalité est dans B*(L(R", R)).

Définition 4.1 Siu € BY?(R"™) satisfait l'assertion (i) dans le théoréme 4.1 ,on dit que

u est une solution Besicovitch-presque-périodique faible de I’équation (1).
Preuve: On considére 'opérateur :

S BY(R") — (B*(R™))* = B%((R")Y)
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défini par:
S(u)(t) == (u(t),u(t — ), Viu(t), Veu(t — 1))

Il est clair que S est linéaire continu, alors S est de classe C! et on a pour tout h €

BL2(R"™):

On considére 'opérateur Nemytski:

N; : BY(R")Y) — BY(R)

défini par :
(NL(U))(t) == L(U(t),1)
En utilisant lemme 4.2, Ny est de classe C' et pour tous U = (uy,us, us,ug),V =
(v1, v2, v3,v4) € B2((R™)?*) on a:
(DNL(U).V)(t) = Lx(U(t),t).V(t)

Dy L(ui(t), ug(t), us(t), us(t), t).vg(t)

|
el
i M%
I

La valeur moyenne M : B'(R) — R est linéaire continue en effet:
[M(z(t)| < M(lz(#)]) = [lz]l, pour tout = € B'(R)
donc elle est de classe C'! et pour tous ¢, € BY(R) on a:
DM ()4 = M(¢)

Par conséquent:

J=MoNL,o
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est de classe C''comme composition de trois applications de classe C*.

Soit u € BY2(R™), si (i) est vraie, alors pour tout & € BY?(R") on a:

0 = DJ(u).h=D(MoNyoS)(u).h
— DM(N; 0 S(u)) o DNL(S(w)) o DS(u).h
= M(DNL(S(u).S(h))
= M(DyL(u(t), t).h(t) + DsL(u(t), t).h(t — r)
+DsL(u(t), t).V:h(t) + DaL(u(t), t).9h(t — 1))
= M((D\L(u(t), t) + DsL(u(t + r), ¢+ 1)).h(t))
S M((DsL(u(t),t) + DyL(u(t + 1), t +1)).V:h(t))

Or d’aprés la proposition 2.8 on a:
Dy L(u(t),t) + DaL(u(t + 1), t + 1) = Vi[DsL(u(t), t) + DaL(u(t +r),t + 1))

Ce qui donne(ii).

Inversement on a:
Vi[DsL(u(t),t) + DyL(u(t +7),t +7)] € B*(L(R",R)

c’est a dire

t +— DsL(u(t),t) + DyL(u(t +7),t +7) € B¥*(R")

et pour tout h € AP'(R") on a:

M((DyL(u(t), t)+Do L(u(t+r), t+r)).h(t)— M (V(Ds L(u(t), t)+ Dy L(u(t+r), t+r)).h(t)) = 0
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En utlisant la proposition 2.7 on obtient:

0 = M((DiL(u(t),t) + DoL(u(t + 7, t 4+ 7)).h(t) + (DsL(w(t),t) + DyL(u(t + ), t +1)).h'(t))
= M((D1L(u(t),t).h(t) + Do L(u(t),t).h(t — r) + DsL(u(t),t).h'(t) + DyL(u(t), t).n'(t — 1))
= DJ(u).h

Comme AP'(R") est dense dans B*?(R") d’aprés la proposition 2.6; on a DJ(u).h = 0
pour tout h € BLY2(R"), et donc: DJ(u) =0. m

Théoréme 4.2 (Existence,unicité) Soit L: (R")* xR — R une fonction qui satis-
fait les hypothéses (1), (2) et (3) du théoréme 4.1 ainsi que les deuz hypothéses suivantes:
i) L(.,t) : (R")* — R est convexe, pour tout t € R.

i) Ji € {1,2},5 € {3,4},c € (0,00) tels que pour tout (x1, e, x3,74,t) € (R")* X R on
a:

L(]}l,x27$3,x4,t) Z C(|xZ|I%&" + |I“7|]§”)

Alors il existe une fonction u € BY2(R™) qui est une solution Besicovitch-presque-
périodique faible de l’équation (1).

Si de plus on a l’hypothése suivante:

i) Ik € {1,2},0 € {3,4} ,¢1 € (0,00) tels que la fonction T : (R")* x R — R définie
par:

C1 C1
T($1,$2,$37$4,t) = L($1,$2,$37ﬂ74,t) - E |xk|§§n - 5 |xf|]§n
est convexe par rapport & (x1, T2, x3, x4) pour tout t € R.

Alors la solution Besicovitch-presque-périodique faible de I’équation (1) est unique.

Preuve: 1) Existence:
En utilisant théoréme 4.1, la fonctionnelle J est de classe C!, et d’aprés I'hypothése

(i) J est convexe; 'hypothése (ii) assure que pour tout u € B?(R"),on a:

T(u) = e(M(|u*) + M(|v:ul*) = ¢ |Jul;
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Puisque la valeur moyenne est invariante par translation, .J est coercive sur B12(R"), et

ainsi en appliquant le théoréme 1.2 a la fonctionnelle J , Ju € BM?(R") telle que:
J(u) = inf J

c-a-d

et d’aprés le théoreme 4.1 u est une solution Besicovitch-presque-périodique faible de
'équation (1).
2) Unicité:

Pour traiter 'unicité, on considére la fonctionnelle 7 : BM?(R") — R, définie par:
I(u) == M (Y (u(t), u(t =), Veu(t), Vi(t —7),t)) = J(u) — —M(| e —M(|Vtu| )

on constate que I est convexe (car Test convexe), et puisque J est de classe C*, I est
aussi de classe C1.

Notons que:

DI(u) =DJ(u) —c1(u ,.),

En utilisant la monotonie de la différentielle d’'une fonctionnelle convexe, pour tous

u,v € BY2(R"™), on a:
0 <(DI(u) — DI(v),u —v) = (DJ(u) — DJ(v),u —v) —c1 (u —v,u —v),

ceci implique:

(DJ(u) = DJ(v),u—wv) =1 flu—v,

Maintenant si u et v sont deux solutions Besicovitch-presque-périodiques faibles de
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I’équation (1), alors d’aprés le théoréme 4.1 on a:

DJ(u) = DJ(v) =0

ceci implique

et donc

o1



Chapitre 5

Exemple

Considérons I’équation suivante:

DK (z(t —r),z(t —2r),2'(t —r),2'(t — 2r)) + Do K (x(t), x(t —r),2'(t), 2’ (t — 1))

—% [DsK (z(t — ), x(t — 2r),2'(t — r), 2" (t — 2r)) + DyK (x(t), z(t — r),2'(t), 2" (t — r))]
= b(t) (5.1)

ou K : (R")* — R est une fonction différentiable, et b : R — R™ est un terme forcant

presque-périodique.

Théoréme 5.1 (Existence et unicité) Soit K € C%((R")* R) une fonction qui satis-
fait les hypothéses suivantes:

1) Jag € [0,00) tel que: |K(X)| < ap. |X|?Rn)4 pour tout X € (R")%,

2) 35 €{1,2},k € {3,4},c € (0,00) tels que la fonction G : (R")* — R définie par:

c c
G(l’1,$2>$3,5€4) = K($1,5U2,96’37$4) - 5 |xj‘1%gn - 5 ’wk’%n

est conveze et non négative sur (R™)%.
3) La différentielle DK est Lipschitzienne sur (R™)*.

Alors on a :
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i) Pour tout b € B2(R"), il existe une unique u € BY?(R") qui est une solution
Besicovitch-presque-périodique faible de [’équation (5.1).
ii) L’ensemble des fonctions b € AP°(R™) tel qu’il existe une solution Bohr-presque-

périodique de U'équation (5.1) est dense dans AP°(R™) par rapport & la norme suivante:
bl += sup {M(0.h) : b € BY(®"). ], < 1}

Preuve: En prenant :
L(xy1, 29, 23, 24, t) = K (21, 22, 3, 14) — 21.b(t + 1)

ot le point denote le produit scalaire usuel dans R™

on constate que ’équation (5.1) est un cas particulier de I’équation (1)

Pour prouver (i), il suffit de montrer que cette fonction L vérifie les hypothéses du
théoréme 4.2, en effet:

Soit b € B*(R™), montrons alors que:

e Lx est Lipschitzienne, on a:
|Lx (X, t) = Lx (Y. 1)| ;gnya gy = [DE(X) = DE(Y)| £ (gnya gy

or DK est Lipschitzienne implique que Ja € [0,00) tel que pour tous X,Y € (R")* et
pour tout t € R.

ILx(X,t) = Lx (Y, 1)| g (mnysp) < @|X = Y| gnya
o L(.,t):(R")* — R est convexe V¢ € R,on a:

)

C
K(x1,$27x3,$4) - G(x17x27‘r37x4) + §(|xj’]?§n + |'Tk
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ceci implique:
c
L(Il,lEg, I3, :L‘47t) = G<l’17l‘27$37 134) + §(|m]|§§n + |‘Tk|]?§”) - xlb(t + T)

or la fonction G est convexe et la fonction g(|x]‘|§M + |:17k|§§n) est aussi convexe(car
la norme est convexe et la somme de deux fonctions convexes est convexe), et donc la
fonction K est convexe. De plus la fonction (—x1.b(t+7)) est convexe car elle est linéaire,
ainsi on conclut que L(., ) est convexe V¢ € R comme somme de trois fonctions convexes.
e L’hypotheése suivante: 3i € {1,2},5 € {3,4},c € (0, 00) tels que pour tout (x1, za, T3, T4,t) €
(R™)* x R on a:

L(I1,$2,$37$4,t) 2 c<|xT|I2R" + |x3|§§n)

a été utilisée pour prouver la coercivité dela fonctionnelle .J, on a constaté que I’hypotheése:

K(x17x27$37x4) Z <|$Z’§{n + ’$J’]§")

N o

déduite de 'hypothéese (3) est suffisante pour montrer la coercivité de la fonctionnelle J

de notre exemple en effet:

J(u) = M(L(u(t),t)) = M(K(u(t)) — M(u(t).b(t + 1))

c

> MO + M(Ta®))] - (w0,
c

> 3 HUH%Q = [[ull; [0l
c

> 3 ||U||?2 = [Jull; 5 1]l

par conséquent J est coercive a l'infini.

e Il reste & montrer que:

C C
T($1,$2,$3,$4,t) = L(£1,$2,$3,$4,t> - 51 ‘.’Ek|2 - 51 |x£|2
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est convexe en effet, ’hypothese (2) nous permet d’écrire:
Y(x1, xo, 3, T4, t) := G(21, 2, X3, 74) — x1.0(t + 1)

puisque les fonctions G et ( —x1.b(t + 7)) sont convexes,alors Yest convexe Vt € R.
Ainsi, d’aprés le théoréeme 4.2 pour tout b € B?(R"),Ju € B"?(R") qui est une
solution Besicovitch-presque-périodique faible unique de (5.1).
Maintenant montrons 1’assertion (ii).

On introduit les fonctionnelles E; et F)définies de B»?(R") dans R par:

Ei(u) := M(K(u(t)) et Fi(u) = M(G(u(t))

Elles sont des cas spéciaux de la fonctionnelle J du théoréme 4.1 et donc elles sont de
classe C'.

Notons que:

C
Fi(u) = Ey(u) — 5 ullf

En utilisant I'isomorphisme de F.Riesz:
j: BY(R") — [BY(R")]

tel que:

pour tous u,v € BY2(R™).

On peut définir les gradients:
grad By (u) := 7 Y(DE(u)) et grad Fi(u) := j ' (DFy(u))

En utilisant la monotonie de grad F; (due a la convexité de F}),
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on a pour tous u,v € BH?(R")
0 < (grad Fy(u) — grad F1(v), u — v) = (grad B (u) — grad By (v),u — v) — . ||u — v||i2

Ceci implique:

(grad B (u) — grad E;(v)) > cl|lu — UH%,z

i.e.: grad F; est fortement monotone et par conséquent, d’aprés théoreme 2.6, grad F,
est un homéomorphisme de BY?(R") dans B'?(R").

Considérons 'opérateur nonlinéaire non borné:
U : Dom(¥) c BY*(R") — B*(R")
défini par:
(W(u))(t) = Dy (u(t = 7)) + DaK(u(t)) — Vi[Ds K (u(t — 7)) + DaK (u(t))]

et ainsi W(u) = b signifie que u est une solution Besicovitch-presque-périodique faible
de (5.1).

En utilisant (i), ¥ est bijective; vérifions que:
[V (u) — ¥(v)|l, = [lgrad E1(u) — grad E1(v)||, 5
en effet on a:

M(U(u) — U(0).h) = M(W(u).h) — M(U(0).h)
— M(DK(u(t).h(t)) - M(DK (o(t).h(t))
= (DEy(u) — DE;(v)).h
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et donc

[9(u) = W), = sup {M((¥(u) ~ W(0)).h) : b € BR"), |h],, < 1}
— sup {(DEl(u) — DEi(v)).h: h € BY(R"), ||k, < 1}
= ||[DEi(u) — DE1(0)||(p12)-

= |[lgradE1(u) — grad Ei(v)|,

Puisque, d’aprés proposition 2.6 AP?*(R™) est dense dans B?(R"), et AP?(R") C
Dom/(¥) ce qui implique que AP?(R") est dense dans Dom(¥) par rapport a la norme
S

Or grad E; est un homéomorphisme de B?(R") dans B'?(R") on déduit que ¥ est un
homéomorphisme de (Dom(¥), ||. ||, ,) dans (B*(R"), ||.|[,). Donc ¥(AP?*(R")) est dense
dans B?(R™) par rapport & la norme ||.||,, et puisque ¥(AP?*(R") C AP°(R™) C B2(R"),
alors U(AP?(R") est dense dansAP°(R™) par rapport a la norme||.||, =
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