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Introduction

Dans le monde du vivant, il est fréquent que la femelle araignée dévore le male apres ’accou-
plement. Chez d’autres especes, les adultes peuvent se nourrir de juvéniles (des larves, des ceufs ... ).

Ce phénomene est appelé le cannibalisme.

D’une maniere générale, le cannibalisme est un processus qui se produit entre des individus de la
méme espece, cela signifie qu'un membre se nourrit d’un autre membre de sa propre espece. Cet acte
est considéré comme une forme particuliere de prédation < prédation intraspécifique >. On la trouve
chez une grande variété d’animaux (Les lions, les chats ... ), y compris les insectes [21], les araignées,
les scorpions [20], les poissons [7], et les oiseaux. Cela indique qu’un cannibale est programmé & assurer

et a défendre ses propres besoins, ses intéréts et non pas I'existence et le bien de son espéce.

Souvent, les cannibales et leurs victimes sont a différerent stades de croissance (par exemple,
juvéniles et adultes, immatures et matures, groupes de tailles différentes) les modeles mathématiques
correspondants sont structurellement différents des modeles de type proie- prédateur [[3],[4],[9],[12],[13],
[18],[19],[20]]. Dans [13], Kohlemeir et Ebenhoh ont discuté le réle du cannibalisme pour un systéme
proie-prédateur avec une réponse fonctionnelle de type Holling 2. Puis dans [23], Bosch et Gabriel ont
établi un systeme proies prédateur structuré en adge avec un prédateur cannibale, ils ont montré que
le cannibalisme est un mécanisme de stabilisation lorsque les oscillations de la population sont dues
a la classe d’age. Magusoon [I§] a proposé un modele proie-prédateur structuré en 2 classes d’age :
mature et immature. De plus, il suppose que le cannibalisme agit sur les prédateurs et les proies sont

soumises a une compétition entre elles.

Dans ce mémoire, on reprend les travaux Fengqin Zhang [27] et de Magusoon [I§]; on s’intéresse
alors a étudier le méme modele toute en supposant qu’il n’existe aucune compétition dans les res-
sources, entre les proies. Le présent manuscrit est constitué d’une introduction, de 4 chapitres et d’une

conclusion générale.

Le premier chapitre de ce mémoire est : <« Outils Mathématiques >, il introduit des rappels sur

quelques notions mathématiques qui seront utilisées dans I’étude des modeles biologiques.

L’objectif du second chapitre est de présenter les modeles de base de la dynamique des populations.
Ces derniers expriment I’évolution d’une espece en fonction du temps t, ainsi il décrit les interactions

interspécifiques et intraspécifiques telles que la prédation et le cannibalisme.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude de I’évolution de deux populations : les proies et les
prédateurs. La prédation décrite ici est interspécifique (sans prendre en considération l'effet du can-
nibalisme). Alors, c’est un modele proie-prédateur dont les prédateurs sont divisés en 2 classes : les
adultes et les juvéniles. Cette étude permet de déterminer des conditions pour lesquelles ces individus

coexistent et a la fin on donne quelques exemples de simulations numériques.

Le dernier chapitre sincere I’étude du modele décrit précédemment mais cette fois-ci, on suppose

que le cannibalisme agit sur les prédateurs et que les cannibales sont les adultes prédateurs.



En fait, on rajoute aux équations du systeme décrit dans le chapitre 3, un terme qui exprime ce
type de prédation. On allant donc chercher des conditions pour lesquelles la population atteint son
état d’équilibre et ainsi, étudier la stabilité autour de cet équilibre. Pour illustrer cette étude, on donne

des exemples numériques.
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Chapitre 1

Outils Mathématiques

Ici, on donne quelques outils et des théoremes mathématiques qui seront utilisées dans 1’étude des

systemes dynamiques

1.1 Notions sur ’existence de la solution

En général, un systeme dynamique est défini par un systeme d’équations différentielles ordinaires
(EDO). Supposons que I est un intervalle non vide de R et €2 est un ouvert de R™.
Définition 1.1 (Equation différentielle) Soit f : I x Q — R"™ une fonction.

Soit une variable réelle t € I et x(t) = (x1(t)...x2(t)) une fonction dérivable en t a valeurs réelles.

On appelle équation différentielle ordinaire du premiére ordre associée a f I’équation suivante :

dx(t)
) (1.1)

Ou f(t,z) = (fi(t,x),..., fu(t,x)), et chaque fonction f; est continue sur I x  a valeur dans R. Dans

la pratique, l'équation (1.1) exprime la loi d’évolution du systéme considéré en fonction du temps t,
et © représente l’état du systéme étudié. Si la fonction f dépend du temps(t) explicitement , on parle

d’équation différentielle non autonome, et elle est autonome si f ne dépend pas explicitement de temps.

Définition 1.2 (Ensemble positivement invariant) Un ensemble M C 2 est dit invariant si pour
tout t, il doit vérifier que x(t) € M alors, cette solution est bien définie. Si cette propriété est satisfaite

uniquement pour t > 0, 'ensemble M est un ensemble positivement invariant.

Définition 1.3 (Probléme de Cauchy) Le probléme de Cauchy consiste a trouver une solution au

probléme formulé de la maniére suivante :
() = f(tax(t))

z(to) = w0

(1.2)

On note, un point (to;xo) € I x Q; avec I =1[0,T.

Définition 1.4 (Locale lipschitziennité en un point)[1]
Soit f une fonction définie sur : I x @ — R™.
On appelle f une fonction localement lipschitzienne en x, si pour tout (to;xg) € I x ; il existe un

voisinage Vo et K € RY tels que :

(8 21), f(8 22)lgn < K [|21 = 22llgn s V(L 21), (8, 22) € Vo
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Remarque 1.1 II est reconnu que si f est de classe C' alors, elle est localement lipschitzienne par

rapport a x sur I x §Q.

Théoréme 1.1 (Cauchy-Lipschitz, forme locale) [2])] Si la fonction f: 1 xQ — R™ est continue
et localement lipschitzienne en z , alors il existe a > 0 , tel que pour tout (to;xo) € I x Q; le probléme
de Cauchy (1.2)) admet une unique solution dans [ty — a;to + a].

Remarque 1.2 Les fonctions f sont de classe C' et d’aprés le théoréme précédent elles sont locale-

ment lipschitziennes.

Définition 1.5 (Solution bornée) Une solution ¢(t,to, zo) du systéme (L.2)est dite bornée dans R"
s’il existe une région compacte A C R™ et un temps fini T (T = T'(to; x0)) tels que, pour tout(to, xo) €
R, x R" :

o(t, to,x0) € A pour toutt >T

1.2 La stabilité

Les notions sur I'existence et 'unicité des solutions sont des résultats locaux en temps et en espace.
La notion de stabilité globale permet de savoir leur comportement lorsque le temps devient grand.

Soit le systéeme non linéaire et autonome suivante :
() = f(z(t), zeUCR"

x(to) = x9 th R

ou: f:UCR" —->R*"n=>2

Définition 1.6 (Point d’équilibre) On appelle x* un point d’équilibre ( point critique ou bien point
singulier) du systéme (1.3) s’il vérifie f(z*) = 0.

Remarque 1.3 Dans l’étude il est facile de se ramener au cas de l'origine (x* = 0), tout en posant

y=x —a*. Pour cela, et pour simplifier les notations dans ce document, on note que x* = 0.

Définition 1.7 (Stabilité )[8] Un point d’équilibre x* est dit stable au sens de Lyapounov si pour
tout € > 0 ; il existe 6. > 0 tel que

|zo — z%||gn < de = ||2(t) — xx||gn <€, V> to.
Définition 1.8 Le point d’équilibre x* est dit instable s’il n’est pas stable.

Définition 1.9 (Stabilité asymptotique) Un point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable
s’il est stable et si pour tout € > 0 ; il existe § > 0 tel que

*

* . -
llzo — || < 0 = tl>1+moox(t) =",
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FIGURE 1.1 — Quelques types de stabilité de Lyapounov

Remarque 1.4

1. =¥ est asymptotiquement stable = x* est stable.

2. Une solution est dite stable st les solutions associées a des valeurs voisines de la condition initiale

restant proches de la solution considéré jusqu’a’a linfini.

La stabilité par linéarisation Pour faire la linéarisation du systéme (1.3]), d’abord on rameéne le
point d’équilibre z* a l’origine (f(0) = 0). Ensuite, on développe f en série de Taylor autour de z* = 0,

ce qui donne :

f(x) = DFO)x + = DF(0)(x, )

2!

1
+ —D?

fO)(z,z,x) + ...

Définition 1.10 La linéarisation du systeme (1.3) au point x* est donnée par le systéme suivant :

dfi , . dfh, .. dfi, ., dfi , .
chl(x ) dTUQ(x ) ch?,(x ) E(x )
dfy , . dfa, .. dfa, dfa , ,
df@ ) df(l“ ) df@’ ) T(x )
/ dfi , . o “*’2 " o
2 (t)=Jxr avec J= <d$(:c )) = (1.4)
b 1<i,j<n
dfn o i . dfa df
chl(x ) dTUQ(x ) ch?,(x ) E(x )

J est appelée la matrice jacobienne de systéme (1.3|) en z*.

Théoréme 1.2 Soit x* un équilibre du systéeme (1.3) et X € R, alors :

1. si Re(\;) < 0 pour toutes les valeurs propres \; de J alors, z* est asymptotiquement stable.

2. si Re(A\;) > 0 pour au moins une valeur propre de J alors, x* est instable.
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Matrice de Hurwitz-stabilité [5] On s’intéresse a étudier la stabilité du systeme (1.4)).
Soit p(A) le polynome caractéristique associé a (|1.4), il s’écrit sous la forme :

PN = A"+ arN" "+ a\" P 4 44, =0

ou tous les coefficients a; sont des constantes réelles. Les n matrices de Hurwitz sont données par

aiz 1 0 ... O

a3 ay ai ... 0

as a4 az ... 0
H, =

0 0 O an

ouaj=0sij>n.

Théoréme 1.3 Toutes les racines du polynome P(\) ont une partie réelle négative si et seulement si

les déterminants de toutes les matrices de Hurwitz sont positifs :
Det(H;) > 0,5 =1..n

Théoréme 1.4 (Lyapounov) Soit x* un point d’équilibre associé a (1.3)).
Soit Qg C Q un voisinage de z* et V : Qg — R une fonction de classe C' vérifiant :

1. V(z*)=0

2. Pour tout x € Qo — {z*},V(x) > 0.
av

3. Pour tout x € Qp — {z* ST < 0.

Alors, x* est asymptotiquement stable.

Proposition 1.1 Si le point d’équilibres x* est asymptotiquement stable et que :

alors x* est globalement asymptotiquement stable.

Définition 1.11 (Fonction définie négative)[6] Soit V : I — R une fonction continue telle que
V(z*) = 0. On dit que V' est définie négative (resp semi-définie négative) si V(xz) < 0 (resp V(z) <0)
pour x € I, x # z*.

Théoréme 1.5 (Principe d’invariance de La Salle)[1]] On suppose que Qo C Q est un ouvert
positivement invariant pour le systeme (1.3). On considére V : Qo — R une fonction de classe C! telle

av
que — est semi-définie négative sur g. Soit M le plus grand ensemble invariant pour (1.3 contenu

dt v
d Qy: — =0}
ans {z € Qo o }

Alors, toute solution bornée issue de )y tend vers l'ensemble M lorsque le temps tend vers l'infini.



Chapitre 2

Quelques Modeles de base en
dynamique des populations

Dans la nature, les phénomenes biologiques, les relations entre les individus peuvent étre
décrites par des équations mathématiques afin de pouvoir étudier leurs évolutions. Dans ce contexte,
ce chapitre présente les modeles classiques dans la dynamique des populations et dans 1’écologie. On

considere N une population qui évolue selon le temps t.

2.1 Modele de Malthus

Lorsque la population N évolue au cours du temps et que les ressources environnementales sont
supposées illimitées (Le plus souvent ce n’est pas réaliste), alors,

le modele s’écrit sous la forme d’une équation différentielle :

AN (t)

= =N () (2.1)

avec r représente le taux de croissance de la population N.
La solution de (2.1]) est la loi de croissance malthusienne

De ce fait, il se présente 3 cas (voir la figure 2.1] ) :
1. Sir <0 alors tlglgo N(t) =0, on dit que la population est en extinction.
2. Sir =0 alors N(t) = N(0) ce qui veut dire que la population est constante.
3. Sir >0 alors tlgglo N (t) = +o0, d’ou la croissance est exponentielle de cette population.

Il est clair que les ressources vont s’épuiser avec le temps, pour cela ils ont déja trouver un modele
qui s’approche de la réalité pour mieux modéliser la croissance d’une population.

D’ailleurs c¢’est I’objectif du modele suivant proposé par Pierre Francois Verhulst
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L
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r<0

FIGURE 2.1 — La fonction de croissance malthusienne.

2.2 Modéle de Verhulst

Le modele de Verhulst se base sur I'idée suivante :
Si la taille de la population augmente elle conduit & une augmentation du taux de mortalité et une
diminution du taux de natalité.
Pour cela, le taux de croissance de la population N, noté par r, représente la différence entre natalité
et mortalité.
De plus, il tient en compte de la capacité limite de I’environnement de cette population, notée par k.
Ceci est modélisée par :

CZ—JZ =rN <1 - Z) (2.2)

Il est appelé aussi le modele logistique.

Remarque 2.1 Lorsque — =0, on a deux points d’équilibre 0 et k. Ou, 0 est un équilibre instable

et k est un équilibre asymptotiquement stable.

Remarque 2.2 La solution de (2.2)) est :

B kN (0)
N = N0 T = NO)eap(=rt)
De plus,
t1i>120 N(t)=Fk pour N(0)#0,
Et

N(t)=0 pour N(0)=0

Ceci affirme que la croissance ne dépasse pas la capacité de milieu k.

Dans ce qui suit, on s’intéresse a étudier l'interaction entre deux populations.
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FIGURE 2.2 — La fonction de croissance logistique.

2.3 Le modele de Lotka Volterra

En mathématique, les modeles proies prédateurs de Lotka Volterra sont des systemes d’équations
définitionnelles non linéaires du premier ordre. Ils ont été proposées indépendamment par Alfred James
Lotka en 1925 [16] et Vito Volterra en 1926 [25].

Le modeéle de Lotka Volterra s’écrit :

% = N(og — B1P)
(2.3)
% = P(—ag+ 32N)

ou a1, ag, 81 et Bo sont des constantes positives :

— N(t) : la densité des proies a I'instant t.

— P(t) : la densité des prédateurs a 1 ’instant t.

— o : le taux de reproduction intrinseque des proies (indépendant du nombre de prédateurs ).

— o : le taux de mortalité des prédateurs en fonction des proies rencontrées et mangées.

— f1 : le taux de mortalité des proies du aux prédateurs rencontrés (Le nombre de proies consommées
par un prédateur et par unité de temps ).

— [ : le coefficient d’interaction entre les deux populations (le taux de conversion de quantité de

proies consommeées en effectif de prédateurs).

Dynamique du systeme

D’apres le modele ((2.3), les proies croit d’'une maniére exponentielle en absence des prédateurs,
d’autre part, les prédateurs prosperent lorsque les proies sont nombreuses.

L’analyse mathématique de ce systeme permet d’avoir les résultats suivants :
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as
— le systéme ([2.3) admet deux points d’équilibres 1’origine(0, 0) et 1’équilibre intérieur (2 1> .

B2’ b1

— le point (0,0) est instable (car la linéarisation autour de ce point donne une matrice dont le

déterminant est négatif)

— la stabilité du point ( 5, B > peut étre analysée par ’application du théoreme de Lyapounov .
2 P1

En effet , soit V une fonction candidate de Lyapounov ,déterminant a partir d’une intégrale

premiere que 'on définie par la fonction F suivante :
F(N, P) = —aglnN — ayinP + BoN + 1 P (24)

et dont sa dérivée par rapport au temps est

dF
N, P 0
i — (N, P) =
C’est a dire
F(N,P)=Fk keR (2.5)

Donc la fonction candidate de Lyapounov V est

V(N,P)=F(N,P)— F <gz Cﬁ?) (2.6)
Du fait que
V(55 =
. v dF
“H(N.P) = Z-(N,P) <0

Ainsi que V(N, P) > 0 .En effet , le développement de Taylor a l'ordre 1 de l'intégrale premiere

oy o
F au voisinage de ’équilibre <2 1> est donné par :

B’ By
Qg 71 1 82 a2 O Qa9 2
rovey = (55 haner (505 (v %)
L1, (az al) <p_0ﬂ>2
251;22 B2’ B p1
1 ay oy as
+ savart (525) (V- %) (P- %)

=0 ,alors :

2
ONOP

F(NP):F<O‘2 0‘1>+5§<N_O‘2) +51<P_0ﬂ>2

’ B2’ B 20 B2 200 B1
(o2 _ﬁ%< _a2> ﬁl( _al)z

F(N. P) F<52’51>_2@2 N B +2041 P b1

Autrement dit
V(N,P) = A <N—OQ>2+% <P—O‘1>2
’ 209 Bo 201 B1

est une fonction positive ,ce qui conduit a conclure que V est une fonction de Lyapounov qui

g«
assure la stabilité de I’équilibre <2 1).

B2’ B

Puisque le terme

d’ou
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FIGURE 2.3 — Dynamiques des populations sur le modele de Lotka-Voltera(a; = 1.34, aa = 0.68, 51 = 2.26,
B2 = 0.82)
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2.4 Modele proie-prédateur structuré en stade

Considérons deux populations les proies et les prédateurs, ces derniers sont structurés en deux
stades :les adultes et les juvéniles, On suppose aussi que les juvéniles ne sont pas des prédateurs. Soit

x(t), y(t) et z(t) respectivement la densité a I'instant t des prédateurs adultes, prédateurs juvéniles et
des proies.

De plus, supposons que la prédation soit intraspécifique interprété par le cannibalisme des adultes sur

les juvéniles. Ceci peut étre modélisé par un systeme d’équations différentielles sous la forme :

r = —r+ py+ ey + exz,

y = Pz —py—axy —day (2.7)
7= (B2 —0x)z

avec

e (7 : taux de mortalité des adultes prédateurs.
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® (V9
e 3
o 3

° L

o d:

.61

® ¢ !

o 0:

: taux de mortalité des juvéniles prédateurs.
:taux de natalité des prédateurs(adultes).

‘taux de natalité des proies.

taux de maturation des juvéniles .

taux de cannibalisme des prédateurs adultes sur les juvéniles

:taux de croissance des adultes prédateurs en dévorant les juvéniles.

taux de croissance des adultes prédateurs en dévorant les proies .

taux de capture des prédateurs adultes sur les proies.

Ainsi, tous les parametres a1, as, 81, B2, U, d, €1, €2 et f sont strictement positifs.

Affin de faciliter I’étude mathématique de ce systéme on utilise le changement de variables suivant :

_wf oy ez T
N 0 ’ - H/L ’ - €9 ’ - (65}
En effet, par dérivation des fonctions x, y et z , on obtient :
3,/
a1y (T)
y't) =
(t) o
€2
Ce qui est équivalent a
( /
(T) = Ox gt)’
a7
- Opy'(t
yr) = 2
a7
- €27/ (t)
Ty =
Ar) = O
D’apres (2.7)), on trouve :
- 0
?(T) = —5(-aa(t) +py(t) + ez ()y(t) + e2n(t)2(t)),
1
- Ou
y(IT) = —5(bia(t) - uy(t) — azy(t) — dz(t)y(t))
1
_ €9
A(T) = 562 = 0z(t))=(t)]
1

a2z a2y 3 a2
7T = j( @ | ll’;TMeleLx(T)y(TH;xmzm),
- o elu, aq _ 062_ CKZ _ 04:% _ _
71) = % () - Gar) - asfLyr) — dggLa(ryam)
o1y = %[(62—a1x<T>>‘“z<T>
0‘1 €9
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Le calcule donne :

- _ _ €101 _ 1 P
o(T) = —2(T)+y(T) + o (T)y(T) + z(T)z(T),
v = Py - Ly - 2y - damgm)
Oé% Qai ai 0
- _ B2 P
AT) = ZHT) —a(1)AT)
En posant
_ N
6126175[7 é:a1617 ﬂ:ﬂ’ 072:%7 C= i+ ag, dz*v /82:@
o? m a1 a1 0 a1
Finalement on obtient a partir de (2.7) un nouveaux systéme simple a étudier donné par ([2.8])
¥ = —r+ytexy+uxz,
y = Bz —cy—dry (2.8)
2 = (By—x)z

Remarque 2.3
o Pour simplifier les notations on garde les mémes symboles.
e Tous les paramétres 51, P2, e, ¢ et d sont positifs .

o Toutes les fonctions x, y et z sont positives et continues.

2.4.1 Existence de la solution

On considere le systéeme suivant :

d
d—f = —cr+ytexy+az,
dy
— = fiz—cy—dzy
dt (2.9)
d
o= (o)
I’(O) = wan(O) = Yo, Z(O) = 20
Qui peut étre réécrit sous la forme :
X'(t) = F(X(@)),
X(to) = (z0,9Y0,20)
Avec
(t)
X(@) =1 vy
=(t)
F' est une fonction définie sur ]R§r par :
Fi(z,y,2) —r +y+exy+ 2
F(xayVZ) = F2(x7yv Z) = 61$_Cy_dxy

FB(CC?y?Z) (ﬁQ_x)Z
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Notons que R’_‘f’ est le quadrant strictement positif tel que
Rf’ ={(z,y,2) 12 >0,y >0,z > 0}.

Puisque F est de classe C*, ce qui veut dire elle est localement lipschitzienne sur ]R:jr. Donc d’apres le

théoreme de Cauchy-Lipschitz, le systeme (2.9) admet une unique solution.

Théoréme 2.1

Qo est positivement invariant pour le systéme (2.8)).

Preuve
Pour le systeme ([2.8),il est évident que 2’|,—0 =y > 0 pour y > 0, ¥/|y,—0 = Siz > 0 pour = > 0, et

pour 2'|,—op = 0 est positivement invariant. Par conséquent, I’ensemble
Qo ={(2,y,2) : x>0,y >0,z >0}

est positivement invariant pour (2.8]).
Donc pour tout (zg, yo, z0) € Qo la solution (x(t),y(t), 2(t)) € Qo.



Chapitre 3

Modele proie prédateur sans
cannibalisme

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier un modele proie-prédateur dont les individus prédateurs sont
divisés en deux classes d’age : les adultes et les juvéniles notés respectivement a l'instant t par x(t) et
y(2).

De plus, on suppose qu’il n’y a aucun effet du cannibalisme, sur les individus. Ce phénomene a été
bien décrit dans le chapitre précédent.

Cela veut dire que, nous allons reprendre le méme systéme mais avec : e = d = 0 (le cannibalisme
est absent), et dans ce cas le systéme décrit par devient :

r = —r+yturz,
y = Biz—cy (3.1)
2 = (Ba—x)z

3.2 Etat d’équilibre

Les points d’équilibres sont solutions des équations 2’ = 3’ = 2/ = 0 tels que :

—r+y+zz = 0,
Bix —cy =0 (3.2)
(B2—x)z = 0

Théoréme 3.1

Le systéme (3.1) admet deux points d’équilibre :
e L’origine Ey = (0,0,0).

71_7
C C

e Si 1 < c alors le systéme (3.1) admet un équilibre positif By = <Bg, f15 ﬁl)

13
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Preuve

e D’apres la 3 éme équation de (3.2), on remarque facilement que si z = 0 alors x = y = 0 ce
qu’implique Ey = (0,0,0) est un équilibre triviale pour (3.1

e D’apres la 3 éme équation de (3.2)), on a

r =

et a partir de la 2 éme équation de ({3.2)), on obtient

_ bz
y =22
C
d’ou
B
y =
C

En remplagant les valeurs de x et y dans la 1 ére équation de (3.2)), on trouve

z=1——
c

3.3 Stabilité locale

Pour déterminer la stabilité des points d’équilibres du systeme (3.1)), on a besoin de calculer la
matrice jacobienne associée a ([3.1)) qui est notée au point (z,vy, z) par J(z,y, 2), telle que :

14z 1 T
J(IE,y,Z) = Bl —C 0
—z 0 Bo —x

Proposition 3.1

L’origine Ey est un point d’équilibre instable.

Preuve

Pour montrer que l'origine Ej est instable , il suffit de calculer le jacobien en FEy, tel que :

-1 1 0
J0,0,00=| B —¢ 0
0 0 1))

Le polynéme caractéristique associé a J(0,0,0) est

p(A) = (=1 = XN)[(=c=A)(B2 = N)] = B1(B2 — A)
d’ou :
p(A) = (=B2 + N)[(1+ A)(—c = A) + B1]
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Les racines de ce polynome représentent les valeurs propres A1, A9 et Ag, solutions de :

A= [

Nte+DA+ec—p1=0

il en résulte que :

A1 = [P
N = —(c+1)—VA
, =
2
N _ —letD+VA
(T 2

avec

A=(c+1)*—d(c—p)
Puisque A\; > 0, alors l'origine est instable .

Théoréme 3.2

Si ¢ > B, alors le point équilibre ES de (3.1)) est localement asymptotiquement stable.

Preuve
Affin d’étudier la stabilité autour de I’équilibre E3 = (,32, @, 1-— %) Il faut d’abord calculer
la matrice jacobienne en E3, notée par Jo. En effet
b LB
c
Jo = B1 —c 0
b 1 0 0
c
Le déterminant de la matrice Jo — A\I est :
|J2 —)\I‘ :ﬁg(c—l—)\) <Bcl — 1> - A |:</861+)\> (C—l—)\) —ﬂ1:|

:A3+<Bcl+c>>\2—<ﬁlfz— 2>A—52(61—C)

c’est un polynémes de degré 3 de la forme :

)\3 + al)\2 + CLQ)\ + as

- (229

4y — <ﬂ1052 B 52)

az = —P32(B1 —¢)

Avec
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Il est claire que a; > 0 et ag > 0. De plus, le calcul de ajas — a3 donne :

ajaz —az = ( ﬂl) (ﬁ —ﬁ152> + B2(B1 — ¢)

5152 51 52

= B Pifo+

_ BB (1_51>
C

Par suit, ajas —ag > 0 car 51 < ¢

+ B1B2 — Bac

En appliquant le théoreme de la matrice de Roth-Hurwitz, on déduit que I’équilibre E5 est localement

asymptotiquement stable si 81 < c.

3.4 Stabilité globale

Pour déterminer la stabilité globale nous avons besoin d’introduire la fonctionV définie par

1
V(z,y,2z) = (:r . — x*ln%) + = (y —y* = y*lny*> + <z —2* = z*lni*)
z c y z

Théoréme 3.3
Si 1 < ¢, alors le point d’équilibre E5(z*,y*, 2*) associé a (3.1) est globalement asymptotiquement
stable.

Preuve

Montrons d’abord que V' est une fonction de Lyapounov. En effet,
o V(E5)=0
e Vérifions que V(z,y,z) > 0.
Soit V(z,y,2) = H(x,y, z) — H(z*, y*, 2¥)

avec : )
H(z,y,z) =z —z*lnx + = (y — y*lny) + z — 2"Inz
c
H( )—H( * g% *)4_1872]{( * ok *)( _ *)24_1672[{( * 0k *)( o *)2
x7y7z - 'x’y?Z 28332 'x’y?Z ':U x QayQ x7y 7z y y
1 02 . e o 1 0 e . i}
T3 By )z =2 4 g Ham g 2 (@ — 2y — )
2 0x0z THyL 2T e 2 0yoz THYLEINYTY AETE Wiy, z
¢ ou 0’H 0*°H 0°H
e i : = = —
PHSARe = 5202 Ox0y  Oyoz
alors on a :
H(z,y,z)=H(z",y", z")+— (= 52) c(y—6162>2+ ¢ <z—c_61>2+w(xyz)
) ) b bl 26 251,82 C 2(0—/81) C b b

d’ou :

2 2 . 2
HGeap )~ H 020 = g (0= 22 ) g S (5= ) atone )
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Donc V(z,y,z) >0

dv
e Montrons que — < 0. En effet :

(1
Le systeme (3.1)) peut prendre la forme suivant :

o = x[@—f)ﬂz—z*)]

*

2 = —z(z—2a")
avec :
o= [
. _ Dibe
c
¥ = 1—@

par dérivation de la fonction V', on obtient

| SRR O [ o MO T

(E-5) a5 6-5)6-2)

2 Y Y Y Y Z

s () () ()6
Y Y Y Z Y

Y
0251?

Puisque

Alors on a :

S {[6-2)- () (- (252 - 2))

D’ou :
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av
De plus, — = 0 est équivalent & x = xy et y = yg. il est facile de voir le plus grand ensemble inva-

dt
dVv
riant contenu dans Q := (x,¥, 2) € wo : e 0 est réduit a ’équilibre E3.Ainsi a partir de le principe

d’invariance de La SALLE, le point d’équilibre E3 est globalement asymptotiquement stable.

3.5 Simulations numériques

Dans cette partie, nous allons illustrer les résultats théoriques obtenus précédemment par des
simulations numériques effectuées a 1’aide du logiciel Matlab.
En I'absence du cannibalisme le systéme (3.1]), on consideére 1’état initial de la population des proies

et prédateurs est fixé par la condition initiale :

(2(0), 5(0), 2(0)) = (1.45,1.25,2.23)

De plus, prenons
Bo=43, B1=23 et c=41

La figure obtenue (voir ﬁgure (a)) montre l'existence et la stabilité du point d’équilibre E5(z*, y*, 2*) =
(4.3,2.41,0.43).
D’autre part, si 51 = ¢ = 2.3 alors le point d’équilibre Ej(x*, y*, 2*) = (4.3,4.3,0) existe et il est stable

(voir la figure (b)).



3.5. SIMULATIONS NUMERIQUES

10 | | | — x(t)
—
s—it)

5
0 f i
0 50 100 150 200 250
Temps
(a) Cas: ¢ > 3y
12 .
x(t)
—(1)
10
z(t)
8
6
4
2
0
0 20 40 60 80
Temps

(b) Cas: c=

FIGURE 3.1 — (a) Cas ¢ > 1; (b) Cas ¢ = /.
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Chapitre 4

Modele proie prédateur avec
cannibalisme

4.1 Introduction

Dans cette partie, 'objectif est d’étudier I'impact du cannibalisme sur ’évolution de la population.
Le modele correspondant a ce cas a été déja décrit dans le chapitre 2.
Nous avons vu également dans le chapitre précédent comment la population évolue dans ’absence du
cannibalisme.

Rappelons maintenant le modele proie prédateur avec cannibalisme donné par le systéeme (2.8]) :

r = —r+y+exry+zxz,
y = fiz—cy—dzy
2= (fr—1)z

e,d représentent le taux du cannibalisme.

Et les constantes : e, ¢, d, 51 et B2 sont positives.

4.2 Etat d’équilibre

La recherche des points d’équilibres se fait par la résolution du systeme d’équations suivant :

—r+ytexy+zz = 0,
brx — cy — dxy =0 (4.1)
(B2 — x)z =0

La 3 eéme équation de (4.1)) donne
z=0 oubien x=/0

— Lorsque z = 0, les 2 premiéres équations de (4.1)) deviennent :

cy
x pr
B1—dy
B x
Y = 1fex

21
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Par substitution de x dans ¥, on trouve
y(br —dy +ecy —c) =0

Ce qui entraine

ou bien
_c=bB _ ot x:c_ﬁl _
Y ce —d %o Bie—d 0

Par suite, les deux points d’équilibre associés a ([2.8)) sont :
e L’équilibre triviale Fy = (0,0,0).

e L’équilibre au bord Ej(xg,yo,0).
De plus, pour que F4 soit positif il faut que :

min(e, g) < p1 < max(c, g)
e e

— Lorsque x = (33 on obtient :

I B2 —y — ebay
B2
B152
4 ¢+ dps

Il suffit de remplacer la valeur de y pour trouver que

1 B1(1+efa)

¢+ Bod
Ainsi, le point d’équilibre E* est positif si
d
B, < c+ B2
1+efs
Ce qui est équivalent a
e < ei(d)
avec J
61(d) — ¢+ 62 _61
B1B2

Par conséquent, les résultats de cette étude sont présentés dans le théoreme suivant :

Théoréme 4.1

Le systeme (2.8]) admet 3 points d’équilibres :
1. L’équilibre triviale : Ey(0,0,0).



4.3. STABILITE DES POINTS D’EQUILIBRES

d d
2. Simin(e, —) < f1 < max(c,—), alors Ey (xo,y0,0) est un équilibre positif,
e e

avec Ty = c— b et :C_ﬁl
07 Bie—d L —
dBy —
3. Sie< W alors Uéquilibre E*(x*,y*, z*) est positif
102
B1B2 Bi(1 + efo)
* , * ¢ * ] 2T PR
avec ¥ = fPs Y 1 Bod e z T Bad

4.3 Stabilité des points d’équilibres

Soit J(z,y, z) la matrice jacobienne associée au systeme (12.8)

—1l4+ey+z 1+ex x
J(I‘7y,Z) = ﬁl _dy —c—dx 0
—z 0 Bo—x

Proposition 4.1
Le point d’équilibre Eg = (0,0,0) est instable.

Preuve

Considérons le point d’équilibre Ey(0,0,0), la matrice jacobienne associée est donnée par :

-1 1 0
J(Ey) = 51 —c 0
0 0 B2

donc Fy est instable (voir le chapitre 3)
Théoreme 4.2

d
o Sieg(d) < 1 < — alors, l’équilibre Fy est localement asymptotiquement stable.
e

d
o sic<f<eo(d) ou— < B1 <c alors, 'équilibre Ey est instable.
e

Avec a5
c—+ apa
ep(d) =
0( ) ,826 +1
Preuve
. o . c—p1 c—B
Soit J(E1) la matrice jacobienne associée a (4.1)), avec Fy = , ,0
Bie—d ce—d
-1+ ey 1+exy To
J(E) = | Bi—dyo —(c + dxo) 0

0 0 B2 — xo
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Puisque
r = &
fr1—dy
B x
YT +ex
Alors
—l+ey = =Y
x
l+exr = z
Y
c
pr—dy = =
x
c+dr = hrz
Y
\
d’out J(E,) prend la forme :
Yo 2o
Zo Yo
J(Ey)=| Yo _ Bizo 0
Lo Yo
0 0 B2 — xo

Le polynéme caractéristique associé a J(E) est :

o e[ (0) ()

= (Ba—z0—N) [A2+<y‘)+ﬁlx°>x+ﬂ1—c}

Lo Yo

Les solution de I’équation P(\) = 0 sont :

A1 = 2 — 2o

A2+<y°+ﬁlx°>A+61—c:0
Lo Yo

Il est clair que si B2 — xg < 0, alors A\ < 0.

De plus si
/81 —Cc> 07

Alors I'équation du 2°™¢ degré donnée par (4.2)) admet 2 solutions négatives notée par Ag,\3.
Autrement dit, si
pf1>c et B2 <o,
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Alors toutes les valeurs propres sont négatives.

Par suite E; est localement asymptotiquement stable.

Or, d’apres le théoreme précédent E; existe si :
. d d
min(e, E) < p1 < max(c, E)

donc la premiere condition pour que Ej soit stable est :

d
c< B < —
e
Ainsi, B < xg ce qui entraine
c— b
- - 0
fo—x0<0 = [ 6le—d<
Bafre —dBs — c+ By <0
Bie—d

= [ofie—dfs—c+ 51 >0 car [re—d <0

D’ou, la deuxieme condition qui assure la stabilité de 1’équilibre E; est

B1 > ep(d)

Finalement on peut conclue que le point E; est asymptotiquement stable si :

d
c<eo(d)<ﬁ1<g

25

Remarque 4.1 Les résultats obtenus par ce théoréme, sont représentés graphiquement dans la figure

sutvante.
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e AN N
e \\ \‘\
A ~
\\ \\
N ~
\\\ \\\
DO AN S
\\
(E. IS)
N
N
N
Y
N
N
N
N
S e=d/B
R
N
N
N
Y
N
AY
AY
N
AY
d
(a)c<ﬂl (b)C>ﬂl

FIGURE 4.1 — Existence et stabilité du point d’équilibre E; lorsque : (a) ¢ < 15 (b) ¢ > (5.

Pour étudier la stabilité de 1’équilibre E*, on note par (H;), (Hz) et (H3) les hypotheses suivantes :
(H1) ¢< b1 et e <ei(d)
(Hz) ¢> b1 et e < ez(d)
(Hs) ¢> b1 et e2(d) < e < ey(d)

avec :

1 (c— B1)(c+ dpB2)
2= | e+ dm) + Aile + Ba)

Théoréme 4.3

— Si (Hy) ou (H2) est satisfaite, alors le point d’équilibre intérieur E* est localement asymptoti-

quement stable.

— Si (H3) est satisfaite, alors le point d’équilibre intérieur E* est instable.

Preuve

B132 1 Bi(1 + eBa)

Pour étudier la stabilité du point d’équilibre E* = , )
P d <ﬁ2 c+ Pad ¢+ Pad

>, il faut calculer
J3(E*) la matrice jacobienne calculée en E*. En effet,

—1+ey*+2z* 1+ ex* x*

J3(E*) = B — dy* —(c+dz*) 0
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Puisque,
Ccy
€T =
p1—dy
z(l —z
B
+ex
0 = —z+ytexy+zz
\
Alors :
4 —
—-1l+ey+z = Y
T
1
1+ex = z( ?)
Yy
c
b —dy - &
T
—(c+dx) = _be
)
Donc la matrice Jacobienne devient :
* * 1 _ *
v z*( ¢ )
z )
J(EY)=| <" et 0
:L'* y*
—z* 0 0

Le déterminant de la matrice J3(E*) — Al est :

| J3 — A |= —a*2* (Blf* +)\> - A [(yi + )x) <B1f* +)\> —c(1— z*)]
) T )

2 % * *
:—letz—(I*Z*—C(l—z*)—l—ﬁl))\—<y*+ﬁ1f >)\2_>\3
Y z Y
_le*Qz*
y*

+(x*z*—c(1—z*)+ﬁ1)>\+(Zi*—i—il/x >)\2+)\3

*

C’est un polynome de degré 3 de la forme :
)\3 + al)\Q + as X + as

Avec

o = (L+07)
€T Y
ay = (2%2" —c(1—2%)+ ()

Bra %2 2*
a3 = —F

27
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D’apres le théoreme de Roth-Hurwitz le point E* est localement stable si

a1 >0,a3>0 et ajaa —a3z3 >0

Il est claire que a1 > 0 et ag > 0. De plus, le calcul de a1ao — a3 donne :

i - 2 %
war—a = (L4 BT ) @ o) - (AO0F)
(B (c+dpa)? B1(1 4 efa) Bu(1 + efs)
B < c+ dBs )[52<1_c+d52)+ﬂ1_c(c+d@>]

—B2 [c+ dB2 — f1 (1 + efa)]

_ </31 + (c+ d52)2) ((C +dp2)(B1+ B2) — (1 +ef2)(ch1 + 5152))
N ¢+ dpBs ¢+ dpBs

—B2[c+dBz — B1 (14 efa)]
(Br(c+dB2)?) [(c+ dB2)(B1 + B2) — Br(1 + eBa)(c+ B2)]

(C + dﬁz)Q

Ba(c+ dB2)? [c+ dBa — B (14 eB2)]
(C+ dﬁg)Q

B1B2 [c+ dB1 + dBa — 1 — Brec — Brefa + (¢ + dB2)?(d — ce)]
(C—l— dﬂ2)2

= e e dB) 1) 4 B 1) —elele + )+ (e )

B1Bale(c+ dB2)? + Bi(c+ B2)] S
(c+ dp)? [c(c+ dB2)? + Bi(c+ B2)]

Avec

S = (c+dB)[d(c+dB2) + 1]+ Bi(d— 1)

Donc

ajaz —az =

BiBalc(c + dBa)* + Bi(c + Ba)] [1 cS+dbify —dbify |
(c+dpa)? c[e(c+df2)* + Bu(c + B2)]

_ Bifafe(c+ dB2)? + Bi(c+ B2)] {d[C(C + dB2)? + Bi(c+ Ba2)] + (¢ — B1)(c+ dfs)
(c+ dfs)? cle(e+dBa)? + Bi(c+ B2)]

_ BiBale(c+dpa)? + Bi(c+ o))
a (c+dpBa2)?

[e2(d) — €]
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Pour déterminer le signe de ajas — ag il faut calculer :

c+dBy— B dle(c+dBa)* + Bi(c+ B2)] + (¢ = Bi)(c + dBa)
B152 cle(e 4 dBa)? + Bi(c+ B2)]

_ cde+dBy = Bi)le(c+ dB2)* + Bi(c+ B2)]
B1Bacle(c + dfB2)? + Bi(c+ B2)]

_dBifafc(c + dB2)? + Bi(c + Ba)] + BiBa(c — B1)(c + dBs)
B1B2cle(c + dB2)? + Bi(c+ B2)]

[c(c+ dB2)? + Bi(c+ Bo)llclc+ dBa — B1) — dB1Ba2] — BiB2(c — Br)(c+ dBs)
B1Bac[c(c+ dB2)? + Bi(c+ 52)]

[c(c+ dB2)? + Bi(c + B2)]l(c+ dB2)(c — B1)] — B1Ba(c — B1)(c + dBa)
B1Baclc(c+ dB2)? + Bi(c+ 52)]

(c+dBs)(c— B1)[—=B1B2 + c(c+ dBa)? + Bi(c+ B2)]
B1Bacle(c + dB2)? + Bi(c+ Bo)]

(c— B1)(c+dBs)[(c+ dB2)* + Bi]
B1B2]c(c+ dB2)? + Bi(c+ B2)]

el(d) — 62(d) =

Alors, on a
(a) Sic < fy alors, e1(d) < ea(d).
(b) Sic > (3 alors, e1(d) > ea(d).
Pour cela, E* existe :
e Sic< [ ou(ec>pete<es(d)) alors, ajas —az > 0.

o Sic> [ eteyd) <e<e(d) alors, ajas —as < 0.
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e e
e=e; (d) e=e;(d)
E” (LAS)
E" (LAS)
d d
(a) c < B (b) c=p1

FIGURE 4.2 — Existence et stabilité du point d’équilibre E* lorsque : (a) ¢ < f1; (b) ¢ = /.

e e
e=e; (d) e=e;(d)
E"(IS)
E" (IS)
e=e, (d)
e=e, (d)
E*(LAS)
E™ (LAS)
d d

(a) ¢ > By et la fonction e = ey(d) est crois- (b) ¢ > 51 et il a un point extréme unique
sante étant minimal

FIGURE 4.3 — Existence et stabilité du point d’équilibre E* lorsque : (a) ¢ > (; et la fonction e = ea(d)
est croissante; (b) ¢ > 1 et il a un point extréme unique étant minimal.

Remarque 4.2 LAS veut dire que le point d’équilibre est localement asymptotiquement stable .

Par contre, IS signifie que l’équilibre est instable.
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€ e
e=e(d)
e=e1 (d)
E"(IS)
E*(IS)
e=e, (d)
E*(LAS) E “(LAS)
d d

(a) ¢ > By, 1l a deux points extrémes, et ez(0) (b) ¢ > 1, il a deux points extrémes, et e2(0)
entre les deux valeurs extrémes est inférieur aux deux valeurs extrémes

FIGURE 4.4 — Existence et stabilité du point d’équilibre E* lorsque : (a) ¢ > fi, il a deux points
extrémes, et e3(0) entre les deux valeurs extrémes; dans (b) ¢ > (1, il a deux points extrémes, et e3(0)
est inférieur aux deux valeurs extrémes.

4.3.1 Stabilité globale

Pour déterminer la stabilité globale de £7 nous avons besoin d’introduire une fonction V7 définie

283, —
Vi= <:c — T — xoln$> + M (y — Yo — yolny) +z
Zo C"Yo Yo

par :

Théoréme 4.4

d
Sic<51<get52<

pr—c

d— ,316
(2.8) est globalement asymptotiquement stable.

d
autrement dit eq(d) < 1 < —, alors le point E1(xg,yo,0) associée a
e

Preuve

Montrons d’abord que V;j est une fonction de Lyapounov. En effet,

e Vi(F1)=0
e Vérifions que Vi(z,y,z) > 0.
Soit
Vi(z,y,2) = H(z,y,z) — H(xo,y0,0)
avec :

(281 — ¢)xo

H(z,y,z) =z — xolnz + 2y (y —yolny) + 2
0

Par le développement de Taylor, on obtient :
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2 2

1 , 10 ,
H(z,y,2) = H(wo,y0,0) + §@H($07yo, 0)(xz — x0)* + ianyH(xo,yo,O)(y —0)

20 0,0 4 2T (w0, 50,0) (2 — o)y — 30)
9 822 Z0, Yo, z 2 axay Z0, Yo, X To)\Yy Yo
1 02 1 02
+58338ZH(5U0,?J0,0)($—930)(2)+§ayazH($oayo,0)(y—yo)(2)
Et puisque :
0’H  0*H _ 0°H 0
0xdz  0xdy  Oydz
Alors :
_ (Bie—d)? ~ c=PBi o, (ce—d)? b B
H(m)y’z)_H(l‘DayOaO)+2(C_ﬁ1)2($ Ble_d) +202(B16—d) 6_61 Yy
D'ou :
_ _(Bie—ad  c—Ppi,  (ce—d)? el B
H(:E?y’ Z) H(xﬂay[)ao) - 2(6_61)2 x Ble_d) + QCQ(ﬁle—d) C_Bl Yy
Avec 5
(ce —d) B . d
22(re —d) \c— B >0 si e<fr < c

d
Donc on peut conclue que si ¢ < 81 < — alors, Vi(x,y,2) >0
e

dV;
Montrons que oo
En effet, le systeme ([2.8)) peut prendre la forme suivante :

A x[(y—yo>+e(y—yo)+z]a

x i)
r
y =y [61 ( - 0) —d(x —xo)}
) Yo
7= (B—1)z
Avec
v W0
B1 — dyo
Yo 1+exy

Par dérivation de la fonction V7, on obtient :

M _ (z — o) Ky - yo> +€(y—yo)]

dt T T
Gl [51 (y - yo> —d(z - l’o)] (B2 = 20)z

+ 2
C*Yo X i)

c— 2
ce —d

c— B 2
ce —d
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Toai ) () A ) ()
+ [ewoyo - %;;)modfﬂoyo] <;0 - 1) ( - 1) (B2 — w0)2

On applique :

€EToYo = To — Yo
dxoyo = Pi1xo — cyo
qui donne :
(261 — ¢)xo B1(281 — c)zd — 2B1cxoyo + i

exoyo — dxoyo = —

CQ?JO 623/0

En le substituant en (4.3)) devient :
dVy Ty ( 2 20810 (Yo zo B1(281 — )z (o ?
o () - L1 (7_1 et 90 (8 g -
pn o [ " ) by " ) - 22 ) + (B2 — x0)2

[l ()] - (22)'- B (s

si B >c

(2&)2 _ABRB —c)ag _ ABie—B) _

c c2yd c

dVi
Donc —— est semi-définie négative quand 51 > ¢ et B < xp.

dt
avy L . .
De plus, quand 5y > ¢ et B2 = xo, I 0 est équivalent a x = xg et y = yo. 1l est facile
A%
de voir que le plus grand ensemble invariant contenu dans K := {(z,y,2) € Qo : -1 _ 0} est

réduit & I’équilibre F;. Ainsi a partir du principe d’invariance de La Salle, le point d’équilibre

FE est globalement asymptotiquement stable comme 57 > ¢ et 8 < xg.

Pour déterminer la stabilité globale au point E*(z*,y*, 2*) nous avons besoin d’introduire une

fonction Vo qui définie par :

x*

Vo = <a: —z* - m*ln%) +n— (y —y* - y*lny*) + (z — 2" = z*ln%)
x y y z

Avec :

Bi(c — cefa + 2df3)
2(c+ dps)

Théoréeme 4.5
Soit E* un point d’équilibre associe o (2.8). Si d > ec alors, E* est globalement asymptotiquement
stable

Preuve

Montrons d’abord que V5 est une fonction de Lyapounov. En effet,
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o Vo(E*)=0
e Vérifions que Va(x,y,2) >0
Soit
Va(w,y,2) = H(z,y,2) — H(z",y", 27)
Avec :

*

H(f];, y7 Z) =T — (L’*lnaj + nz* (y — y*lny) + z — Z*an
Yy

Par la fonction de Taylor au point (z*,y*, z*), on obtient

Hiz..2) = H@' ' 2) + 5B o) e o0 4 2 by o)y
x’y’z - .’E,y,Z 2ax2 .’E,y,Z X X 2ay2 x?:y 7Z y y

1 82 ko k % *\2 1 82 * ok % * *

455 @y 2) e = ) 4 5o Ht ) (e — 29)(y = )

1 82 * * * * * 1 82 * * * * *

581‘82 (m,y,Z)(l'_x)(z_Z)_‘_?ayaZ (IE,y,Z)(y—y)(Z—Z)
Et puisque :

O°H _ 9*H _ 9°H _
0xdz  O0xdy  Oydz
Alors on a : ,
_ * ok Lk L - 2 (C+62d)(6—6652—|—2dﬁ2) . 51/82
H(.T,y,Z)—H(IIZ’,y,Z)+2ﬁ2({E /82) + 2B202 Yy C—|—d52
(c +dpa)* (Z_Hﬁl(ueﬁg))Q

2(c — B1 + Bad — ef312) ¢+ fad

D’ou : ,
_ N T, (c+ Bad)(c — cefBy + 2d32) B B1B2
H(:):,y,z) H(:U Y sz )_ 2/82(x /82) + 2ﬁ262 C—i—dﬁg
N (¢ + dps)? <2_1+ 51(1+eﬂ2)>2
2(c — f1 + Pod — ef132) ¢+ Bod
Avec :
(c+ Bad)(c — cef + 2d0;) >0 si d>ec
2,8262
et
(c—=P1+Pad—ef1f2) >0 si pi < i:igz

d
Donc Va(z,y,2) > 0sic< —
e

d
e Montrons que d—; < 0.
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En effet, Le systéeme (2.8) peut prendre la forme suivante

(= o[ (L) betw-vr+ -],

r x*
/ x x* *
y o=y 51()d:vx }
[ y oy ( )
[ 2/ = (¢"—x)z
Avec :
T = 7cy*
p1 — dy*
y* _ x*(l_z*)
14 ex*

Par dérivation de la fonction V5, on obtient

% = (z —2%) [(i - {) +e(y—y*)} +nz::(y—y*) [ﬁl (Zj - j) —d(w—fv*)]

_ay [ w2yt nbe (T (y
oot x x Yy y*2 Yy Yy T
sl () (-5) 0-9)
z Yy xz Yy
2

Noter que :
* 1 _ *
er*+1 = 7 " Z)
Y
da* _ Bz *—cy
Yy
Alors :

et 41+ n B’ B ndz*> _ ¥ (nc+1—z%)

Il s’ensuite que :
ava  wy 1 x* 2 N nBx*? L Y* 2 g*(ne+1—z%) 1 x* 1 y*
dt  z* T y*2 Y y* T Yy

_ x* z*(nc+1—2%) LY
o T 2y* Y

B1(c — ceBa + 2dB2)
2(c+ dps)

dans ’expression ci-dessus donne :

Remplacent n =

35
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Ve _ my )iy _ Bty 2+B%62(d_ec)x*2 A
dt T cy* Y c2(c+ dfa)y*? Yy

Donc —tz < 0 pour d > ec, ce qui veut dire que 72 ost semi-définie négative. De plus, 29

si et seulement si z = z*, y = y* et d = ec. V5 est une fonction de Lyapounov stricte et le seul plus
grand ensemble invariant contenu dans P := {(z,y,2) € Qo : d—; = 0} est réduit a I’équilibre
E*. D’apres le principe de La Salle, le point d’équilibre E* est globalement asymptotiquement
stable si d > ec.

4.4 Simulations numériques

Dans cette partie, nous allons illustrer les résultats théoriques obtenus précédemment par des si-

mulations numériques effectuées a I’aide du logiciel Matlab.

Soit le modele avec cannibalisme décrit par (2.8)), on consideére le cas ou les proies disparaissent (

c-a-d z = 0).

dans ce cas, on rappelle que le point d’équilibre F existe et stable si

c+ dfo d

< B < -,
Boe + 1 b e
ce qui équivalent a
c+dps — d
ctdbh-p 4
B1B2 b1

Pour cela, choisissons

d=2, P =048, Br=15 et c=025

et la condition initiale

(2(0), y(0), 2(0)) = (1.42, 2.5, 3.4)

Le point d’équilibre obtenue est

Er (ZE(), Yo, 0) = (2877 0.15, O)

I est asymptotiquement stable lorsque 3.84 < e = 4 < 4.16 (voir la figure (a)) alors qu'il est

d
instable pour e = 5.2 < — = 8 (voir la figure (b)).
c
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12
x(t)
10 —y(t)
z(t)
B L
6 L
4} ]
-mu...______-__-__““——-_"
2 L
D L
0 20 40 60 80 Tempsma
(a)
x(t)
L
i )
200t
100 t
0 _— - -
1 2 3 4 5 6 7

Temps

F1GURE 4.5 — Coexistence des prédateurs et I'extinction des proies

En présence des proies et des prédateurs, considérons les valeurs suivante
c=44, [ =25 e Pa=15

et prenons une condition initiale (z(0),y(0),2(0)) = (0.25,1.32,1.33). A travers ces données, nous
avons

er(d) = 0.0246 si d=0.025
27 1.1897 si d=5.2

Lorsque d = 0.025, nous devons choisir e de sort que e = 0.02 < ez(d). On obtient une solution
périodique stable E*(x*,y*, z*) = (1.5,0.84,0.41) (voir la figure (a)).

D’autre part, lorsque d = 5.2, nous devons choisir e de sort que e = 1.25 > ea(d). On obtient une
solution instable (voir la figure (b)).
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(b)

FIGURE 4.6 — Les proies et les prédateurs coexistent
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié un modele proie-prédateur et dont les prédateurs sont structurés
en deux stades : adultes et juvéniles. Ainsi, Il a été supposé que les adultes prédateurs soient des
cannibales des juvéniles. L’objectif était de comprendre l'effet du cannibalisme sur 1’évolution des
populations. De ce fait, et pour bien comprendre cette situation, on a considéré deux systemes : le
premier ol le cannibalisme est absent, il a été étudié dans le troisieme chapitre, par contre dans le
second systeme (voir le dernier chapitre), on a supposé que le cannibalisme existe et il agit sur les

prédateurs.

Les résultats obtenus dans le cas ou le cannibalisme est absent, ont montré que si 81 < ¢, alors il
existe un seul équilibre positif non nul. En prenant en compte les notations du systéme initial noté

par (2.7), cela signifie que les deux populations coexistent et vont atteindre leur état d’équilibre si

Lorsque le cannibalisme est présent, ’étude du systéme (2.8) montre que le cannibalisme rend la

dynamique du modele complexe. En effet,

e Si min(e, g) < B < max(e, g) , alors le systéme admet un équilibre positif aux bords. Ce qui
prévoit une extinction des proies et une coexistence des adultes et des juvéniles prédateurs.
e Si 'une des deux conditions est vérifiée :
(a) ¢ < B et e <ep(d)
(b) ¢> p1 et e < ez(d)
les populations vont atteindre leur état d’équilibre et elles coexistent.

A partir de ces résultats, on peut conclure que la stabilité des équilibres dépends du changement du

taux de cannibalisme. Il permet aussi aux proies de survivre.



Bibliographie

1]

)

[11]

[12]

[13]

[14]

H. Amann, Ordinary didderential equations - An introduction to nonlinear analysis, Walter de
Gruyter , Berlin. New York, (1990).

P. Auger, Mathematical Modeling in ecology, book of Pierre Auger.
S. Biswas, S. Samanta, J. Chattopadhyay, A model based theoretical study on cannibalistic

prey-predator system with disease in both population. Differential Equations Dynam.Systems,
23 (2015), 1-44.

S. Biswas, S. Samanta, J. Chattopadhyay, Cannibalistic predator-prey model with diseace in
predator-a delay model, Int. J. Bifurcal chaos, 25 (2015),130-155.

S. Bourafaa, M-S Abdelouahab, A. Moussaoui, Solitons and Fractals, Chaos, (2020).
R.Chill. Equations différentielles et stabilité. Université de Metz (2006).

D. Claessen, A.M. de Roos, Bistability in a size-structured population model of cannibalistic
fish-a continuation study, Theor. Popul. Biol. 64 (2003), 49-65.

H. Dang-Vu et C. Delcarte, Bifurcation et chaos, une introduction a la dynamique contemporaine
avec des programmes en Pascal, Fortran et mathematical, Eds Ellipses, Université-Mécanique,
(2000).

L.R. Fox, Cannibalism in natural population, Ann. Rev. Ecol. Syst. 6 (1975), 87-106.

J. Gukenheimer, P. Holmes, Nonlinear Oscillations, Dynamical systems, and Bifurcation of Vector
Fields, Berlin : Springer, (1990).

V. Guttal, P. Romanczuk, S.J. Simpson, G.A. Sword, I.D. Couzin, Cannibalism can drive the
evolution of behavioural phase polyphenism in locusts, Ecol. Lett, 15 (2012), 1158-1166.

C. Kaewmanee, [.M. Tang, Cannibalism in an age-structured predator-prey system, Ecol. Model.
167 (2003), 213-220.

C.Kohlmeier, W. Ebenhoh, The stabilizing role of cannibalism in a predator-prey sustem, Bull.
Math. Biol. 57 (1995), 401-411.

J.P. LaSalle, The Stability of Dynamical Systems, in : Regional Conference Series in Applied
Mathematics, SIAM, Philadelphia, (1976).

M. Liod, Self regulation of adult numbers by cannibalism in two laboratory strains of flour beetles
(Tribolium castaneum), Ecology, 49 (1968), 245-259.

A.J. Lotka ,Elements of Physical Biology ,Williams et Wilkins Company (1925), 460 p.

A.M. Lyapunov, The General Problem of the Stability of Motion, Taylor & Francis, London,
(1992).

K.G. Magusoon, Destablizing effect on cannibalism on a structured predator-prey sustem, Math.

Biosci. 155 (1999), 61-75.

41



42

[19]

[20]

[21]

[22]

BIBLIOGRAPHIE

R. Marik, L. Pribylona, An age-structured model of cannibalism, Electron. J. Differ. Eq. (2006),
1-11.

G.A. Polis, The evolution and dynamics of intrapecific predation, Ann. Rev. Ecol. Syst. 12 (1981),
225-251.

M.L. Richardson, R.F. Mitchell, P.F. Reagel, L.M. Hanks, Causes and consequences of cannibalism

in noncarnivorous insects, Annu. Rev. Entomol. 55 (2010), 39-53.

H.L. Simith, Monotone Dynamical Systems : An Introduction to the Theory of Competitive and
cooperative Systems, Mathematical Surveys and Monographs 41, Amer. Math. Soc. Providence,
RI, (1995).

F. Van der Bosch, W. Gabriel, Cannibalism in an age-structured predator-prey sustem, Bull.
Math. Biol. 59 (1997), 551-567.

F.Verhulst, Nonlinear differential equations and dynamical systems Springer-Verlag, New-York
(1990).
V. Volterra Fluctuations in the abundance of a species considered mathematically ,Nature n 118

,(1926) ,p 558-60.

D.H. Wise, Cannibalism, food limitation, intraspecifie competition, and the regulation of spider
population,Annu. Rev. Entomol. 51 (2006), 441-465.

F.Zhang, Y.Chen, J.Li, Dynamical analysis of a stage-structured predator-prey model with can-

nibalism, Mathematical Biosciences (2018).



BIBLIOGRAPHIE 43

Résumé

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés par ’étude de 'effet du cannibalisme sur un modele
proie-prédateur, avec les prédateurs structurés en deux stades (les adultes et les juvéniles).

Donc, nous étudions deux systemes : un modele avec cannibalisme et un modele sans cannibalisme.
L’analyse de I’équilibre et de la stabilité établit des conditions permettant la survie des deux popula-
tions. Afin d’illustrer ces résultats théoriques, une simulation numérique sera présentée pour chaque
systeme.

mots clés : Cannibalisme, systeme dynamique, stabilité, Proie-Prédateur.

Abstract

In this thesis, we were interested in the study of the effect of cannibalism on a prey-predator model,
with predators structured in two stages (adults and juveniles).

So , we study two systems : a model with cannibalism and a model without cannibalism. The analysis
of equilibrium and stability establishes a conditions allowing the survival of the two populations. In
order to illustrate these theoretical results, a numerical simulation will be presented for each system.

Key words : Cannibalism, dynamical system, stability, Prey-Prédator.
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