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Introduction

De nos jours, les ressources naturelles s’épuisent a un rythme rapide. En agriculture,
I'utilisation des engrais synthétiques au cours des dernieres décennies a posé deux
types de problemes différents. Dun c6té, 'empoisonnement de I’environnement, pour
lequel le DDT est interdit comme anti-parasitaire depuis plusieurs années. D’un autre
coté, les insectes ont tendance a développer dans le temps une résistance aux pesticides
utilisés, par des mutations appropriées, qui a leur tour génerent la nécessité de trou-
ver de nouveaux poisons pour leur défense. Une alternative a l'utilisation répandue
des pesticides est d’essayer de controler les ravageurs par des moyens organiques, en
utilisant par exemple des prédateurs ou des parasitoses spécifiques des ravageurs des
cultures impliquées.

Les araignées sont des prédateurs terrestres typiques qui présentent un degré de diver-
sité élevé dans les agro-écosysthemes selon les stratégies de capture des proies. Leur
role de controleurs biologiques constitue un sujet difficile en écologie appliquée. Face
aux pénuries de proies, les araignées errantes recherchent activement des habitats
plus productifs. Les araignées sont des prédateurs abondants et omniprésents dans
les écosystemes terrestres. En 1984, Wise [32] a proposé un modele mathématique
de l'araignée comme un prédateur terrestre et il a précisé que certaines familles
d’araignées different dans la facon de se nourrir et d’utiliser leur environnement pour
leur role dans les communautés terrestres. Les interactions compétitives, les impacts
sur la population des proies different suivant le type des araignées errantes, ainsi leur
role dans les réseaux écologiques est considéré d’une maniere treés particuliere (voir
[311).

D’un point de vue général, on peut dire que les araignées errantes sont souvent



confrontées a une pénurie de proies dans la nature. Face a cette pénurie, les araignées
choisissent généralement la stratégie de repos et d’attente, restant immobiles en at-
tendant une augmentation de proies, ou bien elles recherchent des micro-habitats plus
productifs.

En fait, de nombreuses araignées errantes sélectionnent le micro-habitat en fonction
de ’'abondance des proies (voir [5], [13] et [20]). Comme I'ont confirmé plusieurs études
de comparaison en laboratoire et sur le terrain (voir [I], [6] et [§]), une augmentation
de I’'abondance des proies peut favoriser leur taux de croissance et leur fécondité.
Ainsi, on peut supposer que les araignées errantes sont théoriquement rassasiées en
termes de nourriture. Une croissance de la population augmente par conséquent la
concurrence entre les adultes et pourrait favorise les comportements de dispersion.
Ces hypotheses ont été étudiées par des scientifiques et ils ont montré par une concep-
tion expérimentale que le manque de nourriture ne peut étre exclue pour la plupart
des especes. L’accumulation des preuves, directes et indirectes, montre clairement que
les araignées ont souvent faim, au point de présenter des taux de croissance et de re-
production assez conséquent, ce qui est physiologiquement possible (voir [31]).
Plusieurs études suggerent que les araignées choisissent activement des proies de
maniere a optimiser la proportion d’acides aminés essentiels dans leur alimentation
(voir [7] et [19]). Méme s’il semble que ce comportement évolue dans des environ-
nements avec une faible diversité de proies, il a été prouvé qu’'un régime mixte est
nécessaire a une croissance et une reproduction normale.

Le degré de rassasiement des araignées ainsi que le rejet de certains types de proies
pourrait expliquer ’existence d’une proportion de différents types de proies dans le
régime alimentaire, d’ou la nécessité de la recherche de nouveaux micro-habitats.
Dans certaines régions de la méditerranée et méme dans d’autres pays, les agro-
écosystemes viticoles sont aujourd’hui soumis a des transformations importantes dues
principalement a deux causes apparemment opposées, I’abandon des terres et 'intensi-
fication agricole. L’intensification implique I’élimination progressive de tous les petits
éléments du paysage naturel qui ne sont pas strictement liés au processus de produc-
tion, augmentant ainsi la perte globale d’hétérogénéité avec ses conséquences sur les

communautés biotiques (voir [1], [10] et [25]).



L’hétérogénéité du paysage est principalement obtenue par la présence du bois. Il
semble que ce soit le facteur environnemental le plus important pour améliorer la di-
versité des araignées (voir [11]). Des paysages divers, notamment des habitats boisés,
peuvent étre considérés comme un refuge et une source des populations d’araignées
pour des habitats comme les vignobles. Les terres agricoles sont en constante évolution,
dans lesquelles les organismes sont perturbés a plusieurs reprises par les exploitations
agricoles (voir [9]).

En effet, la plupart des agro-écosysthemes ne fournissent aucun habitat permanent a
de nombreuses especes. Par conséquent, pour la prospérité de ces derniers, la présence
des zones de refuge, telles que les bois relativement intacts est fondamentale. La
présence des couches herbacées jouent également un role tres important. Ces facteurs
influencent a la fois la structure de la communauté et la composition spécifique des
groupes d’araignées. L’entretien des parcelles semi-naturelles permet une plus grande
diversification des prédateurs spécialisés, ce qui peut étre important pour la lutte
contre divers ravageurs dans les agro-écosysthemes (voir [17]).

Nous décrivons un systeme dans lequel les araignées prédateurs peuvent se déplacer
parmi les vignobles et les bois, dans lesquels prosperent deux proies différentes, qui
sont des populations d’insectes. De plus, étant donné que les vignobles prédominent
largement les bois, nous supposons que les araignées subissent une sorte d’effet de
satiété alimentaire, compte tenu de ’abondance du méme type de proie dans les vi-
gnobles. Puisqu’ils sont capables de se déplacer et de chercher d’autres sources de
nourriture, nous modélisons cette capacité a trouver d’autres sources de nourriture
en tenant compte également de la population d’insectes vivant dans les territoires
voisins.

Dans ce mémoire, nous modélisons une situation ou le paysage est dominé par les vi-
gnobles et les seuls éléments divers sont de petites parcelles de bois résiduelles. Donc,
il s’agit d’'un modele de controle biologique des agro-écosysthemes ou 1'utilisation
d’araignées est proposée, on considere la population d’insectes vivant dans les bois,
et les insectes ayant le vignoble comme habitat. Nous considérons la dynamique des
populations d’araignées errantes et de leurs proies dans un paysage agricole presque

homogene.



Notre travail se compose de quatre chapitres.

Apres I'introduction, le chapitre 1 est consacré a la partie biologique de notre phénomene
afin d’exposer la problématique dans ce mémoire. En effet, nous nous intéressons a
synthétiser les connaissances actuelles sur les araignées en tant que prédateurs et leurs
proies qui se définissent dans la population des insectes vivant dans les bois et celle
vivant dans la vigne.

On trouve dans le chapitre 2, un rappel de quelques résultats mathématiques utiles
pour la suite de ce mémoire.

Dans le chapitre 3, avant de considérer le modele général des trois populations citées
au dessus, nous étudions séparément deux modeles proies prédateurs décrivant res-
pectivement la dynamique de la population des insectes des bois et celle des araignées
et la dynamique de la population des insectes de la vigne et celle des araignées. Nous
faisons 1’étude de 'existence et I'unicité de la solution positive globale, le calcul des
points d’équilibre et leur stabilité locale et globale. Enfin, des simulations numériques
sont données pour illustrer nos résultats.

Dans le chapitre 4, nous considérons un modele mathématique décrivant la dynamique
de la population des araignées prédateurs se déplagant parmi les vignobles et les bois,
dans lesquels vivent deux proies différentes, qui sont la population d’insectes des bois
et celle des vignobles. Nous démontrons tout d’abord I'existence globale et 1'unicité
de solutions positives, puis nous étudions l'existence des points d’équilibre et leur
stabilité. Nous terminons ce chapitre avec des simulations numériques qui illustrent
nos résultats.

A la fin de ce mémoire, nous donnons quelques conclusions et nous proposons quelques

perspectives.



Chapitre 1

Caractérisation des populations

des insectes et des araignées

Apparu il y a environ 420 millions d’années, les insectes ont évolué dans une infinie
diversité de forme, de couleur, de mode de vie (individuel ou en colonie), et se sont
adaptés a tous les environnements et écosystemes de la planete.

Un insecte ravageur est un insecte nuisible pour les cultures agricoles, pour les arbres
et la végétation en général. Ces insectes sont naturellement présents dans I’environ-
nement ot ils se reproduisent spontanément au gré de la dynamique de leurs plante-
hote.

Certains insectes ravageurs sont connus depuis I'antiquité. D’autres, nouvellement
introduits dans un territoire, sont en fait des insectes exotiques importés accidentelle-
ment ou intentionnellement. N’étant pas accompagnés de leurs prédateurs, ni de leurs
parasites naturels, certaines especes peuvent adopter dans leur nouvel environnement

des comportements nouveaux, beaucoup plus agressifs pour les cultures, (voir[34]).

1. I’Eudémis : C’est un petit papillon qui a été découvert par Denis et Schif-
fermiller en 1775. Ce ravageur est présent dans la plupart des vignobles eu-
ropéens mais il existe aussi en Afrique du nord, (voir[22]).

Les dégats occasionnés aux cultures par I’Eudémis sont de natures diversifiées,
il y a deux types de dégats (directs et indirects).

Les dégats directs sont la conséquence de I'alimentation de ces insectes et les



dégats indirects correspondent a l'installation de Botrytis cinerea, responsable
de la pourriture grise, (voir [22]), (voir Figure |1.2)).

FIGURE 1.1 — Dégats directs (photos du haut) et indirects (photos du bas) , [22].

2. La Cochylis : C’est un ancien ravageur de la vigne qui a été découvert par
Plaute, puis au premier siecle par Pline. Au début du XXeme siecle, la Cochylis

ravage tout le vignoble frangais et en particulier celui du Bordelais, (voir[2§]),
(voir Figure [L.2)).

3. La Pyrale de la vigne : Au XVIeme siecle cette espece était le ravageur
majeur de la vigne. On la trouve principalement en Languedoc sous le nom de
"Babote” dans les Pyrénées orientales sous le nom de ”couque” mais aussi en
Bourgogne et dans tous les vignobles du centre et de la cote ouest en France.
La Pyrale est actuellement présente surtout en Bourgogne, Alsace, Suisse, mais
aussi beaucoup plus au sud comme en Espagne, au Portugal, et parfois dans
les Pyrénées orientales. Elle serait d’origine Eurasienne, (voir[28]), (voir Figure
19).

4. I’Eulia : C’est un insecte qui est présent en Europe et provoque des dégats

sur les baies ainsi que sur les feuilles. le début de ses dégats significatifs date

des années 1950.



FIGURE 1.2 — L’Eudémis (haut gauche), la Cochylis (haut droite), I'Eulia (bas gauche)
et la pyrale de la vigne (bas droite), [28§].

1.1 Les insectes des bois

Il y a plusieurs types d’insectes qui attaquent les bois mais on ne citera que les

principaux.

1. Capricorne : C’est un insecte qui se retrouve tres souvent dans la nature. Il se
nourrit spécialement de bois, en particulier les bois résineux. On retiendra le Pin
maritime, le Pin laricio, le Pin noir d’Autriche, le Pin sylvestre, mais aussi le
Méleze, 'Epicea et le Sapin, (voir [33]). L’insecte adulte ayant une durée de vie
treés courte (environ 1 mois) et ne se nourrissant pas pendant cette période de
reproduction, c¢’est bien la larve, qui, au fil de son développement et des années
va faire le plus de dégats, (voir Figure . Il provoque des trous de sortie, des

boursouflures a la surface du bois, du bruit, et un affaissement anormal du bois.

2. La petite et grosse Vrillette : Il existe deux types de Vrillette, la petite et
la grosse. Les deux peuvent faire des dégats considérables dans les bois. Les
Vrillettes sont des insectes xylophages, c’est a dire que leurs larves circulent a
travers le bois en digérant la cellulose et en creusant des petits trous ronds.
Contrairement aux capricornes, les vrillettes ne vivent pas en permanence dans

le bois. Pour entrer et sortir du bois, elle forent des trous circulaires de quelques

10



millimetres, (voir [33]), (voir Figure [1.3). Elles provoquent des trous de sortie
tres nombreux de 2 a 3 mm et une Perte totale de la résistance mécanique du

bois.

3. Lyctus : D’origine tropicale, cet insecte a été déplacé lors du transport du bois.
Il pond dans les bois a larges vaisseaux de seve comme le chéne ou le bambou.
Cet insecte infeste plus souvent le bois dans ses premieres années d’utilisation
du fait de la disparition progressive de I’amidon. Le Lyctus a un cycle de vie
correspondant généralement a une période de 12 a 24 mois, qui varie selon la
nature et la qualité nutritive de ce bois, (voir [33]), (voir Figure[L.3). il provoque
plusieurs trous de sortie de 1 a 1,5 mm en cas d’attaque importante. De plus, on
remarque beaucoup d’insectes morts dans les endroits infestés durant la période

de mai a septembre.

4. Termite : Les Termites sont des insectes primitifs de couleur blanchatre, et de
petite taille (5 & 8 mm de longueur pour une largeur de I'ordre du mm), d’out
leur surnom de ”fourmis blanches”. Ils sont qualifiés d’insectes ”sociaux”, car
ils vivent en colonies organisées, tout comme les abeilles, ou les fourmis. Les
termites se nourrissent de la cellulose contenue dans le bois, (voir [36]), (voir
Figure . ils provoquent une dégradation de I’aspect du revetement du bois
et une diminution de la résistance mécanique de la zone attaquée. Un bois qui

parait intact de l'extérieur peut étre completement évidé par les termites.

FIGURE 1.3 — Termite (haut gauche), Lyctus (haut droite), Grosse Vilerette (bas
gauche), Capricorne (bas droite), [33].
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1.2 Les araignées

Environ 47000 especes d’araignées sont actuellement connues dans le monde. Tous
sont des prédateurs, la majorité se nourrissent principalement d’insectes. Les araignées
sont abondantes dans les environnements naturels et cultivés, dans lesquels leur abon-
dance annuelle moyenne varie de 50 a 150 individus par metre carré, (voir [18]).

Les araignées appartiennent a l'ordre des aranéides (Aranae). Comme chez les aca-
riens, le prosome est composé de la téte et du thorax soudés entre eux et portant les
quatre paires de pattes composées de 7 articles. Jusqu’a 8 yeux simples sont insérés
sur le prosome ainsi que des pédipalpes servant a la manipulation des proies, (voir
Figure . Les araignées qui ne consomment que des proies vivantes, ne possedent
pas de pieces buccales broyeuses. Elles injectent par les chéliceres (ou crochets), placés
pres de 'ouverture buccale, du venin pour immobiliser leur proie ainsi que des en-
zymes digestives qui vont liquéfier celle-ci et qu’elles vont ensuite aspirer, (voir [35]).
La seconde partie du corps est ’abdomen ou opisthosome. Des glandes séricigenes
situées sur ’abdomen produisent une protéine se solidifiant a ’air, composée de mi-
crofibrilles qui permet de former des toiles (La soie). Cette derniere sert aussi a la
formation des nids protégeant les oeufs (voir Figure [1.4)), (voir [35]).

sole

\jglarldess*@enes .

FIGURE 1.4 — Araignée, [35].

Les araignées attrapent leur proies directement par une chasse a courre, a l'affut ou
a l'aide de toiles (fils de soie). Ces prédateurs sont des généralistes et consomment
toutes sortes de proies. Ainsi, on considere que les araignées régulent les popula-
tions d’insectes ravageurs des agro-écosysthemes. Ils ont un réle tres important pour

prévenir et réduire la prolifération des ravageurs, (voir [30]).
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De nombreuses études a travers le monde ont montré que 'utilisation des produits
chimiques diminue la diversité et la densité des araignées. En 1980, Mansour, Rosen et
Shulov [15] ont réalisé une étude comparative d'un an, des communautés d’araignées

dans deux vergers, I'un traité avec des produits chimiques et 'autre non traité.
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FIGURE 1.5 — Fluctuation des populations d’araignées dans les vergers traités et non
traités. Les fleches numérotées indiquent les applications de pesticides dans le verger

traité, [18].

La densité des araignées s’est avérée étre au moins deux fois plus élevée dans le ver-
ger non traité sur toute l'année (voir figure . La population d’araignées dans
le verger pulvérisé a été affectée par les traitements aux pesticides et a souvent
été completement éliminée. Cependant, les araignées sont réapparues dans le verger
lorsque l'intervalle entre les applications était suffisamment long par exemple entre
les fleches 8 et 9 (voir Figure . L’application d’insecticides plusieurs fois au cours
de la saison ou a des doses élevées détruit généralement les communautés d’araignées,
(voir [18]).

Les agro-écosysthemes sont caractérisés par divers facteurs, tels que le travail humain

13



et I’énergie et les produits pétrochimiques, qui remplacent et completent le fonction-
nement de nombreux écosystemes. Si de telles substitutions peuvent réguler certaines
de ces fonctions, elles risquent également d’en endommager d’autres. Par exemple,
I'utilisation de pesticides peut controler les maladies qui ont un impact négatif sur
les cultures, mais celles-ci peuvent également tuer des organismes non ciblés ayant

d’autres fonctions positives, (voir [4]).
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Définition 2.1. ([17)])
1. Soit f : Q — R, (t,y) — f(t,y) une fonction ou 2 est un ouvert de R x R™.

On dit que f est lipschitzienne par rapport a y s’il existe un réel positif k tel
que -V (t,y1) € Q, Y(t,y2) € Q, on a || f(t,y1) — [t v)ll < Ellyr — vl -

2. On dit que [ est localement lipschitzienne par rapport ay si tout point (t,y) € €Q,
possede un voisinage appartenant a €2 et dans lequel f est lipschitzienne par

rapport a y.

Théoreme 2.1 (Cauchy-Lipschitz). ([1j)]) Soit f: Q — R, (t,y) — f(t,y)

ou Q) est un ouvert de R x R™. On suppose que f est continue en (t,y) et localement
lipschitzienne par rapport ay. Alors, pour tout point (to,yo) € €2, il existe un intervalle
fermé I centré en ty et une solution locale y : I — R™ de [’équation différentielle
v = f(t,y) avec la condition initiale y(ty) = yo. En outre y € C* et cette solution est

unique.
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2.2 Théoreme de la positivité

Soit le probleme de Cauchy suivant :

{ B(t) = f(t,2),

2.1
l’(to) = Xg- ( )

Théoréme 2.2. (Positivité)([20],[27]) On suppose que f vérifie les hypotheses du
théoreme de Cauchy Lipschitz et

Vie{l,..,d},Vz e RL 12, =0= fi(t,x) > 0. (2.2)

Si x(tg) > 0, alors la solution correspondante x(t) de (2.1)) satisfait z(t) > 0, Yt > 1.

2.3 Lemme de comparaison

Lemme 2.1. ([12]) Soit ’équation différentielle scalaire suivante

{ it) = f(t.2), 23)

z(ty) = o

ot f(t,x) est continue en t et localement lipschitzienne en x, pour tout t > 0 et tout
x € J C R. Soit [ty, T) (T pouwvant étre infini) l'intervalle d’ezistence mazximal de la
solution x(t), et supposons que x(t) € J pour tout t € [to,T). Soit y(t) une fonction

continue dont la dérivée a droite supérieure satisfait l'inégalité différentielle

D+y(t) < f(ta y<t))7 y(tO) < Lo,

avec y(t) € J pour tout [to, T). Alors y(t) < x(t) pour tout [ty,T).

2.4 Stabilité des points d’équilibre
Définition 2.2. ([12]) Considérons l’équation autonome

i = f(x). (2.4)

On dit que z* est un point d’équilibre de (2.4) si f(z*) = 0.
Le point d’équilibre x* = 0 de ’équation (2.4]) est :

16



— Stable si, pour chaque € > 0, il existe § = d(€) > 0 telle que
[zo]] <6 = [lz(t)]| <€ VE>0.

— Instable s’il n’est pas stable.

— Asymptotiquement stable s’il est stable et lim x(t) = 0.

t—+o00
Théoreme 2.3. ([12]) Soit © = 0 un point d’équilibre de systéme non linéaire
= f(x) ou f:D — R" est continument différentiable et D est un voisinage
de l’origine.

Soit A = %(:U)]xzo alors,

1. L’origine est asymptotiquement stable si Re(\;) < 0 pour toutes les valeurs

propres \; de A.

2. L’origine est instable si Re(\;) > 0 pour au moins une valeur propre de A.
Définition 2.3. ([23]). Soient 2 un ouvert de R™ contenant 0, et soit 'V :Q — R
une fonction de classe C*!,

1. V est dite définie positive si :

(a) V(0) =0, et

(b) V(u) >0 pour u e Q\ {0}
2. 'V est dite définie négative, si -V est définie positive.
3.V est dite semi-définie positive si :

(a) V(0) =0, et

(b) V(u) >0 pour tout u € §2

4. V est dite semi-définie négative si -V est semi-définie positive.

Théoréme 2.4. (Stabilité au sens de Lyapunov : méthode directe)([23]).

Soit x(t) solution de & = f(z) et soit V une fonction de classe C' définie positive sur

Q un voisinage de x* = 0 (sans perte de généralité on prend l’équilibre exactement

lorigine)

1. S o est semi-définie négative alors x* est stable.
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2. Si o est définie négative alors x* est asymptotiquement stable.

Théoréme 2.5. (Théoréme d’invariance de LaSalle)([23]). Soit R" 5 x — V(x) de
classe C1 et définie positive
av
— <
dt —

Alors, pour toute condition initiale yo, la solution de & = f(x) (définie pour tout

0.

temps t > 0) converge asymptotiquement vers le plus grand sous-ensemble invariant

d
contenu dans l’ensemble des points & € R™ tels que aV(ﬁ) =0.

2.5 Critere de Routh-Hurwitz

n

Soit le systeme linéaire de dimension n suivant (voir [2]) : &; = E a;;xj aveci € [1,n,
Jj=1

ou A = [a;;] est une matrice carrée de dimension n admettant n valeurs propres qui

sont solutions de I’équation caractéristique det(A — AI) = 0, qui est un polynéme de
degré n que nous écrivons sous la forme suivante :
PA) = A"+ g A"+ a2 4 L+ A+, =0,

Counsidérons les n déterminants suivants

ap Q3 Qs
1 Qo Oy
a1 Qg
Hy=ay, Hy = s Hy=1 0 o ag
1 (0%}
0 0 . .. O

avec k € [1,n]. Dans le cas de dimension n, tous les a; avec j > n sont pris égaux a
zéro. On a donc le résultat suivant :

L’équilibre est asymptotiquement stable, si et seulement si, Yk € [1,n], Hx > 0.

2.6 Modeles de croissance linéaire et logistique

1. Modele de croissance linéaire([2])

La forme générale de la loi de croissance de la population est la suivante :

dx
E = f(l')7
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avec la condition initiale x(tg) = xo.
Soit n le taux de natalité par unité de temps et par individu et soit m le taux
de mortalité. Les taux de natalité et de mortalité sont supposés étre constants,

ce qui nous conduit au modele suivant :

dx

5 o mz =17, (2.5)

ou r =n —m est le taux de croissance de la population.
La solution de ’équation (2.5]) est :

x(t) = zoe™.

Si r < 0, la population est en extinction.
Si r = 0, la population reste constante.

Sir > 0, la population est en croissance.

40

r=0
r<0 4

35+

FIGURE 2.1 — La loi de croissance linéaire.

2. Modele de croissance logistique([2])

Dans un cas simple on choisit pour le taux de natalité la fonction décroissante

19



de leffectif suivante :
n(x) = o — Pz, (2.6)

ou « et (§ sont des constantes positives.

Pour le taux de mortalité, on choisit la fonction croissante de 'effectif suivante :
m(z) =+ ox, (2.7)

ou 7 et  sont des constantes positives.
On remplace (2.6) et (2.7) dans (2.5 on obtient

dx T

B 1— = 2.
a =g (28)
N . . @ —7y
our = a—vy > 0 est le taux de croissance de la population, et K = 510

s’appelle la capacité limite du milieu.
La solution de I’équation (2.8)) est

Kxz(0)
2(0) + (K — x(0))exp(—rt)

x(t) =

On a:
lim z(t) = K.

t—-+o0
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4.5

38

25

14

w0y K

FI1GURE 2.2 — La loi de croissance logistique.
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Chapitre 3

Analyse mathématique de quelques

modeles de proie prédateur

3.1 Modele 1

Dans cette section, on considere un modele décrivant la dynamique de la population
d’insectes vivant dans les bois notée par z(t) et la population d’araignées notée par

y(t). On a le modele suivant

x
r = rz(l - =) —cyz,

A=)~y (3.1)
y = y(—a+ kcx).

Avec les conditions initiales :

z(0) =2° >0, y(0) =y > 0. (3.2)

Supposons que tout les parametres du modele sont strictement positifs.
Définitions des parameétres du modéle (3.1 :

r : Taux de croissance de la population des insectes vivant dans les bois.

W : La capacité limite du milieu.

¢ : Taux de prédation du prédateur (les araignées) sur la proie (les insectes vivant
dans les bois).

a : Taux de mortalité de la population des araignées.

k : Taux de conversion de la biomasse de proies en prédateurs.
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3.1.1 Existence et unicité de solution

Théoréme 3.1. Soit F' continue et localement Lipschitzienne dans R?, alors le systéme
[3.1) admet une solution unique (x(t),y(t)) dans R

Preuve
Soit F': R? — R? donné par F(z,y) = (F1, Fy)(x,y), tel que.

Fi(z,y) = ro(l- %) — ey,

Fy(z,y) = y(—a+ kex).

F est localement lipschitzienne, donc d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz le

systeme (3.1]) avec les conditions initiales admet une solution locale unique

(z(t),y(t)) dans R? .
Théoréme 3.2. Le systéme (3.1) admet une solution unique positive dans R

Preuve

Considérons le systeme suivant

T = F1<.T,y),
y = F2(x7y)
On a
Fi(0,y) =0>0,Vy € Ry et Fp(x,0) =02>0,Vzr € R,.
Alors, d’apres le théoreme de positivité (2.2]), on déduit que le systeme (3.1)) admet

une solution unique positive dans R? , V¢ > 0.

Théoréme 3.3. Le systéme (3.1) admet une solution globale unique positive dans
RZ.

Preuve
Soit X (t) = (z(t),y(t)), on fait un raisonnement par ’absurde.
On suppose qu'il 3 T' < 400, telle que lim | X (t)]| = +oo.
—
On a, & =rz(l — %) — cyx, on déduit que
i < rz, donc x(t) < x(0)e"™ < z(0)e’” = A.
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Ainsi, lim sup z(t) < +o0.

t—T
On a, ¥ = y(—a + kcx), on déduit que y < y(—a + kcA).
On pose a« = —a + kcA, on obtient y < ay, et donc

y(t) < y(0)et < y(0)eT. Ainsi, lirtn sup y(t) < +oo.
—

Ce qui est absurde, par suite la solution du systeme (3.1]) est globale.

3.1.2 Existence des points d’équilibre
Définition 3.1. Le point d’équilibre E, = (E!, E?) est appelé un point d’équilibre
non trivial si Bt > 0, Vi € {1,2}.
Les points d’équilibre de (3.1]) peuvent étre soit le point d’équilibre trivial Ey ou les
points d’équilibre non triviaux suivants.

1. Le point d’équilibre de coexistence noté par E, = (Ej}, E3), avec E} > 0 pour

ie{1,2}.

2. Le point d’équilibre semi trivial noté par E; = (E},0), avec Ei > 0.

Théoréme 3.4. 1. Le point d’équilibre trivial Eq = (0,0) existe toujours.

2. Le point d’équilibre semi trivial Ey = (W,0) existe toujours.

3. Le point d’équilibre de coexistence Ey = (x*,y*) existe, si W?k: < 1. Avec
Pl O r( . a ) ¢
rr=—ce =—(1- .
ke Y c Wke
Preuve

Le systeme
T = Fl(xv y>7
y - FQ(I7 y)a

admet un point d’équilibre (z*,y*), si

{Fl(a:*,y*) = 0, PN rx*(l—xw)—cy*x* = 0,
Fy(a*,y*) = 0. y*(—a+ kex*) = 0.

y*=0 ou —a-+ kcx*=0.
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On a les points d’équilibres suivants :

Ey = (0,0).
a r a
Ey = (2. y* *= ety =—(1— .
)= (), avee 1 = ety = L(1 - )
Pour déterminer Ey, on prend y* = 0, alors (1 — %) =0=a"=W.
Pour déterminer Es, on prend —a + kcx* = 0 = x* = T
c
a r a
dr(l———)—cy* =0=>y* = —(1 — .
on prend r( ch) cy Y c( ch)
3.1.3 Stabilité des points d’équilibre
La matrice jacobienne de systeme ({3.1)) est :
2
Je r(1— Wx) —cy —cx
kcy —a + kcx

Théoreme 3.5. Le point d’équilibre trivial Ey est instable.

Preuve

La matrice jacobienne en FEj est :

J(0,0):<g _0 )

Les valeurs propres sont : Ay =7 > 0, Ay = —a < 0, alors le point d’équilibre Ej est
instable.
Théoreme 3.6. 1. Sia > kcW, alors le point d’équilibre semi trivial Ey est loca-

lement asymptotiquement stable.

2. Sia < kcW, alors le point d’équilibre semi trivial Ey est instable.

Preuve

La matrice jacobienne en Ej est :

J(W,0) = —r —cW
’ 0 —a+kcW
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Les valeurs propres sont : Ay = —r < 0, Ao = —a + kcW

A< 0sia>keWet\g>0sia<kcW.

Donc.

Si a > kcW, alors le point d’équilibre de coexistence E; est localement asymptoti-
quement stable.

Si a < kcW, alors le point d’équilibre de coexistence E; est instable.

Théoreme 3.7. Si a < Wke, alors le point d’équilibre de coexistence Fo est locale-

ment asymptotiquement stable.

Preuve
2
1 _ _ * _ *
sty = [ T W e
kcy* —a + kcx*
On a —a + kcx* = 0, donc
detJ(z*,y*) = k*y*x* > 0.
2x* —
trd(z*,y*) =r(1 — %) —cyt = WCZ; < 0.

Alors le point d’équilibre de coexistence Fsy est localement asymptotiquement stable.

3.1.4 Stabilité globale du point d’équilibre de coexistence

Théoreme 3.8. Sia < Wke, alors le point d’équilibre de coexistence Fo est globale-

ment asymptotiquement stable dans R2 \ (0,0).

preuve

On considere la fonction de Liapunov suivante au point d’équilibre Fy = (z*, y*).

V(z,y) = k(a: —x* - x*ln(%)) -+ (y -y - y*ln(%)),

telle que,
a
= —. 3.3
"= (3.3)
r x*
f=—(1-=). 4
y="0-1) (3.4
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t
On a, Vt, tg > 0 et t #to, f(t) =t —to —toln(t—) > 0 car
0

t
f’(t):1—7°>0,v15>t0
lim f(t) =0, lim f(t)=+oo

Alors V(z,y) > 0, V(z,y) # (z*,y*) et V(z*,y*) = 0.

dV r—x* dx y—y . dy
(@ y) =k )dt+( ; )
=k(z—2")[r(1 - ) —cyl + (y — y")(—a + kea).

)
= k(z —2")[r(1 - —) —cy—y") =yl + (y =y )l—a+ ke(x — z%) + kex™].

D’apres ([3.4]) on obtient cy* = r(1 — %) et d’apres (3.3)) on obtient kcx* —a = 0.
Alors,

() = Ko — 2~ — ) — ey — )] + helx — ")y — )
- kr )2
——W(ZU z")
Ainsi, Cil—‘t/(x,y) <0
Soit,
D = {(z,y) € R%\ (0,0), C;V(w y) =0}
={(2"y),y e R} }.
dv . )
%:O, six =",

On remplace x par z* dans la deuxieéme équation de systeme ((3.1)).

On obtient § = y(—a + kca*) = 0 car —a + kex™ = 0, alors, y(t) = y*.

Donc M = {(z*,y*)} est le plus grand ensemble invariant contenu dans D.

D’apres le théoreme de L’invariance de Lasalle E5 est globalement asymptotiquement

stable.
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3.1.5 Simulations numériques

1 4
08
35
08
3
07
25
06
= 05 - = 2
04
15¢F
03
1L
02
05r
01
0 h L L L L L L 0 L L L L L L L
[i} 50 100 180 200 280 300 360 400 [i} 50 100 160 200 260 300 380 400
t t

FIGURE 3.1 - Les points d’équilibre E; et F} sont instables (Th[3.5] Th[3.6), I'équilibre
B, est stable (Th[3.7), pour les paramétres : a = 0.1, c=1,r=1, W =1, k= 1.

12 3
1T1F
25
1
09 4 2
08
15
= 0.7 B S
1
0.6
05 - 0sH
0.4 4
ot
03 B
0 , , , , , , \ , \ o8
o 10 20 30 40 50 B0 70 =) El 100 10 20 30 4an 50 B0 70 80 90 100

FIGURE 3.2 — Le point d’équilibre F; est stable (Th , pour les parametres : a = 1,
c=01,r=1,W=1k=1.
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3.1.6 Conclusions

En conclusion, nous remarquons que dans le cas ot a > kcW, il y’a extinction des
prédateurs et 1’ effectif des proies tend vers la capacité limite W et dans le cas ou

a < kcW , les effectifs des prédateurs et des proies vont vers un état constant.

3.2 Modele 2

Dans cette section, on considere un modele décrivant la dynamique de la population
d’araignées notée par y(t) et la population d’insectes ayant la vigne comme habitat

notée par z(t). On a le modele suivant

y = y(-a+ w2 )
. gf)z (3.5)
£ = Ae H+z

Avec les conditions initiales :
y°(0) = 4" >0, 2°(0) = 2° > 0.

Supposons que tout les parametres du modele 3.5 sont strictement positifs.
Définition des parameétresdu modele (3.5)) :

a : Taux de mortalité de la population des araignées.

k : Taux de conversion de la biomasse de proies en prédateurs.

b : Taux de prédation du prédateur (les araignées) sur la proie (les insectes vivant
dans le vignoble).

H : La constante de demi-saturation pour le prédateur.

e : Taux de croissance des insectes ayant le vignoble comme habitat.

3.2.1 Existence et unicité de solution

Théoréme 3.9. Soit F' continue et localement Lipschitzienne dans R?, alors le systéme
(3.5) admet une solution unique (y(t),2(t)) dans R?.
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Preuve
Soit F': R? — R? donné par F(y, z) = (F1, F2)(y, 2), tel que.

kbz
H+z

by
F - - .

),

Fi(y,2) = y(—a+

F est localement lipschitzienne donc d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz le
systeme ([3.5]) avec les conditions initiales admet une solution locale unique
(y(t), 2(t)) dans R? .

Théoréme 3.10. Le systéme (3.5) admet une solution unique positive dans R?.

Preuve

Considérons le systeme suivant

On a
Fi(0,2)=0>0,Vze€ Ry et Fo(y,0)=02>0, Vy € R,.
Alors, d’apres le théoreme de positivité (2.2]), on déduit que le systeme (3.5) admet

une solution unique positive dans R2, V¢ > 0.

Théoréme 3.11. Le systéme (3.5)) admet une solution globale unique positive dans
R.

Preuve
Soit X (t) = (y(t), 2(t)), on fait un raisonnement par I’absurde.
On suppose qu’il 3 T < 400, telle que thrr% | X (t)]] = +oo.

H

kb
Ona,y:y(—a+H—_;),ondéduitque
) < y(— kb
v <y(—a+ )CarH—i—z

<1

On pose o = —a + kb, on obtient y < ay, et donc,
y(t) < y(0)e™ < y(0)eT.

Ainsi, limsup y(t) < +o0.

t—T
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. Yy 4 1..s
On a, 2 = z(e — ———), on déduit que
( H—i—z) q

<1, et donc,
2
2(t) < 2(0)e < z(0)eT.
Ainsi, limsup z(t) < +o0.

t—=T

Ce qui est absurde, par suite la solution du systeme (3.5)) est globale.

z < ez car

3.2.2 Existence des points d’équilibre

Définition 3.2. Le point d’équilibre E, = (E!, E?) est appelé un point d’équilibre
non trivial si Bt > 0, Vi € {1,2}.

Les points d’équilibre de (3.5) peuvent étre soit le point d’équilibre trivial £y ou le
point d’équilibre de coexistence suivant.
— Le point d’équilibre de coexistence noté par £y = (E}, E?), avec Ei > 0 pour

ie{1,2}.

Théoréme 3.12. 1. Le point d’équilibre trivial Ey = (0,0) existe toujours.

2. Le point d’équilibre de coexistence Ey = (y*,z*) existe si kb > a. Avec y* =

ekH b ot aH
h—a 7 T kb—a
Preuve

Le systeme

{y = Fl(yvz)>

admet un point d’équilibre (y*, z*), si

(. kbz*
Ry, z") = 0, Y (_a+H+z*) =0
A=) = 00 | se--2) _ g
\ H+ z*
( kbz*
y" =0 ou —a+ : - =0,
— [%*JFZ
* :O o _
\ : on e H+ 2
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On a les points d’équilibres suivants :

Ey = (0,0).
ekH aH
1= (y*, 2%). avec y s Zkblﬁb—a ;
Pour déterminer z* on prend —cH—g_]_'_Zzk :O:Z*:kg—a
o y" . _ ¢ .

Pour dét * de— =0=y" =-(H
our déterminer * on prend e — ——— y b( +2")
I ekH

-

3.2.3 Stabilité des points d’équilibre

La matrice jacobienne de systeme (3.5)) :

Cat kbz Hkby
H+ 2 (H + z)?
bz Hby

Ht. °© (H + 2)?

Théoreme 3.13. Le point d’équilibre trivial Ey est instable.

Preuve

La matrice jacobienne en Ej est :

J7(0,0) = ( _oa 0)

Les valeurs propres sont : Ay = —a < 0 et \y = e > 0, alors Fj est instable.
Théoreme 3.14. Si kb > a, alors le point d’équilibre de coexistence Ey est instable.

Preuve

La matrice jacobienne en Fj est :

0 kbHy*
* 0k (H+ Z*>2
J(y*,2") = bz* bHy*
Htzo © (H+2)
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kb2 Hy* 2

detJ = ———— > 0.
‘ (H + z)3
bHy*
tr]=e— ———
e (H + z*)?
on a )
y* e ez*
- =0 *= —(H + z*) donc trJ =
Tt =y b( + 2*) donc tr Tt

Alors le point d’équilibre de coexistence E; est instable.
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3.2.4 Simulations numériques

160

FIGURE 3.3 — Les points d’équilibre Ej et E sont instables (Th 3.13] Th [3.14)), pour
les parametres : a =02, c=1,0=2, k=1, H=7,e=0.5.

0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200

FIGURE 3.4 — Les points d’équilibre Ey et E; sont instables (Th[3.13] Th|3.14)), pour
les parametres : a =09, c=1,0=1, k=1, H=1,e=1.
3.2.5 Conclusions

D’apres la figure (3.3), nous constatons que les effectifs respectifs des proies et des

prédateurs varient d’'une maniere oscillatoire, ce qui signifie une certaine coexistence
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entre ces deux dernieres.
D’apres la figure (3.4), nous constatons que les effectifs respectifs des proies et des

prédateurs varient d’'une maniere croissante.
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Chapitre 4

Analyse mathématique d’un

modele agro-écologique

Dans ce chapitre, on considere 1’écosysteme constitué par des populations d’araignées
notées xo(t) et des insectes qui y vivent en fonction du territoire qu’elles occupent.
Plus précisément, soit z1(t) la population d’insectes vivant dans les bois et les espaces
verts qui bordent les terres cultivées, et soit z3(t) celle des insectes ayant la vigne

comme habitat. On a le modele suivant

1 = ro(l— ﬂ) — CToT1,
. (—a+ kbx + keay)
Ty = xo(—a cx
2 2 o+ 25 1) (4.1)
' (- 22
T3 = x3(e — )
3 3 H+ s
Avec les conditions initiales :
21(0) = 29 > 0, 22(0) = 25 > 0, 23(0) = 23 > 0. (4.2)

Supposons que tout les parametres du modele sont strictement positifs.
Définitions des parameétres du modele (4.1)) :

r : Taux de croissance de la population des insectes vivant dans les bois.

W . La capacité limite du milieu.

¢ : Taux de prédation du prédateur (les araignées) sur la proie (les insectes vivant

dans les bois).
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a : Taux de mortalité de la population des araignées.

k : Taux de conversion de la biomasse de proies en prédateurs

b : Taux de prédation du prédateur (les araignées) sur la proie (les insectes vivant
dans le vignoble).

H : La constante de demi-saturation pour le prédateur.

e : Taux de croissance des insectes ayant le vignoble comme habitat.

4.1 Existence et unicité de solution

Théoréme 4.1. Soit F continue et localement Lipschitzienne dans R3, alors le systéme
[.1)) admet une solution unique (x1(t), zo(t), x3(t)) dans R3.

Preuve

Soit F: R3 — R3 donné par F(x1,xe,x3) = (Fi, Fy, F3)(xq, 22, 23), tel que.

Fl(.fEl,.’ﬂQ, Z’3) = T’.CEl(l - —xl) — CT2Xq,
k’bl’g
F = _ k
5(x1, 2, T3) xo(—a + £I+x3 + kcxy),
L2
F _ _ ,
3(71, 72, 73) z3(e H+x3)

F est localement lipschitzienne donc d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz le

systeme (|4.1]) avec les conditions initiales admet une solution locale unique
(z1(t), 22(t), x3(t)) dans R? .

Théoréme 4.2. Le systéme ([1.1)) admet une solution unique positive dans R

Preuve

Considérons le systeme suivant

j"l — Fl(x17x27x3)7
l"2 == FQ(£17£2;£3)7
T3 = F3(x1,20,73).

On a
F1(O,$2,[L’3) =02>0, V(l’g,l’g) € R?H
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FQ(Il,O,J/’g) =02>0, \V/(ZL’l,ZE;),) S Rﬁ_,
Fg({L'l,QTQ,O) =02>0, V($1,1‘2) S Ra_
Alors, d’apres le théoreme de positivité (2.2]), on déduit que le systeme (4.1)) admet

une solution unique positive dans R:i, vVt > 0.

Théoréme 4.3. Le systéme (4.1) admet une solution globale unique positive dans
R?.

Preuve
Soit z(t) = (x1(t), xo(t), z3(t)), on fait un raisonnement par 'absurde.

On suppose qu’il 3 T < 400, telle que thrr% |z(t)]] = +o0.
4>

x
On a i =rx(1 — Wl) — cx9x1, on déduit que

i1 < rxy, done z1(t) < x1(0)e™ < 21(0)e’” = A.
Ainsi, limsup z; (t) < +o0.
t—T
]’Cb[[’3

H+$3
Ty < zo(—a + kb+ kcA) car Vi < 1.

L3
On pose a = —a + kb + kcA, on obtient &5 < ax,, et donc,
15(t) < 29(0)e™ < 29(0)eT.
Ainsi, limsup zs(t) < +00.

On a, &9 = x9(—a + + kcxq), on déduit que

€3

t—=T b
. ) .
O = — déduit
n a, 3 = r3(e i +$3), on déduit que
i3 < exs car <1, et donc z3(t) < x3(0)e® < x3(0)eT.
L3
Ainsi, lim sup z3(t) < +00.

t—T
Ce qui est absurde et donc la solution du systeme (4.1)) est globale.

4.2 Existence des points d’équilibre

Définition 4.1. Le point d’équilibre E, = (E}, E?, E2) est appelé un point d’équilibre
non trivial si B >0, Vi € {1,2,3}.

Les points d’équilibre de (4.1)) peuvent étre soit le point d’équilibre trivial Fy ou les

points d’équilibre non triviaux suivants.
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1. Le point d’équilibre de coexistence noté par E, = (Ej, E%, E}), avec E} > 0
pour ¢ € {1,2,3}.

2. Le point d’équilibre semi trivial noté par E3 = (E3, F32,0), avec EX > 0 pour
ie{1,2).

3. Le point d’équilibre semi trivial noté par Ey = (0, E2, E3), avec Ei > 0 pour
ie€{2,3}.

4. Le point d’équilibre semi trivial noté par E; = (E},0,0), avec Ef = W > 0.

Théoréme 4.4. 1. Le point d’équilibre trivial Ey = (0,0,0) existe toujours.
2. Le point d’équilibre semi trivial £y = (W,0,0) existe toujours.

3. Le point d’équilibre semi trivial Ey = (0,25, x%) existe si kb > a. Avec z} =
ekH aH

*

t = .
o—a " T kb—a

a
4. Le point d’équilibre semi trivial Es = (x7,235,0) existe si e < 1. Avec ] =
a . o T(l a ) ¢
—etzi=—-(1- :
ke > ¢ Wke
Preuve
Le point (z7, 23, 2%) est un équilibre du systeme
i1 = Fi(x1, 29, 73),
:‘62 = FQ(x17x27x3)7
i3 = F3(7y,29,73).
si
4 *
roy(l — —cryr; = 0,
Fl(‘rivxzaaj;) = 07 1( k’bl’*) >
FQ(ZL‘T,I';,J:;) = 0, < I;(—(Z—F H—|—3* + k?CiL’T) = 0,
3 *
L H + o3
( 3 N
;=0 ou r(1——=)—cx3=0,
kbxs
x5 =0 ou —a+ + kex] = 0,
< 2 H +$§ 1
r5=0 ou e—
L H + a3




On a les points d’équilibres suivants :

Ey =(0,0,0).
E, = (W,0,0)

ekH aH
Ey = (0,23, 2%). Avec 3 = %b__ ot 2} = S
By = (

r
x3,23,0). Avec 2} = e et xy = E(l —

T
Pour déterminer Ey, on prend = = x5 = 0, alors r(1 — W) =0=2z]=W.

Pour déterminer Es,, on prend zj = 0 et donc

kbx?
—a+ Hf;g =0 et xj = %(H+x§) ce qui implique que
H
x;’:kg(j_a>OSikb>aet‘T;:kb_a>OSikb>a.

Pour déterminer Es, on prend x5 = 0 et donc :
*

) > 0si

x a r a a
—a+tkext =0etr(1-2)—cah =0 =2} = — etz = ~(1—
Fren T = e et = U Wk
4.2.1 Existence du point d’équilibre de coexistence E,
Ey = (%1, %9, Z3) est un point d’équilibre de coexistence du systeme (4.1)) si

Z1 Z1

rZ (1 — =) — ¢ZyZ; = 0, r(l — —) —cZy = 0,
kbx kbx
To(—a+ H+;3 tkety) = 0, «={ —a+ H+31f'3 + ke = 0,
ol bTo ) 0 bTo 0
Tal€e — = e — =
N H + 74 H + 73
Donc, on a -
T _
1— 2L — 2y = 0.
r( W) CTo
kb
- kczy = 0.
a+ G + kI
bT>
_ —0
‘T H + T3
A partir de (4.5) on obtient
e
T = 5(1_33 + H)
A partir de (4.3) on obtient
.fl == (1 - Eii‘g)W
r

< 1.

(4.7)



On remplace (4.6)) dans (4.7]), on obtient

= W(rb — ce(H + xg)] (4.8)
rb
_ . rb
Avec, 71 > 0siZ3+ H < —.

ec
On remplace (4.8)) dans (4.4) on obtient
kec?Wz3 + [rb(a — keW — kb) + 2k*WeH|Z3 + [rb(a — keW) + ké?WeH|H = 0.

Le point Ey = (Z1, %2, Z3) est un point d’équilibre de coexistence si et seulement si Z3
vérifie (4.9) et (4.10)).
kec®W x5+ [rb(a— keW — kb) + 2kc*WeH %3 + [rb(a—keW ) +kc*WeH|H = 0. (4.9)

et

b
T3+ H < o (4.10)
ec
Avec, Ty = W€ (22 — (H + Z3)) et Ty = ¢ (H 4 T3) .
Posons

Ay = kec®?W >0,

By = rbla— kcW — kb) + 2kc*WeH,

Cy = [rbla—keW) + k*WeHH.
Le signe de B;

(
By >0 st G>M<T—2CQW8H) et r >0,

r b(cW+b)
Bi=0 si a= YU (p o 20W) o 22WEL (4.11)

. k(cW+D) 2c2WeH 2¢2WeH
\ By <0 si a<=—— (r— b(cwﬂ))) et r > by

Le signe de C}

( .
Cy >0 st a>kcw(r—%) et r >0,

Ci=0 si a:’“—w(r—@) et r > i (4.12)

\ Ci <0 st a<M(r—@) et r > <l



Remarque 4.1. Si a > k(cW + b) alors on peut vérifier facilement que ’équation
n’admet aucune solution positive puisque A; >0, By > 0 et C7 > 0.

Soit a < k(cW + b). Pour chercher les solutions de (4.9), on calcule A.

A:

[rb(a — keW — kb) + 2kWeH]” — 4kec®W [rb(a — keW) + kW eH| H.

= 1r20? [(a — kcW — kb)? — 4k*c* 9V H] .

= r2b2[a—k‘(cW+b)—2kc@/¥ }[a—k(chLb)—I—Qk;c,/# ]

Le signe de A

(A>O st a<wﬁ+b)
A=0 si a:k(d\//vgrb)

On distingue les cas suivants

(-

ST e E 2
_ 2c WeH) et r > 4ccWeH

2cvWeH 4c*WeH
) et > w2

(4.13)

(cW+b)2

| A<0 s a > k(cW +b) — 2ke/ Y H et r > 0.

T

1. Casl : ('} = 0. Dans ce cas I’équation (4.9) admet une solution unique positive.

. —B

x3: =

A

D’apres 1) C7 = 0 si et seulement si a = @ (7“ —

b? (7’

4.15)), la solution z3 > 0 si et seulement si r > max(

I’équation (4.14)) est équivalente a

T3 —

D’apres
ceH cW

Tmax 1, T)

—rba + rbk(cW +b) — 2kc*WeH

4.14
kec2W ( )

CeH) et r

: > % D’ou

_ PWeH

)
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(4.15)

ceH 02W6H> _
b b2 -



D’apres (4.10]), on a

2 AWeH 2
A H<? o 02 (r— Wl ) pecPW H b

ec ec2W ec’

& 0 (1= ) - ePWH < W,

& b<cW.
D’ou, 73 satisfait (4.9) et (4.10]) si et seulement si
‘WeH kecW H
b < cW, r> < b; et @ = o (T_ceb)‘ (4.16)
T

En conclusion, on a le résultat suivant

Théoréme 4.5. Si (4.16]) est satisfaite, alors le systéeme (4.1) admet un unique
point d’équilibre de coexistence Ey = (T1,Ta,T3) oU T3 est donnée par (4.15).

. Cas2 : (] < 0. Dans ce cas I’équation admet une solution positive unique.
_ —Bi+ VA —rba+rbk(cW +b) — 2k*WeH + VA

24, 2kec?W ’
D’apres , C1 < 0 si et seulement si a < ’“CTW (r — %) et r > CebH.
D’apres , on a

—rba+rbk(cW +b)+vVA < rb
2kec?W ec’

Zs3

(4.17)

I3+ H<2 &
& —rba + rbk(cW 4+ b) + VA < 2kcWrb.
& VA <rbla—kb+ kW) et a > k(b — cW).
& A <r?*(a—kb+ kcW)? et a > k(b— cW).
& —4r?0?keW (a — kb) — 4ec®Wrbk*H < 0 et a > k(b — cW.)
& r(a—kb)+kceH >0et a>k(b—cW).

S a>2(r—«l) et a>k(b—cW).
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D’ou, z3 satisfait (4.9) et (4.10)) si et seulement si

H kb H k H
r> S et max<k(b—cW),—<r—£)) <a< W (r_ﬂ).

b r b r b
4.18)
L’équation (4.18)) est valable si et seulement si
kb ( ceH) kcW ( ceH)
—|lr——) < r———7|I,
r b r b
“ kcW H
k(b — W) < — (r—ce )
r b
En effet
kb ceH kcW ceH
—|r—= < r———| < b<cW,
r b r b
et
k(b—cW) < 2 (p — ey o pp(b— 2eW) < —cWeeH.
&S or> b(cjcwmff[b), (car b<cW).
Alors, 'équation (4.18)) est équivalente a
b<cW, r> CebH max (1, —QC%V_b) = CebH et
(4.19)

max(k(b—cW),%(r—%))<a<@(r—%).

En conclusion, on a le résultat suivant

Théoréme 4.6. Si (4.19) est satisfaite, alors le systéeme (4.1) admet un unique
point d’équilibre de coexistence Ey = (T1,To,T3) oU Ty est donnée par .

. Cas3 : (4 >0, By <0 et A > 0. Dans ce cas I'’équation (4.9) admet deux

solutions positives

— —Bi+ VA —rba+rbk(cW +b) — 2k*WeH + VA -
5 24, N 2kec2W

0, (4.20)

et
=By — VA  —rba+rbk(cW 4 b) — 2kPWeH — A -

]/'3: —=

24, 2keccW

0. (4.21)
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D’apres (4.12), Cy > 0 si et seulement si a > @ (7’ — %)

k(cW+b) ( _ 2c2WeH>
T

D’apres (4.11)), By < 0 si et seulement si a <

b(cW +b)
et r > gECVI;,Vig
D’apres (4.13]), A > 0 si et seulement si a < M\/;b) <\/7_“ — %)
et r > %.

D’apres (4.10]) on a
kb ( ceH

b
97;;+H<&<:>a>? T—T) et a > k(b — c¢W) (voir Cas 2),

et
_ rb —rba + rbk(cW +b) — VA rb
T3 + H < P TG <
& —rba + k(W +b) — VA < 2keWrb.

& —VA < rbla— kb+ keW).

(0> k(b — W),

< ou bien

| —VA <rbla—kb+keW),a < k(b—cW) et b > cWW.

(0> k(b —cW),
& ou bien

| A> r2b*(a — kb + keW)? a < k(b — cW) et b > cW.
(0> k(b— W),

& ou bien

\ —4r2b*keW (a — kb) — 4ec*Wrb*k*H > 0,a < k(b — cW) et b > cW.
(0> k(b— W),

< § ou bien

a<®(pr—cl) p>cel g kb—cW)etb>cW.

D’otl, z4 satisfait (4.9) et (4.10) si et seulement si

2 2
r > max <2¢ WeH 4c WeH) et

b(cW+b)? (cW+b)2
a> Emax [eW (r—<B) r(b—cW),b(r— <2)] (4.22)

0 < M) iy (- 22wett) | (2Tl
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et 75 satisfait (4.9) et (4.10)) si et seulement si

2 2
r > max (20 WeH 4c WeH) et

bW +b)* (cW+b)2

S oW (7 — 1) (0 )] < < M i [+ — gEel) v (v )

(4.23)

ou bien

2 2
r>max(26 WeH 4c*WeH ceH)’ b> W et

bW +b)* (cW+b)2° b

M(T_@)

a> = b

a < MWD i [ (7 — 2EWAL) | (- ) rloal) b (el )]
(4.24)

L’équation (4.22)) est valable si et seulement si

keW (- ceH - k(W +0b) (- 2°WeH
T "W b))

T r

k(cW + b) 2°WeH
k(b — W) < r ( _b(cW—l—b))’
kb . ceH _ k(W +b) (2 WeH
r b r b(cW +0b) )’
keW ceH k(cW +b) 2cv/WeH
r (T_ b)< ﬁ(*/;_(cww))’
k(cW +b) 2cv/WeH
k(b — R+ _seviier
o) < ﬁ(ﬁ = M))
et
kb ceH k(cW +b) 2cevWeH
)M W<f‘m>-
En effet
keW [ cel _ k(cW + b) . 2c¢°WeH I AWeH
r b r b(cW +b) iz
k(cW +b) 2°WeH ceH
k(b—CW)<f (T—m) =>Tr> T,

46



kb T_ceH <k(cW—i—b) _ 2WeH <:H">ﬁ QCVV_1
b y b(cW +b) W\ b !

kcW ( CGH) - k’(CVZ"‘ b)\/; <\/F _ QC—W[> o= (b\/F—c\/ WeH)2 > 0,

e (W +5)

k(cW +b) 2ev/WeH eH
k(b —cW) < ———2~ ey e
(b=elW) <= ﬁ(” (cW+b)>©T>W
et
kb H k b 2 H
ko (L _celly KW D) of p 2VWeH N v - Ve > 0.
r b r (cW +b)
Alors, 'équation (4.22)) est équivalent a
r > max (t?(cjv?//iga ElchfVVJVr%})gv 0212/2@1&17 cebH? % (zclyv ~1), %) — max (6212/2@H7 %> ot

a > %max [CW (7“— CebH) 7T(b—CW)ab(T_%)]

| a< Wmin [(r— g(cjvv‘fjg) ,ﬁ(f— 2&%)} :

(4.25)
En conclusion, on a le résultat suivant

Théoreme 4.7. Si est satisfaite, alors le systeme (4.1) admet un point
d’équilibre de coezistence B = (T],Z4,T3) ol T4 est donnée par )
L’équation (4.23)) est valable si et seulement si

kW ( ceH> _ k(cW +b) < 2°WeH )

Ty r b(cW +b)

r

Wb — i) < HE D (  23WeH )

T b(cW +b)

keW (T_ ceH) LRy o (ﬁ— QC\/W>

r b (cW +b)

k(b — W) < k(cﬂja—i-b)\/;(ﬁ_ 20\/W€H> ‘

(cW +b)

47



En effet
kcW ( ceH) k(cW + b) ( 2c°WeH ) AWeH
r— < r— r

r b r b(cW +b) L
k(cW + b) 22 WeH ceH
’“(b_CWKT( _b(cW+b)) b
kCTW (7“ B %) k(cW + b)\/; (\/F— 2(;/{/_%) o= (bﬁ—c\/ WBH)2 >0

k(b—cW)<M >

ﬁ(ﬁ_m ETd

Alors, 'équation (4.23)) est équivalent a

(

2ev WeH ) eH
=T

2 2 2 2
2cWeH 4c*WeH c*WeH ceH eH) — max (c WeH eH) et

r > max (b(cWer)’ (cW+b)2’ b2 T h 0 W b2 W

a > Emax [eW (r— <) r(b— W) (4.26)

k(cW+b) . 2 Vel
a< - 7‘+ ) 1min |:(T - Z(CCI/IV}/ié{)> 7\/77 (\/77_ Q(CCWVYF%?>:| :
En conclusion, on a le résultat suivant

Théoreme 4.8. Si est satisfaite, alors le systéeme (4.1) admet un point
d’équilibre de coexistence E; = (T ,T5,T3) ol Ty est donnée par .

Remarque 4.2. Si est satisfaite alors on a mais linverse est faux
en général (il suffit de voir que Ty + H < xj + H < 2).

Soit (4.25)) la négation de (4.25)). D’apres le théoreme et on a le résultat

suivant :

Lemme 4.1.

(a) Si est satisfaite, alors le systéme (4.1)) admet deux points d’équilibre
de coexistence Ef = (z1,74,75) et By = (T ,T5,T3) 0l T4 et Ty sont

données par (4.20) et (4.21) respectivement.
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(b) Si et (4.25)) sont satisfaites, alors le systéme (4.1) admet un unique
point d’équilibre de coexistence E; = (Ty,%5,T3) oU Ty est donnée par
7.21).
L’équation (4.24)) est valable si et seulement si

keW ( ceH) _ k(cW + b) (r _ 2WeH )

r - —

r b r b(cW +b)
kcW . ceHd - E(cW + b)\/F N 2evWeH |
r b (cW +b)
helV (r - ﬁ) < k(b —cW)
T b
et
keW ceH kb ceH
r—— ) <—(r——|.
r b r b
En effet

keW . ceH _ k(W +0b) (23 WeH . AWeH
b(cW + ) b

r r

kW (r _ ﬁ) _ w\/; (ﬁ _ tw—%> & (b/r—c/WeH)? > 0,

W (r =) <k(b—cW) & b2W —b)r < CWeH

[ 2c — b <0,

& ou bien

| 2W —b>0etr< SWell

b(2cW —b)
k H kb H
W (r—£> <—(r—%> < cW < b.

et
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Alors, 'équation (4.24)) est équivalent a

r > CebH = max(

22WeH 4c2WeH ceH EWeH
WD) (W52 b 0 B2 >, 2cW < b et

o> B (s )

o< k(cmr/+b) min [(r _ 2c2WeH) T (\[_ 2C\/W) r(b—cW) b (r _ cebH)} '

b(cW+b) (cW+b) ) (cW+b) * (cW+b)
(4.27)
ou bien
2¢°WeH 4c2WeH ceH EWeH )\ _ ceH AWeH
max <b(cW+b)v (cW+b)2> b * b2 > == <r< B2 —b) 2eW > b > cW et
kcW ceH
T U =

a < k(cmrmrb) min [(T - fffvvvviﬁ) AT (\/77 - QFCWVZF%I){) ) ?E;l)v?/imb/))v (cI/I?—f—b) (r - Celf{)} :
(4.28)

En conclusion, on a le résultat suivant

Théoréme 4.9. Si (resp. (4.28)) est satisfaite, alors le systeme (4.1)

admet un point d’équilibre de coexistence E; = (] ,%5,T3) ot Ty est donnée

por (2.

. Casd4 : By < 0 et A = 0. Dans ce cas 'équation (4.9) admet une solution

positive double

—B;  —rba + rbk(cW +b) — 2kc®WeH .

Ty = T, = = 0. 4.29
T8 T T oa 2kec W (4.29)
D’apres (4.11)) B; < 0 si et seulement si a < w (7‘ — z(cjvvgjg)
2c*WeH
et r > NEIEDE
D’apres (4.13) A = 0 si et seulement si a = k(Lﬁer) <\/_ — ZFCVWVYF%?)
4c*WeH
et r > (oW+b)? -
_ k(cW+d) 2cv/WeH k(cW+b) 22 WeH AEWeH
G_T(ﬁ_(cw+b)>< T (_m)@r>b—2
En remplagant a par sa valeur, I'équation (4.29)) devient
A/ cvVWeH
" b W6H<\/;_ b ) " >C2W€H (4.30)
T3 = et r > ——— .
3 ecW b2
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D’apres (4.10]) on a

b WeH( r—C@)JrecWH b

ecW ec

IT+H<2 &
& bVWeH\/r < rbW

eH
= 7“>W.

D’on, 75 satisfait (4.9) et (4.10) si et seulement si

2 2 2 2
r>max(2c WeH 4c*WeH c*WeH eH> — max (c WeH eH) et

b(cW+b) (cW+b)2> ~ b2 W 2 W

(4.31)

_ k(cW+b) 2cvVWeH
G—T<\/’7_ (cW+b)>'

En conclusion, on a le résultat suivant

Théoréme 4.10. Si est satisfaite, alors le systeme (4.1) admet un point

d’équilibre de coexistence B} = (T],Z4,T3) ol T4 est donnée par .

4.3 Stabilité des points d’équilibre

La matrice jacobienne de systeme (4.1]) est :

2131

T(]. — W) — CX9 —CXq 0
; LM Hibe
J(ml,xg,l‘g) = Cx2 a H + z3 el (H + x3)2
; B T
H + xrs3 (H + 1‘3)2

Théoreme 4.11. Le point d’équilibre trivial Ey est instable.

Preuve

La matrice jacobienne en Fj est :

r 0 0
J(0,0,0) = 0 —a O
0 0 e
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Les valeurs propres sont : Ay =7 > 0, Ay = —a < 0 et \3 = e > 0, alors Ej est

instable.
Théoreme 4.12. Le point d’équilibre semi trivial E est instable .

Preuve

La matrice jacobienne en Fj est :

—r —cW 0
J(W,0,0) = 0 —a+kcdW 0
0 0 e
Les valeurs propres sont : A\ = —r < 0, Ay = —a + kcW et A\3 = e > 0, alors F est

instable.
Théoreme 4.13. Si kb > a, alors le point d’équilibre semi trivial Ey est instable.

Preuve

La matrice jacobienne en Fj est :

T — cxs 0 0
. Hkbxs
JO,a5a5) = | R 0 TS
0 —bx} Hbzs,
H + x3 (H + x3)?

A partir de (4.5)), on a bz = e(H + x3).

Alors,
r—cxy 0 0
. keH
Joapag) = | ke 0
—bxj e

e p—
H + x3 H + a3
Le polynome caractéristique de la matrice J est donné par :

r—cxy— A 0 0
. keH
() = kex} —-A Tt —0
0 —bx} eHd
e J— J—
H + x3 H + a3
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p(A) = (r — cz3 — A)p1(A) = 0.

On a,
Y keH
B H + % . ( B eH B ) bkeHxsy
O R eH W | T MmN T e

e —
H + a3 H + x5
Cette équation est équivalente a :

p1(A) = A2+ a A+ ay = 0.

Avec,

eHd —exs <0 et bkeH x5
= —_—e = ———— et ap = ——
H + H + 7 (H + a3)?

D’apres le critere de Routh-Hurwitz p; admet une valeur propre a partie réelle posi-

> 0.

ai

tive. Donc, le point d’équilibre semi trivial Ey est instable.

Théoreme 4.14. Soit a < Wke.

1 osi,r s CHERW

’ b(Wke —a)’

asymptotiquement stable.
eHc2 kW

b(Wke —a)’

alors le point d’équilibre semi trivial Es est localement

2. Si,r<

alors le point d’équilibre semi trivial E3 est instable.

Preuve

La matrice jacobienne en Ej3 est :

2 *
r(l— Vf/l) — x5 —cx} 0
T kb
J(z7,25,0) = kex’ —a + kex} %
b
0 0 _ 72
‘" H
a
O g
na, rj e
Alors )
a " a
7’(1 — %) — CTy —% k(? )
J(ZL'T,J];,O) = ]{TCZE; 0 ;2
b
0 0 _ 2
‘T H

Le polynome caractéristique de la matrice J est donné par :
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2a . a
=g e A g o
p(\) = kex’ -\ ;2 =0
bz}
e B
0 0 i
bxs
P = (e~ 22— npa(n) =0
Avec 5
a a
r(l— )—cxy— A —— 2a . .
pa(A) = Wlliccx* _l){:\ = —)\[r(l - ch) —cxy — )\} + aczy = 0.
2

Cette équation est équivalente a :
p2(A) = A2+ b\ + by = 0.

O,

by = cxy — r(l

by = acxy > 0.

2a ) ra

“wre) T wre "

Donc, d’apres le critere de Routh-Hurwitz, toutes les valeurs propres de py sont a
partie réelle négative.

Pour que les valeurs propres de J soient a partie réelle négative il faut que :

x _ ., T a
A=e— ?2 < 0, on sait que =} = E(l - ch).
Alors,
b, br(Wke — a) .
A=e 7 = TR 0sieHc? kW < br(Wke — a)

Donc, si eHc*kW < br(Wkc — a), alors le point d’équilibre F3 est localement asymp-
totiquement stable.

D’autre part, si eHc*kW > br(Wkc — a), alors le point d’équilibre F3 est instable.

4.3.1 Stabilité du point d’équilibre de coexistence F,

la matrice jacobienne au point Fy = (Z1, To, Z3) est donnée par

r(l— 2 — ez, —cTy 0
_ - _ kbz - lebzo H
J kcZo a+ #%3 + kcxy (H i 23)2
0 __bxzs e — bzo H
(H+Z3) (H+z3)?
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—ri  —cry 0

w
J=| kezz 0 e
0~y ¢~ i
(D (H473)) — A —<W (2 (H + 33)) 0
J =\ = che (4 74) )\ AL
0 ~ T €~ Wrey ~

Le polynome caractéristique associé a J est donné par

o CH _)\] K% (T_b _ (H+gz-3)> +>\> /\+%IW(H+£3)GC:ZV (T—b - (H+3?“3))}

(H + 23) b \lec ec
ekH ec (rb b
— | — | — = (H +1x A ———=0.
(H + z3) (b (ec ( +I3>> * ) (H + z3) 0
On obtient )
B D Ham) ) - BN
[ <ec (H + ) (H + 73)
ke*c*W rb ec  elXs rb ekHbz
H+z ——(H+7 - | ——=(H+Z — 1A
rb? (H +73) <ec ( —|—x3)> b (H + z3) (ec ( +x3)) * (H+J}3)2:|
ec?W rb
_k _  _(H+713) ) =
e iy~ | (e ) =0
Donc
A2+ MoA2 + M\ + My = 0.
avec
My = (2 (H4m) - it
exr ec® -~ ec r = e T
M, = (H+§53) <—krszV:(H + z3)? — 3) (6—2’ — (H + xg)) + (155%)32‘
My = ket (il — <) (22— (H + 7))
1. Casl : C; = 0. D’apres (4.15)), on a
o H = <T_62VbV;H>+H— l (4.32)
3 N ec?W eW ’
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D’apres (4.32)), on obtient

MO — k€20‘1—:3 ( H o €C2W) (T_b _ (H + jg)) .

(H+z3)? rb? ec

_ = H 1 rb =
o k@QC.Tg ((H-‘r:?::s)z o (H+:?:3)) (& B (H + %3)) )

ke3cT H rb =
—(H—&-:Ej) ((H+533) — 1) (E — (H +3§'3)) < 0.

Car ﬁ <let (H+z3) <2 On ale résultat suivant

Théoreme 4.15. Si (4.16) est satisfaite, alors 'unique point d’équilibre de

coezistence Ey = (Z1,Tq,T3) est instable.

. Cas2 : (], < 0. D’apres (4.17)), on a

—rba + rbk(cW +b) + VA
2kec?W '

T3+ H = (4.33)

My = keters (gt — ) (2~ (H +22))

_ = c e \/ﬁ c We rb =
= ke’cis <(H+@3) — 5\ WT) (—(ng) + 5/ T) (22— (H+13)).

_ ke2c2z We (b rH - VH c We rb =

= bara\ (z\/ We ~ (H+$3)) <—(H+9‘c3) +3 T) (5 — (H+23)) .
Pour déterminer le signe de M, il suffit de connaitre le signe de g, [+ —(H+Zs5).
En effet

=

VT~ (H+3s) = §y/ife - (H + %),

_ b [rH _ —rbatrbk(cW+b)+vVA
¢\ We 2kec2W :

2kbecW \/ T +rba—rbk(cW+b)— VA
2kec?W :

96



Puisque C; < 0, alors 7b(a — kcW) < —kc*WeH, d’ott on a

b [rH H+ 7)) — 2kbecW \/ HE +rba—rbk(cW+b)—VA
c\/ We ( +l’3) - 2kec2W ’

< 2kbeVrWeH —rb*k—kc?WeH— \/7
2kec?W

—k(b\/F—cx/ WeH)Q—\/Z
2kec2W

< 0.

Donc My < 0. On a le résultat suivant

Théoréme 4.16. Si est satisfaite, alors l'unique point d’équilibre de

coezistence Ey = (Z1,Tq,T3) est instable.

. Cas3 : (7 >0, By <0et A>0. Dapres (4.20), on a

—rba + rbk(cW +b) + VA
2kec?W

i+ H = (4.34)

et
—rba + rbk(cW +b) — VA

2kec?W
Puisque A > 0, alors v/r(a — k(cW + b)) < —2kev/WeH, d’ou on a

b /rH H 4 75) — 2kbecW/ 17 2:4 . trba—rbk(cW+b)— \/7
c\/ we ( + 73 ) - 2kec?W

Ty +H= (4.35)

2kbeVrWeH —2bke/rWeH — \/7
2kec?W

_ _=VA
—  2kec2W < 0.

Donc, My < 0. On a le résultat suivant

Théoreme 4.17. Si est satisfaite, alors le point d’équilibre de coexistence

Ef = (z],725,73) est instable.

De méme,

b /rH H __ _ 2kbecW %—&-rba—rbk(cw—&-b)—i—\/g
e — (H+33) = eIV

2kbey/TWeH +rba— rbk(cw+b)+\ﬁ
2kec?W
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Puisque A > 0, alors r(a — k(cW + b)) + 2kev/rWeH < 0. Supposons que

b |rH __
Alors

g\/%— (H+173)<0sb [r(a—k(cw+b))+2kcm} +VA <.
& VA < —b [r(a — k(cW +b)) + 2kcm] .
A< [r(a — k(cW + b)) + mwmf.
o b [r(a — k(cW + b)) — chx/m] [r(a — k(cW +1b))
+ 2kcx/m: < p? [r(a — k(cW + b)) + 2/«:@] g
= [r(a — k(W + b)) — 21«:@} > [r(a — k(W + b))
+ 2keVrWeH
& —Ake/r Vel > 0.

Impossible, d'ou 24/#L — (H + z7) > 0. Par conséquence, My > 0.

Remarque 4.3. Pour étudier la stabilité de E , il faut vérifier les autres condi-
tions de Routh-Hurwitz, c’est a dire My > 0, My > 0 et My My > M,.
Vau la complexité des calculs, on va se contenter de quelques simulations numériques

pour traiter ce cas.

. Casd : B; <0 et A=0. Dapres (4.30) on a

b/ Wel
B+ H=3; +H=""""1

Gie—(H+zf) = 0

Donc, My = 0. On a le résultat suivant

(4.36)

d’ou on a

Remarque 4.4. Si est satisfaite, alors on ne peut rien conclure sur la

stabilité de l'unique point d’équilibre de coexistence Ef = (7] ,Z5,77)
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4.4 Simulations numériques

4.4.1 Points d’équilibre Fy, Ei, E>

1 5
5
% 05 1 o4
3
0 - - 2 - -
0 50 100 150 0 50 100 150
t t
15
1
m
s
0.5
|:| N N
0 50 100 150

FIGURE 4.1 — Les points d’équilibre Ey, E;, E; sont instables (Th |4.11) Th et
Th [4.13)), pour les parametres : a = 0.2, b = 1.18, ¢ = 0.2, e = 0.5, r = 1.2, W =1,
k=1, H=T1.

29



4.4.2 Point d’équilibre Ej

1 6
4
= 05 I
2
0 - - - 0 - - -
0 50 100 180 200 0 50 100 150 200
t t
1
0.5
o
=
] s
05 - - -
0 50 100 150 200

t

FIGURE 4.2 — Le point d’équilibre E3 est localement asymptotiquement stable
(Thd.14)), pour les parametres : @ = 0.1, b = 1.18, c = 0.4, e = 0.5, r = 1, W = 1,
k=1 H=1.
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FIGURE 4.3 — Le point d’équilibre Ej5 est instable (Th4.14)), pour les parametres :

a=01,0b=118,¢c=02e=05r=1,W=1k=1 H=T.
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4.4.3 Point d’équilibre E,

1 4
08 f : 3
= 06 I oo
0.4 - i L
045 50 o 50 100
1 1
1
@ 05

\_

0 Al 100

a

FIGURE 4.4 — le point E4(0.5,1.5,2) est instable (Th [4.15]), pour les parametres :
a=167,b=1,¢c=2,¢e=05,r=6,W=1 k=1, H=1.
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FIGURE 4.5 — Le point Ej est instable(Th4.16|), pour les parametres : a = 1, b = 1,
c=2,e=05r=3W=1k=1 H=1.
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FIGURE 4.6 — Le point E;(0.22,1.56,2.12) est instable et FE, (0.68,0.64,0.28) est
stable (Th4.17)),(Rm4.3)), pour les parametres : a =0.9,b=1,c=1,e=0.5,r = 2,

W=1k=1 H=1.
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Conclusions et Perspectives

Dans ce mémoire nous avons analysé un modele mathématique du controle biologique
des agro-écosysthemes, c¢’est un modele proie prédateur décrivant la dynamique de la
population des insectes vivant dans les bois, des araignées et des insectes vivant dans
la vigne (voir [29]).

Dans le chapitre 3, nous avons étudiés séparément deux modeles proies prédateurs
décrivant respectivement la dynamique de la population des insectes des bois et celle
des araignées et la dynamique de la population des insectes de la vigne et celle des
araignées. Nous avons fait I’étude de 'existence et 'unicité de la solution positive glo-
bale, le calcul des points d’équilibre et leur stabilité. Enfin, des simulations numériques
sont données pour illustrer nos résultats.

Dans le chapitre 4 nous avons analysé un modele proies prédateurs contenant trois
équations différentielles telles que la premiere et la troisieme équation décrivent res-
pectivement 1’évolution des insectes des bois et la croissance de la population d’in-
sectes de la vigne en plein champ.

Dans la premiere équation, le premier terme tient compte de la croissance logistique
tandis que le dernier terme représente la prédation a laquelle ces insectes sont soumis
par la population d’araignées.

La troisieme équation modélise la croissance de la population d’insectes de la vigne
dans les champs ouverts, et 'activité de prédation a laquelle ils sont soumis par les
araignées. on remarque que ces deux termes ont des expressions différentes de celles
correspondantes a la premiere équation.

La dynamique des araignées est donnée dans la deuxieme équation, ou la mortalité

est décrite par une croissance Malthusiene et les deux termes positifs représentent la
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croissance due a la prédation sur les deux populations d’insectes.

Dans ce chapitre nous avons étudié 'existence globale et I'unicité de la solution po-
sitive de notre systeme, 'existence des points d’équilibre et leur stabilité locale, En
perspective, et a partir des résultats obtenus dans ce mémoire il serait intéressant
d’analyser la bifurcation de Hopf pour obtenir des solutions périodiques observées

dans les simulations numériques (voir [29]), ainsi que celles observées dans la figure

suivante (4.7)).

FIGURE 4.7 — Portrait de phase du modele (4.1)). Cas ou il y a coexistence des proies
et des prédateurs avec condition initiale (z1(0),z2(0),23(0)) = (1,3,1) et pour les
parametres : a = 0.2, 0 =118, c=024,e =05, r=1, W =1 k=1 H=T.

En effet, a partir des simulations numériques, nous pouvons conclure que les taux
de prédation c et b entre la proie dans le bois et la proie dans le vignoble ont un
role essentiel dans la stabilité de notre point d’équilibre de coexistence du systeme
, ainsi que le taux de croissance spécifique de la proie dans les bois, c’est-a-dire

le parametre r.
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Le role des araignées en tant que controleurs biologiques dans les rizieres et les vergers
a été étudié par plusieurs scientifiques, (voir [24], [17] et [21]). Les techniques de pro-
lifération des araignées ont conduit a 60% de réduction de 'utilisation des pesticides
(voir [16]). En perspective, il serait intéressant aussi de développer et d’étudier de

tels modeles dans un futur travail.
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Résumeé
Nous étudions dans ce mémoire un modele mathématique agro-écologique
décrivant la dynamique des araignées predateurs se déplacant parmi les
vignobles et les bois, dans lesquels vivent deux proies différentes, qui sont la
population d’insectes des bois et celle des vignobles. D’abord, nous demontrons
I'existence globale et I'unicité de solutions positives. Puis, nous étudions
I'existence et la stabilité des points d'équilibres. Enfin, nous faisons des
simulations numériques pour illustrer nos résultats.
Mots clés :
Modeéle mathématique agro-écologique, Points d’équilibre, Existence et unicité
de solutions positives, Stabilité, Simulations numériques.

Abstract
We study in this thesis a mathematical model describing the dynamics of
predatory spiders moving among vineyards and woods, in which two-different
prey live, which are the wood insect population and that of the vineyards. First,
we prove the global existence and uniqueness of positive solutions. Then we
examine the existence and stability of equilibrium points. Finally, we propose
numerical simulations to illustrate our results.
Keywords:
Agro-ecological mathematical model, Equilibruim points, Existence of positive
solutions, Stability, Numerical simulations.
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